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Наслов мастер рада:

Примена бутстреп метода у анализи временских сериjа

Резиме:

Развоj рачунарске технике средином XX века допринео jе процвату
многих научних дисциплина, с обзиром на то да су створени услови
за решавање великог броjа проблема коjи су захтевали интезивна
израчунавања. Међу наукама коjе почињу нагло да се развиjаjу нашла
се и математичка статистика. Нагли раст рачунарске моћи омогућио jе
лакша и бржа испитивања великих скупова података сложене струк-
туре, али и развоj нових статистичких техника коjи обезбеђуjу добре
резултате за узорке малог обима.

У овом раду биће описан бутстреп метод, jедан од савремених алата
статистичке анализе и примена ове методе у анализи временских сериjа.
У другом поглављу дат jе опис тзв. стандардног бутстрепа, тj. бутстреп
методе за независне скупове података, као и примена ове методе за оцену
средње вредности, дисперзиjе и интервала поверења. У трећем поглављу
дата jе основна анализа временских сериjа и модела временских сери-
jа. Четврто поглавље описуjе бутстреп методе за временске сериjе, као
што су блок и решеткасти бутстреп и наводи теореме коjима jе показана
постоjаност ових метода. Такође, у овом поглављу упоређене су перфор-
мансе ових метода за оцену средње вредности, параметара модела и ау-
токорелационих коефициjената. Поглавље пет садржи примену бутстреп
метода са скуповима реалних података.

Кључне речи:

бутстреп метод, реузорковање, временске сериjе, зависност података
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Ïðèìåíà áóòñòðåï ìåòîäà ó àíàëèçè âðåìåíñêèõ ñåðèjà

1 Óâîä

Ïðèíöèï áóòñòðåï ìåòîäîëîãèjå óâåî jå àìåðè÷êè ñòàòèñòè÷àð
Áðåäëè Åôðîí 1 1979. ãîäèíå ó ðàäó"Bootstrap methods: Another look at
the Jackknife"[2], êîjè jå îájàâ§åí ó ÷àñîïèñó "The Annals of Statistics".
Íàçèâ áóòñòðåï ïîòè÷å îä åíãëåñêîã èçðàçà "to pull yourself up by your
own bootstraps", øòî ó ïðåíåñåíîì ñìèñëó çíà÷è, ïîñòè£è óñïåõ áåç
îñëà»à»à íà ïîìî£ ñïî§à.
Áóòñòðåï jå jåäíîñòàâàí, àëè ìî£àí ñòàòèñòè÷êè ìåòîä, êîjè jå Åôðîí
ïðåäñòàâèî ïðâè ïóò 1977. ãîäèíå, ìå¢óòèì è íàêîí îájàâå ðàäà 1979.
ãîäèíå, íàó÷íèöè ãà íèñó ÷åñòî êîðèñòèëè çáîã íåäîâî§íî ðàçâèjåíèõ
ðà÷óíàðñêèõ ñèñòåìà, êîjè òàäà íèñó áèëè ó ñòà»ó äà èçâîäå ñëîæåíå
è äóãîòðàjíå ïðîöåñå, êàî è çáîã ëàè÷êîã îájàø»å»à ñàìå ìåòîäå è
íåäîâî§íî äîáðèõ äîêàçà î àñèìïòîòñêèì ñâîjñòâèìà êîjà ñå jàâ§àjó
ó áóòñòðåïó. Íåêîëèêî ãîäèíà êàñíèjå, ñà ïîjàâîì òåìå§íèõ äîêàçà,
áóòñòðåï ïîñòàjå áèòàí àëàò ó àíàëèçè ïîäàòàêà è ðåãóëàðíà ìåòîäà
ðåóçîðêîâà»à ïîäàòàêà.

Ðåóçîðêîâà»å ïîäàòàêà (åíãë. resampling) ïîäðàçóìåâà ãåíåðè-
ñà»å âå£åã ñêóïà ïîäàòàêà íà îñíîâó äàòîã îðèãèíàëíîã ñêóïà ïîäàòàêà.
Ðåàëèçîâàíè óçîðàê èç ïî÷åòíå ïîïóëàöèjå ïîñìàòðàìî êàî íîâó ïîïóëà-
öèjó èç êîjå ïðàâèìî âåëèêè áðîj íîâèõ óçîðàêà (ðåóçîðàêà). Äîáèjåíè
ðåóçîðöè êîðèñòå ñå çà àïðîêñèìàöèjó ðàñïîäåëå ïîëàçíîã óçîðêà, êàî
è çà îöåíó ïàðàìåòàðà. Ïðåäíîñò îâàêâå àïðîêñèìàöèjå jå øòî íå òðåáà
ïðàâèòè íèêàêâå ïðåòïîñòàâêå î ðàñïîäåëè íà îñíîâíîì óçîðêó, äîâî§àí
óñëîâ jå äà jå îñíîâíè óçîðàê ïîïóëàöèjå ðåïðåçåíòàòèâàí, jåð óêîëèêî ó
»åìó ïîñòîjè ãðåøêà îíà £å ñå ó äà§åì ðàäó àêóìóëèðàòè è äîáè£åìî
ïîãðåøíå ðåçóëòàòå.
Oâàêàâ ïðèíöèï jå ïîñåáíî ïîãîäàí ó ñëó÷àjåâèìà êàäà jå îðèãèíàëàí
óçîðàê ìàëèõ äèìåíçèjà, ïà ñàìèì òèì àñèìïòîòñêà òåîðèjà (Çàêîí âå-
ëèêèõ áðîjåâà è Öåíòðàëíî ãðàíè÷íà òåîðåìà) íå äàjó ïîóçäàíå ïîäàòêå
àïðîêñèìàöèjå ðàñïîäåëå.

1Bradley Efron, 1938.
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Ïðèìåíà áóòñòðåï ìåòîäà ó àíàëèçè âðåìåíñêèõ ñåðèjà

2 Ñòàíäàðäíè áóòñòðåï

Áóòñòðåï ìåòîäà jå ìåòîäà ðåóçîðêîâà»à êîjà îìîãó£àâà jåäíîñòàâíó
îöåíó ðàñïîäåëå ñòàòèñòèêå îä èíòåðåñà áåç ïðåòïîñòàâêè î òèïó ðàñïî-
äåëå äàòîã óçîðêà è íå îñëà»à ñå íà àñèìïòîòñêå ðåçóëòàòå. Óïîçíàjìî
ñå ñà ïðèíöèïîì ôóíêöèîíèñà»à áóòñòðåï ìåòîäå.

Íåêà jå X � � X 1; X 2; : : : ; X n � ïðîñò ñëó÷àjàí óçîðàê ïîïóëàöèjå ñà
ôóíêöèjîì ðàñïîäåëå F � � � è íåêà jå x � � x1; x2; : : : ; xn � ðåàëèçîâàí óçî-
ðàê ãåíåðèñàí ôóíêöèjîì F . Îñíîâíè öè§ áóòñòðåï ìåòîäå jåñòå îöåíà
ðàñïîäåëå ñòàòèñòèêå êîjîì îöå»ójåìî ïàðàìåòðå ðàñïîäåëå.
Íåêà jå Z � f � X � ñòàòèñòèêà óçîðêàX êîjîì îöå»ójåìî ïàðàìåòàð
� � � � F � ðàñïîäåëå F íà îñíîâó ïðîñòîã ñëó÷àjíîã óçîðêà X , êîjó £å-
ìî îçíà÷èòè ñà �̂ � �̂ � X � . Çàäàòàê jå îäðåäèòè ôóíêöèjó ðàñïîäåëå H
ñòàòèñòèêåZ .
Ó çàâèñíîñòè äà ëè jå ðàñïîäåëà F ïîçíàòà ðàçëèêójåìî äâà ñëó÷àjà:

1. ïàðàìåòàðñêè áóòñòðåï - ïîçíàòà jå ôóíêöèjà ðàñïîäåëå F , àëè
ó »îj ôèãóðèøå íåïîçíàòè ïàðàìåòàð �;

2. íåïàðàìåòàðñêè áóòñòðåï - íå ïîñòîjå íèêàêâå ïðåòïîñòàâêå î
ôóíêöèjè ðàñïîäåëå F .

Ó îáà ñëó÷àjà èç äàòîã ðåàëèçîâàíîã óçîðêà x � � x1; x2; : : : ; xn � ãåíåðè-
øåìî R ðåóçîðàêà x ˜

1 ; x ˜
2 ; : : : ; x ˜

R
2 êîjè ñó èñòîã îáèìà êàî è ïîëàçíè

óçîðàê. Äîáèjåíå ðåóçîðêå ìîæåìî ïðåäñòàâèòè íà ñëåäå£è íà÷èí:

x ˜
1 � � x˜

11; x˜
21; : : : ; x˜

n1� ;

x ˜
2 � � x˜

12; x˜
22; : : : ; x˜

n2� ;

�

x ˜
R � � x˜

1R ; x˜
2R ; : : : ; x˜

nR � :

Íà îñíîâó äîáèjåíèõ áóòñòðåï ðåóçîðàêà x˜ � � x ˜
1 ; x ˜

2 ; :::x ˜
R � ðà÷óíàìî

âðåäíîñòè ñòàòèñòèêåZ , òj.

zi � f � x i � ; z � � z1; z2; : : : ; zR � :

Íà îñíîâó äîáèjåíèõ âðåäíîñòè z � � z1; z2; : : : ; zR � ãåíåðèøåìî åìïèðèj-
ñêó ôóíêöèjó ðàñïîäåëå, êîjîì àïðîêñèìèðàìî ïðàâó ðàñïîäåëó ñòàòè-
ñòèêåZ :

H � z¶Z � z� �
1
R

R

=
i � 1

I r zi & zx; z " R:

2* îçíà÷àâà áóòñòðåï ðåàëèçàöèjå
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Ïðèìåíà áóòñòðåï ìåòîäà ó àíàëèçè âðåìåíñêèõ ñåðèjà

2.1 Ïàðàìåòàðñêè áóòñòðåï

Ó ñëó÷àjó ïàðàìåòàðñêîã áóòñòðåïà ïðåòïîñòàâ§àìî äà jå ïîçíàò
îáëèê ôóíêöèjå ðàñïîäåëå F è äà òà ôóíêöèjà çàâèñè îä íåïîçíàòîã
ïàðàìåòðà � . Êàî øòî jå âå£ ïîìåíóòî, ïîòðåáíî jå íà£è ôóíêöèjó ðàñ-
ïîäåëå íåêå îöåíå �̂ ïàðàìåòðà � . Ïîñòóïàê jå ñëåäå£è:

1. íà îñíîâó äàòîã ðåàëèçîâàíîã óçîðêà x � � x1; x2; : : : ; xn � ðà÷óíàìî
âðåäíîñò îöåíå �̂ ïàðàìåòðà � ,

2. ôóíêöèjó F� àïðîêñèìèðàìî ôóíêöèjîì F�̂ ,

3. ãåíåðèøåìî èç F�̂ R íåçàâèñíèõ óçîðàêà x ˜
i � � x˜

1i ; x˜
2i ; : : : ; x˜

ni � , i �
1: : : R, êîjå íàçèâàìî áóòñòðåï óçîðöèìà,

4. çà ñâàêè áóòñòðåï óçîðàê ðà÷óíàìî âðåäíîñò îöåíå �̂ ˜
i � �̂ � x ˜

i � , äî-
áèjåíå âðåäíîñòè çîâåìî áóòñòðåï îöåíå ïîñìàòðàíå ñòàòèñòèêå,

5. îäðå¢ójåìî åìïèðèjñêó ôóíêöèjó ðàñïîäåëå íà îñíîâó áóòñòðåï îöå-
íà äîáèjåíèõ ó êîðàêó 4.

2.2 Íåïàðàìåòàðñêè áóòñòðåï

Ó íåïàðàìåòàðñêîì áóòñòðåïó ïîëàçèìî îä ïðåòïîñòàâêå äà íåìàìî
íèêàêâå èíôîðìàöèjå î ôóíêöèjè ðàñïîäåëå F . Ïîñòóïàê jå ñëåäå£è:

1. íà îñíîâó äàòîã ðåàëèçîâàíîã óçîðêà x � � x1; x2; : : : ; xn � ðà÷óíàìî
åìïèðèjñêó ôóíêöèjó ðàñïîäåëå

Fn � x¶X � x � �
1
n

n

=
i � 1

I r x i & xx; x " R;

2. íà îñíîâó äîáèjåíå åìïèðèjñêå ôóíêöèjå ãåíåðèøåìî íîâèõ R óçî-
ðàêà, øòî ñå çàïðàâî ñâîäè íà ãåíåðèñà»å íîâèõ óçîðàêà

x ˜
i � � x˜

1i ; x˜
2i ; : : : ; x˜

ni � , i � 1: : : R

ïóòåì èçâëà÷å»à ñà âðà£à»åì èç îñíîâíîã óçîðêà, êîjè ñàäà ïîñìà-
òðàìî êàî íîâó ïîïóëàöèjó, è îâî jå îñíîâíà ðàçëèêà èçìà¢ó îâå äâå
âðñòå áóòñòðåïa. Ïðèìåòèìî äà áè óêóïàí áðîj ìîãó£èõ ðåóçîðàêà
ó îâîì ñëó÷àjó áèî nn , äàêëå, íåïàðàìåòàðñêè áóòñòðåï áè èäåjíî
ïîñìàòðàî ñâèõ nn ìîãó£èõ ðåóçîðàêà, à îâàj ïîñòóïàê èçâëà÷å»à
R ðåóçîðàêà çàïðàâî ïðåäñòàâ§à Ìîíòå Êàðëî àïðîêñèìàöèjó íå-
ïàðàìåòàðñêîã áóòñòðåïà.
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Ïðèìåíà áóòñòðåï ìåòîäà ó àíàëèçè âðåìåíñêèõ ñåðèjà

3. çà ñâàêè áóòñòðåï óçîðàê ðà÷óíàìî âðåäíîñò îöåíå

�̂ ˜
i � �̂ � x i � ; i � 1: : : R;

4. îäðå¢ójåìî åìïèðèjñêó ôóíêöèjó ðàñïîäåëå íà îñíîâó áóòñòðåï îöå-
íà äîáèjåíèõ ó êîðàêó 3.

2.3 Ïðèìåíà áóòñòðåï ìåòîäå çà îöåíó ñðåäèíå
è äèñïåðçèjå

Íà îñíîâó ñòàòèñòè÷êå òåîðèjå ïîçíàòî jå äà çà îöåíó ñðåäèíå îáåëåæ-
jà X íà îñíîâó ïðîñòîã ñëó÷àjíîã óçîðêà X � � X 1; X 2; : : : ; X n � êîðèñòèìî
óçîðà÷êó ñðåäèíó

X n �
1
n

n

=
i � 1

X i ;

a çà îöåíó äèñïåðçèjå êîðèñòèìî óçîðà÷êó äèñïåðçèjó

Sn
2

�
1
n

n

=
i � 1

� X i � X n � 2;

èëè óêîëèêî æåëèìî íåïðèñòðàñíó îöåíó äèñïåðçèjå êîðèñòè ñå ïîïðà-
â§åíà óçîðà÷êà äèñïåðçèjà

xS2
n �

1
n � 1

n

=
i � 1

� X i � X n � 2:

Îâèì ñå íàìå£å äà ñå áóòñòðåï îöåíà ñðåä»å âðåäíîñòè îöåíå �̂ ïàðà-
ìåòðà � äîáèjà ðà÷óíà»åì ñðåäèíå êîëåêöèjå áóòñòðåï îöåíà
�̂ � � �̂ ˜

1 ; �̂ ˜
2 ; : : : ; �̂ ˜

R � ,

�
˜

�
1
R

R

=
i � 1

�̂ ˜
i :

Àíàëîãíî, áóòñòðåï îöåíà äèñïåðçèjå îöåíå �̂ ïàðàìåòðà � jå

�̂ 2˜ �
1

R � 1

R

=
i � 1

� �̂ ˜
i � �

˜
� 2:

Èëóñòðîâà£åìî îâî íà ïðèìåðó íîðìàëíå ðàñïîäåëå N � m; � 2� : Ïðè-
ìåíîì áóòñòðåï ìåòîäå òðåáà îäðåäèòè îöåíó ñðåäèíå è âàðèjàíñå îöåíå
�̂ íåïîçíàòîã ïàðàìåòðà � � m, òj. òðåáà îöåíèòè ðàñïîäåëó ñòàòèñòèêå
X n êîjîì ñå îöå»ójå ïàðàìåòàð m (â. Ñëèêó 1).
Ðàçëèêójåìî äâà ñëó÷àjà:
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ˆ Óêîëèêî íàì jå ïîçíàòî äà jå îñíîâíè óçîðàê èç íîðìàëíå ðàñïî-
äåëå, êîðèñòèìî ïàðàìåòàðñêè áóòñòðåï. Ãåíåðèøåìî R ðåóçîðàêà
èç íîðìàëíå ðàñïîäåëå ñà îöå»åíèì ïàðàìåòðèìà m è � 2 ðåàëè-
çîâàíèì âðåäíîñòèìà ñòàòèñòèêà xn è xs2

n êîjå äîáèjàìî íà îñíîâó
äàòîã óçîðêà. Çà ñâàêè îä ðåóçîðàêà ðà÷óíà ñå ðåàëèçîâàíà âðåä-
íîñò óçîðà÷êå ñðåäèíå ÷èìå ñå äîáèjà R áóòñòðåï îöåíà ñòàòèñòè-
êå X n : x˜

1 ; x˜
2 ; : : : ; x˜

R . Íà îñíîâó äîáèjåíèõ áóòñòðåï îöåíà ìîæåìî
äà îäðåäèìî åìïèðèjñêó ôóíêöèjó ðàñïîäåëå, êàî è îöåíå ñðåä»å
âðåäíîñòè è äèñïåðçèjå ñòàòèñòèêåX n :

ˆ Óêîëèêî ðàñïîäåëà îñíîâíîã óçîðêà íèjå ïîçíàòà êîðèñòèìî íåïà-
ðàìåòàðñêè áóòñòðåï. Îñíîâíà ðàçëèêà jå øòî ðåóçîðêå ãåíåðèøåìî
êàî ñëó÷àjíå óçîðêå ñà ïîíàâ§à»åì èç ïîïóëàöèjå êîjó ÷èíå âðåäíî-
ñòè îñíîâíîã óçîðêà. Ïîñòóïàê jå äà§å èñòè êàî êîä ïàðàìåòàðñêîã
áóòñòðåïà.

Ñëèêà 1: Èëóñòðàöèjà áóòñòðåïà çà îöåíó ðàñïîäåëå ïàðàìåòðàm

2.4 Ïðèìåíà áóòñòðåï ìåòîäå çà îöåíó èíòåðâàëà ïî-
âåðå»à

Ïîñòîjè âèøå áóòñòðåï íà÷èíà çà êîíñòðóêöèjó èíòåðâàëà ïîâåðå»à,
êàî øòî ñó Åôðîíîâ ïåðöåíòèëíè áóòñòðåï, Åôðîíîâ ïåðöåíòèëíè áóò-
ñòðåï ñà êîðåêöèjîì ïðèñòðàñíîñòè, ïåðöåíòèëíè ò-áóòñòðåï è íîðìàëíè
ò-áóòñòðåï. Îâäå £åìo îïèñàòè Åôðîíîâ ïåðöåíòèëíè áóòñòðåï ìåòîä ,
à î îñòàëèì ìåòîäàìà ìîæå ñå âèøå íà£è ó ðàäó [3].

Íåêà jå äàò ïðîñò ñëó÷àjàí óçîðàê X � � X 1; X 2; : : : ; X n � îáåëåæjà X
ñà ðàñïîäåëîì F ó êîjîj ôèãóðèøå íåïîçíàòè ïàðàìåòàð �: Ïîòðåáíî jå
êîíñòðóèñàòè èíòåðâàë ïîâåðå»à çà ïàðàìåòàð �:
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Ïðèìå»ójåìî ñòàíäàðäíó áóòñòðåï ïðîöåäóðó, òj. íà îñíîâó ðåàëèçîâàíîã
óçîðêà x � � x1; x2; : : : ; xn � ðà÷óíàìî âðåäíîñò îöåíå �̂ , à çàòèì ãåíåðè-
øåìî áóòñòðåï îöåíå �̂ ˜

1 ; �̂ ˜
2 ; : : : ; �̂ ˜

R èç ðàñïîäåëå F�̂ :
Åôðîí jå ïðåäëîæèî äà óêîëèêî æåëèìî äà íàïðàâèìî íïð. 90%èíòåð-
âàë ïîâåðå»à, èçàáåðåìî 90% âðåäíîñòè áóòñòðåï îöåíà �̂ ˜

i ; i � 1; : : : ; R
êîjè ñå íàëàçå ó ñðåäèíè âàðèjàöèîíîã íèçà îâèõ îöåíà, à äà îäáàöèìî
5% íàjìà»èõ è 5% íàjâå£èõ âðåäíîñòè.
Àêî jå H ˜ ôóíêöèjà ðàñïîäåëå áóòñòðåï îöåíå �̂ ˜ � � � X � , ãîð»ó ãðàíèöó
èíòåðâàëà ïîâåðå»à íàëàçèìî ðåøàâà»åì jåäíà÷èíå H ˜ � x� � � 1 � � �©2
ïî x. Äîáèjà ñå

�̂ g� � � � � H ˜ � � 1�� 1 � � �©2�� :

Êàäà jå R âåëèêî, ôóíêöèjà ðàñïîäåëå H ˜ ìîæå ñå àïðîêñèìèðàòè åì-
ïðèðèjñêîì ôóíêöèjîì ðàñïîäåëå çà �̂ � � �̂ ˜

1 ; : : : ; �̂ ˜
R �

HR � � ¶�̂ � �
1
R

R

=
i � 1

I � �̂ i
˜

& � � ; � " R:

Îäàâäå âàæè:

� H ˜ � � 1�� 1 � � �©2� � H � 1
R �� 1 � � �©2¶�̂ � ; R � ™:

Ó ïðàêñè îâó âðåäíîñò äîáèjàìî îäðå¢èâà»åì áðîjà

g �
1 � �

2 R:

Çà ãîð»ó ãðàíèöó èíòåðâàëà ïîâåðå»à áèðàìî g - òó âðåäíîñò �̂ ˜
� g� âàðè-

jàöèîíîã íèçà
�̂ ˜

� 1� & �̂ ˜
� 2� & : : : & �̂ ˜

� R� :

Óêîëèêî g íèjå öåî áðîj, óçèìàìî ïðâè öåî áðîj n ìà»è îä g, à çàòèì
èíòåðïîëàöèjîì äîáèjàìî ãîð»ó ãðàíèöó êîjà jå îáëèêà:

�̂ ˜
� g� � �̂ ˜

� n� � � g � n�� �̂ ˜
� n� 1� � �̂ ˜

� n� � :

Àíàëîãíî ðà÷óíàìî è äî»ó ãðàíèöó èíòåðâàëà ïîâåðå»à

�̂ d� � � � � H ˜ � � 1�� 1 � � �©2� � H � 1
R �� 1 � � �©2¶�̂ � ; R � ™:

Ó ïðàêñè ðà÷óíàìî áðîj d òàêî äà âàæè:

d �
1 � �

2 R;

à îíäà ñòàòèñòèêó ïîðåòêà �̂ ˜
� d� ïðîãëàøàâàìî äî»îì ãðàíèöîì. Óêîëèêî

d íèjå öåî áðîj îíäà âå£ îïèñàíèì ïîñòóïêîì èíòåðïîëàöèjå íàëàçèìî
äî»ó ãðàíèöó.
Äîáèjåíè èíòåðâàë ïîâåðå»à I � � �̂ ˜

� d� ; �̂ ˜
� g� � îäðå¢ójå 100� % Åôðîíîâ ïåð-

öåíòèëíè èíòåðâàë ïîâåðå»à çà ïàðàìåòàð � .
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3 Âðåìåíñêå ñåðèjå

Àíàëèçà âðåìåíñêèõ ñåðèjà ïðåäñòàâ§à jåäíó îä íàjïîïóëàðíèjèõ ñòà-
òèñòè÷êèõ äèñöèïëèíà äàíàø»èöå. Çàê§ó÷èâà»å ó àíàëèçè âðåìåíñêèõ
ñåðèjà áèòíî ñå ðàçëèêójå îä óîáè÷àjíîã íà÷èíà ñòàòèñòè÷êîã çàê§ó÷è-
âà»à. Îñíîâíè ïîjàì êîä ñòàòèñòè÷êîã çàê§ó÷èâà»à jå ïðîñò ñëó÷àjàí
óçîðàê, ïîä êîjèì ïîñìàòðàìî ñêóï îä n íåçàâèñíèõ jåäíàêîðàñïîäå§å-
íèõ ñëó÷àjíèõ ïðîìåí§èâèõ, äîê ñå êîä âðåìåíñêèõ ñåðèjà ïîñìàòðà ñêóï
ñëó÷àjíèõ ïðîìåí§èâèõ çà êîjå ñå ïðåòïîñòaâ§à äà ñó ìå¢óñîáíî çàâèñíå,
à âåîìà ÷åñòî è êîðåëèñàíå.

Öè§åâè àíàëèçå âðåìåíñêèõ ñåðèjà ñó:
Îïèñèâà»å âðåìåíñêå ñåðèjå äàjå îñíîâíå èíôîðìàöèjå î âðåìåíñêîj
ñåðèjè ïîìî£ó ãðàôè÷êîã ïðèêàçà è ñóìàðíèõ ñòàòèñòèêà òå âðåìåíñêå
ñåðèjå. Îïèñèâà»åì ìîãó ñå äîáèòè îñíîâíå èíôîðìàöèjå î âðåìåíñêîj
ñåðèjè, êîjèìà ìîæåìî óòâðäèòè ñóøòèíñêó êàðàêòåðèñòèêó ïîñìàòðàíå
ïîjàâå è òèìå èçáå£è ñëîæåíèjå ñòàòèñòè÷êå ìåòîäå àíàëèçå âðåìåíñêe
ñåðèje.
Îájàø»å»å âðåìåíñêå ñåðèjå ïðåäñòàâ§à èçáîð îäãîâàðàjó£åã
ìàòåìàòè÷êîã ìîäåëà êîjè îïèñójå êðåòà»å âðåìåíñêå ñåðèjå íà çàäîâî-
§àâàjó£è íà÷èí.
Ïðåäâè¢à»å âðåìåíñêå ñåðèjå ïîäðàçóìåâà äà ñå èçàáðàíè ìîäåë
êîðèñòè çà ïðîãíîçèðà»å áóäó£åã ñòà»à âðåìåíñêå ñåðèjå íà îñíîâó
ïðîøëèõ îïñåðâàöèjà.

Âðåìåíñêå ñåðèjå èìàjó âåëèêó ïðèìåíó ó ïðàêñè, êîðèñòå ñå ó
åêîíîìèjè, ñòàòèñòèöè, ôèíàíñèjàìà; »èìà ñå ïðåäñòàâ§à ïðèðîäíè
ïðèðàøòàj, ôëóêòóàöèjà äåâèçíîã êóðñà, âðåìåíñêà ïðîãíîçà ìåñå÷íî
êðåòà»å èíäóñòðèjñêå ïðîèçâîä»å, óâîçà, èçâîçà è öåíà...

3.1 Äåôèíèöèjà, ñòàöèîíàðíîñò è åðãîäè÷íîñò âðå-
ìåíñêèõ ñåðèjà

Êàêî áèñìî äåôèíèñàëè âðåìåíñêó ñåðèjó íåîïõîäíî jå ïðâî äåôèíè-
ñàòè ñëó÷àjíè (ñòîõàñòè÷êè) ïðîöåñ.

Äåôèíèöèjà 3.1 Ñëó÷àjíè ïðîöåñ jå ôàìèëèjà ñëó÷àjíèõ ïðîìåí§èâèõ
rX t � ! � � t " T; ! " 
 x äåôèíèñàíèõ íàä èñòèì ïðîñòîðîì âåðîâàòíî£à
� 
 ; F ; P� , ãäå jåT èíäåêñè ñêóï.
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Èíäåêñíè ñêóï T ìîæå áèòè äåôèíèñàí íà âèøå íà÷èíà. Óêîëèêî jå
T � R èëè T N R äîáèjà ñå ñëó÷àjíè ïðîöåñ ñà íåïðåêèäíèì âðåìåíîì
rX txt " R, à óêîëèêî jå ñêóï T ñêóï öåëèõ èëè ïðèðîäíèõ áðîjåâà äîáèjà
ñå ñëó÷àjíè ïðîöåñ ñà äèñêðåòíèì âðåìåíîì, rX txt " Z:

Äåôèíèöèjà 3.2 Âðåìåíñêà ñåðèjà rX t ; t " Tx jå ðåàëàí ñëó÷àjíè ïðî-
öåñ, ïðè ÷åìó ñëó÷àjíå âåëè÷èíå X t è X s, t j s íå ìîðàjó áèòè íåêîðå-
ëèñàíå.

Ìîæåìî ðå£è äà âðåìåíñêå ñåðèjå ïðåäñòàâ§àjó óðå¢åíè íèç ïîäà-
òàêà, ïðè ÷åìó ñå óðå¢å»å îñòâàðójå ó îäíîñó íà âðåìå è íàj÷åø£å ó
jåäíàêèì âðåìåíñêèì èíòåðâàëèìà.

Óêîëèêî ñå ñâîjñòâà âðåìåíñêå ñåðèjå ó òîêó âðåìåíà íå ìå»àjó îíäà
jå äàòà ñåðèjà ñòàöèîíàðíà, ó ñóïðîòíîì îíà jå íåñòàöèîíàðíà. Ñòàöè-
îíàðíîñò jå âåîìà áèòíà ó àíàëèçè âðåìåíñêèõ ñåðèjà, ó çàâèñíîñòè îä
ñòàöèîíàðíîñòè âðåìåíñêå ñåðèjå áèðàjó ñå ðàçëè÷èòå ñòàòèñòè÷êå ìåòî-
äå çà àíàëèçó. Ïîñòîjå äâå îñíîâíå äåôèíèöèjå ñòàöèîíàðíîñòè:

Äåôèíèöèjà 3.3 (Ñòðîãà ñòàöèîíàðíîñò)
Âðåìåíñêà ñåðèjà X t jå ñòðîãî ñòàöèîíàðíà àêî çà áèëî êîjà äâà ïðèðîä-
íà áðîjà n è k è áèëî êîjó n-òîðêó ïðèðîäíèõ áðîjåâà � t1; :::; tn � ñëó÷àjíè
íèçîâè � X t1

; :::; X tn
� è � X t1 � k ; :::; X tn � k � èìàjó èñòó ôóíêöèjó ðàñïîäåëå.

Äåôèíèöèjà 3.4 (Ñëàáà ñòàöèîíàðíîñò)
Çà âðåìåíñêó ñåðèjóX t êàæåìî äà jå ñëàáî ñòàöèîíàðíà óêîëèêî âàæå
ñëåäå£è óñëîâè:

1. E � X t � � � � const:;¾t " Z ,

2. E � X 2
t � $ ™; ¾t " Z ,

3. cov� X t ; X t � k � � E � X t � � � E � X t � k � � � � 
 � k� ; ¾t; k " Z , ãäå jå
 � � �
àóòîêîâàðèjàöèîíà ôóíêöèjà.

Àêî jå âðåìåíñêà ñåðèjà ñòðîãî ñòàöèîíàðíà îíäà jå îíà è ñëàáî ñòà-
öèîíàðíà jåäèíî àêî èìà êîíà÷íó äèñïåðçèjó, îáðíóòî íå âàæè.

Äåôèíèöèjà 3.5 Íåêà jå X t ñëàáî ñòàöèîíàðíà âðåìåíñêà ñåðèjà ÷èjå
jå î÷åêèâà»å EX t � �: Òàêâà âðåìåíñêà ñåðèjà jå åðãîäè÷íà ó îäíîñó íà
ñðåä»ó âðåäíîñò àêî âàæè óñëîâ

X
P
�� �; T � ™;
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ãäå jåX � 1
T

< T
i � 1 X i :

Äàêëå, âðåìåíñêà ñåðèjà jå åðãîäè÷íà ó îäíîñó íà ñðåä»ó âðåäíîñò àêî
àðèòìåòè÷êà ñðåäèíà äàòîã ñêóïà êîíâåðãèðà ó âåðîâàòíî£è êà ñòâàðíîj
ñðåä»îj âðåäíîñòè âðåìåíñêå ñåðèjå êàêî ñå ïîâå£àâà îáèì óçîðêà.

3.2 Êîìïîíåíòå âðåìåíñêå ñåðèjå

Êîìïîíåíòå âðåìåíñêèõ ñåðèjà ñó òðåíä, ñåçîíñêà, öèêëè÷íà è
ñëó÷àjíà êîìïîíåíòà. Âðåìåíñêà ñåðèjà íå ìîðà ñàäðæàòè ñâå ÷åòèðè
íàâåäåíå êîìïîíåíòå, àëè ìîðà ñàäðæàòè ñëó÷àjíó êîìïîíåíòó.

Òðåíä èçðàæàâà äóãîðî÷íó òåíäåíöèjó ðàçâîjà ñåðèjå. Ìîæå áèòè
ðàñòó£è èëè îïàäàjó£è ó çàâèñíîñòè îä òîãà äà ëè âðåäíîñòè ñåðèjå
òîêîì âðåìåíà ñèñòåìàòñêè ðàñòó èëè îïàäàjó. Òàêî¢å, ìîæå áèòè äå-
òåðìèíèñòè÷êè èëè ñòîõàñòè÷êè, ó çàâèñíîñòè îä òîãà äà ëè ñå ïðîìåíå
âðåìåíñêå ñåðèjå òîêîì âðåìåíà ìîãó ïðåäâèäåòè èëè íå.
Ñåçîíñêà êîìïîíåíòà ïðåäñòàâ§à ïðàâèëíîñò ó êðåòà»ó âðåìåíñêå
ñåðèjå êîjà ñå ïîjàâ§ójå ó îêâèðó jåäíå êàëåíäàðñêå ãîäèíå. Ïðèñóñòâî
ñåçîíñêå êîìïîíåíòå óòè÷å íà òî äà ïîñòîjè âå£è ñòåïåí êîðåëàöèjå
èçìå¢ó èñòèõ ìåñåöè ðàçëè÷èòèõ ãîäèíà, íåãî èçìå¢ó ðàçëè÷èòèõ ìåñåöè
òîêîì jåäíå ãîäèíå.
Öèêëè÷íà êîìïîíåíòà ïðåäñòàâ§à ïðàâèëíîñò ó êðåòà»ó âðåìåíñêå
ñåðèjå êîjà ñå ïîjàâ§ójå ñà ïåðèîäîì ðàçëè÷èòèì îä jåäíå ãîäèíå. Ó
ïðàêñè, ñìàòðà ñå äà òðåíä óê§ó÷ójå öèêëè÷íó êîìïîíåíòó.
Ñëó÷àjíà êîìïîíåíòà ïðåäñòàâ§à ïðîìåíå ó êðåòà»ó âðåìåíñêå
ñåðèjå êîjå ñó ñëó÷àjíîã êàðàêòåðà, îíà jå ñòàöèîíàðíè ïðîöåñ ïîçíàòèjè
êàî áåëè øóì .

Äåôèíèöèjà 3.6 (Áåëè øóì) Ïðîöåñ r " t ; ¾t " Zx íàçèâà ñå áåëè øóì
óêîëèêî âàæå ñëåäå£è óñëîâè:

1. E � " t � � 0; ¾t " Z ,

2. E � "2
t � � � 2 � const;¾t " Z;

3. 
 � t; t � k� � E � " t " t � k � � 0,ãäå jå
 � � � àóòîêîâàðèjàöèîíà ôóíêöèjà.

Óêîëèêî ñå îâèì óñëîâèìà äîäà óñëîâ äà ñó ÷ëàíîâè íèçà íåçàâèñíå
ñëó÷àjíå ïðîìåí§èâå ñà íîðìàëíîì ôóíêöèjîì ðàñïîäåëå, îíäà ñå òàêàâ
ïðîöåñ íàçèâà Ãàóñîâ áåëè øóì .
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Íà Ñëèöè 2 ïðèêàçàíî jå íåêîëèêî êàðàêòåðèñòè÷íèõ òèïîâà âðåìåí-
ñêèõ ñåðèjà, ãäåX t îçíà÷àâà îïñåðâàöèjó âðåìåíñêå ñåðèjå ó òðåíóòêó t.
Ïðâè òèï âðåìåíñêå ñåðèjå (a) jå ñòàöèîíàðíà âðåìåíñêà ñåðèjà. Ñåðè-
jà (b) jå íåñòàöèîíàðíà âðåìåíñêà ñåðèjà ñà èçðàæåíèì òðåíäîì, ñåðèjà
(c) jå íåñòàöèîíàðíà âðåìåíñêà ñåðèjà ñà èçðàæåíèì öèêëè÷íèì âàðèjà-
öèjàìà è ñåðèjà (d) jå ñà èçðàæåíèì ñåçîíñêèì âàðèjàöèjàìà. Ñëèêà jå
ïðåóçåòà èç ëèòåðàòóðå [4].

Ñëèêà 2: Ãðàôè÷êè ïðèêàç íåêèõ âðåìåíñêèõ ñåðèjà

3.3 Äåêîìïîçèöèjà âðåìåíñêèõ ñåðèjà

Aäèòèâíè, ìóëòèïëèêàòèâíè è ìåøîâèòè ìîäåë

Íåêà jå X t îïñåðâàöèjà âðåìåíñêå ñåðèjå ó òðåíóòêó t, f t òðåíä, St

ñåçîíñêà êîìïîíåíòà, Ct öèêëè÷íà êîìïîíåíòà è et ñëó÷àjíà êîìïîíåíòà
òå âðåìåíñêå ñåðèjå ó òðåíóòêót.
Àäèòèâíè ìîäåë ïîäðàçóìåâà äà ñå îïñåðâàöèjå ñåðèjå ïðåäñòàâ§àjó
êàî çáèð ñâå ÷åòèòè êîìïîíåíòå:

X t � f t � St � Ct � et :

Îâàj ìîäåë ïðåòïîñòàâ§à äà ñå êîìïîíåíòå ìå»àjó íåçàâèñíî jåäíà îä
äðóãå, íïð. ïîâå£à»å òðåíäà íå£å óçðîêîâàòè ïîâå£à»å ñåçîíñêå êîì-
ïîíåíòå. Îâàj ìîäåë êîðèñòè ñå êàäà jå ñåçîíñêà âàðèjàöèjà ðåëàòèâíî
ñòàáèëíà òîêîì âðåìåíà, òj. àêî ñó ñåçîíñêè åôåêòè èñòè èç ãîäèíå ó ãî-
äèíó.
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Ìóëòèïëèêàòèâíè ìîäåë ïîäðàçóìåâà äà ñå îïñåðâàöèjå ñåðèjå ïðåä-
ñòàâ§àjó êàî ïðîèçâîä ñâå ÷åòèòè êîìïîíåíòå âðåìåíñêå ñåðèjå:

X t � f t � St � Ct � et :

Îâàj ìîäåë ïðåòïîñòàâ§à äà ñó ñâå êîìïîíåíòå ìå¢óñîáíî çàâèñíå. Îâàj
ìîäåë ñå êîðèñòè óêîëèêî ñå ïîâå£à»åì (ñìà»èâà»åì) ïîjàâå ïðîïîðöè-
îíàëíî ïîâå£àâà (ñìà»ójå) óòèöàj ñåçîíñêå êîìïîíåíòå òîêîì âðåìåíà.
Ìóëòèïëèêàòèâíè ìîäåë ñå ìîæå çàïèñàòè ó àäèòèâíîj ôîðìè êîðèø£å-
»åì ëîãàðèòìà:

logX t � logf t � logSt � logCt � loget :

Ìóëòèïëèêàòèâíè ìîäåëè èëè ëîã-àäèòèâíè ìîäåëè ñå íå ìîãó êîðèñòèòè
êàäà îðèãèíàëíà âðåìåíñêà ñåðèjà ñàäðæè íóëå èëè íåãàòèâíå âðåäíîñòè.
Ó îâîì ñëó÷àjó ìîæå ñå êîðèñòèòè ìåøîâèòè ìîäåë.
Ìåøîâèòè ìîäåë äàjå ìîãó£íîñò äà îïñåðâàöèjå ñåðèjå áóäó ðåçóëòàò
ðàçëè÷èòèõ êîìáèíàöèjà êîìïîíåíòè, íïð.

X t � f t � St � Ct � et èëè X t � f t � Ct � � St � et � 1� :

Îâàj ìîäåë êîìáèíójå åëåìåíòå àäèòèâíèõ è ìóëòèïëèêàòèâíèõ âåçà è
ïðåòïîñòàâ§à äà ñó ñåçîíñêà è ñëó÷àjíà êîìïîíåíòà çàâèñíå îä òðåíäà,
àëè íåçàâèñíå ìå¢óñîáíî.

Ìåòîä äåêîìïîçèöèjå

Ìåòîä äåêîìïîçèöèjå ïðåäñòàâ§à ðàçëàãà»å âðåìåíñêå ñåðèjå íà »åíå
êîìïîíåíòå, à òàêî¢å äàjå ìîãó£íîñò äà ñå ïîjåäèíå êîìïîíåíòå åëåìè-
íèøó èç âðåìåíñêå ñåðèjå, øòî jå ïîñåáíî ïîãîäíî çà ñåçîíñêå âðåìåíñêå
ñåðèjå, ãäå ñå åëåìèíàöèjîì ñåçîíñêå êîìïîíåíòå, òðåíä ìîæå âèäåòè jà-
ñíèjå. Äà áè äåêîìïîçèöèjà âðåìåíñêå ñåðèjå áèëà óñïåøíî èçâåäåíà, ïðå
ñâåãà jå ïîòðåáíî îäðåäèòè êîjè ìîäåë îäãîâàðà äàòîj ñåðèjè: àäèòèâíè,
ìóëòèïëèêàòèâíè èëè ìåøîâèòè. Äåêîìïîçèöèjà âðåìåíñêå ñåðèjå ïîä-
ðàçóìåâà: îöåíó òðåíäà, óêëà»à»å òðåíäà èç âðåìåíñêå ñåðèjå, îöåíó
ñåçîíñêèõ ôàêòîðà è »èõîâà íîðìàëèçàöèjà, îäðå¢èâà»å ñëó÷àjíå êîì-
ïîíåíòå êîjà òðåáà äà ïðåäñòàâ§à ñòàöèîíàðíå ðåçèäóàëå.
Äåêîìïîçèöèjó ïîäàòàêà ïîêàçà£åìî íà ñêóïó ïîäàòàêà JohnsonJohnson
êîjè ñå íàëàçè ó áàçè ïîäàòàêà R ïðîãðàìà. Îâàj ñêóï ïîäàòàêà ïðåäñòà-
â§à òðîìåñå÷íó çàðàäó (ó äîëàðèìà) ïî äåîíèöàìà êîìïàíèjå Johnson
& Johnson ó ïåðèîäó îä 1960. äî 1980. ãîäèíå. Äåêîìïîçèöèjà âðåìåíñêå
ñåðèjå óR ïðîãðàìó âðøè ñå ïðèìåíîì ôóíêöèjå decompose(). Çà äåêîì-
ïîçèöèjó îâå âðåìåíñêå ñåðèjå êîðèø£åí jå ìóëòèïëèêàòèâíè ìîäåë. Íà
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Ñëèöè 3 ìîæåìî âèäåòè ãðàôè÷êè ïðèêàç îðèãèíàëíîã ñêóïà ïîäàòàêà,
êàî è ãðàôè÷êè ïðèêàç ñâàêå îä êîìïîíåíòè. Ïðèìåòèìî äà îâàj ñêóï
ïîäàòàêà èìà jàñíî èçðàæåí òðåíä è ñåçîíñêó êîìïîíåíòó.

Ñëèêà 3: Äåêîìïîçèöèjà ïîäàòàêà JohnsonJohnson

3.4 Àóòîêîâàðèjàöèîíà è àóòîêîðåëàöèîíà ôóíêöèjà

Áèòíà îñîáèíà âðåìåíñêèõ ñåðèjà jåñòå êîðåëàöèjà èçìå¢ó ñëó÷àjíèõ
âåëè÷èíà. Çà èñïèòèâà»å êîðåëàöèjå êîðèñòå ñå àóòîêîðåëàöèîíà è àó-
òîêîâàðèjàöèîíà ôóíêöèjà.

Äåôèíèöèjà 3.7 (Àóòîêîâàðèjàöèîíè êîåôèöèjåíò)
Íåêà jå rX t ; t " Zx ñëàáî ñòàöèîíàðíà âðåìåíñêà ñåðèjà, ÷èjà jå ñðåä»à
âðåäíîñò � . Àóòîêîâàðèjàöèîíè êîåôèöèjåíò 
 k çà âðåìåíñêó ñåðèjóX t

äåôèíèøå ñå íà ñëåäå£è íà÷èí:


 k � cov� X t ; X t � k � � E � X t � � � E � X t � k � � � ; k � 1; 2; :::

Äåôèíèöèjà 3.8 (Àóòîêîâàðèjàöèîía ôóíêöèjà)
Àóòîêîâàðèjàöèîíà ôóíêöèjà ïðåäñòàâ§à íèç àóòîêîâàðèjàöèîíèõ êîå-
ôèöèjåíàòà 
 1; 
 2; :::.

Äåôèíèöèjà 3.9 (Àóòîêîðåëàöèîíè êîåôèöèjåíò)
Àóòîêîðåëàöèîíè êîåôèöèjåíò � k ïðåäñòàâ§à êîåôèöèjåíò êîðåëàöèjå
èçìå¢ó X t è X t � k è äåôèíèñàí jå ñà:

� k � cov� X t ;X t � k �
Ô

V ar � X t � V ar � X t � k �
� cov� X t ;X t � k �

V ar � X t �
� 
 k


 0
; k � 1; 2; :::
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Äåôèíèöèjà 3.10 (Àóòîêîðåëàöèîía ôóíêöèjà)
Ñêóï àóòîêîðåëàöèîíèõ êîåôèöèjåíàòà � 1; � 2; ::: êîjè ñó óðå¢åíè ó îäíîñó
íà âðåìå íàçèâà ñå àóòîêîðåëàöèîíà ôóíêöèjà.

Äåôèíèöèjà 3.11 Ãðàôè÷êè ïðèêàç àóòîêîðåëàöèîíå ôóíêöèjå íàçèâà
ñåêîðåëîãðàì .

Îñîáèíå àóòîêîâàðèjàöèîíèõ è àóòîêîðåëàöèîíèõ êîåôèöèjåíà-
òà

1. çàk � 0 äîáèjà ñå: 
 0 � V ar� X t � è � 0 � 1;

2. âàæè ñèìåòðè÷íîñò: 
 k � 
 � k è � k � � � k ;

3. ¶
 k¶& 
 0 è � k & 1;

4. Àóòîêîâàðèjàöèîíà � � n � è àóòîêîðåëàöèîíà � Pn � ìàòðèöà ñó ïîçè-
òèâíî ñåìèäåôèíèòíå, ïðè ÷åìó jå:

� n �

Ẑ
^̂
^̂
^̂
^̂
^̂
\̂


 0 
 1 � 
 n� 1


 1 
 0 � 
 n� 2

� � � �

 n� 1 
 n� 2 � 
 0

[____________]

� � 2

Ẑ
^̂
^̂
^̂
^̂
^̂
\̂

1 � 1 � � n� 1

� 1 1 � � n� 2

� � � �
� n� 1 � n� 2 � 1

[____________]

� � 2Pn

Oöåíà àóòîêîâàðèjàöèîíèõ è àóòîêîðåëàöèîíèõ êîåôèöèjåíàòà

Íåêà jå íèç X 1; X 2; :::; X T ñëàáî ñòàöèîíàðíà âðåìåíñêà ñåðèjà îáèìà
T. Çà îöåíó ñðåä»å âðåäíîñòè � êîðèñòè ñå óçîðà÷êà ñðåäèíàX :

X �
1
T

T

=
i � 1

X i :

Äåôèíèöèjà 3.12 Îöåíà àóòîêîâàðèjàöèîíèõ êîåôèöèjåíàòà äåôèíè-
øå ñå íà äâà íà÷èíà:

1. 
̂ k � 1
T

< T
t � k� 1� X t � X �� X t � k � X � ,

2. 
̂ k � 1
T � k

< T
t � k� 1� X t � X �� X t � k � X � .

Äåôèíèöèjà 3.13 Îöåíà àóòîêîðåëàöèîíèõ êîôèöèjåíàòà äåôèíèøå
ñå ñà:

�̂ k � 
̂ k


̂ 0
� < T

t � k � 1 � X t � X �� X t � k � X �

< T
t � 1 � X t � X � 2 .
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Äåôèíèöèjà 3.14 Ãðàôè÷êè ïðèêàç îöåíà àóòîêîðåëàöèîíèõ êîåôèöè-
jåíàòà íàçèâà ñå óçîðà÷êè êîðåëîãðàì è îçíà÷àâà ñå ñàACF (åíãë.
autocorrelation function).

Óçîðà÷êè êîðåëîãðàì ñëóæè çà ïðåïîçíàâà»å ìîäåëà ñòàöèîíàðíèõ
âðåìåíñêèõ ñåðèjà è ïîìî£ó »åãà ñå ìîæå ïðîöåíèòè äà ëè âðåìåíñêà
ñåðèjà èìà òðåíä è ñåçîíñêó êîìïîíåíòó.

3.5 Ìîäåëè ñòàöèîíàðíèõ âðåìåíñêèõ ñåðèjà

3.5.1 Ëèíåàðíè ïðîöåñ

Äåôèíèöèjà 3.15 Âðåìåíñêà ñåðèjà X t jå ëèíåàðíè ïðîöåñ óêîëèêî ñå
îíà ìîæå çàïèñàòè íà ñëåäå£è íà÷èí

X t � � �
™

=
i � 0

 i " t � i ;

ãäå jå� î÷åêèâà»å âðåìåíñêå ñåðèjåX t ,  0 � 1,  1;  2; : : : ñó ïðîèçâî§-
íè ïàðàìåòðè ïîìî£ó êîjèõ jå îïèñàíà äèíàìè÷êà ñòðóêòóðà âðåìåíñêå
ñåðèjå èr " tx jå íèç íåçàâèñíèõ ñëó÷àjíèõ ïðîìåí§èâèõ ñà èñòîì ðàñïî-
äåëîì.

Ïðîöåñ r " tx jå íàj÷åø£å áåëè øóì.
Îñîáèíå ëèíåàðíîã ïðîöåñà:

1. Î÷åêèâà»å:

E� X t � � E � X t � �
™

=
i � 0

 i E� " t � i � � � � 0 � �:

2. Äèñïåðçèjà:

V ar� X t � � V ar� � � �
™

=
i � 0

 i
2V ar� " t � i � � 0 � � 2

™

=
i � 0

 i
2 � � 2

™

=
i � 0

 i
2:

3. Àóòîêîâàðèjàöèîíà ôóíêöèjà:


 k � cov� X t ; X t � k � � E � X t � � �� X t � k � � �

� E �� " t �  1" t � 1 � :: �  k" t � k �  k� 1" t � k� 1 � : : : �� " t � k �  1" t � k� 1 � : : : ��

� � 2�  k �  1 k� 1 �  2 k� 2 � : : : �

� � 2
™

=
i � 0

 i  i � k :
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4. Àóòîêîðåëàöèîíà ôóíêöèjà:

� k �

 k

 0

�
� 2 < ™

i � 0  i  i � k

< ™
i � 0  2

i

:

Óñëîâ ñòàöèîíàðíîñòè ëèíåàðíîã ïðîöåñà äåôèíèøåìî ïðåêî êîåôè-
öèjåíàòà  i . Ó îïøòåì ñëó÷àjó îâèõ êîåôèöèjåíàòà èìà áåñêîíà÷íî ìíî-
ãî, äàêëå çà ñòàöèîíàðíîñò ïîòðåáíî jå ïîêàçàòè äà jå 
 k êîíà÷íî çà ñâàêî
k. Áåç óìà»å»à îïøòîñòè ïðåòïîñòàâè£åìî äà jå � � 0, êàêî jå:

¶
 k¶� ¶E� X tX t � k �¶ & � V ar� X t � V ar� X t � k �� 1©2 � � 2
™

=
i � 0

 2
i ;

çíà÷è äà jå óñëîâ ñòàöèîíàðíîñòè çàäîâî§åí àêî jå < ™
i � 0  2

i $ ™:

Òåîðåìà 3.1 (Âîëäîâà òåîðåìà ðàçëàãà»à)
Ñòàöèîíàðíè ïðîöåñ rX t ; t " Tx ìîæå ñå ïðåäñòàâèòè íà ñëåäå£è íà÷èí

X t � Vt �
™

=
i � 1

 i " t � i ;

ãäå ñó

ˆ Vt äåòåðìèíèñòè÷êà êîìïîíåíòà,

ˆ r " t ; t " Tx ïðîöåñ áåëîã øóìà,

ˆ < ™
i � 0  2

i $ ™;  0 � 1;

ˆ E � Vt ; " t � � 0:

Äàêëå, ïðåìà äàòîj Âîëäîâîj òåîðåìè ðàçëàãà»à ñâàêè ñòàöèîíàðíè
ïðîöåñ ñå ìîæå ïðåäñòàâèòè êàî çáèð äâà ìå¢óñîáíî íåêîðåëèñàíà ïðî-
öåñà, îä êîjèõ jå jåäàí äåòåðìèíèñòè÷êè, à äðóãè íåäåòåðìèíèñòè÷êè.
Äåòåðìèíèñòè÷êà êîìïîíåíòà ïðåäñòàâ§à êîíñòàíòó (ñðåä»ó âðåäíîñò)
è/èëè ôóíêöèjó ëèíåàðíîã òðåíäà, è îíà ñå ìîæå ïðåäâèäåòè íà îñíîâó
èíôîðìàöèjà èç ïðîøëîñòè, äîê ñå íåäåòåðìèíèñòè÷êà êîìïîíåíòà
íàj÷åø£å ïðåäñòàâ§à ó îáëèêó ëèíåàðíîã ïðîöåñà è îíà ñå íå ìîæå
ïðåäâèäåòè íà îñíîâó ïîäàòàêà èç ïðîøëîñòè.

Íà îñíîâó ëèíåàðíîã ïðîöåñà ìîãó ñå èçâåñòè òðè êëàñå ïðîöåñà. Ïî-
ãîäíèì èçáîðîì êîåôèöèjåíàòà  äîáèjàìî ìîäåëå ñà êîíà÷íèì áðîjåì
ïàðàìåòàðà è »èìà îïèñójåìî ñëàáî ñòàöèîíàðíå âðåìåíñêå ñåðèjå. Òè
ìîäåëè ñó:
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Ïðèìåíà áóòñòðåï ìåòîäà ó àíàëèçè âðåìåíñêèõ ñåðèjà

1. Àóòîðåãðåñèîíè ìîäåë(åíãë. Autoregressive model )

2. Ìîäåë ïîêðåòíèõ ïðîñåêà(åíãë. Moving average model)

3. Àóòîðåãðåñèîíè ìîäåë ïîêðåòíèõ ïðîñåêà(åíãë. Autoregressive
moving average model)

3.5.2 Àóòîðåãðåñèîíè ìîäåëè

Äåôèíèöèjà 3.16 Àóòîðåãðåñèîíè ìîäåë ðåäà p ó îçíàöè AR� p� äåôè-
íèñàí jå íà ñëåäå£è íà÷èí:

X t � � 1X t � 1 � � 2X t � 2 � : : : � � pX t � p � " t ,

ãäå ñó� 1; � 2; :::; � p àóòîðåãðåñèîíè ïàðàìåòðè, à " t jå ïðîöåñ áåëîã øóìà.

AR(p) ìîäåë ìîæå ñå çàïèñàòè è ó îáëèêó

� � L � X t � " t ;

ãäå jå � � L � � 1 � � 1L � � 2L2 � : : : � � pLp è L jå îïåðàòîð ïîìåðà»à
L� X t � � X t � 1:
Óñëîâ ñòàöèîíàðíîñòè AR( p) ìîäåëà îäðå¢åí jå ñà ¶q� 1

i ¶%1, øòî jå åêâè-
âàëåíòíî óñëîâó ¶qi ¶$ 1 çà i � 1; :::; p, ãäå ñóq� 1

i êîðåíè êàðàêòåðèñòè÷íå
jåäíà÷èíå � � L � � 0:

3.5.2.1 Àóòîðåãðåñèîíè ìîäåë ïðâîã ðåäà AR(1)

Àóòîðåãðåñèîíè ìîäåë ïðâîã ðåäà AR(1) ïðåäñòàâ§à ñå íà ñëåäå£è
íà÷èí:

X t � � 1X t � 1 � " t .

Ðåêóðçèâíîì çàìåíîì äîáèjà ñå:

X t � � 1X t � 1 � " t

� � 1� � 1X t � 2 � " t � 1� � " t

� � 2
1� � 1X t � 3 � " t � 2� � " t � � 1" t � 1

� : : : �

� " t � � 1" t � 1 � � 2
1" t � 2 � � 3

1" t � 3 � : : :

Äàêëå, àóòîðåãðåñèîíè ìîäåë ïðâîã ðåäà jå ñïåöèjàëàí ñëó÷àj ëèíåàðíîã
ïðîöåñà ïðè óñëîâó  j � � j

1; j � 1; 2; 3; :::. Èç îâîãà ñëåäè è äà jå
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E� X t � � 0 è V ar� X t � � � 2� 1 � � 2
1 � � 4

1 � � 6
1 � : : : � � 1

1� � 2
1
.

Äèñïåðçèjà âðåìåíñêå ñåðèjå jå êîíà÷íà àêî jå ¶� 1¶ $ 1, à òî jå è óñëîâ
ñòàöèîíàðíîñòè. Ñëè÷íî ñå ìîæå ïîêàçàòè è çà ìîäåëå âèøåã ðåäà.

3.5.2.2 Àóòîêîâàðèjàöèîíà è àóòîêîðåëàöèîíà ôóíêöèjà
AR(1) è AR(2) ìîäåëà

Êàî øòî jå ðàíèjå äåôèíèñàíî çà àóòîêîâàðèjàöèîíè êîåôèöèjåíò
âàæè
 k � cov� X t ; X t � k � � E � X t � � �� X t � k � � � :
Êàêî jå î÷åêèâà»å jåäíàêî íóëè äîáèjà ñå 
 k � E � X tX t � k � :

ˆ Êàêî çà AR(1) ìîäåë âàæè:

X t � " t � � 1" t � 1 � � 2
1" t � 2 � � 3

1" t � 3 � : : : ;

ñëåäè äà jå:

X t � k � " t � k � � 1" t � k� 1 � � 2
1" t � k� 2 � � 3

1" t � k� 3 � : : : :

Îäàâäå äîáèjàìî îáëèê àóòîêîâàðèjàöèîíîã êîåôèöèjåíòà íà ðàñòî-
jà»ó k:


 k � E � X tX t � k �

� E � " t � � 1" t � 1 � � 2
1" t � 2 � : : : �� " t � k � � 1" t � k� 1 � � 2

1" t � k� 2 � : : : �

� � 2� � k
1 � � 1� k� 1

1 � � 2
1� k� 2

1 � : : : �

� � 2� k
1� 1 � � 2

1 � � 4
1 � : : : �

�
� 2� k

1

1 � � 2
1

:

Àóòîêîðåëàöèîíè êîåôèöèjåíò íà ðàñòîjà»ó k îäðå¢åí jå ñà:

� k �

 k

 0

�

� 2 � k
1

1� � 2
1

� 2

1� � 2
1

� � k
1:

ˆ AR(2) ìîäåë äàò jå ñà:

X t � � 1X t � 1 � � 2X t � 2 � " t .
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Àóòîêîâàðèjàöèîíå è àóòîêîðåëàöèîíå êîåôèöèjåíòå äîáè£åìî òàêî
øòî äàòó jåäíà÷èíó ìîäåëà ïîìíîæèìî ñà X t � k è çàòèì îäðåäèìî
î÷åêèâà»å äîáèjåíîã èçðàçà:

E� X tX t � k � � � 1E� X t � 1X t � k � � � 2E� X t � 2X t � k � � E � " tX t � k � ;

îäàêëå ñå äîáèjà


 k � � 1
 k� 1 � � 2
 k� 2 � E � " tX t � k � :

Êàêî jå

E� " tX t � k � � E � " t � " t � k � � 1" t � k� 1 � � � 2
1 � � 2� " t � k� 2 � : : : ��

� w
E� "2

t � � � 2 ; k � 0

0 ; k j 0;

çà àóòîêîâàðèjàöèîíå êîåôèöèjåíòå AR(2) ìîäåëà âàæè:


 k � w
� 1
 k� 1 � � 2
 k� 2 � � 2 ; k � 0

� 1
 k� 1 � � 2
 k� 2 ; k %0:

Óêîëèêî èçðàç 
 k � � 1
 k� 1 � � 2
 k� 2 ïîäåëèìî ñà 
 0 äîáèjàìî àóòî-
êîðåëàöèîíå êîåôèöèjåíòå:

� k � � 1� k� 1 � � 2� k� 2; k ' 1:

Çàìåíîì k � 1 è k � 2 äîáèjà ñå:

� 1 � � 1 � � 2� 1 �
� 1

1 � � 2
; � 2 � � 1� 1 � � 2 �

� 2
1

1 � � 2
� � 2;

ïðåîñòàëå àóòîêîðåëàöèîíå êîåôèöèjåíòå äîáèjàìî êîðèø£å»åì
äàòå ðåêóðçèâíå ôîðìóëå.

3.5.2.3 Îöåíà ïàðàìåòàðà AR(p) ìîäåëà

Ïðè îäðå¢èâà»ó àóòîêîâàðèjàöèîíå ôóíêöèjå AR( p) ìîäåëà êîðè-
ñòèìî èñòè ïîñòóïàê êàî ó ñëó÷àjó AR(2) ìîäåëà. Ìîæå ñå ïîêàçàòè äà
ñå àóòîêîâàðèjàöèîíè è àóòîêîðåëàöèîíè êîåôèöèjåíòè AR( p) ìîäåëà
ìîãó èçðàçèòè íà ñëåäå£è íà÷èí:


 k � � 1
 k� 1 � � 2
 k� 2 � : : : � � p
 k� p; k %0;
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� k � � 1� k� 1 � � 2� k� 2 � : : : � � p� k� p; k %0:

Ïðâèõ p jåäíà÷èíà àóòîêîâàðèjàöèîíèõ êîåôèöèjåíàòà ãëàñå:


 1 � � 1
 0 � � 2
 1 � : : : � � p
 p� 1


 2 � � 1
 1 � � 2
 0 � : : : � � p
 p� 2

: : :


 p � � 1
 p� 1 � � 2
 p� 2 � : : : � � p
 0

è íàçèâàìî èõ Jóë-Âoêåðîâå 3 jåäíà÷èíå. Íà îñíîâó îâèõ jåäíà÷èíà ìî-
æåìî óñïîñòàâèòè ðåëàöèjó èçìå¢ó êîåôèöèjåíàòà AR( p) ìîäåëà è àóòî-
êîâàðèjàöèîíèõ êîåôèöèjåíàòà. Ó ìàòðè÷íîj ôîðìè Jóë-Âoêåðîâå jåäíà-
÷èíå äàòå ñó èçðàçîì:


 � � �;

ãäå ñó
 ¬ � � 
 1; 
 1; : : : ; 
 p� , � ¬ � � � 1; � 1; : : : ; � p� è � àóòîêîâàðèjàöèîíà
ìàòðèöà. Îäàâäå ìîæåìî èçðàçèòè ïàðàìåòðå ìîäåëà:

� � � � 1
 :

Îöåíîì àóòîêîâàðèjàöèîíèõ êîåôèöèjåíàòà äîáèjà ñå è îöåíà ïàðàìåòàðà
ìîäåëà, êîjà ñå íàçèâà Jóë-Âoêåðîâà îöåíà ïàðàìåòàðà ìîäåëà :

�̂ � �̂ � 1
̂ :

3.5.2.4 Ïàðöèjàëíà àóòîêîðåëàöèîíà ôóíêöèjà

Êàêî áèñìî ëàêøå îäðåäèëè ðåä AR( p) ìîäåëà óâîäèìî íîâè ïîjàì
òçâ. ïàðöèjàëíó àóòîêîðåëàöèîíó ôóíêöèjó (åíãë. partial autocorrelation
function). Êàî øòî jå ðàíèjå äåôèíèñàíî, àóòîêîðåëàöèîíè êîåôèöèjåíò
íà ðàñòîjà»ó k ìåðè ñòåïåí êîðåëàöèjå èçìå¢ó âåëè÷èíà X t è X t � k . Ñ
îáçèðîì íà òî äà � k ìîæå äà áóäå ïîä óòèöàjåì êîðåëèñàíîñòè X t è
X t � k ñà ÷ëàíîâèìà âðåìåíñêå ñåðèjå íà ðàñòîjà»èìà èçìå¢ó òðåíóòàêà
t è t � k, åëèìèíàöèjîì óòèöàjà òèõ ÷ëàíîâà äîáèjà ñå ïàðöèjàëíè
àóòîêîðåëàöèîíè êîåôèöèjåíò.

Jóë-Âoêåðîâå jåäíà÷èíå ìîãó ñå çàïèñàòè è ïîìî£ó àóòîêîðåëàöèî-
íå ìàòðèöå, òj. âàæè:

� � P�;

ãäå jå � ¬ � � � 1; � 2; : : : ; � p� ; � ¬ � � � 1; � 2; : : : ; � p� è P jå àóòîêîðåëàöèîíà
ìàòðèöà.

3Yule-Walker, ó ëèòåðàòóðè ñå ìîæå íà£è è ïðåâîä –óë-Âîêåðîâå jåäíà÷èíå
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Àêî ó îâó jåäíà÷èíó óâðñòèìî p � k è � i � � ii , îíäà ìîæåìî äî£è äî
âðåäíîñòè ïàðöèjàëíèõ àóòîêîðåëàöèîíèõ êîåôèöèjåíàòà ïîìî£ó Êðàìå-
ðîâîã ïîñòóïêà ïðèìå»åíîã íà òàêî äîáèjåíè ñèñòåì jåäíà÷èíà. Äîáèjà
ñå ñëåäå£è îáëèê ïàðöèjàëíîã àóòîêîðåëàöèîíîã êîåôèöèjåíòà ó îïøòåì
ñëó÷àjó:

� kk �

»»»»»»»»»»»»»»»»

1 � 1 � � k� 2 � 1

� 1 1 � � k� 3 � 2

� � � � �
� k� 1 � k� 2 � � 1 � k

»»»»»»»»»»»»»»»»
»»»»»»»»»»»»»»»»

1 � 1 � � k� 2 � k� 1

� 1 1 � � k� 3 � k� 2

� � � � �
� k� 1 � k� 2 � � 1 1

»»»»»»»»»»»»»»»»

:

Ïàðöèjàëíà àóòîêîðåëàöèîíà ôóíêöèjà èìà èñòå îñîáèíå êàî àóòîêî-
ðåëàöèîíà ôóíêöèjà, à èíòåðïðåòàöèjà ïàðöèjàëíèõ àóòîêîðåëàöèîíèõ
êîåôèöèjåíàòà íàçèâà ñå ïàðöèjàëíè êîðåëîãðàì .

Ñàäà ìîæåìî îäðåäèòè ïàðöèjàëíå àóòîêîðåëàöèîíå êîåôèöèjåíòå
AR ïðîöåñà:
AR(1) ïðîöåñ: � 11 � � 1 � � 1, � kk � 0; k %1;

AR(2) ïðîöåñ: � 11 � � 1 � � 1

1� � 2
; � 22 � � 2 � � 2

1

1� � 2
1

� � 2, � kk � 0; k %2;
AR(p) ïðîöåñ: � 11 � � 1; � 11 j 0; : : : ; � pp j 0, � kk � 0; k %p:

Çàê§ó÷ójåìî äà ñó ïàðöèjàëíè àóòîêîðåëàöèîíè êîåôèöèjåíòè � kk

jåäíàêè íóëè êàäà jå k âå£å îä ðåäà AR ìîäåëà è ïîñëåä»è ïàðöèjàëíè
àóòîêîðåëàöèîíè êîåôèöèjåíò AR( p) ìîäåëà jåäíàê jå ïîñëåä»åì àóòî-
ðåãðåñèîíîì êîåôèöèjåíòó � p, øòî jå áèòíî ñâîjñòâî çà èäåíòèôèêàöèjó
AR ìîäåëà âðåìåíñêå ñåðèjå.

3.5.3 Ìîäåëè ïîêðåòíèõ ïðîñåêà

Äåôèíèöèjà 3.17 Ìîäåë ïîêðåòíèõ ïðîñåêà ðåäà q ó îçíàöè MA � q�
äåôèíèøå ñå íà ñëåäå£è íà÷èí:

X t � " t � � 1" t � 1 � � 2" t � 2 � ::: � � q" t � q;

ãäå ñó� 1; � 2; :::; � q ïàðàìåòðè ìîäåëà, à " t jå ïðîöåñ áåëîã øóìà.

MA( q) ìîäåë jå ñïåöèjàëàí ñëó÷àj ëèíåàðíîã ïðîöåñà ïðè óñëîâó

 j � � � j çà j & q è  j � 0 çà j %q:
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Ëèíåàðíè ïðîöåñ ñå ìîæå îçíà÷èòè è êàî MA ìîäåë áåñêîíà÷íîã ðåäà
MA( ™). Ïðèìåòèìî äà çà MA ìîäåë âàæè äà jå

E� X t � � 0; V ar� X t � � � 2� 1 � � 2
1 � : : : � � 2

q� $ ™;

ïà çàê§ó÷ójåìî äà jå êîíà÷íè ïðîöåñ ïîêðåòíèõ ïðîñåêà óâåê ñòàöèîíà-
ðàí.

MA( q) ìîäåë ìîæå ñå çàïèñàòè è ó îáëèêó:

X t � � � L � " t ;

ãäå jå � � L � � 1 � � 1L � � 2L2 � : : : � � qL
q è L jå îïåðàòîð ïîìåðà»à

L� X t � � X t � 1:

Áèòíà îñîáèíà MA( q) ìîäåëà jå èíâåðòèáèëíîñò. Èíâåðòèáèëíîñò
ïîêàçójå âåçó èçìå¢ó ôîðìè AR è MA ìîäåëà. Ìîæå ñå ïîêàçàòè
äà ñòàöèîíàðíîì AR( p) ïðîöåñó êîíà÷íîã ðåäà îäãîâàðà MA ïðîöåñ
áåñêîíà÷íîã ðåäà, à äà èíâåðòèáèëíîì MA( q) ïðîöåñó êîíà÷íîã ðåäà
îäãîâàðà AR ïðîöåñ áåñêîíà÷íîã ðåäà.
Óñëîâ èíâåðòèáèëíîñòè MA( q) ìîäåëà îäðå¢åí jå ñà ¶q� 1

i ¶ % 1, øòî jå
åêâèâàëåíòíî óñëîâó ¶qi ¶ $ 1 çà i � 1; :::; q, ãäå ñóq� 1

i êîðåíè êàðàêòåðè-
ñòè÷íå jåäíà÷èíå � � L � � 0:
AR ìîäåë îáëèêà � � L � X t � " t ìîæå ñå çàïèñàòè ó îáëèêó MA ìîäåëà

X t �
1

� � L �
" t � � � L � " t :

Íà îñíîâó äîáèjåíå ðåëàöèjå � � L � � � L � � 1 ìîæå ñå èçâåñòè âåçà èçìå¢ó
êîåôèöèjåíàòà AR è MA ìîäåëà.[4]

3.5.3.1 Àóòîêîâàðèjàöèîíà è àóòîêîðåëàöèîíà ôóíêöèjà
MA(1) è MA(2) ìîäåëà:

ˆ MA(1) ìîäåë îäðå¢åí jå ñà: X t � " t � � 1" t � 1:
Äèñïåðçèjà îâîã ìîäåëà jå V ar� X t � � � 2� 1 � � 2

1� :
MA(1) ïðîöåñ ìîæå ñå çàïèñàòè êàî ëèíåàðíè ïðîöåñ çà  1 � � � 1

è  k � 0 çà k %1. Îäàâäå ëàêî ìîæåìî äîáèòè àóòîêîâàðèjàöèîíå
êîåôèöèjåíòå MA(1) ïðîöåñà:


 1 � � � 2� 1 è 
 k � 0 çà k %1:
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Àóòîêîðåëàöèîíè êîåôèöèjåíòè îäðå¢åíè ñó ñà:

� 1 � � � 1

1� � 2
1

è � k � 0 çà k %1:

ˆ MA(2) ìîäåë îäðå¢åí jå ñà: X t � " t � � 1" t � 1 � � 2" t � 2:
Äèñïåðçèjà îâîã ìîäåëà jå V ar� X t � � � 2� 1 � � 2

1 � � 2
2� :

MA(2) ïðîöåñ ìîæå ñå çàïèñàòè êàî ëèíåàðíè ïðîöåñ çà  1 � � � 1,
 2 � � � 2 è  k � 0 çà k %2. Îäàâäå ëàêî ìîæåìî äîáèòè àóòîêîâà-
ðèjàöèîíå êîåôèöèjíåòå MA(2) ïðîöåñà:


 1 � � 2� � � 1 � � 1� 2� , 
 2 � � � 2� 2 è 
 k � 0 çà k %2:

Àóòîêîðåëàöèîíè êîåôèöèjíåòè îäðå¢åíè ñó ñà:

� 1 � � � 1 � 1� � 2 �
1� � 2

1 � � 2
2

, � 2 � � � 2

1� � 2
1 � � 2

2
è � k � 0 çà k %2:

3.5.3.2 Ïàðöèjàëíà àóòîêîðåëàöèîíà ôóíêöèjà MA(1) ìîäåëà

Ñ îáçèðîì íà òî äà MA ìîäåë êàðàêòåðèøå îñîáèíà èíâåðòèáèëíîñòè,
òj. MA(1) ìîäåëó îäãîâàðà AR ìîäåë áåñêîíà÷íîã ðåäà, ìîæåìî äà çà-
ê§ó÷èìî äà êîä MA ìîäåëà ïàðöèjàëíè àóòîêîðåëàöèîíè êîåôèöèjåíòè
îïàäàjó ñà ðàñòîì êàø»å»à.
Çà ïðîèçâî§íî k îáëèê ïàðöèjàëíå àóòîêîðåëàöèîíå ôóíêöèjå MA(1)
ìîäåëà äàò jå ñà:

� kk � �
� k

1 � 1 � � 2
1�

1 � �
2� k� 1�
1

; k � 1; 2; : : : :

3.5.3.3 Èçáîð ìîäåëà

Ó ïðàêñè ðåä p è q AR/MA ìîäåëà ñó íåïîçíàòè è òðåáà èõ åìïè-
ðèjñêè îäðåäèòè. Jåäàí îä íà÷èíà îäðå¢èâà»a ðåäà ìîäåëà jåñòå ïîìî£ó
àóòîêîðëàöèîíå è ïàðöèjàëíå àóòîêîðåëàöèîíå ôóíêöèjå, à çà óïîðå-
¢èâà»å ìîäåëà êîðèñòè ñå AIC êðèòåðèjóì (åíãë. Akaike information
criterion), êîjè jå çàñíîâàí íà òåîðèjè ìàêñèìàëíå âåðîäîñòîjíîñòè.

Íà îñíîâó âå£ äàòå àíàëèçå àóòîêîðåëàöèîíå è ïàðöèjàëíå àóòî-
êîðåëàöèîíå ôóíêöèjå AR è MA ìîäåëà, ìîæåìî çàê§ó÷èòè äà
àóòîêîðåëàöèîíà ôóíêöèjà åêïîíåíöèjàëíî îïàäà íàêîí êàø»å»à p êîä
AR(p) ìîäåëà è ïðåêèäà ñå íàêîí êàø»å»à q êîä MA( q) ìîäåëà, äîê
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çà ïàöèjàëíó àóòîêîðåëàöèîíó ôóíêöèjó âàæè îáðíóòî, îíà ñå ïðåêèäà
íàêîí êàø»å»à p êîä AR( p) ìîäåëà è åêïîíåíöèjàëíî îïàäà íàêîí
êàø»å»à q êîä MA( q) ìîäåëà. Ñõîäíî òîìå ìîæåìî çàê§ó÷èòè äà jå çà
îäðå¢èâà»å ðåäà AR(p) ìîäåëà êîðèñíèjà ïàðöèjàëíà àóòîêîðåëàöèîíà
ôóíêöèjà, à çà îäðå¢èâà»å ðåäà MA(q) ìîäåëà êîðèñíèjà jå àóòîêîðåëà-
öèîíà ôóíêöèjà.
Íà Ñëèöè 4 äàò jå ïðèìåð óçîðà÷êîã êîðåëîãðàìà è ïàðöèjàëíîã êîðå-
ëîãðàìà çà AR(2) ìîäåë: X t � 0:3X t � 1 � 0:2X t � 2 � " t , à íà Ñëèöè 5 äàò
jå ïðèìåð óçîðà÷êîã êîðåëîãðàìà è ïàðöèjàëíîã êîðåëîãðàìà çà ÌÀ(2)
ìîäåë: X t � " t � 0:5" t � 1 � 0:8" t � 2:

Ñëèêà 4: ACF è PACF çà AR(2) ìîäåë
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Ñëèêà 5: ACF i PACF çà ÌÀ(2) ìîäåë

Äà§å £åìî îïèñàòè AIC êðèòåðèjóì çà èçáîð ìîäåëà.
Íåêà jå X � � X 1; X 2; : : : ; X n � ïðîñò ñëó÷àjàí óçîðàê ñà çàjåäíè÷êîì ãó-
ñòèíîì f � x ; � � : Òàäà jå ôóíêöèjà âåðîäîñòîjíîñòè L� � � äåôèíèñàíà ñà:

L � � � � f � x ; � � �
n

5
i � 1

f � x i ; � � ;

îäíîñíî ôóíêöèjà âåðîäîñòîjíîñòè ïðåäñòàâ§à çàjåäíè÷êó ãóñòèíó ïî-
ñìàòðàíó êàî ôóíêöèjó ïàðàìåòðà � . Îöåíà ïàðàìåòðà � jå âðåäíîñò êîjà
ìàêñèìèçójå ôóíêöèjó âåðîäîñòîjíîñòè, òj. âàæè:

�̂ � arg max
�

L� � � :

Äà áè ñå ëàêøå îäðåäèî îâàj ìàêñèìóì ïðåëàçè ñå íà òðàæå»å ìàêñèìóìà
ëîãàðèòìà ôóíêöèjå âåðîäîñòîjíîñòè:

ln L� � � �
n

=
i � 1

ln f � x i ; � � ;

îäàêëå jå îöåíà ïàðàìåòðà � äåôèíèñàíà ñà:

�̂ � arg max
�

ln L � � � :
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Êîä âðåìåíñêèõ ñåðèjà âðåäíîñòè óçîðêà íèñó íåçàâèñíå âåëè÷èíå, òàêî
äà çàjåäíè÷êà ôóíêöèjà ãóñòèíå íå£å áèòè ïðîèçâîä ìàðãèíàëíèõ ãóñòè-
íà, âå£ çàjåäíè÷êó ôóíêöèjó ãóñòèíå äåôèíèøåìî ïðåêî óñëîâíå ôóíê-
öèjå ãóñòèíå:

f X ¶Y � x; � � �
f X;Y � x; y; � �

f Y � y; � �
;

îäàêëå jå çàjåäíè÷êà ôóíêöèjà ãóñòèíå îäðå¢åíà ñà:

f X;Y � x; y; � � � f Y � y; � � f X ¶Y � x; � � :

Ïðèìåíîì ãîðå íàâåäåíå óñëîâíå ãóñòèíå äîáèjàìî çàjåäíè÷êó ôóíêöèjó
ãóñòèíå çà âðåìåíñêó ñåðèjóx � � x1; x2; : : : ; xn � :

f � x1; x2; : : : ; xn ; � � � f � x1; � � f � x2¶x1; � � : : : f � xn¶x1; x2; : : : ; xn� 1; � � ;

øòî ñå ìîæå çàïèñàòè è íà ñëåäå£è íà÷èí:

f � x1; x2; : : : ; xn ; � � � f � x1; � �
n

5
i � 1

f � x i ¶x1; : : : ; xi � 1; � � ;

ãäå jå f � x1; � � ìàðãèíàëíà ôóíêöèjà ãóñòèíå ïðâå âðåäíîñòè, à
f � x i ¶x1; : : : ; xi � 1; � � óñëîâíà ôóíêöèjà ãóñòèíå çà x i ó îäíîñó íà ïðåò-
õîäíå âðåäíîñòè.
Êàî øòî jå âå£ ïîìåíóòî, ôóíêöèjà âåðîäîñòîjíîñòè êîðèñòè ñå çà îöå-
íó ïàðàìåòàðà ìîäåëà, àëè ìîæå ñå èñêîðèñòèòè è çà óïîðå¢èâà»å äâà
ìîäåëà. Èíôîðìàöèîíè êðèòåðèjóì çà èçáîð ìîäåëà ðà÷óíà ñå íà îñíîâó
îöå»åíå âðåäíîñòè ôóíêöèjå âåðîäîñòîjíîñòè è áðîjà ïàðàìåòàðà ìîäå-
ëà.
Íåêà jå �̂ âðåäíîñò ïàðàìåòðà êîjà ìàêñèìàëèçójå âðåäíîñò ôóíêöèjå âå-
ðîäîñòîjíîñòè è íåêà jå L̂ òàj ìàêñèìóì. Íåêà jå k äèìåíçèjà ïàðàìåòðà
� , îäíîñíî áðîj îöå»åíèõ ïàðàìåòàðà ïîñìàòðàíîã ìîäåëà. Òàäà

AIC � 2k � 2 ln L̂

äàjå âðåäíîñò íà îñíîâó êîjå áèðàìî ìîäåë. Ìå¢ó ïîñìàòðàíèì ìîäåëèìà
áèðà ñå îíàj ìîäåë çà êîjè jå AIC âðåäíîñò íàjìà»à.

3.5.4 Àóòîðåãðåñèîíè ìîäåëè ïîêðåòíèõ ïðîñåêà

Äåôèíèöèjà 3.18 Àóòîðåãðåñèîíè ìîäåë ïîêðåòíèõ ïðîñåêà ó îçíàöè
ARMA � p; q� äåôèíèøå ñå íà ñëåäå£è íà÷èí:

X t � � 1X t � 1 � : : : � � pX t � p � " t � � 1" t � 1 � : : : � � q" t � q;

ãäå jå ãäå jåp ðåä àóòîðåãðåñèîíå êîìïîíåíòå è q ðåä êîìïîíåíòå ïî-
êðåòíèõ ïðîñåêà, à jå r " tx áåëè øóì.
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ARMA( p; q) ìîæå ñå çàïèñàòè è ïîìî£ó îïåðàòîðà êàø»å»à:

� 1 � � 1L � � 2L2 � ::: � � pLp� X t � � 1 � � 1L � � 2L2 � ::: � � qL
q� " t ;

îäíîñíî ó ñàæåòîì îáëèêó

� � L � X t � � � L � " t :

Ñïåöèjàëíè ñëó÷àjåâè ARMA( p; q) ìîäåëà:

ARMA � p;0� � AR� p�
ARMA � 0; q� � MA � q�

3.5.4.1 Àóòîêîâàðèjàöèîíà è àóòîêîðåëàöèîíà ôóíêöèjà
ARMA ìîäåëà

Äà áèñìî îäðåäèëè àóòîêîâàðèjàöèîíó è àóòîêîðåëàöèîíó ôóíêöè-
jó èçðàçèìî ARMA( p; q) ìîäåë ó îáëèêó

X t � � 1X t � 1 � : : : � � pX t � p � " t � � 1" t � 1 � : : : � � q" t � q:

Ìíîæå»åì îâå jåäíà÷èíå ñà X t � k è îäðå¢èâà»åì î÷åêèâà»à òîã èçðàçà
äîáèjàìî:


 k � � 1
 k� 1 � : : : � � p
 k� p � E � X t � k" t � � � 1E� X t � k" t � 1� � : : : � � qE� X t � k" t � q� :

Êàêî jå E� X t � k" t � i � � 0 çà k %i , äîáèjàìî àóòîêîâàðèjàöèîíå êîåôèöè-
jåíòå:


 k � � 1
 k� 1 � : : : � � p
 k� p, çà k ' q � 1;

îäàêëå äîáèjàìî è àóòîêîðåëàöèîíå êîåôèöèjåíòå:

� k � � 1� k� 1 � � 2� k� 2 � : : : � � p� k� p:

3.5.4.2 Àóòîðåãðåñèîíè ìîäåëè ïîêðåòíèõ ïðîñåêà çà èíòå-
ãðèñàíå âðåìåíñêå ñåðèjå

Ó ðàäó ñà ARMA ìîäåëèìà ÷åñòî ñå jàâ§à ïðîáëåì ñòàöèîíàðíî-
ñòè, êîjè ñå ðåøàâà óâî¢å»åì ARIMA ìîäåëà êîjè íåñòàöèîíàðíó
âðåìåíñêó ñåðèjó ïðâî ñâîäè íà ñòàöèîíàðíó, äèôåðåíöèðà»åì, à çàòèì
ñå ñåðèjà ìîäåëèðà ARMA ìîäåëîì.
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Äèôåðåíöèðà»å âðåìåíñêå ñåðèjå ïðåäñòàâ§à îïåðàöèjó îäóçèìà»à
óçàñòîïíèõ îïñåðâàöèjà

� X t � X t � X t � 1:

Çà âðåìåíñêó ñåðèjó êàæåìî äà jå èíòåãðèñàíà âðåìåíñêà ñåðèjà ðåäà
d óêîëèêî ìîæå áèòè òðàíñôîðìèñàíà ó ñòàöèîíàðíó âðåìåíñêó ñåðèjó
äèôåðåíöèðà»åì d ïóòà.

Äåôèíèöèjà 3.19 Àóòîðåãðåñèîíè ìîäåëè ïîêðåòíèõ ïðîñåêà çà èí-
òåãðèñàíå âðåìåíñêå ñåðèjå ó îçíàöè ARIMA � p; d; q� , ãäå jåp ðåä àóòî-
ðåãðåñèîíå êîìïîíåíòå, d íèâî èíòåãðèñàíîñòè âðåìåíñêå ñåðèjå è q ðåä
êîìïîíåíòå ïîêðåòíèõ ïðîñåêà äåôèíèñàí jå ôîðìóëîì:

� 1 � � 1L � � 2L2 � ::: � � pLp�
ÍÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÑÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÏ

� � L �

� 1 � L � dX t � � 1 � � 1L � � 2L2 � ::: � � qL
q�

ÍÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÑÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÏ
� � L �

" t .

Ïðîöåñ " t jå ïðîöåñ áåëîã øóìà, L jå îïåðàòîð ïîìåðà»à L� X t � � X t � 1,
äîê ïîëèíîìè � � L � è � � L � îïèñójó ðåäîì àóòîðåãðåñèîíó êîìïîíåíòó è
êîìïîíåíòó ïîêðåòíèõ ïðîñåêà ñòàöèîíàðíå âðåìåíñêå ñåðèjå � 1� L � dX t

è ïðåòïîñòàâ§à ñå äà íå ñàäðæå çàjåäíè÷êå ôàêòîðå.

Ñïåöèjàëíè ñëó÷àjåâè ARIMA( p; d; q) ìîäåëà:

ARIMA � p;0; 0� � AR� p�

ARIMA � 0; 0; q� � MA � q�

ARIMA � p;0; q� � ARMA � p; q�

ARIMA � 0; 0; 0� � áåëè øóì :

3.5.4.3 Ñåçîíñêè ARIMA ìîäåëè

Âðåìåíñêå ñåðèjå êîjå ñàäðæå ñåçîíñêó êîìïîíåíòó íàçèâàjó ñå ñå-
çîíñêå âðåìåíñêå ñåðèjå. Ïðèëèêîì ìîäåëèðà»à ñåçîíñêèõ âðåìåíñêèõ
ñåðèjà êîðèñòè ñå îïåðàòîð ñåçîíñêîã äèôåðåíöèðà»à:

� sX t � X t � X t � s � � 1 � L s� X t :

Ïðèðîäà ñåçîíñêå êîìïîíåíòå ìîæå áèòè äåòåðìèíèñòè÷êà è ñòîõàñòè÷-
êà, ó çàâèñíîñòè îä òîãà äà ëè ñå ñåçîíñêå âàðèjàöèjå ìå»àjó òîêîì
ãîäèíà èëè íå. Ñòîõàñòè÷êà ñåçîíñêà êîìïîíåíòà îïèñójå ñå ïîñåáíîì
âðñòîì ARIMA ìîäåëà, êîjè ñå íàçèâàjó ñåçîíñêè ARIMA ìîäåëè. Óâîäè
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ñå ìóëòèïëèêàòèâíè ñåçîíñêè ARIMA ìîäåë ARIMA( p; d; q)� (P; D; Q)s
äåôèíèñàí ñà:

� 1� � 1L s� � 2L2s� :::� � P LP s�� 1� � 1L� � 2L2� :::� � pLp�� 1� L s� D � 1� L � dX t �
� 1 � � 1L s � � 2L2s � ::: � � QLQs�� 1 � � 1L � � 2L2 � ::: � � qL

q� " t ;

ïðè ÷åìó jå s ïåðèîä ñåçîíå, � 1; � ; � P ñó ïàðàìåòðè ñåçîíñêå ðåãðåñè-
îíå êîìïîíåíòå ðåäà P, � 1; � ; � Q ñó ïàðàìåòðè ñåçîíñêå êîìïîíåíòå
ïîêðåòíèõ ïðîñåêà ðåäà Q, D íèâî ñåçîíñêîã äèôåðåíöèðà»à, à îñòàëè
ïàðàìåòðè ñó êàî êîä ARIMA ìîäåëà.

3.5.5 � - ìåøàjó£è ïðîöåñ

Äåôèíèöèjà 3.20 Íåêà jå � 
 ; F ; P� ïðîñòîð âåðîâàòíî£à è íåêà jå F j
i ,

�™ & i & j & ™ ãåíåðèñàíî � -ïî§å íàä ïðîìåí§èâèì X t , çà i & t & j è
t " Z: Êîåôèöèjåíò çàâèñíîñòè çà áèëî êîjè ïîçèòèâàí áðîj n äàò jå ñà

� � n� � supA" F m
�™ ;B " F ™

m � n ;m" Z ¶P� A� P� B � � P� A = B�¶:

Çà ñòàöèîíàðíè ïðîöåñ rX tx êàæå ñå äà jå� -ìåøàjó£è àêî âàæè

� � n� � 0, êàäàn � ™:

Íà îñíîâó äàòå äåôèíèöèjå çàê§ó÷ójåìî äà � -ìåøàjó£è ïðîöåñ ïîäðàçó-
ìåâà äà ñå çàâèñíîñò èçìå¢ó âåëè÷èíàX t1

è X t2
ïðèáëèæàâà íóëè, êàäà

¶t1 � t2¶ ðàñòå, òj. ïîäðàçóìåâà ñå àñèìïòîòñêà íåçàâèñíîñò.
ARMA( p; q) jåñòå� -ìåøàjó£è ïðîöåñ [5].
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4 Áóòñòðåï ìåòîäe çà âðåìåíñêå ñåðèjå

Âå£ îïèñàíè ñòàíäàäíè áóòñòðåï ïîäðàçóìåâà äà ñó äîáèjåíè ïîäàöè
íåçàâèñíè è jåäíàêî ðàñïîäå§åíè, ìå¢óòèì çáîã áðçîã ðàçâîjà ñòàòèñòèêå
è »åíå óïîòðåáå ó åêîíîìèjè, ôèíàíñèjàìà è äðóãèì îáëàñòèìà jàâ§à ñå
ïîòðåáà çà ñâå âå£îì óïîòðåáîì çàâèñíèõ ñåðèjà ïîäàòàêà, à íàj÷åø£å ñó
òè ïîäàöè ïðåäñòàâ§åíè âðåìåíñêèì ñåðèjàìà. Óïîòðåáà ñòàíäàðíîã áóò-
ñòðåïà ó àíàëèçè âðåìåíñêèõ ñåðèjà áè íàðóøèëà çàâèñíîñò ìå¢ó äàòèì
ïîäàöèìà, ñõîäíî òîìå äîøëî jå äî ìîäèôèêàöèjå ñòàíäàðíîã áóòñòðåïà
êàêî áè ñå îâà ìåòîäà ïðèëàãîäèëà çàâèñíèì ïîäàöèìà. Íàjïîïóëàðíè-
jå áóòñòðåï ìåòîäå êîjå ñå êîðèñòå ó ðàäó ñà âðåìåíñêèì ñåðèjàìà ñó
áëîê áóòñòðåï (åíãë. block bootstrap) è ìðåæàñòè áóòñòðåï (åíãë. sieve
bootstrap).

4.1 Áëîê áóòñòðåï

Ïðâó áóòñòðåï ìåòîäó çà âðåìåíñêå ñåðèjå óâåî jå Êàðëøòàjí 4 1986.
ãîäèíå ó ðàäó [6], îâàj ìåòîä ïîçíàò jå êàî áëîê áóòñòðåï ìåòîä áåç ïðå-
êëàïà»à (åíãë. non-overlapping block bootstrap). Îí ïîäðàçóìåâà äà ñó
ïîäàöè ïîäå§åíè ó áëîêîâå áåç ïðåêëàïà»à, ÷èìå ñå îäðæàâà çàâèñíîñò
ïîäàòàêà óíóòàð áëîêà. Ìå¢óòèì, ïîäåëîì ïîäàòàêà íà áëîêîâå ôèêñíå
äóæèíå ìîæå äî£è äî îäáàöèâà»à ïîñëåä»èõ íåêîëèêî îïñåðâàöèjà, øòî
ìîæå óòèöàòè íåãàòèâíî íà òà÷íîñò çàê§ó÷èâà»à. Êàêî áè ñå íàäîìåñòèî
îâàj ïðîáëåì 1989. ãîäèíå óâåäåí jå ïîêðåòíè áëîê áóòñòðåï (åíãë. moving
block bootstrap) [7]. Ó îâîj ìåòîäè ñâàêè áëîê ïî÷è»å äðóãîì îïñåðâàöè-
jîì èç ïðåòõîäíîã áëîêà, øòî îìîãó£àâà äà ñâè ïîäàöè áóäó óê§ó÷åíè
ó ðàçìàòðà»å, íåêå îïñåðâàöèjå £å áèòè óê§ó÷åíå âèøå ïóòà, à ïðâà è
íåêîëèêî ïîñëåä»èõ îïñåðâàöèjà £å áèòè óê§ó÷åíî ñàìî jåäíîì. Òîêîì
1994. ãîäèíå óâîäè ñå êðóæíè áóòñòðåï (åíãë. circular bootstrap) [9], êî-
jè ñâå îïñåðâàöèjå óê§ó÷ójå ó áëîêîâå âèøå ïóòà, óêîëèêî jå äóæèíà
âðåìåíñêå ñåðèjån áè£å òîëèêî è áëîêîâà. Ñâå îâå òðè ìåòîäå áëîê áóò-
ñòðåïà ïîäðàçóìåâàjó ôèêñíó äóæèíó áëîêà. Äðóãà âðñòà áëîê áóòñòðåïà
jå ñòàöèîíàðíè áóòñòðåï (åíãë. stationary bootstrap) êîjè äåëè äàòè ñêóï
ïîäàòàêà íà áëîêîâå ÷èjå äóæèíå ïðàòå ãåîìåòðèjñêó ðàñïîäåëó ñà ïàðà-
ìåòðîì p. Ó äà§åì ðàäó îïèñà£åìî äåòà§íèjå îâå ìåòîäå.

4Edward Carlstein, 1934.
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4.1.1 Áëîê áóòñòðåï áåç ïðåêëàïà»à

Îñíîâíà èäåjà îâå ìåòîäå jå ïîäåëèòè äàòè ñêóï ïîäàòàêà äóæèíå n
íà b íåçàâèñíèõ áëîêîâà Yi äóæèíå l, 1 $ l $ n ãäå jå

Yi � rX � i � 1� l � 1; :::; X il x, i � 1; :::; b.

Ïîäåëà ñåðèjå íà áëîêîâå èëóñòðîâàíà jå íà Ñëèöè 6. Ñëó÷àjíèì èçáîðîì
ñà ïîíàâ§à»åì áèðà ñå b áëîêîâà Y ˜

1 ; ::; Y ˜
b , »èõîâèì ñïàjà»åì ðåäîñëå-

äîì êîjèì ñó èçàáðàíè äîáèjà ñå áóòñòðåï âðåìåíñêà ñåðèjà X ˜
1 ; ::; X ˜

m ;
ãäå jåm � lb äóæèíà òå ñåðèjå.

Ñëèêà 6: Èëóñòðàöèjà áëîê áóòñòðåïà áåç ïðåêëàïà»à

4.1.2 Ïîêðåòíè áëîê áóòñòðåï

Ïîêðåòíè áëîê áóòñòðåï, çà ðàçëèêó îä áëîê áóòñòðåïà áåç ïðåêëà-
ïà»à, äîçâî§àâà ïðåêëàïà»å áëîêîâà, à òèìå îìîãó£àâà äà ñå ãåíåðèøå
âå£è áðîj áëîêîâà.
Ïðåòïîñòàâèìî äà jå äàòà âðåìåíñêà ñåðèjà ñëàáî ñòàöèîíàðíà. Ïîä óñëî-
âîì ñëàáå ñòàöèîíàðíîñòè ìîæå ñå ïðåòïîñòàâèòè äà ñå çàâèñíîñò ïîäà-
òàêà îäðæàâà óíóòàð áëîêà, à äà ñå áëîêîâè ìîãó ñìàòðàòè íåçàâèñíèì.
Íàêîí îäàáèðà äóæèíå áëîêà l, äîáèjà ñåN � n� l � 1 íåçàâèñíèõ áëîêîâà

Yi � rX i ; X i � 1; :::; X i � l � 1x, 1 & i & N:

Ïîäåëà ñåðèjå íà áëîêîâå èëóñòðîâàíà jå íà Ñëèöè 7. Îä òàêî äîáèjå-
íèõ N áëîêîâà, ñëó÷àjíèì èçáîðîì ñà ïîíàâ§à»åì áèðàìî b � � n©l�
áëîêîâà, Y ˜

1 ; ::; Y ˜
b , è »èõîâèì ñïàjà»åì äîáèjàìî íîâó âðåìåíñêó ñåðèjó

X ˜
1 ; ::; X ˜

m , ãäå jåm � lb.

Ñëèêà 7: Èëóñòðàöèjà ïîêðåòíîã áëîê áóòñòðåïà
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Òåîðåìà 4.1 Ïðåòïîñòàâèìî äà jå íèç rX tx, t � 1; :::; n; m-çàâèñíà
ñòàöèîíàðíà âðåìåíñêà ñåðèjà òàêî äà jå EX 1 � � è E¶X 1¶4� � $ ™
çà íåêî ïîçèòèâíî � . Àêî l

n
� 0, n � ™ òàäà

sup
x

¶P ˜ r
Ó

m� X
˜
m � E ˜ � X

˜
m �� & xx � Pr

Ó
n� X n � � � & xx¶

P
�� 0;

ãäå jåP ˜ áóòñòðåï îöåíà âåðîâàòíî£å, E ˜ jå áóòñòðåï îöåíà ñðåä»å
âðåäíîñòè è X

˜
m � 1

m
< m

i � 1 X ˜
i . Àêî ñå óñëîâ l

n
� 0 ìîæå çàìåíèòè ñà

l
Ó

n
� 0 êàäàn � ™, òàäà ñåE ˜ � X

˜
m � ìîæå çàìåíèòè ñà X n :

Ó äàòîj òåîðåìè m-çàâèñíîñò äåôèíèñàíà jå íà ñëåäå£è íà÷èí: çà íèç
rX txt " Z êàæåìî äà jå m-çàâèñàí çàm " N0 àêî çà ñâàêî t âàæè äà jå íèç
rX sxs&t íåçàâèñàí ñà rX sxs' t � m� 1.
Äàòà òåîðåìà ïîêàçójå ïîñòîjàíîñò ìåòîäå çà îöåíó ñðåä»å âðåäíîñòè.
Äîêàç òåîðåìå ìîæå ñå ïðîíà£è ó ðàäó [7].

Ñ îáçèðîì íà òî äà äàòà òåîðåìà ïîêàçójå ïîñòîjàíîñò ïîêðåòíîã
áóòñòðåïà, êàêî áè ñå ïîêàçàëà ïîñòîjàíîñò áëîê áóòñòðåïà áåç ïðåêëà-
ïà»à äîâî§íî jå ïîêàçàòè äà jå ðàçëèêà ó ïåðôîðìàíñàìà èçìå¢ó îâå
äâå ìåòîäå çàíåìàð§èâà.

Íåêà jå rX nxn" Z ñòàöèîíàðíà ñåðèjà. Îçíà÷èìî ñà � n �
rX 1; X 2; : : : ; X nx íèç îä n îïñåðâàöèjà äàòå ñåðèjå.

Îçíà÷èìî ñà X
� 1�
m îöåíó ñðåä»å âðåäíîñòè äîáèjåíó ìåòîäîì áóòñòðå-

ïà áåç ïðåêëàïà»à, òàäà jå:

X
˜ � 1�
m �

1
m

m

=
i � 1

X
˜ � 1�
i :

Ïðèìåòèìî äà óçîðêîâàíè áëîêîâè Y
˜ � 1�

1 ; ::; Y
˜ � 1�

b ïðåäñòàâ§àjó íåçà-
âèñíå è jåäíàêî ðàñïîäå§åíå l- äèìåíçèîíå ñëó÷àjíå âåêòîðå ñà âåðîâàò-
íî£îì èçáîðà ñâàêîã áëîêà 1

b
, òj. âàæè:

Pr� X
˜ � 1�
1 ; :::; X

˜ � 1�
l � � � X � i � 1� l � 1; :::; X il �¶� nx �

1
b
; 1 & i & b:
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Îäàâäå ìîæå ñå èçâåñòè î÷åêèâà»å îöåíå X
˜ � 1�
m , òj. âàæè:

E� X
˜ � 1�
m ¶� n � � E �

1
l

l

=
i � 1

X
˜ � 1�
i ¶� n �

�
1
b

b

=
j � 1

�
1
l

l

=
i � 1

X � j � 1� l � i �

�
1
bl

�
n

=
i � 1

X i �
n

=
j � bl� 1

X j � :

Îçíà÷èìî ñà X
˜ � 2�
m îöåíó ñðåä»å âðåäíîñòè äîáèjåíó ìåòîäîì ïîêðåò-

íîã áóòñòðåïà, òàäà jå:

X
˜ � 2�
m �

1
m

m

=
i � 1

X
˜ � 2�
i :

Êàî è êîä áëîê áóòñòðåïà áåç ïðåêëàïà»à, è îâäå âàæè äà óçîðêîâàíè
áëîêîâè Y

˜ � 2�
1 ; ::; Y

˜ � 2�
b ïðåäñòàâ§àjó íåçàâèñíå è jåäíàêî ðàñïîäå§åíå l-

äèìåíçèîíå ñëó÷àjíå âåêòîðå ñà âåðîâàòíî£îì èçáîðà ñâàêîã áëîêà 1
N

:

Pr� X
˜ � 2�
1 ; :::; X

˜ � 2�
l � � � X i ; :::; X i � l � 1�¶� nx �

1
N

; 1 & i & N:

Îäàâäå ìîæå ñå èçâåñòè î÷åêèâà»å îöåíå X
˜ � 2�
m , òj. âàæè:

E� X
˜ � 2�
m ¶� n � � E �

1
l

l

=
i � 1

X
˜ � 2�
i ¶� n �

�
1
N

N

=
j � 1

�
1
l

l

=
i � 1

X j � i � 1�

�
1
N

�
n

=
i � 1

X i �
1
l

l � 1

=
j � 1

� l � j �� X j � X n� j � 1�� :

Ïðèìåòèìî äà áóòñòðåï îöåíå ñðåä»å âðåäíîñòè èìàjó ðàçëè÷èòà î÷å-
êèâà»à ó çàâèñíîòè îä ìåòîäå. Ó ðàäó [8], ïîä ïðåòïîñòàâêîì äà ïðîöåñ
rX nxn" Z çàäîâî§àâà óñëîâå � -ìåøàjó£åã ïðîöåñà, èçâåäåí jå çàê§ó÷àê

ErE� X
˜ � 2�
m ¶� n � � E � X

˜ � 1�
m ¶� n �x 2 � O� l

n2 � , øòî ïîêàçójå äà çà âåëèêå îáè-
ìå äàòîã óçîðêà ïîñòîjè çàíåìàð§èâà ðàçëèêà èìå¢ó îâå äâå ìåòîäå, à
òèìå jå ïîêàçàíà ïîñòîjàíîñò áëîê áóòñòðåïà áåç ïðåêëàïà»à.
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