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Naslov master rada: Koksov model prezivljavanja

Rezime: Ovaj master rad istrazuje Koksov model prezivljavanja, koji je jedan od
klju¢énih alata u analizi podataka za proucavanje vremena do nekog odredenog do-
gadaja.

U prvom delu rada, opisani su osnovni koncepti analize prezivljavanja, ukljucuju-
¢éi definicije kljuénih pojmova kao $to su funkcija prezivljavanja, rizik od dogadaja i
cenzurisanje podataka. Nakon toga, detaljno je objasnjen koncept Kaplan-Majerove
krive, koja je ocena funkcije raspodele sluc¢ajne veli¢ine od interesa u prisustvu cen-
zurisanih podataka i omogucava poredenje razli¢itih grupa.

Glavni deo rada posveéen je Koksovom modelu prezivljavanja, koji je statisticki
model koji pruza moguénost istrazivanja uticaja razli¢itih faktora na vreme do do-
gadaja. Opisan je matematicki okvir modela, ukljucujué¢i Koksovu proporcionalnu
stopu rizika, ocenu parametara i interpretaciju rezultata. Prikazane su i metode za
validaciju modela i testiranje pretpostavki.

Nakon teorijskog opisa, rad se fokusira na primenu Koksovog modela na realnim
podacima. Koriséenjem softverskog programa R, prikazana je implementacija mo-
dela na stvarnim podacima, sa ciljem da se identifikuju znacajni faktori koji uti¢u
na vreme do dogadaja.

Kroz teorijski opis i prakti¢nu implementaciju u softverskom programu R, rad
pruza uvid u statisticku analizu vremena do dogadaja i nudi korisne smernice za
primenu ovih metoda u budué¢im istrazivanjima.

Za kraj bih Zelela da se zahvalim svom mentoru, dr Bojani MiloSevi¢, zato $to
me je zainteresovala za ovu temu, kao i za mnogobrojne sugestije koje su znacajno

doprinele kvalitetu rada.

Kljucne reci: analiza prezivljavanja, vreme do dogadaja, rizik od dogadaja, Kaplan-

Majerova kriva
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Glava 1
Analiza prezivljavanja

Ovo poglavlje predstavlja uvod u analizu prezivljavanja i obraduje sledece teme:
problem koji se resava analizom prezivljavanja, ciljeve te analize, klju¢ne pojmove i
terminologiju koja se koristi u njoj.

Analiza prezivljavanja predstavlja skup statistickih procedura za koje je promen-
ljiva od interesa upravo vreme dok se dogadaj ne pojavi. Pod vremenom podrazu-
mevamo godine, mesece, nedelje, dane, sate itd. koji produ od pocetka posmatranja
nekog subjekta, pa do momenta pojavljivanja dogadaja. Kada kazemo dogadaj,
mislimo na neki specifican dogadaj koji moze zadesiti pojedinca, kao Sto su smrt,
pojava bolesti, povratak bolesti nakon razdoblja remisije, oporavak (kao $to je povra-
tak na posao) ili bilo koja druga znacajna pojava. Pretpostavljamo da posmatramo
jedan dogadaj od interesa, ali moze biti i vise od jednog, kao $to je smrt od razli-
¢itih uzroka ili pojavljivanje razlic¢itih bolesti. U slu¢aju posmatranja vise dogadaja
od interesa problem nazivamo problem viSestrukog rizika. U analizi prezivljavanja,
obi¢no se vremenska veli¢ina naziva vremenom prezivljavanja jer ukazuje na vre-
me tokom kog je pojedinac ,preziveo” u odredenom periodu prac¢enja. Dogadaj se
naziva neuspehom, jer se interesuje za dogadaj koji obuhvata smrt, pojavu bolesti
ili neko drugo negativno iskustvo pojedinca. Medutim, vreme prezivljavanja moze
biti i vreme povratka na posao nakon hirurske intervencije, gde neuspeh predstavlja
pozitivan dogadaj.

Oznac¢imo sa T slucajnu veli¢inu koja predstavlja vreme prezivljavanja osobe.
Buduéi da T oznacava vreme, njene moguce vrednosti su nenegativni brojevi. Sa ¢

¢emo oznaciti realizovanu vrednost slucajne veli¢ine T'. Vazi

P(Tgt)—/tf(s)ds, 0<t<oo0.
0
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Dalje, neka je D slucajna veli¢ina koja predstavlja indikator da li se dogadaj od
interesa zaista desio. Ta¢nije, D = 1 ako se dogadaj desio tokom perioda studije,
ili D = 0 ako je vreme prezivljavanja cenzurisano pre kraja perioda studije. Vazno
je napomenuti da ako osoba ne dozivi dogadaj (neuspeh) tokom trajanja studije,
cenzura postaje jedina preostala moguénost za pracenje prezivljavanja te osobe. To
znaci da je D = 0 samo ako se jedna od sledeé¢ih situacija dogodi: osoba prezivi do
kraja studije, osoba bude izgubljena tokom pracenja ili se povuce tokom trajanja
studije.

Funkcija prezivljavanja S(t) predstavlja verovatnocu da slucajna veli¢ina preko-
raci specificno vreme t, tj.

St)y=P(T>t).
Funkcija prezivljavanja je graficki prikazana na Slici 1.1, a preuzeta je iz [§].
Osobine funkcije prezivljavanja:
e nerastuca funkcija;

e na pocetku studije, tj. za t = 0, vazi S(0) = 1, §to znaci da, posto se jos nije

desio dogadaj, verovatnoca prezivljavanja nakon vremena 0 iznosi 1;

e zal = o0jeS(00) =0, Sto znaci da, ako bi period studije bio neogranicen, na

kraju niko ne bi preziveo, tako da kriva prezivljavanja mora da opadne do 0.

$(0) = 1

'

S(1)
S(eo) =0

e

0 t o —Pp

Slika 1.1: Funkcija prezivljavanja

U praksi, kada radimo s konkretnim podacima, ocena funkcije prezivljavanja
je Kaplan-Majerova kriva, o ¢emu ¢e viSe reci biti u narednom poglavlju. Stavise,
budu¢i da period studije nikada nije beskonac¢an posto mogu postojati konkurentni

rizici za neuspeh, postoji moguénost da se odredeni dogadaj necée desiti. Ocenjena
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funkcija prezivljavanja, oznaCena kao S na grafikonu, mozda nece dose¢i nulu na

kraju studije, sto je prikazano na Slici 1.2.

o

(1) |

0 ! Kraj
istrazivanja

Slika 1.2: Ocenjena kriva prezivljavanja

Cesto se u analizi prezivljavanja koristi i stopa rizika (poznata i kao stopa ha-

zarda), oznacena sa h(t), koja se definise na sledeé¢i nacin:

P(t<T <t+At|T >1t)
At—0 At

Stopa rizika h(t) pruza trenutni potencijal za pojavu dogadaja po jedinici vremena,
pod uslovom da se dogadaj nije desio pre vremena t. Ponekad se stopa rizika naziva
i uslovna stopa prezivljavanja. To je zato Sto je brojilac u formuli za stopu rizika
uslovna verovatnoca da vreme prezivljavanja bude izmedu ¢ i At, pod uslovom da je
vreme prezivljavanja T vece ili jednako od t. Stopa rizika se deli sa At, koja pred-
stavlja malu vremensku jedinicu. Vrednosti stope rizika su u opsegu izmedu 0 i co.
Bitno je naglasiti da se, za razliku od funkcije prezivljavanja koja se fokusira na
nepojavljivanje dogadaja, stopa rizika fokusira na pojavu dogadaja. Na neki nacin,
stopa rizika moze se smatrati suprotnom stranom informacija koje pruza funkci-
ja prezivljavanja. Na Slici 1.3 su prikazani razli¢iti grafici stope rizika, a slika je

preuzeta iz [13]. Karakteristike stope rizika:

e nenegativna;

e nema gornju granicu.
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h(r) iz}

hylt)

hy(1)

L]

ha(r)
0 '

Slika 1.3: Razlic¢iti grafici stope rizika

Funkcija rizika (poznata i kao funkcija hazarda ili hazardna funkcija) se definise

kao odgovarajuci integral:

H(t):/oth(s)ds, t>0.

Postoji jasna veza izmedu funkcije prezivljavanja i stope rizika, tj. ako je poznata
S(t) lako mozemo da odredimo h(t) i obrnuto. Prema definiciji, funkcija prezivlja-
vanja S(t) daje verovatnocu da osoba prezivi duze od vremena t. To znaéi da je
verovatnoca prezivljavanja u intervalu [¢, t + dt| jednaka verovatnoéi da osoba preZi-
vi duze od vremena ¢, a manje od vremena t + dt, Sto mozemo uz koris¢enje uslovne

verovatnoce zapisati kao:

S(t) — S(t+ dt)

Pt<T<t+At|T>t)= 50

Sada, prema definiciji, stopa rizika h(t) daje trenutnu stopu dogadaja smrti na
vremenskoj osi, pod uslovom da je osoba prezivela do vremena t. U matematickim

terminima, mozemo je definisati kao:

Pt<T <t+4dt|T>t)

hlt) = lim, dt '
Paje Je S(t) — S(t+dt 1
ht) = lim, = dt( o S
Koristeéi osobine limesa i funkcije logaritma, dobijamo
h(t) = —ilogS(t)
dt
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. t
/h(x)d:c )

Konacno je
S(t)=e Jo h(z)de _ o H)

Nakon sto smo razmotrili stopu rizika i njen odnos sa funkcijom prezivljavanja,

definiSemo osnovne ciljeve analize prezivljavanja:

e odredivanje i tumacenje funkcije prezivljavanja i rizika;
e poredenje funkcije prezivljavanja i rizika;

e procena odnosa izmedu objasnjavajuc¢ih promenljivih i vremena prezivljavanja.

Kod veéine analiza prezivljavanja cesto se susrec¢emo sa cenzuriranim podacima,
Sto otezava primenu standardnih statistickih metoda. Cenzurisanje se pojavljuje
kada imamo delimi¢nu informaciju o pojavi dogadaja ali ne znamo ta¢no vreme

pojavljivanja. Uopsteno, postoje tri razloga zbog kojih se pojavljuje cenzurisanje:

e dogadaj od interesa se nije pojavio pre kraja perioda posmatranja;
e osoba koja se prati moze biti izgubljena tokom perioda posmatranja;

e osoba moZe napustiti studiju zbog smrti (ako smrt nije povezana sa dogadajem
od interesa) ili nekog drugog konkurentnog rizika kao $to je nepovoljna reakcija

na lek.

Sve ove situacije dovode do toga da ne mozemo ta¢no utvrditi vreme prezivljavanja
osobe u studiji. Ukoliko ne znamo ta¢no vreme prezivljavanja osobe, Sto se dogada
kada se studija zavrsi ili kada osoba ne moze da bude pracena ili se povuce iz stu-
dije, govorimo o desno cenzurisanim podacima. Naravno, postoje i levo cenzurisani
podaci, koji se javljaju kada je vreme prezivljavanja pacijenata nekompletno sa leve
strane perioda posmatranja. Na primer, posmatramo grupu pacijenata zarazenih
HIV virusom. Proces posmatranja stanja pacijenta moze da po¢ne od momenta ka-
da je osoba postala pozitivna na HIV virus, ali mi uglavnom ne znamo ta¢no vreme
koje je proteklo od momenta prvog izlaganja riziku zaraze pa do momenta kada je
ustanovljeno postojanje HIV virusa u organizmu. Prema tome, vreme prezivljavanja
je cenzurisano sa leve strane. Ovakva vrsta cenzurisanja podataka se rede sreée u
praksi. Podaci analize prezivljavanja takode mogu biti intervalno cenzurirani, sto se
moze dogoditi ako je stvarno vreme prezivljavanja subjekta unutar odredenog vre-

menskog intervala. Primetimo da intervalno cenzurisanje zapravo obuhvata i desno i

5
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levo cenzurisanje kao specijalne slu¢ajeve. Oznacimo sa 17 pocetno vreme prezivlja-
vanja, odnosno vreme kada je subjekt uveden u istrazivanje ili rizik poceo. Sa druge
strane, T, predstavlja vreme dogadaja prezivljavanja, tj. vreme kada je dogadaj po-
put smrti ili nekog drugog ishoda nastupio. Levo cenzurisani podaci se javljaju kada
je vrednost 77 jednaka 0, a T; poznata gornja granica vremena prezivljavanja. Na-
suprot tome, desno cenzurisani podaci nastaju kada je vrednost 75, beskonacno, a T
poznata donja granica vremena prezivljavanja. Kao $to je pomenuto, cenzurisanje
je jedna od specificnih karakteristika podataka o vremenu neuspeha. Primetimo da
cenzurisani podaci predstavljaju specificnu vrstu nedostajuc¢ih podataka, bududci da
cenzurisana posmatranja i dalje pruzaju neke parcijalne informacije, dok nedosta-
juca posmatranja ne pruzaju nikakve informacije o promenljivoj od interesa. Pod
desno cenzuriranim podacima podrazumevamo da je vreme neuspeha od interesa
posmatrano tacno ili je ve¢e od vremena cenzurisanja. Ocigledno je da je vazno
razumeti nacin na koji se deSava desno cenzuriranje kako bismo pravilno analizi-
rali podatke o vremenu neuspeha koji su desno cenzurirani. Veoma vazno pitanje
prilikom analize prezivljavanja uz prisustvo cenzuriranja jeste da li je mehanizam
cenzuriranja nezavisan ili ne. Pod tim se podrazumeva da stopa neuspeha ili rizi-
ka (opasnost, hazard) ostaje ista za subjekte koji jo§ uvek ucestvuju u studiji i za
subjekte koji su cenzurisani. Ovo se moze formalno izraziti formulom:
Pt <T<t+At|T >1t) Pt<T<t+At]T >t,Y(t)=1)

li = 1
Atlir(lwr At At%Jr At

Y

gde je T slucajna veli¢ina koja predstavlja vreme prezivljavanja osobe, a Y (t) = 1
znaci da subjekt nije doziveo neuspeh niti je bio cenzurisan pre vremena ¢. Prethodni
izraz precizno definiSe uslov za nezavisnost mehanizma cenzuriranja u kontekstu

analize prezivljavanja. U okviru modela slucajne cenzure, gore navedeni uslov je

ekvivalentan
_ PU<T<t+AHT>t)  PH<T<t+AHT >t C(t)>1)
lim = lim ,
At—0+ At A0+ At

gde C predstavlja cenzurisanu promenljivu.

U narednom poglavlju opisano je kako oceniti i prikazati krive prezivljavanja
koriste¢i Kaplan-Majerovu metodu, koju ¢emo radi lakse notacije nadalje obeleza-
vati sa KM. Kaplan-Majerova metoda je posebno korisna za analizu cenzuriranih
podataka o vremenu neuspeha jer uzima u obzir cenzurisana posmatranja i omogu-
¢ava procenu verovatnoce prezivljavanja u razli¢itim vremenskim tackama. Takode,
opisano je kako testirati da li dve ili vise krivih prezivljavanja procenjuju istu krivu.

Najpopularniji test za takvu svrhu naziva se test logaritmovanih rangova.



Glava 2

Kaplan-Majerova kriva
prezivljavanja 1 test logaritmovanih

rangova

2.1 Kaplan-Majerova kriva prezivljavanja

Neparametarska ocena funkcije prezivljavanja za vreme neuspeha ¢y je data sa

~

S(t) = S(tr-1) - P(T > t(p)|T = tp). (2.1)

Izraz se oslanja na koncept uslovne verovatnoce. Konkretno, P(T" > t5)|T > t(p)
oznacava uslovnu verovatnocu da ¢e dogadaj neuspeha nastupiti nakon trenutka ¢y,
pri cemu se uzima u obzir da je prezivljavanje vece ili jednako £(y). Ova formula ima
za svrhu iterativno izraCunavanje ocene funkcije prezivljavanja za svaki vremenski
interval ¢y koriste¢i prethodno izracunate vrednosti. Drugim recima, izraz predsta-
vlja verovatnocu prezivljavanja do prethodnog trenutka neuspeha ¢(s_;y, pomnoZzenu
sa uslovnom verovatnocom preZivljavanja do vremena (s, pod uslovom da je pre-
zivljavanje do tada najmanje .
Alternativno, gore navedeni izraz moze biti prikazan i kao grani¢na vrednost pro-
izvoda ukoliko umesto S (t(-1)) stavimo proizvod razlomaka koji ocenjuju uslovne
verovatnoce u momentu ;1) 1 ranije

f
S(ti) =[] P(T > te)|T > t).

i=1
KM formula se dokazuje koriséenjem formule za uslovnu verovatnoéu. Neka je do-

gadaj A definisan da osoba ostaje Ziva najmanje do trenutka (s, a dogadaj B da

7
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osoba ostaje Ziva nakon trenutka tis, tj. A = {T" > t(pn}, a B = {T > tp},
vazi ANB = B, tj. P(ANB) = P(B) = S(t()). Kako je t() sledece vre-
me neuspeha posle #;_;) zna¢i da nema neuspeha izmedu ) i t_1) pa je
P(A)=P (T > ty-1)) = S (t(y-1))- Dalje imamo P (B|A) = P (T > t(5)|T > t(5))-
Koriste¢i formulu uslovne verovatnoée P(ANB) = P(A) - P(B|A) dobijamo
S () =S (ty—n) - P(T > 1p|T 2 t(p).

Neka u trenutku t(;) postoji n; subjekata u skupu rizika i njih d; je ostvarilo doga-

daj, tada je ocena verovatnoce neuspeha d;/n;, a ocena verovatnoce prezivljavanja

je 1 —d;/n;, odnosno
P(T>1)|T 2> 1) =

KM ocena funkcije prezivljavanja u trenutku ¢ je data sa

A

i S(t) =lzat< t(1)-

2.2 Disperzija KM krive

Preciznost KM ocene (2.1) se ocenjuje odredivanjem standardne greske te ocene,
koja je kvadratni koren njene disperzije. Dakle, problem se svodi na odredivanje

disperzije KM krive. Disperzija KM krive je odredena sa

D) = ol [T =% = p( I] 5.

it <t i it <t

d;

C
gde je p; = ™=

1
Da bi se olakSao racun !, posmatra se logaritam ocene funkcije prezivljavanja:

D(In S(t) Z Inp;) = Z D(Inp;),

(B t(2)<t i:t(i)gt

pri cemu se pretpostavlja da su dogadaji unutar populacije nezavisni.
Dakle, problem se svodi na odredivanje D(In p;), a za reSavanje tog problema koristi

se delta metoda, koju u narednom odeljku detaljno objasnjavamo.

I Disperzija sume nezavisnih slu¢ajnih veli¢ina je jednaka sumi njihovih pojedina¢nih disperzija.
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Delta metoda

Delta metoda se oslanja na Tejlorov razvoj prvog reda ? funkcije f slu¢ajne pro-
menljive X u okolini = E(X), pri ¢emu treba da vaz f’(u) # 0. Ovom metodom

se aproksimativno odreduje disperzija f(X) izrazom

FOX) = f(p) + f()(X = p),

gde je

Dalje je
D(f(X)) = D(f(p) + f'(n)(X — ) = (f'(0))*D(X — ) = (f'(n))*’D(X).

Ocena disperzije delta metodom je
D(f(X)) = f'())*6?,

gde je 62 ocena disperzije D(X) i fi ocena o¢ekivanja E(X).

Vratimo se na trazenje disperzije KM ocene funkcije prezivljavanja, tj. D(Inp;).
Da bi se dobila disperzija ocene, pretpostavlja se da su opservacije u skupu rizika
u trenutku ¢(; nezavisne opservacije iz Bernulijeve raspodele sa konstantnom vero-
vatnoc¢om p;. Pod ovom pretpostavkom, ocena ove verovatnoce je p; sa disperzijom
pi(1 — p;)/n;. Primenom delta metode, ocena disperzije je

Ao 1 pi(1—pi di
D(Inp;) = Y] ( . ) = el —dp)’

1

Dakle, ocena disperzije logaritma KM ocene delta metodom je
. . . d.
D(InS(t)) = D(Ilnp;) = _.
mSw)= Y Dlapy= 3 s
’Lit(i)gt Zit(i)gt
Da bi se odredila ocena disperzije KM ocene funkcije prezivljavanja, ponovo se
primenenjuje delta metoda. Ako je f(X) = exp(X), odnosno S(t) = exp(In(S(t)).
Tada je Tejlorov razvoj
exp(X) ~ exp(u) + exp(u)(X — p),
a aproksimativna ocena disperzije

D(exp(X)) = (exp(f))*6>.

2Da bismo primenili Tejlorov razvoj funkcija mora biti glatka u okolini tacke razvoja.




GLAVA 2. KAPLAN-MAJEROVA KRIVA PREZIVLJAVANJA I TEST
LOGARITMOVANIH RANGOVA

Sledi da je ocena disperzije KM ocene

o R d,
D(S(t) = (5(1)) % Yt

Ova ocena je poznata kao Grinvudova formula za ocenu disperzije KM ocene funk-
cije prezivljavanja. Zaklju¢no, Grinvudova formula za ocenu disperzije KM ocene
funkcije prezivljavanja pruza vazan alat za ocenu preciznosti u realnim situacija-
ma. U narednom odeljku razmatra¢emo primene ove formule i njen znacaj u analizi

prezivljavanja.

2.3 Intervali poverenja za KM krive

Za velike uzorke KM ocena ima aproksimativno normalnu raspodelu [11], pa
¢emo izracunati krajeve (1 — «)100% intervala poverenja za funkciju prezivljavanja

u trenutku ¢:

A A

S(t) £ Z1_as2\/ D(S(t),
gde je Zi_q/2 1 — a/2-i kvantil standardne normalne raspodele. Ova ideja se moze
vizualizovati putem Slike 2.1. Medutim, problem ovog pristupa jeste da su kraje-
vi intervala esto izvan 0 i 1 [10], odnosno S € [0,1], a S(t) + Zl,a/gy/f)(g(t) €

[—00, +00], kao i normalnost KM ocene ako obim uzorka nije veliki. Sa ciljem resa-

Verovatnoca prezivjavanja

t

Slika 2.1: Graficki prikaz intervala poverenja

vanja ovih problema, u radu [11] predlaze se da se ocenjivanje intervala poverenja
zasniva na funkciji In[—In S(¢)]. Prednost ove funkcije je u tome to ona uzima
vrednosti u intervalu (—oo, +00). Ovu transformaciju ¢emo u nastavku oznacavati

sa In — In. Ocena disperzije In — In KM ocene funkcije prezivljavanja, koju dobijamo
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primenom delta metode na X = In S(t), je

a A 1 dz
D(In(—1InS(t))) = (In S’(t))z ni(n; —d;)’

(HI0) <t

Krajevi (1 —a)100% interval poverenja za In — In funkcije prezivljavanja u trenutku

t su dati sa

In(— 1 $(1) £ Z1_apo\/ D(n(—n (1)),
gde je Zi_q/2 (1 — a/2) kvantil standardne normalne raspodele. Ako sa ¢; i ¢
ozna¢imo donji i gornji kraj ovog intervala poverenja, onda je (1 — «)100% interval
poverenja za S(t)
(exp(—e®), exp(—e™)).

Interval poverenja nije definisan za S (t) = 0ili S (t) = 1. U tom slu¢aju, preporu-
¢uje se koriséenje (0,0) ili (1,1) kao intervala poverenja ako je potrebno graficki, u
suprotnom izostaviti interval poverenja za te tacke. Dakle, interval poverenja vazi
samo za one vrednosti vremena za koje je KM ocena definisana, $to je u osnovi
posmatrani domen vremena prezivljavanja.

Borgan i Listol [2| su pokazali da je In — In interval poverenja za funkciju prezi-
vljavanja bolji od obi¢nog, linearnog intervala. In — In interval poverenja daje pou-
zdanu ocenu za uzorke malog obima, ¢ak i u 50% cenzurisanja. Drugim rec¢ima, ovaj
pristup pruza ocene koje su veoma bliske stvarnoj vrednosti parametra. To znaci
da ovaj interval ima visok stepen tacnosti u proceni stvarne vrednosti parametra
koristeci raspolozive podatke. Medutim, za veoma velike uzorke, ove dve metode su
ekvivalentne, Sto znaci da ne postoji znacajna razlika u njihovoj efikasnosti. Takode
se primecuje da In — In intervali poverenja nisu simetri¢ni oko tackaste ocene funkci-
je prezivljavanja, sto ukazuje na potrebu za prilagodavanjem prilikom interpretacije

rezultata.

2.4 Test logaritmovanih rangova

Interesuje nas kako oceniti da li su KM krive za dve ili vise grupa statisticki
ekvivalentne. Najpopularniji metod za to je test logaritmovanih rangova, poznat i
kao Mantel-Koksov test.

Da su dve KM krive statisticki ekvivalentne znaci da na osnovu postupka testi-
ranja koji uporeduje dve krive nemamo dokaze koji bi ukazivali da su stvarne (po-

pulacijske) krive prezivljavanja razlic¢ite. Test logaritmovanih rangova je specifican
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oblik x? testa koji se koristi u analizi prezivljavanja za uporedivanje prezivljavanja

izmedu grupa. Test logaritmovanih rangova koristi Kaplan-Majerovu ocenu (2.1)
funkcije prezivljavanja za svaku grupu i zatim uporeduje realizovane brojeve doga-
daja izmedu grupa koriste¢i statisticki test baziran na x? raspodeli. U narednom

odeljku ¢emo ga detaljnije prikazati.

Test logaritmovanih rangova za dve grupe

Za svako vreme neuspeha, (s, u celom skupu podataka, tabelarno se prikazuje
broj ispitanika (m;s) koji su doziveli neuspeh u tom trenutku, razdvojeno po grupa-
ma ¢ = 1, 2. Zatim se prikazuju brojevi ispitanika (nlf) koji su jos§ uvek pod rizikom
za neuspeh u tom vremenu, takode razdvojeni po grupama i = 1,2. Prethodnu
tabelu prosirujemo tako sto dodajemo ocene ocekivane vrednosti i razlike izmedu
opazenih i ocene oc¢ekivanih vrednosti za svaku grupu u svakom vremenu neuspeha.
Za svaku grupu, izraz za ocene oc¢ekivane vrednosti se ra¢una kao udeo ukupnog bro-
ja ispitanika koji su u riziku u tom trenutku, pomnozen ukupnim brojem neuspeha

za obe grupe:

nif .
eir = | ——2— ) - (M1 +may), 1=1,2.
s (n1f+n2f> (muy + may)

U slucaju dve grupe, statistika logaritmovanih rangova se rac¢una na sledec¢i nacin:

= (Z?:1 (0; — E;))?
>, D(O0;—E;)’

gde O; predstavlja opazene vrednosti, a E; ocekivane vrednosti u grupi ¢. Nulta
hipoteza koja se testira je da nema razlike izmedu dve krive prezivljavanja. Pri ovoj
nultoj hipotezi, L je priblizno raspodeljena kao x? sa jednim stepenom slobode.

Stoga se p-vrednost za test logaritmovanih rangova odreduje iz tablica x? raspodele.

Test logaritmovanih rangova za vise grupa

Test logaritmovanih rangova se moze koristiti i za uporedivanje tri ili vise krivih
prezivljavanja. Nulta hipoteza u ovom uops$tenom slucaju je da su sve krive prezi-
vljavanja iste. Iako se ista tabli¢na struktura koristi za izracunavanje kada postoji
viSe od dve grupe, test statistika je matematicki slozenija i ukljucuje i disperziju i

kovarijacije zbrojenih opazenih minus ocekivanih rezultata za svaku grupu. Pogodna
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matematicka formula se izrazava u matri¢nom obliku.
Neka je i = 1,2,...,G i f = 1,2,...,k, gde je G broj grupa, a k broj razli¢itih

vremena neuspeha. n;f je broj ispitanika u riziku i-te grupe u f-tom trenutku neu-

speha, a m;¢ broj ispitanika koji su doziveli neuspeh u i-toj grupi u f-tom trenutku

neuspeha. Tada je ocCekivani broj neuspeha i-te grupe u f-tom trenutku neuspeha

Ny

eif: -mf,

ny

G . G . o ST
gdesuny =) " n;imy=> ", ms. Oznacimo razliku izmedu opazenih i oceki-

vanih brojeva dogadaja za i-tu grupu kao

k
Oi - Ez = Z (m,-f — nif).
=1

Formule za disperziju i kovarijaciju izrazene su kao:

k
DO - E)=Y M (ny — nig) mig (ny — my)

= ni(ny — 1) ’
Cov(0; — E;, O, — E)) = i — Mg g my (ny — mf)_
’ = ni(ny — 1)

Oznacimo vektor razlika izmedu opazenih i oc¢ekivanih vrednosti kao
d = (0Oy— Ei, Oy— Es, ...,0¢-1 — Eg_1),

a matricu V
V= ((Uil))v

gde je Vii = D(Ol — Ez) i Vit = COU(Oi — E,L', Ol — El) za 1 = 1,2,...,G —11
l=1,2,...,G — 1. Dobijamo statistiku

L= d/Vvid,

koja pod pretpostavkom nulte hipoteze da sve G grupe dele zajednicku krivu prezi-
vljavanja, ima x? raspodelu sa G — 1 stepenom slobode.

Kaplan-Majerova kriva i test logaritmovanih rangova predstavljaju statisticke
metode za ocenu i uporedivanje prezivljavanja medu razli¢itim grupama. U slede¢em
poglavlju ¢emo istraziti Koksov model, koji prosiruje ovu analizu omogucavajuci

istovremeno razmatranje uticaja vise faktora na prezivljavanje.
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Koksov PH model

Pri proucavanju modela prezivljavanja, analiziraju se dve osnovne komponente:
osnovna stopa rizika koja opisuje kako se rizik menja tokom vremena i uticaj para-
metara koji opisuju varijaciju rizika u odnosu na nezavisne promenljive. Dejvid Koks
je primetio da, ukoliko se pretpostavi da je stopa rizika proporcionalna nekoj drugoj
funkciji koja opisuje kako se rizik menja tokom vremena, moze se proceniti uticaj pa-
rametara bez odredivanja same funkcionalne forme stope rizika. Ovaj pristup analizi
podataka prezivljavanja naziva se primena Kokovog modela proporcionalnih rizika.

Koksov model proporcionalnih rizika je najjednostavniji matematicki model za
ocenu krivih prezivljavanja kada se istovremeno razmatra nekoliko objasnjavajucéih
promenljivih. Kljuéna pretpostavka Koksovog modela jeste pretpostavka proporci-
onalnih rizika (PH): kada se prediktori ne menjaju tokom vremena, odnos rizika
izmedu bilo koja dva posmatranja je konstantan u odnosu na vreme.

U modelu proporcionalnih rizika, stopa rizika je data sa:
ha(y = ho(t)¥(x(1)), t € [0, 400)

gde je 1(x(t)) pozitivna funkcija zavisna od promenljive z(t), koja se menja tokom
vremena, a hg(t) osnovna (bazna) stopa rizika. Ako je funkcija 1) nepoznata, tada se
radi o neparametarskom modelu. Medutim, u vecini slucajeva, funkcija 1/ se para-
metrizuje kao 1 (z(t)) = exp(8Tx), gde je 8= (B4, ..., 3,). Na ovaj nacin definisani
model je semiparametarski ili poluparametarski model. Ako je hg iz neke poznate
familije raspodele, tada govorimo o parametarskom modelu. Cesto korigc¢ene pozna-
te familije raspodele u analizi prezivljavanja obuhvataju eksponencijalnu raspodelu,

Vejbulovu raspodelu i log-normalnu raspodelu.
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Dakle, Koksov PH model se obi¢no zapisuje u obliku sledeé¢e formule:
h(t,X) = ho(t)eXi=t Xifi, X = (X1, X0, .., X,). (3.1)

Ovaj model daje izraz za stopu rizika u vremenu ¢ za pojedinca s odredenom specifi-
kacijom skupa objasnjavajucih veli¢ina oznacenih kao X. Drugim rec¢ima, X predsta-
vlja vektor (skup) prediktora koje se modeliraju kako bi se predvideo rizik pojedinca.
Koksov model podrazumeva da je stopa rizika proizvod dve funkcije. Prva od tih
veli¢ina, hy(t), naziva se osnovna (bazna) stopa rizika. Druga veli¢ina je eksponenci-
jalni izraz e>i-1Xifi koja je nenegativna. Vrednosti bilo koje stope rizika su izmedu
nule i beskonaé¢nosti, odnosno stopa rizika je uvek nenegativna. Ako bi, na primer,
umesto eksponencijalnog izraza, deo modela sa X-ovima bio linearan, mogu se dobi-
ti negativne ocene hazarda, $to nije dopusteno. Vazna osobina formule (3.1), koja se
odnosi na pretpostavku proporcionalnih rizika, jeste da je bazna stopa rizika funk-
cija vremena t, ali ne ukljucuje prediktore. Nasuprot tome, eksponencijalni izraz
prikazan ovde ukljucuje prediktore, ali ne ukljucuje ¢. Prediktori ovde se nazivaju
prediktori vremenski nezavisne promenljive. Ipak, moguée je posmatrati prediktore
koji ukljucuju t. Takvi prediktori nazivaju se vremenski zavisne promenljive. Ako se
uzimaju u obzir veli¢ine zavisne od vremena, Koksov model se i dalje moze koristiti,
ali takav model viSe ne zadovoljava pretpostavku proporcionalnih rizika i naziva se
prosirenim Koksovim modelom. Primeri vremenski nezavisnih promenljivih su pol i
pusacki status. Pusacki status se moze menjati kroz vreme, naime pacijent koji je
registrovan kao pusa¢ mogao je tokom lecenja prestati sa tom aktivnoséu za stalno
i postati bivsi pusac i obrnuto. Ono Sto se lako zapaza je da se promenljive kao Sto
su starosno doba i tezina menjaju kroz vreme, ali moze biti veoma zgodno tretirati
takve promenljive kao vremenski nezavisne, ukoliko se njihova vrednost ne menja

drasti¢no kroz vreme.

Vazne osobine Koksovog modela

e Primetimo da, ukoliko su svi X-evi jednaki nuli, Koksova formula se svodi na

stopu osnovnog rizika, jer je
h(t,X) = ho(t)eXi=1 X% = ho(t)e® = hy(t).

To se odnosi i na cenzurisane podatke jer kada su svi prediktori jednaki nuli,

to implicira da subjekat nema nijedan od prediktora koji bi uticao na prezi-
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vljavanje. Ovo nam omogucuje da uklju¢imo cenzurisane podatke u analizu i

procenimo osnovnu stopu rizika bez obzira na status cenzurisanja.

e Koksov model je delimi¢no parametarski (semiparametarski) model. Ovo je
bitno jer ne zahteva potpune informacije o osnovnoj stopi rizika kako bi se
procenili koeficijente za prediktore. Umesto toga, model procenjuje odnos re-
lativnih rizika na osnovu dostupnih podataka, $to ga ¢ini fleksibilnim za analizu

prezivljavanja sa cenzurisanim podacima.

e [ako osnovna stopa rizika nije precizno odredena, mogu se dobiti prilicno dobre
ocene regresionih koeficijenata, stope rizika i krivih prezivljavanja za razlicite
situacije s podacima. Drugim re¢ima, Koksov proporcionalni model rizika je
robusni model, §to znaci da ¢ée rezultati dobijeni koris¢enjem Koksovog modela

biti priblizni rezultatima ispravnog parametarskog modela.

e Vazno je napomenuti da se stopa rizika h(t, X') i odgovarajuce krive prezivlja-
vanja S(t, X)) mogu odrediti za Koksov model, ¢ak i ako osnovna stopa rizika
nije odredena. Dakle, uz pomoé¢ Koksovog modela i minimalnog broja pretpo-
stavki, mogu se dobiti osnovne informacije koje su potrebne, a to su funkcija

rizika i funkcija prezivljavanja.

e Cenzurisani podaci se tretiraju kao delimi¢ni podaci o prezivljavanju, gde sto-
pa rizika uzima u obzir subjekte koji su doziveli dogadaj (nezavisno od toga
da li su cenzurisani ili ne) i one koji su cenzurisani. Model koristi delimi¢ne
informacije o prezivljavanju kako bi procenio koeficijente i relativne rizike za

svaki prediktor.

e Koksov model koristi vise informacija, vremena prezivljavanja, u odnosu na
logisticki model koji uzima u obzir binarni (0, 1) ishod i zanemaruje vremena
prezivljavanja i cenzuriranje. Ovo je vazno jer Koksov model moze bolje proce-
niti uticaj prediktora na prezivljavanje, uzimajuéi u obzir vreme do dogadaja

1 cenzuriranje.

3.1 Koli¢énik hazarda

Koli¢nik hazarda se definiSe kao koli¢nik rizika dva subjekta. Individue koje se

porede se razlikuju po vrednostima nezavisnih promenljivih koje ih karakterisu.
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Ocenu koli¢nika rizika mozemo zapisati kao:
—  h(t, X*
aR= " X)
h(t, X)
gde vektori X* = (X7}, X5,..., X)) i X = (X1, X, ..., X},) oznacavaju skupove pre-

diktora koji karakterisu jedinku. NajceSé¢e se uzima da je brojilac veé¢i od imenioca,

tj. da je koli¢nik rizika veéi od jedan, odnosno:
h(t, X*) > h(t, X).

Stoga, X-evi se kodiraju tako da grupi sa veéim rizikom, obi¢no neizlozenoj grupi
odgovara X*, a grupi sa manjim rizikom odgovara X. Drugi na¢in da zapiSemo gore

navedenu formulu jeste koris¢enjem formule Koksovog modela, tj.

Th MEX)  hy()eR X XX o
= = = = — —= e‘r= 7 /P
h(lf, X) ho (t)erﬂ XiBi e XiBi

3.2 Pretpostavke PH modela

Zahteva se da je kolicnik hazarda konstantan u vremenu, tj. da je rizik jed-
nog subjekta proporcionalan riziku drugog subjekta, gde je konstanta srazmernosti

nezavisna od vremena. Konac¢ni izraz za koliénik hazarda ne zavisi od vremena:

T X RS o s
h(t7 X) ho(t)ezz?:1 Xiﬁi

o A .o A P *_ Y. \A3. .. «
Oznac¢imo ovu konstantu sa 6, tj. imamo 0 = e2i=1 (X7 =X Odnos rizika mozemo

izraziti na sledeé¢i nacin:

h(t,X*) ;
ht,X)

Ovaj izraz nam omogucéava da povezemo vrednosti stopa rizika. Ovime dobijamo

izrazen oblik za stopu rizika sa prediktorima X* kao:
h(t, X*) = 0h(t, X).

Izraz kaze da je stopa rizika za jednog pojedinca proporcionalna stopi rizika za
drugog pojedinca, pri ¢emu konstanta proporcionalnosti 0 ne zavisi od vremena.
Graficki, ovaj izraz kaze da se ocenjeni koli¢nik rizika koji uporeduje bilo koja dva

pojedinca prikazuje kao konstanta tokom vremena, §to je ilustrovano na Slici 3.1.
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HR (X" versus X)

Slika 3.1: Graficki prikaz koli¢nika hazarda u slu¢aju Koksovog modela

3.3 Ocenjivanje parametera Koksovog modela

U ovom poglavlju prikaza¢emo metod maksimalne verodostojnosti za ocenjivanje
parametara modela.

Pretpostavimo da imamo podatke o prezivljavanju nezavisnih pojedinaca, koji
mogu biti cenzurisani, pri ¢emu je stopa rizika data sa (3.1). Ozna¢imo vremena
prezivljavanja kao t; < 1ty < ... < t§, gde k oznacava ukupan broj neuspeha.
Pretpostavljamo da nikoja dva pojedinca ne dozivljavaju neuspeh istovremeno, Sto
znaci da svaki trenutak ¢; ima tacno jednog pojedinca koji dozivljava neuspeh. S
obzirom na to da pojedinci mogu imati razli¢ite stope rizika, vazno je pratiti koji
pojedinac doZivljava neuspeh u trenutku ¢; i koji su pojedinci bili u riziku pre tog
trenutka ¢;. Samo poznavanje ukupnog broja neuspeha i ukupnog broja pojedinaca
u riziku pre trenutka ¢; (kako je bilo kod Kaplan-Majerove krive) nije dovoljno. Zato
koristimo oznake I; za indeks pojedinca koji doZivljava neuspeh u trenutku ¢;, i R;
za skup indeksa pojedinaca koji su bili pod rizikom pre tog trenutka t;. Obic¢no I;
nazivamo ,oznaceni” pojedinac, a R; ,skup pod rizikom”.

Ocene parametara metodom maksimalne verodostojnosti za Koksov model do-
bijaju se maksimizacijom funkcije verodostojnosti koja se obi¢no oznacava sa L
ili L(B), gde B oznacava skup nepoznatih parametara. Funkcija verodostojnosti za
Koksov model se ¢esto naziva i parcijalna funkcija verodostojnosti jer ona razmatra
samo verovatnoce za one subjekte kod kojih se desio dogadaj i ne razmatra verovat-
noce za subjekte koji su cenzurisani. Takva parcijalna funkcija verodostojnosti se
moze zapisati kao proizvod nekoliko funkcija verodostojnosti, na primer ako je bilo

k neuspeha

exp X[ ﬂ])
meR; exp(XR,, BJ)

L=L,xLyx..xL= HL _HZ

L; je funkcija verodostojnosti za j-to vreme neuspeha, a subjekti kod kojih postoji
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rizik da se desi dogadaj u vremenu ¢; ¢ine grupu rizika i oznacavaju sa R;. Skup
grupa rizika se smanjuje kako se vreme povecava. lako se parcijalna funkcija ve-
rodostojnosti fokusira na subjekte koji su doziveli neuspeh, informacija o vremenu
prezivljavanja pre cenzuriranja koristi se za subjekte koji su cenzurirani. Drugim
reCima, osoba koja je cenzurirana nakon f-tog vremena neuspeha je deo skupa rizi-
ka koji se koristi za izracunavanje Ly, iako je ta osoba kasnije cenzurisana. Sledeci
korak je maksimizacija te funkcije. To se obi¢no postize maksimizacijom prirodnog
logaritma L, zbog jednostavnijeg racuna. Postupak maksimizacije se izvodi rac¢una-
njem parcijalnih izvoda logaritma L u odnosu na svaki parametar u modelu, a zatim

reSavanjem sistema jednacina.

Oln L
o5

Za ra¢unanje ocena maksimalne verodostojnosti ¢esto se primenjuje Njutn-Rapsonov

i=1,...,p (p je broj parametara).

algoritam. Ovaj postupak se sastoji od niza iteracija, pri ¢emu se pretpostavlja da ce
se ocena poboljsavati sa svakom narednom iteracijom. Cesto, ali ne uvek, konvergira
ka ciljanim ocenama maksimalne verodostojnosti.

Na primer, pretpostavimo da su podaci prezivljavanja za pojedince 1,2,3 i 4,
redom, 5, 3,12 i 10+, gde 4+ oznacava cenzurisanu vrednost. Tada su uredeni trenuci
neuspeha (t1,ts,t3) = (3,5,12), odgovarajuc¢e oznake pojedinaca su (I, s, I3) =
(2,1,3), a posmatrani skupovi rizika su R; = {1,2,3,4}, Ry = {1,3,4} i R3 = {3}.

Tada je parcijalna funkcija verodostojnosti data sa

[ (O 3 oty

X_

L:¢1+¢2+¢3+¢4X¢1+¢3+¢4 Vs (U1 + o+ s+ a) (U1 + s + )

gde je 1; odgovarajuca eksponencijalna funkcija koja se pojavljuje u (3.1).

3.4 Ocenjene krive prezivljavanja

Dve osnovne veli¢ine koje nas zanimaju iz analize prezivljavanja su ocena kolic-
nika hazarda i ocene krivih prezivljavanja. PoSto je opisan postupak za racunanje
ocene koli¢nika rizika, sada ¢emo se osvrnuti na ocenjivanje krivih prezivljavanja
koriste¢i Koksov model. Kada se Koksov model koristi za ocenjivanje krive prezi-
vljavanja, krive prezivljavanja se dobijaju tako da budu prilagodene objasnjavajuéim
promenljivama u modelu. Otuda i potic¢e naziv prilagodene krive prezivljavanja. Kao

i KM krive, i one su stepenastog oblika.
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GLAVA 3. KOKSOV PH MODEL

Iz stope rizika za Koksov PH model
h(t,X) = ho(t)eXim X

moze se dobiti kriva prezivljavanja

S(6.X) = (So(t)

Ova formula je osnova za odredivanje krivih prezivljavanja. Izraz za ocenjenu krivu
prezivljavanja je )
S(6.X) = (So(t)

Ocene Sy(t) i f; se mogu dobiti koris¢enjem raznih softverskih alata koji imaju ugra-
dene funkcije, ali vrednosti za X-eve moraju biti odredene od strane istrazivaca,
kako bi program mogao da izra¢una ocene za funkcije prezivljavanja. Na primer, pa-
ket survival je osnovni za analizu prezivljavanja u R. Funkcija coxph() se koristi
za ocenu parametara Koksovog modela koriste¢i metodu parcijalne funkcije vero-
dostojnosti. Ova metoda koristi Njutn-Rapsonov algoritam za pronalaZenje ocena.
Nakon toga, mozete koristiti funkciju survfit () koja koristi Kaplan-Majerovu me-
todu za ocenu funkcije prezivljavanja i generisanje krivih prezivljavanja. Takode, za
pronalazenje standardnih gresaka, funkcija survfit () koristi Grinvudovu formulu.

Neophodno je posvetiti posebnu paznju evaluaciji pretpostavki kako bi se osigu-
rala tacna interpretacija rezultata. Tome ¢e viSe paznje biti posveéeno u narednom

poglavlju.
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Glava 4
Evaluacija pretpostavki PH modela

U ovom poglavlju opisane su tri metode za proveru pretpostavki PH modela -
graficki metod, primena testova saglasnosti sa modelom (GOF) i metode vremenski
zavisnih promenljivih. Metode vremenski zavisnih promenljivih ée biti detaljnije

opisane u jednom od narednih poglavlja.

4.1 Graficki metod

Postoje dva tipa grafickih metoda koji se ¢esto primenjuju u analizi prezivljava-
nja.

Najznacajniji medu njima ukljucuje uporedivanje ocenjenih — In — In krivih pre-
Zivljavanja za razli¢ite grupe promenljivih koje se ispituju. Kada se ove krive odre-
de, njihova paralelnost ukazuje na ispunjenje pretpostavke proporcionalnih rizika.
— In — In kriva prezivljavanja je transformacija ocenjene krive prezivljavanja koja se
dobija dvostrukim uzimanjem prirodnog logaritma ocenjene verovatnoée prezivlja-
vanja. Matematicki, —In — In krivu zapisujemo kao —In (—In 3) Primetimo da je
logaritam S (jer je S verovatnoca) uvek negativan broj. Budué¢i da mozemo loga-
ritmovati samo pozitivne brojeve, ubacujemo minus prvog logaritam pre nego $to
uzmemo drugi logaritam. Vrednost za — In (—In 5’) moze biti pozitivna ili negativ-
na. Ekvivalentan zapis zaplsu ‘In(—1nS) je —1In( fo u) du). Ovaj rezultat dolazi
iz formule S (t) = exp(— fo u) du) koja povezuje funkeiju prezivljavanja i funkciju
rizika. DalJe ¢emo ilustrovati kako je moguce proveriti pretpostavku proporcional-
nih rizika analizom paralelnosti —In — In krivih. Da bismo to postigli, potrebno je
detaljno objasniti izraz koji se dobija nakon primene logaritma na S. Poc¢injemo

od formule za krivu prezivljavanja koja odgovara stopi rizika za Koksov PH model.

21



GLAVA 4. EVALUACIJA PRETPOSTAVKI PH MODELA

Podsetimo se da je
h(t,X) = ho(t)eXim Pii,
er: B X
S(t,X) = [So()) ™ T,
gde Sy(t) oznacava baznu funkciju prezivljavanja koja odgovara baznoj stopi rizika

ho(t). Na prethodni izraz sada ¢emo primeniti logaritam:
In S(t, X) = eXi=1 %% L In Sy (¢).

Buduéi da je Sy(t) verovatnoca koja se krecée izmedu 0 i 1, a logaritam brojeva
izmedu 0 i 1 je negativan, kako bismo primenili drugi logaritam, moramo koristiti

negativni znak. Primenom drugog logaritma dobijamo:

In(—InS(t,X)) = In(—eXi=15% . In Sy(t)),
= In(eX=1 8 4 In (—1n Sy(t)),
= > P XiBi +In(—1nSy(t)).
Radi doslednosti, uobicajena praksa je da se stavi minus ispred drugog logaritma
kako bismo dobili izraz — In — In koji je prikazan ovde. Ipak, neki softverski paketi

ne koriste drugi minus znak. Konacno je
—In(—1InS(t,X)) ZX@ In (—1n Sy (2)).

Neka X; = (X731, Xi9, ..., Xip) predstavlja vrednosti prediktora za jednog pojedin-
ca, dok Xy = (Xo1, Xoo,...,Xs,) oznacava vrednosti prediktora za drugog poje-
dinca. Tada se odgovaraju¢e —In —In krive za ove pojedince dobijaju na sledeci
nacin

( IDS t, X1 ZXlzﬁl IHS()( ))

In (— In S(t, X2)) ZXQZ@ —1In Sy (1)).

Oduzimanjem prve —In —In krive od druge dobijamo izraz koji je linearna razlika
odgovarajuc¢ih vrednosti prediktora oba pojedinca. Vazno je primetiti da ova razlika

ne ukljucuje vremensku promenljivu ¢. Imamo

Mw

In(—InS(t,Xy)) —In(—1InS(t, X2)) — X9)Bis

=1
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GLAVA 4. EVALUACIJA PRETPOSTAVKI PH MODELA

odnosno )
In (—InS(t,X1)) = In (—In S(t, X2)) + Y (X1 — Xo) ;.

i=1
Gornji izraz kaze da ako koristimo Koksov PH model i graficki prikazemo ocenje-
ne — In —In krive prezivljavanja za pojedince na istom grafikonu, dve krive ¢e biti
priblizno paralelne. Razdaljina izmedu ove dve krive je linearni izraz koji uklju-
¢uje razlike u vrednostima prediktora, ali ne ukljucuje vreme. Primetimo, ako je
vertikalna udaljenost izmedu dve krive konstantna, tada su krive paralelne, sto je

ilustrovano na Slici 4.1.

- In[-In §]

2Bi(X); - Xy)

Slika 4.1: Graficki metod primene — In — In krive

Postoje dva pristupa kada je re¢ o empirijskim graficima. Prvi pristup se odnosi
na prikazivanje —In — In krivih prezivljavanja na osnovu Kaplan-Majerove ocene,
pri ¢emu se ne uzima u obzir postojanje Koksovog modela. Drugi pristup, s druge
strane, omogucava prikazivanje —In — In krivih prezivljavanja koje su prilagodene
za prediktore za koje veé¢ pretpostavljamo da zadovoljavaju pretpostavku proporcio-
nalnih rizika. Vazno je napomenuti da ovi prediktori nisu ukljuceni u Koksov model
koji se trenutno ispituje.

Glavni problem je kako odluciti ,koliko je paralelno dovoljno paralelno?”. Ova
odluka moze biti vrlo subjektivna za odredeni skup podataka, posebno ako je ve-
licina skupa relativno mala. U radu [8] je preporuceno koris¢enje konzervativne
strategije pri donoSenju ove odluke tako sto ¢emo pretpostaviti da je PH pretpo-
stavka ispunjena osim ako postoji snazan dokaz o neparalelnosti —In —In krivih.
Jos jedan problem se odnosi na to kako kategorizovati neprekidnu promenljivu. Ako
se izabere previse kategorija, podaci se ,razreduju” u svakoj kategoriji, Sto otezava

poredenje razli¢itih krivih. Takode, jedna kategorizacija na primer u tri grupe moze
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dati drugaciju graficku sliku od drugacije kategorizacije u tri grupe. Zbog toga, pre-
porucuje se da broj kategorija bude razumno mali (npr. dve ili tri, ako je moguce)
i da izbor kategorija bude smislen, pruzajuéi prihvatljivu ravnotezu u brojevima.
Jos jedan problem pri koriséenju — In — In kriva prezivljavanja odnosi se na to kako
proceniti pretpostavku proporcionalnih rizika istovremeno za vise promenljivih. In-
terakcije medu prediktorima takode mogu biti izazov pri koriséenju — In — In krivih
prezivljavanja. Kada se analizira vise prediktora, posebno kada postoji sumnja da in-
terakcije izmedu njih mogu uticati na prezivljavanje, interpretacija rezultata moze
postati slozenija. Uvodenje interakcija moze dovesti do promena u obliku i nagi-
bu krivih prezivljavanja, sto dodatno komplikuje donosenje zakljucaka o ispunjenju
PH pretpostavke. Ova situacija dodatno naglasava vaznost pazljive analize i raz-
matranja potencijalnih interakcija medu prediktorima tokom istrazivanja —In —In
krivih prezivljavanja. Jedna strategija za istovremene poredenja je kategorizacija
svih promenljivih posebno, formiranje kombinacija kategorija, a zatim uporedivanje
—In —In krivih za sve kombinacije na istom grafikonu. Mana je $to ¢e se podaci
ponovno ,razrediti” kako broj kombinacija postaje ¢ak umereno velik. Takode, ¢ak
i ako postoji dovoljan broj za svaku kombinovanu kategoriju, ¢esto je tesko utvrditi
koje promenljive su odgovorne za bilo kakvu neparalelnost koja moze biti pronadena.

Alternativni graficki pristup je poredenje posmatranih i ocenjenih krivih prezi-
vljavanja. Posmatrane krive se dobijaju za grupe promenljive koja se ocenjuje, bez
ukljuc¢ivanja ove promenljive u PH model. Ocenjene krive se dobijaju kada se ova
promenljiva uklju¢i u PH model. Ako su posmatrane i predvidene krive bliske, tada
je pretpostavka proporcionalnih rizika razumna. Ovde ¢emo opisati samo metodu
koja podrazumeva koris¢enje Kaplan-Majerovih krivih za dobijanje posmatranih
grafikona. Prvo moramo stratifikovati nase podatke prema grupama prediktora koji
se ocenjuje. Zatim dobijamo posmatrane grafikone tako $to posebno izracunavamo
Kaplan-Majerove krive za svaku kategoriju. Da bismo dobili ,o¢ekivane” grafikone,
prilagodavamo Koksov PH model koji sadrzi prediktor koji se ocenjuje. Ocekivane
grafike dobijamo tako $to posebno zamenjujemo vrednost za svaku kategoriju pre-
diktora u formulu za ocenjenu krivu prezivljavanja, ¢ime dobijamo posebnu ocenjenu

krivu prezivljavanja za svaku kategoriju, kao Sto je prikazano na Slici 4.2.
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§

Kriva prezivljavanja za

predvidene vrednosti
,,,,,,, Kriva preZivljavanja za

posmatrane vrednosti

Slika 4.2: Graficki metod poredenja posmatranih i ocenjenih krivih prezivljavanja

Za poredenje posmatranih i ocekivanih grafikona, prikazujemo obe grupe na is-
tom grafikonu. Ako su posmatrani i oc¢ekivani grafikoni ,bliski” jedan drugom za
svaku kategoriju prediktora koji se procenjuje, mozemo zakljuciti da je PH pretpo-
stavka zadovoljena. Medutim, ako jedna ili vise kategorija pokazuje znacajne razlike
izmedu posmatranih i ocekivanih grafikona, zaklju¢ujemo da je PH pretpostavka
naruSena.

Oc¢igledna mana ovog pristupa je odlu¢ivanje ,koliko blizu je blizu” kada upore-
dujemo posmatrane i oc¢ekivane krive za odredenu kategoriju. To je analogno odluci-
vanju ,koliko paralelne su paralelne” kada uporedujemo — In — In krive prezivljava-
nja. Ovde preporucujemo da se PH pretpostavka smatra neprihva¢enom samo kada
su posmatrani i ocekivani grafikoni znacajno razliciti. Prilikom koriS¢enja grafika
posmatranih naspram ocekivanih krivih za procenu PH pretpostavke kod neprekid-
ne promenljive, posmatrani grafici se dobijaju na isti nacin kao kod kategorickih
promenljivih, formiranjem stratuma na osnovu kategorija neprekidne promenljive i
zatim dobijanjem KM krivih za svaku kategoriju. Medutim, kod neprekidnih pre-
diktora postoje dve opcije za izracunavanje oc¢ekivanih grafika. Jedna opcija je kori-
S¢enje Koksovog PH modela koji sadrzi k — 1 pomo¢nih (engl. dummy) promenljivih
koje oznacavaju kategorije. Ocekivani grafik za odredenu kategoriju se dobija kao
prilagodena kriva prezivljavanja zamenom vrednosti pomoénih promenljivih koje

definisu tu kategoriju u formulu za procenjenu krivu prezivljavanja

ht,Xo) = ho(t)eZir Xeib,

» R
. ei=1Xcibi

S(tX) = |So(t)] ,
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gde je X, = (X1, X2, ..., Xek—1). Druga opcija je koriséenje Koksovog PH modela
koji sadrzi neprekidni prediktor koji se procenjuje. Ocekivani grafici se zatim dobija-
ju kao prilagodene krive prezivljavanja tako Sto se specificiraju vrednosti prediktora
koje razlikuju kategorije, na primer, kada se koriste prose¢ne vrednosti prediktora
za svaku kategoriju.

Pored grafickih metoda za proveru proporcionalnosti, takode se cesto koriste
statisticke tehnike, poput testova saglasnosti sa modelom, kako bi se dublje istrazila

adekvatnost Koksovog modela proporcionalnih rizika.

4.2 Testovi saglasnosti sa modelom

Drugi pristup za procenu pretpostavke proporcionalnih rizika ukljucuje testove
saglasnosti sa modelom (engl. goodness-of-fit; GOF). Prvo ¢emo izracunati Sen-
feldove reziduale za svaki prediktor u modelu tako $to od posmatrane vrednosti
oduzmemo tezinski prosek koji su jo§ uvek u riziku u trenutku t.

Neka je X; p-dimenzionalni vektor prediktora za i-tog pojedinca i § p-dimenzionalni
vektor koeficijenata. Y;(t) = I(1; > t) ukazuje da li je j-ti subjekt jo§ uvek pod
rizikom (7iv) u vremenu ¢, a y;(f3, ) je mera rizika subjekta i, tj. v;(3,t) = e# %) =
vi(t). Neka je z(5,s) tezinski prosek X nad onim opservacijama koje su jo§ uvek
pod rizikom u vremenu s, sa tezinama Y;(s)7;(s):
S5ty — Sha VI W(EXils),
> i1 Yi(s)vi(s)
Neka d oznacava ukupan broj dogadaja. Neka X predstavlja vektor prediktora

za odgovarajucéeg pojedinca sa dogadajem u k-tom dogadaju vremena t, gde je
k = 1,2,...,d. Nadalje, neka Rj oznacava skup rizika u vremenu t;, Sto je skup
svih pojedinaca koji su jos uvek u riziku u trenutku ¢;. Tada se Senfeldov rezidual

definise kao:

A

r(B) = Xy — E(Xw|Rx)
Sto, kada nema ponavljanja, je 74(3) = X — @(B,t;). U praksi, mi zamenjujemo
[ sa B i to oznacavamo 7.
Ako je ispunjena pretpostavka proporcionalnih rizika, tada je E(7%) =~ 0. Stoga ¢e
grafikon Senfeldovih reziduala biti rasprsen oko 0 u odnosu na vremena dogadaja.
Tezinski Senfeldovi reziduali [9] se mogu dobiti mnoZzenjem standardnih Senfeldovih

reziduala sa inverzom ocenjene kovarijantne matrice r;, oznacenim kao D(r;):

ri= [ﬁ(n)]_lri.
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Tezinski Senfeldovi reziduali imaju bolju dijagnosticku moé nego obi¢ni Senfeldovi
reziduali.

Ako se stopa rizika menja tokom vremena, tada je

Bj = B; + 0;95(1),

gde 0 objasnjava kako se odnosi medu osobinama menjaju tokom vremena i g;

prediktivni proces. Test statistika koja se koristi je

T = Giin)' DD Giin),

sa
D =) _GViGE - O _ GV Vi) O GV,

gde je Vi ocenjena disperzija § u trenutku t; i G p X p dijagonalna matrica gde je
G;;(t) = g;(t). Test statistika ima priblizno x* raspodelu sa p stepeni slobode. Ideja
iza statistickog testa je da ako PH pretpostavka vazi za odredeni prediktor, tada
Senfeldovi reziduali za taj prediktor nece biti povezani sa vremenom prezivljavanja.
Ova p-vrednost se koristi za procenu PH pretpostavke za taj prediktor. Nesignifi-
kantna (tj. velika) p-vrednost, na primer veca od 0,05, nam ukazuje da ne postoji
dovoljno jak dokaz da se odbaci nulta hipoteza.

Istraziva¢ moze doneti objektivniju odluku koristeéi statisticki test, nego sto je
obi¢no moguce kada se koriste bilo koji od dva prethodno opisana graficka pristupa.
Medutim, graficki pristup omogucava istrazivacu da otkrije specificna odstupanja
od PH pretpostavke; istraziva¢ moze videti $ta se deSava na grafiku. Stoga preporu-
¢ujemo da prilikom procene PH pretpostavke istrazivac¢ koristi i graficke procedure

i statisticko testiranje pre donosenja finalne odluke.
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Glava 5

Postupak stratifikacije Koksovog

modela

Stratifikovani Koksov model je varijacija standardnog Koksovog modela koja se
koristi kada podaci imaju vise razli¢itih grupa (stratuma). U ovom modelu, svaka
grupa (stratum) tretira se zasebno, a parametri Koksovog modela se ocenjuju za
svaki stratum posebno.

Ako se ustanovi da stopa rizika za neki od prediktora ne zadovoljava pretpo-
stavku proporcionalnih rizika u Koksovom modelu, $to se moze identifikovati kroz
primenu bilo koje od opisanih metoda u prethodnom odeljku, moguée je razmotriti
primenu stratifikovanog Koksovog modela. Stratifikovani Koksov model omogucava
kontrolu prediktora koji krSe pretpostavku proporcionalnosti rizika putem strati-
fikacije. U ovom modelu, prediktori koji zadovoljavaju pretpostavku PH modela
se ukljuc¢uju u model kao i obi¢no, dok se prediktor koji zahteva stratifikaciju ne
ukljuc¢uje medu ostale prediktore, ve¢ se tretira kao nezavisan faktor. Podsetimo se,
Koksov PH model ima osobinu da je koli¢nik stopa rizika dva subjekta sa progno-
stickim faktorima ili kovarijantama konstantan (ne menja se sa vremenom). Ovo
znaci da je odnos rizika od neuspeha za dva subjekta isti bez obzira na to koliko su
dugo ziveli.

Pretpostavljamo da k promenljivih ne zadovoljava pretpostavke Koksovog PH
modela proporcionalnog rizika, dok p promenljivih zadovoljava. Ozna¢imo promen-
ljive koje ne zadovoljavaju pretpostavke kao 21, Zs, ..., Z;, a promenljive koje za-
dovoljavaju pretpostavke kao X, Xy, ..., X,. Za izvodenje postupka stratifikacije
Koksovog modela, definiSemo jednu novu promenljivu, koju nazivamo Z*, koriste-

¢ Z promenljive za stratifikaciju. To postizemo formiranjem kategorija za svaki Z;,
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ukljuc¢ujudi i one koji su neprekidne promenljive. Zatim formiramo kombinacije kate-
gorija, i te kombinacije su nasi stratumi. Ovi stratumi predstavljaju kategorije nove
promenljive Z*. Uopsteno, stratifikovana promenljiva Z* ima k* kategorija, gde je
k* ukupan broj kombinacija formiran nakon kategorizacije svake od Z; promenljive.

Opsti oblik stope rizika za stratifikovani Koksov model je
hg (t, X) = h(]g (t) eXp(Xlﬁl + XQﬁQ + ...+ Xpﬁp)-

Ova formula sadrzi indeks g koji oznacava g-ti stratum. Promenljiva Z* nije ekspli-
citno uklju¢ena u model, jer se koristi samo za kreiranje stratuma, ali X-evi za koje
se pretpostavlja da zadovoljavaju pretpostavke modela jesu.

Na primer, neka je T" vreme do recidiva za pacijenta, C' indikator cenzuriranja
(C' =1 ako je dogadaj zabelezen, C' = 0 ako je cenzuriran), X; godine pacijenata,
X5 nivo markera tumora, a X3 vrsta primenjenog tretmana. Tada je stopa rizika u

Koksovom modelu:
h(t) = ho(t) - exp(X1 51 + X8 + X33),

gde je ho(t) bazna stopa rizika, a 51, P2 i 53 su koeficijenti regresije za odgovaraju-
¢e promenljive. Ukoliko pretpostavimo da nivo markera tumora (X3) ne ispunjava
pretpostavke proporcionalnosti rizika, primeni¢emo stratifikaciju. Prvo, kategorizu-
jemo X, u K grupa. Kombinujué¢i promenljive, formiramo odgovarajuée stratume

Z;. Mozemo definisati stratifikovani Koksov model:

hy(t) = ho,(t) - exp(X1 51 + X303),

gde je ho,(t) bazna stopa rizika za g-ti stratum. Ovim pristupom, nivo markera
tumora (Xs) se tretira kao nezavisan faktor unutar svakog stratuma, $to omogu-
¢ava modeliranje nelinearnih efekata i kompenzaciju za nesklad s pretpostavkom
proporcionalnosti rizika.

Bazna stopa rizika ho,(t) moZze biti razli¢ita za svaki od stratuma, ali koefici-
jenti B, Bs,..., B, su isti za sve stratume. To znaci da svaki stratum ima svoju
baznu stopu rizika koja nije nuzno ista za sve stratume. To omogucéava prilagoda-
vanje razli¢itim osnovnim rizicima dogadaja u razli¢itim grupama. Medutim, treba
napomenuti da, iako su koeficijenti regresije 31, ..., 3, isti za sve stratume, to se ne
odnosi na sve promenljive. Koeficijenti se odnose samo na one promenljive koje su
deo zajednitkog modela (bez interakcija) i nisu specifi¢ne za stratume. Ova karak-

teristika je poznata kao pretpostavka odsustva interakcija. Pretpostavka odsustva
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interakcija podrazumeva da promenljive koje se koriste za stratifikaciju ne interagu-
ju sa X-ovima u modelu. Buduéi da se bazne stope rizika razlikuju za svaki stratum,
funkcije prezivljavanja ¢e biti razli¢ite. Medutim, buduéi da su koeficijenti uz X-ove
isti za svaki stratum, ocene koli¢nika hazarda ¢e biti iste za sve stratume.

Maksimizujemo (parcijalnu) funkciju verodostojnosti L koja se dobija mnoze-
njem funkcija verodostojnosti za svaki stratum, gde L-ovi oznac¢avaju funkcije vero-
dostojnosti za razli¢ite stratume, pri ¢emu se svaki od ovih L-ova dobija iz odgova-
rajuce stope rizika:

L =L xLox...X L.

Ukoliko bismo izostavili pretpostavku bez interakcija, model mozemo zapisati

kao
he(t,X) = ho, (t) exp(X161, + Xofo, + ... + X,0,).

Primetimo da u modelu sa interakcijama, svaki koeficijent ima indeks ¢ koji ozna-
Cava ¢-ti stratum, Sto ukazuje da su koeficijenti razli¢iti za svaki od stratuma. Al-
ternativni nac¢in zapisa modela sa interakcijama ukljucuje proizvode koji ukljucuju
promenljivu Z* sa svakim od prediktora. Medutim, da bismo ispravno napisali ovaj
model, moramo koristiti £* — 1 pomoéne promenljive koje razlikuju kategorije pro-
menljive Z*; takode, svaka od ovih pomo¢nih promenljivih, koje oznacavamo kao

Z1,25, ..., L treba biti ukljucena u proizvod sa svakim od X-ova. Tada je

ho(t,X) = ho, (t) exp(X181 + XoBa + ... + X,8,
+(Z7 - X))+ ...+ (ZF - X,) B
+(Z5 - X1)Pra+ ...+ (25 - X)) Bpe
+o + (Z X))o+ (Z - X)) Bk —1)-

Da bismo proverili pretpostavku bez interakcije, mozemo izvrsiti test koli¢nika
verodostojnosti koji uporeduje (redukovani) model bez interakcije sa (potpunim)
interakcijskim modelom. Nulta hipoteza je da pretpostavka bez interakcije zado-
voljena. Test statistika se dobija odredivanjem razlike izmedu logaritma funkcije
verodostojnosti za modele bez interakcije i interakcije. Ova test statistika, ako je
nulta hipoteza ta¢na, ima pribliznu x? raspodelu. Broj stepeni slobode je p(k* — 1),

gde p oznacava broj X-ova, a k* oznacava broj kategorija koje ¢ine Z*.
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Glava 6

Prosirenje Koksovog modela
proporcionalnih rizika za vremenski

zavisne prediktore

Vazna karakteristika Koksovog modela, koja se odnosi na pretpostavku propor-
cionalih rizika, jeste da bazna stopa rizika zavisi od vremena t, ali ne ukljucuje
prediktore X-eve, dok eksponencijalni izraz uklju¢uje predikore, ali ne ukljucuje
vreme. Prediktori u ovom slucaju nazivaju se vremenski nezavisnim prediktorima.
Medutim, moguce je razmotriti prediktore koji ukljuc¢uju vreme. Takvi prediktori
nazivaju se vremenski zavisnim promenljivama. Ako se razmatraju vremenski za-
visni prediktori, Koksov model se i dalje moze koristiti, ali takav model vise ne
zadovoljava pretpostavku proporcionalnih rizika i naziva se prosireni Koksov model.
U ovom poglavlju éemo razmotriti vremenski zavisne promenljive i odgovarajuéi
prosireni Koksov model.

Vremenski zavisna promenljiva se definiSe kao bilo koja veli¢ina ¢ija vrednost za
odredeni subjekt moze varirati tokom vremena. Veéina definisanih promenljivih je
oblika vremenski nezavisne promenljive pomnozene vremenom ili nekom funkcijom
vremena. Ako znamo vrednost nezavisnog prediktora za odredeni subjekt, sve vred-
nosti vremenske promenljive su potpuno definisane tokom odredenog vremenskog
intervala istrazivanja. Npr, nivo obrazovanja moze biti predstavljena kao vremenski
nezavisna promenljiva pomnoZena vremenom (godine). Jo$ jedan tip vremenski za-
visne promenljive je ,interna” promenljiva. Dakle, razmatramo promenljive ¢ije se
vrednosti mogu menjati tokom vremena za svakog ispitanika; a u slucaju internih

promenljivih, razlog za promenu vrednosti zavisi od (internih) karakteristika ili po-
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nasanja odredenog pojedinca. Primer takve promenljive je status puSenja u vremenu

t. S druge strane, promenljiva se naziva eksternom promenljivom ako se njena vred-
nost menja pretezno zbog spoljnih karakteristika okruzenja koje mogu istovremeno
uticati na vise osoba. Primeri sporedne promenljive su indeks zagadenosti vazdu-
ha u vremenu t za odredeno geografsko podrudje, status zaposlenja u vremenu ¢,
ako glavni razlog za to da li neko ima zaposlenje ili ne zavisi vise od ekonomskih
uslova nego od individualnih karakteristika. Postoje i delimi¢no interne i sporedne
promenljive.

U situaciji analize prezivljavanja koja ukljucuje i vremenski nezavisne i vremenski
zavisne prediktore, mozemo formulisati proSireni Koksov model koji ukljuc¢uje oba

tipa prediktora:
p1 p2
h(t, X (t)) = ho (1) eXP(Z Xibi + Z 0;X;5(t))-
i=1 j=1

Kao i kod Koksovog PH modela, prosireni model sadrzi baznu stopu rizika hg (¢)
koja se mnozi eksponencijalnom funkcijom. Medutim, u prosirenom modelu, ekspo-
nencijalni deo sadrzi vremenski nezavisne prediktore, oznacene sa X;, i vremenski
zavisne prediktore, oznacene sa X, (t). Celi skup prediktora u vremenu ¢ je oznacen
kao X(t).

Metode za izvodenje statistickih zakljucaka su iste kao i kod PH modela, tj.
mogu se koristiti testovi zasnovani na koli¢niku verodostojnosti i metode intervala
poverenja za veliki uzorak.

Jedna vazna pretpostavka prosirenog Koksovog modela je da efekat vremen-
ski zavisne promenljive X,(f) na verovatnoc¢u prezivljavanja u vremenu ¢ zavisi od
vrednosti te promenljive upravo u istom vremenu ¢, a ne od vrednosti u ranijem ili
kasnijem vremenu. Vazno je napomenuti da iako vrednosti promenljive X (¢) mogu
se menjati tokom vremena, model pruza samo jedan koeficijent za svaku vremenski
zavisnu promenljivu u modelu. Dakle, u vremenu ¢, postoji samo jedna vrednost
promenljive X;(¢) koja ima uticaj na rizik, ta vrednost se moze menjati u vreme-
nu t. Ipak, moguce je modifikovati definiciju vremenski zavisne promenljive kako bi
se omogucio ,efekat kasnjenja” (engl. lag-time effect). Kako bi se ilustrovala ideja
efekta kasnjenja, pretpostavimo, na primer, da se razmatra status zaposlenja, meren
nedeljno i oznac¢en kao FM P(t), kao vremenski zavisna promenljiva. Tada, prosireni
Koksov model koji ne uzima u obzir efekat kasnjenja pretpostavlja da efekat statusa
zaposlenja na verovatnocu prezivljavanja u nedelji ¢ zavisi od posmatrane vrednosti

ove promenljive u istoj nedelji ¢, a ne, na primer, u prethodnoj nedelji. Medutim,
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ako bismo omogudéili, recimo, kasnjenje od jedne nedelje, status zaposlenja moze

biti modifikovan tako da hazardni model u vremenu ¢ predvida status zaposlenja
u nedelji ¢ — 1. Dakle, promenljiva FM P(t) se zamenjuje u modelu promenljivom
EMP(t—1).

Uopsteno govoreéi, prosireni Koksov model se moze alternativno napisati kako
bi se omogucéila modifikacija vremenski zavisne promenljive od interesa u skladu s
efektom kasnjenja. Ako oznac¢imo sa L; vrednost kasnjenja odredenu za vremenski

zavisnu promenjivu j, tada se ,proSireni model sa kasnjenjem” moze zapisati kao
p1 p2
h(t,X (1) = ho (t)exp(D_ XiBi+ > 6;X,(t — Ly)).
i=1 j=1

Napomena: Promenljiva X (t) u prethodnoj verziji prodirenog modela sada je zame-
njena promenljivom X;(t — L;).

Sada opisujemo formulu za koli¢nik hazarda koji proizlazi iz prosirenog Koksovog
modela. Najvaznija karakteristika ove formule je da pretpostavka proporcionalnih
stopa rizika viSe nije ispunjena. Opsta formula za koli¢nik hazarda u prosirenom

Koksovom modelu je prikazana ovde

__ _ﬁ@,x*@))_ex ™ vt v A NS R v v
HR(t)_—iL@,xa))_ p(;(Xl Xi)ﬂz+;5](Xj (t) = X;(0))).

Ova formula opisuje odnos rizika u odredenom trenutku ¢ i zahteva definisanje
prediktora dva subjekta u tom trenutku ¢. Ova dva skupa se oznacavaju kao
X*(t) i X(t). Dva skupa prediktora, X*(¢) i X(¢), identifikuju dve specifikaci-
je u trenutku ¢ za kombinovani skup prediktora koji sadrze kako vremenski ne-
zavisne tako i vremenski zavisne promenljive. Individualne komponente za sva-
ki skup prediktora su X* = (X}, X5,., X5 X7 (), X5(t),.... X, (1) i X =
(X1, Xo, .oy Xy, Xa(t), Xa(t), ..., X, (t)). Buduéi da opsta formula za koliénik ha-
zarda ukljucuje razlike u vrednostima vremenski zavisnih promenljivih u trenutku
t, ovaj kolicnik hazarda je funkcija vremena. Stoga, uopsteno gledano, prosireni
Koksov model ne zadovoljava pretpostavku proporcionalnih rizika ako je bilo koji ¢;
razli¢it od nule. Vazno je napomenuti da u formuli za koli¢nik hazarda, koeficijent 5]-
koji se odnosi na razliku u vrednostima j-te vremenski zavisne promenljive nije sam
po sebi vremenski zavisan uzimajuci u obzir sva vremena u kojim je ova promenljiva
izmerena u istrazivanju.

Sada ¢emo opisati kako koristiti proSireni Koksov model kako bismo proverili

pretpostavku proporcionalnih rizika za vremenski nezavisne promenljive i procenili
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efekat promenljive, koja ne zadovoljava pretpostavku proporcionalnih rizika.

Ako skup podataka za nase istrazivanje sadrzi nekoliko, recimo p, vremenski nezavi-
snih promenljivih, mozda bismo Zeleli da prilagodimo Koksov PH model koji sadrzi

svaku od ovih promenljivih

h(t, X (t)) = ho (1) eXp(Z XiB;)-

Medutim, kako bismo procenili da li je takav PH model prikladan, mozemo prosiriti
ovaj model definisanjem nekoliko izvedenih veli¢ina koji ukljuc¢uju svaku vremen-
ski nezavisnu promenljivu sa nekom funkcijom vremena. Drugim rec¢ima, ako se
i-ta vremenski nezavisna promenljiva oznacava kao X;, tada mozemo definisati i-tu
proizvodnu veli¢inu kao X; - ¢;(t), gde je g; (t) neka funkcija vremena za i-tu pro-
menljivu. Prosireni Koksov model koji istovremeno uzima u obzir sve vremenski

nezavisne promenljive od interesa prikazan je

h(t,X (1)) = ho(t) exp(z X6 + Z 8 X:9:()).

Prilikom korig¢enja prosirenog modela, klju¢na odluka je oblik koji funkcije g; (¢)
treba da imaju. Najjednostavniji oblik za g; (t) je da su sve g; (t) identi¢no jednake
nuli u bilo kom trenutku; to je jo§ jedan nacin izrazavanja originalnog PH modela
koji ne sadrzi vremenski zavisne promenljive. Drugi izbor za g; (t) je da je g; (t) =
t. To implicira da za svaki X; u modelu postoji odgovaraju¢a vremenski zavisna
promenljiva u obliku X;-t. S druge strane, pretpostavimo da Zelimo da se fokusiramo
na odredenu vremenski nezavisnu promenljivu, recimo promenljivu X . Tada bi g; (¢)
bilo jednako t za ¢ = L, ali bi bilo jednako nuli za sve ostale . Odgovarajuci prosireni
Koksov model bi tada sadrzao samo jednu proizvodnu veli¢inu X, -t. Jo$ jedan izbor
za g;(t) je logaritam od t, tako da ¢e odgovarajuce vremenski zavisne promenljive
biti oblika X - Int. Jos§ jedan izbor bi bio da g;(t) bude Hevisajdova funkcija oblika
1 St >t
9(t) = 0 ,t<ty
Nulta hipoteza je da su svi d; jednaki nuli. Pod nultom hipotezom model se svodi

na PH model. Koristitimo test koli¢nika verodostojnosti

XL = Q(IH LproéireniC’M —In LPHCM); (61)

gde je Lposirenicnr Parcijalna funkcija verodostojnosti za prosireni Koksov model, a

Lpyen parcijalna funkcija verodostojnosti za PH model. Test statistika koja se tako
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dobija ima priblizno 2 raspodelu sa p stepeni slobode pod nultom hipotezom, gde

p oznacava broj parametara koji se postavljaju na nulu pod Hy [8]. Ako se utvrdi
da je test odstupa od nulte hipoteze, tj. p-vrednost je manja od unapred odredenog
nivoa znacajnost, mozemo zakljuciti da PH pretpostavka nije zadovoljena za barem
jedan od prediktora u modelu. Da bismo utvrdili koji prediktor(i) ne zadovoljava(ju)
PH pretpostavku, mozemo postupiti s eliminacijom proizvoda unazad sve dok se ne
postigne kona¢ni model.

Sada ¢emo opisati upotrebu Hevisajdove funkcije ili odsko¢ne funkcije (engl.
heaviside function). Kao jednostavan primer, pretpostavimo da model sadrzi samo
jedan nezavisan prediktor koji ne zavisi od vremena, tacnije, status izlozenosti F,
primenljiva koja uzima vrednosti 0 i 1. Kada se koristi ova funkcija, formula za
koli¢nik hazarda daje konstantne kolicnike hazarda za razlicite vremenske intervale.
Neka je

h(t, X (t)) = ho () exp(BE + 6 Eg(t)).

Zat>tyvazi g(t) =1, paje E-g(t) = E, tj. stopa rizika je
h(t, X (t)) = ho (t) exp((6 + 0)E).
Odgovarajuéi koli¢nik hazarda postaje:
HR = exp(f +9).
Zat <tovazi g(t) =0, paje E-g(t) =0, tj. stopa rizika je:
h(t, X (t)) = ho () exp(BE).
Odgovarajuéi koli¢nik hazarda postaje:
HR = exp(B).

Dakle, pokazali smo da upotreba jedne odskoc¢ne funkcije rezultira prosirenim Kok-
sovim modelom koji daje dve vrednosti koli¢nika hazarda, pri ¢emu svaka vrednost

ostaje konstantna tokom fiksnog vremenskog intervala (vidi Sliku 6.1).

IR

Slika 6.1: Koli¢nik hazarda kad je g(t) odsko¢na funkcija [8]
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Postoji nac¢in da se ovaj model zapiSe koriste¢i dve odsko¢ne funkcije u istom

modelu. Ovaj alternativni model je

h(t, X (t)) = ho (t) exp(d1 (E'- g1 () + 62 (E - g2 (1))

Dve odsko¢ne funkcije oznacene su ¢y (t) i g2 (t). Svaka od ovih funkcija se nalazi u

modelu kao deo proizvodne veli¢ine sa promenljivom izloZenosti E.

1 t>t
Funkcija ¢ (f) ima vrednost ¢; (t) = 0 ’ . - to , dok funkcija go (t) ima oblik
» U1 <Tp
1 , T <to
t) = .
92 (t) 0 t<t,

Alternativni model i odgovarajuci koli¢nik hazarda mogu se izraziti na sledeci nacin.
Za vreme t > to, funkcije g1 (t) 1 g2 (f) imaju vrednosti g1 (t) = 11 ¢g2(t) = 0. U

ovom slucaju, stopa rizika postaje
h(t,X(t)) =ho(t)exp (6 (F-1)+ 2 (E-0)) = ho(t)exp (51 E),
a odgovarajuci kolicnik hazarda je
HR = exp(dy).

Za vreme t < to, funkcije ¢; (t) 1 ¢2 () imaju vrednosti g; (t) = 01 g2 (t) = 1. Sada

je stopa rizika
h(t,X(t)) = ho (t)exp (61 (E-0) + 62 (E - 1)) = ho (t) exp (62 E),

a koli¢nik hazarda
HR = exp(ds).

Matematicki gledano, ove vrednosti su iste kao one dobijene iz originalnog modela
koji sadrzi samo jednu odsko¢nu funkciju. Drugim recima, &, u alternativnom mo-
delu je jednako B +4éu originalnom modelu (koji sadrzi jednu odsko¢nu funkciju),
dok je b5 u alternativnom modelu jednako B u originalnom modelu. Dakle, videli
smo da se odskocne funkcije mogu koristiti kako bi se dobili ocenjeni koli¢nici ha-
zarda koji ostaju konstantni unutar svakog od dva odvojena vremenska intervala
pracenja. Takode mozemo proSiriti upotrebu odskoc¢nih funkcija kako bismo dobili
nekoliko razli¢itih procena koli¢nika hazarda koji ostaju konstantni unutar nekoliko
vremenskih intervala.

Kao i kod jednostavnijeg Koksovog PH modela, regresioni koeficijenti u
prosirenom Koksovom modelu se ocenjuju koris¢enjem metode maksimalne verodo-

stojnosti. Ocene se dobijaju maksimizacijom (delimi¢ne) funkcije verodostojnosti L.
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Medutim, ra¢unanje za prosireni Koksov model je sloZenije u odnosu na Koksov PH

model, jer su skupovi rizika koji se koriste za formiranje funkcije verodostojnosti

sloZeniji sa vremenski zavisnim promenljivama.
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Glava 7

Analiza prezivljavanja pacijenata sa

dijabetickom retinopatijom

7.1 Uvod u istrazivanje

Dijabeticka retinopatija je komplikacija kod pacijenata koji imaju Se¢ernu bolest
(diabetes mellitus) koja ¢esto moze dovesti do gubitka vida.

Posmatramo studiju o 197 pacijenata koji su nasumic¢no odabrani kao pacijenti
sa visokim rizikom od dijabeticke retinopatije. Svaki pacijent je podvrgnut laser-
skom tretmanu na jednom oku, dok drugo oko nije tretirano. Dakle, skup podataka
ima dva unosa za svakog pacijenta. Vreme koje je proslo od pocetka tretmana do
trenutka kada je vidna oStrina opala ispod 5/200 u dve uzastopne posete predstavlja
dogadaj od interesa za svako oko. Vazno je napomenuti da postoji ugradeno kasnje-
nje od otprilike 6 meseci izmedu pocetka tretmana i pocetka merenja vidne oStrine
(posete su bile svaka 3 meseca). Vrednosti prezivljavanja u ovom skupu podataka
predstavljaju stvarno vreme do gubitka vida u mesecima, sa oduzimanjem minimal-
nog moguceg vremena do dogadaja (6 i po meseci). Cenzurisanje se dogodilo usled
smrti, prestanka pracenja pacijenata ili zavrsetka studije. Dogadaj od interesa je
gubitak vida.

Analiza prezivljavanja i statisticka obrada podataka izvrSene su primenom sof-

tverskog okruzenja R (verzija 4.3.1) i kori¢enjem paketa survival [16].
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7.2

Opis skupa podataka

Koristimo ugradenu bazu podataka diabetic paketa survival. Baza podataka

sadrzi 394 opservacije za 197 pacijenata.

7.3

id jedinstveni id subjekta;

laser tip koriS¢enog lasera, xenon i argon;

age sa koliko godina je dijagnostikovan dijabetes;
eye oko koje je lec¢eno, right i left;

trt 0 = kontrolno oko, 1 = le¢eno oko;

risk skor rizika za oko vrednosti od 6 do 12;

time vreme do gubitka vida ili poslednjeg pracenja;

status 0 = cenzurisan; 1 = gubitak vida.

Analiza skupa podataka

Kao $to je ve¢ pomenuto, posmatramo 197 pacijenata i za svakog pacijenta pra-

timo oba oka, pri ¢emu se jedno oko tretira laserom, a drugo ne. Dakle, imamo

394 jedinstvene vrste u bazi, od kojih je 239 cenzurisano. Takode, na Slici 7.1 je

prikazano da se xenon laser ¢eSée koristi u odnosu na argon laser.

laser
. argon
. xenon

Slika 7.1: Pitica primenjenog lasera
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Tabela 7.1 prikazuje primenjene laserske tretmane na svako oko (levo i desno) u

skupu podataka. Ova tabela omogucava vizualnu procenu ucestalosti primenjenih
laserskih tretmana, Sto omogucava uporedivanje izmedu oba oka. Primecujemo da

se desno oko tretira ¢eSce, kao i da se laser xenon nesto ucestalije primenjuje.

left right
xenon 47 67
argon 42 41

Tabela 7.1: Tabela kontingencije primenjenih laserskih tretmana po oku

Na Slici 7.2 prikazan je histogram koji prikazuje raspodelu godina u kojima se

javlja dijabetes. Medijana iznosi 16, dok je srednja vrednost 20.78.

0.04-

0.03-
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0.00-
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Slika 7.2: Histogram godina u kojima se javlja dijabetes

Dijabetes se deli na dva tipa, tip 1 i tip 2, u zavisnosti od godina kada se ja-
vlja. Tip 1 se javlja pre 20. godine i naziva se jo$ juvenilni dijabetes, dok se tip 2
naziva adultni dijabetes. Kako bismo bolje razumeli nase podatke, kreira¢emo jos je-
dan prediktor type koji ¢e predstavljati kategorizaciju neprekidne promenljive age.
Novi prediktor ¢e uzimati dve vrednosti: juvenile i adult, a prelomna tacka ce
biti postavljena na 20. U nasem skupu podataka, primec¢ujemo da je vise slucajeva
juvenilnog dijabetesa, tacnije oko 60%.

Slika 7.3, nam pruza vizuelnu raspodelu vrednosti prediktora time za svaku od

kategorija prediktora status. Ono $to moZemo primetiti jeste da se nakon 40-te
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godine povecava verovatnoca gubitka vida, $to ¢emo kasnije proveriti i primenom

Koksovog modela.

o
| K

W £
time

Slika 7.3: Histogram promenljive time prema kategorijama promenljive status

Histogrami apsolutnih frekvencija na Slici 7.4 prikazuju raspodelu rizika gru-
pisanu po kategorijama trt i status, redom. Hipoteza koju mozemo testirati u

narednom poglavlju je da li tretman laserom utic¢e na ocenu rizika, kao i da li ocena

rizika moze predvideti gubitak vida.

no treatment laser censored visual loss

100 -
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frequency
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Slika 7.4: Histogram promeljive risk prema kategorijama promenljivih trt i status

redom
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7.4 Analiza prezivljavanja

Prvo ¢emo pokusati uociti razlike u vremenima prezivljavanja koristeé¢i odgova-
rajuce Kaplan-Majerove krive.

Na osnovu ocenjene Kaplan-Majerove krive prezivljavanja koriste¢i podatke iz
kolona time i status, moze se zakljuciti da je pocetna verovatnoca prezivljavanja
veoma visoka. Medutim, kako vreme prolazi, verovatnoca prezivljavanja pacijenata
postepeno opada (vidi Sliku 7.5 i Tabelu 7.2). Ovo ukazuje na potrebu za daljim
istrazivanjem i eventualno preduzimanjem mera kako bi se poboljsalo prezivljavanje

oCiju pacijenata tokom vremena.

55555555

Survival probability
g

0 20 40 60 80

Slika 7.5: Kaplan-Majerova kriva prezivljavanja oc¢iju za pacijente sa dijabetesom

Tabela 7.2: Call: survfit(formula = Surv(time, status) 1, data =
diabetic_as_tibble)

Time n.risk n.event Survival Std. Err  Lower 95% CI  Upper 95% CI

0.3 394 1 0.997  0.00253 0.993 1.000
8.3 335 49 0.871 0.01700 0.839 0.905
16.3 286 38 0.770  0.02154 0.729 0.814
24.3 259 18 0.721 0.02307 0.677 0.768
32.3 227 18 0.670  0.02436 0.624 0.720
40.3 185 11 0.636  0.02518 0.589 0.688
48.3 128 13 0.585 0.02695 0.534 0.640
56.3 84 4 0.564  0.02791 0.512 0.622
64.3 36 3 0.531 0.03235 0.471 0.598
72.3 5 0 0.531 0.03235 0.471 0.598

Na Slici 7.6 Kaplan-Majerovih krivih primecuje se veca verovatnoca prezivlja-
vanja oc¢iju pacijenata tretiranih laserom u poredenju sa oc¢ima koje nisu tretirane.

Takode, kako vreme raste, dve Kaplan-Majerove krive se sve viSe razdvajaju, Sto

42



GLAVA 7. ANALIZA PREZIVLJAVANJA PACIJENATA SA
DIJABETICKOM RETINOPATIJOM
ukazuje na to da su pozitivni efekti tretmana bolji $to duze pacijent ostaje u remi-

siji. Navedeno je potvrdeno rezultatima testa logaritmovanih rangova, gde se dobija
vrednost statistike x? = 22.2 i vrlo niska p-vrednost (p = 2e¢ — 06), §to ukazuje na
statisticki znacajnu razliku u prezivljavanju izmedu ove dve grupe, u korist grupe

tretirane laserom. Ostaje da proverimo koji laser daje bolje rezultate u lecenju.

Survival probability
g

p <0.0001

0 20 40 60 80
Time

Number at risk

=0{ 197 126 82 22 0

O trt=11 197 149 106 33 Y

[} 20 40 60 80
Time

Slika 7.6: Kaplan-Majerova kriva prezivljavanja za le¢ene i nelecene o¢i pacijenata

Sada ¢emo izvrsiti analizu prezivljavanja koriste¢i podatke o vremenu i statusu,
ali fokusirano samo na oko pacijenta koje je tretirano laserom. U testu ¢e uc¢estvovati
197 pacijenata (114 u grupi laser=xenon i 83 u grupi laser=argon). Primetili
smo da pacijenti tretirani laserom argon imaju vecu verovatnocu prezivljavanja u
poredenju sa pacijentima tretiranim laserom xenon tokom posmatranog vremenskog

perioda (vidi Sliku 7.7).

o Il argon
100
075 W

p=0.085

Survival probability

0 20 40 60 80

Number at risk
j 114 80 56 18 0

laser

n 83 69 50 15 0
[ 20 40 60 80

Slika 7.7: Kaplan-Majerova kriva prezivljavanja oc¢iju pacijenata tretiranih laserom

Da bismo proverili da li postoji statisticki znac¢ajna razlika u prezivljavanju izme-
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du grupa, primenili smo test logaritmovanih rangova. Vrednost statistike x? iznosi

3, a test se vrsi sa 1 stepenom slobode. Sto je vrednost statistike veca, to ukazuje na
vecu razliku izmedu grupa. p-vrednost testa logaritmovanih rangova iznosi 0.09 $to
je nize od nivoa znacajnosti od 0.1, pa ¢emo odbaciti nultu hipotezu o jednakosti
prezivljavanja izmedu grupa. S obzirom na ove rezultate, detaljnije ¢emo prouci-
ti podatke kako bismo bolje razumeli eventualne razlike u prezivljavanju izmedu
pacijenata tretiranih razli¢itim laserima.

Analiza prezivljavanja je izvrSena na podacima o vremenu i statusu pacijenata

tretiranih razli¢itim laserima i na razli¢itim oc¢ima:

e Pacijenti tretirani laserom xenon na levom oku: tokom posmatranog vremen-
skog perioda, verovatnoca prezivljavanja se smanjuje, ali je i dalje relativno

visoka i iznosi 0.766;

e Pacijenti tretirani laserom xenon na desnom oku: tokom vremenskog perioda,

verovatnoca prezivljavanja opada i iznosi 0.555;

e Pacijenti tretirani laserom argon na levom oku: tokom vremenskog perioda,

verovatnoca prezivljavanja je relativno visoka i iznosi 0.890;

e Pacijenti tretirani laserom argon na desnom oku: tokom vremenskog perioda,

verovatnoca prezivljavanja opada i iznosi 0.670.

Ukupno gledano, rezultati ukazuju na razlike u prezivljavanju medu ovim grupama
pacijenata tretiranih razli¢itim tipovima lasera i sa razli¢itim okom. Da bismo pro-
verili statisticku znacajnost ovih razlika, primenili smo test logaritmovanih rangova.
Vrednost statistike x? iznosi 11.6, a test se vi&i sa 3 stepena slobode. p-vrednost
testa logaritmovanih rangova iznosi 0.009, $to je statisticki znacajno. Ova niska p-
vrednost sugerise da postoje statisticki znacajne razlike u prezivljavanju izmedu ovih
grupa pacijenata. Dakle, ovi rezultati ukazuju na to da je verovatnoca prezivljava-
nja pacijenata znacajno razlic¢ita u zavisnosti od tipa lasera i oka koji su koriséeni u
njihovom tretmanu.

Preostaje nam da istrazimo verovatnocu prezivljavanja pacijenata, uzimajuéi u
obzir njihovu ocenu rizika i da li su bili podvrgnuti terapiji. Analizom grafika i testa
logaritmovanih rangova, potvrdeno je postojanje znacajne statisticke razlike u stopa-
ma prezivljavanja pacijenata, Sto je u vezi sa njihovom ocenom rizika i primenjenom
terapijom. Pacijenti sa razli¢itim ocenama rizika i oni koji su primili terapiju poka-
zali su razli¢ite stope prezivljavanja, sto ukazuje na vaznost ocene rizika i terapije u

prognozi njihovog prezivljavanja.
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Potvrdeno je postojanje razlike u prezivljavanju u zavisnosti od toga da li je

pacijent lec¢en ili ne. Dalje, istrazujemo da li postoji razlika u prezivljavanju u odnosu
na primenjenu terapiju kod pacijenata koji su dobili dijabetes pre ili posle 20-te
godine. Na osnovu Kaplan-Majerovih krivih, zaklju¢ujemo da pacijenti sa adultnim
dijabetesom koji nisu le¢eni imaju nizu verovatnocu prezivljavanja u odnosu na
pacijente sa juvenilnim dijabetesom koji nisu leceni. Primeéujemo da leceni pacijenti
sa adultnim dijabetesom imaju bolju prognozu u odnosu na le¢ene pacijente sa
juvenilnim dijabetesom (vidi Sliku 7.8). Medutim, nakon 60-tih godina, razlika u

prezivljavanju izmedu ova dva tipa dijabetesa postaje neprimetna.

Strata type=juvenile, trt=no treatment =+ type=juvenile, trt=laser =+ type=adult, tt=no treatment type=adult, trt=laser

1.001 =
L""H_‘
0.751
>
b H# -t
=
]
a
2
Q.0.501
™
=
c
3
(2]
0.251
p < 0.0001
0.00+1
0 20 40 60 80

Time

Slika 7.8: Kaplan-Majerova kriva prezivljavanja u zavisnosti od terapije i tipa dija-
betesa

Kaplan-Majerove krive su dobre za vizualizaciju razlika u prezivljavanju izmedu
dve kategorije, a test logaritmovanih rangova je koristan za utvrdivanje da li postoje
razlike u prezivljavanju izmedu razli¢itih grupa. Medutim, ne odgovaraju nam na
pitanje koliko je jedna grupa subjekata u veé¢em riziku u odnosu na drugu. Da bismo
dobili takve odgovore, koristimo Koksov model s proporcionalnim rizicima za analizu
podataka. Koksov model omogué¢ava nam bolje razumevanje veze izmedu prediktora
i prezivljavanja te kvantifikaciju uticaja tih prediktora na rizik prezivljavanja u
razli¢itim grupama subjekata.

Definisemo Koksov model koji zavisi od prediktora trt. Na osnovu p-vrednosti

od 1.39e — 07, zakljucujemo da postoji statisticki znacajna razlika u riziku izmedu
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o¢iju pacijenata koji su koristili laser. Preciznije, oko pacijenata na koje je prime-

njen laser za 46% je manje verovatno da ¢e doziveti dogadaj u poredenju sa okom
pacijenata koje nije leCeno. Podsetimo se da smo testom logaritmovanih rangova
dobili p-vrednost p = 2e — 06.

Da bismo testirali da li navedeni Koksov model zadovoljava pretpostavku pro-
porcionalnosti, koristimo test saglasnosti koji se zasniva na Senfeldovim rezidualima.

Postupak je sledeéi:

e DefiniSemo Koksov PH model i dobijemo Senfeldove reziduale za svaki predik-
tor;
e Kreiramo promenljivu koja rangira redosled gresaka. Subjekt koji ima prvi

(najraniji) dogadaj dobija vrednost 1, slede¢i dobija vrednost 2, itd.

e Koristedi test zasnovan na ponderisanim Senfeldovim rezidualima, ispitujemo
korelaciju izmedu promenljivih kreiranih u prvom i drugom koraku. Nulta
hipoteza je da je korelacija izmedu Senfeldovih reziduala i rangiranog vremena

otkaza nula.

Global Schoenfeld Test p: 0.4831

Schoenfeld Individual Test p: 0.4831

Betat) for trt

£3 strata
2

z =0
=4

— tt=1
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Slika 7.9: Senfeldovi reziduali - prove-
ra pretpostavke proporcionalnosti za
promenljivu trt

Slika 7.10: —In—In krive - prove-
ra pretpostavke proporcionalnosti za
promenljivu trt

Rezultati za trt pokazuju y? statistiku od 0.492 sa 1 stepenom slobode i p-
vrednoséu od 0.48, Sto znaci da test nije statisticki znacajan, tj. trt zadovoljava
pretpostavku proporcionalnih rizika. Na grafiku Senfeldovih reziduala puna linija

predstavlja glatki splajn koji se uklapa u dijagram. Isprekidane linije oznacavaju
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+/- 2-standardne greske oko uklapanja. Iz analize grafika mozemo zakljuciti da

nema uocljivih obrazaca sa vremenom. Da li je ispunjena pretpostavka proporci-
onalnih rizika mozemo da proverimo i poredenjem — In —In krivih. Dodatno, po-
redenjem — In — In krivih, primeéujemo da se dve krive ne seku, stoga, vodeéi se
konzervativnim pristupom, ponovo zakljuc¢ujemo da trt zadovoljava pretpostavku
proporcionalnih rizika. Vise detalja mozete pronaci na Slici 7.10.

Definisemo Koksov model koji zavisi od prediktora laser. Na osnovu p-vrednosti
od 0.89 dobijamo da ne postoji razlika da li se koristi argon ili xenon laser, tj. da
je rizik za xenon laser veéi za 2% u odnosu na argon laser. Da bismo testirali da
li navedeni Koksov model zadovoljava pretpostavke proporcionalnosti, koristimo
test saglasnosti koji se zasniva na Senfeldovim rezidualima. Rezultati za laser
pokazuju y? statistiku od 0.444 sa 1 stepenom slobode i p-vrednoséu od 0.51, §to
znaci da test nije statisticki znacajan, tj. mozemo da zaklju¢imo da su zadovoljene
pretpostavke proporcionalnosti rizika za laser (koji ima dva vrednosti, argon i

xenon, predstavljena sa dve trake na grafikonu 7.11).

Global Schoenfeld Test p: 0.5051

Schoenfeld Individual Test p: 0.5051

Beta(t) for laser
o

Slika 7.11: Senfeldovi reziduali - provera pretpostavke proporcionalnosti za promen-
ljivu laser

Ostali prediktori (type, age, eye i risk) zadovoljavaju pretpostavku proporci-
onalnih rizika jer su p-vrednosti za test proporcionalnih rizika (izvedenih pomocu
funkcije cox.zph) vece od 0.05. Medutim, postoji statisticki znacajna razlika u rizi-
ku izmedu grupe sa niskim rizikom i grupe sa visokim rizikom (risk promenljiva).

Naime, p-vrednost za risk je 0.0137, sto je manje od uobicajenog nivoa znacajnosti
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od 0.05. Ovo ukazuje da postoji verovatno znacajna razlika u riziku izmedu ovih

grupa i da risk ima statisticki znacajan uticaj na prezivljavanje. S druge strane,
eye promenljiva ima p-vrednost blizu 0.05(0.0531). U ovakvim situacijama, moze
biti korisno obratiti paznju na ovu promenljivu i dalje istraziti njen uticaj na prezi-
vljavanje.

Konacan Koksov model, koji je prikazan u Tabeli 7.3 predstavlja regresiju sa
slede¢im prediktorima: eye, risk i trt. Promenljive su statisticki znac¢ajne u mo-
delu, jer imaju p-vrednosti manje od 0.05. Iz Tabele 7.3 zaklju¢ujemo da povecanje
prediktora risk za 1 jedinicu dovodi do poveéanja rizika za 15.3%, $to je u skladu sa
rezultatima prikazanim na Slici 7.4. Takode, pacijenti koji su leceni laserom imaju
55.9% manji rizik od gubitka vida. Desno oko ima veci rizik u poredenju sa levim

oko sto ukazuje na razliku u prezivljavanju u zavisnosti od oka.

Tabela  7.3: Call: coxph(formula = Surv(time, status) eye + risk +
trt, data = diabetic_as_tibble, cluster = id)

coef  exp(coef) se(coef) robust se z p
eyeright 0.34619  1.41366  0.16272  0.14420 2.401  0.0164
risk 0.14215  1.15275 0.05563 0.05919 2402  0.0163

trtlaser -0.81812  0.44126  0.16983  0.15331 -5.337 9.47e-08

Likelihood ratio test=33.89 on 3 df, p=2.093e-07

n= 394, number of events= 155

AIC (engl. Akaike Information Criterion) je informacioni kriterijum koji se ko-
risti za procenu kvaliteta modela i njegova svrha je da balansira preciznost modela
i njegovu slozenost. Model sa nizim AIC vrednostima smatra se boljim, jer ukazuje
na bolje prilagodavanje podataka sa manje parametara u modelu. AIC se racuna
kao AIC' = —21In(L)+ 2k gde je In(L) logaritam verovatnoce najverovatnijeg proce-
njenog modela, a k je broj parametara u modelu. BIC (engl. Bayesian Information
Criterion) je slican AIC-u, ali dodatno uzima u obzir veli¢inu uzorka i kaznjava mo-
dele sa veéim brojem parametara. BIC favorizuje jednostavnije modele od AIC-a.
BIC se izra¢unava kao BIC' = —21In(L)+ k-In(n) gde je n broj promatranja u uzor-
ku, a ostale oznake imaju isto znacenje kao kod AIC-a. Obi¢no se preferira model
sa nizim AIC ili BIC vrednostima, jer takav model pruza balans izmedu preciznosti
i jednostavnosti.

Medu svim modelima koje smo konstruisali u Dodatku, onaj koji ukljuc¢uje pre-
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diktore eye, risk i trt ima najmanje AIC i BIC vrednosti, §to ukazuje na to da

je taj model najbolje prilagoden podacima i da je verovatno najbolji medu svim
modelima koje smo razmatrali.

C-indeks (engl. concordance) je statisticka mera koja se ¢esto koristi u analizi
prezivljavanja, posebno u Koksovom proporcionalnom hazard modelu. Ona se ko-
risti za procenu koliko dobro model prepoznaje i rangira pacijente prema njihovoj
verovatnod¢i prezivljavanja. C-indeks uporeduje parove pacijenata koji imaju sli¢ne
vrednosti prediktora, tj. koji su u sli¢nim rizicima, i gleda koliko dobro model moze
da predvidi koji ¢e od ta dva pacijenta preziveti duze. Ako model tacno predvida
da ¢e pacijent sa veéim rizikom preziveti krace od pacijenta sa manjim rizikom, to
se smatra skladnim (saglasnim) parom. Ako model pogresno predvida ishod, to se
naziva neskladnim (nesaglasnim) parom. Vrednosti konkordancije kre¢u se od 0 do
1, pri ¢emu vrednost 1 znaci da model savrSeno predvida redosled prezivljavanja.
Nas konac¢an model ima c-indeks od 0.5882, sto ukazuje na umereno dobru predik-

tivnu sposobnost naseg modela.

7.5 Zakljucak

Dijabeticka retinopatija je poremecaj mreznjace kod pacijenata sa dijabetesom
melitusom. Kod osoba sa dijabetesom, visok nivo Secera u krvi postepeno zacepljuje
krvne sudove, §to dovodi do smanjenog dotoka krvi u retinu i moze izazvati dija-
beticku retinopatiju. Stoga je vazno sprovoditi analizu dijabeticke retinopatije kod
dijabetickih pacijenata kako bi se sprecila slepilo.

Terapija se ¢ini efikasnom, pri ¢emu je ovaj efekat mnogo izrazeniji kod odraslih
osoba sa dijabetesom u poredenju sa osobama sa juvenilnim dijabetesom. Rezultati
Koksovog modela pokazali su da nisu sve nezavisne promenljive znac¢ajne u modelu.
Bududéi da neke nezavisne promenljive nisu znacajne u modelu u ovom istrazivanju,

moze se dodati vise nezavisnih promenljivih u model kako bi se dobio bolji model.
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Zakljucak

U radu smo obuhvatili teorijsku i prakti¢nu analizu Koksovog proporcionalnog
modela u kontekstu analize prezivljavanja. Kroz teorijski deo, stekli smo dublje
razumevanje osnovnih principa Koksovog modela i njegove primene u analizi pre-
zivljavanja. U prakticnom delu, primenili smo Koksov model na stvarne podatke i
istrazili njegovu efikasnost u modeliranju rizika prezivljavanja u odnosu na razlicite
faktore.

Koksov proporcionalni model predstavlja mocéan alat koji omogucéava modeliranje
prezivljavanja uzimajuéi u obzir viSe nezavisnih promenljivih. Njegove prednosti
proistic¢u iz sposobnosti da se nosi sa cenzurisanim podacima, koji su ¢esto prisutni u
analizi prezivljavanja. Osim toga, ovaj model omoguéava procenu uticaja vise faktora
na prezivljavanje istovremeno, $to daje celovitu sliku o faktorima koji uti¢u na ishod.
Koksov proporcionalni model ne zahteva stroge pretpostavke o distribuciji vremena
do dogadaja, Sto ga ¢ini robustnim i pogodnim za analizu razli¢itih tipova podataka.
Medutim, vazno je napomenuti da pretpostavka proporcionalnih rizika moze biti
nerealna u nekim situacijama, te je potrebno pazljivo proceniti njen adekvatan izbor.

Jos jedna prednost Koksovog modela je sposobnost procene osnovne stope rizika i
funkcije prezivljavanja cak i kada sama osnovna stopa rizika nije potpuno odredena.
Ovo nam pruza bitne informacije o prezivljavanju i uticaju faktora od interesa na
ishod, bez potrebe za dodatnim pretpostavkama.

Ipak, vazno je uzeti u obzir i ograni¢enja modela kako bismo pravilno inter-
pretirali rezultate i donosili odluke u praksi. Interpretacija Koksovog modela moze
biti izazovna, jer koli¢nici hazarda predstavljaju relativne rizike i zahtevaju pazljivo
tumacenje kako bi se doneli relevantni zakljucci.

Zakljucno, rezultati ovog istrazivanja potvrduju da Koksov proporcionalni model
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predstavlja snazan i fleksibilan alat u analizi prezivljavanja, sa Sirokom primenom
u medicini, epidemiologiji, sociologiji i drugim oblastima istrazivanja. Razumevanje
prednosti i ogranic¢enja ovog modela omogucava nam bolje donoSenje odluka u analizi

prezivljavanja i pravilno tumacenje rezultata istrazivanja.
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Dodatak

library(survival)
library (knitr)
library(tibble)
library (ggplot2)
library (dplyr)
library(scales)
library (survminer)
library (gridExtra)
library (Hmisc)
library (MASS)

data(diabetic,
?diabetic
str(diabetic)
class (diabetic)
dim(diabetic)
head(diabetic)

class(diabetic)

diabetic_as_tibble

package="survival")

as_tibble(diabetic)

head (diabetic_as_tibble)

length (unique (diabetic$id))
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surv_obj <- Surv(diabetic$time, diabetic$status)

sum(surv_obj[, "status"] == 0)

df <- table(diabetic$laser)
percentages <- prop.table(df) * 100
pie <- ggplot(data.frame(laser = as.character (names(df)), freq
= as.numeric(df), percent = percentages), aes(x = "", y =
freq, fill = laser)) +
geom_col (width = 1) +
theme (axis.line = element_blank(),
plot.title = element_text(hjust = 0.5)) +
labs (fill = "laser",
NULL ,
y = NULL) +

theme (axis.text = element_blank(),

X

I

axis.ticks element_blank (),

axis.title = element_blank(),

panel.grid = element_blank())

pie + coord_polar(theta = "y", start = 0) +
geom_text (aes(label = pasteO(round(percentages, 1), "%")),
position = position_stack(vjust = 0.5), size = 4) +
theme (panel.background = element_rect(fill = "white"))
dfl = diabetic[diabetic$trt == 1,]
count_data <- count(dfl, eye, laser, name = "count")

ggplot (count_data, aes(x = eye, y = count, fill = laser, label

= count)) +

geom_bar (stat = "identity") +

geom_text (position = position_stack(vjust = 0.5), color ="
black") +

labs(x = "eye", y = "count", fill = "laser") +

theme (panel.background = element_rect(fill = "white"))

ggplot (diabetic, aes(x = age, y = ..density..)) +

geom_histogram(binwidth = 5, fill = "#00BFC4", color = "
black", alpha = 0.7) +

geom_density(color = "#F8766D", size = 1.2) +
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labs(x = "Age", y = "Density") +
theme (panel.background = element_rect(fill = "white"))

mean (diabetic$age)

hist(diabetic$age)
ggplot (diabetic, aes(age)) + geom_histogram(bins = 20)

diabetic["status"] = as.factor(diabetic$status)

g_hist <- ggplot(diabetic, aes(x = time, color = status, fill

= status))
g_hist + geom_histogram(position = "identity") +
theme (panel.background = element_rect(fill = "white"))

plotl <- ggplot(diabetic, aes(x = factor(risk))) +

geom_bar (width = 1, fill = "#00BFC4", color = "black", alpha
= 0.7, stat = "count") +

labs(x = "risk", y = "frequency") +

theme (panel.background = element_rect(fill = "white")) +

facet _wrap(~ factor(trt, labels = c("no treatment", "laser")
), nrow = 1)

plot2 <- ggplot(diabetic, aes(x = factor(risk))) +

geom_bar (width = 1, fill = "#00BFC4", color = "black", alpha
= 0.7, stat = "count") +

labs(x = "risk", y = "frequency") +

theme (panel.background = element_rect(fill = "white")) +

facet_wrap(~ factor(status, labels = c("censored", "visual
loss")), nrow = 1)

grid.arrange (plotl, plot2, ncol = 2)

diabetic_as_tibble$type = cut(diabetic$age, breaks = c(0, 20,
Inf), labels = c("juvenile", "adult"))

s = Surv(diabetic$time, diabetic$status)
class(s)
s
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s_fit = survfit(Surv(time, status) ~ 1, data = diabetic_as_
tibble)
s_fit

range (diabetic$time)
summary (s_fit,times = seq(0.30, 74.97, 8))
ggsurvplot (s_£fit)

s1_fit = survfit(Surv(time, status) ~ trt, data = diabetic_as_
tibble)
s1_fit

summary (s1_fit, times = seq(0.30, 74.97, 8))
ggsurvplot (s1_fit, conf.int = TRUE, pval = TRUE, risk.table =
TRUE ,

risk.table.height = .25)
surv_obj = with(diabetic_as_tibble, Surv(time, status))
log_rank_test = survdiff (surv_obj ~ trt, data = diabetic_as_

tibble)
print (log_rank_test)

filtered_data = subset(diabetic_as_tibble, trt == 1)

s2_fit = survfit(Surv(time, status) ~ laser, data = filtered_
data)

s2_fit

summary (s2_fit, times = seq(0.30, 74.97, 8))
ggsurvplot (s2_fit, conf.int = TRUE, pval = TRUE, risk.table =
TRUE,

legend.labs = c("xenon", "argon"), legend.title = "
laser",
risk.table.height = .25)
surv_obj = with(filtered_data, Surv(time, status))
log_rank_test = survdiff (surv_obj ~ laser, data = filtered_

data)
print (log_rank_test)

s3_fit = survfit(Surv(time, status) ~ laser + eye, data =
filtered_data)
s3_fit
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summary (s3_fit, times = seq(0.30, 74.97, 8))
ggsurvplot (s3_fit, conf.int = FALSE, pval = TRUE, risk.table =

TRUE,
risk.table.height = .25)
surv_obj = with(filtered_data, Surv(time, status))
log_rank_test = survdiff (surv_obj ~ laser + eye, data =

filtered_data)
print (log_rank_test)

s4_fit = survfit (Surv(time, status) ~ risk, data = diabetic_as
_tibble)
s4_fit

range (diabetic$time)
summary (s4_fit, times = seq(0.30, 74.97, 8))
ggsurvplot (s4_fit, conf.int = FALSE, pval = TRUE, risk.table =

TRUE,
risk.table.height = .25)
surv_obj = with(diabetic_as_tibble, Surv(time, status))
log_rank_test = survdiff (surv_obj ~ risk, data = diabetic_as_
tibble)

print (log_rank_test)

sb_fit = survfit(Surv(time, status) ~ risk + trt, data =
diabetic_as_tibble)

sb_fit

summary (s5_fit, times = seq(0.30, 74.97, 8))

ggsurvplot(sS_fit, conf.int = FALSE, pval = TRUE, risk.table =

TRUE,
risk.table.height = .25)
surv_obj = with(diabetic_as_tibble, Surv(time, status))
log_rank_test = survdiff (surv_obj ~ risk + trt, data =

diabetic_as_tibble)
print (log_rank_test)

s6_fit = survfit(Surv(time, status) ~ type + trt, data =

diabetic_as_tibble)
s6_fit
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summary (s6_fit, times =

ggsurvplot (s6_fit, conf.int
FALSE)
surv_obj =
log_rank_test =
diabetic_as_tibble)

print (log_rank_test)

diabetic_as_tibble$trt <-

levels = c(0, 1), labels
cox_trt = coxph(Surv(time,

diabetic_as_tibble)
print (cox_trt)
survdiff (Surv(time, status)
test.ph = cox.zph(cox_trt)
print (test.ph)

ggcoxzph (test.ph)

m = survfit(Surv(time, status) trt, cluster = id, data=
diabetic_as_tibble)
s = summary (m)
s_table = data.frame(s$strata, s$time, s$n.risk, s$n.event,
n.censor, s$surv, s$lower, s$upper)
s_table = s_table %>Y%
rename (strata = s.strata, time = s.time, surv = s.surv,
lower = s.lower, upper = s.upper) %>%
mutate (negloglogsurv = -log(-log(surv)))
ggplot(s_table, aes(x = time, y = negloglogsurv, color =
strata)) +
geom_line(size = 1.25) +
theme (text = element_text(size = 16),
plot.title = element_text(hjust = 0.5), panel.

background =

ylab("-1n(-1n(S(t)))")
AIC(cox_trt)
BIC(cox_trt)

seq (0.30,
= FALSE,

with(diabetic_as_

survdiff (surv_obj

element_rect (fill =

74.97, 8))

pval = TRUE,

tibble, Surv(time, status))

type + trt, data =

factor (diabetic_as_tibble$trt,

= c("no treatment", "laser"))
status) trt, cluster = id,
trt, data=diabetic_as_tibble)

"white")) +

risk.table

data=

s$
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cox_laser = coxph(Surv(time, status) ~ laser, cluster = id,
data = diabetic_as_tibble)

print (cox_laser)

survdiff (Surv(time, status) ~ laser, data = diabetic_as_tibble
)
test.ph = cox.zph(cox_laser)

print (test.ph)
ggcoxzph (test.ph)
ATIC(cox_laser)
BIC(cox_laser)

cox_age = coxph(Surv(time, status) ~ age, cluster = id, data =
diabetic_as_tibble)

print (cox_age)

test.ph = cox.zph(cox_age)

print (test.ph)

ggcoxzph (test.ph)

AIC(cox_age)

BIC(cox_age)

cut (diabetic$age, breaks = c(0, 20, Inf))

cox_type = coxph(Surv(time, status) ~ type, cluster = id, data
= diabetic_as_tibble)

print (cox_type)

test.ph = cox.zph(cox_type)

print (test.ph)

ggcoxzph (test.ph)

AIC(cox_type)

BIC(cox_type)

cox_eye = coxph(Surv(time, status) ~ eye, cluster = id, data =
diabetic_as_tibble)

print (cox_eye)

test.ph = cox.zph(cox_eye)

print (test.ph)
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ggcoxzph (test.ph)

m = survfit(Surv(time, status) ~ eye, diabetic_as_tibble)
s = summary (m)
s_table = data.frame(s$strata, s$time, s$n.risk, s$n.event, s$

n.censor, s$surv, s$lower, s$upper)
s_table = s_table %>%
rename (strata=s.strata, time=s.time, surv=s.surv, lower=s.
lower , upper=s.upper) %>%
mutate (negloglogsurv=-log(-log(surv)))
ggplot(s_table, aes(x=time, y=negloglogsurv, color=strata)) +
geom_line(size=1.25) +
theme (text=element_text (size=16) ,
plot.title=element_text(hjust=0.5)) + ylab("-1In(-1n(S
(t)))")
AIC(cox_eye)
BIC(cox_eye)

cox_risk = coxph(Surv(time, status) ~ risk, cluster = id, data
= diabetic_as_tibble)

print (cox_risk)

test.ph = cox.zph(cox_risk)

print (test.ph)

ggcoxzph (test.ph)

ATIC(cox_risk)

BIC(cox_risk)

cox = coxph(Surv(time, status) eye + risk + trt, cluster =
id, data=diabetic_as_tibble)

print (cox)

test.ph = cox.zph(cox)

print (test.ph)

ggcoxzph (test.ph)

print (logLik (cox))

print (AIC(cox))

print (BIC(cox))

s_fit = survfit(cox, data = diabetic_as_tibble)
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ggsurvplot (s_fit, data = diabetic_as_tibble, risk.table = TRUE
, conf.int = TRUE)
c_index <- rcorr.cens(diabetic_as_tibble$status, predict (cox))

print (c_index)

Dodatak 9.1: Analiza prezivljavanja u statistickom softveru R

60



Bibliografija

1]

2l

3]

4]

[5]

(6]
17l

18]

19]

AL Blair, DR Hadden, JA Weaver, DB Archer, PB Johnston, and CJ Magu-
ire. The 5-year prognosis for vision in diabetes. The Ulster medical journal,
49(2):139, 1980.

Ornulf Borgan and Knut Liestgl. A note on confidence intervals and bands
for the survival function based on transformations. Scandinavian Journal of
Statistics, pages 35-41, 1990.

Elizabeth R Brown, Joseph G Ibrahim, and Victor DeGruttola. A flexible b-
spline model for multiple longitudinal biomarkers and survival. Biometrics,
61(1):64-73, 2005.

David Collett. Modelling survival data in medical research. CRC press, 2023.

David R Cox. Regression models and life-tables. Journal of the Royal Statistical
Society: Series B (Methodological), 34(2):187-202, 1972.

David M Diez and Maintainer David M Diez. Package ‘oisurv’, 2013.

Donald S Fong, Lloyd Aiello, Thomas W Gardner, George L King, Geor-
ge Blankenship, Jerry D Cavallerano, Fredrick L Ferris III, Ronald Klein,
and American Diabetes Association. Diabetic retinopathy. Diabetes care,
26(suppl 1):s99-s102, 2003.

M Gail, K Krickeberg, JM Samet, A Tsiatis, and W Wong. Statistics for biology
and health series editors. Atlanta: Springer, 2012.

Patricia M Grambsch and Terry M Therneau. Proportional hazards tests and
diagnostics based on weighted residuals. Biometrika, 81(3):515-526, 1994.

61



BIBLIOGRAFIJA

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

David W Hosmer Jr, Stanley Lemeshow, and Susanne May. Applied survival
analysis: regression modeling of time-to-event data, volume 618. John Wiley &
Sons, 2011.

John D Kalbfleisch and Ross L Prentice. The statistical analysis of failure time
data. John Wiley & Sons, 2011.

David G Kleinbaum and Mitchel Klein. Survival analysis a self-learning text.

Springer, 1996.

Elisa T Lee and John Wang. Statistical methods for survival data analysis,
volume 476. John Wiley & Sons, 2003.

Stanley Lemeshow, Susanne May, and David W Hosmer Jr. Applied survival

analysis: regression modeling of time-to-event data. John Wiley & Sons, 2011.

Mark Stevenson and IVABS EpiCentre. An introduction to survival analysis.

EpiCentre, IVABS, Massey University, 2009.

Terry M Therneau and Thomas Lumley. Package ‘survival’. R Top Doc,
128(10):28-33, 2015.

Yishu Xue and Elizabeth D Schifano. Diagnostics for the cox model. Commu-
nications for statistical Applications and Methods, 24(6):583-604, 2017,

62



Biografija autora

Lidija Tomanié¢ rodena je 16. decembra 1996. godine u Kraljevu. Nakon zavrsetka
srednje Medicinske skole u Kraljevu 2015. godine, Lidija je odlucila nastaviti svoje
obrazovanje na polju matematike. Tako je iste godine upisala Matematicki fakultet
Univerziteta u Beogradu na modulu Statistika, aktuarska i finansijska matematika.
Diplomirala je na Matematickom fakultetu Univerziteta u Beogradu 2020. godine.
Trenutno je student master programa na Matematickom fakultetu Univerziteta u
Beogradu.



	Analiza preživljavanja
	Kaplan-Majerova kriva preživljavanja i test logaritmovanih rangova
	Kaplan-Majerova kriva preživljavanja
	Disperzija KM krive
	Intervali poverenja za KM krive
	Test logaritmovanih rangova

	Koksov PH model
	Količnik hazarda
	Pretpostavke PH modela
	Ocenjivanje parametera Koksovog modela
	Ocenjene krive preživljavanja

	Evaluacija pretpostavki PH modela
	Grafički metod
	Testovi saglasnosti sa modelom

	Postupak stratifikacije Koksovog modela
	Proširenje Koksovog modela proporcionalnih rizika za vremenski zavisne prediktore
	Analiza preživljavanja pacijenata sa dijabetičkom retinopatijom
	Uvod u istraživanje
	Opis skupa podataka
	Analiza skupa podataka
	Analiza preživljavanja
	Zaključak

	Zaključak
	Dodatak
	Bibliografija

