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Broj razapinjujucih stabala u grafu

PREDGOVOR

Mnoge situacije u stvarnom svetu mogu se konvencionalno opisati kori§¢enjem dijagrama koji
sadrzi tacke i linije. Na primer, tatke mogu predstavljati ljude, dok linije mogu predstavljati parove
prijatelja, ili tacke mogu biti komunikacioni centri dok bi linije u tom slucaju predstavljale
komunikacione linkove. Matematic¢ka apstrakcija situacija ovog tipa nas dovodi do koncepta
grafova. U toj apstrakciji tacke predstavljaju ¢vorove, a linije predstavljaju grane u okviru datog
grafa. Poslednjih godina, teorija grafova se etablirala kao vazno matematicko sredstvo u Sirokom
spektru predmeta, i to u rasponu od operativnih istrazivanja i hemije do genetike i lingvistike, kao
i od elektrotehnike i geografije do sociologije i arhitekture. Osim toga §to se uspostavila kao

matematic¢ko sredstvo, teorija grafova postaje sama po sebi matematicka disciplina.

Osnovni cilj rada jeste teoretski prikaz algoritama koji se koriste u prebrojavanju razapinju¢ih
stabala. Rad je podeljen u tri poglavlja. Kako bismo se upoznali sa konceptom razapinjucih stabala
i njihovim prebrojavanjem neophodno je da se upoznamo sa osnovnim definicijama i tvrdenjima

iz teorije grafova.

Prvo poglavlje rada bavi se osnovnim konceptom teorije grafova. U njemu je data definicija
grafova kao i elementarni pregled tipova grafova. Dodatno, ovo poglavlje sadrzi dublji pregled

njihovih karakteristika poput podgrafova, izomorfizam grafova, njhove povezanosti, rastojanja itd.

U drugom poglavlju rada prikazana su stabla koja predstavljaju jednu od najvaznijih klasa
grafova. U ovom poglavlju dat je pregled osnovnih karakteristika stabala.

U trecem poglavlju rada predstavljen je poseban tip stabala — razapinjuéa stabla. Dodatno,
prikazana su razliita tvrdenja pomocu kojih je prebrojavanje razapinjucih stabala postao relativno

lak posao.
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1. GRAFOVI

U ovom poglavlju bi¢e predstavljene osnovne definicije i koncept grafova koji ¢e se koristiti

u kasnijim poglavljima.

1.1. Osnove grafova

Posmatrajmo sliku 1.1.1. i sliku 1.1.2. koje prikazuju deo mape puta i deo elektricne mreze.

Slika 1.1.1. Prikaz dela mape puta Slika 1.1.2. Prikaz elektri¢ne mreze

Bilo koja od ovih situacija moze se prikazati pomocu tacaka i linija kao §to je prikazano na
slici 1.1.3. Tacke P, Q,R,S i T se nazivaju ¢vorovi (ili temena), linije se nazivaju grane (ili ivice),
dok se ceo dijagram naziva graf. Sa druge strane, stepen ¢vora predstavlja broj grana cije je krajnje

teme upravo dati ¢vor.

Slika 1.1.3. Primer grafa
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Grafik predstavljen na slici 1.1.3. moze reprezentovati i drugaciju situaciju. Na primer, ako
P,Q,R,S i T predstavljaju fudbalske timove, tada bi postojanje grane moglo korespondirati sa
odigravanjem utakmice izmedu timova na krajnjim tackama. Tako, sa slike 1.1.3. se moze
zakljuciti da je tim P igrao protiv timova Q, S i T, ali ne i protiv tima R. U ovakvom predstavljanju,
stepen temena jeste upravo broj utakmica koje je odigrao odgovarajuci tim. U nastavku rada sledi

prikaz osnovnih definicija vezanih za teoriju grafova.

Definicija 1.1.1. Graf G = (V, E) je uredeni par koji se sastoji od skupa ¢vorova V i skupa grana

|4
2

skupa ¥V mozemo izabrati dva. Za ¢vorove u, v € V kazemo da su susedni ako je {u, v} € E. Ako

E C ( ), gde je sa (‘2/) oznacen binomni koeficijent, odnosno na koliko nacina od svih elemenata

je e = {u, v} € E kazemo da grana e ima krajeve u i v. Takode, kada je e = {u, v} € E kazemo
da su ¢vorovi u i v incidentni sa granom e. Uz sve ovo, za dve grane u grafu kazemo da su susedne

ukoliko imaju zajednicki kraj (¢vor).

Graf definisan na prethodni nacin zovemo jos$ i prost graf. Definicija prostog grafa se moze

prosiriti, ¢ime dobijamo sledece definicije grafova.
Definicija 1.1.2.

e Neorijentisani graf G = (V,E) je uredeni par skupova ¢vora V i grana E, gde je

EC (‘2/) U V. Razlika je u tome §to moZzemo imati i grane oblika e = v (gde je v € V), {j.

grane u kojima su oba kraja u istom ¢voru. Takve grane se nazivaju petlje.

e Orijentisani graf ili digraf G = (V,E) je uredeni par skupova ¢vorova V i grana E, gde je
E €V x V. Razlika je u tome §to grane u ovom slu¢aju imaju orijentaciju: grana e = (x,y)
ima pocetni ¢vor x 1 krajnji ¢vor y.

e Turnir san ¢vorova je kompletan graf K,, kod koga su sve grane orijentisane.

o Tefinski graf G = (V,E,w) je uredena trojka skupova ¢vorova V i grana E, kao i tezinske
funkcije w: E = R koja svakoj grani dodeljuje tezinu. Tezinski grafovi mogu biti orijentisani
I neorijentisani.

e Multigrafovi dozvoljavaju da izmedu dva ¢vora postoji vise od jedne grane. Zbog toga se
multigraf ¢ = (V,E, f) definiSe kao uredena trojka skupova ¢vorova V i grana E Kkao i

preslikavanja f: E — V X V koje svakoj grani e € E dodeljuje njen pocetni i krajnji ¢vor.
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lako su grafovi relacione strukture, naj¢esée se predstavljaju crtezima u ravni tako Sto se
&vorovi predstavljaju kao tacke (kruzi¢ima), a grane se predstavljaju neprekidnim (Zordanovim)
krivama izmedu tacaka odredenih njihovim krajevima. Pri izu¢avanju grafova, Cesto vazi da je
slika mnogo bolji prikaz u odnosu na definiciju. Na primer, strukturul sledeceg grafa je lakse

shvatiti iz predstavljanja grafickim putem nego li iz definicije.

G = ({1,2,3/4,5},{{1,2},{2,3}, {34}, {4,5},{5,1}})

3 -

Slika 1.1.4. Graficko predstavljanje grafa G

Definicija 1.1.3. Pod okolinom N;(u) ¢vora u i grafa G = (V, E) podrazumevamo skup svih

suseda ¢vora u:
Ne(w) ={veV:{uv}eE}

Okolina Ng; (u) skupa ¢vorova U S V je skup ¢vorova iz V koji su susedni sa bar jednim ¢vorom
iz U. Stepen d;(u) &vora u je broj njegovih suseda dg(u) = |Ng(w)]. Cvor stepena 1 se naziva
list. Cvor stepena O se naziva izolovani évor. Najmanji i najveci stepen &vora imaju posebne

oznake:

6(6) = mindg(u) A(G) = max dg (w).

1 Za kreiranje grafa koriS¢en je online programski paket https://graphonline.ru/en/
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Graf G je regularan ako svi ¢vorovi imaju isti stepen, tj. ako je §(G) =A (G). Kazemo da je G
regularan graf stepena r ili r —regularan ako je 6(G) =A (G) =71 .

Napomena. Ukoliko je jasno o kom grafu se radi, indeksi iz oznaka dg;(u) i N;(u) se mogu

izostaviti.

Zadatak 1.1.1. U grafu G sa slike 1.2.5. odrediti okoline i stepene ¢vorova.

4
Slika 1.1.5. Graficki prikaz grafa G
ReSenje. Za ¢vorove datog grafa G vazi:

N(1) = {2,3} d(l) =2
N(2) ={1,5,6} d(2) =3
N@3) = {1,6} d(3) =2
N(4) = {6} d(4) =1
N(5) = {2,6} d(5) =2
N(6) = {2,3,4,5} d(6) =4

Dodatno, za dati graf vazi daje 6(G) = 11 A (G) = 4.

Lema 1.1.1. U proizvoljnom grafu G = (V, E) vazi:

Zda(v) = 2|E]|.
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Dokaz. Za svako v € V sabirak d; (v) ozna¢ava broj grana ¢iji je jedan kraj v. S obzirom da svaka

grana ima po dva kraja, zbir

2 de(v)

prebrojava svaku granu u grafu G po dva puta, odakle sledi gornja jednakost.
Posledica. (Lema o rukovanju). U proizvoljnom grafu broj ¢vorova neparnog stepena je paran.

Dokaz. Ukoliko neki graf G = (V, E) sadrzi neparan broj ¢vorova neparnog stepena, tada je zbir

> ds®)

takode neparan. Medutim, to je u kontradikciji sa prethodno dokazanom lemom.

Posledica poznata kao Lema o rukovanju kaze da u svakom druStvu broj osoba koje su se
rukovale neparan broj puta je paran (osobe predstavljaju cvorove grafa, a izmedu dve osobe postoji

grana ukoliko su se rukovale).

Zadatak 1.1.2. U skupu od barem cetiri osobe (n = 4), medu svake Cetiri osobe postoji jedna
osoba koja se poznaje sa preostale tri osobe. Dokazati da u tom skupu postoji osoba koja poznaje

sve ostale osobe.

ReSenje. Predstavimo ovaj skup osoba pomocu grafa G = (V,E) tako S$to svaku osobu
predstavimo ¢vorom, a poznanstvo dveju osoba granom izmedu odgovarajucih ¢vorova. Ovako
pridruzeni graf ima osobinu da medu proizvoljna Cetiri ¢vora postoji ¢vor koji je susedan sa svim
ostalim ¢vorovima. Ukoliko je svaki par ¢vorova u G susedan, tada je svaki ¢vor iz G susedan sa
svim ostalim ¢vorovima. U suprotnom, neka su u i v nesusedni ¢vorovi u G. Tada za proizvoljan
par ¢vorova s i t iz V\{u, v}, u Getvorci u, v, s, t postoji ¢vor susedan sa preostala tri ¢vora. Takav
¢vor ne moze da bude ni u ni v, jer su u i v nesusedni. Prema tome, takav ¢vor je ili s ili t. U
svakom slucaju, vazi da su s i t susedni ¢vorovi. Stoga, kako je par ¢vorova s,t izabran

proizvoljno, zaklju¢ujemo da je svaki par ¢vorova iz V\{u, v} susedan. Kako je bar jedan od

7
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¢vorova s,t pritom susedan i sa u i sa v, zakljuéujemo da je taj ¢vor susedan sa svim ostalim

¢vorovima grafa G.

1.2. Pojedine klase grafova

Poznato je da se odredene klase grafova srecu ¢e$ée od ostalih. U nastavku je dat pregled

pojedinih tipova grafova.

Kompletan graf ili potpun graf K,, je graf sa ¢vorovima 1,2, ..., n u kome je svaki par ¢vorova

povezan sa granom, t].

K,= ({12 .., n{{ijh1<i<j<n}).

Slika 1.2.1. Kompletan graf K;,

Bipartitan graf je graf G kod koga skup ¢vorova V(G) mozemo razbiti na dva podskupa X i Y,
tako da svaka grana e € E(G) ima jedan kraj u X, a drugi u Y. Podskupovi X i Y se nazivaju klase

ili obojeni skupovi. k — partitivan graf je graf G ¢iji se skup ¢vorova V(G) moze predstaviti kao
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unija disjunktnih skupova X, X5, ..., X. Svaka grana k —partitivnog grafa spaja dva ¢vora koji

pripadaju razli¢itim klasama. Neki od specijalnih slu¢ajeva ovih grafova dati su u nastavku.

Kompletan bipartitan graf K,,, je graf koji ima dve grupe c¢vorova 1,2,..,m |
m+1,m+ 2,..,m+ n tako da je svaki ¢vor i iz prve grupe susedan sa svakim ¢vorom m + j

iz druge grupe.

Slika 1.2.2. Kompletan bipartitan graf K; 5

Zvezda S, je kompletan bipartitan graf K ,,_;.

5
@

Slika 1.2.3. Zvezda S,

Put P, je graf sa ¢vorovima 1,2, ..., n i granom izmedu ¢vorova i i i + 1,zasvakoi = 1,2,...,n.

Cvorovi 1 i n su krajevi puta.
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Slika 1.2.4. Put P;,

Ciklus C,, je graf dobijen od puta P, dodavanjem nove grane koja spaja krajeve puta. Drugim

re¢ima,
C,=({12..n}{{ii+1ki=12..,n-1}u{l,n}).

U literaturi se ciklus ¢esto naziva i konturom.

Slika 1.2.5. Ciklus Cy,

Prazan graf K,, je graf sa ¢vorovima 1,2, ..., n koji ne sadrZi ni jednu granu. Drugim re¢ima,

K, = ({12, ..,n},0).

10
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Slika 1.2.6. Prazan graf K,

1.3. lzomorfizam grafova

Definicija 1.3.1. Dva grafa G, = (V, E;) i G, = (V,, E;) su izomorfna ako postoji bijekcija
fiVi-V,

za koju vazi da je {u,v} € E; ako i samo ako je {f(w),f(v)} € E,. Funkcija f se naziva

izomorfizam grafova, a ¢injenicu da su grafovi G; i G, izomorfni oznacavamo sa G; = G,.

Zadatak 1.3.1. Napisi dva proizvoljna izomorfna grafa.

Resenje. Izomorfizam f grafova na slici 1.4.1. dat je pomocu bijekcije

=254 8
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Slika 1.3.1. Dva izomorfna grafa

Na osnovu definicije, a i primera, o€igledno je da oznacavanje ¢vorova nema posebnog znacaja

za strukturu grafa.

Definicija 1.3.2. Funkcija i, definisana na skupu grafova, naziva se invarijantom grafova, ukoliko

za svaka dva izomorfna grafa G = H vazi da je i(G) = i(H).

Dakle, invarijante grafova zavise od strukture, a ne od oznafavanja grafa. Neki od primera

invarijanti grafova jesu sledece funkcije:

e broj ¢vorova u grafu,
e Droj grana u grafu,
e broj ¢vorova stepena 1,

e broj grana ¢iji jedan kraj ima stepen 2, a drugi kraj stepen 3, itd.

1.4. Podgrafovi

Definicijal.4.1.NekasuG = (V,E)iG' = (V',E") grafovi. Akoje V' C ViE' € E, tadakazemo
da je G' podgraf grafa G, dok je G nadgraf grafa G'. Dodatno, ako je V' = V, tada kazemo da je

12
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G' razapinjuéi podgraf grafa G. Takode, kazemo da je G’ indukovani podgraf grafa G ukoliko G’

sadrzi sve grane iz G Ciji su krajeviu V', tj.ako je E' = E N (I; )

Primer 1.4.1. Naslici 1.4.1. levo je prikazan graf, i pomo¢i zutih grana njegov podgraf izomorfan

sa P,. Naslici 1.4.1. desno je prikazan indukovani podgraf, izomorfan sa Cs.

Slika 1.4.1. Grafovi i njihovi podgrafovi

Dakle, indukovani podgraf se dobija tako §to se iz grafa G obriSe nekoliko ¢vorova i sve grane
koje sadrZe obrisane ¢vorove. Ako je obrisan samo jedan ¢vor v, takav indukovani podgraf moze
da se oznaci sa G — v. Sa druge strane, podgraf se dobija tako Sto se obriSu 1 joS neke grane. Ako

je obrisana samo jedna grana e, takav podgraf moze da se oznaci sa G — e.

Primetimo da je svaki graf sa n ¢vorova podgraf kompletnog grafa K,,, kao i da je prazan graf K,,
podgraf svakog grafa sa n ¢vorova. Koriste¢i pojam indukovanih podgrafova mogu se definisati

jo§ dve invarijante grafova:

e  w(G) jebroj cvorova najveéeg kompletnog grafa koji je indukovani podgraf grafa G. Takav
kompletan podgraf se naziva i klika grafa G.
e «(G) je broj ¢vorova najveceg praznog grafa koji je indukovani podgraf grafa G. Takav

prazan podgraf se naziva i nezavisan skup grafa G.

Veza izmedu ove dve invarijante daje komplement grafa ¢ija definicija je data u nastavku.

13
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Definicija 1.4.2. Komplement grafa G = (V,E) je graf G datsa G = (V, (Z) \E).
Dakle, komplement G sadrzi sve one grane koje ne sadrzi graf G, pa se iz definicija klike i

nezavisnog skupa dobija:

w(G) = a(G).

1.5.  Setnje po grafu

Definicija 1.5.1. Setnja W u grafu G = (V, E) je niz
W = (vy, e1,V1,€2,Vy, ..., €, Vp)

gde su vy, vq, vy, ..., v Cvorovi grafa G, a e; je grana ¢iji su krajevi v;_q i v;, zai =1,2,...,t.
Duzina Setnje W je t, s tim $to dopusStamo i da je t = 0, a ukoliko je v, = v, tada je W zatvorena
Setnja.

Ovako definisana Setnja dozvoljava slobodno ponavljanje ¢vorova i grana. Ona se moze
predstaviti kao ruta nekog Setaca koji ne mari ako kroz neki ¢vor ili granu prode vise puta. Ukoliko

se zabrani ponavljanje grana, ali se dozvoli ponavljanje ¢vorova, tada se dobija staza, a ukoliko se

ne dozvoli bilo kakvo ponavljanje (ni ¢vorova ni grana) tada se dobija put.

Lema 1.5.1. Svaka Setnja W = (v, €1, V4, €3, Vo, ..., €;, V¢) U grafu G sadrzi put izmedu ¢vorova

Vo I Vg

Dokaz. Ukoliko u Setnji W nema ponavljanja ¢vorova, tada je ona sama po sebi put i dokaz je
gotov. Zbog toga, pretpostavimo da u njoj postoji ponavljanje ¢vorova i neka je, na primer,

v; = vj zaneko i < j. Tada se od Setnje W moZe napraviti nova Setnja
w' = (vo,el, Vi, e €0V = V), €41, Vi1, ...,et,vt)

izmedu istih ¢vorova tako $to se obriSe deo Setnje izmedu v; i v; i U kojoj je broj ponavljanja

¢vorova smanjen za bar jedan. Ukoliko W' nije put, tada se ovaj postupak moze nastaviti dalje,

14
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smanjujuci broj ponavljanja ¢vorova u novodobijenim Setnjama, sve dok se ne dode do Setnje u

kojoj nema ponavljanja ¢vorova, a upravo takva Setnja jeste trazeni put.

1.6. Povezanost

Definicija 1.6.1. Cvorovi u i v grafa G = (V, E) su povezani ako u G postoji $etnja od u do v.

Graf G je povezan ako su svaka dva ¢vora u, v € V povezana.
Zadatak 1.6.1. Navesti primer povezanog i nepovezanog grafa.

Resenje. Graf sa leve strane slike 1.6.1. je povezan, dok graf sa desne strane slike 1.6.1. nije
povezan. U njemu su medusobno povezani ¢vorovi a, b i c, ali ni jedan od njih nije povezan sa

¢vorovima d, e i f.

‘b \e/ C

Slika 1.6.1. Primer povezanog i nepovezanog grafa

Definicija 1.6.2. Komponente povezanosti grafa G = (V,E) su njegovi maksimalni povezani

podgrafovi.

Teorema 1.6.1. Graf G = (V,E) je povezan ako i samo ako za svaku podelu V =V, UV,,

VinV, =0,V;,V, # @ vazi da postoji grana koja spaja ¢vor iz V; sa ¢vorom iz V5.

15
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Dokaz. (<) Ako G nije povezan graf, tada on ima bar dve komponente povezanosti
Cy,Cy, ..., C, t = 2, izmedu kojih ne moze da postoji nijedna grana. Sada za podelu V; = Cj,

V, = C, U ...U (;, vazi da ne postoji nijedna grana koja spaja ¢vor iz V; sa ¢vorom iz V,.

(=) Neka je G povezan graf i V =V, UV, proizvoljna podela ¢vorova. Nekajeu € V; iv € V/,.

Iz povezanosti grafa G sledi da izmedu u 1 v postoji Setnja
W = (u = wqy, e, wy,E3, Wy, ) €1, Wr_1, €, Wy = V).

Primetimo da je w, € V;, w; € V,. Neka je j najmanji indeks za koji je w; € V,. Tada je wj_; € V;

a grana e;, izmedu w;_, | wj, predstavlja trazenu granu koja spaja ¢vor iz V; sa ¢vorom iz V5.

Definicija 1.6.3. Cvor v u grafu G se naziva vezivni évor ukoliko graf G — v ima vise komponenti
povezanosti od G. Grana e u grafu G se naziva most ukoliko graf G — e ima vise komponenti

povezanosti od G.

Primer 1.6.1. U grafu G saslike 1.6.2., ¢vorovi a, b, ¢ i d su vezivni ¢vorovi, a grane {a, b} i {d, e}

SU Mostovi.

O~

Slika 1.6.2. Vezivni ¢vorovi i mostovi u grafu G

Definicija 1.6.4. Za netrivijalan povezan graf kazemo da je nedeljiv, ako nema vezivnih ¢vorova.
Podgraf H grafa G je blok u grafu G ako je H nedeljiv i on je maksimalan graf u odnosu na ovo

svojstvo. Trivijalan blok se sastoji od samo jednog ¢vora.
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1.7. Rastojanje

Definicija 1.7.1. Neka je G = (V,E) povezan graf. Rastojanje d;(u,v) dva ¢vora u,v € V je

duzina najkrac¢eg puta izmedu u i v u G.

Definicja 1.7.2. Neka je G = (V, E) povezan graf. Ekscentricitet ecc(u) ¢vora u € V je najvece

rastojanje od ¢vora u do svih ostalih ¢vorova, tj.

ecc(u) = max de(u,v).

Definicja 1.7.3. Neka je G = (V,E) povezan graf. Dijametar D(G) grafa G je najveci

ekscentricitet

D(G) = maxecc(u).
uevy

Definicja 1.7.4. Neka je G = (V, E) povezan graf. Radijus r(G) grafa G je najmanji ekscentricitet
r(G) = min ecc(u).
uev
Cvorove sa najmanjim ekscentricitetom mozemo shvatiti kao centar grafa, dok &vorove sa

najvec¢im ekscentricitetom mozemo shvatiti kao periferiju grafa.

Zadatak 1.7.1. Odrediti rastojanja izmedu svih ¢vorova u grafu G sa sllike 1.7.1., kao i

ekscentricitete ¢vorova.

C g

Slika 1.7.1. Graf G
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Resenje. Rastojanja izmedu ¢vorova u grafu G kao i ekscentriciteti su data u tabeli ispod.

a b c d e f g |ecc(v)
a 0 1 1 2 3 4 4 4
b 1 0 2 1 2 3 3 3
c 1 2 0 1 2 3 3 3
d 2 1 1 0 1 2 2 2
e 3 2 2 1 0 1 1 3
fFl4 3 3 2 1 0 2 4
g |4 3 3 2 1 2 0 4

Tabela 1.7.1. Rastojanja i ekscentriciteti ¢vorova grafa G

Dijametar datog grafa je 4, dok je radijus 2.
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2. STABLA

Stablo ili drvo (eng. tree) predstavlja jednu od najvaznijih klasa grafova. Stabla imaju
viSestruku primenu u razli¢itim oblastima, uklju¢uju¢i matematiku i informatiku. Na primer, ono
se koristi kao alat za proracun i Cuvanje, kao i za sortiranje i pretrazivanje podataka. Ovi grafovi
se nazivaju stabla, jer kad se nacrtaju lice na stablo. U nastavku sledi pregled njihovih osnovnih

karakteristika.

2.1. Pojam i osnovna svojstva stabala

Definicija 2.1.1. Stablo je povezan graf bez kontura.

Za graf koji ne sadrzi konture kaze se da je acikli¢an. U nastavku rada dat je primer svih stabala

sa najvise pet ¢vorova.

Slika 2.1.1. Sva stabla san < 5 &vorova

1z grafickog prikaza uo¢avamo da postoji samo jedno stablo sa n = 1 (tj. trivijalno stablo), n = 2

i n = 3 ¢vora. Postoje dva stabla sa n = 4 ¢vora i 3 stabla san = 5 ¢vorova.

Iz ovog primera mogu se uociti odredene osobine stabla koje su date u narednoj teoremi.
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Teorema 2.1.1. Neka je G graf sa n ¢vorova. Sledeci iskazi su ekvivalentni:

G je stablo,

G je povezan graf sa n ¢vorovaim = n — 1 grana,

G je graf sa n ¢vorova, m = n — 1 grana i bez kontura,

G je minimalan povezan graf (udaljavanjem bilo koje grane postaje nepovezan graf),

G je maksimalan graf bez kontura (a dodavanjem bilo koje grane formira se kontura),

o o~ w DN F

G je graf u kome su svaka dva ¢vora povezana jedinstvenim elementarnim putem.

Dokaz. Dokaz ove teoreme se izvodi na nacin da svaki iskaz implicira sledeci, a poslednji implicira

prvi.

1.= 2. Dokaz se izvodi indukcijom po n. Pretpostavimo da tvrdenje vazi za sve grafove sa najvise
n ¢vorova (n > 2, jer zan < 2 nema S$ta da se dokazuje). Posmatrajmo povezan graf bez kontura
sa n+ 1 ¢vorova. Uocimo dva ¢vora u tom grafu na najvecoj udaljenosti. Tada su ti ¢vorovi
stepena 1. U suprotnom, vazilo bi da postoji duzi put, ili se javlja kontura. Udaljavanjem jednog
od tih ¢vorova stepena 1 dobija se graf koji je povezan i bez kontura. Na osnovu indukcijske
hipoteze on ima n ¢vorova i m = n — 1 granu, pa posmatrani graf ima n + 1 ¢vorova i n grana,

Sto je i trebalo dokazati.

2.= 3. Pretpostavimo da graf poseduje bar jednu konturu, i neka je K jedna od tih kontura. Svaki
¢vor konture K ima stepen bar dva. Sa druge strane, prose¢an stepen ¢vora grafa G je manji od 2
(d = 2% =2- %). Ova Cinjenica implicira da postoji bar jedan ¢vor u grafu stepena 1 (naravno
n > 1 jer u suprotnom nema $ta da se dokazuje). Udaljimo iz grafa bilo koji ¢vor stepena 1 i njemu
incidentnu granu (udaljeni ¢vor ne pripada konturi K jer mu je stepen 1). Tada se dobija povezan
grafsan’ =n — 1 ¢vorovaim’ = n' — 1 grana. Ponavljajuci isti postupak na dobijeni podgraf, a
zatim i na njegove podgrafove, dobi¢emo posle konacno mnogo koraka graf koji sadrzi samo
¢vorove konture K, a za taj graf ne vazi da mu je broj grana za 1 manji od broja ¢vorova, §to je

kontradikcija. Dakle, posmatrani graf G nema kontura.

3.= 4. Najpre pretpostavimo da je graf nepovezan i da ima k > 1 komponenata. Tada je svaka
njegova komponenta stablo (jer nema kontura). Stoga i —ta komponenta ima n; ¢vorova i

m; =n; —1grana (i = 1,2, ..., k). Odatle sledi da je ukupan broj grana grafa m = n — k, §to je
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kontradikcija uzimaju¢i u obzir da je m = n — 1. Sada je neophodno pokazati i minimalnost.
Pretpostavimo da smo udaljavanjem neke grane dobili povezan graf. Tada izmedu krajnjih ¢vorova
te grane postoji bar jedan put. Ako bismo vratili udaljenu granu, ona bi sa uo¢enim putem formirala

konturu, $to je u kontradikciji sa pretpostavkom iz 3.

4. = 5. Ovaj graf nema kontura jer bismo udaljavanjem bilo koje grane sa konture dobili povezan
graf §to je u kontradikciji sa 4. Sada je neophodno pokazati i maksimalnost. Pretpostavimo da smo
grafu dodali granu i da nismo formirali konturu. Medutim, to je nemoguce, jer je graf bio povezan,
tako da je izmedu krajnjih ¢vorova dodate grane postojao put, a samim tim je dodavanjem grane

neminovno doslo do formiranja konture.

5.= 6. Pretpostavimo da izmedu 2 ¢vora ne postoji put koji ith povezuje. Tada bi dodavanjem
grane izmedu ta 2 ¢vora dobili graf bez konture, $to je u suprotnosti sa 5. Dakle, izmedu svaka 2
¢vora postoji bar 1 put. Ako bi izmedu 2 ¢vora postojala bar 2 puta, tada bi u grafu postojala
kontura. Naime, ovi putevi se najpre razdvajaju pocevsi od nekog ¢vora (potencijalno polaznog za
oba puta), a zatim i stapaju u isti ¢vor (potencijalno zavr$nog za oba puta). Medutim, postojanje

konture je u suprotnosti sa 5.

6.= 1. Posto su svaka 2 ¢vora povezana jedinstvenim putem ovaj graf je povezan. Ako bi u grafu
postojala bar jedna kontura, tada bi izmedu bilo koja dva ¢vora neke konture postojala dva razlicita

puta, $to je u suprotnosti sa 6.

Lema 2.1.1. Svako stablo sa bar dva ¢vora sadrzi bar dva lista.
Definicija 2.1.2. Suma je graf &ija je svaka komponenta stablo.

S obzirom da je glavni fokus rada na razapinju¢im stablima, u nastavku je dat pregled odredenih

pojmova koja su, u tom kontekstu, vazni.

Definicija 2.1.3. Razapinjuce stablo je razapinjuci podgraf koji je stablo, a razapinjuéa Suma je

maksimalni razapinjuci podgraf koji je Suma.
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Maksimalan podgraf koji je Suma se misli u smislu broja grana. Drugim re¢ima, ako bi se dodala
bilo koja grana to vise ne bi bila Suma, ve¢ graf koji sadrzi tacno jednu konturu. Stoga, razapinjuca

Suma sadrzi razapinjuéa stabla kao svoje komponente povezanosti.

Definicija 2.1.4. Ako je razapinjuée stablo T = (V,E') grafa G = (V,E) tada se graf
G' = (V,E\E'") naziva kostablo.

Definicija 2.1.5. Za nepovezan graf G = (V, E) i njegovu razapinju¢u Sumu T = (V, E") uvodi se

pojam koSuma u oznaci G' = (V,E\E").
Teorema 2.1.2. Centar stabla se sastoji ili od jednog ¢vora ili od dva susedna ¢vora.

Dokaz. Dokaz prethodne teoreme se moze izvesti indukcijom po broju ¢vorova stabla. Za potrebe
dokaza uzeéemo stabla do 5 ¢vorova (slika 2.1.1.). Posmatrajmo proizvoljno stablo T san > 5
¢vorova. Neka je T' graf dobijen iz T udaljavanjem svih listova iz T. Tada je T’ stablo (jer je
dobijeni graf povezan i bez kontura). Dalje, ekscentricitet svakog ¢vora iz T’ je umanjen za jedan
u odnosu na njegov ekscentricitet u T'. Prethodna re¢enica predstavlja implikaciju ¢injenice da ako
za neki ¢vor v vazi da je najudaljeniji ¢vor od njega (recimo w) stepena veceg od jedan, tada bi
mogli naéi suseda ¢vorova w koji je na vecoj udaljenosti od w, $to je u suprotnosti sa izborom
¢vora w. Samim tim stabla 7 i T’ imaju iste centre. Na osnovu indukcijske hipoteze, centar stabla

T' se sastoji od jednog ¢vora ili od dva susedna ¢vora, a stoga i stablo T.

Posledica 2.1.1. Centar stabla T se sastoji od jednog ¢vora ako i samo ako je D(T) = 2r(T), u
suprotnom je D(T) = 2r(T) — 1.

2.2. Korenska stabla

Definicija 2.2.1. Stablo u kome je jedan ¢vor posebno izdvojen naziva se korensko stablo, a taj

évor se naziva koren stabla.

Primer 2.2.1. Neki od korenskih stabala (koren je predstavljen Zutim kruzi¢em) dati su na
slici 2.2.1. Prvi primer je korensko stablo neorijentisanog grafa (slika 2.2.1.a)), a drugi i treci

primer su korenska stabla orijentisanog grafa (slika 2.2.1.b), c)).
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a) b) c)

Slika 2.2.1. Primeri korenskih stabala

Definicija 2.2.2. Ako je T korensko stablo orijentisanog grafa, a v ¢vor razlicit od korena, roditelj
¢vora v je ¢vor u takav da je uv orijentisana grana od u ka v. Tada je v dete ¢vora u (évorovi sa

istim roditeljem u su deca ¢vora u).

Definicija 2.2.3. Preci ¢vora u, koji nije koren, su svi ¢vorovi koji leze na putu od korena do ¢vora

u, a potomci ¢vora u su svi ¢vorovi koji imaju ¢vor u kao pretka.

Defincija 2.2.4. List je ¢vor bez dece (nazivaju se jos i terminalni ili zavr$ni ¢vorovi), dok su ostali

¢vorovi unutrasnji ¢vorovi (ili interni ¢vorovi).
Definicija 2.2.5. Visina h korenskog stabla je duzina najduzeg moguceg puta od korena do lista.

Definicija 2.2.6. Korensko stablo se naziva m —arno stablo ako svaki interni ¢vor ima najvise m

dece. Potpuno m —arno stablo je stablo u kome svaki interni ¢vor ima taéno m dece.

Definicija 2.2.7. Za korensko stablo se kaze da je binarno ako svaki ¢vor stabla (roditelj) ima

najviSe dva susedna ¢vora na slede¢em nivou (deteta).
Teorema 2.2.1. Neka je T binarno stablo sa n ¢vorova i visine h. Tada je:

n<2M—1ilih>log,(n+1) — 1.
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Primer 2.2.2. Primeri m —arnih stabala dati su na slici 2.2.2.. Prvo stablo je ternarno

(slika 2.2.2.a)), drugo je potpuno ternarno (slika 2.2.2.b)), dok je treée stablo potpuno binarno
(slika 2.2.2.c))

IRV OV

a) b) c)

Slika 2.2.2. Tri m —arna korenska stabla
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3. RAZAPINJUCA STABLA

Glavne teoreme u ovom poglavlju odnose se na Kejlijevu teoremu i Kirhofovu teoremu za matrice
i stabla. Nemacki fizi¢ar Kirhof je svoju teoremu pokazao 1947. godine i ona mu je posluzila za
izraCunavanje jacina elektri¢nih struja u granama nekog elektri¢nog kola. Drugi naucnik, Kejli,
jeste engleski matematicar koji je 1857. godine uveo u matematiku pojam stabla. Sa druge strane,
dve godine kasnije, otkrivene su strukture formule hemijskih jedinjenja. Kejli je napisao vezu
izmedu ova dva pojma, tj. povezao je stabla i strukturne formule alkana. Dodatno, u svom radu ,,0
matematickoj teoriji izomera® iz 1874. godine postavio je temelj naucne discipline hemijske teorije

grafova.

3.1. Definicije i osobine razapinjucih stabala

Definicja 3.1.1. Matrica susedstva (ili povezanosti) grafa G je matrica A = A(G) dimenzijep X p,

¢iji je (i,j) element, tj. a;;, jednak broju grana koje su vezane za ¢vorove v; i v;.

Definicija 3.1.2. Za kvadratnu matricu A = (a;;) € F™*" polinom

(a1 —A) ) Ain
P,(1) = a£21 (azzs— A) a?n
anq An2 (ann - A)

se naziva karakteristi¢ni polinom matrice A. Koreni karakteristicnog polinoma se nazivaju

karakteristi¢ni koreni (sopstvene vrednosti) matrice A.

Matrica susedstva A = A(G) grafa G je na osnovu Definicije 3.1.1. realna simetri¢na matrica, a

uzimajuci u obzir Definiciju 3.1.2. ona ima karakteristi¢ne korene.
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Primer 3.1.1. Za graf G dat na slici 3.1.1. odrediti matricu susedstva.

1 2

@
3 4
@
Slika 3.1.1. Graf ¢
ReSenje.

0 1 1 1

11 0 0 1

A(G) = 1 0 0 1

1 1 1 0

Definicija 3.1.3. Kompleksnost grafa G je broj razapinjucih stabala grafa. Kompleksnost grafa G
¢emo oznacavati sa t(G) (sa t, = t(K,) ¢emo oznaciti broj razapinjucih stabala u potpunom grafu

K,).

Lema 3.1.1. Graf je povezan ako i samo ako ima razapinjuce stablo.

Dokaz. (=) Neka je G povezan graf, a T minimalni povezani razapinjuci podgraf od G. Tada je
T povezan, a T — e je nepovezan za svaku granu e € E(T), pa sledi da je T stablo, a samim tim i

razapinjuce stablo.

(&) Ako graf G ima razapinjuce stablo T, tada postoji put izmedu bilo koja dva ¢vora u T, pa

samim tim postoji i put izmedu bilo koja dva ¢vora u G, te je G povezan.
Lema 3.1.2. Svaki graf ima razapinju¢u Sumu.

Dokaz. Ako je G nepovezan, tada u svakoj njegovoj komponenti povezanosti mozemo naci

razapinjuce stablo. Unija svih tih razapinjucih stabala daje traZzenu razapinjucu Sumu.
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3.2.  Odredivanje broja razapinjucih stabala
Kao sto smo ve¢ rekli, Kejli je pronaSao vezu izmedu stabla i strukturne formule alkana. Na

slici ispod, prikazana su dva alkana koji imaju formulu C4H,, (izomeri) i odgovarajucéa stabla

(¢vorovi su ugljenikovi atomi, a grane veze izmedu njih).

CHj
|
CH3 - CHZ — CHZ—CHZ—CHI—CH3 CH3 = C~CHp - CHj3

|

CHj3
@

@ @ @ @ @ ® @ @ @

@

Slika 3.2.1. Strukturne formule dva alkana i odgovarajuca stabla

Kejli je pokuSao da pronade broj izomera I,, alkana C,, H,,,,,, ali nije uspeo u tome (danas
se time bave napredne enumerativne tehnike). Medutim, za broj razapinjucih stabala na fiksiranom
skupu ¢vorova postoji jednostavna formula. Pre nego $to se detaljnije razradi tema odredivanja

broja razapinjucih stabala, dat je zadatak radi ilustracije odredivanja pomenutog broja.
Zadatak 3.2.1. Odrediti sva razapinjuca stabla kompletnog grafasa 1, 2, 3 i 4 ¢vora.

ReSenje. Formiranje razapinjucih stabala kompletnog grafa sa jednim i dva ¢vora je trivijalno. Sa
druge strane, postoje tri moguca razapinjuca stabla koja se mogu generisati u zavisnosti od toga

koju granu odabiramo da uklonimo iz kompletnog grafa sa tri ¢vora (pogledati sliku 3.2.4.).
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L]
1
Slika 3.2.2. Sva razapinjuca stabla Slika 3.2.3. Sva razapinjuca stabla
kompletnog grafa sa 1 ¢vorom kompletnog grafa sa 2 ¢vora

y, 9 9
J1A3 1/ 3 1 } 3

Slika 3.2.4. Sva razapinjuca stabla kompletnog grafa sa 3 ¢vora

2 3 2 3 2 3 2 3
|1 4 |1 : 4 1: |4 1 4
o

2 3 2 3 2 3 2 3

@ [ @ [ ] [ ]

1 4 |1 4 1 |4 1 4

[ ] [ ] @ @ @

2 3 2 3 2 3 2 3

@ [ ]

1 4 |1 31 ; 4 \4
e @ 1 Qo @

2 3 2 3 2 3 2 3

1 4 |1 4 j i 4 ><4
@ 1 o

Slika 3.2.5. Sva razapinjuca stabla kompletnog grafa sa 4 ¢vora
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Ono §to se moze uociti jeste sledece:

zan = 1ima 1! = 1 razapinjuée stablo,

zan = 2ima2° = 1 razapinjuée stablo,

zan = 3 ima 3! = 3 razapinjuéa stabla i

zan = 4 ima 42 = 16 razapinju¢ih stabala.

Intuitivno mozemo zakljuéiti (a u narednom delu rada i dokazati) da je broj razapinjucih stabala
jednak n™~2. U nastavku rada pretpostavi¢éemo da su ¢vorovi razapinjuéeg stabla sa n ¢vorova
oznaCeni brojevima 1,2,...,n. Sledi pregled dva veoma vazna tvrdenja koja su vezana za

razapinjuca stabla. Prvo tvrdenje je Teorema o matricama i stablima, a drugo Kejlijeva teorema.

3.2.1. Teorema 0 matricama i stablima

Teorema 0 matricama i stablima (eng. Matrix-Tree Theorem) daje vezu broja razapinjuéih

stabala t(G) i kofaktora Laplasove matrice L.

Nas cilj je da dobijemo formulu za t(G). Za to nam je neophodan vazan rezultat postignut u
teoriji matrica, poznat kao Bine—Kosi teorema. Kasnije ¢e se dokazati uopstenija formula bez
kori$¢enja Bine— Kosijeve teoreme. Medutim, korisé¢enje Bine-KoSijeve teoreme pruza dodatni
algebarski uvid. Bine-Kosijeva teorema predstavlja uopsStenje poznate Cinjenice da ako su A i B
matrice dimenzija n X n, tada det(AB) = det(A)det(B), gde det oznaCava determinantu.
Zelimo da progirimo ovu formulu na sluéajeve gde su A i B ,,pravougaone* matrice (broj vrsta i

kolona se razlikuju) ¢iji je proizvod kvadratna matrica (tako da je det(AB) definisana). Drugim

re¢ima, A ¢e biti matrica dimenzije m X n, a B ¢e biti matrica dimenzije n X m, zaneko m,n > 1.

Koristicemo slede¢u notaciju koja ukljucuje podmatrice. Pretpostavimo da je A = (aij)
matrica dimenzije mxn, gde je 1<i<m,1<j<nm<n. Neka je S podskup od m
elemenata skupa {1,2, ..., n}, neka A[S] oznacava podmatricu matrice A sa dimenzijom m X m,
dobijena uzimajué¢i kolone koje su indeksirane sa elementima skupa S. Drugim re¢ima, ako su

elementi skupa S dati sa j; <j, < <y, tada je A[S]=(a;; ), gde je 1<i<m i
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1<k<m. Sli¢no, neka je B = (b;) matrica dimenzije nxm, gde je 1<i<n,
1 <j<m,m<n. Neka je S podskup od m elemenata skupa {1,2, ..., n}. Tada B[S] oznafava
matricu dimenzije m X m (podmatricu matrice B) koja je dobijena uzimajuci vrste matrice B, koji

su indeksirani sa elementima skupa S.
Na primer ako je:
1 2 3 4 5

A=16 7 8 9 10
11 12 13 14 15

i S ={2,3,5}, tada je:

2 3 5
AlS]=1|7 8 10].
12 13 15

Teorema 3.2.1.1. (Bine—KoSijeva teorema). Neka je A = (al-j) matrica dimenzije m X n, gde
1<i<mil<j<n.NekajeB= (bl-j) matrica dimenzijen X m,gde 1 <i<nil<j<m

(matrica AB ima dimenzije m x m). Ako je m > n, tada det(AB) = 0. Ako je m < n, tada:

det(AB) = ) (det(A[SD)(det(BISD),
S

gde se S krece preko svih m-to¢lanih podskupova skupa {1,2, ..., n}.

llustraciju Bine-Kogijeve teoreme da¢emo kroz primer. Sa |a; j| oznaci¢emo determinantu matrice

(al-j). Neka je:

a, a, a G d
A:L}l bz bﬂ,B: c, dy|.
1 2 3 CS d3
Tada:
_ a; a; . Cq1 d]_ a, as . (o5} dl a, as . Cy d2
det@B) =, |t gl e bl e altle bl e &)
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Dokaz (Bine-Kosijeve teoreme). Najpre pretpostavimo da je m > n. S obzirom da iz linearne
algebre znamo da je rang (AB) < rang(A) i da rang matrice dimenzije m X n ne moZe premasiti
min (n,m), imamo da je rang(AB) < n < m. Medutim, AB je matrica dimenzije m X m, pa je
det(AB) = 0, kao $to se i tvrdi.

Sada pretpostavimo da je m < n. Koristicemo zapis M,.¢ kako bismo oznacili matricu M dimenzije

r X s. Neposredna posledica definicije mnozenja matrica je da:

” ] [RV+SX RW + SY
Tnm U,m Xnn Ynm TV +UX TW +UYr

Drugim re¢ima, mozemo mnoziti blok matrice odgovarajuc¢ih dimenzija kao da su njihovi elementi
brojevi. Primetimo da svi elementi sa desne strane imaju dobro definisane dimenzije, npr.

RV + SX je matrica dimenzije m X n, s obzirom da su obe matrice, i RV i SX, dimenzije m X n.

Neka je u prethodnoj matri¢noj jednacini R = I, (jediniéna matrica dimenzije m X m),

S =A,T = 0,,, (nula matrica dimenzije n xm), U =1,,V =AW =0y, X =—1, 1Y =B.

lon, wll, 5=
Opm Ldl-1, B 17|~

Uzmimo sada determinantu obe strane jednacine. Prva matrica sa leve strane jednakosti je

Dobijamo:

gornjetrougaona sa jedinicama na glavnoj dijagonali. Iz date ¢injenice sledi da je determinanta ove
matrice 1. S obzirom da je determinanta proizvoda kvadratnih matrica proizvod determinanti
faktora, dobijamo:

| A Opm| _ |0mn AB

-, B | |-, BYI
Uoc¢imo da je determinanta sa desne strane jednakosti jednaka +det(AB) (lako se pokazuje
primenom Laplasovog razvoja, a znak determinante zavisi od parnosti m i n). Posmatrajmo sada
levu stranu jednakosti. Primeticemo da su dimenzije determinante sa leve strane

(m+n) X (m+n).

Da bi dokazali tvrdenje, moramo odabrati m + n nenula elemenata (po jedan u svakom redu i

koloni) na slede¢i na¢in. Biramo m elemenata iz poslednjih m kolona. Ovi elemeni pripadaju m
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od poslednjih n wvrsta. Neka to budu wvrste m+s;,m+s,, ... m+s,. Neka je
S ={s1,85,...,Sm} € {1,2,...,n}. Moramo odabrati n — m slede¢ih elemenata od poslednjih n
vrsta, pri ¢emu nemamo izbora osim da se odaberu —1 u ovih m + i vrsta za koje i ¢ S. Zbog toga
svaki ¢lan u razvoju determinante sa leve strane koristi —1 ta¢no n —m puta u donjem levom
bloku —1,,.

Ovim transformacijama (brisanjem svih vrsta i kolona kojima pomenute —1 pripadaju tj. brisanje
vrste m + i i kolone i za svako i € {1,2,...n} — S i uzimaju¢i determinantu koja ostaje mnozeci
odgovaraju¢im znakom) dobijamo matricu Mg koja je blok dijagonalne forme i dimenzije

2m X 2m, gde je prvi blok samo matrica A[S], a drugi blok matrica B[S].

y = AT O |

_Im B[S]mm

Stoga, uzimajuci u obzir Teoremu o determinanti blok dijagonalne matrice ( Neka je M trougaona
(gornje ili donje) blok matrica sa dijagonalnim blokovima A4, A,,...,A,. Tada je
det(M) = det(A,) det(4,) ...det (4,)).) vazi da je det(Ms) = det(A[S])det(B[S]).

S obzirom da S prolazi podskupovima n —to¢lanog skupa indeksa dobijamo:

+det(AB) = Z +det(A[S])det (B[S]).

s<{1,2,..n}
[S|=m

Jednostavnim putem se pokazuje da su svi znaci + i time je tvrdenje dokazano.
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3.2.1.1.  Teorema i njena upotreba u prebrojavanju razapinjucih stabala

Definicija 3.2.1.1. Neka je G graf sa skupom &vorova V = {vy,v,, ..., v,} i skupom grana
E= {el, e, ...,eq}. Davanje grafu G orjentacije o podrazumeva da se za svaku granu e sa
¢vorovima u, v, izabere jedan od parova (u,v) ili (v,u). Ako odaberemo recimo (u,v), to
podrazumeva stavljanje strele na e pokazujuéi smer iz u U v, i tada kazemo da je grana e usmerena

od u ka v, da je u inicijalni ¢vor i da je v finalni ¢vor grane e.

Definicija 3.2.1.2. Matrica incidencije M (G) grafa G (uzimajuci u obzir orjentaciju ¢) je matrica

dimenzije p X q ¢iji je (i,j) — ¢lan tj. M;; dat sa:

-1, ako grana e; sadrzi inicijalni ¢vor v;,
M;; = 1, ako grana e; sadrzi finalni Cvor v;,
0, ostalo.

Definicija 3.2.1.3. Laplasova matrica L(G) grafa G je matrica dimenzije p X p ¢ijije (i,j) — ¢lan
tj. L;; dat sa:

L. =

{—mi j,ako i # jiizmedu ¢vorova v;i v; postoji m;; grana (bez obzira na orijentaciju)
ij

deg(v;),akoi = j,

gde je deg(v;) broj grana incidentnih sa v;. Dodatno, L(G) je simetri¢na matrica i ne zavisi od
orjentacije ¢ tj. na osnovu Definicije 3.2.1.3. elementi matrice predstavljaju broj grana (elementi

van glavne dijagonale) i1 stepene ¢vora (elementi na glavnoj dijagonali) .

Zadatak 3.2.1.1. Na grafu koji je dat na slici ispod, odredi matricu incidencije i Laplasovu matricu.

Slika 3.2.1.1. Graf G
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Resenje. Matrica incidencije i Laplasova matrica za dati graf G imaju slede¢i oblik:

1 -1 0 -1 -1 -1
-1 1. -1 0 o0 o
MO=19 o 1 1 o ol
o 0 0 0 1 1
5 —2 -1 -2
2 3 -1 0
Leo=(_1 1 2 o
2 0 0 2

Za bilo koji graf G, svaka kolona matrice M (G) sadrzi jednu 1, jednu -1, i ¢ — 2 nula, pa je zbog

toga zbir svih ¢lanova po svakoj koloni jednak nuli. Dakle, sve vrste se zbrajaju u nula vektor, tj.
postoji odnos linearne zavisnosti koji pokazuje da je rang(M(G)) < p. Osobine matrica M(G) i

L(G) date su u naredne dve leme.

Lema 3.2.1.1. Vazi:

a) MM =1L.
b) Ako je graf G regularan stepena d, tada L(G) = dI — A(G), gde A(G) oznacava matricu
susedstva grafa G. Otuda, ako G (ili A(G)) ima karakteristicne korene A4, 45, ..., 4, tada

L(G) ima karakteristi¢ne korene d — A4, ..., d — Ap.

Dokaz.

a) Tvrdenje neposredno sledi iz definicije mnoZenja matrica. Konkretno, za v;, v; € V(G) imamo:

Ako je i # j, onda bi za M;, Mj, # 0, moralo da vaZi da grana e povezuje ¢vorove v; i vj. AKO je
to slucaj, tada ¢e jedan od My, i Mj, biti 1, a drugi -1, pa je njihov proizvod uvek -1. Stoga,

(MM?);; = —m;j, kao $to se i tvrdi.
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Ostaje slucaj kada je i = j. Tada ¢e M M, biti 1 ako je e, grana sa v; kao jednim njegovim

¢vorom, ili ¢e u suprotnom biti 0. Sada imamo da je (MM?);; = deg(v;) $to je i trebalo pokazati.

b) Ocigledno, uzimajuéi u obzir tvrdenje pod a), tj. tim tvrdenjem znamo da su svi dijagonalni

elementi matrice MM¢ jednaki d.

Sada pretpostavimo da je graf G povezan, i ozna¢imo sa M,(G) matricu M(G) bez njenog
poslednjeg reda. Dakle, M,(G) ima p — 1 vrsta i g kolona. Napomenimo da je broj vrsta jednak
broju grana u razapinju¢em stablu grafa G (Teorema 2.1.1.). Matricu M, (G) nazivamo redukovana

incidentna matrica grafa G. Slede¢i rezultat (lema) nam daje determinante svih (p — 1) X (p — 1)
podmatrica N matrice M,. Takve podmatrice su dobijene odabirom skupa X = {eil' s eip_l}, od

p—1 grana grafa G, i1 uzimanjem svih kolona matrice M, indeksiranih skupom

S = {iy, iy, ..., i,—1}. Dakle, ova podmatrica je M, [S].

Lema 3.2.1.2. Neka je S skup p — 1 grana grafa G. Ako S ne formira skup grana razapinjuéeg
stabla, tada vazi da je det(M,[S]) = 0. Sa druge strane, ako je S skup grana razapinjuceg stabla
grafa G, tada vazi da je det(M,[S]) = +1.

Dokaz. Ako S nije skup grana razapinjuceg stabla, tada je neki podskup R (skupa S) skup grana
konture C u grafu G. Pretpostavimo da kontura C definisana sa R ima grane fi, f5, ..., fs redom.
Pomnozimo kolonu matrice M,[S] (indeksiranu sa f;) sa 1, ako u obilasku C predemo f; u pravcu
njegove strelice, u suprotnom pomnozimo kolonu sa -1. Zatim saberemo ove modifikovane kolone.

Na ovaj nacin se dobija 0 kolona, $to implicira da je det(M,[S]) = 0.

Sada pretpostavimo da je S skup grana razapinjuceg stabla T. Neka je e grana stabla T koja je
povezana sa v, (¢vor koji indeksira poslednju vrstu matrice M, tj. red koji je sklonjen kako bi se
dobila matrica M,). Kolona M,[S] indeksirana sa e sadrzi ta¢no jedan nenula ¢lan, $to je +1.
Uklanjanjem vrste i kolone iz (matrice M,[S]) koji sadrze nenula ¢lan kolone e, dobija se matrica
Mg dimenzije (p — 2) X (p — 2). Napomenimo da je det(M,[S]) = +det(M;). Neka je T' stablo
dobijeno iz T kontrahovanjem grane e u jedan ¢vor (tako da su v, i preostali ¢vor grane e spojeni

u jedan ¢vor u). Tada je M| matrica dobijena iz incidentne matrice M(T") uklanjanjem vrste
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indeksiranog sa u. Stoga, indukcijom po broju ¢vorova p (slu¢aj p = 1 je trivijalan) dobijamo da

je detM|) = +1.Prematome, det(M,[S]) = %1 §to je i trebalo dokazati.

Sada su pokazane sve relevantne teoreme za dokaz glavnog rezultata. Podsetimo se, t(G) oznacava

broj razapinjucih stabala grafa G.

Teorema 3.2.1.2. (Teorema o matricama i stablima). Neka je G kona¢an povezan graf bez petlji,
sa Laplasovom matricom L = L(G). Sa L, ozna¢imo Laplasovu matricu L bez poslednje vrste i

bez poslednje kolone (ili opstije bez i —te vrste i i —te kolone, za bilo koje i). Tada:
det(Ly) = t(G).
Drugim re¢ima, broj razapinjuéih stabala t(G) grafa G jednak je bilo kom kofaktoru matrice L.

Dokaz. S obzirom da prema lemi 3.2.1.1. vazi L = MM?, odmah sledi da je L, = MyM¢§. Otuda

prema Bine-Kosijevoj teoremi imamo da je:

det(Lo) = ) (det(Mo[SD)(det(MS[SD),

S

gde je S raspon svih podskupova od {1,2, ..., q} sa (p — 1) elemenata (5to je ekvivalentno sa: svi
podskupovi skupa grana grafa G sa (p — 1) elemenata). S obzirom da vazi A'[S] = A[S]¢,

prethodna jednacina ima sledeci oblik:
2
det(Ly) = Z(det(Mo[S])) .
S

Prema lemi 3.2.1.2., det(M,[S]) = +1 ako S formira skup grana razapinjuceg stabla grafa G, u
suprotnom vazi det(M,[S]) = 0. Zbog toga, svaki izraz indeksiran sa S u sumi na desnoj strani je
1 ako S formira skup grana razapinjuceg stabla grafa G, u suprotnom je jednak 0. Dakle, zbir je
jednak t(G) sto je i trebalo dokazati.

Zadatak 3.2.1.2. Na¢i broj razapinjucih stabala u potpunom bipartitnom grafu K ,,.

Resenje. Neka su prvih n ¢vorova stepena 2 i poslednja dva ¢vora stepena n. Tada imamo da su

matrica susedstva i Laplasova matrica ovog grafa jednake:
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0 0 01 1 2 0 0 -1 -1
0 0 01 1 0 2 0 -1 -1
4=10 o o1 1] ¥T| o o 2 -1 -1
11 100 1 -1 1 n 0
11 1.0 0 1 -1 1 0 n

U Teoremi o matricama i stablima odredi¢emo kofaktor L, 4, (neka u L poslednje dve vrste i

poslednje dve kolone odgovaraju ¢vorovima a i b). Tada je:

2 0 0 0 -1
0 2 0 0 -1
0 0 2 0 -1
t(Kz,n) = Ln+2,n+2 = (_1)n+2+n+2 : : : : : !
0 0 0 2 -1
-1 -1 -1 e =1 n

gde je determinanta reda (n + 1), tj. t(K,) = Dpy1. Ako determinantu ovog oblika (sa n na
poslednjem mestu), dimenzija m X m razvijemo po prvoj koloni, a zatim po prvoj vrsti dobijamo

rekurentnu jednacinu:
Dy, = 2Dpy_q — 2™M72,

uz podetni uslov D, = 2n — 1. Njeno reSenje je D,,, = 2™ 2(2n + 1 — m). Kada ovde uvrstimo

m = n + 1 dobijamo da je broj razapinjucih stabala jednak:
t(Kyn) = Dpyy = 2" 1,
Teorema 3.2.1.3.

a) Neka je G povezan graf sa p ¢vorova. Pretpostavimo da su karakteristi¢ni koreni matrice L(G)

upravo py, fy, ..., hp—1, Hp, gde je u, = 0. Tada vazi:

1
t(G) = o Hak2  Hp-1:

b) Pretpostavimo da je G takode regularan stepena d i da su karakteristi¢ni koreni matrice A(G)

upravo Ay, 4, ..., Ap_1, 1,, gde je 4, = d. Tada vazi:

1
t(G) = 5(d —2)(d = 25) -+ (d — 2p—y).
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Pre nego $to se uputstimo u dokaz ove teoreme, neophodno je da havedemo pomoc¢nu lemu koju
¢emo koristiti u ovom dokazu.

Lema 3.2.1.3. Neka je matrica M dimenzije p X p takva da je suma elemenata u svakom redu i
koloni jednaka 0. Neka je M, matrica dobijena uklanjanjem poslednje vrste i poslednje kolone iz
matrice M (ili opstije, uklanjanjem bilo koje vrste i bilo koje kolone). Tada je koeficijent uz x u

karakteristi¢cnom polinomu det(M — xI) matrice M jednak —p - det(M,).
Fokus je na dokazu Teoreme 3.2.1.3.. Dokaz leme 3.2.1.3. se moZe nacéi u [5].
Dokaz.
a) Vazi:
det(L —xI) = (g — %) -+ (p—1 — %) (p — x) = =(uy = ) (uz — %) -+ (-1 — x)x.

Dakle, koeficijent uz x je —uyp; ... up—1. Prema pomocnoj lemi 3.2.1.3. znamo da vazi da je
—Uilly - Up—q = —p - det(Ly). Prema teoremi o matricama i stablima znamo da je

det(Ly) = t(G), ¢ime je teorema dokazana.

b) Sledi direktno iz tvrdenja pod a) i leme 3.2.1.1.

Primer 3.2.1.1. Neka je G = K,,, kompletan graf sa p ¢vorova. K, je regularan stepena
d = p — 1, i karakteristi¢ni koreni matrice A(K,) su-1(p — 1 puta) ip — 1 = d. Stoga, iz teoreme
3.2.1.3. sledi:

{0) = (- D - D) =2

Primer 3.2.1.1. jeste u sustini Kejlijeva teorema koja je data u narednom poglavlju rada.
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3.2.2. Kejlijeva teorema

Teorema 3.2.1.1. Kejlijeva teorema. Broj razapinjucih stabala kompletnog grafa K,,, za n € N,

jednak je n™2.

Postoje brojni dokazi ove teoreme, medutim, u radu ¢emo prikazati onaj u kome se koristi Teorema

0 matricama i stablima.

Dokaz. Na osnovu Teoreme o matricama i stablima imamo da je broj razapinjuéih stabala jednak

slede¢oj determinanti reda n — 1:

n—1 -1 -1 -1
-1 n-1 -1 -1
th=1 —1 -1 n-1 -1
-1 -1 -1 n—1

Ako prvoj vrsti dodamo preostale vrste dobijamo vrstu sa svim elementima 1. Zatim tu vrstu

dodamo svim ostalim i dobijamo:

1 1 1 1
0 n 0 0

t,=[0 0 n 0 [=n"7?
0 0 O n

Teorema 3.2.1.2. Neka su vy, vy, ..., 1, dati ¢vorovi i dy, d, ..., d,, dati brojevi tako da je:

dl:2n—2

n
i=1
Tada je broj stabala sa skupom ¢évorova {vy,v,,...,1,}, takvih da ¢vor v; ima stepen d;,

i=12,..,n, jednak:

(n—2)!
(dy —D!'(d, — D! (d,, — DV
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Dokaz. Ova teorema se dokazuje matemati¢ckom indukcijom po n. Za n = 1,2 tvrdenje je tacno.
Pretpostavimo da je n > 2. S obzirom da vazi da je Y[, d; = 2n — 2 < 2n, postoji i tako da je
d; = 1. Bez gubitka opstosti, pretpostavimo da je d, = 1. Neka je T skup svih stabala sa
¢vorovima {vy, v,, ..., U, } takvih da svaki ¢vor v; ima stepen d;,i = 1,2, ...,n. Podelimo stabla iz
TUun—1grupa, tj. 74,7y, ..., Ty—1. SKUp 7; sadrzi stabla u kojima je ¢vor v, susedan sa ¢vorom
v;. Ako uzmemo stablo iz 7; i obriSemo ¢vor v, dobijamo stablo sa ¢vorovima {vy, v,, ..., Vp_1}
takvih da je stepen v; jednak d; za i # j, dok je stepen v; jednak d; — 1. Na ovaj nacin dobijamo
bijekciju izmedu skupa 7; i skupa 7; svih stabala sa ¢vorovima {vy, v,, ..., V1 } Sa nizom stepena
dq,dy, .., dj_q,dj — 1,dj44, ..., dy_q (uzimajuci u obzir da razlicita stabla iz 7; daju razliCita stabla
iz 7;, a iz svakog stabla iz T; mozemo da dobijemo stablo iz 7; dodavanjem ¢vora v, i njegovim

spajanjem sa ¢vorom v;). Dakle, po induktivnoj predpostavci imamo da je:

=1l - —
GI=1Y S d =D (ding = 1) (d = 2) (dje — 1) e (dypey — 1)
(n—3)!(d; — 1)

T @D dy =D (dy =D

Ova formula vazi i kada je d; = 1. Ona tada daje 0, $to se slaze sa ¢injenicom da ne postoji stablo

sa stepenom d; — 1 = 0 ¢vora v;. Sada je ukupan broj stabala u 7 jednak:

n-1 n-1
3 B (n—-3)(d; —1)
Il = ;lrfl - ; (d— D' (dy — D! (dyyy — D!

= (n—3)!
- ;(df_l) (d— D! (dy =D v (dyy — D!

B (n—2)(n—-3)!
(A =D'(dy =D (dyey — DY

Kako vazi da je d,, = 1, razlomak moZzemo da prosirimo sa (d,, — 1)! = 0! = 1, ¢ime smo

pokazali tvrdenje.
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Posledica 3.2.1.1. Broj stabala sa skupom ¢vorova {vy, v, ..., U, } takvih da ¢vor v, ima stepen k

jednak je:

(R

Dokaz.

Z (k —1, dzn—_l,z...,dn - 1) ~ (k- 1;1(; i);c — 1)!2 <d2 —n;k_dnl— 1)

(Y

gde sume idu po svim d,,ds, ..., d, € N (to su stepeni ¢vorova v,, Vs, ..., v, U tim stablima) za

kojevazid, +dz + - +d, =2n—k — 2.

3.2.3. Druga vazna tvrdenja

Pored Teoreme o matricama i stablima i Kejlijeve teoreme, postoji nekoliko tvrdenja koja
mogu da se koriste kako bi se odredio broj razapinjucih stabala. U prvoj takvoj teoremi pojavljuje
se Laplasova matrica reda n (u prethodnim poglavljima videli smo da je L = D — A), kao i matrica
J koja ima sve elemente jednake 1 i isto je reda n. Za potpun graf K,, imamodajeA=J —1,ida

je D=(n—1)I,paje L =nl—],pri ¢emu je I jedini¢na matrica reda n.

Teorema 3.2.3.1. Broj razapinjucih stabala grafa G je:
1
t(G) = ﬁdet(] +L).

Dokaz. Kako je J2 =nJ i JL = 0 (vazi i L] = 0) imamo sledec¢u jednakost:

mI-DJ+L)=n]—J?+nL—]JL=nlL.
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Sada je neophodno odrediti adjungovane matrice leve i desne strane prethodne jednakosti. U

nastavku sa leve strane su prikazani koraci, dok su sa desne strane prikazane tvrdnje koriS¢ene u

koracima.
Rezultati linearne algebre vezane za
adjungovane matrice:
adj(J + L) - adj(nl —J) = adj(nL) adj(nL) = n"tadj(L)
M-adj(M) =M -det(M)M~?
= det(M)I

Kejlijeva teorema:
adj(L) = adj(nl —]) =n""?%J
Teorema o matricama i stablima:
adj(L) = t(G)]

adj(J + L) -n"2] =n""tadj(L)

adj(J + L)] = nt(G)J

(J+L)adj(J+L)] =J+L)nt(G)] Mnozenje obe strane sa (J + L)
J + L)det(J + L)(J + L)Y = nt(G)(J2 + L)) adj(M) = det(M)M™
det(J + L)] = nt(G)(J?> +0) L] =0
det(J + L)] = nt(G)nJ J?=nJ

Iz poslednje matri¢ne jednakosti dobijamo da je det(J + L) = n?t(G), ¢ime smo pokazali

teoremu.
Teorema 3.2.3.2. Za kompleksnost grafa vazi:
t(G) =t(G—e)+t(G-e),

gde G — e predstavlja graf koji se dobija izbacivanjem grane e, a G - e predstavlja graf koji se
dobija od grafa G uklanjanjem grane e = {u, v} i identifikovanjem njenih krajeva u i v (tj.
spajanjem krajeva grane e u jedan novi ¢vor koji je incidentan sa svim granama koje su bile

incidentne sa u i v). Graf G - e se naziva kontrakcija grafa G u odnosu na granu e.

Dokaz. Svakom razapinju¢em grafu G koje ne sadrzi granu e odgovara razapinjuce stablo u G —

e. Svakom razapinju¢em stablu u G koje sadrzi granu e odgovara razapinjuce stablou G - e.
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Broj razapinjujucih stabala u grafu
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