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1 YBOJ

Inasa 1

1 VBon

W3paz inodanToBa jeqraunHa q07a3u O] IPEBHOT IpUKor MaTemarndapa Jnodanra n3 Anekcanapuje,
KOjH je ’KHMBEO TOKOM Tpeher Beka HOBE epe M Koju je 0o ayTop cepuje Kibura HazBanux Arithmetica.
MHore o1 TUX KIbUTa Cy H3ry0JbeHe TOKOM BpeMEHa, a MPeocTajie Cy NpeBe/ieHe Ha JJATUHCKH je3UK
TOKOM 17. Beka ¥ TocTalie Cy W3BOp MHCITUpAIlHje 32 MaTeMaTtuiape Tor BpemeHa. Tokom nmocnenmux 300
roauHa, [lnodanrose jeaHaunHe cy Ouiie BeoMa BakaH M BPJIO aKTHBaH AWO YHCTe MaTeMaTuke. Jla
OrcMo yKpaTKo 00jacHWIH ofakiie nonasu (acruuHupaHocT J(nodaHTOBUM jefTHAYMHAMA MOYKEMO
CIIOMEHYTH ciefiehe Tauke:

®  HEKOJIMKO JIeJIOBa MOJIEpHE MaTeMaTuke (Kao mTo cy: anredpa, Teopuja Opojesa, anredapcka
TeOMeTpHja) pa3BHjeHH Cy y BEITHKO] MepH Kako Ou ce peurie J(nodaHToBe jenHaunHe, a T3]
yTHIIA] TPaje U JIaH JIaHac;

e JlnodaHTOBE jefHaYNHE MIPYXKajy TOCEOHO jeTHOCTaBaH HAYMH MOCTaBJbamkha TEIIKUX U
3aHMMJBMBHX MaTeMaTHYKHUX IpodIeMa.

[oxacerumo ce, Juoghanmosa jeonauuna je jeqHadunHa o0JIMKa:

fxy, %) =0, (1.0.1)

rae je f TOJMHOM OJ N TPOMEHJBHUBUX Xq,...,Xp, H N = 2. AKo je f TOJUHOM ca LEJI00pojHUM
koeduijentuma tanaa ce (1.0.1) Hasusa areebapcka Juogpanmosa jeonawuna.

n-topka (x;°,...,x,°%) € Z" koja 3amosossasa ycnos (1.0.1) ce HaszuBa pewerem jemnaumue (1.0.1).
JeqHAaUMHA KOja MMa jeJIHO MIIM BUIIE PEllierha Ce HA3HBA PeluliBoM.

Kana cy y nuramwy JlnodaHnToBe jenHaunHe OCTaBIbajy C€ TP OCHOBHA MTUTAbA!

1. Jla num je jenHauywHa pemuBa?
2. YKOJHKO je jenHaunHa PelrBa, J1a JIM IMa KOHAYHO WJIM OECKOHAYHO MHOTO pelermha?
3. Axo je pelrBa, Koja Cy BbeHa pelicmha.

PemmBoct J/InodaHToBe jenHaunHE:

aX?+bY?+cZ?2=0 (1.0.2)

WCTPaXUBAIN Cy CBH Bemku MareMatudapu, ox Ojnepa o ['ayca. OBae npernocraBibamo nacy a, b u ¢
HeHyna 1ienu OpojeBu. Ojnep je mpoHamrao nmotpedHe yciaoBe Ja OM jeqHauMHA MMalla HEeTPUBHjaTHA
pelema y CKyIy [eiux 0pojesa, a To Cy:



1 YBOJ

(1) a, b ¥ ¢ HUCY UCTOT 3HaKa U
(i) —ab je KBapaTHU OCTaTaK 110 MOy |c|, —bc je KBagpaTHH ocTaTak mo Moayiy |al u,—ca
je KBaJ[paTHHU OCTaTaK 110 MOyJy |b|

Jlarpamx je mpoyd4aBao CIenujanad ciy4aj, kafa je a = 1, u mokazao aa Jlnodanrtosa jenunaunna (1.0.2)
uMa perierbe akko ¢y OjepoBH yCIOBH 3370BOJHEHH JIOK j& MIau MaTeMaTHuap ['ayc y Bberoroj Kibu3u:
Disquisitiones Arithmeticae noka3ao 1a jeiHaYMHA UMa PEIICHE Ha OCHOBY FETOBE TCOPHjE O TEPHAPHUM
KBaJpaTHUM (opMama.

Benukn nemaukn matematnyap XuibepT je Ha MeljyHapoHOM MateMaTrdkoM KoHrpecy y [lapusy 1900.
roguHe Gopmynrcao 23 nmpobiieMa 4uje je pellaBame 3Ha4ajHO JOTPUHEINIO Pa3B0Ojy MaTEMaTHUKHUX HAyKa
y TponuIoM BeKy. JemaH o Tix mpobiema je Tako3BaHu 10. XunbepToB mpobieM — mpobiaeM pentmBOCTH
HuodanToBux jenHaunHa: "3a naty JnopaHToBy jeqHauYMHY ca OUI0 KOjUM OpOjeM HETO3HATHX BEINYMHA
U ca 1uenoOpojHIM KO(UIMjeHTHMa U3MUCIIUTH MOCTYIaK KOJUM C€ MOKE OJUTYYUTH JIa JIU Ta jeJHaYNHA
“Ma WM Hema 1enodpojaux pemrema’. Jypuj B. Marujamesnd je 1970. roguae moka3ao a HE TOCTOjU
aJIropuTaM Koju Ou 3a cBaky J{nogaHTOBY jeqHAYMHY OATYYHBAO Ja JH OHA MMa peliea: Ha Taj HAuuH je
HeratuBHO petreH 10. Xunbepros npobnem u3 1900. rogune.

XenmyT Xace je mpeacTaBuo cBoje pemiewe jennaune (1.0.2) 1920. roaute 6asupaHO Ha MPETXOTHOM
paxy MuHKOBCKOT 1 OHITO je popMyIricaHO Ha BeoMa eleraHTaH HaunH Kopructehu u P-ancke OpojeBe Koje
je neduHrCcao XeHcen HEKOIHMKO JICIICHH]a paHHje.

XaceoB OKATHO-TII00ATHH TPUHIIUT, TIO3HATH]H U Ka0 XaceoB MPHUHIIMII, je OCHOBHHU UJICJHUA IPUHITUT Y
teopuju Jlnodanrosux jenHaunHa. Kimacuuno je hoopMynncaH u qokas3aH 3a KBajapatHe ¢popme Haj Z, ca

MPOM3BOJEHUM OpOjeM POMEHJBHBHX: KBapaTHA jeIHAaYNHA MMa HETPUBHjaJTHO MII00AITHO pelieme (Ha

7)) aKKO MMa HETPUBHjAIHO JIOKAHO pellerbe Hajl R 1 nMa pemerse mo Moayty p* 3a caku mpoct 6poj p
u k > 1. OBaj npuHLIMT J1aje KOHLENTYAIHO pa3yMeBame CKyna pewema JnodanTose jeqHaunHe.

MebhyTtum, Beh 3a kyOHe jeHaunHe, 0Baj IPUHIIMIT BUIIE HE BaYKH Yy ONIITEM city4ajy. UyBeH je
Cenmepos kouTpanpumep 3X> + 4Y3 + 573 = 0. Opa kyOHa je/lHaYMHa UMa CBY/1a HETPHBH]aIHO
JIOKAJIHO pelIere, aJli HeMa HeTpUBHjalHo pemene Hax Q. Llnsbs u 3amaTtak oBor MacTep paja je za ce
MPOYyYH BaXKeHe XaceoBOT MPHUHIIMIIA 33 CHCTEM KBapaTHHUX jeJHAYMHA 00JIMKa

alU? +bV? + cW? = dZ?, Uw =y?

U J1a ce 1001jy KOHTpanprMepH KopuihemeM ITO eJIeMEHTAPHUjUX TEXHHUKA: elIeMEHTapHE TeOpHje
Opojesa u anredpe. OBH KOHTpaIIpUMEPH Y MOAEPHO] TEPMUHOJIOTHjU OATOBAPajy HETPUBH])ATHUM
enementuma Tejt-1lladapeBnyeBux rpymna opel)eHIX eTUNTUIKHX KPUBHX.

Hckopuctuna 6ux MpUIKKY J1a ce 3aXBajMM CBOM MEHTOPY Ha MOAPIILH, CyrecTijaMma U moMohu
MIPWIMKOM H3pajie OBOT pajia. Takole, xkeinnM a ce 3aXBaiM WIAHOBUMA KOMHCH]jE KOjU Cy CBOJHM
cyrectdjama JOTPUHEIH HerOBOM (PHMHAITHOM yOOIHYaBamy.

Topuya Boocuh



Il AEOUHUIIUIJE, OCHOBHHU NIOJMOBH U TBPBHEIA

I masa 2

2 Jedunuiiuje, OCHOBHU MOJMOBH U TBpheHma

OBze ce ymo3HajeMo ca OCHOBHAM NOjMOBHMA Koje heMO KOpUCTHUTH y JajbeM panay.

[Mocmarpajmo cenehy JJuogpanmosy jeonauuny:

rae je F(Xyq,..... Xm) € Z[Xq, ..., X;n ] XOMOrenu nosmHOM crerena d. m-topka (a4, .. ... a,,) Koja
3amoBoJbaBa ycios (2.0.1) Ha3uBa ce peutervem jeTHAUNHE.

Hepunuuuja 2.0.1 m-mopra (a4,..... ) € L™ ce nazusa mpusujarnum peutersem jeonadure ako Vi,
a; = 0. Camum mum, m-mopka (ay,..... Q) Ce HA3UBA HEMPUBUJATHUM PeulereM jeOHauuHe aKo je oap
jeoan 00 a; # 0.

Hepunuuuja 2.0.2 m-mopra (a,..... ) € L™ ce Hazusa NPUMUMUBHUM peulerbeM JeOHa4UUHe aKo 3d
ceaxu npocm bpoj P nocmoju a; Koje Huje oenmuso ca .

2.1 Konrpyeniiyje u KBagpaTHU OCTaIU

Medununuja 2.1.1 3a yene bpojese a u b xoju npu dewerwy ca m #+ 0 dajy ucme ocmamxke (mj. ako yeo
opoj m # 0 denu a — b) xasxce ce oa cy kouepyenmuu no mooyry m. Cumbonuuxu ce mo nuuie

a = b (mod m). Axo m # 0 ne deau a — b xadxce ce 0a a Huje KoHepyeHmno b no modyny m u nuwe ce
a £ b (mod m).

Ogy HoTanujy je yBeo ['ayc y kwu3u "Disquisitiones arithmeticae®, xoja je ouna o6jaBsbera 1801.roaune,
kana je ['aycy 6miio cera 24 roause.

Hepunnnuja 2.1.2 Illomnyn cucmem ocmamaka no mooyry m (m = 2) je ceaxu ckyn A maxas oa 3a
ceaxo y € 7 nocmoju mauno jedan x € A makaes da je y = x (mod m).

Cseden cucmem ocmamaxa no Mooyiy m je ceaxu ckyn A uuju cy ceu eremenmu y3ajamuo npocmu ca m,
u maxas 0a, 3a ceako y € Z Koje je y3ajamHo npocmo ca m, nOCmoju ma4Ho jeono x € A maxaso 0a je
y = x (mod m).

Teopema 2.1.3 (/lupuxenoBa TeopeMa) Hexa cy a u m y3ajamHo npocmu no3umueHU yeau Opojesu.
Taoa nocmoju 6ecKOHAYHO MHO20 HPOCMUX OPOjea Koju cy KOHepYyeHmHU a no Mooyay m. [pyaum
peuuma, ceaxka Kaaca ocmamaxa no Mooyiy m Koja ce cacmoju 00 6pojeea y3ajamHo npocmux ca m
caoparcu 6eCKOHAUYHO MHO20 NPOCmux bpojesa.

Mponozunmja 2.1.4 Hexa cy a, b, c, d yenu 6pojesu.

1) Axo jea = b (mod m) u c = d (mod m), madajeua+ c = b + d (mod m),
a—c=b—d(modm), ac = bd (mod m).

3



Il AEOUHUIIUIJE, OCHOBHHU NIOJMOBH U TBPBHEIA

2) Axojea =b (mod m)ud | m mada a = b (mod d).
3) Ako je a = b (mod m), maoa je ac = bc (mod mc) 3a ceax0 ¢ # 0.

Joxka3: (1) Hekajea —b =mkuc—d =ml.
Tagaje(a+c)—(b+d)=mk+Du(a—c)—(b—d)=m(k—1),najea+c=>b+d (modm)
na—c=b—d(modm).

36or ac — bd = a(c — d) + d(a — b) = m(al + dk) cnenu na je ac = bd (mod m).

(2) Hekajem = de. Tanauz a —b = mk,cnemu najea — b = d - (ek), naje a = b (mod d).

(3) Uz a — b = mk cnenu na je ac — bc = (mc) - k, na je ac = bc (mod mc). m

Mponozunmja 2.1.5 Heka je f nonunom ca yerobpojuum xoeguyujenmuma. Axo je a = b (mod m),
onoajeu f(a) = f(b) (mod m).

Jlokas: Heka je f(x) = cpx™ + cpoqx™ 1+ -+ ¢, me Vi = 0, ..., 1, ¢; € Z. U3 a = b (mod m),
y3aCcTOITHOM IpuMeHoM npornosunyje 2.1.4 (1), mobujamo na je

a? = b? (mod m), a® = b3 (mod m), ... a® = b™ (mod m). Tazna je u c;a’ = ¢;b' (mod m), na je n
Cna™ + cp_1a™ o+ g S b+ o B+ -+ o (mod m). O
Iponozunuja 2.1.6 ax = ay (mod m) axxo x =y (mod %). Cneyujanno, axo je ax = ay (mod m)
u (a,m) =1, onoa je x =y (mod m). i
Iponosunmja 2.1.7 Heka je {x4, ..., X, } nOmnynu cucmem ocmamaxa no mooyay m.

a) Taoa je 3a céaxo a € L u {a + x4, ..., @ + X, } nomnynu cucmem ocmamaxa no mooyny m.
b) Axo jeu NZD (a,m) = 1. Taoa je u {ax;, ..., AXy, } nOMmnyHu cucmem ocmamaxa no Mooyiy m.o

IMpono3unmja 2.1.8 Heka je {xy, ..., X, } c6e0en cucmem ocmamarxa no mooyry mu NZD (a,m) = 1.
Taoa je u{axy, ..., ax;y, } cgeden cucmem ocmamaxa no Mooyy m. i

Medpununuja 2.1.9 Ojneposa ¢pyuryuja je pynxyuja @: N = N oegpunucana ca
pn) =|m € {1,2,..n}: (m,n) = 1| (6poj npupoonux bpojeea < n koju cy ysajamno npocmu ca n).

IMpumep 2.1.10 p(5) = 4,¢(6) =2, (1) = 1.

OjnepoBa (yHKIHja je MyITHIUIMKATHBHA, Tj. Baxu @ (mn) = ¢(m)p(n) ako je (m,n) = 1.
Axo je p ipoct 6poj Tana je ¢(p) = p — 1. JlonatHo, ako je jen = pflpgz p,‘:", 3a rmpoct Opoj p oHIa

jepn) = n(l - pil) (1 - p—t) (1= i).
Tpumep 2.1.11 ¢(120) = (23 - 3 - 5) = 120 (1 - %) (1 - §) (1 - %) =32

Teopema 2.1.12 (OjnepoBa Teopema) Axo 3a npupodue bpojegse a u m eadicu oa je (a,m) = 1, mada je
a®?™ =1 (mod m).

Jlokas: Ako je S = {1y, Ty ...,Tp(m)} CBEJIEH CHCTEM OCTaTaKa 110 MOJyJly M, U ako Baxwu 1a je (a,m) = 1

tana u3 [Iponosunuje 2.1.8 cnequ najeu R ={a-r,a-r, ...,a- r(p(m)} Takole CBeICH CUCTEM

4



Il AEOUHUIIUIJE, OCHOBHHU NIOJMOBH U TBPBHEIA

ocTaTaka 1o MOAYJy M Ta 3aKJby4yjeMo Jia je ]_[;.péT)(arj) = ]'[;i(;n ) r; (mod m), omHOCHO

a®m Hj.ofln) T = H?ﬂn) 1; (mod m). Kako je (r;, m) = 1, npumenom IIponosunuje 2.1.6 nodujamo

a®™ =1 (mod m). O

Teopema 2.1.13 (Mmana depmaoBa Teopema) Axo 3a npupooarn 6poj a u npocm 6poj p saxcup t a,
maoa je aP~! = 1 (mod p). O

Mana ®epmaoBa TeopemMa HaJIa3M MPAKTUYHY IPHMEHY y padyHapCTBY: 3a MoTpede Koanupama IOTpeOHO
j€ OIIpeTUTH BEJTUKE MpocTe OpojeBe (KJIAaCHYHU HAYMH 332 YCTAHOBJABAHE CJI0KEHOCTH HEKOT Opoja 1 je
EpaTtocTeHoBO cuTO, 0THOCHO MOTPEOHO j€ UCIIUTATH Ja JIH j& JISJbUB Ca HEKUM MPOCTHM OpOjeM MambiM
YIUTH jeTHAKMM O /N , QJIH Taj TIOCTYTIAK TPakk BEOMa MHOTO BPEMEHa) M Tajla aKo HaM HEKH
"mceymomnpoct” Opoj aa pesyarar maine PepMaoBe TeopeMe 3a HEKOIHKO (1ITo BuIle TO OoJbe - Beha je
BepoBaTHOha 11a je Taj Opoj 3aucTa MPOCT) PazInIUTHX BPEAHOCTH @ OHJIA TA MOXKEMO CMaTpaTH Kao
TIPOCT 3a reHeprcame Hekor koa.?!

MehyTtum, 0BO HHje IOTIIYHO Ta4HO jep MmocToje Ha nmpumep Kapmajkiosu Opojesu Koju HUCY CBU MPOCTH
a rpoJia3e OBaKaB TECT.

[Tjep ne depma HUje ma0 TOKA3 OBE TEOPEME, ITPBH KOjHU j& TO YIHHHO OMO je HEMadyKu MaTeMaTudap
Totdpua Jlajonun, y pykonucy 06e3 natyma, anu je cam JlajOHHI HarMcao mopes Aa je 3Hao J0Ka3 mpe
1683. ronune.

Teopema 2.1.14 (JlarpanxkoBa Teopema) Hexa je p npocm 6poj u p t a, u Hexa je
f(x) = apx™ + ap_1x™ 1 + -+ ayx + ag damu norunom ca yenrobpojuum xoepuyujenmuma. Tada
xouepyenyuja f(x) = 0 (mod p) uma najeuwe n peuterna no Mooy p. m

Mocaenuna 2.1.15 Heka je p npocm 6poj u nexa je f(x) = apx™ + ap_1x™ 1 + -+ a;x + ay damu
noauHoM ca yenobpojuum koeuyujenmuma. Axo kouepyenyuja f(x) = 0 (mod p) uma euuie 00 n
peuterba no MOOyry P, oHOa je ceaku Koeguyujenm noaunoma f(x) oemus ca p. i

BuiconoBa Teopema je jeHa o Mo3HATHUX TeopeMa y Teopuju OpojeBa. OBy TeopeMy je OTKPHO aparcku
maremaruyap M6 an Xajram (Ibn al-Haitam) jomr y 10. Beky, 10k jy je Enapa Bapunr o6jasuo y 18.
Beky 0e3 nokasa, npunucyjyhu orkpuhie ceom yuenuky [lony Buscony. Jlarpanx je 1771. ronune npsu
JI0Ka3a0 OBY TEOPEMY.

Teopema 2.1.16 (Buiconora Teopema) Axo je p npocm 6poj, maoa je

(p — D!'=—1 (mod p)

Hoxkaz: 3ap = 2 u p = 3 KOHrpyeHuuja ounrieqHo Baxu. [IpernoctaBumo na je p = 5. ['pynummmo
wiaHoBe ckyna {2, 3, ...,p — 2} y mapose (i, j) ca cBojctBoM i - j = 1 (mod p). Ouurnenso je i # j jep
6u unave 6poj (i — 1)(i + 1) 6uo nespuB ca p a 1o je Hemoryhe 30or 0 <i—1 < i+ 1 < p. Haraj

. -3 . -3 . .
Ha4YMH J00HjaMO pT MapoBa M aKo MMOMHOXKHMO OJIrOBapajyhux pT KOHTPYEHIIHja, J00HjaMo

2:3-..-(p—2)=1(modp),maje(p — DN!'=1-1-(p—1) = -1 (mod p). m

CucTeM o1 IBe WM BHUIIIE KOHTPYEHI[Mja HE MOpa Jla MMa pellieka, MpeMia CBaka rmojeIuHauHa
KOHIPYEHIIM]ja UMa pellieha. PelinMo He OCTOjH X KOje HCTOBPEMEHO 33/10BojbaBa X = 1 (mod 2) u

5



Il AEOUHUIIUIJE, OCHOBHHU NIOJMOBH U TBPBHEIA

x = 0 (mod 4), mazia cBaka o]l I0jeIMHAYHUX KOHTPYEHIIMja MMa peliera. Pasior Tome je mto Moaynu
KOHrpyeHuuja 2 u 4 Hucy y3ajamuo npoctu. Cneneha Teopema, mo3nara y nurepatrypu kao Kunecka
meopema 0 ocmayuma naje yciaoBe Mojl KOjuMa BHIIe JMHEapHIX KOHTPYEHIHja NMa 3aj€JHIYKO PEelIeHhe
aKo Cy MOJY/IM KOHTPYEHIM]ja y3ajaMHO IIPOCTU y MapoBuMa. Majia je IpBo OMILTE pellieHe 3a mpodiieme
osor tuma jgao Ojnep, cneneha Teopema ce Ha3MBa KHHECKOM jep je kuHecku maremaruyap CyH-Ly (Sun
Tzu, mo3naruju ¥ kao Sun Zi) y Tpehem Beky pemimo 3a1aTak Koju ce CBOJIU Ha HAJIAKEHE 1IeInX OpojeBa
X KOjU TIpH JieJberby ca 3, 5 u 7 aajy peaom octatke 2, 3 u 2,12

Teopema 2.1.17 (Kunecka Teopema o ocranmuma) Hexa cy mq, ms, ..., M, npupooHu dpojesu Koju
3adosomasajy (my, m;) = 13a i +# j, u nexa cy by, by, ..., by npoussownu yeau opojesu. Taoa cucmem

KOHepYyeHyuja
x = by (mod m,)
x = b, (mod m,)
X = b, (.r.r.lod m,)
UMA MAYHO JeOHO peterse Xy O MOOYLY M = My * My * ... * M.
Iokas: Heka je m = mym, « ... m,., Te HeKa je n; = % 3ai=1,2,..r.Tagaje NZD(n;,m;) = 1, na

1
MOCTOjU 11€0 Opoj X; Takas aa je n;x; = b; (mod m;). [locmatpajmo cana 0poj X = nyxq + =+ + NpXp.
Buanmo na Baxn xg = 0 + -+ 0 + n;x; + 0 + -+ + 0 = b; (mod m;) na je x, penieme cucTema.
Axo cy X U Yy peliema ciucrema, Taga je x = y (mod m;) 3ai = 1,2,...7 jep cy m; y napoBuMa y3ajaMHO
MPOCTH, T1a je CaMUM THM U X = y (mod m). m

Baxu u cnenehe yomureme Teopeme 2.1.17.

Teopema 2.1.18 Hexa cy mq, m,, ..., m,. npupoonu 6pojesu Koju cy y3ajamHo npocmu y naposuma
((my,m;j) = 13ai # j)unexacy ay,0y, ...,ar u by, by, ..., b, yenu opojesu, maxeu da (a;, m;) = 1,

i =1,..r. Taoa cucmem xonepyenyuja

a;x = b; (mod my)
a,x = b, (mod m,)

a,x = b, (mod m,.)

UMA MAYHO JeOHO peuterse Xg N0 MOOYAY M = My * My + ... * M. i

Cana heMo HaBeCTH HEKOJIMKO OCHOBHHX Jie(HHUIIMja 1 TBp)EHa 3a KBaJIpaTHE OCTaTKe.

JNepununnja 2.1.19 Hexa je (a,m) = 1. Axo konepyenyuja x*> = a (mod m) uma pewera, onoa
Kascemo 0d je a K8aopamuu OCMamax no Mooyay m.

HMepunnuuja 2.1.20 (JIexxkanapos cum060a) Heka je p nenaparn npocm 6poj. Jleaxcandpoe cumbon (g) je

no deunuyuju:
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a 1 aKo je a KBaJ[paTHU OCTATaK 110 MOAYJY D,
(—) = { 0 akKo je a le/buBO ca p,
p —1 ako a Huje KBaJ[paTHU OCTATaK 110 MOAYJLY D.

Mpumep 2.1.21. Ioniro je 2 KBagpaTHU ocTaTak no Moayiy 7 (32 = 2), a 3 To nuje, uMamo (;) =1m

B

Ha ocnoBy ®epmaose Teopeme Baxu aP~1 = 1 (mod p), onakie cnemy u a

p-1
2 = +1 (mmod p).
[Ipeunsnuje, Baxxku cienehe TBpheme.

p—1
Teopema 2.1.22 (OjiepoB KpuTEpUjym) a z = (%) (mod p).
Jlokas: Ako je (g) = 0, oHJa p JeNu a, na je TBpheme OUUTIIeHO TaYHO.

Ako je (g) = 1, oHJa IOCTOjHU X, € Z, TAKBO Ja je Xo2 = a (mod p), na u3s Mane ®epmaose Teopeme

p-1
ciemiaajea z = x,Pl=1= (%) (mod p).

Hexka je cama (g) =—1.3acBakui € {1,..p — 1} onabGepumo j € {1,...p — 1} Takso 1a je

i-j = a (mod p) (oBo Baxu Ha ocHoBy [Topnosumuje 2.1.7 (b)). Kako korrpyennuja x? = a (mod p)

S -1 ..
HeMa pellietba, ciaean aa je i # j. lakie, ckyn {1, ...p — 1} ce MoXxe moeTuTH Ha pT naposa (i, ) 3a

. oo -1 .
Koje BakH i - j = a (mod p). MHOXemeM 0BUX pT KOHIpyeHLuja, Te kopuctehu BuiconoBy Teopemy
p—1

nodujamo a 2 = (p — 1)! = —1 (mod p). i
OcHoBHa cBojcTBa JIexkaHapoBor cuMboIia pe3uMupana cy y ciieiehioj TeopeMu.

Teopema 2.1.23 Hexa je p nenaparn npocm 6poj, u Heka cy a u b yeau bpojesu

(1) Ako je a = b (mod p), maoa je (g) = (s)
(i) (g) (g) = (af) (Jlearcanopos cumbon je Myrimuniukamuean)

Jlokas: (i) Ako je a = b (mod p), Tana je a®~1/2 = p®=1/2 (mod p), onake je

(a/p) = (b/p) (mod p). Apyrum peunma, p | (a/p) — (b/p). MehyTum, npumeTuMO J1a BasKu

|(a/p) — (b/p)| < 2,nam3p > 2 cnemn na je (a/p) = (b/p).

(ii) JIera u mecHa cTpaHa jeIHAKOCTH KOjy JOKa3yjeMO Cy KOHTPYEHTHE 110 MOAYJy p, Oyayhu ma cy, mo
neunnmmjn Jlexanaposor cumboia, ooe kourpyentre ca (ab)P~1V/2 = q®@-D/2p(P-1/2 Capa
3aKJbyYaK O jeJHAKOCTHU CJIECIU UCTO KA0 U y MPETXO/IHO] TAYKH. m

Teopema 2.1.24 (I'aycoB KBaipaTH! 3aKOH PeHUNIPONMTETA) Heka ¢y p u q pasiudumu HenapHu
p-1q-1

npocmu b6pojesu. Tada eadxcu: (S) (%) = (—1) 2 "z . /pyeum peuuma, axo cy p u q oba obnuxa 4k + 3

oHOa jeona 00 koupyenyuja x> = p (mod q), x? = q (mod p) uma pewersa, a Opyea nema. Axo bapem

7
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jeoawn 00 bpojesa p u q uma obaux 4k + 1, onda unu obe Konepyeryuje umajy peweroa uiu obe Hemajy
peuiera. m

2.2 ArmconyTHE BPEIHOCTH Ha MOJbHMMa p-aJCKuX OpojeBa

Hepununuja 2.2.1 Anconymna épeonocm na nowy K je npecmuxasamwe: |-|: K = Rsg, ca creoelium
ceojcmeuma:
Q) |x| = 0 axxo x = 0;

(i)  lxyl=Ix|-lylsaceex,y € K;
(iii) lx + y| < |x| + |y| 3a cée x,y € K.

AKO arnocoyyTHa BPEIHOCT JIOJATHO 3a/I0BOJbABA U YITPA-METPHUKY HEjeTHAKOCT:
|x + y| < max {|x], |y|}

Taja ce Ta arcoJiyTHa BPEJIHOCT Ha3MBa HEAPXHUME/ICKa arCoIyTHA BPEIHOCT, TOK CBE OHE KOje OBY
HEjEHAKOCT HE 3aJI0BOJbABA]y HA3MBAMO apXuMedCcKa ancoayTHA BPEIHOCT.

OcHOBHa TeopeMa apTHUMETHKE jecTe TBpheme 1a ce cBaku mpupoaaH 0poj Behu o 1 Moke mpukazatu
Kao npou3Bo/1 (MO3UTUBHHX) MPOCTUX OpOjeBa, U MPH TOME je Ta (hakTopu3alyja jeAMHCTBeHA 10 Ha
nopenak ¢axropa, Tj. 3a x € N, x > 1 Baxu cnenehe: x = u[], p"» = u2"23™5" .rneu € {—1,1} n

n, € Z 3a cBaku Npoct 6poj p, u ny, = 0 3a CKOpo CBAKo p.
HMedpunumnuja 2.2.2 Heka je p npocm 6poj. p-adcka eanyayuja je Qyukyuja:
v Q¥ > Z
x - vy(x) =n,

Koja Ham Oaje cmenen bpoja p y paxmopuszayuju Henyia payuonainoe opoja x. Axo je x = 0, maoa
Oegunuwemo oa je v,(0): = +oo.

p-aJCKy Bajyallnjy MOXeMo JeuHUCATH U Ha ciiefehin HauuH: ako je X HeHyJa palMoHalIHu Opoj, Taua
T . . .
X MOYKEMO 3aITUCaTH Kao: p" <+ TAC Cy 7' M S e OpojeBH KOjU HUCY JeJbuBH cap, 1 n € Z. Tana je

vp(x) =mn.
Tpuvep 2.2.3 v,(5/24) = =3, jepje — = 2732 = 27337151,

Jlema 2.2.4 3a ceaxo x,y € Q, p-aocka séanyayuja 3a0060ma6a credekie:

(1) vp(x) = 40 akko x = 0;
(i) vy (xy) = vp(x) + v, (¥);
(i)  vy(x +y) = min{v,(x),v,(¥)}.
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Jlokas: Ycnos (i) Ham 3ampaBo roBopu 1a je v, Xxomomophusam: Q* — Z.
Kako 6ucmo mokasanu na Baxku ycioB (iii) mpermoctaBumo naje x +y # 0 u x,y # 0 (ciny4aj kana je
x=0wmy = 0wmx +y = 0 je TpuBHjanan).
. T u .
Heka je x = p™ SHYy = p™ — TAC T, S, U, V HUCY JIC/bUBH Ca P, 11 je Uy, (x) =nuv,(y) = m. bes
r pm—n

N .
+ —u) = p”s—v r1e SV HUje

yMambeHha OIMIITOCTH MPETIOCTaBuMO faje n < m. Tagajex +y = p" (E -

JiebuBO ca p, anu N Moxke OUTH JIeJbHBO ca p T1a je vy (x + y) = n = min{n, m} = min {v,(x), v,(y)}.0

Medpununuja 2.2.5 Hexa je p npocm Opoj. p-adcka ancorymua 8pedHoCm payuoHaInoe opoja X je

degunucana ca |x|, = p~ ™ 3¢ x = 0 depunueno daje|0|, := 0.
[pono3unmja 2.2.6 p-adcka anconymua pedHOCH je HeapXumeoCcka ancorymua epedHocm Ha noasy Q.

Jokas: Heka cy x,y € Q. Ilpernoctasumo aa je x = 0. Taza je |0, = 0.

[IpernoctaBumo cana ga je x # 0.

Tanaje x|, = p‘”v(x). Kako je p # 0, |x[, # 0, ma cienu j1a p-ajicka anocayTHa BPeJHOCT 3a/10B0JbaBa
ycios (i) (Jedpunurmja 2.2.1).

ITposepasamo cana ycios (ii). (Tedunurmja 2.2.1)

Yxomuko je x = 0 wmm y = 0, ana je |xyl, = |x|,|ylp.

ITocmatpajmo cana cyuaj kanaje x # O uy # 0. Tana je

lxyl, = p U Y) g lxlplyl, = p~ @) = =M= () Ha ocrosy Jleme 2.2.4 (ii)

—vp(xy) = —vp(x) — v, (¥), na je |xyl, = |x|,|ylp, u p-ancka anocnyTHa BpeaHOCT 33/10B0/baBA YCIIOB
(ii). (dedunnmuja 2.2.1)

ITpoBepaBamo caza ycioB (iii) u ynrTpa-MeTpHIKy HEjeTHAKOCT.

VYxomuko jex +y =0, |x +y|, = 0. Tana je |x + y|, < max {|x|,, [yl,}.

[Tocmatpajmo cana cinydaj kaga je x +y # 0.

Be3 ymamema OMITOCTH NpeTHocTaBuMo 1a je |x|, = |yl,. Tana je |x[, # 0, ma je x # 0, na cnexu na je
vp(x) < vp(y). U3 nedununuje p-ajcke ancosyTHe BpeJHOCTH clelu ja je [x + y|, = p~ &) g

x|, = p~"»™). Ha ocuosy Jleme 2.2.4 (iii) ciemu na je vp(x +y) = min {v,(x), v, y)} = v, (x), na
cienn ga je p~r V) < () Expupanentso, |x + ylp < Ixl, = max{|x|,, |yl,}, na cienu na p-
aJIcKa aroCllyTHa BPEIHOCT 33/10BOJbaBa YJITPa-METPUUKY HEjEIHAKOCT, [la CAMUM THM 33/I0BOJbaBa U
ycnos (iii). (dedununmja 2.2.1). m

Hepunnuuja 2.2.7 3a dse anconymue speonocmu |-| u |-|" na nowy K kascemo oa cy exeusanrenmme axo

nocmoju a € Ry maxeo oa sadxcu: |x|" = |x|%, 3a ceaxo x € K.

Jedpunnnuja 2.2.8 (OcrpoBekn) Cge Hempusujanne anconymue speonocmu Ha Q cy exeusanremue
Jjeonoj 00 || e unu ||, 20e je p nexu npocm 6poj.

Jloka3 oBe Teopeme ce Moske mponahu y [7].
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2.3 KowmmeTupame 1moJjba, ¥ MPCTEH MEeNINX P-aJackux Opojena

Heka je K mosbe ca arconyTHoM Bpeauomihy |-|.

HMedunnuuja 2.3.1 Huz (a;) € K je xonsepeenman axo nocmoju konawan opoj l € K u axo 3a Ve >0
nocmoju N(&) € N maxo oaje|a; — 1| < € 3a Vi = N(&). bpoj | je epanuuna epeonocm (cpanuya,
aumec) Huza (a;).

Nepunuuuja 2.3.2 Hus (a;) € K je Kowwujee ako Ve > 0 nocmoju N(¢) € N maxo oa je |ai - ajl <eg
s3a Vi,j = N(g).

Hepunuuuja 2.3.3 Ilowe K je komnnemno y oonocy na || ako ceaxu Kowujes nuz xonsepaupa.

Hedpununuja 2.3.4 [lowe koje je nacmano komniemuparsem nosa Q y 00HOCy Ha P-a0CcKy anociymuy
epednocm ||, nasusamo nomwe p-adckux opojesa, u osnavasamo 2a ca Qp.Cneyujanto, nompe © —adckux

bpojesa je 006po nosHamo nosmwe peartux opojesa R.

Ha ocnoBy Teopeme OcTpOBCKOT 3HaMO J1a Cy peaJlHi OpojeBH U p-aJCcKu OPOjeBH jeIUHA KOMILICTUPAbha
paunroHanuux 6pojesa. Ersucrennuja u jeIMHCTBEHOCT 110Jba Q,, CIIe/IM U3 HAPETHE TEOPEME.

Teopema 2.3.5 Heka je K nomwe ca anconymnom epeonowhy |-|. Tada nocmoju jeduncmeeno, 0o na
uzomopuzam, komniemno nowe K' ca anconymmom epeonowhy |-|" maxeo oa ce nome K uzomempuuno
ymanay y nowe K', u ciuxa nowa K npu mom ymanarey je 2ycma y K'. Ilpu mom je anconymna
speonocm |-|" neapxumedcka axxo je mo u |-|. o

Jloka3 oBe Teopeme ce Moske nponahu y [5].

HMebunuuuja 2.3.6 Enemenme sameopenoe oucka L, = {x € Q, : |x|, < 1}y nowy (Qp, |, )

HA3UBAMO YeauM P-aocKum bpojesuma.

Nedpunuunja 2.3.7 I[Ipcmen (Zy,+," ) Hazueamo npcmenom yeaux p-aockux opojesa.
[pumeTnmo 11a je 3a cBako x € Z, vy(x) = 0, ma je x|, < 1,maje Z C Zj.
Jlema 2.3.8 Hexacy a,b € Q. Axo je |al, > |b|, onoajeu |a + b|, = |al,.

Jlokas: U3 ocobune p-ajicke acnoiyTHe BpeaHocTH (|a + b|, < max{|al,, |b|,} u npetnocrabke neme
cnenw na je |la + b|, < |al,. Umamo |al, = |(a + b) — b|, < max{|a + bl,, |b|,}. Kako je |al, > |b],
cnenu 1a je |al, < |a + bl,, ma TBpheme cnenn. o

Jlema 2.3.9 Hexa cy ay, ...an € Q. Taoa easxcu credehe: |a; + -+ + ayl, < max {{a;ly, ... |ay|p}.

Jloka3: 10Ka3 U3BOJJUMO HHAYKIIUjOM TIO 1.
Heka je n = 2 u HeKa a,, a; € Q,. ITo mperxonuHoj nemu umamo 1a je |a; + azl, = |agl, axo je |ay |, >
laz|, , omwocHo |a; + ayl, = |ayl, ako je |ayl, > |a,|,. Jaxne, Bpenu na je |a; + ayl, <

max {|a |, |azp}-

10
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IIpernocTaBumo cana ja je TBpheme Tauno 3a Heko k € N, 1j. na jela; + -+ + ai |, <
max {|ay|p, ... |aglp}.
Jlokasyjemo na je Tpheme Tauno 3a k + 1 € N, 1j. 1a Baxku 12 je [ag + -+ + ag + Qy41lp <
max {|a;|p, .- |ak|p, |aks1lp}-
lag + -+ ag + ags1lp < lag + -+ agly + |laxslp

(13 ocobuHE p-ajcKe acmoyTHE BPEHOCTH)
< max {la;lp, lazlp, .- lalp} + lak+1lp
(13 mpeTnocTaBKe MHAYKIIHU]jE)
< max {|a;lp, |azlp, - 1aklp, [Qrs1lp}

(110 MPeTX0HOj TeMU UMaMo 1 je |ay + -+ + ag + axq1lp < max {|a [y, lazlp, .. lakl,} axo je
laks1lp < max{laly, lazly, . laxly} , aako je lags1lp, = max {laqlp, lazlp, .. lagl,} onna je

lay + -+ ag + ag1lp = lags1lp. Jaxne Bpenu na je |ag + -+ ag + agqqlp <

max {|aylp, lazlp, - 1ailp, |k 1lp}-

OBuM je 1oKa3 3aBpIlICH i

Iponosunuja 2.3.10 Exemenm a € Zy, je jedunuya akko & nuje 0emus0 ca p. Jlpyeum peuuma, 2pyna p-
aockux jeounuya Ly™ = Ly, [pL,.

Jlokas: Ako {a,} > a € Z, nembus ca p, Tana je a; = 0, ma @ OYMIIIENHO HE MOXKE OUTH HHBEPTHOMIIAH.
AKO a HHUje AeJbHB ca p Tana a; # 0, ma cienu naje a, = a,_1 = -+ = ay (mod p), Tako na

a, # 0 (mod p). Cana 3a 6uio xKoje n Moxxemo Hahu b, TakBo na a, b, = 1(mod p™).

Kako a,, = a,,_; (mod p™) u a,b,, = a,,_1b,,_; (mod p™) Tana je rakohe b, = b,_; (mod p™) na
spenu na {b,} = B € Z,. Crora, aff = 1, 7). § je unBep3 o @ na je a jenununa. C 063upom ja je

MHOKEH-€ KOMYTaTHBHO BUIUMO J1a je U @ MHBEP3 O/ § Ta je U S p-ajcKa jeInHuUIA. i

Iponosuunja 2.3.11 Ceaxu nenyna enemenm a € Z,, modice ce na jeOUHCmeeH HA4uH 3anUCAmMu Kao

p"u, 20e je u € Ly un € Zs,.

Jloka3: Ako je a jenqununa tajaa 3a n = 0 nponosunyja Bpeau. Heka je {a,} = a # 0 roe a Huje
jenunwuia na npema [Ipornosuruju 2.3.10 « je nesbHBO ca p U MOCTOjU Oap jeHO N TAKBO Jia je

a, = 0 (a; = 0). 3060r a # 0 moxemo niponahiu Hajehin Opoj n 3a koju je a,, = 0. 3a Taj n Bpeau na

a = 0 (mod p™) na nocroju u € Z, Taxkas 1a je @ = p"u. JlokaxxuMo joul 1a je u jenunHuna. Y ciydajy
7la U HYje jeauHuna, Taja je no Iponosumuju 2.3.10, u je nesbuBo ca p, na je a = p™*! u3 vera cnenu na
je an4+1 = 0 mTO je y KOHTPaJAMKIIMjH ca IMPETIOCTAaBKOM Jia je n Hajpehun uHIeke 3a koju je a, = 0.
JlokaXuMo caja u jequHCTBeHOCT. [IpermocTaBiumo p"u, = p™u,. AKo je m = n, Tajaa 300r
WHjEKTUBHOCTH MHOXKEHhA CICIH 1A je Uy = Uy. Y CYHPOTHOM, 0€3 yMamermha ONIITOCTH MOKEMO

n-m

mpeTnocTaButy aa je m < n. Tana je u, = p™ ™u,, na npema [Iponosuiuju 2.3.10, u, Huje jeauHMUIa

IITO je Y KOHTPAJUKIIHjH ca TIPETIIOCTABKOM MPOTIO3HUIIH]E.

HNedpununnja 2.3.12 Ilowe p -adckux bpojesa Qy, je nowe pasnomara 00 Ly.

11
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n
u — —
L p™" ™u u; 1, ma moxkemo cBaku enement u3 Q,, 3anmucatu
pMu, P

3a a € Qp no nepunnIMjU Bpean a =

kao p*u, roejeu € pr ,k € Z. Cana moxkemo npomputu aeGununmjy on v, Ha Q, Taxo j1a 3a
a=pfu,rnejeu € Z,*, k € Z Bpemn vp(upk) = k, Te je xao u npe v, (0) = +oo. [Ipumerumo na je
Z, € Q. 1j. Z, = {a € Q,|v,(a) = 0}.

Iponosuuuja 2.3.13 Iowe Q, je komnremno y oonocy ua ||, mj. ceaxu Kowjes nuz y Q,, je

KOHB€EpPceHNAaH. O

12
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I masa 3

3 XeHceloBa jJeMa 1 XaceoBa Teopema

3.1 XencenoBa iema

[Mocmarpajmo crnenehy JlnodanroBy jeqHauuny:

Fy(Xgyerr X)) = 0 (3.1.1)

rae je Fi(Xq,..... Xm) € Z[Xq, ..., X;n] xoMorenu monuHoM creneHa d. Ha OCHOBY XOMOIE€HOCTH aKo
jemuaunna (3.1.1) uma Gap jeqHo HeTpHBHjaIHO pemietbe (y Z™, uin 'y Q™), oHIa OHa ©UMa U TPUMUTHBHO
pememwe. [IpommpuhemMo OBy TEpMHHOJOIHWjy Ha JBa HAUYMHA: Ha CHCTEME XOMOTCHHX IMOJHMHOMHHX
jenHauMHA U Ha pemerma 1mo Moayny N. /lakie pUMUTHBHO peniene o Moayiry N je MPUMHTBHA M-TOpKa
Koja pemraBa KOHrpyeHuujy Fy (Xq,..... X)) =0 (mod N).

Hajnakmi HauwH 1a mokaxemo jaa jeqnadnna (3.1.1) Hema HeTPUBHjaIHO PEIIChe jecTe a MOKAKEMO 1a
jeHauYMHaA HEeMa HEeTPUBHUjAIHO peliee y R. 3aTuM, Ipyry Hajiakiyi HaAuWH J1a TIOKKEMO Jia jeTHaYnHa
(3.1.1) Hema HETPUBHjAJHO PEIICHE jecTe Ja MOKAKEMO J]a OHA HeMa IIPUMHUTHUBHO pelieHe Mo Moayiny N
3a HeKo N.

[Ipe Hero 1miTo nehuHUIIEMO XaceOBY TEOPEMY, HABOJAUMO M JajeMO JI0Ka3 XeHCeNoBe JieMe Kojy hiemo
KOPHUCTHTH Y JaJbEM Pay.

Teopema 3.1.1 (XencesoBa jiema: Bep3uja 1) Ako je f(X) € Z,[X] u a € Z, maxeo oa je
f(a) =0 (mod p) u f'(a) # 0 (mod p), mada nocmoju jeduncmseno a € L, maxeo 0a je
f(@) =0yZ,ua=a(modp).

Joxka3: Uanyknujom hemo mokasaru aa 3a cBako n = 1 mocroju a,, € Zp TakBO 1a:
e f(a,) =0 (modp™)
e a,=a(modp)

Crayuaj n = 1 je TpuBmjanan (y3mumo a, = a ).

Hasbe, mpetnocTaBumMo 1a je TBpheme TauHo 3a 1. Tpakumo dy 41 € Zj, TaKBo Ja:
e f(an41) =0 (modp™H)
* apyq =a(modp)

U3 f(ap4q) =0 (mod p™*t) = f(ap4q1) = 0 (mod p™), cnenm na ce ceaku kopen f(X) mo Momxyy
ph+1

Mo MOIyJIy p™ Takas 11a je a, = a (mod p), ma TpakxuMo P-aJCKH ENN ., TaKaB Ja je

Mosxe cBecTH Ha KopeH f(X) mo moayiy p™. Ha OCHOBY MHAYKTHBHE XUIIOTE3€ MOCTOjU KOPEH A,

Ani1 = ay (mod p™) u f(any1) = 0 (mod p™*?t). Yronuko a, ., 3anumemo Ha cnenehn nauun:

13



111 XEHCEJIOBA JIEMA U XACEOBA TEOPEMA

An+1 = aAp + pntn

33 HEKO t,, € Z,, 1 JI1 MOXKeMO Hanpasuth 1a je f(a, + p™t,) = 0 (mod p™**) ?

n+1

3a u3pauyHaBame f (a, + p"t,) no moxyny p**" kopuctiuhemo cienehn NOTMHOMCKH HICHTUTET:

FX+Y)=fX)+ f'(X)Y + g(X,Y)Y? (3.1.2)

rae nomuaoM g(X,Y) € Z,[X, Y]. Makne,oB0 je mpaktuuno npommpene Tejmopose hopmyrne Ha

L, 3amacyjyhu f(X) = 4 c; X' nobujamo cienehe:

d d

fX+Y)= Z (X +YV)i=co+ Z(ci(xi +iXY) + g;(X,Y)Y?),

=0 =1
rne g;(X,Y) € Z[X,Y]

IIpema Tome

d d d
FX+Y) = Z cXi+ ) Xy + Zgi(X, Y)YZ = FX) + f/(X)Y + g(X,V)Y?
1 i=1

i=0 i=

rae g(X,Y) =¥, ¢;9;(X,Y) € Z,[X,Y]. OBo Ham naje xesbenu unentuteT. Cana ybaiyjemo
BPEJIHOCTH M3 NPCTEHA P-aJICKUX LEUX. 3a CBe X U Y € Zy, KaKo je z: = g(x,y) y Ly, Baxu crenche:
X, y€ZLy,= f(x+y)=fx)+f (x)y+2zy* raejez € Zy.

Hekajex = a,uy = p"t,
f(an + pntn) = f(an) + f,(an)pntn + szntrzl = f(an) + f’(an)pntn (mod pn+1)

jepje 2n = n + 1. Kaxo je a,, = a (mod p), no6ujamo f'(a,)p™t, = f'(a)p™t,(mod p™*1), na je
360r tora f (a, + p™t,) = 0 (mod p™*!) & f(a,) + f'(a)p™t, = 0 (mod p™*!) & f'(a)t, =
—f(an)/p™ (mod p) rne je —f(an)/p™ € Zy jep cmo npernoctasumu 1a je f(a,) = 0 (mod p™).
Jaxuie, octoju pememe 3a t, v f'(a)t, = —f(a,)/p™ (mod p) KoHrpyeHIH]je 10 MOLYIY P j€p CMO
npernocrasuiy 1a je f'(a) # 0 (mod p).

Haopysxanu n360poM t,, 1 y3sumajyhu 1a je ap 1 = an + p"ty, uMamo 1a je f(apeq1) = 0 (mod p™* ) u
Any1 = ap (Mod p™), naxine a,,, = a (mod p). OBUM je HHAYKIIMja 3aBpIICHA.

3arnoueBNIy ca a; = @ Hall HHIYKTUBHU apTyMEHT je KOHCTPYHCA0 HU3 Ay, A, Az, .. Y Zy TaKaB Jia je
f(a,) =0 (mod p™) u ay41 = a, (mod p™) 3a cBako n. YcIoB a4 = a, (mod p™) ummuimpa aa je
{a,} Kommwjes nu3 y Z,. Iomro je Q, KOMIUIETHO MOJbE, OBA) HA3 MMa TPAHUYHY BPEIHOCT Y Qy, 1 CBH
HETOBHU YIAHOBH UMajy ariCoJIyTHY BPEAHOCT HajBHLIE 1, I je TO CiIyyaj U ca BerOBUM JIMMECOM, M 3aTO
he ocraru y Z,.

Heka je a meropa rpanuna y Z,. XKemimo na nokaxemo aa je f(a) = 0u a = a (mod p).
U3 a,, .1 = a, (mod p™) 3a cBako n, nobujamo 1a je a,, = a, (mod p™) 3a cBe m > n, naxie
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a = a, (mod p™) xaga myctiumMo ga m —

15
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a J1a 3aMCTa TO MOKEMO YPaJIUTH j€ OTpaBIaHo XCHCEIOBOM JIeMOM Koja hie Ham 00e30e1uTH yCIIoBe Mo
KOjUMa €€ KOPEH IOJIMHOMA 0 MOy Ty p MOe noauhu 10 Kopena y Z,,. I1a ce Tako 1Ba KopeHa

nonuHoMa X2 — 7 3a p = 3, Mory noauhu Ha KBaapaTHH KopeH o1 7y Zs.

Cana hemo HaBecTH jauy Bapujannjy XeHCEIOBE JIeMe, KOja C€ MOKe KOPHCTUTH Y CHTyaIrjaMa Kaja je
a 1o MoayJty p Bumiectpyku Kope f(X) mo moayny p: f(a) = 0 (mod p) u f'(a) = 0 (mod p). Oy
TeopeMy HaBOAMMO Oe3 jokasa. J[Ba pasznuuura 10Kas3a oBe TeopeMe ce Mory nponahu y [8].

Teopema 3.1.4 (Xencesosa jiema: Bep3uja 2) Hexa je f (X) € Z,[X] n a € Z, maxeo oa je |f (a)l, <
|f'(a)|2p. Taoa nocmoju jeouncmeeno a € L, makeo oaje f(a) = 0y Zy u |a —al, < |f'(a)l,.

HlImaeuwe saoswcu cneoehe:

(i) la —al, = If(@/f (@l <If' (@l
i) I @l = If' @lp. D

360r f'(a) € Zy, |f'(a)l, < 1. Axo je |f'(a)|, = 1, Tana ce npernocraska Teopeme 3.1.4 com Ha
npernoctaBky Teopeme 3.1.1: ykomuko je |f(a)l, < 11 |f'(a)l, = 1 10 382un xa je f(a) = 0 (mod p)
u f'(a) £ 0 (mod p). Teopema 3.1.4 3anpaso uze gabe o1 3akbyuka Teopeme 3.1.1 kana cy
npernoctaBke Teopeme 3.1.1 3anorosbene, jep y Teopemu 3.1.4 cazHajeMO KOJIMKO TaYHO j€ YIaJbeH
KOPEH ¢ O] MPUOJIMKHOT KOpeHa a. Anv rimaBHU miJb Teopeme 3.1.4 jecte na mo3BoIMMO MOTYhHOCT fa
|f'(a)|, < 1 mrro yommre Huje noxpusero Teopemom 3.1.1.

Teopema 3.1.5 Bpoj b € Z,* je keadpam y I,™ axxo je b = 1 (mod 8).

Jloxas: (<) Hexka je f(X) = X2 —bunekaje b = 1 (mod 8). Tana3a a; = 1 Baxu za je

f(ay) =0 (mod 8), ma |f(ay)l, < 273. Taxobe, f'(a;) = 2a; = 2 naje |f'(0(1)|22 = 4], =272
Jaxie, ycnosu 3a ynorpeOy Teopeme 3.1.4 cy ucnymenu na nocroju a € Z,, takso 1a je f(a) = 0.
(=) Axo je b? = a onjna je u a jenunnna y Z,. To 3Haun 1a je a = 1 + 2x (jep a = 1 (mod 2)) na
b=1+4x+4x*=1+4x(x+ 1) =1 (mod 8). O

IMpumep 3.1.6 Heka je f(X) = X* — 7X3 + 2X?2 + 2X + 1. Tama f(X) = (X + 1)?(X? + 1) (mod 3).
IMTpumehyjemo na je 2 o moxysty 3 nBoctpyku koper. Kako je |[f(2)|3 = 1/27 u |[f'(2)|3 = |—42|5 =
1/3, ycnoB |f(2)|5 < |f ’(2)|23 j€ 3aJJ0BOJbEH, JIAKJIE TTOCTOJU jeIMHCTBEHN KopeH mojuHoMma f(X), a 'y
Zs, TakaB na je |a@ — 2|3 < 1/3, Ha npumep: a = 2 (mod 9).

3anpaBo nocroje aBa kopeHa f (X) y Zs:
24+4342-3242-3342-3*42-354+--u2+32+3*+2-35+2-35+ .-

Jlpyru KopeH ce cBoaM Ha 2 1Mo MoAyJy 9, u To je a. [IpBu KOpeH ce CBoaU Ha 5 110 MOyIty 9, U HeroBo
nocrojame ce motBphyje mposepom |f(5)]3 = 1/27 < |f’(5)|23 =1/9.
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3.2 XaceoBa TeopeMa

Jenna on mocnenuna XeHcenoBe JieMe jecTe 1a 3a IaTH HOJIMHOM ca eJIoOpojHIM KOoe(UINjeHTUMA,
00MYHO HUj€ TEIIKO YTBPAUTH JIa JIM OH UMa KOpeHe y Z,, TIOLITO je IOBOJBHO IpOoHahu KopeHe 1o
Monymy p. Ucto Baxku 1 3a R, e MOKeMo 3aKJbY4YHTH Ja JH OCTOj€ KOPEHU, Ha OCHOBY 3HaKa
MoJIMHOMA (Ha TIpUMeEp, aKO MOJMHOM MMa pa3ninuTe 3HaKOBE Y X = a4 U X = a, u3Mely oBa aBa Opoja
MOpa II0CTojaTu peajad KopeH). Takohe, 1ako je younTH a ako IOJTMHOM MMa Kopene y Q oHia uma u
KOpeHe y cBakoM Q,, p < co. Jlakiie, MOKEMO 3aKJby4UTH JIa TIOJIMHOM HEMA PAIIMOHAITHUX KOPEHA aKO
TIOCTOjH HEKO P < 00 3a KOje MOJMHOM HeMa p-aJcKuX KopeHa. Ha mpumep: x2 + 1 = 0 Hema KopeHe y
R, camum TM Hema Kopere y Q umm x2 — 2 = 0, nema kopene y Q,, camum THM Hema Kopere y Q.
Yumennna na cy kopenu y Q ayromarcku u kopenu y Q,,, p < oo, 3Hauu J1a je “riobanHu’ KOpeH
Takohe 1 “JIoKaTHK KOpeH y cBakoM p. MHOTo MHTEepecaHTHHje Ou 6uno oOpHyTO, Tj. 1a “mokamHe”
KOpEeHE MOKEMO ““CjeIMHHATH’ TaKo Ja 1ajy “rimobamHe” xopeHe. EBo jemqHOT TakBOT mpuMepa:

Teopema 3.2.1 x € Q je ksadpam axxko je keadpam y céakom Q,, p < .

Jlokas: 3a 6uo xoje x € Q, umamo 1a je x = + [[r<o p”»™®) . Axo je x KBampar y 00, MO3HTHBAH je. AKo
j€ X KBaJpar 3a IpoCT P, Taja je Balyanuja vy, (X) napHa, na CJIe/iu Jia je TakBo X kBagapary Q. O

Oga Beoma BaxxHa uzeja Hac Bpaha Hazan mo XeHcena, anu Takole je 1 mo3Hara kao “XaceoB MPHHIAI
3aTo mTO je Xace, XEHCEeIOB yYCHHUK, ITPBHU JIa0 TEOpeMy Y TOM npasity. [IpuHImm OucMo Moriau
3amucary Ha ciieichin HauuH: YKOJIMKO 00jeJMHIMO JIOKaIHEe HHpopMalyje 3a cBe p < oo Tpebanu OucmMo
nobutH u rmobanae nHpopmanmje. Beoma nHTEpecaHTaH mpUMeEp OBE BPCTE METOJIE j€ TeOpHja
JuodaHToBHX jenHa4YMHA, Y KOjOj HAM je JaTa jeJHauYnHa 32 KOjy JKelnuMo J1a iporalemo pemiema y Q
wiu 6ap Ja BUJIUMO Jia JIM je OHa yoruiTe peuvea y Q.

[{ib HapeaHUX TeopeMa jecTe Jia BUAMMO JIa Y HEKUM CITy4ajeBUMa MOKEMO 3aKJbYIUTH OOPHYTO, Tj. aKO
TIOCTOjH JIOKQJIHU KOPEH 3a CBako Q,,, J1a JIM M Kajia TO 3Ha4H JIa OCTOjU M II00aal KOPEH, Tj. KOPEH y

Q.

F(X1,..... Xm) = 0 uma nempusujann0 pewere y Z™ (unu exsusanemno y Q™) axko:
(i uma nempusujaan0 peuerse y R™ u
(i) uma npumumusH0 peuterse no mooyny N 3a cee nosumusne yene N. m

Tepamwa na cy (i) u (ii) motpedaH 1 JOBOJbAH YCIIOB 32 MOCTOjak¢ HETPUBUjATHHUX PEIlIekha ce 30Be Xaceogs
npuHyun 3a KBagpaTHe hopme.

Kunecka T€OpEMa 0 OCTalluMa HaM 103BOJbaBa [1a npeq)opMmeLueMo TCOPEMY Ha CJ'ICI[@hI/I Ha4yuH:

Teopema 3.2.3 (XaceoBa Teopema, Bep3uja 2) Hexa je F € Z[X,,..... Xm] xeaopamna gopma. Taoa

F(X1,..... Xm) = 0 uma nempusujanno pewerwe y Z™ axko:
Q) uma nempusujaano peuerse y R™ u
(i) uMa npuMuUmeno peuierse no Mooyy p* sa ceaxu npocm époj p u k > 1 m
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Teopema 3.2.4 (XaceoBa Teopema, Bep3uja 3) Heka je F € Z[X4,..... Xm] xk6aopamna opma. Tada

Q) uma nempueujanno pewerse y Q, 3a ceaxo p < oo. m
Jaxue, jennaunna (3.1.1) 3a10BosbaBa XaceoB MPUHIMIT AKO HMa HETPUBHJAITHO peliehe y Z™ akko:

Q) uma pemee y R™ u
(i) MMa TPUMUTBHO periietbe o moayay N 3a cee N > 0 Tj.

(ii’) ¥Ma MPUMUTHBHO pellere Mo MoAyTy p* 3a caku mpoct 6poj p u k > 1.

Heka cy a, b, ¢ € Q u nocmatpajmo jennaunny: aX? + bY? + c¢Z? = 0. Xenumo 12 KOPUCTHMO
XaceoBy TeopeMy Jia OMCMO BH/ICIIH Ka/ia jeJHaYnHA NMa HeTPHBHjaJlHa PAllMOHAHA pelleka. Buaumo
Jla MOYKEMO TIPETIIOCTABUTH Jla HU jeIaH o1l a, b, ¢ Huje HyJia (jep Y CYIPOTHOM UMa pellickhe Kaa Cy IBe
npomensbuBe 0 a Tpeha HeHyna). MokeMo npeTnocTaBuTy 1 Ja a, b, ¢ € Z. Jlasbe, MoxeMo
npetnoctaButh aa (a, b, ¢) = 1, y cynpoTHOM cKpatumo 3ajeannuke akrope. [TokaxuMo 1a MOKEMO
y3eTH OecKkBaapaTHe a, b, ¢, U 1a MOkeMo OTHliM KOpak Jajbe U MPETIOCTABUTH [1a CY y apoBUMa
y3ajaMHO mpocTH. AKO je a = a’'n?, onjia ce Hala jeqHaunna Tpancopmume y a'(nX)? + bY? + ¢Z? =
0, ma ako OHa UMa pelleH-e, OHIA U MoJIa3Ha jeJIHaYMHa MMa peliere u 00pHyTo. AKo je (a, b) = k,
cnenu na je k 6ecksaaparan u (k,¢) = 1. Heka je a = a’k u b = b'k. Onpa ce jennaunna
tpanchopmume y a'kX? + b'kY? + cZ?, na sunumo na k | cZ2, onakne k | Z%, na k | Z (jep k uuje
iesbuB ca kBajgpaTtoM ocuM 1). Heka je Z = kZ', na ce jennauuna tpancdopmume y a’X? + b'Y?2 +
ckZ'?, na cnenu 1a MO’KeMO MPETHOCTABUTH 14 Cy a, b, ¢ y MapoBUMa y3ajaMHo mpocTu. Jlakie, KeIumo
pemema aX? + bY? + ¢Z? = 0,rne cy a, b, ¢ € Z y mapoBuMa y3ajaMHO HPOCTH, U HUCY JeJbUBU
kBajipaTom ocuM 1. [To XaceoBoj Teopemu, JOBOJBHO j€ 11a BUAMMO IITa ce Jemasay Q, 3a p < oo.

(i) Hekaje p = o, naje Q, = R. Tana 3Hak urpa Beoma GUTHY YJIOTY: JIOKJIE€ FOJl MOXKEMO
npoHahy HEIITO O3UTHBHO, MOYKEMO Y3€TH KBaJpaTHH KOPEH Kako OW HAILIN PEaHO pelcHhe.
Jakie, jeqHaunHa he UMaTH HETPHUBHjAITHO peIIe-e aKKO HUCY CBH 4, b, C MCTOT 3HaKa.

(ii) Hexka je cama p HemapaH npocT Opoj KOjU HE IeH HU jenaH o1 a, b, ¢. IIpoy4urMo pelierma 1o
MOJYTY P.

Teopema 3.2.5 Heka je p nenapar npocm 6poj, u neka cy a, b, c € Zy naposuma y3ajamuo npocmu yeau
bpojesu koju nucy deswusu ca p. Tada nocmoje xg, Yo, Zg € Ly Koju HUCY C8U 0ebUBU CA P MAKEU 04

axy? + byy? + czy? = 0 (mod p).

Joxas: Kaxo x, y, z mponase kpo3 neie usmely 0 u p — 1, nocroju p3 pazmuuurux tpojku (x,y,z). Cana
hemo TOKyIIaTH /1a mpeGpojuMo Tpojke Koje cy pemema aX? + bY? + cZ? = 0 (mod p). Kopuctuhemo
cieaehu TpUK: IPUMETHMO /1A je

1 (mod p) axo (x,y, z) HUje pelletbe

2 2 2\p—-1 =
(ax* + by* + cz®) _{0 (mod p)  axoje (x,y,z) pewere

Ha ocHOBY Mane ®epmaose Teopeme, jep je nP~1 = 1 (mod p) xaxrox je n 0 (mod p). Axo je N
yKyIlaH Opoj TPOjKH KOje HUCY peliere, OHIa
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N = Z (ax? + by? + cz?)P~1 (mod p)
(x.y.2)

I CBaKH O] X, Y, Z poJiase kpo3 uene uzmehy 0 u p — 1. PacniucuBamem u3pasa ca JecHe CTpaHe
nobuja ce cyma o i, j, k (tako naje i + j + k = p — 1) uuju cy cabupiu obaunka

ax?iy?i ;2K
(xy.,2)

rae a € Z. TBpauMo Ja je cBaka ol OBHX cyMa KoHrpyeHTHa ca 0 o moxayiy p. [lpumernmo na je Heku
oni,j,k mamu onp — 1 (ako cy cBu 6ap p — 1, onna je 2i + 2j + 2k = 3(p — 1) wmro HHUje TavHO).
Heka je penumo i < p — 1. OHa Hanry cyMy MOXEMO 3alucary Ha clieiehu HauuH

Z (ay? 7%k Z x20)

».2) x

Cana hemo ce mo3Bartu Ha cienehy emy:
Jlema 3.2.6 Hexa je n yeo 6poj, maxas daje 0 <n < p — 1. Taoa je 2);;;(1) x™ = 0 (mod p) m

Hanomena: y Jlemu 3.2.6, axo je n = 0, mada je nawa cyma = 0°; y osom cyuajy uzumamo oa je mo
cunonum 3a 1.

[To3uBajyhu ce Ha OBy JleMy, BUIMMO [1a je U HaIlla cyMa KOHrpyeHTHa ca 0 1o MOAyJty p, IITO 3HA4YH Ja
jeu N = 0 (mod p). dpyrum peunma, Opoj TPOjKH KOje€ HUCY PEIICH:-E j€ JCJbHB ca P, 1a je U Opoj
TPOjKH Koje jecy pelnere nesbuB ca p (jep uma p> Tpojku). 3Hamo 1a je Tpojka (0,0,0) pememe.
KoMmOunyjyhu nBe mocnenme unmbeHuIe 100HjaMo Jja TOCTOjH oI 0ap jeHO pelieme. i

OHO IITO MOXEMO J1a 3aKJbYYMMO HaKOH OBE TEOpeMe jecTe J1a Kajaa p + 2abc, Tana KOHrpyeHIHja
aX? + bY? + cZ? = 0 (mod p) uma pelene Koje je HETPUBHjaIHO 10 MOYITy p. Jlakiie, MOXKeMO Ja
u3BeneMo cieaeny mocieauiy:

Hocaequna 3.2.7 Hexa je p nenapan npocm 6poj, koju He denu abc, mada jeonawuna
aX? + bY? + cZ? = 0 uma nempusujanno pewerve y Qp- O

OcrTaje HaM jouI J1a UCTIUTaMO IIITa Ce JIelIaBa Kajia je p = 2, ¥ Kajia p JIel HeKH o] KoeuijeHara.

(iii) Heka je cama p = 2 u HeKa ¢y a, b, ¢ cBM HemapHu. Y OBOM Ciy4ajy he Ham OuTH TOTpebaH HEKH
noceOaH ycioB Koju hie Ham 3arapaHToBaTH J1a IOCTOje peema y Q,. Ako npernoctaBumo 1a je (x,y, z)
HETPUBHjAITHO PEIEE IIe X, Y, Z € Q,, Tama Moxkemo npernocrasuth aa je max{|x|,, |yl 1z, } = 1,
Tj. 1a Cy X, Y, Z 3aIpaBo 2-aJICKH 1€ KOjU HUCY CBU Y 2Z,. (MOTpeOHO je MOMHOXKHUTH JIaTO PEeLICHke ca
MO3UTUBHUM WJIM HETATUBHUM CTETIEHOM O 2 Kako Ou ce 100uo 00aj pesynarar). CyxaBajyhu Ha

mod 27Z,, ¥ Kako ¢y CBU KOe(HUIHjSHTH HEMIapHHU, MOYKEMO 3aKJ/bydUTH Jia fie TauHO JBa oA X, V, Z OUTH 2-
aJICKe jelMHHMIIE, a jenaH je AesbuB ca 2. [IpernoctaBuMo n1a cy y, z jenuauue. Ksagpat 2-aacke jeAuHuLe
yBUjek npunana 1 + 47Z,, 1ok KBaapar elieMeHTa u3 27, yBujek npunaja 4Z,. Jlakne, y 4Z, nmamo

b + ¢ = 0 (mod 4). dpyrum peunma, ako je p = 2, 2 + abc, u nocroju pememe y Q,, Tana je 30up Heka
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nBaona,b, c nepus ca 4.

Hekaje b + ¢ = 0 (mod 4). Ako b + ¢ = 0 (mod 8), onnajesaxy = 0,vy = 1,29 = 1,x0% + byy? +
czg? =0 (mod 8),aako b + ¢ = 4 (mod 8),0umajesaxy =2,y = 1,2y = 1, xo% + byy? + czy? =
0 (mod 8). Cakako ¥MaMoO yCJIOBE 3a jady Bep3ujy XCHCEIOBY JIEME YHjOM MPUMEHOM JI00ujamMo Jia
jenmaumna aX? + bY? + cZ? uma pememe y Q.

(iv) Heka je p = 2 u jenan ox a, b, ¢ mapan. Tana jexnaunna aX? + bY? + cY? uma HeTpuBHjaIHO
pemieme y Q, akko je 30up Heka aBa o1 a, b, ¢ nesbuB ca 8, uiu je 30up cBa TpH 1esbuB ca 8. (0BO cieau
amanorso us (iii)).

(V) Heka je p # 2 u a neswuB ca p. Kopuctuhemo cienehy tepemy:

Teopema 3.2.8 Hexa je p nenapan npocm 6poj koju denu a. Taoa jeonauuna aX? + bY? + cZ? = 0 uma
Hempusujarna pewervay Q, axxo —b /c keéadpamuu ocmamax no Mooy p.

Joxka3z: [IpeTnocTaBuMO Ja jeJHa4YMHa UMa peliekhe (X, Y, Z). MoxeMo J1a MPeTHOCTaBUMO Ja

max {| Ylps |Z|p} = 1 (y CynpOTHOM MOZENMMO HIIM HOMHOKHMO ca oxroBapajyhum p*). Kaxo p | a,
ciemu aa je by* + cz* = 0 (mod p), na cnenu xa |yl, = |z|, = 1. Ouza npeTxoaHy KOHIrpyeHIH]y
MOeMo 3anucaty Kao b + (z/y)*c = 0 (mod p) na je—b/c KBaApaTHU OCTATAK.

Axo je —b/c KBafpaTHH OCTaTaK Mo MOAYIy P, Taja je —b/c = r? (mod p), u yamumo yg = 1, zy = 1,
xo = 1. Tana je axo? + by2 + cz2 = 0 (mod p). Kaxo je jom y, # 0 umamo ycrose 3a XeHCENO0BY
JIeMy, 4HjOM NPUMEHOM J1001jamo Ja [1aTa jeIHauuHa UMa peniebe y Q. o

Jlaxie, mpoImIi cMo CBe CiIydajeBe MpocTuX Opojesa p. CrajameM MOCIeIBUX HEKOIMKO TeopeMa U
3aKJpydaka, modujamo cienehe TBpheme.

Teopema 3.2.9 Hexa cy a, b, ¢ y naposuma y3ajammno npocmu 6eckeadpamuu yeau opojesu. Jeonauuna
aX? + bY? + cZ? = 0 uma nempusujanna pewernay Q axxo cy 3a0060menu credehu ycnoeu:

(i) a, b, ¢ nucy ceu ucmoe 3naxa,

(i) 3a ceaxu nenparn npocm 6poj p Koju deau a, nocmoju v € Z maxas da b + r?c = 0 (mod p),
U CIUYHO 3a HenpaHe npocme Koje dene b, c;

(ili)  axo cy a, b, c ceu nenapnu, 36up Hexa 06a 00 ruXx je denus ca 4;

(iv) axo je a napa, onoa je neku 00 b + ¢, a + b + ¢ dewus ca 8, u cauuno axo je Heku 00 opyea
06a napat. i
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3.3 Konrtpanpumepu XaceoBOr NpuHIIUANA

[TocToje MHOTH TPUMEPH jeTHAYMHA 34 KOj& XaCCOB IPHUHIIUI HE BaXKU.

IIpumep 6p. 1

[Nocmarpajmo crnenehy jemnaunay
fX)=X?-2)(X2-17)(X?*-34)=0
Ona nma pemema y Q,, 3a cBe p < 0, anu Hema pemiera y Q.

JHoxka3z: OuurnenHo je na f uma pemerme y R 1 na Hema periewma y Q jep 2,17 u 34 Hucy kBagpatu
paroHanHux OpojeBa. OcTaje HaM Jja MOKaXEeMO J1a jeJHaYuHA UMa PEIICHE Y CBAKOM KOMILIETHPAY
moJba Q.
Cayuaj:p # 2,17
AKo je OWII0 KOjH 011 (i) =1 wm (%) = 1Tanaje a? = 2 (mod p) umu a? = 17 (mod p) pemuso y
Z/pZ. 360r Tora noctoju @ € Z/pZ taxso aa je f(a) = 0 (mod p). U3son 2a # 0 (mod p) jep je
p # 2, ua £ 0 (mod p), na ce pemiewa Mory noauhu xopucrehin XeHcenoBy jemy.

. (2 17 . (2) (17 34 .
Ako je (;) =-—1u (?) = —1, ranaje (5) (?) = (?) = 1 jep je JlexanmpoB cuMO0I
MYTUIUIUKaTHUBAaH.
Cnyuaj: p = 17
Kaxo je 6% = 2 (mod 17) tanma je f(6) = 0 (mod 17) u f'(6) = 12 # 0 (mod 17).
Cayuaj:p = 2
Kako je 17 = 1 (imod 8) 17 je 2-aacku KBaapaT Ha OCHOBY JieMe: a j€ 2-aJCKu KBajpaT y Z, akKo a =
1 (mod 8Z,).
Hakne, (X2 — 2)(X? — 17)(X? — 34) = 0 Hema pemema y Q uako uMa pelerma y Qp3aceep < .0

I[Ipumep 6p. 2

Jenan oj1 HajrIo3HATHjUX NpUMepa y KoMe XaceoB NMpUHIMIT He Baxku Jao je Cenmep. Haume, kyOHa
jenHaunHa;

3x3+4y3+523=0

¥Ma HeTpuBHjaiHa peba y R n'y cakom Qp,, 1ok y Q uma camo tpusujanua pemema (0,0,0).

Jlokas: Ournenso je (3/5/3,0, —1) nerpuBujansHo pememe y R. Kako 6ucMo nokasanu 1a jeJHaurHa
¥Ma HeTpUBHjaJIHa penrema y Q, mokazaheMo 1a OHa MMa HeHyJIa PEIEHE M0 MOYITy p a 3aTuM heMo
noauhu To penremne p-aacku kopucrehu XeHcenoBy Jiemy.

[Mocmarpahiemo 3ace6Ho ciezehe ciydajese: p = 3,p =5, up # 3,5.

p=3

Ha 6ucmo nponamum 3-ajacka pemema ysehemo aa je x = 0 u z = —1, 1j. nocmatpahemo cnenehy
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jemnaunny 4y3 — 5 = 0 unu y3 = 5/4. Uako je 5/4 = —1 (mod 9) u —1 je 3-ancku ky6: 1a 6ucMo
xopucTin Xencenosy nemy (y popmu |f(a)l3 < |f'(a)]?,) mopamo nahu a € ZX Takso 1a
la® — 5/4|, < 1/9, na mpumep: a3 =5/4 (mod 27). Oo Baxku 3a @ = 2, ma je 5/4 3- ajgcku Ky6 u
(0,y,—1) je pememe Cenmepose jennaunne y Q; rae je y2 = 5/4y Zs.
p*3
Axo je p # 3 u p-a[cku uenu 0poj a je Henysa Ky 1o MoxyIy p Taja je a Ky0 y Zj npema XeHCenoBoj
nemu 3a X3 — a.
p=>5
Viehemo najey = —1u z = —1, 1. nocmarpahemo cienehy jennaunny 3x3 —4 — 5 = 0, unn x3 = 3.
C o63upom 1a je 3 = 23 (mod 5) npema Xencenosoj nemu 3a X3 — 3, ca NpUOIMKHUM pellIeHeM
2 BUAUMO 712 je 3 3ampaBo 5-ajncku ky6 u aa je (x, —1, —1) pememe Cenmepose jeqHaunne rie je x> = 3
y Zs.
p#*35
Tana 3,5 % 0 (mod p). [locmarpahemo cana rpymy (Z/(p))* xoja je mukmmuna rpyna pexa p — 1.112]
HuTepecyje Hac Koju 10 TPYTIE je TOMymHeH KyooBrMa?

e Axojep = 1(mod 3) tana cy kyboBu y (Z/(p))* 3anpaBo moarpymna uxaexca 3.

e Axojep Z 1 (mod 3) tamaje (3,p — 1) = 1 naxune craku 6poj y (Z/(p))* je xy6.[1%]

Axo je 3 (mod p) xy6, Tana je 3 xy0 y Z, na ocHoBy XeHcenoBe eMe 3a X 3 — 3, makne (x,—1,—1) je
pememe Cenmepose jenHaunse Te je x> = 3y Qp-

Vkonuko 3 (mod p) Huje Ky0, Taga HuCy cBu 6pojesu u3 (Z/(p))* xybosu. lakie p = 1 (mod 3), Tj.
HeHya KyboBu mod p cy noarpyna uuaekca 3 rpymne (Z/(p))* ca kocer npeacrasauima {1,3,9}: 3a
cBako a Z 0 (mod p) umamo na je a = b*,3b3 unu 9b3 (mod p) 3a nexo b % 0 (mod p).[*%]
[Mpumennhemo oBo 3a a = 5.

e Axoje5 = b? (mod p) Tana je 5 ky6 y Z,, npema XeHcenoBoj Jiemu 3a X* — 5, ma Moxkemo pehu
naje (—y,y, —1) pememe Cenmepose jeHaumHe Te je y> =5y Z,

e Axoje5 = 3b3 (mod p) tanaje 5/3ky6y Z,, npemMa XeHCEJI0BO] JIeMH, Tla MokeMo pehu na je
(x,0,—1) pememe Cenmepose jeanaunne rje je x> = 5/3.

e Axoje5 =9b3 (mod p) tanaje 5-3=15ky6 y Z,, npema XeHcenosoj nemu, na je (3t, 5, —7)
pememe Cenmepose jenHaunne e je t3 = 15. Jlakne, nocmarpamo jennaunny 3a3 + 4b3 +
5¢3 =0rnejea = 3t,b = 5uc = —7. Ha ocnoBy xomorenoctu, (3t/7,5/7,—1) je Takohe
pelieme. m

Osum 3aBpiaBamo j1okas 1a Cenveposa jelHa9MHa MMa HETPUBHjaiHa perema y Q. Jlokas na

jelHauMHA MMa caMo TPUBHjaIHO periemhe y Q moke ce nponahm y [12].
Mocnenuna 3.3.1: Jennaunna 3x3 + 4y3 = 5 uma pemema y R u 'y cakom Qp, anu Hema peniewa y Q.

Joxas: [lokazanu cmo a y R u 'y cBakom Q) mOCTOjHU PEIIEHE jeAHAUMHE 3x3+4y3+523=0
e je z = —1, 1 3a TakBo pemerme nMamo 1a je 3x3 + 4y3 = 5. Axo 6u jennaunna 3x3 + 4y3 =5
uMmana pemese y Q, To 61 3Haunno aa jexaaunna 3x3 + 4y3 + 523 = 0 takohe nma pememe y Q 3a
z = —1 o je kouTpagukuuja ca [Ipumepom Op. 2. O
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[Toctoju jorn mpuMepa XOMOTeHHUX KyOHUX MOJIMHOMA KOjU Takol)e MMajy camo TpuBHjalHa pemiema y Q,
a HEKH OJ] TUX ITOJINHOMA CY':

x3 4+ 5y3 +1223,x3 + 4y3 + 1523,x3 + 3y3 + 2023, x3 + 3y3 + 2223

Ipumep 0p. 3

MehyTtum, CenmepoB mpuMep HHje HajCTapyju IpuMep a HU HajjeaHocTaBHuju. Crnexehu mpumep 3a Koju
XaceoB MPUHLMI He Baxku poHanuy cy Jluag u Puuapn. Hanme jennaunna:

x* —17z% = 2y?

nMa perena y Q, 3a cBe p < 0o, anu Hema periea y Q.

Hoxka3z: IIpernocraBumo fa jeqHaurnHa uMa periema y Q. be3 ymameHa onmrocTa Ta pernema MOKEMO
3anucaty Kao (X, Y, z) Thue cy X, Y, Z 1ieJid OpOjeBH U X, Z y3ajaMHO MTPOCTH U Heka je y > 0.

Heka je q Henmapau npoct 6poj Takas 1a q | y, tanaje x* = 17z* (mod q), nakne 17 je kagpar no
Monyiy q. Ha ocHOBY KBagpaTHOT 3aKOHA PELUIIPOLIMTETA TO 3HAUM Aa je g KBaapaT 1o moxyiy 17. Kako
cy 2 u -1 Takohe kBagpaTu mo Mmoayy 17, 3akpydyjeMo Jla CBU MPOCTH OPOjEeBH KOjU JIee Y Cy KBaApaTH
1o Monysty 17, ma u y Mopa 6utH KBajpat no moayay 17. lakne y = yo?(mod 17). Yspirasajyhu oo
y jenHaumny, mo6ujamo 2y,* = x*(mod 17), camum tim 2 je 9eTBpTH cTereH mo Moayiy 17. Kako oBo
HUje TagHO, JI0Ja3UMO Yy KOHTPAAWKIIHN]Y, CAMHM THM jeJHaYlHA HeMa pemiema v Q. o
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I maBa 4

4 Cucrtemu kBaapaTHux JlnopaHTOBUX jeJHAYMHA

Cenmepos npumep (Ilormassse 3.3) mokasyje ga ce XaceoB IPUHIUI HE MOXE MPOITUPUTH HA TTOJIMHOME
crerniena Beher oj 2. MeljyTuM 1oCcToju ¥ IpyTru HAYMH KaKO MOXEMO TeHEPATU30BaTH XaceOB IIPUHIIHIIL.
3aapkaTy CTETICH MOJIMHOMA J1Ba, aJli JIO3BOJIUTH CHCTeMe jemHaynHa. J{a mn XaceoB IpUHIIUT BaxKy 3a
CBE CHUCTEME

F,(X,Y,ZW)=0, F,XY,ZW)=0 (4.0.1)

noknue rox cy Fy, F, € Z[X,Y,Z, W] orpannden Ha crenex 2? Onrosop je He, W TJIaBHU IIHJb OBOT paja
jecTe mpeACTaBUTH UHTEpECanTHe KoHTpanpumMepe. [rnodanToB cucreM jeqHaunHa Koju hemo pazmarparu
je obmmka

alU? + bV2 + cW? =dz?, UW =V? (4.0.2)

rae cy a,b,c,d € Z, d 6eckpanparan, a,c,d # 0u b? — 4ac # 0. Cucrem (4.0.2) je ycko noesaH ca
cinenehoM HEXOMOTEHOM jeTHAYMHOM:

aX* + bX?Y? + cY? = dZz? (4.0.3)
[ITaBuie cnenehe neme HaM 103B0JbaBajy jaa npebdarumo cuctem (4.0.2) y Hexomoreny jennauuny (4.0.3).

Jlema 4.0.1 Cucmenm (4.0.2) uma nempueujanno pewerse y Z* axxo jeonauuna (4.0.3) uma nempusujanto
peweme y T3. Taxohe, cucmem (4.0.2) uma nempueujarno pewerse y R* axxo jeonauuna (4.0.3) uma
nempueujano pewerse y R3,

Jlokas: axo je (Xo, Yo, Zo) HETpUBHjaHO pereme jeqnaunne (4.0.3) y Z3 tana (x2, xo Vo, V3, Zo)
HETPUBH]jaTHO pererke cucrema (4.0.2).

Axo (ug, vy, Wy Zp ) HeTpHBHjalHO pemmeme cuctema (4.0.2), Tana cy (v, Wy, Zg Wo) 1 (Ug, Vo, Zg Ug)
pememsa jennaunne (4.0.3) y Z3. Hajmame jeJHO 0/ BHX MOpa OUTH HETPUBHjATIHO pernemhe. OBO Bakn
Kaja ce Z 3aMeHHt ca OMII0 KOjUM MPCTEHOM KOjH calpH Z na Baxku u 3a R. m

Jlema 4.0.2 Hexa je p npocm, u k = 2. Taoa cucmem (4.0.2) uma npumumusno pewrve no mooyny p*
axko jeonauuna (4.0.3) uma npumumueno pewerse no mooyny p*.

Jlokas: ako je (xq, Yo, Zo) MPUMUTHBHO pererse jennadunne (4.0.3) mo momyny p* Tana je

(x,x0Y0, V&, zo) mpuMuTHBHO pemere cuctema (4.0.2) o Moysy p*.

Axo (uo, Vo, Wo, Zo ) NIPMMUTHBHO pemere cuctema (4.0.2) o momyity p¥, ana cy (vo, Wo, Zo Wo) 1
(ug, Vo, ZolUp) penema jenHaunne (4.0.3) mo Moxyny p*. TBpama: HajMarbe jefjaH o1 Uy, Vo HIIH Wy,
Mopa GUTH y3ajaMHO HpocT ca p¥. Y cynpoTHOM, Zp, j€ y3ajaMHO IIPOCT ca p%, u ¢ 063upom Ha

dz§ = aud + bvg + cwé (mod p*) cnenu na p? | d wrro je KoHTpauKLMja ca THM 1a je d
OeckBajipaTaH.
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Ha ocHOBY rope HaBeJIeHe TBPJIHbE, HAJMAIbE jeflal Ofl Uy, Vo, WJIM W, MMa MHBEP3 10 Moxyy p*. Ha

b ramaje (1, vougt, zoug ! ) mpumutuBHO pemmeme jennaunne (4.0.3) mo

MIpUMeEp, aKo Uy UMa UHBEP3 Ug
Moyty p*. FlcTo Tako ako v, HIIH W, MMajy HHBEp3 110 Moayity p* Tama ce (vg, Wy, Zg W) MOXKE

MO(HKOBATH TaKo Ja (pOopMHpa MPHMHTHBHO Pellemhe 10 MOIyTy p~. mi

Hamomena: Axo p t d, Taima rope HaBeICHO MOXEMO TpOIUpUTH Ha k = 1.

4.1 TlapameTrpu3zanyja KOHUKA

Nedpununuja 4.1.1 Tpoyeao uuju cy mepnu Opojesu cmpanuya X,y,Z npupooxu Opojesu Koju

3adosomasajy penayujy x> +y? = z? nasusa ce [lumazopun mpoyzao (na ocnosy ITumazopune
meopeme makas mpoyaao je npagoyenu). Ipupoonu 6pojesu x,y,z koju cy pewersa jeonauune

x% + y? = 2% npeocmasmajy ITumazopune mpojxe.

Jepununuuja 4.1.2 Axo nexa déa 00 X,Y,Z Koju 3a00606a6ajy jeonauuny x> + y? = z2

umajy
sajednuuxu denunay d (6ehu 00 1), onoa je u mpehu 00 wux dewus ca d. 3amo hemo oame
npemnocmassamu 0a ¢y 6pojesu X,y, Z Y3ajamMHO npocmu y naposuma (y npomueHoM MOACEMO

2 wuxoeum zajeonuuxum oenuoyem d). Taxeo pewerse (x,y,z) 0ame jeOnayune

CKpamumu x? + y2 =z
HA3UBAMO NPUMUMUSHUM peuerveM. JacHo je 0a Hanadicerem CeUx npumMumueHux peutersa (X,y, z)

Hana3uMo u cea ocmana, jep cy ona obauxa (ax,ay,az),a € N.

[TocToju HEKOIMKO METO1a 3a IpOHAIaXeme [IuTaropuHuX TPOjKH, aJTH jeJJaH OJ CTAaHAapJIHUX METO/A je
MeTOJ1 paliMoHasIHe apamMeTpusanyje jenunaundne kpyxuuue {(x,y) € R| x2 + y? = 1}.

Jlakie, HeKa je jeMHMYHa KpYXKHULA 3a1aTa jenHadnHoM X2 + ¥ = lunekaje P = (xp, ¥p)
IPOM3BOJbHA TAUKA HA TOj KPYKHHUIU. Y3MHMO GHIIO KOjy APYTY PAallMOHANIHY TauKy Ha TOj KPYKHHUIM U

o3HaunMo je ca R = (u,v). Taga mocToju jeIMHCTBEHA MpaBa P Koja mposia3u kpo3 Tauke P u R u unja

Yp
Xp

.. % . .
je jenHaunHa: p:y — yp = — (¥ — Xp). (¥) Ipu yeMy cy KOeQUIMjeHTH, Kao 1 KOe(HUIMjEHTH NpaBLa

Yp—V
xp—u

npaBse panroHaxHu OpOjeBH.

Kako 0u mojemHocTaBunu curyanujy, Heka je P = (—1,0) u mocMaTpajmMo npaBy p; Koja mpoja3u Kpo3
tauke (—1,0) u (u, v), kao mwro je npukazano Ha Cruyu 1 ucron. [IpumeTrMo 1a YKOIHMKO MpaBa Ha
KojeMm Jexu tauka (—1,0) Huje BepTHKanHa, Tajna he mpasa p, Ja ceve KpyKHUILY Y TAYHO jeJTHOj TAUKH
pasnuuntoj ox (—1,0), o3HaueHoj ca (u, v).
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Cnuxa 1. Ilpeceune mauxe kpyscuuye x +y? = 1 u npase p;

VYKOJIMKO 3a7aTa npaBa uMa KOe(HIIUjSHT MpaBlia jelHaK t, Taja yBpIITaBambeM KOOP/IHMHATA Tayaka
(=1,0) u (u,v) y bopmyny 3a KoehHUIHjSHT paBia q00ujamMo t = ﬁ Jaxue t je panrioHaIHU OpOj
YKOJIMKO CY U U V PallHOHAIIHU OpOjeBH.

VYBpiiTaBameM KoeuIMjeHTa npasia u koopanHata Tauke (—1,0) y jeqHaunHy npaBe Kpo3 jeIHy Tauky
(*) nobujamo maa je 3amara pasa omnrcana jeaHaunaoM y = t(x + 1). IIpeceune Tauke ca KPYKHUIIOM C€
no0ujajy pelaBameM CHCTEMa

{x2+y2=1
y=t(x+1)

OnHocHO pemaBarmeM jenHaunne 1 — x% = y2 = t2(x + 1)2. I1a npema TomMe Mopa 6utn Wi x = 1 u
y=0mm1—x = t?(1 + x). U3 gpyror ciyuaja crnemu:

1—x=t%+t%x

x(1+t?)=1-t?

1—t?
X =
t2+1
VYBpiiTaBameM JOOHjEHOT U3pa3a y jeqHaunny npase y = t(x + 1) nodujamo y = T2 JAME CMO

OJIpeTUITN KOOPJIMHATE TIpeceyHe Tauke (U, v):

1—t? 2t
u= , v =
1+ t2 1+ t2

(%)

VBpIITaBameM ce IaKo BUM JIa CY U U ¥ pellema jeanaunne x> + y? = 1. [Tokaxumo jomr aa cy

KOOpJMHATE PalMOHATHE YKOJIMKO je U t parroHaian 0poj. llltaBuiiie, Bpeau u jaya TBPAmba Koja Kake

nacyu,v € Q akko t € Q. 3aucra, ako je (Xg,y) PAMOHAIHO pellere jeqnaunte x> +y2 = 1,a T,

oarosapajyha Tauka Ha KpY>KHULM OHJIA je KoeUIMjeHT npasua npase kpo3 Tauky (—1,0) u T, jeanak
Yo

t=_—-m j€ caMuM TuM je U pauuoHanan 6poj. [Ipema Tome mokasanu cMo /1a mpaBa ca Koe(HIIjeHOM
0
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mpaBIia t koja mposas3u kpo3 Tauky (—1,0) mpecena jeIMHUYHY KPYKHHITY Y APYTOj PAllMOHATHO] TAYKU
aKKO je t pallMOHaJaH U MOYKEMO OIHMCATH CBE MpeceuHe Tauke kopuctehu t.

Teopema 4.1.3 Axo cy m u n yzajamuo npocmu 6pojedu paziuyume NAPHOCMU MAKeU 0a je m > n oHoa

¢y popmynama

x = m? —n?, y =2mn, z =m?+n?

degunucane npumumusne Ilumazopune mpojxe. i

Teopema 4.1.4 Cee npumumusgne Iumazopune mpojxe (x,y,Z) y kojuma je y napano, oegpunucamne cy
credehum hopmynama:

x =m? —n?, y =2mn, z =m?+n?

npu yemy ¢y m u n y3ajamuo npocmu Opojesu paziuyume napHoCmu U makeu 0a je m > n. o

Hamomena 4.1.5 Jla 6u remeTpujcka HHTEpIPETAIIMja 3a]aTe CUTYallMje OUila jacHHuja, IocMaTpajMo
cnenehn numec:

. i 1—t% 2t (10
Am ) = lim {7 15z ) = L0

Younmo 1a Kaga Koe(HUIUjeHT MpaBlia npase, t, TeKU Ka £00, 1pyra npeceyHa Tayka mpaBe ca
KpY>XHHLIOM y o3Hau (u, v) Texu ka (—1,0). Crora nata mpaBa, 0JHOCHO CeUnIla KPYKHHUILE, TEKU
TaHT'eHTU NOBY4€HO] Kpo3 Tauky (—1,0) koja je mapanenaHa ca y ocoM. 3alMITUMO Cajia KOSPHUIIH]SHT

MIpaBIia MpaBe y O0JIMKY pa3iioMKa t = g , ipu uemy je (r,s) = 1. Taga 3anucu 1o KoopauHaTama (**)
oCTajy:

52 —1r2 2rs

“T s UTrEie
MHoxkemeM ca % + s2 106MjaMo paMHIIHjy 11eT0OPOJHUX Pelera:
(s? —12,2rs,r%2 4+ 52)
[1a npema Teopemu 4.1.4 cnenu na moOujeHa peliemna npeAcTaBibajy npumMuTuBHE [luTaropune Tpojke.
[MTapameTpusanuja Hac noBoau 1o cieneher uaenrurera 'y R[T]:
(1-T?*»?2+ (2T)? = (1 + T?)? (4.1.1)
rie ykonuko T 3amMeHuMo ca n/m rae cy n,m € Z nobujamo [lutaropune Tpojke:
(m? —n?)? + 2mn)? = (m? + n?)?

11a MOXEMO OCMATpPaTH jeHaunny ax? + by? = 1 na 6o kom nosvy F rje a,b € Fua,b # 0.
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[loTpeOHa HaM je MoYeTHA TauKa: OTPeOHHU Cy HaM Xg, Y, € F Taksu ja je axy? + byy? = 1. Auanorau
uneHtutert 3a (4.1.1) je npukasan y cnenehoj nemu kao (4.1.2).

Jlema 4.1.6 Hexa je F nowe u nexa a,b € Fua,b # 0. Hexa xy,y, € F makeu oa je axy? + byy? =
1. Taoa y F[T] eaxcu:

a(bxoT? — 2by,T — axy)? + b(—=by,T? — 2ax,T + ay,)? = (bT? + a)? (4.1.2)

u Hexa ¢y q1,92,q3 € F[T] nonunomu cmenena najeuwe 2, maxeu oa ce uoenmumem 4.1.2 mooice
sanucamu kao: aq? + bq? = q3. Hajmarse 06a 00 qy, q3, Q3 Mopajy bumu opyzoe cmenena. Axo je
char F # 2, ceaku 00 q4,q3, q3 je HeHyIa NoAuHOM U He nocmoje 08a Koja €y acoyupand.

IMoxcetnumo ce aa axo ¢y f(x) u g(x) ABa MOIMHOMA ca KOSQUIIMjeHTUMA Y TTOJbY F, ¥ aKo MocToju
HeHyJa enieMeHT ¢ € F takaB 1a je f(x) = cg(x) onna cy nonmunomu f (x) u g(x) acoyupanu.

[onuaomu q4, g, g3 ce mory npoHahu kopuithemeM MeTo/1a mapaMeTpu3alyje, ajlu TO HaM TPEHYTHO
Huje dpokyc. butHo HaM je camo ja Baxku: aqi + bqs = q3.

Jlokas: IIpernocTaBuMo J1a je cTemeH noauHoMa gz = 2 nokje b # 0. C o63upom Ha aq? + bq? = g2
Takohe MaMo | J1a je CTENeH MOJIMHOMA ¢4 = 2 WU je CTeNeH MoInHoMa g, = 2 . [IpeTmocTaBumo na je
char F # 2. C o063upom nacy a, b # 0, u na x, u Yy HUCY o0a jenHaka 0, CBaku 011 41, G5, 3 j¢ HEHyJIA.
[TpeTtmocTaBUMO J1a Cy HEKa JiBa 011 41, G, g3 acouupanu. Taga oHu Mopajy outh apyror crenena. Oxzia
U3 jenHaunse aqi + bq? = q3 nobujamo na cy q;2, 422, q3% acormpanu. Ha ocrosy Jleme 4.1.7 ucrion
CJICIM 14 CY (1, > KOHCTAHTHH YMHOXIIH O] q3. AJIM WIH G WU q, UMay HEHYyJa JINHeapHe WIAHOBE,
IITO j& KOHTAJAUKITH]a. O

Jlema 4.1.7 Heka cy a u b nenyna enemenmu oomena jeourncmeene gpaxmopuszayuje R. Axo cy a™ u b™
acoyupanu, mada cy a u b maxohe acoyupanu. i

[Mocrojame q1, g2, q3 y Jlemu 4.1.6 3aBucH 011 TOCTOjarba HAjMALE JEIHOT PEIICHA jeTHAUYNHE

axy?+ by,  =1.3aF = [F,, nocrojame TakBor peniewa cienn u3 OjiaepoBor KpUTEpHjyMa: HeKa je p
Henapas npoct 6poj u a € [Fp, nenyna. U3 Ojeposor Kkputepujyma ciieau aa je a kpaapar y [F,, akko
a®~V/2 = 1, u na a nuje xBazgpar y [, akko a®=1/2 = —1. Ojnepos kpuTepujyM je mocieauIa 106po
TI03HATOT PE3yJITaTa 1a jeé MyTHIUIMKATUBHA IPyIa HEHyJIa enemenara us IF,, 3apaBo NuKIHYHA Tpyna

penap — 1.11

Jlema 4.1.8 Hexa cy a u b nenyna enemenmu noswa Iy, 20je je p npocm 6poj. Taoa nocmoje xo,y, € Fp

maxeu da axy? + byy? = 1.

Jlokas: Akojep = 2, MoxkeMo y3eTH fajexg = 1 uyy = 0. Akoje p > 2, oHJa je HOTPeOHO PEIIUTH
£
P
t € Fp,. Ha ocHoBy Ojneposor kpurepujyma, f (t)P~D/2 = —13acBet € [F,,. Mehytum oBo je

y? = f(x)raeje f(x) = b~1(1 — ax?). Ako He nocToju pemiere, Taaa je (—-) = —1 3a cBako

KOHTPaJIMKTOPHO ca YikeHuIoM ja nomusoM f(t)P~1/2 + 1 crenena p — 1 mopa umaTy HajBuIIe
p — 1 xopeHa. i
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Jloka3 koju MO HaBeJH OBJIE HAC TOBOAM A0 Jlarpanxka Koju je y CBOM JI0Ka3y, J1a je CBaKH MO3UTUBAH
e 6poj 36up 4 KBaapara, MOpao A0Ka3aTH PElMBOCT KoHrpyeHmmje x2 + y? + 1 = 0 (mod p).

4.2 Cucremu kBagpatHux /lnodaHTOBHX jeTHAUYMHA

Hexka je p nenpan npoct 6poj. Caga hemo ce mocBeTUTH MPOHAIACKY HEPUBHjATHHX PEIIeHha CHCTEMA
alU? + cW? =dZz?, Uw =v? (4.2.1)

ca Bpennoctuma y F = [Fp,, rie npetniocrasbamo na cy a, ¢, d # 0. 3amemyjyhn a u ¢ ca ad *ucd?

MO’KeMO MpeTrnocTaButh aa je d = 1, ma ce jennaunna al? + cW? = Z2 mosxe mapamerpusosaT. OBo
HaM jaje paMuInjy peliena 3a IpBY jeTHAaYNHY, U CaMo je TOTpeOHO YTBPAUTH J1a je Oap jeqHO O THX
pemema Takohe pememe u UW = V2,

Jlemad4.2.1 Hexacy f,g € F,[X] nenyra nonunomu najeuwe opyzoe cmenena. Axo je (f(t)) (q;t)) unu

(%t)) (Q(t)) sa ceet € F,, maoacy f u g acoyupanu.

Hanomena: Y os6oj nemu xopucmumo Jlexcanopog cumbon (p) axne axo a € Fp, maoa ce Jlesxcanopos

cumbon modice deghunucamu Ha creoehu Hauum:

a 1 axo je a HeHys1a kBagpary [,
(_) =<{-1 aKo a Huje kBaaparty [,
0 akojea = 0yF),.

Joxas: Ha ocHoBy OjnepoBor Kputepujyma (f C )) = f(t)P~D/2 y (@) = q(t)®P-1/2
Haxkue, ako je (f ;t)) (q;t)) saceet € [F, Tanaje crakot € IF), Kopen monuHoMa

f@-/2 — q®=D/2 Toncerumo ce na nenyna nomnom u3 F,[T] crenena d uma najsume d kopena
sato wro je F,, nose. Crenen nomnoma f P~/ — g®=1/2 je yajpume p — 1, anu nonuHoM uma p
xopena, naie f P~1/2 — q®P=D/2 je yyna nomunom. Amn ¢ 063upom xa je F,[X] nomen jenuncrsene

dakropusarmje jep je fP~D/2 = q@®=D/2 nonunomu f u g cy acoumpanu Ha ocHoBy Jleme 4.1.7. Ako

je (%) (q;t)) 3a cBe t € [Fp, npumeTMo 12 je Tana (f (t)) (rq(t)) aceet € [Fp,u GeckBanparano
r € F,, macy f u rg acounpanu, a T0 3Ha4M Jia Cy OHJA U [ U g acOUMPaHH. m

Teopema 4.2.2 . Hexka je p nenaparn npocm 6poj, u nexka a,c,d € Fyua,c,d # 0. Taoa cucmem

alU? + cW? =dz?, uw =v?2
uma nempusujanto pewerse y .

Hoxka3z: CBonumo Ha city4aj kagajed = 1.
[Mapamerpu3aruja konnka alU? + cW? = Z? kao y Jlemn 4.1.6 (xopuctehn Jlemy 4.1.8) Hac 1oBOIH 710
HeHyJ1a TIOJIMHOMA (1, G5, q3 € F,[T] 3a koje Baxu aqf + cq5 = q3, u rae q;u g, HUCY acoLupaHu.

29



IV CUCTEMU KBAAPATHUX TUOPAHTOBUX JEJHAYNHA

Ha ocnosy Jleme 4.2.1 v unmeHuLE 1a ¢14 ¢, HUCY acouupanu, nocroju t € [F,, Takgo na

(‘h(t)p‘h (t))

(th(t)) + _(Qz(t))' Hakne, q,(t) u q,(t) aucy oba Hyna u # —1. lpyrum peunma

P P
q1(t)q,(t) = c?3amexkoc € Fp. Crora, U = q,(t), W = q;(t), Z = q5(t), V = v je nerpusujanso

PEHICHKHE CUCTEMA. O

Cana hemo ce okycupaTu Ha p-JOKaIHy pemuBoct cucrema (4.2.1), rae cy a, ¢, d HeHyna uenu OpojeBu.
3a mouerak hemo oKka3zaTu jeHO BeoMa IMo3HATO TBpheme 13 Tepuje OpojeBa (IIPOTO3HIIM]a UCTION).

Mpono3unmja 4.2.3 Hexa je p npocm 6poj u wexa cy N ur > 0 yenu o6pojesu maxeu dap + rN. Axo je
N r-tu cmenen no modyny p mada je N r-tu cmenen no mooyny p* 3a cee k > 1.

Joka3: (ITo uaaykimju Hapg k) [pernocraBumo naje N = a” (mod p* )
3ammmumo To kao N — a” = cp”. Kopucrehn pa3poj 6uroMa nobujamo 1a je
(a+xp®)" = a” +ra” txp* (mod p**tY).

Jaxne, N — (a + xp*)” = (¢ — ra”'x)p* (mod p**1).

Youumo 1a je (p,a) = 1 ¢ 063upom Ha 10 A2 je (p, N) = 1. lakne nocroju x TakBo aa p | (¢ — ra” 1x)

uN = (a+xp¥)" (mod p**1). O
YBoAUMO cajia 1ojaM jakoe peuterva.

HMepunuunja 4.2.4 Jaxo pewerve no mooyny p* cucmema (4.2.1) je npumumueno pewerse (U, v, w, z)
nPUOPYIICeHUX KOHpYeHyuja no Mooyry p* maxeo oa je najmarse jedan 00 au, cw, dz paznuuum 00 nyne
1o MOOYY NpoCcmoe p.

Teopema 4.2.5 Heka je p nenapan npocm 6poj, u wexa cy a, ¢, d Henwyna yeau 6pojesu. Axo cucmem
(4.2.1) uma jaxo pewerbe no MoOyry p, mada cucmem uma jaxo peuerbe no mooyry p* sa cee k.
Kounxpemno, cucmem je p-1okanno pewius.

Jlokas: Hexka je (ug, Vg, Wo, Zp) jako pemiemse 1o Moayiy p. Kaxo je aul + cwé = dz3, najmame 2 ox1
aug, CWy, dz, MOpajy OUTH pa3IUYUTH O HyJIE 10 MOYJTy P. MOXKEMO MPETIIOCTABUTH /1 j& Ally
PasIHYHT 0J1 HyJle 1o Moayy p. ®uxcupajmo crener p* on p. Kako p  a u p + uy, Moxemo n3abpatu

L ugt € Z no momyny p*. Name, Heka je v = vougt, w = Woup ' ¥ Z = zZougy . Tana

WHBEP3HE A~
(1, v, w, z) Takohe pemapa cucteM mo moayny p. Jlakne, w = v? (mod p), najeu a + cv* =

dz?(mod p). Kako je a~1(dz? — cv*) = 1 (mod p), u xaxo je 1 uerBpTHu crenen, [Iponosuruja 4.2.3
HaM rapaTyje nocrojame m € Z taksor 1a a” *(dz? — cv*) = m* (mod p*). JIpyrum peunma,

am* + cv* = dz?(mod p*), ma je (m?, mv, v, z) pememe no Moayny p*. To je Takohe u jako pemerme
jep je m pasIMuuTH O] HyJle IO MOJYJIY P. O

Cana HaBoaumo nocieauity Teopeme 4.2.2 u Teopeme 4.2.5

Mocnenuua 4.2.6 Hexa je p nenapan npocm 6poj maxae oa p + acd, maoa je cucmem (4.2.1) p-roxanno
pewiu, mj. uma npUMUMUGHA peuerba no Mooyry p* sa cee k. m
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Heka je p=2 u nocmarpajmo cuctem U2 + 3W?2 = 722, UW = V2. Osaj cucTeM UMa pelere
(1,1,1,2) mo moaymny 2, 3anpaso, (1,1,1,2) je pememe no moxyay 23. MehyTum, cuctem Hema
IPUMHTHBHO PEIIER-e M0 MOy Ty 24,

[Toremkohe ca npomupemem Teopeme 4.2.5 Ha p = 2 nexe y Hegocratky [Iponosunmje 4.2.3. Hanwme,
3 jecTe YETBPTH CTEIEH 110 MOAYTy P = 2, aJli HHje YeTBPTH CTeleH o Moxyny p = 2¥3a k > 1.
Creneha npomnposuiuja Ham naje motpeOHy Bapujanty [Iponosunumje 4.2.3.

Iponosunuja 4.2.7 Axo je N = 1 (mod 2%), maoda je N uemspmu cmenen no mooyny 2% sa cee k > 1.

Jlokas: (Mumykumjom)IIpernoctasumo 1a je N = a* (mod 2%) raje je k = 4. To moxeMo 3amucath Kao
N — a* = ¢2¥. Kopucrehu passoj 6unoma noujamo (a + ka‘2)4 = a* + a3x2% (mod 2. Haxre,
N—(a+ xZ"‘Z)4 = (c — a3x)2* (mod 2¥*1). Younmo na je (2,a) = 1 ¢ 063upom Ha To 1a je

(2,N) = 1. laxnte noctoju x Takso 1a 2 | (c —ax) u N = (a + ka_2)4 (mod 2k+1), O
Cana mokeMo yBecTH cienehy Teopemy:

Teopema 4.2.8 Heka cy a, ¢, d nHenyna yenu opojesu. Axo cucmem (4.2.1) uma jaxo peuwerve no mooyny
2* maoa cucmem uma jaxo pewerse no mooyny 2% 3a cee k. o

[Nocroje curyanuje y KojuMa Hema pa3iuke u3Mely MPUMUTHBHUX U JaKHX pellickha, TO HaM IoKa3yje
cieneha geMa 1 leHA MOCIEANLA.

Jlema 4.2.9 Hexa je p npocm, k = 2 u a, c, d nenyna yenu 6pojesu maxeu oa p* + acd. Taoda je ceaxo
npumumueno pewerse cucmena (4.2.1) no modyny p* jaxo pewerne.

Jlokas: Hexka je (u, v, w, ) IPEMHUTHBHO pelliehe 1o MoIyily p* TakBo 1a Huje jako pemere. M3Boaumo
KOHTPAIMKIMjy Y CIy4ajy Kaja p + u, a octanu ciaydajeBu cy cinunu. Kako (u, v, w, z) Huje jako
pememe, p | a, map t cd. Jlaxne p nenu u w u z jep (u, v, w, z) HHje jako pememe. U3 au? + cw? =
dz? (mod p?) nobujamo au? = 0 (mod p?), mro 38a4n 1a p? | @ a To je KOHTPATUKIIH]a. O

Mocaenuna 4.2.10 Hexa je p npocm u a, c, d nenyna yeau bpojesu maxsu da p* + acd. Axo je p nenapan,
maoa je cucmem (4.2.1) p-10KanHo peutus aKko uma jako peuerbe no Mooyay p. 3a napro p, cucmem
(4.2.1) je p-nokanno pewus axko uma jako pewuerse no mooyry 24,

Hoxka3z: (<) cnenu u3 Tepeme 4.2.5 u Teopeme 4.2.8.

(=) Hexa je cuctem (4.2.1) p-noKaaHo pelus, Taja IOCTOjM NPUMUTHBHO pellere 1o moayay p*. Ha
ocHOBY Jleme 4.2.9 mocToju jako pememe o Moxyay p*. Y ciyuajy kana je p mapaH, MOKeMO
MPUMETHUTH J1a j& TaKBO PElICHe¢ Takohe U jaKo pelIeHhe 0 MOAYIY P. i
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4.3 Kontpanpumepu

b oBe cexuyje je naeHTU(PUKOBATH KOHTpanpuMepe XaceoBor NpuHImna: To he OUTH cucteMu
jeaHaYrHa KOjU Cy JIOKAJHO PEIUBH, aJIM HUCY TTI00aTHO PEIIrBH.

Mpono3unmja 4.3.1. IIpemnocmasumo cy ucnyrenu ciedehiu yciogu:

(1) q u d cy yzajamno npocmu nenyna yenu 6pojesu, u q je no3umuean,

(2) g =1 (mod 16);

(3) d je keaopam no modyny p 3a ceaxu npocm 6poj p Koju oujenu q u

(4) q je uemepmu cmenen no mooyny p 3a céaxu nenapan npocm 6poj p Koju deau d

Taoa je cnedehu cucmem IOKAIHO peuius.
U? —qW?=4dz?, Uw =y?

1/2 1/4

Joxa3s: [Tpumerumo na je (u, v,w, z) = (q q’*,1, 0) peaitHo peniere. 3a cBe p 1 2qd, cucteMm je p
JIOKAJIHO penuB Ha ocHoBY ITocnemuie 4.2.6. Takohe, mpumerumo na je (u, v,w, z) = (1,1,1,0) jako
pemiewe o Moxyny 16. Ha ocHoBy Teopeme 4.2.8 cucrem je 2-mokanHo pemuBs. [IpeTnocraBumo cama na
p | q, nakne p je Henapan. Y3mumo m takso ga m? = d (mod p). Tana je (u,v,w, z) = (m,0,0,1)
periewe o Moxyny p. Kako cy g u d y3ajamHo nipoctu, p + d, ma je 300r Tora peuieime 1 jako pelnme. Ha
ocHoBy Teopeme 4.2.5 cucTeM je p JIOKATHO PELINB.

I[IpernocTaBuMO cajia Aa Hemapas npoct p aenu d. Yamumo m TakBo aa m* = q (mod p). Tana je
(u,v,w,z) = (m?,m, 1,0) pememe 1m0 MOAYIy p, a KaKo p | ¢ pellene je u jako pemme. Ha ocHoBY

Teopeme 4.2.5 cucTeM je p-JIOKAIHO PEIIINB. i

Cana hemo nponahu cuctemMe Koju HeMajy HeTpUBHjallHa Z pellena, a 3a To he Ham OuTH notpedHa cieneha
aeMa

Jlema 4.3.2 Hexa je d nenyna 6ecxeadpaman yeo 6poj u nexa je q = 1 (mod 8) npocm 6poj xoju ne
oujenu d. Axo cucmem U? — qW? = dZ?, UW = V? uma nempueujarno pewerse y 7 mada je d
uemepmu cmener no Mooyuy q.

Jloka3: M3 XOMOTEHOCTH CIIe/IU Jia aKO CHCTEM MMa HETPUBHjAIHO PEIICHE OH/a OH MMa U MPUMHUTHBHO
peuiewe (U, v,w, z). [lpumeTrMo J1a U ¥ W MOpajy OMTH y3ajaMHO MPOCTH ¢ 003UPOM Ha To ja je d € Z
Geckpaapatad. Akop |uup | wranap | vup? | dz?%, ma p? | d mro je xonTpaaukiwmja. Ha uctu Haumn
MO’KEMO IIOKa3aTH J1a Cy U U Z y3ajaMHO MPOCTH U Jia Cy W U Z Takolje y3ajamHo mpocTH. Takolje, ¢ 003upom
na je u?w? = v* wu u w cy yzajamno npoct, u? u w? mopajy 6urr ueTBpror crenena. Hexka je cana p
HemapaH npoct 6poj koju e z. Tana je u? = qw?(mod p). Heka je w1
q

Hakne ¢ = (uw™1)? (mod p), T1j. (;) =1 (Jlexanapos cumbomn). Kako je ¢ = 1 (mod 4), Ha 0CHOBY

MHBEP3 3a W 10 MOAYIY P.

KBaJIpaTHOTI 3aKOHA PEIUIPOIIMTETA BAXKU U J1a j€ (g) = 1 u3 yera cienm 1a 3a cBe HemapHe p, p | z. Kako

je ¢ =1 (mod 8), Takohe umamo u xa je (2) =1 u naje (_71) = 1. 300r MyJITUIUIMKaTUBHE OCOOUHE

. z .
JlexanipoBor cuM0ou1a, ClIeAU 1a je (5) = 1, mTo 3HAaYM J1a je Z2 HeHyJa YETBPTH CTENeH 110 MOy (.
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Jlakne umamo na je u? = dz? (mod q), v 3HaMo Ja ¢y u? u z2 4eTBPTH CTENeHH 110 MOYJIy ¢, Na Cleau
1a je d 4eTBPTH CTENEH MO MOAYIY q. i

Jakiie, na 6ucMo JOOWIM KOHTpanpuMepe NoTpeOHo je 1a d He OyJie YeTBPTU CTETICH M0 MOJYIY (.
Cana mocmarpajmo cuctem xomoreHux JnohaHTOBHX jeTHAYNHA!

U? —qW? =dz?, uw =v?2 (4.3.1)
TJIe Cy 3a/10BOJbEHHU cliefiehu ycioBu:
(1) g mpocrt 6poj TakaB 1a q = 1 (mod 16);
(2) d je nenyna, OeckBampaTaH U HUje ICJbUB ca q;
(3) d je xBaapar, anu TakaB Ja HUje YETBPTH CTEIEH [0 MOJYIY q U
(4) q je ueTBpTH CTEMEH 1O MOAYJTY P 3a CBaKH HemapaH MpoCcT Opoj p Koju aujenu d

[Ipomno3uruja 4.3.1 u Jlema 4.3.2 Ham aajy cinenehu pesynrat:

Teopema 4.3.3 Cucmem (4.3.1) je noxamrno pewius, anu Huje 2n00AIHO pewius, mj. CUCEM HeMa
Hempusujarnux 7 pewersa. m

Mpumep 4.3.4 JluagoB u PuuapnoB mprmMep, MpBH MO3HATH KOHTpampuMep XaceoBOT MPUHIMIA je
cienehu cnenujanan ciayuaj Teopeme 4.3.3:

U?-17w? =272 UW =V?
OBo je konTpanpumep ¢ od3upom 1a 2 € (Fi5)? am 2 ¢ (F5)*.[H
Ipumep 4.3.5. Heka je g npoct 6poj Takas 1a ¢ = 1 (mod 16) u TakaB j1a 2 HUje YETBPTH CTEICH 110
MOy ¢q. Y OBOM Cly4ajy je G) = 1, na cnenehu cucteM MpeiCTaBba KOHTpanpuMep XaceoBor
HpUHIMIIA

U? —qW? =272, Uw =2

3anpaso, Tpeda camo npernocrasuty ja je ¢ = 1 (mod 8) momrro je (1,1, 1, 2) jako pelerse mo MoAyy
16 ako je g = 9 (mod 16). Takohe npumeTMO J1a je OBaj CKyI IpuMepa OeCKOHa4YaH. 3arnpaBo, IyCTHHA
npoctux 6pojeBa q 3a ¢ = 1 (mod 8) TakBuX 1a 2 HHje YETBPTH CTEMEH 110 MoayIy g je 1/8. OBo ce
BUIM npuMeHoM YeGoTapujese TeopeMe 0 TycTHHM Ha npommpere Q(V/2,1)/Q unja je Tanoaosa rpyna
rpyma auenapa peaa 8.1

Mpumep 4.3.6 Ako d # 2 cienehu cucrem npeacTaB/ba KOHTpanpuMep XaceoBor MPUHIINATIA

U? —17W? = 1977, UW =V?
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[aBa 5

5 Teopuja eTUNTUUYKUX KPUBUX

5.1 VYBojay enunTuyYKe KpUBE

Cana hemo ykpaTko AehMHHCATH ENUNTHYKE KPUBE KaKo OM ILTO JIAKIIe PasyMelH jOlll jeIHy TPYIy
KOHTpamnpumMepa XaceoBOT IMPHHIIHIA a TH KOHTPAIIPUMEPH OJIr0Bapajy HETPUBHjaTHUM €JIEMEHTHMA
Tejr-1ladapeBuyeBux rpyna oapeheHNX eTUNTUYKUX KPUBHUX. 3a BHIIE AeTajba, YnTajall ce ynyhyje Ha
[15].

Anrebapcke KpUBE MPEJICTaBIbajy CKYIl Ta4aka Y PaBHH KOje c€ MOTy JIehHHUCATH alire0apCKUM U3Pa3oM:
f(x,y) = 0. Enuntiuke KpuBe MPECTaBibajy GaMUIInjy iamkux anre0apCKux KpUBHX, Ta je lbUXO0B
MIPBH U3BOJ Ne(hDHHNCAH Y CBAKO] TAaYKH IOMeHa KpuBe. [loTpebHO je HarmacuTH Ja eunTHIKe KpHBe
HEeMajy HUKaKBe Be3e ca eJuIcama Win ApyriM KOHYCHUM npecennma. KonycHu npecenu cy anrebapcke
KpHWBE JIPYTOT pefia, a eNMUITHYKe KpuBe cy anrebapcke kpuse Tpeher pena. Pex kpuse je Hajpehu crenen
arebapckor u3pasa Koju je Aedunuiie. Anredapcke Kpuse Tpeher pena Mory ce jaBUTH y pa3iHuuTHM
obnummMa 1 neHUITY ce HaJ anre0apcKkoM CTPYKTYPOM KOjy Ha3UBaMmo MOJbE.

Heka je K nosbe. Enunruuka kpuBa E Hax nosbem K (y o3namu E /K) je HecHHTylIapHa POjEeKTHBHA
KyOHa kpuBa Haj K ca Gap jeqHom (K -panmonanHoMm) TaukoMm. OHa uMa aQuHy jeJHaYnHY O0JIHKa:

F(x,y) = ax3 +bx’y + cxy? + dy3 + ex? + fxy+ gy?+ hx+iy+j=0 (5.1.1)

rae a,b,c,....j € K, a HeCHHTYIIapHOCT 3HAa4H JIa j€ Y CBaKOj TAYKH Ha KPUBO], IOCMATPAHO] Y
npojektuBHoj paBau P2 (K) Han anre6apckum 3aTtBopemeM o K, 6ap jesaH mapiujanHau H3Bo.
¢yskuyje F pa3znuaut ox Hynne. CBaka jeqHaurna oonuka (5.1.1) Moxe ce TpaHcopmMaliijaMa CBECTH Ha
00K

Y2+ aixy + azy = x3 + ayx? + azx + ag

KOju HazuBamo Bajepiurpacosa ¢opma. Jlasbe, ako je kapakTepuctuka nosba K, char K # 2,3, onna ce
jeaHaYMHa MO>KE CBECTH Ha 00JIHMK

y?=x3+ax+b

KOju Ha3uBaMmo KpaTka Bajepiirpacosa opma. [logcetumo ce, kapakTepuCcTHKa 10Jba K je HajMambu
npupoaan opojn, Takas gaje 1+ 1+ -+ 1 =n-1= 0, rae cy 0,1 HeyTpalHU €IEMEHTH 3a cabUpambe,
OJIHOCHO MHOXeme y K.

360r yci10Ba 0 HECHHIYJIAPHOCTH, KyOHH moauHoM f(x) = x3 + ax + b HeMa BUIIECTPYKHX HyJa (y
anre6apckoM 3aTBopery K), a TO je eKBUBAIETHO YCIIOBY Ja je auckpumunanta D = —4a3 — 27b% # 0.
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Hakie, enmunTHYKy KpUBY HaJ mojbeM K (KapaKTepUCTHKE Pa3IuuuTe o 2 1 3) MOKEMO 3aMHUIILJbaTH Kao
ckyn Tauaka (x,y) € K X K, koju 3a10B0/baBajy jennaunny E: y2 = x3 + ax + b, rnecy a,b € K u
D = 4a® + 27b? # 0, wiyc “rauxa y 6eckonaunoctu 0. Taj ckyn hemo o3nauasatu ca E (K).

O6jacHrMO caaa nojam Tauke y 0eckoHayHOCTH 0. YKOJIHMKO eUNTHYKY KPUBY MIPUKAKEMO Y
MPOjeKTHBHO] PaBHHU, TayKa y OECKOHAUYHOCTH C€ M0jaBJbyje MPUPOIHO.

IpojextusHy pasan P2 (K) mo6ujemo Taxo mro Ha ckymy K3 \ {(0,0,0)} yenemo penanujy
exsuBanentmje (X,Y,Z)~(kX, kY, kZ),k € K,k # 0. Axo y apuHOj jeqHAYUHH SITUNITHYKE KPHBE

YBEIEMO CMEHY: X = ;, y = ;, n001jaMo POjeKTUBHY KPHUBY:
Y2Z = X3+ aXZ*+ bZ3

axko je Z # 0, onna xiaca eksuBanennuje (X, Y, Z) uma npencrasauka (x,y, 1), ma ty kiacy
EKBHBaJIEHIIHjE MOXeMO norcToBeTuTH ca (X, y). Mehyrum, ykonuko je Z = 0, Taja Ta Kiaca
exBuBasieHIMje uMa npeactasauka (0,1,0) u Ty KIacy MOKEMO MOUCTOBETUTH Ca TAYKOM Y
6eckonagrocTH 0.

Hexa je E enmunTrdka KpuBa. JeAHO o1l HajBaKHUjUX CBOjCTaBa EINUITHYKUX KPUBHX jeCTe Ja e HaJl
BUMa MoXe JeuHucaTi OMHapHa orepalyja, Tako Ja TauyKe Ha eMUNTHYKO] KPUBO] €a 3a1aTOM
omeparyjoM unHe AbenoBy rpyiry. OBy onepaiijy 0OM4HO HazuBamo cabupamem. Tauka y
0eckonaynoct O he Outu HeyTpanHu eneMeHT, Tako naje P+ 0 =0+ P = P,VP € E.

Heka je K = R noJbe peannux Opojepa. Tana enunTiuuky KpuBy Haz mojbeM R (0e3 Tauke y
6eCKOHAYHOCTH) MOKEMO TPUKA3aTH Kao MocKyn y paBuu. [Tomnom f(x) = x3 + ax + b Moxe umatu
w1 mm 3 xopeHa. Y 3aBHCHOCTH 071 TOra, rpaduk npunaaajyhe enunTayke KpUBE UMa jeIHy WIIH 1B
KOMIIOHEHTE, Kao IITO je MPUKAa3aHO Ha CIIUIU UCIIO/.

T

Cnuxa 2.y% = x3 — x, 0se komnonenme Cnuxa 3.y% = x3 — x + 1, jeona xomnonenma
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ITocmatpajmo cana ase pasiauunte tauke P(xq,v;), Q(x2,y¥,) € E(R). ITo3Haro je 1a ce Kpo3 JBe Tauke
y paBHH MOXe poByhu TayHo jenHa mpaa. [locraBumo npaBy [ Tako Ja caipKu T€ ABE Tauke.
OuurnenHo je na npasa [ cede rpaduk enuntuuke kpuse. Koeduuujent npase [ je k = tana = %
VY ommtem ciry4ajy, npasa | hie npecehn rpaduk enunTHYKe KpUBE y jOII jeHOj Tauku. O3HAYUMO Ty
Tauky ca R. Cana, moctaBbaMo MpaBy S, TAKO Ja OHA caAp KU TauKy R ¥ Tako Ja je mapajenHa ca
Y-0CcoM, IIPY YeMy je HopMaliHa Ha X-ocy. [Ipecek mpase s u rpaduka eTMnTHYKe KPHBE O3HAYUMO Ca
—R. OuuriieqHo je oBa Tauka CUMETPUYHA Taduku R y ogHOCY Ha x-ocy. Ha oBaj HaunH neduHMCAHO je
cabupame Tavyaka eUNTHIKe KpUBe, OJJHOCHO eneMeHara ckymna E (R). Tauka —R npencTaBiba 30up
Tavyaka P u Q 1 Takohe ce Hana3u Ha rpaduKy EINUNTHYKE KpUBe. V3 HaBeIeHOT MOXe Ce 3aKJbYUUTH Ja
je ckyn E(R) 3aTBOpeH y oqHOCY Ha cabupame. 30up aBa enemenra P, Q € E(R) 3anmcyje ce kao

P® QuwumuP + Q. (Cruka 4.)

Cnuxa 4. I'paghuuka unmepnpemayuja cabuparea 0ge mauxe erunmuixe Kpuge

Axko je P = , onya 6u ymecTo mpage [, TOBYKJIM TaHTeHTY Kpo3 Tauky P. [lo nedmHunmju ctaBpamo ga
jeP+0 =0+ P =P, VP € E(R). lakie, onepanuja cabupama Ha ckymny E (R) ce yBonu
“reoMeTpHjCKU”, TaKO J1a Cy 3 Tauke Ha KpuBOj E KOJMHEapHE aKKO je CyMa jelHaKa HEeYTPaIHOM
enementy O. Jlakie, Mory ce ¢popmynucaTh ciieieha npaBuiia MPUIMKOM cabuparba Tauaka eTUITHIKHX
kpuBux. Heka je P = (xq,¥1), Q = (x3,y,). Tana je:

1) -0=0
2) —P = (x1,—y1)
3) 0O+P=P

4) akojeQ =—PoHmajeP+Q =0
5) akoje Q # —Poumaje P+ Q = (x3,y3) Teje x3 = A2 —x; — xp, ¥3 = —y; + A(x; — x3)
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Y2 3’1,x2¢x1
1 X2 — X1
" 13x%+a
» X2 = Xq
2y1

A je koeduLMjeHT TpaBLa Mpase Kpo3 P u @, 0JHOCHO TaHTeHTe y Tauku P y cioyuajy P = Q.

IToxkasyje ce na je (E(K),+) Abenosa rpyna. Ca cBojcTBa AGe0Be rpyIie Cy OUHIieHa, OCHM
ACOIIMjaTUBHOCTH YHJU j€ JOKa3 HEIITO KOMIUIMKOBAHH]H.

Hanomena: enuntuyuKe KpUBE HaJl I0JbeM Zp, TA€ j€ P TPOCT Opoj, ce IePUHUIITY aHATOTHO Ko HaJl

MOJBEM PeaTHUX OpOojeBa, ajli ce oInepaluje U3BOJIe M0 MOIYIY P.

5.2 MW3orenwuja, ['anmoaosa koxomosnoruja, Cenmepona u TejT-
[TadapeBuyena rpyna

Cana hemo HaBecTH OCHOBHE jaeUHUIUje U30reHHja U ["aioaoBe KOXOMOJIOTHjE, KaKo OH JIaKIIe

pazymenu nedpunuiujy Cenmepose u Tetj-11ladapeBudese rpyme. 3a Bure neraspa, unranail ce ymyhyje
Ha [15].

Nepununuja 5.2.1 Heka cy E u E' 0se aneebapcke kpuse nao nowem K. Ipeciuxasarwe ¢p: E — E' je
PAYUOHATIHO NPECIUKABAIbE aKO je deunucano payuonarnum gyukyujama: ¢ = (u,v),u,v € K(E"),
maxeo da U u v Hucy oboje nyna, mj. p(P) = (u(P),v(P)) 3a P € E(K). ¢ je mopghuzam, axo je
oeqhunucan na yenoj E' (unu ce mosrce npowupumu).

Hepununuja 5.2.2 Hzozenuja usmely ose enunmuuke kpuse je mopgusam: ¢: E — E' koju npeciuxasa
O €EyO0' € E'. Jse enunmuuxe kpuee E u E' cy uzozene axo nocmoju uzsozenuja ¢: E — E' maxea oa
je d(E") # 0, oonocno axo je ¢ nempusujanno.

Nepununuja 5.2.3 3a ceako m € N, uzsoecenuja mnoocersa ca m na E (K) je degpunucana na credehu
HAYUH:

[m]: E(K) - E(K)
P>P+-+P

m

Nepununuja 5.2.4 Hexa je m € Z um = 2. m-mop3suona nooepyna o0 E (K) je de¢punucana ca
E(K) [m] = {P € E(K): [m]P = 0}.
Ca E;yrs(K) hemo osnauasamu mauxe konaunoz peda y E, mj. Erprs(K) = U=y E(K) [m].

Teopema 5.2.5 (Mopnen-Bejnosa) Axo je K 6pojesno nowe u E [K enunmuuxa xpuea, maoa je epyna
E(K) xonauno 2enepucana. o
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W3 pyHIaMeHTaIHE TEOpEME O KOHAYHO reHepUcaHiM AGEIOBUM IpyIia CIIeIH a je
E(K) = Etors(K) X Z", tre je E¢ors(K) KOHauHa Tpyma 1 © HEHETaTHBAH 11e0 OpOj. 7' ce Ha3MBa PAaHTOM
rpyme E(K).

Teopema 5.2.6 (Mopues-BejioBa, cnaduja Bep3uja) Axo je K 6pojesro nowe u E /K erunmuura xpusa,
um = 2 maoa je E(K)/m E(K) konauna epyna. o

Jloka3 oBe Teopeme ce Moske nponahu y [15].

Nedununnja 5.2.7 Hexa je K caspuieno nomwe u nexa je K aneebapcro samsopere nowa K, u nexa je
Gal(K /K) I'anoaosa epyna noma K nao K. I'pyna Gal(K /K) je unsepsnu numec epyna Gal(L/K) xaoa L
nponasu kpos cea konauna I'anoaoea pawupersa noma K. Ipema mome, Gal(K /K) je npogpunumna
2Pyna, na umMa monoio2ujy duja ce 6a3a OMeopeHux CKynosa cacmoju 00 KoaeKyuje HOpMAaiHux noocpyna
ca konaunum unoexcom y Gal(K /K).

Nedunnnuja 5.2.8 Gal(K/K) mooyn je Abenosa zpyna A, maxea oa je dejcmeo Gal(K /K) nenpexuono
Ha A y oonocy na npogpunummny mononozujy na Gal(K /K) u ouckpemmny mononozujy na A.

Nedununuja 5.2.9 Hyrma koxomonowxa noopzpyna Gal(K /K) mooyna A je epyna Gal(K /K)
uneapujammnux enemenamay A: H°( Gal(K /K),A) = {a € A:a° = a 3a cBako o € Gal(K/K)}.

Nedununuja 5.2.10 Ipyna nenpexuonux 1-xoyuxnosa us Gal(K /K) y A je epyna
Zl .e(Gal(K/K),A) = {&: Gal(K/K) — A : & nenpekuguo u &(o1) = £(0)" + (1)}

Nedununnja 5.2.11 Ipyna 1-xoepanuya us Gal(K /K) y A je 2pyna
BY(Gal(K/K),A) = {¢:Gal(K/K) — A : ako noctoju a € A, Tako fia é(0) = a’° —a3saceeod € A}.

Kako A nMa JuCKpETHY TOTOJIOTH]Y, CBaka KOTPaHHIIA je ayTOMAaTCKH HEMPEKHIHA, 1A ¢ MOYKE JTaKO
nposepury ja je BY(Gal(K /K), A) noarpyna (3anpaso, HopMaaHa noaprpyna) Z,.(Gal(K /K), A).14

Nedununuja 5.2.12 Ipsa xoxomonowra epyna Gal(K /K) moodyna A je epyna : HX( Gal(K /K),A) =
Ziont(Gal(K/K), A)/B*(Gal(K/K), A).

Gal(K/K) nejctByje Ha tauke E (K) na cienehu naunn: 6(0) = 0, o(x,y) = (o(x),0(y)) rue je
P=(x,y) €EE(K)uo € Gal(K/K).

CBaka HeHyJIa H30TeHHja ¢ uHayKyje Tadan Hu3 Gal(K /K) moayna o6ivka

0 » E(R)[$] » E(R) 5 E'(R)= 0 trie je E(R)[¢] = kerd.

OBaj HU3 ce MOXKe MPOIIMPUTH HA HU3 U3Mel)y KOXOMOIOIIKUX TpyIa:

0 - H°(Gal(K/K), E(K)[¢]) » H°(Gal(K/K), E(K)) i H°(Gal(K/K),E'(K)) 5

iHl(aaz(z?/K), E(K)[¢]) » HY(Gal(K/K), E(K)) ib>H"(Gal(I?/K),E’(I?))

na u3 JeQUHUIHje HyJITe KOXOMOJIOMIKE IpyIie, CIeH Aa je:
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0 > E(K)[$] » E(K) S E'(K) S HL(Gal(R /K), E(R)[¢]) >

- H(Gal(R/K), E(R)) S HO (Gal(R /K), E' (R))

]_HTaBI/IHIe, M3 OBOI' HU3a MOKEMO H3BCCTHU (PYHI[aMCHTaJ'IHI/I KpaTKW Ta4aH HU3

) _ _ _ _
0 - E'(K)/$p(EK)) - HY(Gal(K/K), E(K)[¢]) = H (Gal(K/K),E(K))[¢] = 0 (5.2.1)

Hedunnuuja 5.2.13 Heka je E /K erunmuuxa xpuea. Xomoeenu npocmop eaunmuuie kpuge E [K je
enamka xpusa C /K dedunucana nao nowem K 3ajeono ca mpansumusnum dejcmeom anreebapcke epyne
E na C. Jlpyeum pewuma xomozenu npocmop exunmuuxe kpuse E [K je nap (C, i), npu uemy je C /K
enamka kpuga oeghunucana nao K u p: C X E = C je moppuzam eapujemema oegpunucan Hao K xoju uma
credeha ceojcmea:

o u(p,0)= ps3aceep € C;

o u(up,P),Q)= u(,P+Q)szaceeP,Q € Eup€(;
o 3aceep,q € Cnocmoju jeouncmeenu P € E maxea oa je u(p,P) = q.

Hepunuumja 5.2.14 Jea xomozena npocmopa C /K u C' /K erunmuuxe kpuse E K cy exeusarenmmna axo
nocmoju usomopgpuzam ®: C — C' koju je oegpunucan nao K, u xoju ce cnasice ca oejcmeom epyne E na C
uC',mj. ®(p + P) = ®(p) + P3acse P € Eup € C. Korexyuja céux Knaca ek6USAIeHYUje XoOMO2EHUX
npocmopa enunmuuxe kpuse E /K nazuea ce Bejn-Illamene epyna u oznauasa ce ca WC (E /K).

Tephemwe 5.2.15 Hexa je E /K exunmuuna xpusa, maoa nocmoju oujexyuja ckynosa WC(E/K) =
HY(Gal(K/K)),E(K)). m

Tephemwe 5.2.16 Hexa je C/K xomozenu npocmop enunmuuke kpuse E /K. Tada C /K npunaoa
mpusujannoj kiacu y C(E /K) akxko C(K) = @. m

Cana hemo nperusnuje aepunucatu Ceamepony u Tejr-LladapeBuueBy rpyiy.

[MTo3uBamo ce Ha kpaTku Tada HU3 (5.2.1)
0 - E'"(K)/$(E(K)) E>Hl(Gal(1?/K),E(I?)[¢>]) - H'(Gal(K/K),E(K)[¢] > 0
Tj.
0 - E'(K)/¢p(E(K)) iHl(Gal(I?/K), E[¢]) » HY(Gal(K/K),E)[¢] - 0
rae cmo E (K) 3amenunu ca E, Tj. ako numemo E, 6e3 nossa, mucaumo Ha rpyny E(K).

rpyna H'(Gal(K /K), E) ce moxe noucroetutu ca WC (E/K). Heka je My ckyn cBUX
HEeKBUBAJICHTHUX allcoOyTHUX BpeaHocTu Ha K. CBe rpyne u3Hai, Koje cy AeduHucaHe Haja nojbeM K,
MOKEMO YTOITUTH Y aHAJIOTHY TpyIy JIeUHNUCAHY HaJI JIOKAITHUM IoJbeM K, 3a cBe v € M.
[pumernmo na axo E(K) nma HeKy Tauky, Taja je Ta Tauka gedunucana u Haj [ [, e m,, E (Ky).
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AHaNOTHO BayKU M 332 KOXOMOJIOIIKE TpyIie U3 HaBeACHNX TayHuX HU30Ba. Ca G, hemo o3HauaBaTH
noarpyny ox Gal(K /K) xoja guxcupa v, na ouna aenyje u Ha K, u E(K,,). Ilpebatusamem K y K,
no0uja ce KpaTK! TadyaH HH3:

0 - E'(Ky) /P(E(Ky)) E>1L11(Gu.l‘5[qb]) - H(Gy, E)[¢] - 0

I'pyna H(G,; E[¢]) je konauna(oBo je jenan o KJby4HHX KOpaka y goka3y Mopaen-Bejnosa, ciabuje
sep3uje) e ce H1(Gal(K/K), E[¢]) moxe yronutu y my. O3naunmo ca G = Gal(K/K), na ce cnajamem
TayHuX HU30Ba HaJ K u K, Moxe noOUTH crenehn KOMyTaTHBHU JAWjarpam:

0 >  EE/PEK) >  HGE) -  WCE/MKG] - 0
l l l

, )
0 - QE(K»/«#(E(K») S || #eoren - ]_M[ WCE/K)[P] - O,

v k vV E My v k

rae cmo 3amenwtd H1(G; E) ca WC(E /K). Jenan oz riaBHUX LUJbeBa TEOPHUj€ ENUNTUYKUX KPUBUX
jecte Hanaxeme ciuke kommuauka E'(K) /¢(E(K)) y rpymu H (G, E[¢]), o je exBuBaneHTHO ca
HaJIaXKEHEM je3rpa MPecIuKBama

HY(G,E[¢]) » WC(E/K)[4]

OBO je eKBHBaJICHTHO Ca IIPOBEPaBABEM Ja JIU OJipel)eHn XOMOT'eHHU NIPOCTOPU CapiKe paluoHaIHy K
tauky. OBaj mpobieM ce Moke MoCMaTpaTH HaJl JOKAIHUM nosbuMa. Haume, Ha aHamoraH HauuH Kao 3a
riio6anHa 1mosba, MpodiieM HallaXKerha JIOKATHOT je3rpa

Ker (H'(Gy, E[$])) — WC(E/K,)[¢])
ce CBOJAM Ha Halaxeme Kj,, pallnoHalIHe TauKe Ha OJpel)eHnM XOMOTeHUM IIPOCTOpHUMA.
Cana moxemo yBectu nepunuunjy Cenmvepose u Tejr-Llladaprudese rpyne

Hepununuja 5.2.17 Heka je ¢p: E /K — E'/K uzocenuja enunmuuxux xpusux. Taoa je ¢ -Ceameposa
epyna E |K noozpyna 00 H*(Gal(K /K), E[¢]) deppunucana ca

SP(E/K) = Ker {H"(Gal(K/K),E[$]) — [Ty em WC(E/Ky)}.
Tejm-Illagapesunesa epyna E /K je nooepyna 00 WC (E /K) oedpunucana ca

WI(E/K) = Ker(WC(E/K) = [1, e u WC(E/K,)}.

Tejr-1lladapeBndeBa rpymna Moxe Aa ce B Kao TPpyIIa Kjlaca eKBUBAICHIINjE XOMOTE€HHX IIPOCTOpa 3a
E /K uuju xomoreHu npocropu caapxe K, panuoHanHy Tauky 3a cBako v € Mg.3a K = Q enemeHTH
II(E/Q) ce Mory 3aMHUIIJbAaTH Ka0 KITaCe XOMOT€HHX MPOCTOpa KOjH HE 33710B0OJbaBajy XaceoB MPHHIIHUIL.
CenmMepoBy IpyIly MOXEMO 3aMUIIJbATH Ka0 CBYJIa JIOKAJIHO PEIIMBE XOMOreHe npoctope. Taunuje, To cy
1-KOIMKIIOBH KOjH Ce IPECINKaBajy y TakBe XOMoreHe npocrope. J101aTHO, HETPUBHjAIHE €IEMEHTE O]
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II(E /K) MOkeMO 3aMHII/BATH Ka0 XOMOTEHE MPOCTOPE KOjH MMajy JIOKAIHY TauKy CBY/Ia, alld HEMajy
rJI00aIHY.

Teopema 5.2.18 ¢: E/K — E'/K uzocenuja enunmuuxux kpueux oepunucanux nao K. Tada eadicu:
1. Hocmoju mavan nuz 0 — E'(K)/p(E(K)) = S®(E/K) —» (E/K)[¢p] = 0

2. I'pyna S®(E /K) je konauna. O
Kako nooutu enemenre HI(E /K)[¢p]? dajeMo CKuUIly jeqHOT IpUMeEpa:

Mpumep 5.2.19 Hexa je E enuntuuka kpusa aedunncana ca: E:y? = x3 + px, nnexa je p = 1 (mod 8)
TakaB Ja 2 HHje 4eTBPTH CTENeH 1o MOAYIy P, Taaa je panr ox E(Q) = 0, e je I(E/K)[2] = (Z/2Z)%.

Jlokas: Enementu II(E /K)[2] cy xomorenu npoctopu: y2 = 4px* — 1 u +y? = 2px* — 2. Moxemo
nokasatu ga C: y% = 2 — 2px* nema tauxe y Q. [IpernocTaBUMO CYNpoTHO, Tj. Heka je (X, y) Tauka Ha
KpHUBOj, ¥ HeKa je X = 1 /t, The cy 1, t y3ajamHO npoctu OpojeBu. Tana je

2t*—2pr* . . .
y? = - 4p , a KaKO MMEHHJIAI ¥ Opojuiall Hemajy 3ajenHuuku pakrop, 2t* — 2pr? mopa 6utn

KBapat (mapHor) nesor 6poja. Jakne, moctoju nenu 6poj m Takas aa je 2m? = t* — pr*. Heka je q

npoct 6poj koju aemu m. Taza je t* = pr* (mod q), na je (Z) = 1, ma Ha OCHOBY KBaJ[paTHOT 3aKOHa
. . (2

PELMIPOILIMTETA BAXH J1a je (%) =1, Te 1a je (5) = 1 na cy cBu IpocTH GaKTOPH O] M KBAAPATH TIO

Mozyy p. Jlakine m? je ueTBpTH cTeneH mo Moayny p. Jennaunna 2m? = t*(mod p) nawe nokasyje na
j€ 2 4eTBPTH CTEIEH 0 MOAYJIY P, IITO je KOHTPaIUKLHja ca IOYEeTHOM Xunore3oM. Jlakie, kpusa C
HeMa Tayaka y Q.

5.3 Beza m3mely cuctema KkBaApaTHUX jeIHAUYNHA U SITUTITUYKUX
KPUBHX

ITocMarpajmMo caja CHCTEM KBaJPaTHHX jeTHAYNHA
aU? + bV? + cW? = dz?,  UW =V? (5.3.1)
rnecy a,b,c,d € Z,taksu 1a a,c,d # 0 u b? — 4ac # 0.

Cuctem (5.3.1) 3ampaBo neduHuUIIEe HECUHTYIApHY POjeKTUBHY KPHUBY poJa 1, AaT Kao mpecek
KBaJ[paTHUX MOBpIIK. TakBe KpHUBe poJia 1 HAacTajy MPUPOHO Y TIOCTYIIKY CITyCTa 2. pejia KOjH ce
KOPHCTH 32 MPOHATAXKEHe FeHepaTopa U paHra 3a rpymny parroHanHux tadaka E(Q) enuntudke kpuse E.
Cuctem (5.3.1) je npunarohen ciyuajy rae je E nepunucano nang Q u nocenyje Hajmame jenny Q -
palMoOHAIHY TOpP3Ujy 2.pea, a MUTame MOCTOjamba HETPUBHjATHUX Z-pelIeha UTPajy BaXKHY YIIOTY Y
nocTynky crycra 2. pexa .

Besa u3mely cucrema (5.3.1) 1 eIMNTHYKUX KPUBHX CE jaBiba Kaja je (5.3.1) konTpampumep XaceoBoM
mpuHIMITY. Y ToM city4ajy, (5.3.1) npezacrassba enement peaa 2 Tejr—Illadapesuyu rpyme II(E /K)
enuntuyne kpuse E nedunncane jennaunnom y2 = x3 — 2bdx? + (b? — 4ac)d?x.
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JIunzoB u Puuapos koutpanpumep U2 — 17W?2 = 272, UW = V2, npencrasba eneMeHT pesia 2 y
Tejr-11ladapesuuesoj rpynu raje je E nepunucan jennaunnom y? = x3 — 2417x.

Benuku 1eo mpoydaBama JOKAIHE PEIIMBOCTH pa3MaTpaH y INIABHOM JIENTy pajia ce MPOIINpPYje Ha CHCTEM
(5.3.1). Ha mpumep, ITocneauity 4.2.6 MOkeMO reHepaTM30BaTH Ha ciienehn HaYHH:

Teopema 5.3.1 Cucmenm (5.3.1) je p-noxanro pewue 3a cée npocme p + 2acd(b? — 4ac).
3a moka3 oBe Teopeme, buhe HaMm moTpedHe cienehe nBe IeMe.
Jlema 5.3.2 Hexka je p Henapau npocm Opoj, u ROCMAmpajmo cucmem
alU? + bV? + cW? = dZ?, Uw =y?
20e a,b,c,d € Fpuacd (b? — 4ac) # 0. Cucmem uma Hempugujanua [F,, pewerva.

Jlokas: MHOkemeM npse jeqHaunne ca d 1, ceoaumo Ha ciydaj d = 1. Cafa KOPUCTUMO TEXHHUKY
nonymasama kaapara Ha f (X,Y) = aX? + bXY + cY?. Heka cy qy, 42, 43 € Fp[T] natu kao y Jlemn
. b? . b?
4.1.6 npumemenoj Ha aX? + (c — E) Y2 =17?% najeaq? + (c — E) q% = q3.
., b : , b b
Axoje g} = q; — -4z Tana e £(41,42) = a(qy — = 2)* + b (@1 — 3-42) 42 + cqz% = aq,? +

b? .
(C — —) q22 = q32. Kako q; ¥ q, HHCY acolMpanu, q; je HEHyJa, ¥ ; U ¢, HE MOTY OMTH aCOLMPaHH.

4a
Ha ocnoBy Jleme 4.2.1 nocroju t € [F,, Takso na (qlT(t)) * — (qu(t)), na je g1 (t)q,(t) = s? 3a neko

s € Fp, u q1(t) u q,(t) Hucy 06a 0, ma je (q1(t), s, g2 (t), q3(t)) HeTpHBHjaIHO pememe. m

Jlema 5.3.2 Ham jiaje peuiera 1o moyJy p. Kako 6u gouum 1o Zy, peuerma, notpedan HaMm je

CHelujaliHu ciiy4yaj XeHCEeI0Be JieMe.

Jlema 5.3.3 Hexa je p npocm 6poj xoju ne deau 2ac(b? — 4ac), 20e a,b,c € 7. Axo f(T) = aT* +
bT? + ¢ uma xopen no modyny p, maoa f uma kopen y L.

Joka3s: Hexka je t € Z takBo na f (t) = 0 (mod p). Ilpernocrasumo na f'(t) = 0 (mod p), rae je

f' = 4aT?3 + 2bT. [lpyrum peunma, —4at3 = 2bt (mod p). lpumerumo na t Z 0 (mod p), jep je
f(0) = cuptc. Takohe p je Hemapan npoct 6poj, na —2at? = b (mod p). Hakne, 0 = —(4a)at* —
(4a)bt? — (4a)c = —b? + 2b? — 4ac = b? — 4ac (mod p), WTO je KOHTPAAUKIK]a CA HAILIOM
npernocraskom. [lakie, f'(t) # 0 (mod p), na noka3 cana cieam JUPEKTHO U3 XEHCETOBE JIEME. O

Joka3 Teopeme 5.3.1: Heka je (ug, vg, Wg, Zg) IPUMHTHBHO peliethe cuctema (5.3.1) mo moayiy p (Jlema
5.3.2). AKo p nenu v Uy 1 Wy, Taza p Mopa JACIHTH U Vg U Zy HITO je KOHTPAJAUKIH]ja ca IPETIOCTaBKOM
na je (ug, vg, Wy, Zg) IPUMHUTHBHO perremne. Ha ocHoBy cumerpuje usmeljy U u W mMoxemo
IPETIIOCTABUTH JIa Cy W U P y3ajaMHO NPOCTH Tj. JIa j€ W JEAMHULA Y Zp.

Heka je u = ugwy ', v = vowg ', u z = zowg ' y Z,. Tana je (u, v, 1,2) pemerse cucteMa o MOAyIy p.
Hakne, u = v?2, ma je av* + bv? + ¢ = dz? (mod p).

Pasmotpumo 1ipBo ciy4aj Kaza je z = 0 (mod p). Y 0BOM ciy4ajy U je KOPeH 10 MOAYIIY P MOJHHOMA
f(T) = aT* 4+ bT? + c, na na ocroy Jlema 5.3.3 nocroju t € Z, takso aaje f(t) = 0 1j.(t%,t,1,0) je
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peuiere cucrema 'y Z,.

[TpermocraBumo cana 1a z # 0 (mod p). Taga je z KopeH 1o MOy p HOJIMHOMA
f(T) =dT? — (av* + bv? + ¢), maje f'(z) = 2dz # 0 (mod p).
Ha ocnoBy Xencenose neme nocroju t € Zj, takso aa je f(t) = 0, 1j. (v?,v,1,t) je peleme cuctema y

Zp. O
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