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Predgovor

,Dobar portfolio je vise od duge liste dobrih akcija i obveznica. To je balansirana
celina, koja stiti investitora i obezbeduje moguénosti u skladu sa Sirokim spektrom

nepredvidenih situacija.” - H.Markovid[]

Portfolio predstavlja kolekciju finansijskih instrumenata, tj. dobara (novca, har-
tija od vrednosti. . . ) koje poseduje pojedinac ili institucija. Aktiva predstavlja skup
svih finansijskih sredstava koje invenstitor poseduje u datom trenutku. Matematicki
gledano, portfolio se moze predstaviti kao uredena k-torka, pri ¢emu k prestavlja
broj razli¢itih vrsta aktiva u koje je invenstitor ulozio svoj kapital. Danas je investi-
torima na raspolaganju Sirok spektar hartija od vrednosti, pri ¢emu svaka ima svoj
potencijalni rizik i dobit. Uloga finansijskih analiticara je nalazenje najbolje stra-
tegije za investiranje kapitala. Optimalno upravljanje rizikom portfolija je klju¢na
komponenta modernog upravljanja dobrima. Trziste je “bogato” investitorima medu
kojima svako gleda svoj interes, svako zeli Sto veéi prinos uz Sto manji rizik.

Kovarijaciona matrica prinosa vrednosnih papira je klju¢na tacka prilikom izbora
portfolija u finansijama. Koristi se za izracunavanje optimalnih tezina portfolija.

Osnovna ideja Markovicove optimizacije portfolija je da se postigne ravnoteza iz-
medu ocekivanog prinosa i rizika. Prema ovoj teoriji, investitori Zele da postignu sto
veéi ocekivani prinos uz minimalan rizik. Pristup se zasniva na odnosu ocekivanog
prinosa i disperzije, gde se analiziraju oc¢ekivani prinosi i kovarijacije razlic¢itih finan-
sijskih instrumenata. Markovicova optimizacija portfolija je i danas Siroko koriséena
u praksi i predstavlja vazan alat za investitore i portfolio menadzere u donosenju
investicionih odluka.

Medutim, javljaju se odredeni problemi i poteskoce prilikom primene Markovi-

covog modela u praksi, na primer postojanje singularne kovarijacione matrice kada

"Harry Max Markowitz (1927-2023), americki ekonomista
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su finansijski instrumeti u portfoliju visoko korelisani ili postoji linearna zavisnost
izmedu njih. To dovodi do problema u izracunavanju optimalne raspodele aktiva
i moze dovesti do nestabilnih rezultata. Takode, neadekvatnost podataka uzrokuje
netacne ocene ocekivanog prinosa i disperzije aktiva, sto dovodi do losih rezultata
optimizacije.

Markovicova teorija optimizacije portfolija se oslanja na nekoliko pretpostavki,
kao Sto su pretpostavka normalne raspodele prinosa i pretpostavka konstantnih oce-
kivanih prinosa i kovarijacije tokom vremena. Medutim, ove pretpostavke su i suvise
restriktivne, te uobi¢ajeno ni ne reflektuju realnost trzista.

U ovom radu nam je cilj da prikazemo moguéa reSenja problema optimizacije
portfolija u slucaju kada su kovarijacione matrice prinosa singularne ili lose uslo-
vljene i bliske singularnim matricama. Tom prilikom predstavljamo primenu gene-
ralizovane inverzne matrice na problem izbora portfolija, a potom i regularizacione
metode.

Kada je rec o generalizovanim inverzima, koristi¢emo Muﬂpenrozoﬂ inverz, dok
medu regularizacionim metodama razmatramo regularizaciju spektralnog odsecanja,
Landveberf| Fridmanovif| reqularizaciju i grebenu regularizaciju.

U ovom radu razmatramo najpre standardni Markovicov pristup optimizacije
portfolija i dajemo geometrijsku interpretaciju tog standardnog pristupa. Zatim se
posebna paznja posvecuje teoriji koja se tice Mur-Penrozovog inverza matrice, a
potom primerima ilustrujemo primenu generalizovanog inverza u optimizaciji port-
folija. Na kraju, razmatramo koriséenje regularizacije pri optimalnom izboru port-
folija. Koris¢enje regularizacije daje veoma dobre rezultate u situacijama kada je
kovarijaciona matrica prinosa bliska singularnoj, u sta ¢emo se i uveriti razmatra-
njem vrednosti oc¢ekivanog gubitka u korisnosti. Uporedivaé¢emo rezultate dobijene
primenom regularizacije sa rezultatima dobijenim primenom standardnog pristupa

u pogledu odnosa empirijskog Sarpovo koli¢nika.

2Robert Lee Moore (1882-1974), americki matematicar
3Roger Penrose (1931), britanski matematicar

4Louis Landweber (1912-1998), americki matematicar
®Jerome Harold Friedman (1939), americki matematicar

6William F. Sharpe (1934), ameri¢ki ekonomista
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Glava 1

Uvod

Kako nam je primarni fokus u ovom radu usmeren prema singularnim kovarija-
cionim matricama prinosa, to ¢emo, pre svega, uvesti osnovne pojmove i pomenuti
rezultate iz linearne algebre koji se odnose na matrice. Nakon toga, osvrnuéemo se
na teoriju operatora, §to ¢e nam biti od znacaja pri radu sa singularnim matricama,
odnosno preciznije, pri odredivanju generalizovanog inverza (o ¢emu ¢e biti vise reci
kasnije). Na kraju ovog poglavlja uvodimo pojmove iz teorije verovatnoce koje ¢emo
koristiti u ovom radu. Rezultate u ovoj glavi navodimo bez dokaza, a dokazi se mogu
pronaci u [7], [9], [10], [16] i [20].

1.1 Polja i vektorski prostori

Definicija 1.1.1. Neka je A skup i n € N. Tada svako preslikavanje w : A" — A
nazivamo n-arna operacija na skupu A. Specijalno, ako je n = 2, kazemo da je w

binarna operacija.

Definicija 1.1.2. Neka je K skup na kome su definisane binarne operacije + i -.
Tada je K = (K, +, ) polje ako vazi:

1. (Vz,y,2€ K) (z+y)+z=x+ (y+2),

2. Ve,ye K)z+y=y+uz,

3. (e K)Vee K)z+0=0+z ==,

4. Vo e K)(3(—x) e K)xz + (—z) = (—z) + 2 = 0,

5. (Ve,y,z€ K)(xz-y) -z2=2-(y-2),
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6. Vr,ye K)z-y=1y-x,

7. AeK)VeeK)z-1=1-z=u,

0]

. (Vze K\{0H)(FzteK)z-at=a"t 2 =1,
9. Vx,y,z€e K)x-(y+z2)=x-y+a-z

Definicija 1.1.3. Neka je K polje i V' skup na kome su definisane binarne operacije
+1-. Tada je V= (V,+,-) vektorski prostor nad K ako vazi:

L. Vu,v,w e V) (utv)+w=u+ (v+w),

2. Vu,veV)ut+v=v+u,

3. (eV)VueV)u+0=0+u=u,

4. VueV)3I—u)eV)u+(—u) = (—u)+u=0,

5. Vo, e K)VueV) (a+p) - u=a-u+pf-u,

6. Vae K)(Vu,veV)a-(u+v)=a-u+a-v,

7. (Yo, B € K)(Vue V) (a-B)-u=a-(8-u),

8 (VueV)l -u=u.
Napomena. U nastavku poistoveéujemo oznake K i K.
Definicija 1.1.4. Neka je K polje i n € N. Tada:

K" ={(a1,as,...,a,) | a1,a9,...,a, € K}.

Definicija 1.1.5. Za u = (ug, ug,...,u,) € K"iv = (v1,09,...,v,) E K"ia €K

definiSemo:

w4 v = (U + v, us + Vo, ..., Uy + V),

a-u= (0 U, U, ..., Uy).
Definicija 1.1.6. Neka je V vektorski prostor nad Kin € N. Za vy, vy,...,v, €V
iy, ao,...,a, € K, vektor ayvy + agve + - - - + v, je linearna kombinacija vektora
V1,0U2,...,Un.

Za dati skup S C V, skup svih linearnih kombinacija vektora iz S je linearni omotac

skupa S, odnosno:

L(S) = {1+ agva+ -+ gy [n €N, (Vi, 1 <i<n)(v; € SAa; € K)}.
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Definicija 1.1.7. Neka je V vektorski prostor nad K. Za skup vektora S C V

kazemo da je:
e linearno zavisan ako postoji v € S tako da je v € L(S\ {v}),
e [inearno nezavisan ako nije linearno zavisan.

Lema 1.1.1. Vazi da je S C V linearno nezavisan ako za svaki skup

{v1,v9,...,v,} C S vazi:

vy + g+ o, =0=>a1=ay=---=qa, =0.
Definicija 1.1.8. Sistem vektora, u oznaci e = [eq, es,...,€,], je uredena n-torka
vektora e, es,...,e, € V.
Za sistem vektora e = [eq, €9, ..., €,] definisemo e = {e1, €q,...,€,}.
Definicija 1.1.9. Za dati sistem vektora e = [eq, es,...,€,], gde je e; € V, za sve
i € {1,...,n}, kazemo da je linearno nezavisan sistem vektora ako su svi e;, za
i€ {l,...,n} medusobno razli¢iti i e je linearno nezavisan skup.

Definicija 1.1.10. Skup S C V je generatrisa vektorskog prostora V ako V = L(.5).

Sistem vektora e je generatrisa za V ako V = L(e).

Definicija 1.1.11. Sistem vektora e vektorskog prostora V je baza za V ako je

istovremeno linearno nezavisan sistem vektora i generatrisa za V.

Stav 1.1.1. Sistem vektora e = [eq, s, ..., ¢e,] je baza vektorskog prostora V ako i
samo ako za svako v € V postoji jedinstvena n-torka v, = (aq, ag, ..., a,) takva da

je v =a1e1 + ageg + - - + Qpénp.

Definicija 1.1.12. Dimenzija vektorskog prostora V je kardinalnost skupa vektora

koji sac¢injavaju njegovu bazu e, sto zapisujemo kao:
dim(V) = card(e).

Definicija 1.1.13. Skup W C V je potprostor vektorskog prostora V ukoliko su

ispunjeni slede¢i uslovi:
« W2,

e ut+veW, zasveu,veW,
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e auc W, zasvea € Kisveue W.
Tada pisSemo W < V.

Shodno tome da su potprostori skupovi, to se nad njima mogu vrsiti standardne
skupovno operacije. Medutim, novodobijeni skupovi ne¢e nuzno biti vektorski pot-
prostori. Nad familijom potprostora vektorskog prostora V definisane su operacije
preseka i sabiranje, pri kojima su novodobijeni skupovi vektorski potprostori. Ope-
racija preseka vektorskih potprostora predstavlja standardnu skupovnu operaciju

preseka, odnosno, vazi sledeci stav.

Stav 1.1.2. Neka je {W,},c; familija potprostora vektorskog prostora V, pri ¢emu

je I proizvoljan skup skalara, tada vazi:
W=[W,<V.
iel
Za razliku od preseka, unija vektorskih potprostora nije nuzno i sama potprostor,

te se definiSe suma (odnosno sabiranje) vektorskih potprostora na slede¢i nacin.

Definicija 1.1.14. Suma potprostora W; i W5 je lineal nad njihovom unijom, tj.

W1+ W & £(W, UW,).

Ukoliko je WiNWy = (), tada njihov zbir nazivamo direktnom (unutrasnjom) sumom
i oznacavamo sa Wi @& Wy. Potprostori Wy i Wy ¢ine dekompoziciju (razlaganje)

vektorskog prostora V ukoliko vazi Wy & Wy = V.

1.2 Matrice 1 determinante

Definicija 1.2.1. Matrica dimenzija m x n nad poljem K je sistem A = {a; ;| 1 <

i <m, 1 <j<n} elemenata iz K.

Definicija 1.2.2. M, ,(K) je skup svih matrica dimenzija m x n nad poljem K,

dok M, (K) predstavlja skup svih matrica dimenzija n x n nad poljem K.

Definicija 1.2.3. Transponovana matrica za A € M,,,(K) je matrica AT €
M (K) takva da [AT];; = [A];5,2a1<i<n,1<j<m.
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Stav 1.2.1. Ako su A i B matrice nad poljem K takve da su sve navedene operacije

dobro definisane i a € K, onda vazi:
1. (A+B)T = AT + BT,
2. (AT)T = A,
3. (aA)T = aAT,
4. (AB)T = BT AT,
Definicija 1.2.4. Matrica A € M,,(K) je simetricna ako je AT = A.

Definicija 1.2.5. Neka je A € M,,(K), tada se zbir elemenata sa glavne dijagonale

matrice A naziva tragom matrice A i oznacava se sa tr(A), odnosno:

n

tT’(A) = Zam.

=1

Lema 1.2.1. Za matricu A € M,,,(K) vazi da je najveé broj njenih linearno
nezavisnih vrsta jednak najveé¢em broju njenih linearno nezavisnih kolona, i taj broj

predstavlja rang matrice A, u oznaci rang(A).

Definicija 1.2.6. Matrica A € M,,,(K) je reqularna sleva ako za sve [ € N i sve
X, Y € M,;(K) vazi: AX =AY = X =Y.

Matrica A € M, »,(K) je reqularna zdesna ako za sve [ € Nisve X,Y € M,;,,(K)
vazi: XA=YA= X =Y.

Definicija 1.2.7. Jedini¢éna matrica je matrica F,, € M, (K) za koju vazi:

[En]z,] = 1, a1 = j,
[En]i,j = 0, za 7, 7é ]

Definicija 1.2.8. Matrica A € M,, ,(K) ima levi inverz ako postoji P € M, ,,(K)
takvoda P-A=F,.

Definicija 1.2.9. Matrica A € M,, ,(K) ima desni inverz ako postoji Q € M,, ,,,(K)
takvo da A-Q = E,,.

Definicija 1.2.10. Matrica A je invertibilna ako ima i levi i desni inverz. Za matircu

A kazemo da je singularna ukoliko nije invertibilna.
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Lema 1.2.2. Ako je A invertibilna, onda su joj levi i desni inverz jednaki i jedin-
stveni su, odnosno (A~ € M,(K)) A- A=A - A=E,.

Definicija 1.2.11. Matrica A € M, (K) je ortogonalna ako je AT-A = A-AT = E,,.

Definicija 1.2.12. Matrica A € M,,(K) je idempotentna ako je A- A = Aitada za

A kazemo da je matrica projekcije ili projektor.

Definicija 1.2.13. Matrica A € M,,(K) je pozitivno definitna, u oznaci A > 0, ako

vazi:
zT Az > 0, za sve x € R"\ {0}.
Matrica A € M, (K) je pozitivno semidefinitna, u oznaci A > 0, ako vaZi:
2T Az > 0, za sve x € R™\ {0}.
Teorema 1.2.1. Sledece tvrdnje su ekvivalentne:
1. A je pozitivno definitna,
2. sopstvene vrednosti od A su strogo pozitivne,
3. postoji invertibilna matrica P tako da je A = PTP.

Definicija 1.2.14. Matrica D € M,,(KK) ¢iji su elementi na glavnoj dijagonali jedna-
ki dy,ds, ..., d,, a ostali elementi nule, naziva se dijagonalna matrica i oznac¢avamo
jesa D = diag(dy,da, ..., d,).

Definicija 1.2.15. Oznac¢imo sa [n] = {1,2,...,n}. Permutacija nepraznog skupa
X je svaka bijekcija m : X — X. Skup permutacija skupa [n| oznacavamo sa S,,.

Permutaciju = € S,, zapisujemo kao:

Definicija 1.2.16. Znak permutacije © € S, je sgn(r) = (=1)¥, gde je k broj
inverzija za , tj. broj parova (i,j), 1 <i < j <mn, takvih da 7 (i) > 7w(j).

Definicija 1.2.17. Neka je A € M,,(K). Tada je determinanta matrice A jednaka:

det(A) =Y sgn(m)[ A1) [Alore) - - [Alnzn)-

Tl'GSn
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Definicija 1.2.18. Za A € M,(K) matrica M;; € M,_1(K) je matrica koja se
dobija brisanjem i-te vrste i j-te kolone. Minor matrice A € M, (K) je m;; =
det(M; ;). Kofaktor matrice A € M,(K) je A;; = (=1)"m, ;.

Teorema 1.2.2 (Laplasol] razvoj determinante). Neka je A = [a;;] € M,(K),
1 <i,5 < n. Tada je:

det(A) = a;1Aig + ai2Aio + - + ainAin,
det(A) = aLjALj + CLQJ'AQJ + -+ anyjAnyj.

Definicija 1.2.19. Adjungovana matrica za A € M, (K) je matrica:

Al,l A2,1 An,l

A A A,
ad](A) _ 1,2 '2,2 ,2

Al n A2,n An n

Teorema 1.2.3 (Laplas). adj(A) - A= A-adj(A) =det(A) - E,.

Posledica 1.2.1. Ako je A invertibilna, tada je A™! = m ~adj(A).

Definicija 1.2.20. Neka je A € M,,(K). Ako postoje v € K™\ {0} i A € R takvi da
vazi:

Av = v,
onda je v sopstveni vektor, a A sopstvena vrednost matrice A.

Definicija 1.2.21. Skup svih sopstvenih vrednosti matrice A € M, (K) naziva se

spektar matrice A i oznacava se sa o(A).

Stav 1.2.2 (Spektralna dekompozicija matrice). Neka su za A € M, (K) njene sop-
stvene vrednosti A1, Ao, ..., A, 1 njeni sopstveni vektori vy, vs, ..., v,. Tada matrica

A moze da se zapiSe u obliku:
A= Q D - QTa

gde je D = diag(Ai, Ag, ..., \y) 1 Q = [v1|vg|. .. |v,] (odnosno, @ je matrica ¢ije su

kolone sopstveni vektori matrice A). Matrica Q je ortogonalna.

!Pierre Simon Laplace (1749-1827), francuski matematicar
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Lema 1.2.3. [Azuriranje inverza matrice] Neka je A € M,(K) i neka su u,v €
M,,1(C). Ukoliko je matrica A + uv” invertibilna, tada:

A lupT A1

TN-1 _ g1 _
(A+u')" =A T uT ATy

Definicija 1.2.22. Standardni skalarni (unutrasngji) proizvod vektora x,y € R", pri

¢emu je r = (x1,Z2,...,2,) 1y = (Y1,Y2, - -, Yn) definiSe se kao:

=1

Standardni skalarni (unutrasngi) proizvod vektora z,y € C", pri ¢emu je z =

(x1, T2, ..., xn) 1y = (Y1,Y2, - - ., Yn) definise se kao:

i=1

Vektori z,y € K" su ortogonalni ako je (x,y) = 0.
Za X =K" K € {R,C},iproizvoljno M C X pod ortogonalnim komplementom

skupa M podrazumevac¢emo skup M=+ definisan kao:
M* ={x e X : (Vy € M)(z,y) = 0},
pri ¢emu je (-, ) standardni skalarni proizvod nad poljem skalara K.

Posmatrajmo sada slucaj K = R. Neka je x € R", u nastavku navodimo neke od

najcesée koriS¢enih normi na R™:

1. Za p € N definiSemo p-normu na sledeéi nacin:

"\
el = (zw) |
=1

Specijalno, za p = 1 imamo 1-normu datu sa ||z||; = >, |z;], dok za p = 2
imamo 2-normu datu sa ||z|ls = (31, %2)% = (2Tz)2 (uobitajeni naziv je

Euklidska norma i obi¢no se oznacava sa || - ||).

2. Za p = 400 definiSemo co-normu na sledeé¢i nacin:

|z]] 400 = max |a;].
1=1,...

3y
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Za proizvoljnu normu || - |[,, gde je p € N U 400 definiSemo matriénu normu za

proizvoljnu matricu A € M,, ,(R) na slede¢i nacin:

A
14]| = sup 1Al
el

Eksplicitne formule ovih matri¢nih normi za p € {1,2, +o00} su sledece:

?

m

1Al = jiqaxnzl (Al
1=

[|All2 = /\m,w(ATA)%, gde je \nqe najveca sopstvena vrednost matrice A,

n
Alle = max 37 [[ALl

Definicija 1.2.23. Uslovni broj matrice A, pri normi || - || definisemo kao:
K(A) = [IA] - 1A

Ukoliko je K(A) jako veliki broj, tada kazemo da je matrica A lose uslovljena.
U suprotnom, matrica A je dobro uslovljena. Ako je matrica A singularna, tada
IK(A) = +o0.

Ukoliko je || - || = || - ||2, tada je ||A]| = Apae 1 ||ATH| = ﬁ, gde je A4 najveca,
a A\nin Najmanja sopstvena vrednost matrice A, te je onda:
A
’C A — max )

Odavde jasno vidimo da je K(A) > 1, i §to je taj uslovni broj matrice A blize
jedinici, to matricu A smatramo bolje uslovljenom. Uobicajeno, razgrani¢enje dobre

i loSe uslovljenosti vrsi se na sledec¢i nacin:
e Ukoliko je 1 < K(A) < 10, tada matricu A smatramo dobro uslovljenom.

e Za 10 < K(A) < 100 matrica A se i dalje najéesée smatra dobro uslovljenom, te

je gornja granica 100 najceSce prihvatljiva za ve¢inu numerickih izracunavanja.

e Sto vise uslovni broj premasuje granicu 100, to je matrica sve losije uslovljena,

te se naruSava numericka stabilnost i ta¢nost u ra¢unanju.

Definicija 1.2.24. Neka je X € M,,,(K) matrica i f skalarna funkcija. Tada je
matricno diferenciranje definisano sa:

40 ()
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Od znacaja ¢e nam biti sledeca svojstva matri¢nog diferenciranja:

1. ag—ix:a,

2. %'z — o,

3. 00 Ar — (A4 ATz,
4. %:Ay.

1.3 Linearni operatori na normiranim prostorima

Pre svega uvodimo pojam sigma algebre:

Definicija 1.3.1. Familija 91 podskupova skupa X je o-algebra na X ako vaze

sledeca svojstva:
1. X e M,
2. ako A € M, onda X \ A € M,
3. ako je {A,}12 niz skupova iz 9, onda (> A, € M.

U tom slu¢aju kazemo da je (X, 9) merljiv prostor, a skupove iz 9t nazivamo -
merljivim skupovima (ili samo merljivim skupovima, ako je jasno o kojoj o-algebri

se radi).

Definicija 1.3.2. Neka je X vektorski prostor nad poljem K, gde K oznacava polje
R ili polje C. Funkcija || - || : X — [0, +00) koja ima osobine:

L ||z]| =0 < x =0,
2. |lax|| = |af - ||x]|, za svaki skalar v € K i svaki vektor z € X i
3. 1z 4+ yll < ||z|| + ||y, za svaka dva vektora z,y € X,

naziva se normom na X, a prostor X zajedno sa datom normom naziva se normirani

vektorski prostor.

U svakom normiranom prostoru X moguce je definisati metriku d : X x X —
0, +00) formulom:
d(z,y) = [l = yl|,

za sve z,y € X.



GLAVA 1. UVOD 11

Definicija 1.3.3. Kompletan normiran prostor naziva se Banahom’nﬂ prostorom.

Definicija 1.3.4. Funkcija A : X — Y izmedu dva vektorska prostora X i Y nad
istim poljem skalara K se naziva linearnom ako za svako z,y € X i sve o, € K
vazi:

Aoz + By) = aA(z) + BA(y).

U slucaju linearnog preslikavanja A : X — Y izmedu vektorskih prostora X i
Y cesto umesto A(z) koristimo oznaku Az, i izraz linearni operator umesto izraza
linearna funkcija, odnosno linearno preslikavanje. Ukoliko je Y = K, tada govorimo
o linearnom funkcionalu f*: X — K.
Skup svih linearnih preslikavanja iz prostora X u prostor Y oznac¢avamo sa L(X,Y).
Ukoliko je Y = X, tada umesto L(X, X) piSemo L(X).
Skup N'(A) = {z € X : Az = 0} nazivamo jezgrom linearnog operatora A, dok skup
R(A) = {Az : x € X} predstavlja sliku linearnog operatora A. Specijalno, jezgro

linearnog funkcionala f* ozna¢avamo sa ker(f*).

Napomena. Ukoliko je A € M, (K), tada je sa A(x) = Az, za © € K" definisano
linearno preslikavanje A : K* — K". Neka je, dodatno, matrica A idempotentna.
Ukoliko vazi R(A) = W i N(A) = L(Q), za W < K" i Q C K", kazemo da je

linearno preslikanje A projektor na W paralelno sa Q).

Stav 1.3.1. Za matricu A € M,,,(K) vazi: ako je preslikavanje f : K™ — K"
definisano sa f(x) = Az, x € K™, tada je rang(A) = dim(R(A)).

Stav 1.3.2. Linearni operator A je “1-1”7 ako i samo ako je njegovo jezgro trivijalno,

tj. N(A) = 0.
Neka su, u nastavku, X i Y dva normirana prostora nad istim poljem skalara.

Stav 1.3.3. Ako je A: X — Y linearan operator i ako je neprekidan u jednoj tacki,
tada je on neprekidan na ¢itavom prostoru.

Takve operatore zovemo neprekidnim linearnim operatorima. S obzirom da je po-
lje skalara Banahov prostor, u slucaju ¥ = K govorimo o neprekidnim linearnim

funkcionalima f* : X — K.

2Stefan Banach (1892-1945), poljski matematicar



GLAVA 1. UVOD 12

Definicija 1.3.5. Linearni operator A : X — Y je ogranicen ako postoji pozitivan
broj M takav da za svako x € X vazi ||Az|| < M||z||. Infimum brojeva M za koje
vazi prethodna nejednakost naziva se mormom operatora A i kratko oznacava sa
Al

Skup svih linearnih ograni¢enih operatora iz normiranog prostora X u normiran
prostor Y oznacavamo sa B(X,Y’). Ukoliko je Y = X, tada umesto B(X, X) pisemo
B(X).

Stav 1.3.4. Ako je A linearan operator tada vazi

Azx|| B

|| All zsupH = sup ||Az|| = sup ||Az||.
0 |zl jep<a llo]|=1

Stav 1.3.5. Prostor svih ograni¢enih linearnih operatora B(X,Y") je normirani pro-

stor sa operatorskom normom datom sa:

A
14]] = sup 1Al
]

za A€ B(X,Y).

Za linearne operatore na normiranim prostorima pojmovi neprekidnosti i ogra-

ni¢enosti su ekvivalentni.

Stav 1.3.6. Linearan operator A : X — Y je neprekidan ako i samo ako je ograni-
cen.
1.4 Osnovni pojmovi teorije verovatnoce

Definicija 1.4.1. Neka je €2 skup elementarnih dogadaja i neka je F o-algebra nad

Q). Funkcija P : F — [0, 1] se naziva verovatnoca na (2, F) ako vazi:

3. ako su A, Ay, -+ € F po parovima disjunktni, tj. 4;NA; =0, za i # j, onda
je PUSY A) = X255 P(A).

Trojku (€2, F,P) nazivamo prostor verovatnoce.
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Definicija 1.4.2. Neka je (£, F,P) prostor verovatnoce i neka je (R,B) par ¢ije
su komponente skup realnih brojeva i Borelova o-algebra podskupova skupa realnih
brojeva. Funkcija X : 2 — R zove se slucajna velicina, ako je merljiva u odnosu na

o-algebre F i B, tj. ako za svaki Borelov skup B € B vazi
X YB)={w|X(w) e B} cF.

Definicija 1.4.3. Preslikavanje Fx : R — [0,1] je funkcija raspodele slucajne veli-

¢ine X ako vazi
Fx(z)=P({w|we Q, X(w) <z}),
za sve ¢ € R.

Razlikujemo dva vazna tipa slucajnih veli¢ina.
Sluc¢ajna veli¢ina X : Q — R je diskretna ako postoji konacan ili prebrojiv skup
Rx C R takav da je

PUX e Rx}) = 1.

Funkcija f : R — R je Borelovaﬁ funkcija ako vazi f~1(S) € B za svako S € B,
gde je B Borelova o-algebra.

Slucajna veli¢ina je apsolutno neprekidnog tipa ako postoji Borelova nenegativna
funkcija f : R — R takva da je

F(z) = /_x f(t) dX(t),z e R,

gde je [T f(t) dA(?) Lebego integral funkcije f u odnosu na Lebegovu meru .

Funkcija f se naziva gustina raspodele sluc¢ajne veli¢ine X.

Definicija 1.4.4. Neka je X diskretna sluc¢ajna veli¢ina
X - ry To ... .
pr P2 .-

E(X) = szpz

Ako je > |zi|pi < oo, onda je

matematicko ocekivanje slucajne veli¢ine X.

3Félix Edouard Justin Emile Borel (1871-1956), francuski matematicar

4Henri Léon Lebesgue (1875-1941), francuski matematicar
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Neka je X slucajna veli¢ina apsolutno neprekidnog tipa sa gustinom raspodele
f takva da je

+oo
/ |z| f(x) do < oo.

Tada je

matematicko ocekivanje slucajne veli¢ine X.

Osobine matematickog ocekivanja:

1. Ako je X >0, onda je E (X) > 0.

2. E(aX+0b0Y)=aE(X)+bE(Y), zaa,beR.

3. Akoje X > Y ondaje E(X) > E(Y).

4 |E(X)| < E(]X]).

5. Ako su X i Y nezavisne slucajne veli¢ine, onda je £ (XY) = E (X)E (Y).

6. Vazi Kosvgvarcovcﬁ nejednakost, tj. (E (| XY]))* < E(X?) E (Y?).
Definicija 1.4.5. Disperzija D slucajne veli¢ine X definiSe se kao:

D(X) = E((X - E(X)}).

U izra¢unavanjima obi¢no se koristi sledec¢a jednostavna formula za disperziju:
D(X)=E((X-E(X)*)=F(X?) -2E(X)E(X)+E(X)’=E(X? - E(X)’.
Osobine disperzije:

1. D(X)>0.

2. D(X)=0 <= X je konstanta skoro sigurno.

® Augustin Louis Cauchy (1789-1857), francuski matematicar

6Karl Hermann Amandus Schwarz (1843-1921), nemacki matematicar
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3. D(cX)=cD(X),zaceR.
4. D(X+c¢)=D(X),zaceR.
5. Ako su slucajne veli¢ine X i Y nezavisne i imaju disperzije, onda je

DX+Y)=D(X)+D(Y).

Definicija 1.4.6. Standardno odstupanje (standardna devijacija) slu¢ajne veli¢ine

X, u oznaci oy, definiSe se na sledeci nacin:
Oox = D (X )

Definicija 1.4.7. Kovarijacija slu¢ajnih veli¢ina X i Y, u oznaci oxy, definiSe se

na sledec¢i nacin:
oy = cou(X,Y) = B((X — E(X)) (Y — E(Y)).
Alternativna formula koja se koristi u izracunavanjima je
cov(X,)Y)=E(XY)-E(X)E(Y).

Ako je oxy = 0, kazemo da su slucajne veli¢ine X i Y nekorelisane. Za oxy > 0,

kazemo da su X i Y pozitivno korelisane, a za oxy < 0, X i Y su negativno

korelisane.
Vazi:
oxx — O'g(.
Definicija 1.4.8. Neka je X = (X1, Xs, ..., X,,) n-dimenzionalna slucajna veli¢ina.

Kovarijaciona matrica, u oznaci X, je kvadratna matrica definisana na sledec¢i nacin:

cov(X1,X1) cov(Xq1,Xs) ... cov(Xy,X,)
cov(Xq, X1) cov(Xo, Xo) ... cov(Xsy, X,)
cov(Xp, X1) cov(X,, Xa) ... cov(X,,X,)

ili

S=E ((X CE(X) (X —E(X))T) .
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Definicija 1.4.9. Koeficijent korelacije sluc¢ajnih veli¢ina X i Y, u oznaci pyy,

definiSe se formulom

%5'e
O'XO'Y'

PXy =
Za koeficijent korelacije bilo koje dve sluc¢ajne velic¢ine vazi
lpxy| < 1.
Ako su X i Y nezavisne slucajne veli¢ine, onda vazi:
pxy = 0.

Definicija 1.4.10. Neka je D (X;) > 0, i = 1,...,n. Matrica korelacije n-

dimenzionalne slu¢ajne veli¢ine X = (X7, Xs,..., X,,) je kvadratna matrica oblika
1 PX1Xy --- PX1X,
PX;Lxl PX;LXQ e i,

gde je px,x; koeficijent korelacije komponenata X; i Xj, 7 # j.



Glava 2

Standardni pristup optimizaciji

portfolija

2.1 Markovicov model

Pionirski rad H.Markovica [15] o postupku optimizacije portfolija predstavlja
prekretnicu moderne finansijske teorije za optimalnu izgradnju portfolija, alokaciju
aktiva i diversifikaciju investicija. Prema njegovoj teoriji, problem selekcije portfo-
lija je kao kompromis izmedu prinosa i rizika. Polaze¢i od pretpostavke da veéina
investitora tezi da maksimizira dobit portfolija i minimizira njegov rizik, Markovic
je formulisao koncept ocekivani prinos-disperzija, gde je dobit modelirana ocekiva-
nim prinosom portfolija, a rizik njegovom disperzijom. Po osnovnom Markovicovom
modelu investitior bira jednu od dve moguée strategije, za fiksirani rizik maksimizira
dobit ili za fiksiranu dobit minimizira rizik.

Vazna poruka njegove teorije je da dobra ne mogu biti izabrana samo na osnovu
svojih pojedinac¢nih karakteristika, nego investitior treba da uzme u obzir kako se
vrednost svakog dobra menja u odnosu na kretanja vrednosti svih ostalih dobara
u portfoliju. Uzimajuci u obzir ove uzajamne promene, Markovic je bio u mogué-
nosti da konstruise portfolio sa istim o¢ekivanim prinosom i manjim rizikom nego
kod portfolija konstruisanog ignorisuci interakcije izmedu dobara. Osnovni Marko-
vicov model postao je osnova za brojna buduca istrazivanja, primene, proSirenja i
poboljsanja.

Teorija osnovnog Markovicovog modela razvijena je da bi se pronasao optimalni
portfolio kada investitora zanima raspodela prinosa tokom jednog perioda investira-

nja. Ovaj model uzima za pretpostavku da u pocetnom trenutku ulazemo novac, a

17
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na kraju perioda oc¢ekujemo isplatu. Pocetni ulog nam je poznat, a povracaj novca
je neizvestan.

Na pocetku posmatramo model u kome se razmatraju cene akcija samo u vre-
menskim trenucima ¢ = 0,1. Ozna¢imo sa R intenzitet dobiti, a sa X (¢) vrednost
portfolija u trenutku ¢. Tada je
X(1) - X(0)

S (O

te je dobit X(1) — X(0) = R - X(0). Dobit moze biti pozitivna ili negativna
(profit ili gubitak). Ako je u pitanju gubitak (tj. ako je dobit negativna), onda je
L =—R-X(0), gde je sa L oznacen gubitak portfolija za naredni dan. U nastavku,

pretpostavimo da intenzitet dobiti ima normalnu raspodelu.

Pretpostavimo da se berza sastoji od N razli¢itih vrednosnih papira i neka
je bezrizitna kamatna stopa ry. Ozna¢imo sa R; intenzitet dobiti (prinos) za jedan
period za i-ti vrednosni papir, (i =1,...,N), a sa R,, prinos portfolija koji se
sastoji od tih vrednosnih papira. Zelimo da ulozimo iznos A u vrednosne papire sa
berze. Oznacimo sa A; sumu novca koja je uloZena u i-ti vrednosi papir. Tada je

w; = % tezina i-tog vrednosnog papira u celom portfoliju. Prinos portfolija je

N
=1

Ocekivani intenzitet dobiti i disperzija portfolija dati su sa:

N
Tm = ZwiTi
=1
N
0—311 = ZW?U? + 2 Z WiW;0i
=1

1<i<j<N
gde je r; = ER;, 0} = DR; i 0;; = cov(R;, Rj).

U situacijama kada je dozvoljena kratka prodaja investitor moze pozajmiti akcije od
brokera i prodati ih. Investitor ostvaruje profit ako cena pozamljenih akcija opada.
Tada tezinski koeficijenti w; mogu biti negativni.

Potrebno je resiti problem kako investirati a da snosimo Sto je moguce manji rizik,
odnosno kako odrediti portfolio sa minimalnom disperzijom. Neka je ¥ = cov(R)
matrica definisana sa [X];; = cov(R;, R;), 1 < 4,5 < N, tada ¥ predstavlja ko-

varijacionu matricu rizi¢nih vrednosnih papira, gde je R = (Ry,..., Ry) vektor
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intenziteta dobiti vrednosnih papira, r = (rq, ... ,TN>T vektor ocekivanih prinosa i
w= (w,... ,wN)T vektor udela koji trazimo. Ukoliko dopustamo kratku prodaju

reSavamo sledec¢i optimizacioni problem

1
min ~w’ Yw: efw=wle=1, (2.1)

gde je e = (1,...,1)T N-dimenzionalni vektor jedinica. Faktor % je tu iz tehnickih
razloga, a w! Yw = o? je disperzija portfolija.

Za ovaj pristup neophodno je da uvedemo dodatnu pretpostavku o pozitvnoj
definitnosti forme ® : R**! — R koja je odredena matricom

M(®) = ZT _e], (2.2)

—e 0

odnosno, zahtevamo da glavni minori matrice M (®) budu strogo pozitivni.

Formirac¢emo Lagranievuﬂ funkciju

1
L(w,\) = éwTEw —Mefw—1)
i reSavamo sledeéi sistem
VoL(w,\) = Xw — de =0, (2.3)
VaL(w,\) =1 —elw = 0. (2.4)

Iz jednakosti (2.4)) imamo e’w = 1, dok iz jednakosti (2.3) sledi:

w=\2"le,

efw = elY e,

odnosno dobija se da je

1
.
ely-le’
Y le
W= ———
elY-le

Pokazimo da je dobijeno reSenje optimizacije portfolija optimalno, odnosno da

Yle

je w = ———— zaista minimum funkcije %wTEw uz uslove kao u ([2.1)).
elY-le

! Joseph-Louis, comte de Lagrange (1736-1813), italijansko-francuski matematicar i astronom
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Neka je kovarijaciona matrica prinosa X oblika

011 012 ... O1p

021 0929 ... O9p
Y= ,

Opnl Op2 ... Opn

pri ¢emu imamo na umu da je X simetri¢na, odnosno vazi 0;; = 0, za 1 < 14,7 < n.

Koristedi svojstva matri¢nog diferenciranja iz (2.3)) i (2.4) dobijamo

VoViaL(w,\) = —e, V)V, L(w,\) = —e,
(VW)ZL(wa )‘) = Ea (V}\)QL((.U, )‘) = 07

odnosno sledi da vazi

O?L(w,\) 4 OL(w,\) .
Ow; O T ONOw; ’

PL(w,\) PL(w,\) 0

Do, =70 ox =0

za 1 < 1,7 < n. Shodno tome, uocavamo kvadratnu formu

n n
D(wyy ..oy, A) = Z Oijwiw; — 2 Z AW,
ij=1 i=1
a za ovu kvadratnu formu smo na pocetku pretpostavili da je pozitivno definitna
(jer je @ odredena matricom kao u (2.2))), te je dobijeno w zaista argument za koji
se dostize minimum iz problema .

Ukoliko kratka prodaja nije dozvoljena u optimizacioni problem se dodaje
uslov w > 0, i tada se on najc¢escée resava numericki.
Optimizacioni problem portfolija, kako je Markovic definisao, je:

1
min §wT2w cefw=1r"w=r,. (2.5)

pri ¢emu je r,, = wlr = rfw ocekivani prinos portfolija, a r je vektor ocekivanih
prinosa akcija. Negativni elementi od w upucuju na kratku prodaju. Zadrzavamo
pretpostavku o pozitivnoj definitnosti kovarijacione matrice 3. Formiramo funkciju

Lagranza

1
L(w, A1, A2) = §wTEw —A(eTw —1) = X(rTw — 1)
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1 reSavamo sledeéi sistem

va(w, )\1, )\2) =Yw — )\18 — )\21‘ = 0, (26)
Vi, L(w, A, A) =1 —efw =0, (2.7)
Vi, L(w, A1, Ag) = 7y — 1w = 0. (2.8)

Iz jednakosti ([2.6]) sledi
W = )\12_18 + )\22_11'.

MnozZenjem prethodne jednakosti sa leve strane sa e, a onda i sa r’, dobijamo

sledece jednakosti

1=MNelS e+ el Sy,

roo=Mrr Y le + Aor! YNy

Odnosno, dobija se resenje

1—efS1r),
AL = eIy 1g (2.9)
o r’'y-le — e er, (2.10)
2 Ty -leeTy -1y — Ty -1lrely-le’ ’
w=Y""(eA +1Ay). (2.11)

Iz jednacine mozemo zakljuc¢iti da optimalne tezine portfolija zavise od inver-
zne vrednosti matrice kovarijacije. To ponekad stvara poteskoce ako kovarijaciona
matrica nije invertibilna, bliska singularnoj ili numericki lose uslovljena i sve ove
situacije pojacavaju gresku ocene.

Za kvadratnu matricu A € M, (K) kazemo da je bliska singularnoj ukoliko za
det(A) vazi da je razli¢ita od nule, ali i jako blizu nuli. Ovde je dobar trenutak da

objasnimo razliku izmedu matrica bliskih singularnoj i lose uslovljenih.

Napomena. Losu uslovljenost matrice A posmatramo u odnosu na uslovni broj

matrice pri Euklidskoj normi, odnosno KC(A) = amesz,

min
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Matrica bliska singularnoj nije obavezno uvek loSe uslovljena, $to vidimo na

0.01 0.02
Al = .
0.05 0.011

Naime, vazi da je det(A;) = —0.00089, $to znaci da je matrica bliska singularnoj, a

primeru sledece matrice:

sa druge strane je K(A;) = 3.18386, $to implicira da je matrica dobro uslovljena.
Ne vazi ni obrnuto, odnosno, ukoliko je neka matrica lose uslovljena, odatle ne
sledi nuzno da je ta matrica bliska singularnoj. Pokazujemo i to na primeru sledece

matrice:

1000 1001
999 1000|

Vazi da je K(Ay) = 4002002, sto ukazuje na to da je ova matrica lose uslovljena,

dok iz det(As) = 1 sledi da ova matrica nije bliska singularnoj.

Jedan od nacina za reSavanje problema optimizacije portfolija u slu¢ajevima ka-
da je kovarijaciona matrica singularna, bliska singularnoj ili loSe uslovljena jeste
upotreba Mur-Penrozovog inverza (pojavljuje se i naziv pseudo-inverz ili generali-
zovani inverz). Koris¢enjem Mur-Penrozovog inverza uzoracke kovarijacione matrice
prinosa umesto obi¢nog inverza (koji u singularnom slu¢aju ne postoji) u jednacini
(10), dobijaju se dobro definisane tezine portfolija. U praksi se kovarijaciona matrica
ocenjuje na osnovu istorijskih podataka dostupnih do odredenog datuma, optimalne
tezine portfolija se izracunavaju koriséenjem te ocene, portfolio se formira do tog
datuma i odrzava se do sledeceg rebalansa. Prekomerno uklapanje podataka iz uzor-
ka moze prouzrokovati lo§ izbor portfolija, te je iz tog razloga korisno nametanje
neke strukture. Osvrnimo se ukratko na ocenjivanje kovarijacione matirice prinosa.

Ocenjivanje kovarijacione matrice prinosa predstavlja vazan korak u analizi port-
folija, upravljanju rizikom i optimizaciji portfolija. Kovarijaciona matrica prinosa
sadrzi kovarijacije izmedu finansijskih instrumenata ili akcija u portfoliju. Pri oce-
njivanju kovarijacione matrice prinosa cesto se uvode pretpostavke o raspodeli pri-
nosa finansijskih instrumenata. Evo nekoliko uobicajenih pretpostavki o raspodeli

koje se u praksi najcesée uvode:

1. Normalnost raspodele prinosa: Ova pretpostavka podrazumeva da su pri-
nosi finansijskih instrumenata raspodeljeni u skladu sa normalnom raspode-
lom, a to bi znacilo da su svi momenti raspodele (npr. o¢ekivanje i standardna

devijacija) dovoljni za opisivanje raspodele.
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2. Stacionarnost: Pretpostavka o stacionarnosti podrazumeva da statisticke ka-

rakteristike prinosa ostaju konstantne tokom vremena.

3. Nezavisnost: Ova pretpostavka sugeriSe da su prinosi razli¢itih finansijskih

instrumenata nezavisni u razliéitim vremenskim trenucima.

Definicija 2.1.1. Slu¢ajni vektor X = (X1, X, ..., X,)” ima p-dimenzionalnu nor-
malnu raspodelu sa srednjom vrednosSéu g i kovarijacionom matricom 32, u oznaci

X ~ N,(1, X), ako je njegova gustina raspodele verovatnoca data sa:

eI pe———C RIS O
PRHBE
Pretpostavimo da je nas uzorak X = (X1,..., X y) nezavisan i jednako raspo-

deljen, iz populacije sa multivarijacionom normalnom raspodelom N, (u, ¥). Kako
su sluc¢ajne promenljive nezavisne, zajednicka gustina raspodele bi¢e proizvod poje-

dina¢nih gustina:

N
Ty —1
f(ml’ AR 7$N | M? H (mz_u) E (ml_‘u‘)
=1 |27T’ |E’
;6_% Zfi1(mi_#)Tz_1(mi_#)‘
PiReablE;
Ako (1, ..., xy) posmatramo kao realizaciju slu¢ajnog uzorka X = (X4,..., Xxn),

odnosno, kao fiksirane vrednosti, tada funkcija zajednicke gustine postaje funkcija
po p i X inaziva se funkcijom verodostojnosti slucajnog uzorka i obi¢no se oznacava

sa L, pa vazi:

L1 S) = — e S
2| 38 |5| 3

Vrednosti p i 3 za koje ova funkcija dostize maksimum se nazivaju ocenama maksi-
malne verodostojnosti za p i ¥ i te vrednosti ¢emo oznacvati sa i i 2. Izvodenjem,

¢iji se dokaz moze nac¢i u [I], dobija se da su ove ocene:
| X
. = ZX
;_1 Y 1w NI
— mz (Xj - N;X,-) (Xj - N;XZ) .

=1

™M
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Napomena. Identi¢ne ocene [ i ) dobijamo i metodom zamene, pri ¢emu tada
pretpostavka X ~ N, (u, X) nije neophodna, stoga zaklju¢ujemo da su ocene koje
smo dobili smislene i za druge raspodele prinosa, s tim $to se ne nasleduju uvek sva

svojstva.

2.2  Drugi nac¢in Markovicovog originalnog
pristupa optimizaciji portfolija
Ovim pristupom investitor zeli da maksimizira funkciju korisnosti

Ulw) = rp(w) — %afn(w) =wlr — %wTZw, (2.12)

gde je v koeficijent averzije prema riziku. Pretpostavljamo da su tezine portfolija
nenegativne, w; > 0 za svako i = 1,..., N. Znamo da treba da vazi wle = eTw = 1.
Formiramo funkciju Lagranza

L(w,\) =w'r — %wTZw — Mwle —1).

Resavamo sledeéi sistem

VoL(w,\) =1 —7Yw — Xe =0, (2.13)

VaL(w,\) =1—elw=0. (2.14)

Iz jednakosti (2.14) imamo e’w = 1. Jednakost (2.13) mnoZimo sa leve strane sa

Y71 i reSavamo
Syl
Yr—qw— A e =0,
1
w=—("r - Ax"te),
f}/

1
1==(e"S7'r — Xe'¥Ne).

~
Dobijamo resenje
)\_eTE_lr y
efY-le ’
TE_I _
w=-(Er— S T Uy, (2.15)
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Sada kada smo izneli dva nacina za reSavanje problema optimizacije portfolija,
razmatrajmo ukratko i odnose izmedu ta dva reSenja. ReSenje metodom minimiza-
cije rizika (koje je dato jednacinama , i ) pogodno je za investitore
koji stavljaju naglasak na oc¢uvanje kapitala i koji izbegavaju rizik. Dakle ovaj metod
smanjuje potencijal za znacajne gubitke. Sa druge strane, kako se investitor korisce-
njem ovog metoda fokusira na minimizaciju rizika, kao krajnji ishod ¢e uslediti nizi
oCekivani prinosi no sto bi bio sluc¢aj da su primenjene neke agresivnije strategije.

Metod koji smo u ovom poglavlju izneli daje reSenje optimizacije portfolija koje
maksimizira funkciju korisnosti. Dakle, dato reSenje nema za cilj da maksimizira
profit, ma kakav rizik bio, veé¢ se i rizik kontroliSe koeficijentom averzije prema
riziku koji se pojavljuje u funkciji korisnosti.

Medutim, ispostavlja se da pristup koji minimizuje rizik za zadati prinos i pri-
stup koji maksimizuje funkciju korisnosti za zadati koeficijent averzije v generisu
istu efikasnu granicu. Fiksirajmo koeficijent averzije ~y, tada pristup koji se zasni-
va na maksimizaciji funkcije korisnosti rezultuje reSenjem optimizacije koje je dato

formulom ({2.15)), te je o¢ekivani prinos portfolija
1 e’ lr — v
T T (g1 -1
m =TI w=—-1"(X""1— X e).
" . y ( elY-le )

Uvodimo sledeée oznake:
A=e"Y"le, B=e'S7r, C =rT2 7,

tada je ocCekivani prinos portfolija dat jednacinom:

1 AC — B> +~B
T = 5 T :
Koriste¢i uvedene oznake i zamenom u formule i , dobijamo sledece

jednacine:

(2.16)

\ 1- B2
1 — A_ Y
1
)\2 =
Y
odnosno, resenje dobijeno minimizacijom rizika za zadati prinos kao u (2.16]) je:
1 B —
w=3"1(e\ +rh) = (X 'r— zfleTV). (2.17)
Y

Primetimo da se reSenje dobijeno maksimizacijom funkcije korisnosti dato jednaci-
nom (2.15) poklapa sa resenjem dato formulom (2.17)), §to smo zapravo i hteli da

pokazemo.
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2.3 Tangentni portfolio

Investitor ¢esto ulaze u neku kombinaciju bezrizi¢nog vrednosnog papira (na
primer obveznicu) i rizi¢nog portfolija M. Pretpostavimo da je rf prinos bezrizi¢nog
aseta, a m udeo novca ulozen u rizi¢ni portfolio. Tada su oc¢ekivani prinos portfolija

i njegova disperzija dati sa:

rp = (1 —m)ry + 7y,

Disperzija bezrizi¢nog dela je jednaka nuli. Dobijamo da vazi sledeta veza izmedu

oCekivanog prinosa i odgovarajuceg standardnog odstupanja:
Tm — ’f‘f
Ty =T+ O0p———.
Om,
T'mf’l"f
Om

alociranog kapitala. Sarpov koli¢nik je finansijska mera koja se koristi za procenu

naziva se Sarpov kolicnik, a prava se naziva linija

Koeficijent pravca ove prave

efikasnosti portfolija ili investicione strategije. Sarpov koli¢nik se izracunava kao od-
nos prose¢nog viska prinosa portfolija (prinosa iznad bezrizi¢ne stope) i standardnog
odstupanja portfolija, tj. predstavlja koliki je prinos po jedinici rizika. Sto je vedi
Sarpov koli¢nik, to je portfolio efikasniji, jer pruza veéi prinos po jedinici rizika.
Prava sa najveéim Sarpovim koli¢nikom naziva se linija trzisnog kapitala (CM.
Mozemo primetiti da je CML tangenta na skup efikasnih portfolija. Efikasni portfo-
lio je portfolio sa najmanjim moguéim rizikom za unapred zadati ocekivani prinos.
On se moze predstaviti kao linearna kombinacija tangentnog portfolija i bezrizi¢nog
finansijskog instrumenta.

Zelimo da odredimo tangentni portfolio. Koeficijent pravca CML se moze prikazati

u obliku

YT Te=1.
(WI'Ew)?

Hoéemo da odredimo w za koje se u prethodnom izrazu postize maksimum. Formi-

rajmo funkciju Lagranza

T, _
L(w,\) = wr-no Mwle —1)

(wTEw)%

2CML - Capital Market Line
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1 reSimo sledeéi sistem

VoL(w, \) =

VaL(w,\) =1—wle=0.

Sledi da je
r(w'Sw) — (wi'r —ry) Sw
(wTEw)%

— e =0,

a uvodenjem smene da je A = (wTZw)% dobijamo
A’r — (wTr — rf) Yw = \Ade,
odnosno, mnoZenjem sa leve strane sa w’
A%l — (wTr — rf) A% = \A3,
whr — (wTr — rf) = M\A.

Koriste¢i da je A%r — (w'r — 7)) Sw = AA%e i da iz r; = AA sledi da je A = *F

imamo da vaZzi

A’r — (wTr — Tf) Yw = %fA?’e = rfAQe.

Sada mnoZenjem sa leve strane sa X!, a potom sa e’ dobijamo
A%yl — (wTr — rf) w = 'r’fA2E’1e,
A? (2_1r — rfE_le) = (wTr — rf) w,
A? ('S 'r —refS7e) =w'r — 1y,
odnosno,
A? (Z_lr — er_le) = A% (eTE_lr — rfeTE_le) w.
Dakle, kandidat za reSenje optimizacionog problema jeste

7 (r—ryre) 1
W= gvo F—rse) = const - (X7 (r —rye)) .

Odredivsi w, mozemo dobiti i oéekivani prinos rizicnog dela, tj. r,, = w’r. Na
Slici je tangentni portfolio oznacen sa T a prava koja spaja tacke (0,r7) i T je

CML. Na toj pravoj se nalaze investicije koje su optimalne u Markovicovom smislu.
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Slika 2.1: Grafik zavisnosti o¢ekivanog prinosa portfolija od rizika portfolija.

2.4 Problemi Markovicove optimalne portfolio
teorije

Teorijske prednosti Markovicovog modela su nesporne, medutim, nekoliko proble-
ma se javlja u njegovoj prakti¢noj primeni. U praksi to je procedura sklona greskama
i nestabilnosti koje ¢esto rezultiraju neupotrebljivim konstrukcijama portfolija.
Losa je navika da se koriste istorijski podaci za odredivanje uzoracke sredine i da
se njome zameni ocekivani prinos. Ovaj u praksi ukorenjen postupak u velikoj meri
doprinosi maksimizaciji greske Markovicovog modela.

Markovicov model ne uzima u obzir tezine trziSne kapitalizacije. Trzisna kapitali-
zacija predstavlja trzisnu vrednost izdvojenih akcija preduzec¢a kojom se trguje na
berzi. To znaci da ako aseti sa niskim nivoom kapitalizacije imaju visoke oc¢ekivane
prinose i negativno su korelisani sa ostalim asetima u portfoliju, model moze predlo-
ziti visoke tezine u portfoliju. To je problem, pogotovu kada se dodaju ograni¢enja
za kratku prodaju. Model cesto sugeriSe veoma visoke tezine za asete sa niskim ni-
voom kapitalizacije.

Metod koristi disperziju kao meru rizika, $to se obi¢no smatra previse pojednosta-
vljenom merom kada prinosi dobara ne prate normalne raspodele, §to je ¢esto slucaj
u praksi. Postupak ocenjivanja kovarijacija izmedu aktiva je takode problematican.
Na primer, u portfoliju koji sadrzi 50 aktiva, broj disperzija koji treba da bude
ocenjen je 50, ali broj kovarijacija je 1225, sto predstavlja prili¢no obiman posao.

Kovarijaciona matrica sadrzi vise parametara za ocenu i u vezi sa tim javljaju se
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dva glavna problema. Prvo, vrlo je verovatno da ¢e podaci imati autlajere koji ¢e
ozbiljno uticati na dobijenu matricu kovarijacije. Mali procenat autlajera, u nekim
slucajevima i ¢ak samo jedan, moze izobli¢iti kona¢ne ocenjene disperzije i kova-
rijacije. Drugo, sa toliko parametara za ocenu, potreban je veliki broj istorijskih
opservacija prinosa, dok priroda trzista moze znacajno da se promeni tokom tako
dugog perioda.

Osnovni Markovicovi modeli su ¢esto nestabilni, $to zna¢i da male promene u ula-
znim veli¢inama mogu dramati¢no da promene strukturu portfolija. Model je naroci-
to nestabilan u pogledu ulaznih oc¢ekivanih prinosa. Jedna mala, statisticki beznacaj-
na promena u o¢ekivanom prinosu jedne aktive moze generisati radikalno drugaciji
portfolio. Ova pojava pre svega je prouzrokovana losom uslovljenoséu matrice kova-
rijacije. Na primer, loSe uslovljenom matricom kovarijacije moze se smatrati matrica
dobijena na osnovu nepotpunih istorijskih podataka. U sustini, optimizacija portfo-
lija zahteva trazenje inverzne matrice za matricu kovarijacije. Kovarijaciona matrica
moze biti nesingularna i zato invertibilna, ali ipak lose uslovljena. U tom slucaju
optimizacija je vrlo nestabilna. Broj perioda opservacija trebalo bi da bude reda
veli¢ine veéeg od broja hartija od vrednosti ukjuc¢enih u optimizaciju.

Kada je broj akcija N istog reda veli¢ine kao i broj prinosa po akciji 7', ukupan broj
parametara za ocenu je istog reda kao i ukupna veli¢ina skupa podataka. Takode,
kada broj opservacija T' premasi broj aseta N, broj ocena za popunjavanje kovari-
jacione matrice eksponencijalno raste kako se broj aseta povecava ili greske u oceni
parametara dovode do nestabilnih i ekstremnih tezina portfolija tokom vremena. Jos
gora situacija je kada je N vece od T ili kada su prinosi aseta linearno zavisni, tada
je kovarijaciona matrica uvek singularna. U ovom slucaju je problem kako odredi-
ti inverz matrice koji ne postoji. Jedan od nacina jeste koriSéenje generalizovanog

inverza.

2.5 Geometrijska interpretacija metoda

Razmotrimo rizi¢ne asete ¢iji su prinosi Ry, 7 =1,...,N,t =1,...,T. Oznac¢imo
o« . . . . . N
uzoracku sredinu svakog rizicnog aseta sa r;, i = 1,..., N i neka je r,, = Y .1, wir;
v 1. . . .. .. .. . .. N
oCekivani prinos portfolija, gde su w; tezine portfolija za koje vazi > " w; = 1.

. .. . . . P N
Prinos portfolija u vremenu ¢ moze se izraziti na sledec¢i nacin: » i Williy = 1oy ey,
t=1,...,T, gde su g reziduali. Neka je A matrica dimenzije T" x N definisana sa

[Alt; = Rit,i=1,...,N, t=1,....T, a b oznaava T'—dimenzioni vektor definisan
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kao r,e = b, pri ¢emu je e = (1,1,...,1)T T-dimenzioni vektor jedinica. Sistem
jednacina koji posmatramo je sledeci:

Aw —b==¢.

Markovicov pristup minimizuje gresku ||Aw —b|| pokusavajuéi da pronade optimalno

*

W .
w3
tangentna linija w1+ fws =1
na T NU redenje sistema ! 2 3=
jednaéina sa re'senja vs.lstema
najmanjom normom Jedna\cma
w2
L ~~b¢ S
1wl + r2w2 + r3w3 = Tm
min || Aw — b]| w1 Sfera sa centrom u 0
Slika 2.2: Markovicov model i reSenje naj-  Slika 2.3: Geometrijska interpretacija re-
manjih kvadrata. SenjazaT =11 N = 3.

Slika pokazuje da, geometrijski gledano, greska predstavlja udaljenost b od
tacke Aw u prostoru kolona S, gde je S = L{A;, As,..., Ax}, pri ¢emu je A; i-ta
kolona matrice A, za7=1,..., N.

Definisimo U i1 T na sledeé¢i nacin:
N N
U:{veSzv:ZwiAi /\Zwizl},
i=1 i=1

N N
T:{UGUIU:ZWZ'Ai /\ZWZ'T’Z':Tm}.
=1 =1

Resenje Markovicovog problema je tacka koja se nalazi na granici skupa 7'N U
i za koju vazi da je tangenta u toj tacki na TN U ortogonalna na pravu dobijenu
spajanjem te tacke i tacke b.

Slika [2.3] prikazuje ideju geometrijskog pristupa kada je T =11 N = 3. U
trenutku T = 1 ocekivani prinosi neka 3 aseta su rq, ro, r3, redom. Trazimo resenje
koje minimizuje rastojanje od 0 do tangentne linije koja je u preseku ravni koja je

odredena sa {ryw; + rows + r3ws = ry, } i ravni odredenom sa {w; + we + w3 = 1}.



Glava 3
Mur-Penrozov generalizovani inverz

U ovoj glavi definiSemo Mur-Penrozov generalizovani inverz matrice, koji ima ve-
liku primenu u reSavanju matri¢nih jednacina, kao i u odredivanju pribliznih resenja
sistema linearnih jednacina, onda kada sistemi nemaju resenja.

Godine 1920. Mur objavljuje rad [17] u vezi sa generalizovanim inverzima matri-
ca, medutim, ovaj rad prolazi nezapaZeno. Penroz objavljuje rad [I§] 1955. godine
na istu temu, nezavisno od Mura, s tim Sto generalizovani inverz definiSe na drugadiji
nacin u odnosu na Mura. Sa Penrozovim radom pocinje Sirenje ove teorije velikom
brzinom.

Ova teorija je od izuzetne vaznosti za na$ krajnji cilj (odnosno, za optimizaci-
ju portfolija u prisustvu singularne kovarijacione matrice prinosa), te ¢emo iz tog
razloga ovom delu rada posvetiti veliku paznju.

Rezultate ove teorije prikazujemo za K = C, te ¢e, specijalno, sve vaziti i kada

polje skalara ¢ini skup R.

Definicija 3.0.1. Za matricu A = [a;;] € M, »(C) definiSemo njen konjugovani
transponat kao A* = [@;;] € M,,.m(C).

Definicija 3.0.2. Za matricu A € M,,(C) kazemo da je ermitska matrica, ukoliko je

jednaka svojoj konjugovano transponovanoj matrici, odnosno ukoliko vazi A = A*.
Napomena. Ukoliko je A € M, ,(R), tada vazi A* = AT.

Prisetimo se, u pregledu osnovnih pojmova definisali smo projektor kao matricu
A € M, (C) za koju vazi da je idempotentna, tj. A-A = A. Sada ¢e nam biti potreban
i pojam ortogonalnog projektora. Matricu A nazivamo ortogonalnim projektorom ili

matricom ortogonalne projekcije ukoliko je projektor i ukoliko za nju vazi R(A) =

31
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N(A)L. Vazi da je R(A) = N(A)* ako i samo ako je A ermitska, odnosno A* = A.
Specijalno, ukoliko govorimo o matricama ortogonalne projekcije nad poljem R, to

znaci da su one idempotentne i simetricne.

Napomena. Za standardni skalarni proizvod nad poljem C i proizvoljne A €
Mpn(C),a e Cibe C™ vazi:

(Aa,b) = (a, A*D),

Sto jednostavno pokazujemo raspisivanjem.

3.1 Definicija Mur-Penrozovog inverza

Neka je M, ,(R), kao Sto smo ranije ve¢ definisali, vektorski prostor svih
realnih matrica dimenzija m X n. Za matricu A € M, ,,(R) vazi: ako je preslika-
vanje f : R™ — R™ definisano sa f(z) = Az, x € R", tada je rang(A) = dim(R(A)).

Generalizovani inverz A" (poznat kao Mur-Penrozov inverz) matrice A €
M, (C) je jedinstvena matrica koja je reSenje sledeceg sistema (jednacine koje

u nastavku navodimo nazivaju se Penrozove jednacine):

AX = (AX)" (3.1)
XA=(XA) (3.2)
AXA=A (3.3)
XAX =X (3.4)

U svom radu [I§] iz 1955. godine Penroz je pokazao da za svaku matricu A €
M,,.,(C) postoji jedinstvena matrica AT koja zadovoljava prethodne ¢etiri jednacine.
Neka je A € M,,,(C) proizvoljno i S C {1,2,3,4}, tada sa A° oznacavamo
matrice koje zadovoljavaju Penrozove jednacine koje nose oznake (3.7), za i € S i

njih nazivamo S-inverzima za A.

Primeri:
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1. Ukoliko je S = {3}, tada razmatramo {3}-inverze matrice A i oznacavamo ih

sa A3}, Preciznije, sa A} oznacavamo matrice koje zadovoljavaju Penrozovu
jednac¢inu (3.3)), to jest vazi:

AABYA = A,

2. Za S = {2,4} razmatramo {2, 4}-inverze matrice A, koje oznacavamo sa A{%4}

i za njih vazi:

A{2,4}A _ (14{2,4}14)*7
AL24} g 224 — p{24}

3. Za S = {1,2,3,4} razmatramo {1,2,3,4}-inverze matrice A, odnosno

At234} "5 t0 je upravo jedinstveni Mur-Penrozov inverz Af.

3.2 Osobine {3} i {4}-inverza

Za rezultate koji slede u nastavku od znacaja ée nam biti Gausova teorema o
eliminaciji i teorema o faktorizacijama punog ranga koje ne¢emo dokazivati (a ¢ije

dokaze mozemo naci u [21] i [19]).

Teorema 3.2.1 (Gausova eliminacija). Za svaku matricu A € M, ,(C) takvu da

rang(A) = r, postoje regularne matrice P i ) tako da vazi:

E. K

PAQ =
QOO

)

za neku matricu K € M,,_,,—(C).

. o K. 5 L :
Do matrice 0 0 iz prethodne teoreme mozemo do¢i primenom elementarnih

operacija nad vrstama matrice A.

Teorema 3.2.2 (Faktorizacija punog ranga). Ako je A € M,,,(C) takva da r =
rang(A) > 0, tada postoje matrice F' € M,,,(C)iG € M, ,(C) takve da rang(F) =
rang(G) = r i za koje vazi A = FG.
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Stav 3.2.1. Neka je A € M,,, ,(C)irang(A) =rinekasu P € M,,(C)iQ € M,(C)

punog ranga (odnosno regularne), takve da je:

E. K
0 0

A=p! QL

Tada je {3}-inverz matrice A oblika:

E. 0
0 L

gde je L € M, m—(C) proizvoljna.

Dokaz. Direktnom proverom dobijamo da vazi:

B K] E. 0 E K
AXA=pL|"" -1, r = -1
0 0 - 0 L 0 0 ©
S
—pl| -1 4.
0 0 @
0
E. 0

=r+rang(L),
L) g(L)

te odatle prime¢ujemo da za matricu A mozemo konstruisati A{¥ bilo kog ranga

Kako su P i () regularne matrice, to je rang(X) = rang (

izmedu r i min{m, n}.

Stav 3.2.2. Neka je A € M,, ,(C) takva da rang(A) = r ineka je A € C proizvoljno.

Neka je A3} proizvoljan {3}-inverz matrice A, tada vazi:
1. (ABH* je {3}-inverz matrice A*;
2. Ako je A regularna matrica, tada je A~! jedinstveni {3}-inverz matrice A;

3. MABY je {3}-inverz matrice AA, pri ¢emu je A\f = % ukoliko A # 0, odnosno
A= 0, ako je A = 0;

4. rang(ABY) > rang(A);
5. Ako su S i T regularne matrice, tada je T-* A} S~! {3}-inverz matrice SAT.

Dokaz. 1. A*(ABH*A* = (AABIA)* = A",
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2. Kako vazi AA™'A = FA = A, to je A™! zaista jedan {3}-inverz matrice A.
Neka je X proizvoljan {3}-inverz matrice A, tada vazi AXA = A, pa mnozedi
ovu jednakost i sa leve i sa desne strane sa A~! dobijamo X = A~!, ¢ime je

pokazana jedinstvenost {3}-inverza.
3. Sluc¢aj A = 0 je trivijalan. Neka je A # 0, tada vazi:

(AA) - (%A{?’}) (M) = )\%)\(AA{S}A) = \A.

4. Vazi rang(A) > rang(AABYA), jer ukoliko A nije punog ranga vrsta ili
kolona, onda mnozenjem A%} sa A isa desne i sa leve strane dobijamo matricu
manjeg ranga. S druge strane, kako je AABYA = A, to vazi rang(AABIA) =
rang(A), pa dobijemo rang(A3) > rang(A).

5. Ovo pokazujemo direktnom proverom.
m

Primetimo da za proizvoljan {3}-inverz matrice A, iz AAP}A = A sledi da vaze
jednakosti: AABIAAB = 440 ABYAABYA = AT A, odnosno vazi da su AAB}

i A3} A idempotentne matrice.

Stav 3.2.3. Vaze sledece jednakosti:
rang(AABY) = rang(ABYA) = rang(A),
R(AABY) = R(A),
N(ABYA) = N(A).

Dokaz. Kako je rang(A) > rang(ABYA) > rang(AABYA) = rang(A), otuda sledi
rang(ABYA) = rang(A), a sliéno se pokazuje da je i rang(AABY) = rang(A).

Analogno pokazujemo i jednakosti sa slikama i jezgrima. Vazi da je R(A) =
R(AABIA) C R(AABY) C R(A), i odatle sledi R(A) = R(AAB}). Sliéno, N(A) C
N(ABYA) C N(AABYA) = N(A), §to implicira da vazi N'(A) = N (A A). O

Matrica A je punog ranga vrsta, odnosno punog ranga kolona, ako i samo ako
{3}-inverzi matrice A predstavljaju njene leve, odnosno desne inverze. O tome govori

sledeci stav.
Stav 3.2.4. Neka je A € M,,,(C) takva da rang(A) = r. Tada vazi:

(a) ABYA = E, ako i samo ako je r = n;
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(b) AAB}Y = E,, ako i samo ako je r = m.

Dokaz. Pokazujemo samo deo (a), dok se dokaz dela (b) izvodi analogno. Neka
je ABYA = E,. Iz prethodnog stava znamo da vazi rang(A) = rang(APBrA) =
rang(E,) = n, odnosno sledi r = n.

Neka je sada rang(A) = n, tada je rang(APYA) = rang(A) = n i kako je A}A
matrica dimenzije nxn, to zaklju¢ujemo da je AP} A regularna, odnosno invertibilna.
Koristimo ¢injenicu da je A3}A idempotentna, to jest da vazi (A3 A)2 = ABIA |

mnozimo ovu jednakost sa desne strane sa (A A)~! i dobijamo AB®'A =FE,. O

Pomoc¢u {3}-inverza matrice A, mozemo konstruisati {3,4}-inverz matrice A

postupkom koji je opisan u slede¢em stavu.

Stav 3.2.5. Neka su Y, Z {3}-inverzi matrice A, tada je X = YAZ {3,4}-inverz

matrice A.

Dokaz. Direktnom proverom dobijamo:

AXA=(AYA)ZA = AZA = A,
XAX = Y(AZAYAZ =Y (AYA)Z = YAZ = X.

]

Kao 8to je ve¢ re¢eno {3} i {4}-inverzi matrice A su sve one matrice X koje

zadovoljavaju sledece jednacine, redom:

AXA=A
XAX = X.

Primetimo da su prethodne dve jednacine simetricne po X i A, pa je zato matrica
X {3}-inverz matrice A ako i samo ako je matrica A {4}-inverz matrice X. Takode,
primecujemo da je matrica X {3,4}-inverz matrice A ako i samo ako je matrica
A {3,4}-inverz matrice X i zato tada kazemo da su matrice A i X {3,4}-inverzi
jedna drugoj. Iz Stava deo 4. zakljuc¢ujemo, zbog navedene simetrije, da za
{3, 4}-inverze vazi da imaju jednake rangove. Takode zbog navedene simetrije vazi

rang(A™) < rang(A), jer je matrica A {3}-inverz matrice A4}

U nastavku sledi pomoéno tvrdenje iz linearne algebre, koje ¢e nam biti od

znacaja.
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Lema 3.2.1. Za proizvoljnu matricu A € M, ,(C) vazi:

dimR(A) + dimN (A) = n.

Lema 3.2.2. Za matrice A € M,,,,(C) i B € M,,,(C) vazi:

(a)

(b)

R(AB) = R(A) ako i samo ako je rang(AB) = rang(A). U tom slucaju,
postoji matrica C' € M, ,, takva da je ABC = A;

N(AB) = N(B) ako i samo ako je rang(AB) = rang(B). U tom slucaju,
postoji matrica C' € M, ,,, takva da je CAB = B.

Dokaz. (a) Kako za proizvoljnu matricu X vazi dimR(X) = rang(X), iz

R(AB) = R(A) sledi rang(AB) = rang(A). Sto se drugog smera tice, ka-
ko uvek vazi R(AB) C R(A), to iz jednakosti rang(AB) = rang(A), odnosno
dimR(AB) = dimR(A) i shodno ¢injenici da su R(AB) i1 R(A) vektorski
potprostori, odatle sledi R(AB) = R(A).

Za pokazivanje drugog dela pod (a) koristimo ¢injenicu da je potprostor
R(AB) razapet nad vektorima koji predstavljaju kolone matrice AB, dok
je potprostor R(A) razapet nad vektorima koji predstavljaju kolone matrica
A (ovo jednostavno sledi iz definicije slike linearnog preslikavanja). Kako je
R(AB) = R(A), to linearnom kombinacijom kolona matrice AB mozemo do-
biti svaku kolonu matrice A. Zato postoji matrica C' takva da je ABC' = A,
pri ¢emu kolone matrice C' ¢ine koeficijente u pomenutim linearnim kombina-

cijama.
Neka je N(AB) = N (B). Koris¢enjem Leme 4.1 zaklju¢ujemo da vazi:
rang(AB) + dimN (AB) = p = rang(B) + dimN (B), (3.5)

pa je rang(AB) = rang(B). Neka je sada rang(AB) = rang(B), uopsteno
vazi N(B) € N(AB), pa koriséenjem jednakosti sledi i dimN(B) =
dimN (AB). Kako je jezgro linearnog preslikavanja vektorski potprostor, iz
prethodnog sledi N (B) = N (AB).
Za pokazivanje drugog dela pod (b), koristimo deo (a). Naime, iz rang(AB) =
rang(B), sledi rang(B*A*) = rang(B*), pa postoji matrica C* takva da je
B*A*C* = B*, odnosno CAB = B.

[

Stav 3.2.6. Konjunkcija bilo koja dva od navedena tri iskaza implicira treéi:
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1. X je {3}-inverz matrice A.
2. X je {4}-inverz matrice A.
3. Matrice A i X imaju isti rang.

Dokaz. Ranije je ve¢ pokazano da iz prva dva iskaza sledi tredi.

Pretpostavimo da vaze prvi i treéi iskaz. Iz Stava sledi da vazi rang(XA) =
rang(A), pa, shodno pocetnoj pretpostavci vazi i rang(XA) = rang(X). Iz Leme
potom sledi da postoji matrica Y takva da XAY = X, te je onda:

XAX = XA(XAY) = X(AXA)Y = XAY = X,

odnoso, X je {4}-inverz matrice A.

Pretpostavimo sada da vaze drugi i treci iskaz. U dokazu ovog dela koristimo pret-
hodno. Naime, X je {4}-inverz matrice A ako i samo ako je A {3}-inverz matrice X
i kako vazi rang(A) = rang(X), to po ve¢ dokazanom, implicira da je X {3}-inverz

matrice A. O
Posledica 3.2.1. Neka je A3 proizvoljan {3, 4}-inverz matrice A, tada vazi:

1. matrica AAB4 je projektor na R(A), paralelno sa N'(AB4});

2. matrica APP* A je projektor na R(A34) paralelno sa N'(A).

Dokaz. Pokazujemo samo prvi deo tvrdenja, dok se drugi deo pokazuje analogno.
Kako je A% specijalno i {3}-inverz matrice A, to je AA*} idempotentna, 3to je
pokazano neposredno pre Stava odakle sledi da je AAB4 projektor. Iz Stava
Sledi da je R(AAPBA) = R(A), pa odavde zakljuéujemo da je AAB4} projektor
na R(A). Kako je A jedan {3}-inverz matrice AP®4} odatle iz istog stava sledi da je
N(AABA) = N(ABAY) | ¢ime je pokazano da je matrica AA®4} projektor paralelno
sa N(ABA). O

Iz prethodne posledice vidimo da za svaku matricu A € M, ,(C) vazi:

R(A) & N(AB = C™,
R(AB) @ N(A) =C".

Dakle, slika matrice A i jezgro nekog {3,4}-inverza te matrice su komplementar-

ni potprostori, a isto vazi i za jezgro matrice A i sliku nekog {3, 4 }-inverza matrice A.
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Razmotrimo blize matrice koje su {1,3} i {2,3}-inverzi matrice A, imajuci u

vidu sledeée:

e X je {1,4}-inverz matrice A ako i samo ako je matrica A {2, 3}-inverz matrice
X,

e X je {2,4}-inverz matrice A ako i samo ako je A {1, 3}-inverz matrice X.

Ukoliko je X {1,3}-inverz matrice A, tada je AX ermitska matrica. Takode, vazi
da je X specijalno i {3}-inverz matrice A, pa je AX idempotentna (pokazano nepo-
sredno pre Stava i time smo pokazali da je AX ortogonalni projektor. Iz Stava
3.2.3] zaklju¢ujemo da je AX ortogonalni projektor na R(A). Shodno ¢injenici da je
ortogonalni projektor na R(A) jednoznacno odreden, sledi da, ma koji god {1, 3}-
inverz X matrice A izabrali, proizvod AX ¢e uvek biti isti i jednak ortogonalnom
projektoru na R(A).

Do sli¢nog zakljucka mozemo doci i ako posmatramo {2, 3}-inverze matrice A.
Naime, za poizvoljno X koje je {2,3}-inverz matrice A, vazi da je X A ortogonalni
projektor sa jezgrom N(A), te ¢e matrica X A biti konstantna ma koji {2, 3}-inverz
X matrice A izabrali.

Formulisemo ove zakljucke u sledeé¢em stavu.

Stav 3.2.7. Neka su A{13} i A{23} proizvoljni {1,3} i {2, 3}-inverzi matrice A. Tada

vazi:
(a) X je {1,3}-inverz matrice A ako i samo ako je AX = AA{L3}
(b) X je {2,3}-inverz matrice A ako i samo ako je XA = A{23} 4,

Dokaz. Dokazujemo samo deo (a), dok dokaz dela (b) sledi analogno. Ukoliko je X
jedan {1,3}-inverz matrice A, ve¢ smo ustanovili da je AX jednako ortogonalnom
projektoru na R(A), te je AX konstantno za ma koji {1, 3}-inverz X matrice A.

Pretpostavimo sada da je AX = AA{SY Vazi daje (AX)* = (AAU3H = 4403} =
AX, paje X {1}-inverz matrice A. Takode, vazi AXA = AAIVA = A paje X i

{3}-inverz matrice A. Ovim smo pokazali da je X {1, 3}-inverz matrice A. O
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3.3 Konstrukcija {1,3,4} i {2, 3,4}-inverza

Koristeci {3}-inverz matrica A*A 1 AA* mozemo konstrusati {1,3,4} 1 {2,3,4}-
inverz matrice A. Pre nego $to pokazemo ovo, pokazujemo slede¢u lemu koja nam

je neophodna.
Lema 3.3.1. Za svaku matricu A € M,,,,(C) vazi N(A*A) = N(A).

Dokaz. Neka je x € N(A) proizvoljno, tada je Ax = 0, odnosno vazi i (A*A)xr =
A*(Az) = A*(0) = 0, ¢ime smo pokazali N'(A) C N (A*A).

Preostaje da pokazemo i obrnutu inkluziju. Neka je z € N (A*A), tada je A*Ax = 0,
odnosno Az € N(A*). Jasno je Az € R(A), pa je iz prethodnog

Ar e N(A)NR(A).
Pokazimo prvo da vazi N'(A*) = (R(A))*:

(R(A)*: = {b € C™ : (Va € C"){Aa,b) = 0}
—{beC™: (Ya € C"){a, A*b) = 0}
— {beC™: A'b =0}
= N(A").

Iz N(A*) = (R(A))* zatim sledi da je N (A*) N R(A) = {0}, pa vazi da je Az = 0,
¢ime je pokazana i obrnuta inkluzija. Dakle, vazi N (A*A) = N (A). O

Teorema 3.3.1. Za proizvoljnu matricu A vazi:
1. Matrica Y = (A*A)1B}A* je {1, 3, 4}-inverz matrice A;
2. Matrica Z = A*(AA*)B} je {2, 3, 4}-inverz matrice A.

Dokaz. Pokazujemo samo prvi deo teoreme, dok se drugi pokazuje analogno. Iz

Leme znamo da je N (A*A) = N'(A), dok iz Leme sledi da postoji matrica
U takva da je A = UA*A, te stoga vazi:

AYA=UA"A((A*A)BHANA = U(A*AA*A) B A*A) = UA*A = A,

pa je Y jedan {3}-inverz matrice A. Po Stavu dovoljno je pokazati da je
rang(Y) = rang(A), da bi Y bio jedan {3,4}-inverz matrice A. Vazi rang(Y) =
rang((A*A)BYA*) < rang(A*) = rang(A). S druge strane, pokazali smo ve¢ da je Y
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{3}-inverz matrice A, pa iz Stava deo 4. sledi rang(Y') > rang(A). Ovim smo
pokazali da je rang(Y) = rang(A), pa sledi i da je Y jedan {3, 4}-inverz matrice A.
Preostaje jos da pokazemo da je Y i {1}-inverz matrice A. Kako je A = UA*A, to
je A* = A*AU*, pa vazi:

AY = UA*A(A*A) B A" = UA*A(A*A)B AT AU = UA* AU,

Iz prethodnog je (AY)* = (UA*AU*)* = UA*AU* = AY, te smo ovim kona¢no
pokazali da je Y jedan {1, 3,4}-inverz matrice A. ]

Pokazali smo da za proizvoljnu matricu A postoje {1,3,4} i {2, 3, 4}-inverzi, te

stoga postoje i {1,3}, {1,4}, {2,3} i {2,4}-inverzi.

Pojacavamo uslove iz Posledice m (jer su takvi uslovi potrebni za rezultate u
nastavku), odnosno umesto {3,4}-inverza posmatramo {1, 3,4} i {2, 3,4}-inverze i
imajudéi u vidu zapazanja koja su usledila nakon Posledice [3.2.1] formuliSemo posle-

dicu koja sledi u nastavku.

Posledica 3.3.1. Neka je A3} proizvoljan {1,3,4}-inverz matrice A i neka je

A{234} proizvoljan {2, 3, 4}-inverz matrice A, tada vazi:
1. matrica AAT34} je ortogonalni projektor na R(A), i tada vazi:

N AT = (R(A)*

2. matrica A{?3% A je ortogonalni projektor na R(A34) i tada vazi:

N(A) = (R(ABH )L,

Dokaz. Pokazujemo samo prvi deo tvrdenja, dok se drugi deo pokazuje analogno.
Kako je A3} dodatno i {3,4}-inverz matrice A, to iz Posledice sledi da je
AAW34} projektor na R(A), paralelno sa N(A34}). Takode, vazi da je matrica
AA34 ermitska, jer je to karakteristika {1}-inverza, i ovim je pokazano da je
AA34} ortogonalni projektor, iz dega sledi i da je N (AU34) = (R(A))*. O

Iz prethodne posledice vidimo da za svaku matricu A € M,, ,(C) vazi:

R(A) & N (AT = Cm,
R(AB) @ N (4) = C7,



GLAVA 3. MUR-PENROZOV GENERALIZOVANI INVERZ 42

ali i vise od toga, slika matrice A i jezgro nekog {1, 3,4}-inverza te matrice su
komplementarni potprostori koji su medusobno ortogonalni, a isto vazi i za jezgro

matrice A i sliku nekog {2, 3, 4}-inverza.

Motivisani Posledicom razmatrajmo slede¢i problem. Neka su potprostori
S1iT takvidaje R(A) @S =C™iN(A)&T = C", za neku matricu A € M,, ,(C).
Zanima nas da li postoji {3, 4}-inverz matrice A, takav daje R(X) =T iN(X) = S.
Odgovor na to pitanje je potvrdan, odnosno takav inverz uvek postoji i jedinstven
je, §to pokazujemo teoremom koja sledi u nastavku. Sta viSe, ispostavice se da za
takav {3, 4}-inverz matrice A vazi i da je {1,2,3,4}-inverz matrice A i to ¢e zapravo

biti jedinstveni Mur-Penrozov inverz A, §to ¢éemo kasnije i dokazati.

3.4 Konstrukcija Mur-Penrozovog inverza

Teorema 3.4.1. Neka je A € M,,,(C). Tada postoji jedinstveni {1,2, 3, 4}-inverz
X matrice A takav da je R(X) = N(A)+ i N(X) =R(A)*.

Dokaz. Prvo konstruisemo {1, 2, 3, 4}-inverz matrice A sa navedenom osobinom, a
potom pokazujemo da je on jedinstven. Neka je P € M,,(C) ortogonalni projektor
na R(A). Kako je Ax € R(A) za svako x € C" to vazi da je P(Azx) = Ax za svako
x € C*, odnosno PA = A. Neka je Q € M, (C) ortogonalni projektor na N'(A)*. Za
matrice A i @) vazi AQ = A, $to u nastavku pokazujemo. Pokazacemo, pre svega,

da je E — @ ortogonalni projektor na N(A):
e Vazi da je E — (@ ermitska matrica, odnosno (E — Q)* = E* — Q* = F — Q.

e Kakoje (F— Q) =FE?-2Q0+Q*=F—-2Q0+Q =F—-Q,toje E—Q

idempotentna matrica.

e Neka je x € N(A), tada (F — Q)xr = Ex — Qx = x — 0 = 2 € N(A), pri
¢emu koristimo ¢injenicu da je @ ortogonalni projektor na N(A)* (odnosno

projektor paralelno sa N (A)). Ovim je pokazano da je E — @ projektor na
N(A).

Sada zaklju¢ujemo da za svako x € C" vazi (E — Q)x € N(A), odakle sledi A(E —
Q@) =0, odnosno A = AQ.

Neka je A1%34} proizvoljan {2, 3, 4}-inverz matrice A. Pokazali smo Teoremom m
da takav inverz postoji za svaku matricu A. Iz Posledice znamo da je matrica
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AARZ34 projektor na R(A), pa vazi AAPZ34 P = P. Takode na osnovu Posledice
, matrica A1234} 4 je projektor sa jezgrom N (A), pa je E— A{?34} A projektor sa
slikom N (A), $to pokazujemo sli¢no kao malo pre za E— @, te je Q(E — A234 A) =
0, odnoso Q = QA3 A Neka je X = QA34 P, pokazacemo da je X upravo

trazena matrica. Pokazujemo prvo da je X {1,2,3,4}-inverz matrice A:

1. Iz jednakosti AXA = (AQ)AZ31(PA) = AAZ3M A = A sledi da je X {3}-

inverz matrice A.

2. Iz jednakosti

XAX = QAP (PA)QAR P = QA3 (AQ) A3 P =
— QA{2,3,4} (AA{2,3,4}P) — QA{2,3,4}P — X

sledi da je X {4}-inverz matrice A.

3. Iz jednakosti (AX)* = ((AQ)AZ34 P)* = (AAR234 P = P* = P, i &nje-
nice da je P ermitska matrica, sledi da je i (AX)* ermitska matrica, odnosno
(AX)* = (AX). Ovim smo pokazali da je X jedan {1}-inverz matrice A.

4. Iz jednakosti

(XA)* — A*X* = A*P*(A{Z,SA})*Q* _ (PA)*(A{2,3,4}>*Q* _
_ A*(A{2’3’4})*Q* _ (A{273’4}A)*Q _ A{2’3’4}(AQ) = A3

i iz ¢injenice da je matrica A1234} A ermitska sledi da je X jedan {2}-inverz

matrice A.

Ovim smo pokazali da je X {1,2,3,4}-inverz matrice A.

Iz ¢injenice da je X {1,2,3,4}-inverz matrice A, sledi da je X specijalno i {3,4}-
inverz matrice A, a kao §to smo ranije prokomentarisali, X je {3,4}-inverz matrice A
ako i samo ako je matrica A {3, 4}-inverz matrice X, te odatle i primenom Stava
zakljuujemo da vazi R(X) = R(XA) i N(X) = N(AX). Imajuéi u vidu jos da
vazi XA = QA3 PA = QAN A = Qi AX = AQAP3H P = AAR P = P,
sledi da je R(X) = R(Q) = N(A)L i N(X) = N(P) = R(A)*.

Ostaje jos da pokazemo da je X jedinstveni {1,2,3,4}-inverz matrice A sa nave-
denom osobinom. Pretpostavimo da je Y {1,2,3,4}-inverz matrice A za koji vazi
R(Y) = N(A)L i N(Y) = R(A)*. Iz Posledice sledi da je AY projektor
na R(A), paralelno sa N(Y) = R(A)*, a tako smo definisali projektor P, pa je
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AY = P. Takode, iz Posledice [3.2.1] sledi da je YA projektor na R(Y) = N(A)*,
paralelno sa N'(A), a tako smo definisali projektor @, pa je YA = Q. Na osnovu

prethodnog vazi:
X =XAX =XP=XAY =QY =YAY =Y,
¢ime smo dokazali i jedinstvenost ovakvog {1, 2, 3,4}-inverza matrice A. O

U nastavku prikazujemo nekoliko nacina za konstrukciju Mur-Penrozovog inver-

zZa.

Teorema 3.4.2. Ako su A3} i A{23} proizvoljni {1,3} i {2,3}-inverzi matrice
A, tada je A123FAAU3Y jedan {1,2,3,4}-inverz matrice A. Sem toga, vazi da je to
jedini {1, 2, 3,4}-inverz matrice A.

Dokaz. Neka je X = A3 A48} 1z Stava direktno sledi da je X {3,4}-
inverz matrice A. Pored toga iz AX = (AAZ3A)A3 = AAUS sledi da je
(AX)* = (AAT3)* = AAU3E = AX | odnosno vazi da je X jedan {1}-inverz matrice
A. Sliéno iz XA = A3 (AANSA) = AZ3HA dledi da je (XA)* = (A3 A) =
A23t A = X A, odakle vidimo da je X i {2}-inverz za A.

Dakle, pokazali smo da je X {1,2,3,4}-inverz matrice A, pokazimo jos i da je

jedinstven. Neka su X 1Y {1,2,3,4}-inverzi matrice A, tada vazi:

X =XAX = XX"A" = XX"(A'Y"A") = (XAX)(AY)" = XAY =
= A" X'YAY = (A" XTANY'Y = A'Y'Y =Y AY =Y,
¢ime smo pokazali i jedinstvenost Mur-Penrozovog inverza. O

Napomena. Ukoliko je A nula matrica, tada je jednostavno uociti da je njen je-

dinstveni Mur-Penorz inverz A{1234} takode nula matrica.

U nastavku prikazujemo konstrukciju koja ¢e vaziti za nenula matrice A. Takode

korisitmo teoremu [3.2.2] tj. teoremu o faktorizaciji punog ranga.

Teorema 3.4.3. Neka je A nenula matrica i neka je A = F'G faktorizacija punog

ranga matrice A. Tada je F* AG* regularna matrica i vazi:

At = G*(F*AG*) ' F™.
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Dokaz. Kako je F*AG* = (F*F)(GG*) i kako su F*F, GG* matrice dimenzije r X7,
za koje vazi rang(F*F) = rang(GG*) = r, tj. regularne su, sledi da je F*AG* regu-
larna matrica i vazi (F*AG*)™! = (GG*) Y (F*F)~!. Neka je X = G*(F*AG*)"'F*,
tada zamenom A sa F'G dobijamo X = G*(GG*)"(F*F)~'F*. Kako su F*F i GG*
ermitske matrice (jer je (F*F)* = F*(F*)* = F*F i (GG*)* = (G*)*G* = GG*), to
¢e 1 njihovi inverzi biti ermitske matrice (jer ((F*F)~')* = (F*F)*)™' = (F*F)™!
i ((GG*)™H)* = ((GG*)*)™! = (GG*)™1). Uzimajudi ovo u obzir, dobijamo sledece:

e Vazi da je AXA = F(GG*)(GG*)"Y(F*F)"Y(F*F)G = FG = A, pa odatle

sledi da je X {3}-inverz matrice A,
o Iz XAX = G*(GG*) Y F*F)"Y(F*F)(GG*)(GG*) " (F*F)"'F* = X, dobija-

mo da je X {4}-inverz matrice A.
e Kako je
(AX)" = (F(GG")(GG*) ((F*F)'F*)" = F(F*F) " (GG*)'GG"F* =
=F(F*F)'F* = FGG*(GG*) Y (F*F) ' F* = AX,
to sledi da je X {1}-inverz matrice A.
e Kako je
(XA)" = (GGG N(F*F)"N(F'F)G)" = G*(F*F)(F*F) " (GG")'G =
=G (GG 'G =G (GG*) N (F*F)'F*FG = X A,
to sledi da je X {2}-inverz matrice A.

Na osnovu pretodnog vazi da je X {1,2,3,4}-inverz matrice A, a kako smo ranije

pokazali takav inverz je jedinstven, pa sledi da je X = AT. O]

Prikazujemo u nastavku zapazanja koja je Penroz naveo u svom radu [I§].
Vazi da su jednacine (3.4)) i (3.1]) ekvivalentne jednaéini:

XX*A* = X.

Naime, zamenom u dobijamo da vazi X X*A* = X. Sa druge strane,
ako X zadovoljava jednac¢inu X X*A* = X, tada mnoZenjem ove jednacine sa A sa
leve strane dobijamo AXX*A* = AX, te je AX erimitska matrica (jer (AX)* =
(AXX*A*)* = AXX*A* = AX), odnoso X zadovoljava jednac¢inu (3.1]), pa imajuéi
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ovo u vidu dobijamo X = XX*A* = X(AX)* = XAX, ¢ime smo pokazali da X
zadovoljava jednacinu ((3.4)).
Na sli¢an na¢in mozemo pokazati da su jednacine (3.3 i (3.2 ekvivalentne jed-
nacini:
XAA* = A”.
Na osnovu prethodnog, pri nalazenju Mur-Penrozovog inverza za matricu A,

dovoljno je pronac¢i matricu X koja zadovoljava jednac¢ine X X*A* = X i XAA* =

A*. Sta viSe, primetimo da je dovoljno pronac¢i matricu B za koju ¢e vaziti:
BA*AA* = A",
jer ¢e onda X = BA* biti trazena matrica. Zaista, iz BA*AA* = A* i X = BA*

direktno ¢e slediti X AA* = A*. Rekli smo da je jednacina X AA* = A* ekvivalentna

sa (3.3) 1 (3.2)), tj. X zadovoljava jednacine (3.3)) i (3.2]). Dakle, vazi AXA = A, od-
nosno (A(XA))* = A* paje (XA)*A* = A* tj. A*X*A* = A*. Kona¢no dobijamo
i XX*A* = BA*X*A* = BA* = X, te matrica X zadovoljava i jednacine (3.4)) i
(3-1))-

3.5 Osobine Mur-Penrozovog inverza

U ovom poglavlju dokaza¢emo nekoliko osnovnih osobina Mur-Penrozovog inverza.
Stav 3.5.1. Za proizvoljnu matricu A i A\ € C vazi:

(a) (ADF =4,

(b) (A1) = (A", kao i (AN)T = (AT)T,

(c) Ako je A regularna matrica, tada je AT = A~

(d) (AA)T = ATAT,

(e) (A*A)T = AT(AT)* i AT = (A*A)TA* = A*(AAN)T.

Dokaz. Deo (a) sledi zbog simetrije jednacina i (3:4), kao i i u
odnosu na A i X. Delovi (b) i (d) takode slede direktno. Deo (c) sledi iz Stava [3.2.2]
deo 2. Jedini deo ovog stava, koji nije tako ocigledan jeste (e) i njega u nastavku
pokazujemo.

Pokazujemo da je (A*A)l = AT(A")*:
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e Primetimo da vazi

(A*A)AT(AT)* (A" A) = A*(AAT((AT)*A")A) = A"AATAATA =
= A"AATA = A% A,

pa sledi da je AT(AT)* {3}-inverz matrice A*A.
e Shodno ¢injenici da je

AT(AT) (AT A)AT(AT)" = AT((AT)" AT)(AAT)(AT)" = AT((AAT)")(AAT)(AT)" =
= AT(AATA)AT(AT)" = ATAAT(AT)* = AT(AT)*,

sledi da je AT(AT)* {4}-inverz matrice A*A.
e Kako je
((A*A)(AT(AN)")* = AT(AT)*A*A = AT(AAT)*A = (ATAAT) A = ATA,

a znamo da je ATA ermitska matrica jer je AT izmedu ostalog i {2}-inverz
matrice A, te je stoga (A*A)(AT(AT)*) ermitska matrica, odnosno AT(AT)* je

{1}-inverz matrice A*A.

e Sobzirom da vazi
((AT(AT))(ATA))" = A"AAN(AT)" = A*(AAT)"(AT)" = (A*(AT) A)(AT)" =
= (A(AN)A)*(AT)" = A*(AN)" = (ATA)" = ATA,
sli¢no kao malo pre, zaklju¢ujemo da je AT(AT)* je {2}-inverz matrice A*A.

Dakle, pokazali smo (A*A)T = AT(A")*, pa koristeéi to, dobijamo i (A*A)TA* =
AT((AT)*A*) = ATAAT = AT. Opet koristeé¢i (A*A)T = AT(AT)* zamenom uloga za
Ai A* iiz dela (b), dobijamo (AA*)T = (AT)* AT, pa je A*(AA*)T = A*(AT)*Al =
ATAAT = AT O

U nastavku slede vazna svojstva Mur-Penrozovog inverza, a to su R(AT) = R(A*)

i N(AT) = N(A*).
Teorema 3.5.1. Za svaku matricu A vazi:
e AAT je ortogonalni projektor na R(A),

e ATA je ortogonalni projektor na R(A*).
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Pored toga, vazi R(AT) = R(A*) i N(AT) = N (A*).

Dokaz. Na osnovu Posledice [3.3.1] znamo da je AAT ortogonalni projektor na R(A)
i da vazi N(AT) = R(A)*, a kako je R(A)L = N(A*), to sledi N(AT) = N(A%).
Takode na osnovu Posledice znamo da je ATA ortogonalni projektor na R(AT)
i vazi R(AT) = N(A)*, a kako je N(A)+ = R(A*), to vazi R(AT) = R(A*). O

3.6 Primena Mur-Penrozovog inverza

Razmotrimo jedna¢inu Az = b, pri ¢emu je A € M, ,(R), a b € R™. Ako je A
kvadratna i invertibilna matrica, tada je prethodnu jednacinu generalno lako resiti.
Ako je A proizvoljna matrica, tada razmatrana jednac¢ina mozda nema reSenja, ima
jedno ili ima beskona¢no mnogo resenja, u zavisnosti da li b € R(A) ili ne, i od

ranga A. Ako b ¢ R(A), onda jedna¢ina nema resenje.

Teorema 3.6.1 (Kronekelﬂ-Kapelijeva@. Posmatrajmo sistem jednacina Ax = b,
gde je A € M, ,(R), a b € R™. Jedna od sledece tri moguénosti mora da vazi:

(1) Ako je rang proSirene matrice [A b] veéi od ranga A, to znac¢i da b ne pripada
prostoru kolona matrice A, a tada ne postoji reSenje za Ax = b.

(2) Ako je rang prosirene matrice [A b] jednak rangu A i jednak broju nepoznatih,
tada sistem Az = b ima ta¢no jedno reSenje.

(3) Ako je rang proSirene matrice [A b] jednak rangu A i strogo manji od broja

nepoznatih, tada sistem Az = b ima beskona¢no mnogo resenja.

U slu¢aju (1) najpribliznije resenje sistema se moze dobiti metodom najmanjih
kvadrata. Za slucaj (2) resenje dobijeno opstom metodom za reSavanje sistema jed-
nacina je isto kao i ono dobijeno metodom najmanjih kvadrata, dok za slucaj (3)
metoda najmanjih kvadrata ne radi, a kovarijaciona matrica je singularna i postoji
beskona¢no mnogo resenja koja zadovoljavaju ||Az — b|| = 0.

Prema tome, drugo glediste ovog problema je sledece: umesto da se pokusa resiti
jednacina ||Axz — b|| = 0 mi ¢emo traziti vektor u koji minimizuje normu ||Az — b||.
Ispostavice se da je traZeni vektor u jedinstven (Sto je i pokazano nakon Teoreme

3.6.2). Posto nas zanima rastojanje izmedu Ax i b, prirodno je koristiti 2-normu.

Leopold Kronecker (1823-1891), nemacki matematicar

2Alfredo Capelli (1855-1910), italijanski matematicar
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Dakle, posmatracemo jednacinu Az = Pra)b, gde je Pgr(a) ortogonalni projektor
na R(A).

Teorema 3.6.2. Neka je A € M, ,(R)ibe R" b ¢ R(A). Tada su, za u € R”,

sledeéi iskazi ekvivalentni:
(a) Au = PR(A)b,
(b) ||Au —b|| < ||Ax —b||,Vx € R™,
(c) AT Au = ATb

Neka je B = {u € R" : AT Au = ATb}. Ovaj skup resenja je konveksan i zatvo-
ren, stoga ima jedinstveni vektor sa minimalnom normom. Ukoliko pretpostavimo
suprotno, da B ima dva vektora z,y € R", x # y, sa minimalnom normom, tada
su zbog konveksnosti B sve tacke na pravoj koja spaja x i y takode u B. Razma-
trajmo trougao Oy, pri ¢emu je O nula vektor u R", tada su duzine stranica Ox
i Oy jednake i iznose ||z|| = ||y||, te su uglovi posmatranog trougla na pravoj zy
jednaki, pa su stoga manji od pravog ugla. Shodno tome, normala iz O na pravu xy
se nalazi izmedu ,tacaka” x iy, i preseca pravu zy u nekom z € B, za koga ¢e vaziti
l|1z|] < ||=|] = ||yl|, ¢ime smo dobili kontradikciju. Te je vektor minimalne norme u

B zaista jedinstven.

Teorema 3.6.3. Neka su A € M,,, ,(R)ibe R™, b¢ R(A) i posmatrajmo sistem
oblika Az = b. Tada, ako je AT Mur-Penrozov inverz matrice A, sledi da vazi da je

Atb = u, gde je u prethodno definisano reSenje minimalne norme.

Koristi¢emo ovo svojstvo kod Mur-Penrozovog inverza kako bismo minimizovali
rizik prilikom izbora portfolija. Posto je kovarijaciona matrica simetri¢na, tj. vazi
Y =37 sledi da vazi i ©f = X7,

Za resavanje linearnog sistema Aw = b moze se koristiti metoda dekompozicije
singularne vrednosti (SVDf).

3.7 SVD metod

Postoji nekoliko metoda za izrac¢unavanje Mur-Penrozovog inverza matrice. Jed-

na od najcesce koris¢enih tehnika je singularna dekompozicija vrednosti (SVD me-

3engl. Singular value decomposition
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tod). Ovaj metod je vrlo tacan, ali takode, i vremenski zahtevan, jer zahteva veliku
koli¢inu rac¢unarskih resursa, posebno u slucaju velikih matrica. Poznato je da je
SVD dobra metoda za numericki stabilno ra¢unanje. Uobi¢ajena upotreba SVD-a
je za izraCunavanje reSenja sistema linearnih jednacina koji nema resenje, metodom
najmanjih kvadrata, ili za pronalazenje najboljeg resenja sistema linearnih jednaci-
na koji ima beskona¢no mnogo resenja.

Oznacimo sa S, D, V matrice dimenzije T x T, T'x N i N x N, redom. Tada se

matrica A moze predstaviti na sledeé¢i nacin:
A = SDV = (ortogonalna)(dijagonalna)(ortogonalna) (3.6)

Kolone matrice S su sopstveni vektori od AA”, a vrste matrice V su sopstveni vektori
od AT A. Singularne vrednosti 01,09, ...,0, na dijagonali matrice D su kvadratni
koreni nenula sopstvenih vrednosti od AAT i AT A. Matrice Si V iz jednacine (3.6)
su ortogonalne.

Neka je AT Mur-Penrozov inverz od A i neka je D' matrica dimenzije N x T koja
na svojoj dijagonali ima recipro¢ne singularne vrednosti Uil, %, e a% Tada Mur-

Penrozov inverz Af matrice A moZemo racunati, koristeé¢i SV D metod, po formuli:
AT =VvVTDIST (3.7)

Generalizovani inverz od A' je (A")T = A. Generalizovani inverz A' je generali-
zacija inverzne matrice A™!. Generalizovani inverz je definisan da bude jedinstven
za sve matrice ¢iji su unosi realni ili kompleksni brojevi.

Tada mozemo resiti Aw = b koristeéi generalizovani inverz, dat jedna¢inom ,

pratedi sledec¢a 3 moguca slucaja:

1. Ako je T = N, tada je A punog ranga §to podrazumeva da vazi AT = A= U

ovom slucaju sledi da je w = ATb = A~'b.

2. AkojeT > N, tadajew = A'bonaj vektor koji minimizuje || Aw—b||. Odnosno,
u ovom slucaju, postoji viSe ogranic¢avaju¢ih jednac¢ina nego promenljivih w,
tako da generalno nije moguce pronaci ta¢no resenje za ove jednacine. Prema
tome, generalizovani inverz dat jednac¢inom daje resenje w tako da je Aw

“najblize Zeljenom vektoru b.

3. Ako je T' < N, generalno postoji beskonacno mnogo resenja, a medu mnogim
resenjima w = A'b je posebno resenje koje minimizuje 2-normu od w. Prednost
je u pronalaZenju resenja koje minimizuje ||w||2, $to je zna¢ajno za smanjenje

troskova transakcija kod ucestalih trgovanja.
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3.8 Primeri

Razmotri¢emo 3 slucaja, kada je kovarijaciona matrica bliska singularnoj i dobro
uslovljena, bliska singularnoj ali numercki loSe uslovljena i kada je singularna. Kada
je kovarijaciona matrica bliska singularnoj i dobro uslovljena, onda, ako zamenimo
Y1 sa ¥ rezultati se poklapaju. U slu¢aju kada je kovarijaciona matrica bliska
singularnoj i loge uslovljena upotreba Mur-Penrozovog inverza 3! daje neznatno
bolji rezultat od ¥~!. Na kraju, kada je matrica ¥ singularna, da bi se postigao
optimalni portfolio podsti¢e se korigéenje 1.

Probleme optimizacije portfolija resavamo koristeci statisticki softver R.

Dobro uslovljena kovarijaciona matrica bliska singularnoj

Posmatrajmo portfolio koji se sastoji od 27 akcija, iz DJIAE] Indez. Period razma-
tranja pocinje danom 01.01.2015. i traje zaklju¢no sa danom 31.12.2022, sa ukupno
2014 opservacijaﬂ Kovarijaciona matrica prinosa ¥ je matrica dimenzija 27 x 27, ve-
oma bliska singularnoj (det: = 1.13 - 1073%) i sa uslovnim brojem jednakim 33.195,

Sto implicira da je ova kovarijaciona matrica dobro uslovljena. Vazi da je:
|7 — 57|, = 3.09- 1072,

Na Slici prikazujemo grafik cena na zatvaranju za posmatranih 27 kompanija,
dok je na Slici prikazan dijagram srednjih vrednosti prinosa istih kompanija.
Na pocetku odredujemo optimalni portfolio koris¢éenjem Markovicovog metoda

koji je prikazan u poglavlju 2.1. Uvodimo sledeé¢e oznake:
A=e'Yte, B=e'Sr, C =1r"S7 ',
tada je optimani portfolio dat jednacinom:
Br,, — C B— Ar,,
B? — AC B2 — AC
Ukoliko pri optimizaciji portfolija koristimo generalizovani inverz, tada za ozna-
ke:

Yle+ Y lr

w =

4Industrijski indeks Dow Jones Industrial Average (DJIA) se sastoji od deonica najveéih 30
kompanija u SAD kojima se trguje na berzi. U ovom primeru razmatramo samo 27 akcija usled
nedostatka podataka za preostale tri akcije u posmatranom vremenskom intervalu.

®Podaci su preuzeti sa https://finance.yahoo.com/ .
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Cene akcija na zatvaranju za 27 kompanija 2015-01-02 / 2022-12-30
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Slika 3.1: Cene akcija na zatvaranju za 27 kompanija iz DJIA
indeksa.

optimalni portfolio ra¢unamo po formuli:
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Slika 3.2: Srednje vrednosti prinosa za 27 kompanija iz DJIA indeksa.

Za ocekivani prinos portfolija r,, koji uzima vrednosti od 0 do 1.4 sa razmakom

0.05, mozemo videti da dobijamo rezultate optimizacije portfolija koji imaju gotovo
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istu disperziju pri koriséenju obi¢nog inverza kovarijacione matrice prinosa, kao i
pri koris¢enju Mur-Penrozovog inverza iste matrice (Slika . Dobijamo neznat-
no razli¢ite rezultate optimizacije portfolija, Sto jasno vidimo na Slici na kojoj
prikazujemo beskona¢nu normu razlike dobijenih resenja w koriséenjem obi¢nog in-

verza i w korig¢enjem Mur-Penrozovog inverza, tj. ||w —®||o0, U zavisnosti od prinosa

portfolija r,,, gde su navedene razlike reda 10717,

0.2 0.4 0.6 0.8
o)

Slika 3.3: Grafik zavisnosti standardnog odstupanja od ofekivanog prinosa upotrebom
obi¢nog (0) i Mur-Penrozovog (x) inverza kovarijacione matrice prinosa. Zuta linija ozna-
Cava efikasni portfolio. Oznaka T predstavlja tangentni portfolio pri bezrizi¢noj kamatnoj
stopi ry = 1%.

Napomena. Pre nego sto dalje nastavimo sa razmatranjem primera, osvrnimo se

na rezultat koji ¢e nam biti od znacaja. Neka je A € M, ,,(R) i neka je b € M,,;(R),

tada za p € N vazi ||Ab||, < ||A]|»]|b]|p, Sto jednostavno vazi iz definicije || - ||,
Az Ab
Al — sup 1Azl 1400,
z lzllp bl
Koriséenjem svojstava || - ||oc poput homogenosti i nejednakosti trougla, kao i

svojstva koje smo malo pre naveli u napomeni, dobijamo:

lwlly < || 47—

(I(C = rmBell, + [|(rmA = B)r[l,) ,

p

(I16C =rmB)elly + 1A = B)rl, )

p

[l@lly <

~

AC — B2
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Slika 3.4: Grafik zavisnosti |Jw — @||ec 0d prinosa r,.
pa jos jednom, koris¢éenjem homogenosti za || - ||, i nejednakost trougla dobijamo:
< =l Bl Al .- B|.
lwllp < AC = BY) (Irm| (|1B] - [le[lp + [A] - [[r[lp) + [CT - [le[l, + [B] - [Irllp)
o, < L=l Bl Al ¢ B
wllp < Ac_ B rml (|B - [lellp + AL - [Ie[lp ) +1CT - llellp + [B] - [[r[lp ) -

Konacno, za posmatrane akcije, imamo sledeca gornja ogranicenja:

l|lwl]2 < 28.9291793929203358 - 1, + 10.9715856621582048 = M (1, ),
|||z < 28.9291793929202647 - 1, + 10.9715856621582368 = M(rm)
Zanima nas kada je M(rm) < M(r,,), pa resavanjem te nejednakosti dobijamo
rm < 0.45, te u tom slucaju upotreba Mur-Penorz inverza daje bolje rezultate.
Naime, manja norma tezina portfolija implicira da su i troskovi transakcija manji,
Sto je od velike vaznosti kod ucestalijih trgovanja.
Osvrnimo se ukratko na uticaj troskova transakcije. TroSak transakcije je iznos
novca koji se naplacuje ili odbija prilikom obavljanja odredene finansijske transakci-
je. Ovaj trosak moze biti vezan za razliCite vrste transakcija, poput transfera novca,

kupovine deonica ili drugih finansijskih instrumenata i sli¢no. Trosak transakcije
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moze varirati u zavisnosti od vrste transakcije, institucije koja obavlja transakciju,
od iznosa transakcije i drugih faktora. Na primer, banke mogu napladivati nak-
nade za prenos novca, kreditne kartice imaju provizije za transakcije usmerene ka
inostranstvu, a brokerske kuée napla¢uju proviziju za kupovinu i prodaju akcija.
Takode, vazno je napomenuti da su troskovi transakcija pri ulasku u kratke pozicije
veci nego li kod dugih pozicija.

Pretpostavimo da imamo portfolio koji ¢ine tri aseta i neka je dozvoljena kratka

prodaja. Razmatrajmo sledec¢e dve raspodele kapitala:
wy; = (0.3,0.3,04), wy = (—100,-100,201),

gde ocigledno vazi ||wal|l2 > ||wi]]2- S obzirom da je iznos transakcije vrlo vazan
faktor pri odredivanju cene transakcije, to pri ws imamo znacajno vece troskove

transakcije, nego pri wy.

[ ~ [ 05 ] 1 [ 5 [ 30 [ 50 [ 100 [ 200 |
MMM.Close || -7.9080 | -3.9332 | -0.75342 [ -0.0910 [ -0.0380 | 0.0018 | 0.0217
AXP.Close -1.6681 | -0.8501 | -0.1957 | -0.0593 | -0.0484 | -0.0402 | -0.0361
AAPL.Close || 3.2448 | 1.6362 0.3492 0.0811 | 0.0597 | 0.0436 | 0.0355

BA.Close 0.1914 | 0.0742 | -0.0195 | -0.0390 | -0.0406 | -0.0418 | -0.0424
CAT.Close 5.0643 | 2.9938 0.6174 0.1224 | 0.0828 | 0.0531 | 0.0382
CVX.Close -0.5242 | -0.2911 | -0.1047 | -0.0658 | -0.0627 | -0.0604 | -0.0593
CSCO.Close || 0.1848 | 0.0691 | -0.0235 | -0.0428 | -0.0443 | -0.0455 | -0.0460

KO.Close 0.2568 | 0.1990 0.1527 0.1431 | 0.1423 | 0.1418 | 0.1415

DIS.Close -3.8908 | -1.9158 -0.3358 -0.0066 | 0.0197 0.0395 0.0494
XOM.Close -0.2635 | -0.0883 0.0519 0.0811 0.0834 0.0852 0.0860
GS.Close -2.9231 | -1.4518 -0.2748 | -0.0296 | -0.0010 | 0.0048 0.0121
HD.Close 2.9251 1.4566 0.2818 0.0370 0.0174 0.0028 | -0.0046

IBM.Close -3.6177 | -1.8021 -0.3495 -0.0469 | -0.0227 | -0.0046 | 0.0045
INTC.Close -5.0339 | -2.5233 -0.5147 | -0.0963 | -0.0628 | -0.0377 | -0.0252
JNJ.Close 0.2688 0.2253 0.1905 0.1833 0.1827 0.1822 0.1820
JPM.Close 5.0160 2.4786 0.4487 0.0258 | -0.0081 | -0.0334 | -0.0461
MCD.Close 3.0091 1.5863 0.4480 0.2108 0.1919 0.1776 0.1705
MSFT.Close 5.0388 2.5011 0.4709 0.0479 0.0141 | -0.0113 | -0.0240
NKE.Close 0.5003 0.2591 0.0661 0.0258 0.0226 0.0202 0.0190
PFE.Close 0.3118 0.2033 0.1165 0.0984 0.0969 0.0958 0.0953
PG.Close 1.0717 0.5649 0.1595 0.0750 0.0683 0.0632 0.0607
TRV.Close 0.0770 0.0508 0.0298 0.0254 0.0251 0.0248 0.0247
UNH.Close 6.0784 3.0332 0.5970 0.0895 0.0489 0.0184 0.0032
VZ.Close -5.7332 | -2.7511 -0.3653 0.1317 0.1715 0.2013 0.2162
V.Close 1.5715 0.7846 0.1551 0.0240 0.0135 0.0056 0.0017
WMT.Close 0.4520 0.3007 0.1796 0.1544 0.1523 0.1508 0.1501
WBA.Close -3.6000 | -1.8099 -0.3778 -0.0794 | -0.0555 | -0.0376 | -0.0287

Tabela 3.1: Optimalne teZine raspodele kapitala dobijene Markovicovom optimizacijom
portfolija upotrebom obi¢nog inverza.

Pronadimo sada optimalni portfolio koriséenjem metoda koji je prikazan u po-
glavlju 2.2, pri ¢emu koeficijent averzije prema riziku v uzima vrednosti 0.5, 1, 5,

30, 50, 100 i 200. U pronalazenju optimalnog portfolija prvo koristimo obi¢ni inverz



GLAVA 3. MUR-PENROZOV GENERALIZOVANI INVERZ 56

matrice . Podsetimo se rezultata iz glave 2.2. Tamo smo dobili da je optimalni

portfolio dat jedna¢inom:
1 e’y r — VZ’le)
v ely-le ’

eTE_lrf'y
el'y-1le -

Tabelom dati su rezultati Markovicove optimizacije portfolija pri pomenutim

pri cemu je A =

vrednostima koeficijenata averizije prema riziku. Mozemo videti da je u svih sedam
dobijenih reSenja prisutna kratka prodaja.
U Tabeli mozemo videti da sa porastom koeficijenta averzije prema riziku,

opada disperzija portfolija, kao i prinos, $to smo i ocekivali.

y v | 05 | 1 | 5 | 3 [ 50 [ 100 [ 200 |
Prinos [ 6.1581 [ 3.1085 [ 0.6688 | 0.1605 | 0.1199 [ 0.0894 [ 0.0741
Disperzija | 12.2183 | 3.0694 | 0.1418 [ 0.0232 | 0.0210 | 0.0201 | 0.0198

Tabela 3.2: Prinosi i disperzije portfolija dobijeni Markovicovom optimizacijom portfolija
upotrebom obi¢nog inverza

Ukoliko pri nalazenju optimalnog portfolija koristimo X umesto 7!, odnosno,

ukoliko optimalni portfolio ra¢unamo kao:

1 Tty —
et (gr _ GT#EQ ,
0l elYte

eTsfr—
el'yte

koristili obi¢an inverz.

pri ¢emu je A\ = dobijamo gotovo iste rezultate kao malo pre kada smo

Lose uslovljena kovarijaciona matrica bliska singularnoj

U ovom delu razmatramo akcije sa trzista trgovine valutama, odnosno sa takozv-
nog FOREXJ trzista. Vrednost valute, odnosno njena vrednost u odnosu na druge
valute, zavisi od toga koliko je ta valuta atraktivna na trzistu. Ako je potraznja za
njom velika i njena cena raste. Nagle i brze promene deviznih kurseva obi¢no su znak
da je privreda u haosu, da nekontrolisano raste stopa inflacije, da se ne podmiruju
kreditne obaveze i da postoji ozbiljan deficit u trgovinskom bilansu. Politicke prilike

takode mogu da utic¢u na rast ili pad deviznih kurseva. Opasnost od izbijanja rata ili

6engl. Foreign Exchange
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gradanskih nemira uslovljavaju smanjenje kursa valute zemlje u kojoj se to dogada
u odnosu na druge valute.

Kompletna transakcija na FOREX trzistu predstavlja prodaju jedne valute i
istovremenu kupovinu druge. Svaka valuta se obi¢no oznacava sa tri slova, od kojih
su prva dva oznaka za drzavu, a trece slovo naziv valute. Kada je valuta kotirana,
to se uvek ¢ini u odnosu na drugu valutu, tako da je vrednost jedne valute iskazana
kroz vrednost druge. Tako na primer, ako Zelimo da utvrdimo koji je kurs evra
(EUR) u odnosu na britansku funtu (GBP), kvota, odnosno cena ¢e u odredenom

trenutku izgledati ovako:
EUR/GBP = 0.858,

Sto znaci da se jedan evro moze kupiti za 0.858 britanskih funti. Valuta sa leve strane
naziva se osnovnom valutom, dok je valuta sa desne strane kotirana ili kontra valuta.
Ukoliko osnovna i kotirana valuta zamene mesta dobijamo indirektnu kotaciju. Za
iznad navedeni valutni par EUR/GBP indirektna kotacija bi bila GBP/EUR =
1/0.858 ~ 1.166.

Posmatramo portfolio koji se sastoji od sedam valutnih parova, pri ¢emu po-
smatramo cene na zatvaranju u jednominutnim intervalima. Podaci o cenama na
zatvaranju koje posedujemo potic¢u iz perioda od 07.08.2023. pocev od 20:00h do
08.08.2023. do 20:00h, Sto znaci da imamo 1440 opservacijaﬂ Valutni parovi koji se

posmatraju su sledeéi:
e Evro / Svajcarski franak (EURCHF),

e Evro / Britanska funta (FURGBP),

Evro / Japanski jen (EURJPY),

Evro / Americki dolar (EURUSD),

Britanska funta / Americki dolar (GBPUSD),

Americki dolar / Svajcarski franak (USDCHF),

Americki dolar / Japanski jen (USDJPY).

"Podaci su preuzeti sa https://finance.yahoo.com/.
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Ukoliko razmatramo 5 uzastopnih jednominutnih intervala, kojih ima 1436, u
velikom broju slucajeva, tac¢nije za 186 takvih opservacija, ¢e kovarijaciona matrica

prinosa biti singularna, §to vidimo na Slici [3.5]

—=

Slika 3.5: Determinante kovarijacionih matrica prinosa razmatranih valutnih parova
na 5 uzastopnih jednominutnih intervala u periodu od 07.08.2023. pocev od 20:00h do
08.08.2023. do 20:00h.

Fokusirajmo se u nastavku na resavanje problema optimizacije portfolija anali-
zirajuéi cene na zatvaranju za posmatrane valutne parove u 8 uzastopnih jednomi-
nutnih intervala u periodu od 08.08.2023. pocev od 08:05h do 08:13h istog dana. Na

Slikama [3.6], 3.8 3.10], [3.11], 3.12] prikazane su vrednosti posmatranih valut-

nih parova u pomenutim intervalima. Kovarijaciona matrica ¥ u ovom slucaju je iz

M7(R) i vazi da je det(X) = —1.16 - 107>, §to znadi da je veoma bliska singularnoj
matrici, a njen uslovni broj pri 2-normi iznosi K(X) = 4.77 - 10, §to implicira da

je ova kovarijaciona matrica loSe uslovljena.

EURCHF 2023-08-08 08:05:00 / 2023-08-08 08:12:00 EURGBP 2023-08-08 08:05:00 / 2023-08-08 08-12:00

86160

96035
86155

96030 86150

86145
96025

avg 08 08:05 avg 08 08:07 avg 08 08:09 avg 08 08:11 avg 08 08:05 avg 08 08:07 avg 08 08:09 avg 08 0811

Slika 3.6: Vrednost valutnog para EURCHF.  Slika 3.7: Vrednost valutnog para EURGBP.

Portfolio éemo optimizovati na dva nacina, koristeé¢i obi¢an inverz X! i gene-
ralizovani inverz X7 kovarijacione matrice prinosa 3. U ovom slucaju se X! i Xf

znacajno razlikuju jer vazi

|71 — 27|, = 9.20 - 10%.
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EURJPY 2023-08-08 08:05:00 / 2023-08-08 08:12:00 EURUSD 2023-08-08 08:05:00 / 2023-08-08 08-12:00

09950
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09945
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09930
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avg 08 08:05 avg 08 08:07 avg 08 08:09 avg 08 08:11 avg 08 08:05 avg 08 08:07 avg 08 08:09 avg 08 0811

Slika 3.8: Vrednost valutnog para FEURJPY.  Slika 3.9: Vrednost valutnog para EURUSD.

GBPUSD 2023-08-08 08:05:00 / 2023-08-08 08:12:00 USDCHF 2023-08-08 08:05:00 / 2023-08-08 08-12:00
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avg 08 08:05 avg 08 08:07 avg 08 08:09 avg 08 08:11 avg 08 08:05 avg 08 08:07 avg 08 08:09 avg 08 0811

Slika 3.10: Vrednost valutnog para GB-  Slika 3.11: Vrednost valutnog para USDCHEF.
PUSD.

USDJPY 2023-08-08 08:05:00 / 2023-08-08 08:12:00

43320
43315
43310
43308
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43295

43290

avg 08 08:05 avg 08 08:07 avg 08 08:09 avg 08 08:11

Slika 3.12: Vrednost valutnog para USDJPY.

Problem optimizacije portfolija reSavamo koris¢éenjem Markovicovog metoda koji
je opisan u poglavlju 2.1.

Kod optimizacije upotrebom Mur-Penrozovog inverza, na grafiku zavisnosti oce-
kivanog prinosa od disperzije, koji je prikazan na Slici [3.13] dobijamo krivu koja je
glatka, sto ukazuje na numericku stabilnost resenja, odnosno na ravnotezu izmedu
oCekivanog prinosa i disperzije. Sa druge strane, upotrebom obi¢nog inverza pri op-
timizaciji portfolija moze doé¢i do veéih oscilacija oc¢ekivanog prinosa kako disperzija
raste, $to ukazuje na numericku nestabilnost resenja.

Udeo kapitala investiran u kratke pozicije takode moze posluziti kao mera za
uporedivanje rezultata optimizacije portfolija. Naime, kratka prodaja nije uvek ni

dozvoljena, i u tom slucaju reSenja optimizacije portfolija koja sadrze kratke po-
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Slika 3.13: Grafik zavisnosti ocekivanog prinosa od disperzije upotrebom obi¢nog (x) i
Mur-Penrozovog () inverza kovarijacione matrice prinosa.

zicije nam nisu od znacaja. Jo$ jedna velika mana kratkih pozicija jeste to §to je
kod njih potencijalni gubitak neogranicen. Kod dugih pozicija najvise $to mozemo
da izgubimo jeste iznos koji smo ulozili, dok kod kratkih pozicija cene akcija neo-
grani¢eno mogu da rastu. Na Slici je prikazana vrednost udela kratkih pozicija
i disperzije u zavisnosti od ocekivanog prinosa portfolija. Mozemo videti da se za
isti ocekivani prinos, u zavisnosti od toga da li koristimo obi¢an ili Mur-Penrozov
inverz kovarijacione matrice prinosa pri optimizaciji, dobijaju reSenja ¢ije su razlike
u udelima kratkih pozicija reda 10°, te se u tom pogledu resenja znacajno razlikuju.

Uporedi¢emo jos rezultate optimizacije, dobijene koris¢enjem obi¢nog i genera-
lizovanog inverza, analizom vrednosti Sarpovog koli¢nika. Pri bezrizi¢noj kamatnoj
stopi 7y = 2%, za oCekivane prinose koji uzimaju vrednosti od 0.03 do 0.1, sa raz-
makom 0.001, prikazujemo na Slici vrednosti Sarpovog koli¢nika i disperzije
u zavisnosti od ocekivanog prinosa. Za razmatrane vrednosti oc¢ekivanog prinosa,
najveca razlika Sarpovih koli¢nika navedenih optimizacionih strategija bi¢e jednaka
3.73 - 1075 i dostiZe se za ocekivani prinos portfolija r,, = 0.087. Kako su razlike
izmedu éarpovih koli¢nika reda 107%, to moZemo reéi da su dobijeni rezultati optimi-
zacije gotovo podjednako dobri, ako poredenje vrsimo analizom vrednosti garpovog

koli¢énika.
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Udeo kratkih pozicija i disperzija u zavisnosti od prinosa portfolija

0.10

Prinos

0.08

U%omamhmﬂﬂaum%

Disperzija (x106}

Slika 3.14: Grafik zavisnosti udela kratkih pozicija i disperzije od prinosa upotrebom
obi¢nog (x) i Mur-Penrozovog () inverza kovarijacione matrice prinosa.

Sarpov koliénik i disperzija u zavisnosti od prinosa portfolija
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Slika 3.15: Grafik zavisnosti Sarpovog koli¢nika i disperzije od prinosa upotrebom obi¢nog
(x) i Mur-Penrozovog () inverza kovarijacione matrice prinosa.

Singularna kovarijaciona matrica prinosa

Sli¢no kao u prethodnom primeru, posmatramo portfolio koji se sastoji od istih
sedam valutnih parova. Razmatramo cene na zatvaranju u pet jednominutnih inter-
vala od 21:24h do 21:29h dana 07.08.2023. godind®| Kovarijaciona matrica prinosa je

8Podaci su preuzeti sa https://finance.yahoo.com/ .
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iz M7(R) i ona, sa zaokruzenim vrednostima njenih elemenata na 2 decimale, iznosi:

178 -0.70 220 -274 -0.69 -0.63 0.17
—0.70  9.66 152 —-432 -046 -3.57 3.20
2.20 1.52 4.42 0.69 226 —094 235
Y =10%. |-2.74 —432 069 3481 18.10 7.24 4.42
—-0.69 —-0.46 2.26 18.10 10.37  3.00 3.65
—-0.63 —-3.57 —-094 724 3.00 238 —0.42
| 0.17  3.20 2.35 4.42 3.66 —042 2.73 |

Za ovu kovarijacionu matricu prinosa vazi da je singularna, tj. det(3) = 0, pa njen
inverz ne postoji. Kao §to smo ranije pomenuli u ovom slucaju podstice se korisée-
nje Mur-Penrozovog inverza, umesto obi¢nog inverza, pri Markovicovoj optimizaciji
portfolija.

Na Slici [3.16] prikazane su minutne stope prinosa za posmatrane valutne parove.

At
2023-08-07 21:25:00 / 2023-08-07 21:28:00 +++++++++*
4

"
00010 ++*“*N
o
e
et
00008 008- et
e
o
00000 \ . o -

Prinos

00005

00010

00015 0.04-

00020

2e+03 3e+08

1e+08 2
Disperzija

avg 07 21:26 avg 07 21:26 avg 07 21:27 aug 07 2128

Slika 3.16: Vrednosti minutnih prinosa po-  Slika 3.17: Grafik zavisnoti prinosa od disper-
smatranih valutnih parova. zije pri koris¢enju Mur-Penrozovog (+) inverza
kovarijacione matrice prinosa.

Sarpov koliénik
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Slika 3.18: Vrednost garpovog koli¢nika u zavisnosti od prinosa.

Na Slici prikazan je grafik zavisnosti oc¢ekivanog prinosa portfolija od disper-
zije, a na Slici m je prikazan grafik zavisnosti Sarpovog koli¢nika od ocekivanog

prinosa portfolija pri bezrizi¢noj stopi prinosa ry = 2.5%.
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Optimalni izbor portfolija

koriséenjem regularizacije

Koncept osnovnog Markovicovog modela za izbor portfolija Cesto ne daje lepe
rezultate kada se ocekivani prinos i disperzija zamene njihovim uzorackim ocenama.
Pored toga, koris¢enje ovog koncepta dovodi do ocenjivanja kovarijacione matrice
prinosa i njenog inverza, sto rezultira greskom ocene, koja se dodatno pojacava iz

dva razloga:
e broj hartija od vrednosti je obi¢no veoma veliki,
e prinosi hartija od vrednosti mogu biti visoko korelisani.

To dovodi do numericki lose uslovljenih problema, u smislu da ¢ak i blaga promena
ciljnog prinosa portfolija implicira ogromnu promenu optimalnih tezina portfolija.
U ovom odeljku prikaza¢emo tri tehnike regularizacije pomocu kojih vrsimo sta-
bilizaciju inverza matrice kovarijacije: grebenu (nazubljenu) regularizaucijuﬂ7 regulari-
zaciju spektralnog odsecanjaﬂi Landveber-Fridmanovu regularizacijuﬂ U svim ovim
metodama pojavljivace se tzv. regularizacioni parametar i problem da na adekvatan
nacin izaberemo taj parametar, te nam je cilj da prikazemo metod za optimalni

izbor regularizacionog parametra u zavisnosti od podataka.

Lengl. Ridge regularization
Zengl. Spectral cut-off regularization

3engl. Landweber-Fridman regularization

63
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Dobijena regularizaciona pravila ¢emo uporedivati sa portfolijom zasnovanim na
konceptu osnovnog Markovicovog modela u pogledu odnosa empirijskog Sarpovog
koli¢nika.

Kao $to je ranije spomenuto, tri najc¢esée koriséene tehnike regularizacije koje

¢emo predstaviti u daljem nastavku su:

e Grebena (nazubljena) regularizacija, poznata i kao Lo regularizacija (jer se
kaznjava 2-norma optimalnih tezina), je tehnika koja se koristi u statistici i
statistickom ucenju kako bi se smanjili efekti preprilagodenosti u modelimaﬁ,
posebno u regresionim modelima. Ovaj oblik regularizacije mozemo posmatrati

kao dodavanje dijagonalne matrice matrici kovarijacije.

e Regularizacija spektralnog odsecanja je tehnika koja utice na spektralnu struk-
turu matrice eliminacijom komponenti koje mogu dovesti do preprilagodeno-
sti. Spektralna struktura matrice odnosi se na raspored i svojstva sopstvenih
vrednosti te matrice. U kontekstu kovarijacione matrice prinosa, sopstvene
vrednosti daju informacije o korelacijama izmedu razli¢itih investicija. Da bi-
smo izbegli preprilagodenost, spektralni sadrzaj matrice potrebno je “odseéi”
na odredenom nivou. Klju¢no je odabrati odgovarajuéi prag, kako bi se po-
stigla ravnoteza izmedu smanjenja preprilagodenosti i o¢uvanja relevantnih
informacija iz podataka. Ova tehnika se Cesto koristi zajedno sa drugim teh-
nikama regularizacije kako bi se postigao optimalan balans izmedu tac¢nosti i

stabilnosti modela.

e Landveber-Fridmanova reqularizacija predstavlja iterativnu metodu, koja se
primenjuje u optimizaciji portfolija radi unapredenja stabilnosti i ta¢nosti ras-
podele sredstava. Ova tehnika kombinuje Landveberovu iterativnu metodu za
rekonstrukciju kovarijacione matrice sa Fridmanovim pravilom za odabir op-

timalnog parametra regularizacije.

Glavni cilj ovog odeljka je izvesti metodu zasnovanu na podacima za selekciju
regularizacionog parametra na optimalan nacin. Pretpostavljamo da se investitor

pri odlu¢ivanju oslanja na ocekivanu vrednost funkcije korisnosti, pri ¢emu je

funkcija korisnosti data kao u (2.12)).

4engl. overfitting
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4.1 Regularizacija kao aproksimacija inverznog

problema

Optimizacija portfolija zasnovana na konceptu osnovnog Markovicovog modela
zahteva ocenjivanje nepoznatog ocekivanog prinosa i nepoznate matrice kovarijacije
vektora prinosa hartija od vrednosti na osnovu dostupnih podataka. Posebno
je potrebna ocena inverza matrice kovarijacije. Uzoracka kovarijaciona matrica
mozda nije odgovarajuéa jer moze biti priblizno singularna, a ponekad c¢ak nije
ni invertibilna. Problem lose uslovljene matrice kovarijacije mora se resiti, jer
inverz takve matrice dramati¢no povecava gresku ocene i ¢ini reSenje dobijeno
osnovnim Markovicovim modelom nepouzdanim. Mnoge tehnike regularizacije
mogu stabilizovati inverz. One se mogu podeliti u dve klase: regularizacije koje se
direktno primenjuju na matricu kovarijacije i regularizacije izrazene kao kazneni

metod najmanjih kvadrata.

Posmatrajmo N rizi¢nih aseta sa slucajnim vektorom prinosa R;.; i bezrizi¢ni
aset sa poznatim prinosom R{ . DefiniSemo dodatni prinos sa ry1 = Ry — Rf .
Pretpostavimo da su dodatni prinosi nezavisni i jednako raspodeljeni sa srednjom
vrednoscéu r i matricom kovarijacije 2. Neka je w N-dimenzioni vektor koji predsta-
vlja udeo novca koji investitor ulaze u rizicne asete, te je preostali deo (1 — e w)
ulozen u bezrizi¢ni aset, gde je ey N-dimenzioni vektor jedinica. Dodatni prinos
portfolija je stoga w’r,, 1. Pretpostavlja se da investitor bira vektor w kako bi mak-
simizirao funkciju korisnosti pri osnovnom Markovicovom modelu (kao $to smo i
razmatrali u poglavlju 2.2.):

Uw) =w'r - %wTEw,

pri ¢emu je ~ koeficijent relativne averzije prema riziku. Optimalni portfolio je dat

sa
W' = 12_11'.
v
Napomenimo jo§ jednom, u ovom pristupu nemamo uslov efw = 1.

Neka su 7, t = 1,...,T, realizovani prinosi aseta i R matrica dimenzije T" X
N, gde je t-ta vrsta jednaka r!. Ozna¢imo Q2 = E(ryo]) = E(RTTR). Kako je ¥ =
E(rgl) — E(r)E(rl) = Q — rr?| to dobijamo:

Q lrrf Q! ) Q7 'r

1—rTQ-1r r= 1—-—rTQ-1r

Yol = (Q — I'I‘T)_1 r= (Ql +
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gde druga jednakost sledi iz Leme za azuriranje inverza matrice. Stoga

. _ Q'r _ B
w = v (1 - rTQ_lr) - v (1 . I’Tﬁ)’ (41)

gde je
B=Q"'r=ER"R)'E(R er).

Mozemo zameniti nepoznatu ocekivanu vrednost r sa uzorackom srednjom vred-
v s A T . .. .. .. o .
noséu r = %thl ry, a matricu kovarijacije X zameniti sa uzorackom matricom

kovarijacije:

(R — eTf'T)T (R - eTf“T) . RTR

3=
T T

Zamenjujuci r i ¥ njihovim uzorackim ocenama, dobijamo uzoracko optimalno re-
Senje problema optimizacije portfolija w = %2_113 Pokazano je da se w moze pre-
formulisati kao u radu [12] (jednacina (15)) i kasnije u radu [4] na sledeé¢i na¢in

~

- s
W=
=
gde B predstavlja ocenu dobijenu metodom najmanjih kvadrata parametra S u re-
gresiji
1=p"ri1 + U,
Sto je ekvivalentno sa

er = RB + u,

gde je R, kao §to smo ranije definisali, matrica dimenzija T' x N sa vrstama koje
¢ine vektori r!' i ona predstavlja nezavisnu promenljivu, pri ¢emu je er zavisna
promenljiva (koja je u ovoj regresiji konstantna). Pronalazenje parametra 8 moze
se posmatrati kao pronalazenje minimalnog resenja metodom najmanjih kvadrata
jednacine:

RB = er. (42)
To je tipi¢ni inverzni problem. Stabilnost prethodnog problema zavisi od karak-
R'R

T

korelisani (tada je kovarijaciona matrica > bliska singularnoj) ili broj aseta moze

teristika matrice ) = . Mogu se javiti dva problema: aseti mogu biti visoko

biti prevelik u odnosu na veli¢inu uzorka (tada je uzoracka kovarijaciona matrica

(bliska) singularna dok u velikom broju slucajeva kovarijaciona matrica ne mora
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biti bliska singularnoj). U takvim slu¢ajevima, Q) obitno ima neke sopstvene vred-
nosti blizu nule, $to rezultira loSe postavljenim problemom, tako da optimizacija
portfolija postaje izazov. Ovi problemi se mogu opisati uslovnim brojem I koji, pri
2-normi, predstavlja odnos maksimalne i minimalne sopstvene vrednosti Q. Veliki
uslovni broj dovodi do nepouzdane ocene vektora tezina portfolija w.

Postoje razlic¢ite tehike regularizacije koje se koriste kako bi se stabilizovalo resenje
jednacine , mi ¢emo u nastavku razmatrati tri pomenute tehnike. Svaka

metoda ¢e dati razli¢itu ocenu parametra 3, oznacenu sa B , 1 ocenu optimalnog
(175
Matrica R dimenzije T x N moZe se posmatrati kao operator iz RY (gde je skalarni

reSenja portfolija w*, oznacenu sa w, =

proizvod definisan sa (v, u) vTu) u RT (gde je skalarni proizvod definisan sa

(P, ) = QsTTg") Vazi da je RTT adjungovana matrica od R. Neka je <;\j,gzgj,@j>,
@ = j\j(lgj- Staviée,

N n .. . . . . . T
<)\?, gbj) su sopstvene vrednosti i ortonormirani sopstveni vektori matrice %, dok

7 =1,2,... N, singularni sistem matrice R, tj. Réj = S\jﬁj,

<)\?,ﬁj> su nenula sopstvene vrednosti i ortonormirani sopstveni vektori matrice

RTRT. Ako je N < T, lakse je izrac¢unati (ﬁj i 5\32, j =1,..., N, koji predstavljaju
RTR

ortonormirane sopstvene vektore i sopstvene vrednosti matrice ~%~, i zakljuciti o
. T . . . . T N Ré: ..
spektru matrice %. Naime, sopstveni vektori matrice % su v; = % koji su
J

povezani sa istim nenula sopstvenim vrednostima A?. Pretpostavimo u nastavku da

je 7 > 0 parametar regularizacije.

Grebena (nazubljena) regularizacija je uvedena od strane Hoerla H i Kenardaﬁ
(1970) [8] kao stabilnija alternativa naspram standardne ocene dobijene metodom

najmanjih kvadrata i sa potencijalno manjim rizikom. Sastoji se od dodavanja di-

jagonalne matrice matrici %%. Za grebenu regularizaciju, u zavisnosti od vrednosti

regularizacionog parametra definiSemo vektor 3, koji figuriSe u resenju optimizacije,

na sledec¢i nacin: .
-1 op
R er
T )

3 (P”TP” (4.3)

/8’7' = T +7-E)

5Arthur E. Hoerl

6Robert W. Kennard
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ili, ekvivalentno

Regularizaciyja spektralnog odsecanja odbacuje sopstvene vektore koji su povezani
sa najmanjim sopstvenim vrednostima. Kod ove regularizacione tehnike, vektor @T

biramo kao:

52 J
/\j >T
Pri Landveber—Fridmanovoj reqularizaciji pre svega biramo konstantu ¢ uz uslov

0 <c¢< 1z gde ||R|| predstavlja najveéu sopstvenu vrednost matrice R. ReSenje

HRI
jednakosti (4.2]) moze se iterativno izra¢unati kao:

RTR RTerp 1
=|FE— k=1,2,...,——1 4.4
wk ( CT )¢k 1+c¢ T ) 4 77_ ( )

c v . T ™ . v . . . oo
pri cemu je g = CRTeT, Sto ekvivalentno mozemo zapisati na sledeéi nacin:
N 1
- <o\ 7 T 4
b, = E ;\— [1 — <1 — c)\j> } (eij) 0j.
j=1 "\

Ovde, parametar regularizacije 7 je takav da % — 1 predstavlja broj iteracija.

Napomena. Sve tri metode ukljuc¢uju parametar regularizacije 7 koji treba da
konvergira ka nuli odredenom brzinom kako T raste, da bi reSenje konvergiralo.
Eksplicitni izraz za ocene

Za tri navedene tehnike regularizacije vazi jednakost:
RBT = MT(T)GT,

gde je

A =>a(nA2) (") 0

Jj=1

T
za svaki T-vektor 7. Stavise, trMp(7) = Zq (’7‘, 5\5) Funkcija ¢ poprima razli-

j=1
¢it oblik u zavisnosti od vrste regularizacije. Za grebenu regularizaciju vazi da

N 52 N
je q <T, A?) = X;if’ za regularizaciju spektralnog odsecanja vazi q (7’, )\3) =
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I (5\5 > 7‘), dok za Landveber-Fridmanovu regularizaciju imamo da je q <7‘, 5\?) =
1

1= (1),

4.2 Sema regularizacije kao kazneni metod

najmanjih kvadrata

Tradicionalni optimalni Markovicov portfolio w* se dobija iz (4.1]), pri ¢emu je
B = argmﬁinE (11— 8"r ]

Ako se ocekivanje zameni uzorackom sredinom r, problem postaje:

= axgin|ler — A3

Kao $to je ve¢ pomenuto, reSenje ovog problema moze biti veoma nepouzdano ako je
RT R bliska singularnoj. Da bismo izbegli ekstremno velika resenja, moZemo kazniti
velike vrednosti uvodeéi dodatni ¢lan kazne koji se primenjuje na normu (3. Zavisno

o normi koju odaberemo, dolazimo do razli¢itih tehnika regularizacije.

Metod mosta

Metod mostd| u kontekstu regularizacije se odnosi na kombinovanje razli¢itih
vrsta regularizacija kako bi se postigla bolja performansa u modelima.

Za ¢ > 0, ocena dobijena metodom mosta je data formulom:

N
BT — argl’n’gn (HeT — RﬁHg +7—Z ‘ﬁ1’<> )

i=1
gde je 7 kazneni ¢lan.

Metod mosta uklju¢uje dva posebna slucaja. Za ¢ = 1 imamo Lasdfregularizaciju
(koju necemo detaljnije razmatrati), dok za ( = 2 imamo grebeni metod. Izraz
Zf\;l |w;|¢ moZe se interpretirati kao trosak transakcija. On je linearan za Laso, dok
je kvadratan za grebenu regularizaciju. Portfolio ¢e biti proreden ¢im je ¢ < 1.
Funkcija cilja je strogo konveksna kada je ¢ > 1, konveksna za ¢ = 1, dok viSe nije

konveksna za ¢ < 1. Slucaj za ¢ < 1 se razmatra u radu [I1].

"Bridge method

8engl. Least Absolute Shrinkage and Selection Operator (LASSO)
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Grebeni (nazubljeni) metod

Interesantno je da ocena dobijena grebenom regularizacijom opisana u moze
biti alternativno napisana kao kaznjavanje najmanje srednje-kvadratne greske pri 2-
normi. Ono $to se time dobija je da kaznjavamo velike vrednosti koeficijenata, ¢ime
povecavamo stabilnost ocena. Metod grebene regularizacije se, na ovaj nacin, svodi

na problem odredivanja ocene date formulom:
B = argmin [ler — RA||3 + /|15,

Za razliku od pomenute Laso regularizacije, grebeni metod ne daje proreden port-

folio, ve¢ bira sve hartije od vrednosti uz moguénost kratke prodaje.

4.3 Optimalni izbor regularizacionog parametra

Pre svega, uvodimo pojmove koji ¢e nam biti neophodni u nastavku.

Definicija 4.3.1. Neka je A € M,,,(R) data sa A = [a_jli<j<n, gde a_j, za
j € {l,...,n} predstavljaju kolone matrice A. Pod ortogonalnom projekcijom
na matricu A, u oznaci E A podrazumevamo ortogonalnu projekciju na potprostor
L{a; 1<) <nj).

Neka je prostor H snabdevan skalarnim proizvodom (., .)3,. Primetimo da skalarni

proizvod (., .)% indukuje normu [|.||3; na slede¢i nacin:

l|a||ly = v/ {a,a)y, zasve a € H,

a potom, data norma indukuje metriku dy. Ukoliko je (H,ds) kompletan prostor,

tada H nazivamo Hilbertovin{| prostorom

Definicija 4.3.2 (Kompletan ortonormirani niz). Neka je (¢;) ey ortonormira-
ni niz u prostoru H koji je snabdeven skalarnim proizvodom. Za niz (y;),en kazemo
da je kompletan, ukoliko za svako ¢ € H vazi

= (0, 0)up;. (4.5)

J=1

9David Hilbert (1862-1943), nemacki matematicar
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Napomena. Razvoj (4.5)) nazivamo generalizovanim Furijeovinﬂ razvojem. U op-

Stem slucaju ovakav razvoj ne mora biti konvergentan.

Definicija 4.3.3 (Hilbert—Smito operator). Neka je (p;);eny kompletan or-
tonormiran niz u Hilbertovom prostoru H. Za operator K : H — R kazemo da je

Hilbert-Smitov ukoliko vai:

o 1/2
1K ]us = <Z HK%H2> < oo

j=1
Tada, broj || K||gs nazivamo Hilbert-Smitovom normom operatora K.

Optimalni izbor regularizacionog parametra zavisi od konkretnog problema i ze-
ljenog cilja. Cesto se preporucuje eksperimentisanje sa razli¢itim metodama i evalua-
cija njihovih performansi kako bi se odredio najpogodniji regularizacioni parametar.

Prirodno je pomisliti da bi investitor Zeleo da izabere parametar 7 koji maksimi-
zuje o¢ekivanu korisnost E(U(w,)) ili, ekvivalentno, minimizuje o¢ekivanje funkcije

gubitka E(Lr (7)), gde je funkcija gubitka definisana kao:

Ly(r) =U(w") = U(w,)
= (W =)+ % (678w, — wTYw")
= (W — )T (r—ySw) + % (@ — ) S (@ —w)
Y

=5 (& =) S (@, — ). (4.6)

Nas cilj je da pruzimo prikladan izraz za 7 pri kriterijumu minimizacije E(Ly(7)).

N . .
Vazi da je w, = TR pri ¢cemu je 3, dato sa
B . Q;IRTQT
T — T )
gde je Q;l regularizovani inverz od Q= #. Iz jednakosti 1) znamo da se
optimalna alokacija w* moze zapisati kao 7(1_6# Gk

10 Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768-1830), francuski matematicar

HErhard Schmidt (1876-1959), balticki matematicar



GLAVA 4. OPTIMALNI IZBOR PORTFOLIJA KORISCENJEM
REGULARIZACIJE 72

Dalje, primetimo da vazi:

V(@ —w*) = BT 5 d
1—1t73, 1-1Tp
_ b -5 _ B078) — BE"S) (47
(1—#73)(1—176) (1 —i75,)(1—17p)
Neka su /\5, ¢j,za j=1,2,..., N, sopstvene vrednosti i odgovarajuci sopstveni

vektori matrice 2. Da bismo procenili , zelimo dobijeni izraz da zapiSemo u
obliku reda primenom generalizovanog Furijeovog razvoja pri ortonormiranom nizu
¢; (pod pretpostavkom da N i T teze ka beskonacnosti), koristeci . Shodno
¢injenici da je skalarni proizvod bilinearna forma i da se u pojavljuje nekoliko
sabiraka, to se dobijeni generalizovani Furijeov razvoj razbija na sumu nekoliko
redova, Cije brzine konvergencije zelimo da razmatramo. Da bismo mogli to da
uradimo, neophodno je da pretpostavimo da [ (ili ekvivalentno r) zadovoljava

odredeni uslov regularnosti. Ovaj tip uslova moze se pronaéi u radovima [5] i [3].

Pretpostavka A:

(a) Za neko v > 0, imamo da je

N

<I‘,¢‘>2
Z )\21/14 < +00;
7=1 J

gde ¢; i )\j? predstavljaju sopstvene vektore i sopstvene vrednosti od 2.

(b) ¥ je Hilbert-Smitova matrica.

(8,9;)2

A2V
J

Napomena. Pretpostavka A(a) je ekvivalentna sa Z;VZI
Q'r.

< 400, jer je f =

Napomena. Pretpostavka A implicira posebno da je ||5]|? < +oo.

Kao sto smo veé¢ definisali, Eg predstavlja ortogonalnu projekciju na potprostor

koji je razapet nad kolonama matrice R. Uvedimo oznaku 3, = ER(BT).
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Stav 4.3.1. Pod Pretpostavkom A i pretpostavkom da N i T teze ka beskonac¢nosti,
imamo da je

2

7 (1-r"p)

(xT (8, - B))*
(1—xTp)

~ ZBIIR (B~ ) IIP+

Koristeéi Stav izvodimo zaklju¢ak da je problem minimizacije E(Lp (7))

ekvivalentan problemu minimizacije zbira:

1 . ) 7 (3, — B))°
SEIIR (B - 8) 12 + ((1_%).

Oba sabirka izraza (4.8) zavise od nepoznate [ i stoga ih treba aproksimirati.

U nastavku prikazujemo rezultate iz radova [2], [13], [14] i [6] koji daju reSenje

(4.8)

problema aproksimacije ovih izraza. U pomenutim radovima je pokazano da je prvi
sabirak izraza jednak gresci predikcije modela e = RS + u uvecéan za kon-
stantu i pokazano je da se ta reskalirana srednje-kvadratna greska (RMSEH moze
aproksimirati kriterijumom generalizovane unakrsne validacije:

_ 1[[(Er — Mz(r)) er|]”

T <1 B tr(MT(‘r))>2 '

GCV (1)

Kada je re¢ o minimizaciji drugog sabirka izraza (4.8)), koriste¢i da vazi:

T

7 (8, — ) = %T (Mr(1) — Er) RS,

pokazano je da se problem svodi na minimizaciju izraza:
A\ 2
<e%(MT(T) - ET)35%>
T2 (1 _ f«Tﬁ})

, (4.9)

pri cemu je B; ocena za (3 dobijena za neki asimptotski nepristrasan parametar 7 (7
se moze dobiti minimizacijom GCV(7)).

Na osnovu tih rezultata, sledi da je optimalna vrednost parametra 7 definisana kao:

<e% (Mr(7) — Er) RB%)Q }
rhoes) )

7 = arg min {GCV(T) +

TEHT

12engl. Rescaled Mean Squared Error
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pri ¢emu uzimamo da je Hr = {1,2,..., T} za regularizaciju spektralnog odsecanja i
Landveber-Fridmanovu regularizaciju, dok za grebenu regularizaciju uzimamo Hyp =
(0,1).

4.4 Primer (regularizacija)

Razmatramo cene na zatvaranju sedam valutnih parova FURCHF, FURGBP,
EURJPY, FURUSD, GBPUSD, USDCHF i USDJPY, dana 08.08.2023. pocev od
19:30h, pri ¢emu posmatramo T' € {6,8, 10,12, 14} opservacijaﬁ. Portfolio optimi-
zujemo koriste¢i regularizaciona pravila i dobijene rezultate uporedujemo sa port-
folijom dobijenim primenom osnovnog Markovicovog modela (pri ¢emu koristimo i
obi¢an i generalizovani inverz matrice kovarijacije).

Portfoliji koji se razmatraju su: portfolio dobijen osnovnim Markovicovim mo-
delom koris¢enjem obi¢nog inverza (M), portfolio dobijen osnovnim Markovicovim
modelom korig¢enjem generalizovanog inverza (GinvM) grebeni-regularizacioni port-
folio (Rdg), portfolio dobijen spektralnim odsecanjem (SC) i Landveber-Fridmanov
portfolio (LF).

# Model Oznaka
1 Osnovni Markovicov model sa obi¢nim inverzom M

2 Osnovni Markovicov model sa generalizovanim inverzom GinvM
3 Optimalni grebeni portfolio Rdg
4 Optimalni portfolio dobijen spektralnim odsecanjem SC

5 Optimalni Landveber-Fridmanov portfolio LF

Tabela 4.1: Lista investicionih metoda

Tri regularizacione tehnike (Rdg, SC, LF) koje su uvedene kako bi se poboljsala
optimalnost portfolija uklju¢uju parametar regularizacije 7, pri ¢emu za 7 = 0 dobi-
jamo Markovicov portfolio. Seme grebene regularizacije, regularizacije spektralnog
odsecanja i Landveber-Fridmanove regularizacije imaju zajednicku karakteristiku
da transformisu sopstvene vrednosti kovarijacione matrice prinosa tako da dobijena
ocena ima stabilniji inverz. Ova transformacija se vrsi pomocu funkcije prigusenja

q(7, A) specifi¢ne za svaki pristup.

13Podaci su preuzeti sa https://finance.yahoo.com/.
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Kada je 7 = 0, u tom slu¢aju mozemo re¢i da nema regularizacije. Medutim,
kako se parametar 7 povecava, regularizacija poc¢inje da igra ulogu i menja tezine
portfolija kako bi poboljsala stabilnost i performanse.

Za regularizaciju spektralnog odsecanja, problem odabira argumenta 7 koji mi-

nimizuje izraz:

1| (Br — My (r)) er|? (eF (Mr(r) ~ Er) RB%Y

T (1- wﬁ r(1-i5)

zbog nafina na koji je definisana funkcija prigusenja ¢(r, )\f) =1 ()\3 > 1), ekvi-
valentan je problemu odabira broja p najveéih sopstvenih vrednosti koji figurisu u
tom izrazu, a da se pritom vrednost tog izraza minimizuje. Sto je vedi broj zadrza-
nih sopstvenih vektora, to smo blizi Markovicovom portfoliju. Za vrednosti 7 koji
su manji od najmanje sopstvene vrednosti, SC portfolio je identi¢an klasicnom M
portfoliju.

Landveber-Fridmanova regularizacija moze biti implementirana na dva ekviva-

lentna nadina:

e iterativno: Koristimo formulu || pri ¢emu je parametar 7 takav da % -1

predstavlja broj iteracija;

e analizom sopstvenih vrednosti: Regularizacioni parametar trazimo analogno
kao pri regularizaciji spektralnog odsecanja, pri ¢emu sada koristimo funkciju
prigusenja oblika ¢(7,A?) =1 — (1 — c)\?)%

Pri iterativnom pristupu, veci broj iteracija odgovara manjoj vrednosti regulariza-

cionog parametra 7. Uz to, za veliki broj iteracija (7 &~ 0), regularizovani portfolio

postaje veoma blizak Markovicovom portfoliju. U slu¢aju Landveber-Fridmanove
metode, trazimo optimalan broj iteracija tako da w, bude Sto blize teorijski op-
timalnom reSenju optimizacije w*. U slucaju loSe postavljenog problema najcesce
imamo veoma mali broj iteracija, $to odgovara vrednosti 7 € (0, 1) koje nisu previse

bliske nuli. Drugim re¢ima, u tom sluc¢aju je w, daleko od Markovicove alokacije w

koja je poznata po losim performansama.

Kada je re¢ o grebenoj (nazubljenoj) regularizaciji, ona se implementira sli¢no
kao regularizacija spektralnog odsecanja, s tim §to se sada regularizacioni parametar

7 ne bira vise na diskretnom skupu, ve¢ na Hy = (0,1), uz funkciju prigusenja

A2
Q(T, )\32) - )x?-]‘rT'
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Razmatrajmo spektralna svojstva matrice RR

, pri ¢emu je T broj opservacija,
a za zadato T" matrica R predstavlja matricu prinosa dimenzija T' X 7, za posma-
tranih sedam valutnih parova. U Tabeli vidimo da za posmatrane Vrednosti
T € {6,8,10, 12,14} broja opservacija, sve sopstvene vrednosti matrice £&- su bli-
ske nuli, kao i da u svih pet slu¢ajeva imamo kovarijacionu matricu > kOJa je bliska

singularnoj i lose uslovljena.

FaEs N | det(® | K(E®) |
6 [326-10°° ] 1.71-10°7 | —1.05-10-°® | 7.09 - 10V
8 | 1.15-10724 | 1.73-107°7 | 1.99-107%" | 750.56
10 | 1.76 - 10723 | 1.92-107°7 | 1.86-107%7 | 694.81
12 1.23-10726 | 1.60-107°7 | 1.46-107%7 | 637.17

14 | 1.27-107% | 1.70-107°7 | 2.91-107% 611.23

Tabela 4.2: Spektralna svojstva matrice RR

matrice pI‘lIlOS& Za posmatrane opservacue

i determinanta i uslovni broj kovarijacione

IR
6 |891-10719 | 1.53-107%
8 |3.81-107% | 5.97.10%
SC |10 |3.13-107% | 2.64-10798
12 12721079 | 2.72. 1079
14| 1.27-1072* | 3.94-10710

6 |220-107% | 2.20-107%
8 | 2.67-1071° | 1.15- 1074
LF |10 | 3.13-107% | 2.73 .10
12 | 2.72-107% | 4.27-107%
141 394-1071° | 1.21-107%

Tabela 4.3: Vrednost izabranih regularizacionih parametra 7 i 7 pri investicionim meto-
dama SC i LF, u zavisnosti od broja opservacija T

U Tabeli su prikazane vrednosti optimalno izabranih regularizacionih para-
metara. Optimalnu vrednost parametra 7 pri koris¢enu LF i SC investicionih metoda
trazimo, kao $to je ve¢ receno, u skupu sopstvenih vrednosti matrice RTRT, te je ovaj
regularizacioni parametar jednostavnije izabrati u ovim sluc¢ajevima nego li pri Rdg

investicionoj metodi, gde parametar biramo iz skupa (0, 1).
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’ investicioni metod \ optimalne tezine portfolija w ‘
M (89637.57, 872978.29, 151415.53, 628043.09,
—1133214.74, —241554.16, —367304.58)
GinvM (89637.57, 872978.29, 151415.53, 628043.09,
—1133214.74, —241554.16, —367304.58)
C (—811288.76, 114600.69, —42329.47, —331727.85,
—229664.92, 87244.09, —27862.37)
LT (355139.6, 10602964.7, 3221100.5, 5976951.9,
—5339191.0, —9017150.5, —1341708.5)
Rdg (—2126388.32, 127347.63, —69210.98, —128982.15,
—217523.88, 1027498.23, —208752.97)

Tabela 4.4: Optimalne tezine portfolija w u zavisnosti od investicionog metoda, pri broju
opservacija T' = 8 i pri ocekivanom prinosu r,, = 0.03.

Preostaje jos da uporedimo rezultate optimizacije portfolija pri korisé¢enju M
i GinvM strategija, kao i pri koriséenju regularizacionih metoda Rdg, SC i LF.
Uporedivanje rezultata vrsimo razmatranjem vrednosti Sarpovog koli¢nika.

Pretpostavimo da imamo bezrizi¢ni aset sa prinosom 7y = 0.02. U Tabeli [£.4]
prikazane su optimalne tezine portfolija pri pomenutim investicionim metodima, za
broj opservacija T' = 8 i oc¢ekivani prinos r,, = 0.03. Mozemo videti da u svih pet
sluc¢ajeva dobijamo alokacije sa veliki udelima kratkih pozicija. Takode primecujemo
da pri metodima SC, LF i Rdg ne dobijamo da je suma tezina portfolija jednaka 1, a
to je i o¢ekivano, jer se ove regularizacione tehnike ne zasnivaju na toj pretpostavci,
ve¢ se deo kapitala (1 — elw) ulaZe u bezrizi¢ni portfolio. U Tabeli prikazane
su vrednosti empirijskog éarpovog koli¢nika u zavisnosti od broja opservacija T' i
investicionog metoda, pri ¢emu ocekivani prinos portfolija r,, uzima vrednosti 0.03,
0.04 1 0.05.

Nakon izbora optimalne vrednosti 7 za regularizacioni parametar 7, kao Sto je

dato Tabelom , empirijski Sarpov koli¢nik ra¢unamo po formuli:

AT
Wir —ry

S = ot

Analizom vrednosti empirijskog Sarpovog koli¢nika, mozemo videti Rdg regu-
larizacioni metod najces¢e daje najgore rezultate optimizacije portfolia. Strategije
GinvM i M daju najbolje rezultate, s tim Sto se strategija GinvM izdvaja kao bolja
jer u slucaju T' = 6 (kada je determinanta uzoracke kovarijacione matrice prino-
sa toliko bliska nuli, da uzoracku kovarijacionu matricu prinosa mozemo smatrati

singularnom) strategijom M ne¢emo dobiti nikakav rezultat.



GLAVA 4. OPTIMALNI IZBOR PORTFOLIJA KORISCENJEM

REGULARIZACIJE 78
| rm =003 rm = 0.04 Tm = 0.05
’ T ‘ investicioni metod ‘ Sarpov koli¢nik | Sarpov koli¢nik | Sarpov koli¢nik

M / / /

GinvM 3.86 - 1079 5.79 - 1079 6.94 - 1079

6 SC 1.48-107% 2.22 1079 2.67 - 1079

LF 1.49-107 2.24 1079 2.69 - 1079

Rdg 3.66 - 107 5.48 - 107 6.58 - 1076

M 7.81-107% 1.17-107% 1.41-107%

GinvM 7.81-107% 1.17-107% 1.41-107%

8 SC 7.12-1077 1.07-1079° 1.28 1079

LF 3.73-107"7 5.60 - 1077 6.72 - 10797

Rdg 2.63- 1077 3.95- 10777 4.74-107°7

M 4.75 1079 7.13-107% 8.55-107%

GinvM 4.75-1079 7.13-107 8.55- 1070

10 SC 5.46 - 10777 8.20 - 10777 9.84-107°7

LF 1.26-107% 1.89-107% 2.27-107%

Rdg 1.20-107°7 1.79-107%7 2.15-107%7

M 5.00 - 107 7.50 - 107 9.00- 1079

GinvM 5.00 - 1077 7.50 - 107 9.00 - 1079

12 SC 1.57-107% 2.35-107Y 2.83-107%

LF 1.12-107% 1.67-107% 2.01-107%

Rdg 2.89 - 1077 4.34-107"7 5.21-107%7

M 3.08-107% 4.61-107% 5.54-107%

GinvM 3.08-107% 4.61-107% 5.54-107%

14 SC 6.41-107°7 9.61-107°7 1.15-107%

LF 6.41-107°7 9.61-107°7 1.15-107%

Rdg 2.58 - 1077 3.86 - 1077 4.64-107°7

Tabela 4.5: Vrednost Sarpovog koli¢nika u zavisnosti od broja opservacija T i investicionog
metoda, pri oekivanom prinosu portfolija 7y, koji uzima vrednosti 0.03, 0.04 i 0.05.

Analiza empirijskog Sarpovog koli¢nika dovela bi nas do zakljutka da je GinvM
strategija (odnosno strategija zasnovana na konceptu osnovnog Markovicovog mo-
dela dobijena koriséenjem generalizovanog inverza) najbolja strategija medu razma-
tranim strategijama, medutim, to nije zaista tako. Naime, koriséenjem GinvM stra-
tegije, na osnovu dostupnih cena akcija, ocenjujemo kovarijacionu matricu prinosa
i oCekivani prinos, ne razmatrajuéi pri tom gresku ocene, a zatim maksimizujemo
funkciju korisnosti. Dobijeni rezultat optimizacije postaje i suvise ambiciozan, te iz
tog razloga, empirijski Sarpov koli¢nik ne moZemo smatrati narocito relevantnim za
uporedivanje rezultata optimizacije pri razli¢itim strategijama.

Na osnovu prethodnog razmatranja, koncept maksimizacije oc¢ekivanja funkcije
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korisnosti, odnosno, ekvivalentno, koncept minimizacije oc¢ekivanja funkcije gubitka
bice strategija koja ¢e dovesti do boljeg reSenja optimizacije portfolija. S obzirom
na to, regularizacione strategije SC, LF i Rdg, koje se zasnivaju upravo na konceptu
minimizacije oc¢ekivanja funkcije gubitka, pruzaju bolje rezultate optimizacije od
strategija M i GinvM.

U nastavku uporedujemo regularizacione stratergije SC, LF i Rdg.

Koristeci Stav uocavamo da se ocekivani gubitak moze aproksimirati na
slede¢i nacin:

E(Ly(7)) ~ m [%EHR (B 8) 117+ (ffﬁ_fgff]

a potom, koristeé¢i ve¢ pomenute rezultate iz radova [6], [13], [14] i [2], dobijamo

aproksimaciju:
T N
i e LI E = Mrey el (F O~ B RE) Y
(Lrlr) =6\ 2 — . (4.10)
(1 - —tT(Mf(T))> T2 (1 - rTﬁ;_>
pri ¢emu je
O (4.11)
T 2y(1 —1Tp)? .

i parametar 7 je takav da minimizuje izraz:

L] (Br — Mr(7)) er|f?
T (1 _ tr(MTw»)2 '
T

U Tabeli|4.6|prikazana je vrednost ocekivanog gubitka u korisnosti u zavisnosti od
vrednosti koeficijenta averzije prema riziku -, broja opservacija 1" i regularizacionog

metoda SC, LF i Rdg.

ocekivani gubitak u korisnosti
SC LF Rdg
©;-0.8506 | ©; -0.7636 | O,
-0.7775 | ©2-0.9726 | O,
O3-1.1192 | ©5-1.2531 | Oy
O4-0.8412 | ©4-0.9950 | O4
14 | ©5-0.5330 | ©5 - 1.0057 | O3

Tabela 4.6: Vrednost o¢ekivanog gubitka u korisnosti u zavisnosti od koeficijenta averzije
prema riziku v, broja opservacija T, pri investicionim metodama SC, LF i Rdg.

= =
o| o @ o N
D
[N~}
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U tabeli se pojavljuju pozitivne konstante ©;, definisane kao u (4.11)), koje za-

vise od koeficijenta averzije prema riziku . Primeéujemo da uspeh razmatranih

strategija zavisi od posmatranog uzorka, odnosno vazi:
e strategija SC je najbolja u slucajevima T € {8,12,14},
e strategija LF je najbolja u slucaju 7' = 6,

e strategija Rdg je najbolja u slucaju 7' = 10.
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Zakljucak

Kroz ovaj master rad upoznali smo se sa problemom optimizacije portfolija u
slucaju kada je kovarijaciona matrica prinosa finansijskih instrumenata, koji se raz-
matraju, singularna ili bilska singularnoj. Problem optimizacije portfolija, u tim
situacijama, resili smo upotrebom Mur-Penrozovog inverza kovarijacione matrice
prinosa ili koris¢enjem regularizacije.

Razmatranjem ocekivanog gubitka u korisnosti, kao najmerodavnije strategije pri
optimizaciji portfolija, ustanovili smo da razmatrane regularizacione strategije (gre-
bena regularizacija, regularizacija spektralnog odsecanja i Landveber-Fridmanova
regularizacija) daju bolje rezultate od osnovnog Markovicovog modela (bilo da se u
Markovicovom modelu koristi obican ili Mur-Penrozov inverz kovarijacione matrice
prinosa).

Uveli smo pojam Mur-Penrozovog inverza kao generalizaciju inverza matrica i
predstavili njegove osobine. Za razliku od obi¢nog inverza matrica, koji je definisan
iskljucivo za kvadratne matrice ¢ija je determinanta razli¢ita od nule, Mur-Penrozov
inverz postoji za proizvoljnu, ne obavezno kvadratnu matricu. Primetili smo da,
upotrebom Mur-Penrozovog inverza umesto obi¢nog inverza kovarijacione matrice
prinosa, u Markovicovom metodu, prevazilazimo problem numericke nestabilnosti u
slucajevima kada je kovarijaciona matrica bliska singularnoj i numericki lose uslo-
vljena.

Kada govorimo o generalizovanim inverzima matrica, pored Mur-Penrozovog in-
verza postoji i Drazinov] inverz matrica, kao uopstenje inverza kvadratnih matrica.

Pod Drazinovim inverzom kvadratne matrice A podrazumevamo matricu X, za koju

Michael Peter Drazin (1929), americki matematicar

81
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postoji fiksirano k£ € N i koja zadovoljava jednacine:
APXA=AF XAX =X, AX =XA.

Ove generalizacije obi¢nog inverza matrica mogu posluziti za nalazenja optimalnog
reSenja sistema linearnih jednacina (upotrebu Mur-Penrozovog inverza u ovu svrhu
smo prikazali u ovom radu), a pored toga, Drazinov inverz moze se koristiti za
reSavanje sistema linearnih diferencijalnih jednacina prvog reda.

Generalizovani inverzi matrica posluzili su kao motivacija za razvoj teorije ge-
neralizovanth inverza, koja predstavlja mladu, ali istovremeno i popularnu oblast
matematike.

Kada je re¢ o regularizaciji, razmatrali smo regularizaciju spektralnog odsecanja,
grebenu (nazubljenu) regularizaciju i Landveber-Fridmanovu regularizaciju. Medu
ovim regularizacionim metodama ne postoji univerzalno najbolja, ve¢ njihova uspe-
Snost zavisi od posmatranih podataka.

Postupak regularizacije nastao je sa idejom smanjenja preprilagodenosti u mo-
delima. Naime, pri optimizaciji portfolija od sustinske vaznosti su podaci o prinosu
portfolija u posmatranim vremenskim intervalima, a na osnovu tih podataka mi
Zelimo da procenimo prinos u buduc¢nosti. Na prvi pogled, Lagranzov polinom za
ekstrapolaciju vrednosti funkcije deluje kao dobra strategija za procenu prinosa u
trenucima nakon dostupnih podataka. Medutim, na cenu nekog finansijskog instru-
menta u odredenom trenutku uti¢u brojni faktori, a primenom Lagranzovog polino-
ma pri odredivanju prinosa u buduénosti, u potpunosti bismo zanemarili uticaj tih
faktora (doslo bi do preprilagodenosti modela). Uloga regularizacije jeste da uzima
u obzir uticaj tih spoljasnjih faktora ($to se implementira kroz upotrebu funkcije
prigusenja ¢, ¢iji je oblik bio specifi¢an za svaki regularizacioni metod) i na taj na-
¢in se preprilagodenost u modelima smanjuje. Pored posmatranih regularizacionih
metoda, ¢esto se koristi i Laso regularizacija, koja u ovom radu nije razmatrana, a

o kojoj se moze procitati u radu [22].
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