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Ovaj rad je podeljen na tri dela. U prﬁom delu rada -
definisani su poznati pojmovi n-dimenzione Seometrije 1 relac-
jje incidentnosti, ortogonalnosti i paralelnosti u skladu sa
navedenom literaturom [6] iiiﬂ a koji ée biti korisceni u
naredna dva dela rada.

U drugom delu radalprikazani su neki od.poznatih nac¢ins
projektovanja n-dimenzionog euklidskog prostora na ravan medju
kojima i na$ rad [3]. Iéabran_je metod projektovanja izloZen

u radu.LBJ i njime reSeni osnovni poloZajni i metridki zadaci

"~ euklidskog prostora ER, U delu rada 2.2 data je primena takvog

naéipa projektovanja na reéavanﬁu nekih stavova euxlidske geo-
metrije.'Reéavan je problem kada skup od k+l.taéke, predstavlj~
ene projekcijama, predstavlja simpleks nekog_k-dimenzionog
potprostora_prostﬁré ET, Dat Je Jedan nov dokaz uopétene'Deza-
fgove teoreme.

U tredem delu rada iskoriSéen je metod_projektovanja
n-dimenzionog prostora na ravan pa je u 3.l definisana mreza

u ravni E§2 i njoj izomorfna mreza u prostoru EY. U delu rada

3.2 definisan je jedan model n-dimenzione projextivne geometr-
ije sa stanovista modularnih mreZza. Konstruiszli smo model ta-
kve mreZe, ¢iji su atomi-tadke skupo#i od n-1 kolinearne tacke
proéirene euklidske ravni P2, pri ¢emu je.prava-nosaé tih tal-
aka elemenat jednog fiksnog pramena pravih ravni Pe. Takva

ot v . J1 . . . w -
mreza oznaCena Jje sa Fy 1 dokazano je da u takvoj mrezi vrede

neka od svojstava koja vrede i u sistemu potprostora vektorsk-




og prostora. Na taj nadin dokazali smo da se moZe konstrulsatl
vektorski prostor takav da sistem potprostora toga verKtorskeg

prostora i mreZa Pﬁ budu projektivno ekvivelentni [;ﬂ .
¥a kraju rada dat je sadriej rada i literatura koja je




1 OSNOVNA SVCJISTVA EUKLIDISKCG FRUSTCRA

U ovom delu rads biée navedena neka poznata svojstva
euklidskog prostora EY, Biée izloZene i neke definicije onih
pojmova koji ¢e biti koriSéeni u daljem radu u skladu sa nave-

denom literaturom [6} i ﬁi].

1.1 Buklidski n-dimenzioni prostor

Neka je E neprazan skup Eije_eiemente 20Vemo tackama a
X n~dimenzioni realan vektorski prostor. Tada se afini prostor
definife na sledeéi nalin:

Definicija 1l.1.1 Skup E zove se n-dimenzioni afini pro-
stor a njegovi elementi tacke afinog prostora, ako postoji
preslikavanje g: ExXE—X sa sledelim svojstvima:

1. g(PﬁQ)+8(Q$R)=S(P1R)_(PiQiaeE),

2. za svaku tadku P iz E i vektor x€X postoji tacno Je~

dna talka Q€E, takva da je x=g(P,Q).

Takav prostor najde3ée oznalavamo sa EY da bi istakli

dimenziju toga prostora.

Ako je x €X, xogo i ako je Y; potprostor generisan vek-
torom Xy tada za skup

Ll={P/g(PO,P)GY1,PGE#},
kaZzemo da Jje prava prdstora E koja sadrzi tadku Po' Analogno
za dvodimenzioni potprostor Yé:X i groizvoljnu tacCku POEE,

sKup
Lzu{P/g(Po,P)GYe,PE

kaZzemo da je ravan koja sadrzi tacku Po' Ako je Y, potprostor
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vektorskog vrostora X 1 POEE, tada za skup

Lk={P/g(PO,P)EYk, PGE},
kaZzemo da Je afini ﬁotprostor prostora EP. Ako Je dimYk=dimX-l
ondé-za takav potprostor kaZemo da Jje hiperravan, koja.sadrii
tacku PO'

Neka je C€E 1 €109 baza-vektorskog prostora X a Ei

(i=1,+.s,n) prava kroz talku O, takva da je-X(Ei) potprostor

odredjen vektorom ey . 2a PE€E Je

pri c¢emu su brojevi kl,;..,kn jednoznacéno odredjeni tackom P.
Za brojeve kl,...,kn ka%emo da su kartezijeve ili afine koord-

inate tafke P. Na taj nadin je uspostavljena bijekcija izmedju

tadaka iz E- i uredjenih n-~torki realnih brojeva (kl""’kn)

[6]. Za talku O kaZemo da Je koordinatni poCetak a za prave

Eise-e,E, da su koordinatne ose., Talka P pripada osi Es tacno

tada ako su sve njene koordinate, osim moZda i-te, jednake nuli.

Definicija l.1l.2 Vektorski prostor X nad telom F realn-
ih-ili'kompleksnih brojeva zovemo unitarnim prostorom, ako Je
svakom uredjenom paru x,y€X pridruZen talno jedan broj (x,y)€F
pri cemu vredii

le (X1+X2g3)=(XlQY)+(X2sY) (xlsxg$yfx)

2e (kxs3)=k(xgy) (xy5€X,keF)
e '(x,y)=(y,xj (Xsyfx)
4o (x,%x) =0 | (xeX)

5¢ (x4x)=0 tacno tada kada je x=0.
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Funkcija koja vektorima x,y€X pridruzuje broj zove se
skalarni proizveod vektora.
Definicija l.l.3 Vektorski unitarni prostor X nad telom

realnih brojeva R zove se Euklidov ili euklidski vektorski pr-

ostor.

Definicija l.l.4 n~dimenzioni euklidski prostor o je
skup E, euklidski vektorski prostor X 1 preslikavanje
g: ExXE—X sa svojstvima 1 i 2 definicije 1.1.1 .

Ako Jje tacka OeE™ i ako je I EERRTLM ortonormirana baza

u vektorskom prostoru X, tada se koordinatni sistem (0O,(e))

zove pravougli koordinatni sistem.

1,2 Buklidska geometrija

Definicija 1.2.1 Transformacija E'—E? zove se kongrue-
ncija prostora En,'ako ona oc¢uvava udaljenost tacaka, tj. ako
vredi: | | | | .

a(g(P),8(Q))=d(P,Q),
za sve tacke P,QfEn. d(P,Q) je realan broj a funkecija d je ra-
zdaljinska funkcijae. Sve kongruencije prostora ET &ine grupu
[6]. Ta grupa se naziva grupa kongruencija prostora E-.

Proizvoljan podskup FcE} zovemo figuras prostora EV. Za
dve figure Fl_i_Fe'kaEemo da su kongruentne ili podudarne gko
postoji bar jedna kongruencija g koja preslikava jednu figuru:
na drugu, tj. ako je F1=5(F2).

KaZzemo da je iskaz f(Fl,...,Fn) o figurama Fl,...,Fn
invarijantan, ako Jje on tacan i za figure g(Fl),...,g(Fn) za

svako ge.
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Definicija l.2.2 Matematicka disciplina koja proucava
svojstva figura euklidskog prostora En, koja su invarijantna
u odnosu na kongruencije, zove se euklidska ili Euklidova geo-
metrija.

Skup svih invarijantnih iskaza o figurema sadrzaj Je
geometrije euklidskog prostora, odnosno to Je sadrza] geometr-

ije grupe G svih kongruencija euklidskog prostora BN,

l.3 EFuklidski prostor E" dopunjen Jednom hiperravni

Neka Je ED n—dimenzioni.euklidski prostor. Elementi to-
ga prostora Jesu tacke, prave,.ravni, potprostori tri dimenzi-
je, potprostori cetiri dimenzije itd. Svakirpdtprostor prosto-
ra-En oznalavalemo sa Ek, gde je k (k<n) dimehzija toga prost-
ora. Ponekada se za %€k<n-1 kaze da je Ek k~dimenziona ravale.
Svaka k—dimenéiona ravan odredjena je simpleksom od k+l1 tacke.

. Fuklidski prostor E? mofe se dopuniti jednom hiperravni
za koju kaZemo da je nesvojstvena ili beskonacna hiperravan 1

koju oznaCavamo sa Eggl_. Takzav euklidski prostor, dopunjen
beskonacnon hiperravni Eg;l, zovemo euklidski prostor dopunjen

. e i . : 1
beskonadnim ili nesvojstvenim elementima. Svaka prava E= pros-

tora E? ima zajednidku tacku sa hiperravni Eg;l, svaka ravan

-E2 prostora E? ima sa hiperravni Eggl zajednicku pravu itd.

Euklidski prostor‘E? dopunjen beskonacdnim elementima
oznalava se sa PO, Mi éemo u daljem radu takav prostor, odnos-
no takve potprostore, oznacavati isto kao i euklidski prostor,
odnosno euklidske potprostore, znajuéi da ¢emo samo sa takvim

I‘ad‘iti .
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l.4 Faralelnost, normalnost i incidentnost u prostoru E

U prostoru o dva potprostorsa Ekl i Ek2 seXu se Do pot-

prostoru dimenzije kl+k2-n, Sto Cemo zapisivati:

EX1xEKo-EF1+Eo ™R,

Ako se pri preseku potprostora Ekl i Ek2 (kigk2) dobije

potprostor Em, tj. ako Je Eklek2=Em, tada se stepen incident-

nosti izraZava relacijom:
| m+l
Sincidentnosti= ql Etﬂ .

Ako je Eklek2=Er§o (kfgka),'tada se stepen paralelnosti

izraZava formulum:

g | _ I+l
paralelnosti™ El

Ako je Sparalelnosti=l’ tada kaZzemo da su potprostori
Ekl i Ek2 potpuno ili puno paralelni, u suprotnom sludaju kaz-
emo da su delimi&no paralelni.

Potpuno ortogonalni elementi moraju bitl nezavisni, tJe.

S =0 ili da se seku u tacki a sve prave jédnog po-

incidentnosti
tprostora normalne su na sve prave drugog elementa potprostora
i obratno. Ako u potprostoru E'l postoji m razliditih inciden-

tnih pravih koje su normalne na potprostor Ek2 (kf;k2), tada

se stepen ortogonalnosti (normalnosti) izrasZava formulom:

| m
Sort ogonalnosti™ El' @-5} .

Za ravni prostora E3 kaZemo da su samo normalne g iz ovih raz-

matranja se moze zakljuciti da se tu moze govoriti samo ¢ del-

1

imiénoj normalnosti, tj ovde je Sortogonalnosti= =
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PITHENA NA RESAVANJU NEKIH STAVOVA EUKLIDSKE GECMEIRIJE

Razliciti nadini projektovanja euklidskog n—dimehzionog
prostora jom prikazani sﬁ izmedju ostalog i u radovima [3],[@],
[iﬂ Bt hS]- Mi &emo izloZiti ukratko projektovanjé prostora EX
na jednu njegovu ravan onako kako je to udinjeno u radovima

-5] i @é]i Koristec¢i metod projektovanja izloZen u naSem radu

5], rediéemo osnovne poloZajne i metricke zadatke. Takvom me-
todom projektovanja redilemo neke stavove vezane za Polke-Sva-

reov stav. Biée dat i jedan deo dokaza Dezargove teoreme.

2.1'Prpjektovahje prostorakEn metodom paralelnih odsec~

aka

U radu ﬁS]takav nacin projektovanja nazvan je projekt-
ovanje metodcm paralelnih odseceka. U navedenom radu [Ej_autor
je doSao do rezﬁltata; koji se j0§ Opravdéﬁije mogu nazvati
proaektovanae metodom paralelnlh odseCaka.

U &itavom ovom delu rada blCE redi o projektovanju met-

odom paralelnih odselaka, onakvom kako je to uradjeno u radu LiL

2.1.1 Neki postupci projektovanja preStora En na ravan

U radu ﬁS] dat Jje Jjedan nalin projektovanja prostora
ol na ravan. Taj se postupak moZe na jednostavan nacéin prosir-

iti i na prostor ED (4<n) Sto éemo mi i uliniti.

Posmatracemo u EP® koordinatni 51stem Oxl...xn. Neka

-1
je ravan E2 odredjena oOsema Xj i Xne Neka Je Xico_x xEn




7o

(i=l,...,n). Skup tacaka <Xioo/i=5,...,n> Jje simpleks pros-

tora Eg;g' Nekg Je Xéoo tacka prostora En, takva da tacke Xloo

’ . : -1 .
xéoo’xzoo""’xhoo’ obrazuju simpleks prostora Ego o Neka je

M bilo koja tacka prostora EX koja nije u Eﬁgl. Fotprostor Eﬁ"}

ddredjen tackama M’Xéoo’XBOO’ff;’xﬁoo’ seCe ravan Eg poO pra-

voJ EO=Ei=Eﬁ-le§.'Ako je Eﬁ_g potprostor odredjen taékamg

_m,xaoé,...,xhoﬁ, tada je |
BQE

Za taéku M12 kaZemo da je projekcija tacke M iz potprostora

E§;2¥ Nekada 2za potprostdr Eggz kazemo da Jje centar projekto-

Vanja.

‘Neka su proaekclae tacke M 1z potprostora odredaenog

Koordinate tadke M12 Jjesu xl 1 x2, koordinagé'taéke

4t je x* (i=3,...,n), a koordinate tadke M jesu XLy eee, X To

¢emo zapisivati
M2 M3, L0 MB) 213 M(xTyeee,xP).
Ako bi se izabralo da-je
Ox3=0x =...=Oxh=0xl, .
dobila bi se tacCka projektovana na Tavan analognim postupkom
"kao i u '[3].
Moglo bi se pokazati da projektovanje iz cehtara Xnoo’

X(n-l)oo""’¥3°° ne zavisi od reda;projekﬁovanja, sto Cemo

mi i uciniti.




Slika 1




Stav 2.1.1.1 Frojekeija taCke A euklidskog prostora

£? na ravan E%g iz centara Xnoo’ X(n—l)oo""’ XBOO ne zavisi

od reda projektovanja.

Dokaz. Fokazzno je da projektovanje iz tadaka X600

X200 taCke A na ravan E§2,daje tacku A;g- Takodje

X(n-1)o0?**"*"2
je poznato da pri projektovanju iz potprostora odredjeﬁog taC~-

kama‘xnoo,}..,xaoo na ravan E§2 dobija se_taéka A12. Ako bi
se podelo sa projektovanjem tatke A iz centra X, . na hiperra-

van koja Jje odredjena osama Xjjees+9X;_7)

12-}-ifl,i+1,--.n?

X;,10° 1%, &8 zatim ta projekcija Projektovala iz nekog drugog

- | . n=2 |
centra xjoo na pOtProstor Eria....i"l,i'!‘l,--.,j-l,jﬂl*l’-- oIl

(i=3,;..,n;j=3,...,i—l,i+l,...,n) dovile bi se za projekcije
taCke u potprostoru koji je odredjen tackama Xhoo""’xaoo i

taCkom Ae Kgko taJ potprostor i ravan E§2 imaju taéno Jednu

zajednidku talku, ukljudujuéi u razmatranje 1 beskonac¢no dale-

ke taCke, to je rezultat takvog projektovanja opet tacka A;e

. el
Travnl E12._

-

Ovakav nadin projektovanja talaska prostora E® na ravan
jednoznalno odredjuje projekciju tacke A. Mi femo navesti jos

jedan naéin_projektovanja prostora En'na ravan E§2, pri cemu

e se u toj ravni pojaviti koordinate tacCke A, odnosno postiéi
e se bijekcija izmedju tadaka prostora E? i (n-1)-torki kol-

inearnih talska ravni EEZ'

Projekcija euklidskog prostora E® na ravan moZe se rea-

lizovati i na drugi nacin.




1C.
Nekz je u tom smislu Oxye.eX, pravougli koordinatni
sistem prostora E®, Neka Su tacke xioo’ respektivno,na pravima
xi(i=l,...,n), ﬁli ujedno i elementi nesvojstvene hiperravni

o | | _ . .
EEO . Potprostor odredgen tackom M 1 tacxkama Xnoo""’x(i+l)oo’

xloo ima sa ravnl Egi z;jedniéku tacCku

X(1-1)00"* " * 1 X300 Mo

(i=3,+++,n). Sve te koordinatne ravnl su elementi trodimenzio-

nih potprostora odredjenih Osalla Xj,X, i Xy Ako izvrsSimo rot-

- aciju svih tih ravni oko koordinatne ose X,, dok se odgovarad-
uée ravni ne poklope sa ravni EEE a Osa X; Sa OSOM X7 » dobice

se u ravnil ES tatka pretstavijena na isti nacin kao 1 u radu

12
[3]. ; ,
IzloZiéemo na kraju rezultat objavljen u naSem radu [}]'

U prodirenom eukliidskom prostoru E® moZe se posmatrati

ortogonalni koordinatni sistem Oxj...X,. U tom sluEaju tacka

n-dimenzionog prostora E" odredjena;je sa n koordinata. Neka

su koordinate talke M brojevi xl,.}.,xn. Broj[xi odredjuje

odstojanje razmatrane tadke M od koordinatne hiperravnil

S _ B o . v
E?z...,iwl,i+l,...n’ odredjene oOsama Xjsee«e«sX e Tacka M 1 tacC-

K .-"I- .n ] 1 a
a X o osg X 9 odredjuju pravu Mxhoo Ta prava 1 hiperravan

E?El 1 imaju zajedniSku tadku, kao potprostori istog n-dim-
= | . b 12-«--11-1 e
enzionog prostora. Neka je to tacCka M '« TaCke prave

Mxnoo imaju koordinate xb,...,xn_l,o ukoliko one pripadaju

. - C g : -1 . L :
u isto vreme i hiperravni E?z n-1° Fosmatrajmo ravan odred]-

i M. Kako su prave MlQ...n-lxn i

enu tackema X
ja o0

0o? Xloo




ll.

Mlz"'n_leoo ortogonalne, to POStOji par tacaka ¥;,Y, na pra-

VO] Xiooxhoo’ tako da Je Yl,Y2 harmonijski konjugovan par sa

w _ 12- . -Il""l - l . .Il-l
paron tadaka Xy oosXpooe EFrave YM TN 1 YoM =

simetrale uglova koje obrazuju prave XHOOM12-.-n-l 1

Jjesu

12...n-1 : - - <. « _
xlbom ~~. Projekcijom iz taCke 1y, odnosno Y2 tacke M na

12. - .Il—l' D'LIE

pravu X, N2 "7t dobija se talka M7=(M7)
_Ml2"'n"1Mn odredjuje koordinatu X, taéke M u-sistemu'Oxl;..xn.
Izbor tacke Yl, odnésno Y2, uslovljén je zahtevom da smer od

_Ml2"'p_l ka M? bude isti kao smer ose Xx,, ako je koordinata x,

pozitivna, odnosno da taj smer bude suprotan od smera Ose X,

ako je koordinata X, negativna._PrOJEKfovanjem iz taéke-X(ﬁ_l)oo |

tacke M2 i talke Mlz‘f'n'l dobija se koordinata X, U hiperrav-
ni E§5?-.n-2 a na analogen nacin i koordinata x _j- Fosle n=3

takva koraka dobija se projekcija talke M na ravan E§2'

2.1.2 Projekcija taclke, prave i ravni

Odrediédemo projekcije talaka, pravih i ravni u skladu
sa metodom projektovanja datim u radu [3}.'

Taéka M datqg'euklidskog prostora EY u ortOgonalﬁom si-
stemu Oxl.,.xn;odredjena je uredjenom n-torkomlrealnih brojeva

(xl,..,,xn). Ako tacku M projektujemo na ravan E§2 dobicemo

n-1 kolinearnu tadku M2, M3,...,MP, Nosad tadaka M2, M7,...

...,Mn je paralelan Xy osi (dokaz te paralelnosti dat je
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lemom 5,1.%.2). Rastojanje Mlzml (i=5,...,n) prestavlija arso-
1utnu vrednost i-te koordinate tacke M. Ta koo dlnaua je poz-

jtivna ako Jje smer od Ml2 Xa M isti ka¢o smer oOse X; U supro-

tnom ta je kocrdinata negativna.

Prema ‘;ﬂ prava se preslikava u pravu a prema [5] ta
su-preslikavanja identicéna.

Mi Cemo doxazati da se prava presliksva u pravu onim
postupkom kako Jje doblaena i projekcija ma koje tacke.

Stav 2.1.2 l Pri progektovanau prave prostora 0 na ra-

van E§2 dobija se skup od n-l prave u toj ravni.

Dokaz. Neka je AB prava datog n-dimenzionog euklidskog

. | : . -1 .
prostora ER. Frojekecija prave AB na hilperravan 12...n-1 12
taéke'tho, jeste presek te hiperravni i ravni odredjene tal-
kama A, B 1 Xhoé.'Taj presek Jje pravé, tj. projekcija prave

AB na hiperravan 15%..n-1 je prava
A12- - -n-lBl2- - -11-1 .

" Projekeija prave A;2"'n_1312"'n-l na potprostor E?g . n=2

iz tacke X(n-l)oo je prava preseka ravni odredjene taékama

Ale"'n-l, 312...n-1 i X(ﬁ-l)oo i potprostors EEE?.gn—E itde.

Tako bi smo u ravni E§2 dobili pravu A12Blea

U ovom procesu nismo pratili projekeije tadaka A i B
iz'jedne od harmonﬁéki konjugovanih taaka sa taCkama X5 00 i

X_,o- Tekodje nismo pratili projekcije tadaka AT2c P i

12***“ 1 iz Jedne od dve harmonijgski konjugoveane tatke sa ta-

Skama Xy o0 i Xep_ 100 Ltds
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Fri projektovanju na potprostor nizeg broja dimenzija
pojavljuje se u tom potprostoru prostora En, kao projekcija
jedna prava viSe u odnosu na broj pravih u prethodnom, po di-
menziji za Jjedan velem, potprostoru. |

Stav 2.1.2.2 Fostoji obostrano jednoznacna korespodenc-
ija izmedJju pravih prostora E? i skupova od n-k+l prave potp-

rostora od k dimenzije (2<k<n).
U sludaju k=2 imamo bijekeiju izmedju pravih prostora_

- g i skupova od n~l prave ravni E%é.

Dokaz. Ako je prava AB prava prostora yom tada njodj, pr-
ema stavu 2.1l.2.1 odgovara u ravni skup od n-l prave AlgBlz,

383

,...,Aan. Do skupa od nfl prave moze se doéi ako se pra-

va AB projektuje iz potprostora odredjenog taCkama A, B, x3oo’
52 | '
""xnoo' Ako sve ravni 21 (i=3,e+0,n) rotiramo oko ose X,

dok se ne poklore sa ravni E§2 i ose x; sa OsOm Xj, dobicemo

u ravni E§2 skup od n-1 prave (slika 2)e

Projektovanjem prema [3], odnosno na osnovu stava 2.1.2.1

razlikuje se od projektovanja gore izloZenoga na svaku od

koordinatnih ravni Eg.. Fosle rotacije svih ravni Egi na rav-

an Egl dok se ose x; ne poklopi smerom sa OSOm Xj ., dobija se

drugi rezultat. Ta razlika se ogleda u tome Sto se kod ovakv-
0g nacina ﬁrojektovanja svaka od tacaka At (i=3,4++.40n) odredj-

uje sa dve koordinaté Xy 1 i x; u sistemu x20xis a preha [3}

i
koordinata tacke je odredjena odstojanaem AleAl, uzimajucéi

u obzir i znak povezan sa smerom O0S€ X, odnosno za koordina-

te razlicite od prve 1i druge koordinate, sve ostale koord-
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. 1
inate odredjuju se od tacke A 2.

Neka Jje u ravni Efg dat skup od n-1 prave Al2312,

AEBB:---tAan' Neka je par tadska Y; 1 Yg harmoniskl konjugo-
5

van sa parom tacaka xlbo,.xzoo i pri tome Jje tacka Yy u obla~

12 .
sti pravog ugla XlOOOXZOO' Prave X;ooA 2 i Y%Aa seku se u ta-

| - ‘ | v .
(ki AY22. Analogno je presek pravih X300312 1'YZB3 tadka BTSD

, |

glika 2

Prave X500A1 (i=4,.,.,n) seku prave kroz tacku 4123, koje su
. L. < i\123 .. |
paralelne koordinatnoj osi xy, u taCkama (A™) (i=lhyeeeyn)e

Analogno vredi i za tacke Bl'(i=4,...,n). Ako sada nastavimo

p,

proces pridruZzivanja skupa od n-2 prave potprostora E125’
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15-

skupu od n-3 prave potprostora Ei254 na analogan nacin itd.,

dobili bi smo u koordinatnoj hiperravni 15...n—1 prave

Al2---n“1312-fon—l i AFBH=(AP)12---n-l(Bn)lE.-.n-l'

1 .-.n-l . l2..-n-l . . In .
PI'&V& xﬂOOA 2 1 XnOOB 11}13311 ga praVama Yg'ﬂ' i
Yan' respektivno, zajednicke tadke A i Be. Par talaka Y?ﬁ Yg
je harmonijski konjugovan sa parom tacCaka Xloo’ xnoo‘ Na taj

nadin je jednoznalno odredjena prava AB prostora £,
Ravan je odredjena trima nekolinearnim tadkama. Frema
tome ako jé'u n-dimenzionom prostoru EX zadan simpleks od tri

tadke Pl,Pg,P3 , tada je potpuno odredjena ravan u prostoru

y 1 .
ER. Tadkama Py(P12,F7,...,F]), PE(P22,P2,...,PB) i

1 P : .
PECP32’P2""’ 5) odredqeno Je n-l ravan
12.12.12 igipl
Pl P2 P5 P1P2P3 (1=3,-tl'n)l

2.1.3 Odredjivanje prave velidine duzi

Ako su A i B taCke n-dimenzionog euklidskog_prostora En,

tada se duZ AB moZe kongruentno preslikati na ravan E§2' Fog-

matrajmo ortogonalni koordinatni sistem Oxl...xh prostora,En.

Neka je projekcija tacke A iz tatke X . na hiperravan

»,

Enfl el tadka 3;2"'n_1. Neka su 2, . i Zioo par harmonijski

1240
konjugovanih tacCaka u odnosu na par tacCaka X;,. 1 xioo' Neka
je, dalje, projekeija tacke A iz taékelznoo na hiperravan

ETE%..n-l talka AZ. Dokazalemo sledelu lemu.

Lema 2.1l.3.1 Ako je duZ AB normalna na ravan, tada Je




ki
e

. R o T : L
1ol 1 a a2V L2 Lotk IO In -
njena projeicija u hiperravial blg...uwl 12 hLnaohe Xnum normal
- e T
na nNa trag te ravni u hiperravni 1oL =l

Dokaz. Ravan kroz tacku Xnoo normalna na pravau AB, sece

-1 : C n=-1
hiperravan E?Q...n-l po pravoj Cy. Hekn gJe bloo=cleBo

(Slika 4)- Ravni XHOOAB Y XHDOClClOO normalne su jedng ng dr-
ugu, Jer ravan xhooAB sadrii normalp na ovu drugu ravan. Mis-

1i se na normalnost u trodimenzionom potprostoru izmedju dve

ravni, odnosno u skladu sa prvim delom ovoga rada na ortogon-

12...H"1B12-..n—lo

alnost stepena % . Ravan A

1
..-H-l

100 Jje elemenatl

potprostora E?E na koJju je ortoponnlno projekfovan par

l12...n=-1.,12.,..0n-1

taCaka A 1 B. Cl je taCka preseka duzi A B ’ 1

prave Cj. Taj presek postoji na osunuvu togs £to se ravni

12--.n"1 lp.u.n-l . : b oo . . .
XnooA B 1 Xnoocl seku po pravoy Xnoocl’ tde

. . . Xi~1 _—
taCka C; Jje prodor te normale kroz hiperravan ElQ...nél' hako

je prava cy trag ravni Xnooclcloo u toj ravni, to je projekc-

1

ija duzi AB na hiperravan E?ﬂ -1 normalna na trag ravnil

X _C

Nnoo lC

loo® Iskljuen je iz razmatranjs sluCsj kada prava AB,

nosaé¢ duzi AB, sgdrzi tacku xnoo' U tom slucaju je proiekcilja
normale AB u hiperravnil 15% n-1 tacka Cl’ prodor te normale,

Dokazalemo sledecCu ‘lemu.
Lemg 2.1.3.2 Neka je A bilo koja tacCka prostora £, Ako

Je
12- . iIl_l

-1 o n=-1 g e
XHOGAXE?Q...nml=A L %00 E1n, , n-1=h

) | L n,l12...n-1 .
gde Je Znoolxloox tada Je prava AA pafaLelina Xy

noo?
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osle

Dokaz. AKO Je

ﬁoo‘Anﬁl'.'n_lxgﬁgls
tada je tafka A IX; X .. Zaista, kako je ravan xnooznooﬂn=
XhOOZHOOA;"'n_l paralelna ravni Xiooxnooo, jer sadrZe

beskonacno daleku pravu Xlooxnoo=xno§znoo’ to tacka Aoo mora

pripadati pravoj X; X oo Sa druge strane tacka A__ Jje tacka

hiperravni En'"l n-1° Ako je tacka Aoo na pravoj'xlooxnoo iu

hlperravnl En'l n-1y tada je

-..

n-1
A 'XiooxhooxEl...n-l‘
Prava xiooxﬁoo ne prlpada razmatranoj hiperravni En:%.n-l’ Pa

sa tom hiperravni moZe imati najviSe jednu zajednicku taéku

Ay Kako je tatka Xy 50 Prave X1 0000 ? tacka razmatraqe hi-

perravni, to Jje

Prema tome prave Al"'n lAn i X10°0=xl imaju zajednidku besk-

omac¢no daleku tacku Xloo’ pa su prema tome paralelne.

Neka su projekcije talaka A i B iz tacdke X, o0 Ra hipe-

rravan En-l n=1"? respektlvno tacke A}...n—l i Bl...n-l

o Ravan

kroz tadku ) S, normalna na pravu AB, sele pravu Al...n-l le.on-1

u tacki Cl a hiperravan En2.__n_1 PO Pravo] Cqe Neka Je

Cl°0=chE§;1. Prava'ClOOAl"'nnl je takodje normalna na pravu

l,..n-1 l-..n-l

| A Bl.--n-l A

» Jer su prave c¢; 1 Cj medju sobom

paralelne (slika 4). Neka je Uy, .U harmonijski konjugovan

200
par tacaks sa tacCkama Cloo’xhoo'




Slikag 3
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121 » .Il-l
Xﬁoo' Frava

u tadki AE. Analogno se dobija

Neka Je Uloo u oblasti pravog ugla Cio0h

Al2-.-n-l

U5 ookt see pravu Ci 00

tacka Bg. Dui AEBE je prava velicina duzi AB u hiperravni

-] _
E§2i-ln-l. :

Kada su poznate tacke A(Alg,Aa,...,An) i B(Bl2,B3,...,Bn)

tada se prava velilina duZi AB u ravni E§2 odredjuje na sled-

~eéi nadin. Ako je AlaAE=A12An i 312B§=B;2Bn i gko Jje pritom
Alggﬁ normalna du na dui AT2BY2 i du? BlQBE normalna na du®
B12,12  otim A§A§'1=A12A9'1 i BOBD~.B'2B"" i pritom qu
Aﬁﬂﬁ-l normalna na duz AEBE i duz BﬁBﬁ‘l normalna‘pa duz
AEBE itd. i1 na kraju ako jJe A§A§=A12A5 i B§B§=31235 i pri to-
me'dué A%Aﬁ normalna na duz AﬁBﬁ i duz BﬁBﬁ normalna na duZ
Aq 4 tada j A3 9 lic¢ing duzi AB. N lici Do~
AyxByy Tada Je 185 prava velicing i AB. Na slici 5 pretpo

stavljeno je da su sve vrednosti Aigap, al2,n-1

kao i vrednosti BY2BR, BL2ER™L.....BY2B3 pozitivne.

oo AT2A3

2o 1.4 POlOE ajni ZadaCi

Raz;ikujemo dva tipa takvih zadataka. Frvi tip zadataka
Jesu oni zadaci gde se reSavaju problemi vezari za elemente-
potprostore n-dimenzionog prostora EX koJji pripadaju Jjedan
drugom g dﬁgi tip zadataka Jje onaj gde elementi-potprostori
imaju presek razliéit od O potprostora, tj. to su zavisni po-
tp:ostori all ni jedan ne pripada onom drugom.

U ovom radu nee posebno biti razmatrani zadaci jednog

tipa od zadataka drugog tipa.
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Tadka sadrZana na pravoj. Neka Je A(Ale,ﬂa,...,An)
B(Blg,Ba,...,Bn) prava n-dimenzionog euklidskog prostora E",
Neka je C(C'2,02,...,C™) talka toga istog prostora. Tafka C
je sadrZana na pravoj AB tacno tada kada je talka ¢tz sadrza=-

na Na pravoy AlgBlz, tacka ¢t sadrZana na pravoj ATBY za sva-

kO-i:B,.-.,n (Slika 6).

Af.?
Ay
D
r~f
AH
: 812
(> n
BH
s }~f
‘ BH

Slika 5

Prave koje se seku. Ako su A(Alg,Aa,...,Ap)B(Blg,...,Bn)
i 0(012,05,...,Cn)D(Dl2,D5,..s,Dn) dve prave, tada je tacka
preseka E(Ele,Ea,...,En) tih pravih sadrZana na Jjednoj i dru-

goJ pravoj pa Jje
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pl2_deg1e J12pl2
E2=42B2xC°D°,

En=AananDn,

za SVako i=3,...,0 (slika 7).

Slika 6

Paralelne prave. Ako je talka preseka E pravih AB i CD

elemenat potprostora Egg} tada su prave AB 1 CD paralelne
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(slika 8).

Paraglelnost pra?ih prostora EX i pravih koje odgovaraju

toj pravej u ravni E§2 moZe se iskazati sledeéim stavom.

Slikag 7

Stav 2.1.4.1 Dve prave AB i CD n-dimenzionog euklidskog
prostora o paralelne su tac¢no tada, kada su paralelne prave
ATBL i D' zg svako i=12,3,...,.0

-~ Dokaz. Neka su u n-dimenzionom euklidskom prostoru E-
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paralelne prave AB 1 CD. To znaCi da je ABxCD=EOOIE§;l.

Ako projektujemo talke A, B, C i D, odnosno ako odredimo pre-

Slika 8

seke ravni_XhooAB 1 X ooC0 sa hiperravni E?E%..n—l’ imaéemo

kgo preseke prave
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Al21 . -n-lBlc?- . -n—l i 0124 » -n""lDlQ- . -Il-l.

Te su prave paralelne, jer zko to nebi bile,veé imale za pre-

sek talku Ela"'n-lIEn-l, to bi znalilo da prava X, E__ ima

neku konalnu talku, medjutim ta prava pripada nesvojstveno]
b

hiperravni Eggl pa su sve njene tacke nesvojstvene. Ako Je
par talaka Z;..y Z,, bharmonijski konjugovan sa paron talaka
X1 00? Xnoo® tada pri projektovanju iz tadke 2, _, odnosno

Z na hiperravan '151 n-1 dobijamo parzlelne prave APBR 4

200

cBp?, Sada se postupak projektovanja nastavlja iz centra
X(n-1)oo D8 Potprostor Eﬁe__.n _p 1 tako dobiju, respektivno,

Paralelne prav8 A;Q.--n 2B12---n"2 1 Cl2--.n 2D12-..n 2

jedne strane 1 A B paralelne sa_C D sa druge strane.Tu bi,.

'i)lzan.n-Z(Bi)lg.-.n—B

ustvari, trebalo pisati (A za i=n-~1l,n,

ali obzirom da se zna na koji se koordinatni potprostor vrsi

projektovanje, to se indeksi van zagrade mogu-izostaviti. Ng~

stavljanjem'takvog postupka dobilo bi se u ravni E§2 dva sku-~

pa od n-1 prave medju sobom paralelne.
Neka Jje, sada, poznato da su paralelne préve AB* sa

clp* za svako i=12,3,...,n. Trebalo bi pokazati da tim skupo-

vimg iz ravni E§2 odgovaraju prave medju sobom paraleine. Ne-

Ka Jje par taEaka Zloo’ harmonyskl konJjugovan sa parom

4200

Wl2pl2 o ¢ gl2pl2

taCaka Xioo, X;oo. Parglelne ravni X300 200

- . PrJ 4 503 W 3nd
pPar paralelnih ravni ZlooA B 1 Zlooc D, odnosno Z300A B i

Z C3D3'seku'se, respektivno po pra?ama A1253123 1 0123D125.

200

Iz tacke X preslikava se skup od preostale n-3 prave na

400
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- ravan kroz tacku A125 i tacku 3125 koJa je paralelna 0si1 xy,
.odnosno skup od preostale n=3 prave na ravan kroz'taéke 0129,
D125 koja je paralelna osi xy. Na taj nadin skup od n-1 prave

ravni E%z preslika se na skup od n-2 prave potprostora'Egga.

Tz postupka Dreslikavanja vidi se da—su medju sobom paralelne
prave A'B* i C'D' (i=4,...,n) kao i prave Jl123p123 4 123,123
Tako u svakoj etapi preslikavanja imamo da je skup pravih i
dimenzija potprostora u kome su te prave, konstantan i iznosi
. . -1 . |
n+l. U hiperravnil Ei, 3 1Mamo prave
Alg---n—lBl2...n—l i‘ClQ.--n-IDlQ..-n‘l,
koje su paralélne kao i prave A"B" i C"D". Ravni
12&1-.11"1 12.--1'1"1" n,1n

Xnooh - 1 23000 B

odnosno ZnOOAan, seku se po pravoj AB a ravni

121..11-1' 12...11—1 . : '
X, 0oC D i 2,¢7D7,

B

seku se poO pravo] CD. Iz konstrukecije samih ravnivsleduje par—_

| glelnost praﬁih AB i CD. U procesu dokaza za par taCaka xloo"

X. _ harmonijski konjugovan par je oznacCavan sa Z Z

n—
ioo y 2

loo? "ic0o0

koje se javljaju U paru sa Zi tacka~-

ajuéi da sve taEke y/ o

loo
mg nisu jedna te ista talka.

Tadka pripada ravni. Ako talka D pripada ravni ABC, tada
svaka prava raﬁhi ABC kroz tadku D, sele strane AB, AC i BC.
Na slici 9 taCka E je presek pravih'AD.i BC. - .

TaCka pripada potprostoru Ek (3<k). Fotprostor Ek n-dim=-
enzionog euklidskog prostora ER odredjen je simpleksom

Al*""Ak+l « Frava AiM, gde je M talka prostora Ek, ima sa

svakim od potprostora Al;"Ai-lAi+l"'Ak+l zajednilku tacku.
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—

Mimoilazne prave. Mimoilazne prave AB i CD odredjuju
z~dimenzioni potprostor. Ako su poznate prave

a(at2 a3, ..., MB(Ee,B8%, ... ,BY

) ,
c(ct?,c3,...,cDn(0*8,0%,...,0%), ,
tada tadka preseka tih pravih data Jje kao skup od n-1 kolineg-

rne taCke na nosacCu paralelnom Xy osi. AkoO Je presek pravih,

AB i OD tadka E(EY2 JE 5,...,3“), tada je Er=aBixC D za svako
i=z12,3,...40n. Frema tome ako ne_postogl takva tacka E i ako
bar jedna od pravih AiBi nije paralelna sa pfavom GiDi
(i=12,3,...,n), tada su prave AB i CD mimoilazne.

Pfaﬁa u ravni. Prava AB.je u ravni CDE taéno tada kada
prava AB sede bar dve prave CD, DE ili CE (slika 10).

Frava prodire ravana__Akolje poznata'ravan

a(at2, 3, ...,a0)B(Be,B%,...,8%c(ct2,c, ... ,c™)
i prava D(Dle,Da,.,.;DH)E(Elz,E3,...,EQ) tada se moZe odrediti
prodor prave DE kroz ravén ABC, ako ti objekti pripadaju istom
trodimenzionom potprostoru; Neka je P(P12,P3,...,Pn) tacCka pr-
cdora prave DE kroz ravan ABC. Za odredjivanje-taéke P uzmimo

ravean PlP FP..koja sadrzi pravu DE i normalna je na progekcysku

e 3
ravan E%g ili na bilo koju drugu projekcisku ravan sadrZanu u
3-dimenzionom prostoru u kome vrSimo razmatranja. Prava'PiaPég
222%2=P12P;2 poklapa se sa pravom D12E12_ TacCke

PJ'-.:D E X(A B C XPlPlPl) (i=34ee04n),

- odredjuju tacku prodora prave DE kroz ravan ABC (slika 11).
rFresek prave sa koordinatnim hiperravnima. Koordinagtne

hipérravni i prava imaju zajednicke taCke. Da bi smo odredili




X13 X33 X45-4%n

_Slika. 9
EV
B(\ S \

X J XJ;X;,; an

Slika 10
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preseXx prave AB i hiperravni Eﬁ;..,k-l,k+l,...n‘ potrebno Je

naéi talku E, takvu da Je |
12-Ek_ 123 2XA B (slika 12).

A
’ij}xlﬁ )xn | | O
C” N \\
-\
g
Ea
[*
Slika 11

: 3
Presek ravni u potprostoru E123' Neka su P1P2P3 i
Q1Q2Q3 ravnl potprostora E;23' Svaka od tih ravni ima presek
sa koordinatnim ravnima. Ako je presek ravni P1P2P3 i koordln—

atne ravni Efa prava'p12 i odgo#afajuéi presek za ravan

Q1QoQz Prava q;,, tada Je Py Xq;; taCka prave preseka datih

ravni (slika 12). Na analogan nalin se odredjuje jos jedna ta-

dka te prave.
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Fresek dve ravni se moZe odrediti i tako 3to se odrede

prodori pravih Q1Q2 1 Q2Q5 kroz ravan PlPQPB' Talke prodora

odredjuju pravu preseka tih ravni (slika 14).

slika 12

I

Fresek ravni i projekciske ravni u potprostoru E1254.

Taej presek Jje u opStem slucaju tacka. Neka je ravan odredjena
simpleksom A, B 1 C. Ako prava AB prodire potprostor E?

io3 U -
tadki D a prava AC prodire taj potprostor u tadki F, tada je




—r B ————

A | - -
b — - —
i gl v AT W e
T

‘\

Q®

o

QN

], o4

Q.

&“

&

Slika 13
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5

prava DF elemenat pctprostora 3125. Frodor prave DF kroz ravan -

E2 Je presek ravni.ABC 1 xoordinatne ravni E§2. Frava DF pro-

12
2 i w2l

dire i koordinatne ravni E23 1-El3.-Da bi smo qdredili tragove

ravni u preostalim koordinatnim ravnima, posmatratemo preseke

ravni ABC i koordinatnih potprostora E254 i potprostora E;24.

Slika 14

2

o c i s : : 2 2
ako se doblijaju presecl u ravnima E24, _E34 1 By,




;-

by ¢¥x'x

Slika 15
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(slika 15).

Fresek ravni i projektujule hiperravni. Neka je ravan

odredjena taCkama A, B i C a hiperravan Eﬁ_l tackama DyyeeeyD e

Presek ravni ABC i hiperravni Eﬁ-l bite prava. Kako Jje Eﬁ'l

ortogonalna na ravan E§2 to Je prava D%2D22=D%2D%2=...=Di2Di2,
prava preseka projekcijske ravni Efe i projektujuée hiperravni
Eﬁnl. Neka.je DieDéa presekla,ﬁrougao A;2B12012 u tackama

C @eglagiegenie 2 4121250202,

Tadke K* i L' odredjuju prave K'L"™ (slika 16).
Obzirom na standardno prezentiranje koordinatnog sistema

na slici 16 koordinatni sistem nije nacrtan.

Presek dve ravni u koordinatnom potprostoru E§234. Neks

su poznate ravni (konstrukeciju izvodimo prema Eld )

12 .3 12 o3 bt 12 3 4
Py (BY S P PP (B3 P5, Fo)P5 (R, P3Py

0, (932,03,01)0,(32,93,93)5(Q32,03,Q5) (slika 17). Odr-
edimo projektujuéé trodimenzione potprostore kfoz prave QJ_Q5

- Woa 4 L 3 » 3 -
1 kt sa. .
i Q2Q3 i obeleZzimo ih respektivno sa EQ1Q3 i EQ2Q§ Tada Je

3 2 Al2-12 o 13 2 1212
1%3 - 275
Neka Je |

12 12,12 .12 12
Pco=F) “P57%Q) Q5

12 12,12 .12.12
2 12yl 12,12
12 12,12, 12 12
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Tada se mogu odrediti tacke K3=P; Z Png, h5 P5 xr7}8,

T S A T .
L= iPaqur L2=P2 er7:8 Presek pravih KK, i I,L, je tra-

zZena zajedniéka tadka datih ravni u potprostoru Ei234.

-f 72
I(E”XABC)

(€ %4BC)?

Slika 16

Ako'jé ta zajednilka tacCka 8(812,85,54), tada Jje
sle Li2L22XK12K$2
Odredjivanje tragova ravni.u koordinatnom potprostoru
' Ei2§4

gece u taéki E, prava BC sede u talki D a prava AC sele taj

. Neka je poznata ravan ABC. Potprostor E223 prava AB

isti potprostor u tadki F. Kako je presek ravmi ABC i potpros-

| tora'E3 103 prava, to su tacke E, D i P kolinearne.
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prava odredjena talkama D, E i F prodire projekcisku ravan

E§2 u tadki koja predstavlja trag date ravni u koordinatno]

ravni E§2 (slika 18). |

Slikag 18

Odredjivanjé tragova koordinatnog potprostora En_k u
koordinatnim potprostorima EX. Jedan od nacina da se odrede
tragoiri hiperravani u koordinatnim ravnima, dat je u radu El.d .

Neka je potprostor E"™X odredjen simpleksom Pli--fsPn_k+1
Prave PyPs (1,J=1,2,¢.,n-k+l 1 i43) prodiru koordinatnu hipe-
rravan 151 n-1 U taEkama. Te tacke odredjuju prave potprost-

ora En"kXEﬁgf_'n_l. Tako odredjene prave prodiru potprostor
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E?;?..n—2 u talkama, jer su to prave hiperravni E?;%..n—l a

potprostor E?EQ n=2 je hiperravan te hiperravni. Takvim post-
: 1 .
upkom dolazimo do prave potprostora 15...k+l' Ta prava prodi-
re koordinatni potprostor E%g...k u tacki koja predstavlja tr-
_ En—k . . n . . .
ag potprostora . Obzirom da ima (k) takvih koordinatnih

potprostora, pa i toliko prodora, odnosnc tragova, to bi se
moralo poéi i od razmatranja koordinatne hiperravni koja sadr-
Zi osu X,

Odredjivanje preseka dve hiperravni. Fokazalemo postupak
izloien u radu [3].

‘Neka su Hl'i H2 dve hiperravni jednog istog n—dimeniionT'

og euklidskog prostora E?, Neka su pritom hiperravni Hi 1 H2

zadane respektivno simpleksima qu""’Ph} i_{él""’Qn$' Kako

prava i hiperravan imaju zajedniéku taCku, to postoje preseci
hiperravni 1 koordinatnih 0osa. Nekg su ti preseci respektivno

tacke

1 R n
TYyeeesT] i ThyeeesTye

Sada imamo da su simpleksi Ti i Té perspektivni iz tacke O =

na taj nadin perspektivni i iz jednog (n-2)-dimenzionog potpr-
ostora (i=l,...,n).'Prema lemi 2.2.2.2, taj potprostor je od-

redjen taCkama

TiTi+le§T§+l=Ri’i+l,

2.2 Primena projektovanja na reSavanju nekih stavova

euklidske geometrije
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Metodom projektovanja, kojim su reseni osnovni poloZajni
i metrifku zadaci, u 2.2.1 reSicCemo neke od stavova koji se
odnose na Polke-Svarcov stav a u delu 2.2.2 dat¢emo Jjedan dokaz

Dezargove teoreme sa stanoviSta ovakvog nacCina projektovanja.

2,2.1 Neki potrebni, dovoljni ili 1 potrebni i dovoljni~
uslovi da bi skup talaka predstavljao simpleks nekog potprost-

ora prostora jom

DokazaCemo neke pomoéne_étavove da bi smo dokazali stav:
Ako Je skup taCaka Pl""’Pk+l simpleks k-dimenzionog

euklidskog prostora Ek, tada tacke

1--;m 1-:qm ' lo-.m
Pl P2 ’!'.’Pk+l -

mogu biti kdlinearne za mgn-K+l.
Dokazalemo 3ta je potreban 1 dcvoljan uslov da dva potp-

rostora euklidskog prostora E® budu parazlelni.

1

‘Stav 2.2.1;1 Neka su odredjene hiperravni Eg-lli Egnl,

‘respektivno simpleksima <Al;...,A£} i {?1""'Bn" Neka su pr-

itom simpleksi perspektivni iz tacke 0. Hiperravni Eg_l 1 Eg"l
peralelne su tacno tada kada su paralelne prave'AiAi+l sSa
BiBi+1 (i=l,{--,n-l)t

Dokaz. Pretpostavimo da su paralelne hiperravni E?'l n
Enﬂl; Neka su te hiperravni odredjene navedenim simpleksima.
2 .
_Ako neki par pravih AkAk+l i BkBk+1 ne.bi bio paralelan, tada
A A xB -IEn-l TaCka A, A 'x B ostoji k | k kom-
Ak 1XBBr 1 oo Tacka Aehy X5 By, PostoJi kao presex Xo

planarnih pravih. To znadi da hiperravni imaju jednu zajednic-~
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&xu tadku koja je konalna talks, pa sledi da te hiperravni ni-
su paralelne, $to je suprotno polaznoj pretpostavcil.

Eretpostavimo sada da.su paralelne sve préve AiAi+l'i
BiBi+l (i=l,...,0-1). Prema lemi-2.2.2.2 prave AiAi+l i BiBi+l
odredjuju simpleks potprostora E?;ﬁ. Kako su sve tacke toga
simpieksa u beskonacnosti to Je Eﬁggc:Eg;l. Prema.tome hiperr—~
avni E?hl i ESHI jesu paralelne.

Neposreéne posledice stéva 2.,2.1.1 su:

_Kroz datu tacku van date hiperravni prolazi tacno jedna

hiperra#an paralelna datoj hiperravni.

" Ako su paralelne hiperravhi E?’l i-Eg_1 odredjene, resp-

}

ekt;Vno, simpleksima <Ajqe.-3Ap i{él""’B%}’ tada vredi

OAl : OBl= & B i::OAn:OBn- |

Dokazalemo stav koji se odnosi na perspektivnost skupova
tadaka vezano za simplekse odgovaréju%&P potprostora.

otav 2.2.1.2'Neka su E? i Eg potprostori (k+l)-dimenzio-

o

nog prostora Ek+1. Neka Jje

Al“"’Ak+¥} simpleks potprostora

Ek. Pretpostavimo da Jje taCka O iz potprostora Ek+l, all takva

da ne pripada potprostorima E% 1 Eg. Prodori pravih OAl,...,

-~y

OAk+l kroz potprostor Eg ¢ine simpleks {?1""’Bk+l> toga pot-

prostora.

Dokaz., Neka su taéke_Bl,;..,Bk+l, respektivno, prodori
pravih OAl,...,OAk+I kroz potpfoétor Eg. Pretpostavimo suprot-
no polaznoj hipotezi, tj. da skup talaka {31""’Bk+€} nije

simpleks potprostora Eg. To znaci da taj skup tacaka pripada
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nekom potprostoru niZe dimerzije od k. exa Je to potprcstor

Eg'l. To.bi_znaéilo da tacka O i tacCke Bl""’Bk+1 Odredjuju

neki potprostor Ek. Potgrostor Eg U preseku sa potprostorol

5
E% odredjuje potprostor E%ul,'pa sledi da skup tacaka Al,...,

A1 predstavlja skup tadaka iz potprostora dimenzije (k-1)

sSto Je u kontradlkclal da je to simpleks prostora dimenzije k.

Frema tome prodori prav1h OAl,...,OAk 1 U potprostoru Ek pred-

stavljaju simpleks toga potprostora.
Daéemo odgovoré na neka od pitanja da pojedini skupovi
taCaka predStavljaju simplekse odgovarajuéih potprostora.

Posmatraamo skup od tri tadke Pl(P Pa), 3 (P Pa),
F (P Pa) Da b1 tadke Pl, Pé i P5 odredalvale neku ravan
moraju biti nekolinearne. Ako su_kolinearne tacke PiQ, tada ne
- mogu biti kalineafne taéké Pz (i=1,2,3). To isto vredi i za
koliﬁearnﬁst taéaka'Pg (i=1,2,3). Iskljuéen je iz raznatranja
‘ sluéaj_kada taéke Plf P2_i Paodredjuju koordinatnu'ravan'xl}_c3

ili naoa paralelnu ravan. Vazi i obratno, ako Jedna od trojaka

taCaka Plz, P3 nije kolinearna tada tacke P 23—} odredjuju

neku ravan (slika 19).

Prediéemo na razmatranje potprostora vele domeﬁzije od
dva. Sve zakljucCke koje budemo izvodili odnose se na opsti
sludaj. ' o

U procesu dokaza nekih stavova koristilemo harmonijsku

konjugovanost. Za par tacaka X 00° X: 00 harmonijski konjugovan

A

r tadaka oznadavalemo
Pa acaka a sa Zloo’ 5 00
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Dokazaéemo najpre neke stavove vezane za ovakav nalin

projektovanja.

Stav 2.2.l.3 Frojekcija koordinatnog potprostora E{ "

0. - » ' _l - .
iz centra X, ., na koordinatni potprostor Ly, =y 7 dJ€ tad pot-

. ~1
Prostor &9, | k-1°

Dokaz. Pretpostavimo obratno od tvrdnje stava, tj. da

Slika 19

e et e mEdic Em - e R EmLCE meepreeb s s -
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K . —~1 y
je projekcija potrrostora 2y na pctprostor EE...k-l razli-

ita od tog potprostora. Kake se ovekvim projektovanjem TOotpr-
ostor preslikava na potprostor, to je projekcija potprostora

Ef...k neki potprostor Eﬁ (m<k-1l). Fotprostor Eg i taéka Xkoo

odredjuju (m+l)-dimenzioni potprostor Eﬁ*l; U tom-potpréstoru
je skup svih pravih X, F. (i=11...,k+l), pa prema tome i &it-
av gimpleks prostora E%...k' Nﬁ osnovu toga sleﬁuje da Je
kgm+l, éfo je u suprotnostl sa relacijom m{k-l. Sledi m=k-1l.

Stav 2 2 l.4 Ako se Drl progektovanau prostora Ek (E(n)

iz centra X 9 prostora (Ek)En-l . iz centra X(n-l)oo.ltd"
.--n- _

sve do potprostora X g
(...((csk)zﬁfi Eﬁﬁgl)°° )---)E§k+1)°° .
l...n~1 "l...n=2 l...k

dobije potprostor dimenzije k, tada vredi jednakost

X )
1....(((E]‘)Xn"""o ) (n-1)o0 )---) 3 O0_g2_ . Ako je skup

-1 -2 123
Enln . .n"'l ﬁ- * -Il-2 125

tacaka Pl""’Pk+l simpleks prostora Ek, tada ne mogu bitl

kolinearne sve (k+l)-torke Pig, Pz,...,P? (1=l,ecesk+l)s
Dokaz. Sve dok drugacCije ne bude redeno i ée uzimati

vrednosti od 1 do k+l. Da navedena jednakost vredi sledi iz

stava 2.2.1.3 . DokaZiimo drugi deo stava 2.2.1.4. Pretpostavi-

mo obratno tvrdnji stava, tj. da su kolinearne sve (k+l)-torke

| tacaka P 12 Pi,...,Pn To znali da su komplanarne (k+1)-torke
-1 4 1 N\123 : : g '
riga,_(Pi) 23,...,(Pg) 2“, ali kako se ravni PEZ3 lzxaoo

seku po pravoj to su tacke Piga-kolinearne g otuda i tacke




=
WM
| |

Pg)l25

’lil,( 1

4)125

1 4 4125

. KomplenarnOSt tacaka Pi .
.oy i=( 5 , povlacCi netacnost jednakostli date u sadrzaju

stava 2-2-1 olte

Ako bi sve razmatrane taCke bile na istom nosadu, pa-

ralelnom x4 0si, tada bi ravni X300Pi2 i 2300P3 bile jedna

ista ravan paralelna ravni X)Xz

Iz ovoga stava neposredno sledi:

Lema 2.211.1 Tacke Pi2 i Pg bice kolinearne ako su

kolinearne tadke P%23'(slika 20).

Ta se tvrdnja moZe jednostavno quétiti.

1234

Lema 2. 2.1.2 Kolinearnost tacaka P poﬁlaéi kolinew

arnost svih tacaka P ; P3 P

Dokaz. Ako su kolinearme tacke P 1234 tada ravni
1234 1234

seku koordinatni potprostor E%23 PO Pravama piQE 3 Pg’ odnos—

no po nosalima tih kolinearnih tadaka. Prema lemi 2.2.1.1 iz

kolinearnosti tacaka PigB sledi kolinearnost tacaka P;e i PE.
Ravan odredjena taékom X300 i pravom-nosacem tacaka P (P )125
seCe projekeisku ravan E§2 po nosacu talaka P4 (P“)12

3.

33 P ne moe se zaklju-

Tz kolinearnosti talaka 2 2, T

1234 12,

diti kolinearnost tacCaka P , jer ako Jje nosal talaka }i ;
Pg i Pﬁ'jedna te ista prava; tada ne sleduje kolinearnost ta-

Eaka P125 niti kolinearnost tadaka Fj (slika 20 i 21).
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Slika 21
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Najop3tija tvrdnja koJa vredi u ovom szislu Je:

=P%...n
1

Stav 2.2.1.5 kolinearnost taCaka Pi s, 0stvarule

kolinearnost tacCaka
1
Piz;Pz;.";Pg.

"‘Hlliin

Dokaz. Ake su tacke Pi-_-r'i kolinearne, tada pri

projektovanju prave-nosaCa tih taéaka na svakﬁ_od koordinatn-

ih ravni Egi, dobijamo u tim ravnima prave. Te ravni su elem-

enti trodimenzionih potprostora odredjenih oOsala Xy, X, 1%

~Rotiranjem svih tih ravni u ravan E§2, dok se ose_xl_i X; ne

poklope, dobife se u ravni E%z"n#l prava. Takav skup pravih

ragzlikuje se od skupa-pravih_koji bi se dobio'projektovanjem

prave~-nosaca tacaka Pi' Da bi se ti skupovi pravih poklopili

dovoljno je traﬁslatorno preslikati skup od n-l prave na sxup.
od n-1 prave dobijen nzSom metodom projektovanjae.

Stav 2.2.1.6 Neka su taéke'Pl;...,Pk+l simpleks eukli-

dskog prostora Ek. Ako za neku trojku tacaka Pr’ Ps, Pa 12

skupa {Pl""’Pk+J> vredi kolinearnost svih tadaka

P12 st_P3§"-§P§—lt Pz-ls Pg_ls

Tr ?

P;2, Pl2; PB,
S q T
tada postoji ravan odredjena tackama P, Ps_i Pq.

Dokaz. Projektovanjem neke ravni iz tadke Xhoo ng hip-

-1

n-1 dobijaju se ili dve ravni ili ravan.i prava
. 9 ' :

erravan Eﬁ

ili dve prave. Ako je Kao rezultat projektovanja dobijena pr-

1..-1’1-1 Pl--.n-l i Pl....n-l'

ava, tada su kolinearne tacke P .
Tr S " Tq

Iz te kolinearnosti sleduje kolinearnost razmatranih tacakae
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Misli se na uporedo projextovanie iz tacke X ) Cka
D DIrogd ang aenmltan,znw.

Far tacCaka %] 602X 0o d8 harmonijski konjugovan sa parom tala-

ka 21 509%000°

Stav 2.2.1.7 Neka je skup tacaka {Pl""’Pk+ﬂ> (kg<n)

simpleks euklidskog prostora Ek. Ako za neku cetvorku tacdaka

P

r? Pé’ ]

P’
pl2 pl2 plo pl2,
r? s ?p?q

272, P72,

Pq vredi kolinearnost tadaka

P2, P, »3, P3,...,Pn"2 P2,
r? P’ "q

b

fada tacke Pr’ PS, Pp 1 Pq mogu biti simpleks nekog trodimen-

zionog potprostora.

-Dokéz. Ako je odredjen trodimenzioni potprostor tacka-

Pl, P2, P3 i P4, tada pri projektovanju toga poﬁprostora
iz taclke xnoo na hiperravan En“ n-1 doblaamo u toj hiperrav-

ni ili dva trodimenziona potprostora ili jedan trodimenzioni
potprostor i jednu ravan ili dve ravni. Frojektovanje se upo-

redo vrsi iz tacke Z s otuda dva potprostora za projekc-

noo’? P

ijue. Ako je kao rezultat projektovanja iz tacke Xnoo dobijena

ravan u hlperravnl En_l nel? tada se projektovanjem iz tacke

X(n-l)oo te ravni na potprostor En_2 dOlea 111 ravan 1li

e e -n"'"2

prava. AKo je kao rezultat projektovanja dobijena prava, tada

su kolinearne tacke P%"'n_z, Pé"'n"g’ P%..-n-2 i_Pi"'n-E.

Iz te kolinearnosti na osnovu dokazanog stava 2.2.1.5, sleduje

kolinearnost tadaka

1 1 1 - - —
P12, B2, B32, B,%; B3, B3, P3, Blj...iF) 2, o %, B4
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Uzimanje tacaka Pl’ P2, P_a 1 Pq_ umesto tacaka Pr, Ps,

Pp i Pq ne ograniCava opsStost dokaza.

U procesu dokaza nije praceno projektovanje taCaka 1z

tacke 2 dnosno nije praéeno_projektovanje dobijenih pro-

noo! ©

jekecija u hiperravni En 1 iz tacke Z(n-l)oo' Par tacCaka

--.n-

xloo’x(n—l)oo je harmonijski konjugovan sa parom taCaka Z(n-l)oo’

Z(nfl)pO‘

Stav 2.2.1.8 Ako Je skup <P1""’Pk+l> simpleks k-dimen-

zZionog euklldskog prostora Ek kOJl de potprostor euklidskog

prostora En, tada tacke

- 1|--m lnqcm Ml--im _
'-'Pl ’ P2 "”’Pk-{-l

‘mogu biti kolinearne za m«n-k+l.

Dokaze. Ako Jje taclka Koo U potprostoru Ek, tada Je

dm((Ek)EEOE )=k-1. Ako je potprostor (Ek)g?i

--.n-l _ . --.n—l

- sadrzi tacku x(n—l)oo’ tada Jje

x
1m((Ek)xh°O (n'1)°° —k-2.

-1 -2
En...n-l En oo N=2

Ako se takvo rezonovanje nastavi, odnosno ako su sve talke X .,

su tadke
li-t _k l s = gll™ ) .
Pl =X+ . P% n k+1,.;.,Pi+l n ~k+l kollneaﬁne.
Stav 2.241.9 Neka Jje skup talaka {Pl""’Pk+l> simpleks

k~-dimenzionog euklidskog prostora EX. Tacke P%2’ PE,...,PE'k+l"

(i=1,...,k+1l) biée kolinearne tada kada je nésvojstveni




_ . _l o -4 | .
potprosuor Eﬁo prostora Ek generisan tacCxaka Xnoo’ X(n-l)oo’

e ,X(n_k+l)0{}(k<n) .

U cilju dokaza ovoga stava dokaZimo sledeCu lemu.

Lema 2.2.1.3 Fri projektovanju tecaka x(r-l)oo""’

- 1 ~ ' 11 1 i -
X(r—k+l)oo (r-k+1<r) iz centara X oo te taCke ostaju invari]

ant e «

Dokaz. Trebalo bi pokazati da pri projektovanju iz tacke

xfoo tacke X(r—l)oo""’x(r“k+1)°° ostaju invarijantne. Zalsta,

plave &wan“l)m, XIIOGX(II—2)OO’ * v e ’&OOX(H-R-FJ-)W prodiru |

n-1

hlperravan El--.n 1 1.1 taékama X(n-l>00’x(n"2)00,..',x(n"k+l)0'0 .

a kako tacka X oo nije u toj hiperravni to te prave ne pripad-

aju razmatranc]j hiperravni. Prava koja ne pripada hiperravni‘

sa njom moZe imati najvisSe Jjednu zajedniéku talku. Prema tome
w . : 1 ' .

tacke X(n~l)oo’.""x(n-k+l)oo prl ovakvom projektovanju sp

invarijanfne. Isti bi se rezultat, u smislu invarijantnosti,'

dobio ako bi se projektovale tacke x(n-e)oo""’x(n-k+l)oo'iz'
taéke.x(n-l)oo’ odnosno, tacke X(r—l)oo""’x(r-k+l)oo iz tac-
ke roo (I‘_n,..-,Ll-)

Dokaz stava 2.2.1.9. Kako je svaka taCka-centar projekt-

ovanja X 100 ? X(n-l)oo""’x(n-k+l)oo’ respextivno, u potprostv-

orima - o
Ek (Ek>Ex§jt‘{ ,--.,(...((Ek)}%ﬁ )...)E,E‘_";;“”W ,
l...n-1 1 ..n-1 leson=k |

to dimenzije tih_potprostbra obrazuju niz k,k-l1,...,2,1 pa su

prema tome tacke Pi"'n_k+l (i=1,...,k+1l) kolinearne a prema
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N

ranije dokKazanom stavu 2.2.1.3, 0dnosno stavu 2.2.1.5, sled:l

i kolinearnost taclaka

~k4+l ..
P%e, PE,---,P? M (1=l,goo,k+l).

Stav 2.2.1.10 Pretpostavimo da tacke Pi2, PE,...,P?

nisu na istom nosalu paralelnom x; osi. Iz kolinesrnosti tac-

aka P%g, PE,...,P?, sleduje komplanarnost talaka

3
1 i o3 123 /.
Piea’ Pg:(Pg) 25 (J=4,.--,n).

‘Dokaz. Uz dato ogranidenje u stavu, sleduje da se seku

12 . 7

1 Pg. Frava preseka tih ravni je nosacC tac-

ravni X P

200 1 300

aka P123. Tacke P%23 i tacka xloo odredjuju ravan. Sve ostale

ravni

pt 2

X5 0081 * Xaoopi*""xaoopg?

seku ravan odredjenu tackom xloo i tackama P%25 po pravama,

koje su nosaé¢i talaka
(¥H123, @H1B, ..., @D,

Ogranidenje u stavu nije neophodno, jer se i u tom
sludaju razmatrane talke javljaju kao komplanarne, ali Jje ra-

van-nosalé tih tadlaka projektujula ravan paralelna ravni X)Xz

Razmatranja se mogu nastaviti sa tadkama
1234 1234
(7)., (BT,

odnosno sa taékama.
l e e e -l l . ‘ .
(P?) 23 k ,f..,(P?) 23 (k=6,---,n; 1=l’itl,k+l)'

2e2+2 Dezargova teorema

Nas sledeéi cilj je da dokazZemo Dezargovu teoremu.
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Dezargova teorema vredi u poledinim ravnima, na OsSnovu
koje se po nekada i vrsi klasifikacija projextivnih ravnl na
Dezargove i ne Dezargove ravni. Foznata su uwopStenja Dezargo-~
ve teoreme kao i neki od dokaza te uopstene Dezargove teoreme

@5] ’ [26] ’ [‘27]'

Neka su poznati simpleksi

P={Pl""’Pk+l} 1 Q={Ql""’Qk+é%’

respektivno, potprostora E%'i Eg'(kcn). Neka'su'pritom kolin~-
earne tacke S, Pj i Qj (J=lyee-sk+l), tada kaZemo da su simp-
leksi P 1 Q perspekti#ni iz tadke S_i to zapisujemo:

S
P A Qe
Dezargo?a teorema'glasi:
Stav 2;2.2.1 AKo su'simpleksi Pidg@Q perspektivni.iz
taéke,'tada-Su ti simpleksi perspektivni 1 1z (k-l)-dimenzio-
nog pbtprostora. |

Obrnuta Dezargova teorema tvrdi da perspektivnost sim-

et

pleksa iz potprostora dimenzije k=1, povlaci perspektivnost
tih istih simpleksa 1 iz taéké.

Mi'éemo dokazati Dezargovu teoremu, tj. da perspektiv-
nost dva simpleksa iz taéke povla¢i njihovu perspektivnost iz
potprostora odredjéne dimenzije.

Neka su P i Q simpleksi potprostora E% i Eg. Neka Je,

dalje,
PngxQ1Q2=Rle’

P PoXQ; Q=R 55

P Py 1XQ Qe 1Ry 1

Lema 2.2.2.1 Talke R. .=R., . (1,3=24+004Kk+1l) zavisne su
2

J




od tacaka le.(j=2,...,k+l).

Dokaz. Trebalo bi pokazati da se svaka preostala tacka
Rij nalazi na nekoj od pravih er l (Fy5=2,4.0.,kK+1)s Nz ta]
nadin pokazaCemo da od ukupno ( ) tacaka R, 150 k+l je najvise

nezavisnih. To ée i znaliti da potprostor iz koga su perspek—

tivni simpleksi P i Q ne moZe imati vecu dimenziju od K.

Iz relacija
12512 1212 12
By TP 7xQ1 Q) =Ry 50
12,12 1212 12
Fo B3 X% Q5 =3

12 12 .12 12 12
1 3 le Q 133

sledi" 812 |
12_12-12 2 .12.12.12 12 12 12
B Pg P5 N Qq Qg Q; = k(ngs 0% 15) (sllka 22)
Za tacke Rij moglolbi se analogno pokazati da iz
: 2
S
- pl2 12ﬁ12 2.12.12 - 12 12 12
P.'l. P:i._ J A Ql Q Q => k(Rll’ i5°? lj)
(k+1)(k-2) :
Prema tome sve ostale talke ( ) (k+ 1)= zavise
2

Od taéaka er (I‘=2,_._- r’k-{-l)-

Lema 2.2.2.2 Skup tadaka <R1j/j=2;""k+l} predstavlja

simpleks nekog k-~dimenzionog potprostora.

Dokaz. Dokaz izvodimo metodom matematicke indukcije.

DokazaCemo da Jje skup tacaka {%1j/j=2,...,k+%> rnezavisan.

Taéka_Rl4 je-nezavisna od talaka ng i Rl3‘ jer akec bl
bila zavisna od njih onda bi té znacilo @a Jje k(312’315’314)’
Ta kolinearnost pévlaéila bi komplanarnost Setiri tadke

P, i P

Pl’ P2, 3 54 odnosno Q1> Q2, Q3 i Qu sto je u kontradikeiji
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a {

da su skurovi <P1’P2’P5’P4J 1 <Ql,Q2,Q5,Q4> sinpleksi.,
. )

Ako bi pretpostavili da je 315 zavisna od talaksa Rlz’ Rl5 i

314, to bi znadilo da'su tacke R12,1Rl5, qu i 315 komplanarne.

slika 22

Iz te komplanarnosti sledovalo bi da su prave

P.R... P.R

1B1o0 FiRyzs PiRy, 1 F

1715
u trodimenzionom potprostoru koji je odredjen taCkama Rj,y 23

qu i Pl. Prema tome u tom istom trodimenziconom potprostoru
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su 1 tacke Fy, Foykz.f), 1 P5 $to je' u suprotnosti sa pretpost-

avkon da je skup tacaka <Pl""’Pé} simrleks 4~dimenzionog

potprostorae.

Fretpostavimo sada da Jje nezavisan skup tacCaka

pa dokaZimo da je nezavisan i skup tacaka

{Rl2, L N ,Rl,sl*-% L

U smislu tog dokaza pretpostevimo suprotno, tj. da je nezavis-

an skup tacaka {312""’Rlsl>’ ali da je zavisan skup tadaka

{%12”"’Rl,sl+4>' To bi znacilo da su prave

P.R

FilRizeesosFiRyg

PRy o,

u nekom (sl-l)—dimenzionom potprostoru Cdredjenom taCkama Rl2’

Rla,-i..,RlSl i Plnl Kako je PilPlRli, to su i taéke Pl’..-’PSl-}-l-

u tom istom (s;-1)-dimenzionom potprostoru, Sto je u kontradi-
) |

| keiji da je skup tacCaka 1Pl""’Pl,sl+4> simpleks sl-dimen21o—
nog prostora. Na osnovu toga dokazano je da tacke Rl2""’Rls .
- 1

Ry W19 odnosno tacke Rle?""Rl,k+l p;edstavljaju simpleks

'Sy
prostora iz koga su simpleksi'P i Q perspektivni. 1

U procesu dokaza vezali smo se za tacke P ,...,F ,
- _ i l+Sl |

pez ogranidenja op3tosti dokazae
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U skupu tadska P(¥*2,P2,...,F?) ravni E§2 definisaéemo

mreiu i pokazati da Jje takva mreZa izomorfna mrezi definisanoj'
u n-dimenzionom euvklidskom prostoru L,

‘Poznato Je da se nad skupom potprostora vektorkog pros-
tora moZe definisati geometrija. Geometrija se moze definisati
1 éistemom aksiomg a osnovni problem koji se pri tome Javlija
jé kako odabrati taj sistem aksioma pa da geometrija nad vekt-
orskim prostorom i geometrija definisana sistemom aksioma
budu projektivno ekvivalentne. Jedﬁo od redSenja toga prbbléma
dato Je u navedendj literéturi ﬁﬁ], pri ¢emu Jje izbor aksioma
ucinjen sa_stanoviéta modularﬁih mreZza. U delu 3.2 dajemo je-
dan konkretan model'ﬁodularne mreze, gde se za taCke-atome
mreZe uzimaju skupovi od po n-l kolinearne tafke realne proje-
ektivne ravni P2, pri Semu je prava-nosad tih tadaka elemenat

~ jednog fiksnog pramena pravih.

. 2 .
2.1l Mreze E12 1 En_

skup svih tadaka P(Ple,Pa,...,Pn) ravni E§2 oznadidemo
takodje sa Efg. Smatraéemo da skup talaka E§2 zadovoljava sva

svojstva definisana i razmatrana u drugom delu.'Na skupu E%g

mogu se definisatl dve operacije na sledec¢i nadin. Talkama Pl ¢

i P2 skupa E§2 pridruzujemo tacku Pi, tako da Je:

5 pl2 3 |
Pl.P2=P1P2=Pi(Pi ’Pi,t--,P;l)’

pri emu je :




\n
o)
.

NS N |
P%:lnl(Pl,Pg),
2 i arpl w2
Pi=1nf(P1,P2),
Pg=inf(P§,fg>,
P];=inf(PI£,PI§) y
12 J12,.1 24
Pio=F; " (F1hFy ).

Pod infimumom tadaka podrazumeva se manje odstojanje od talke

P12 do Pi ako Jje smer od Pig_ka Pi isti kao-smep 0S8 Xy odno-

k .
" | . . : W 12 _ i | - - "'"‘12
sno veCe odstojanje od tacke Pk do Pk_ako je smer od by ka

pi

- suprotan od smera-xl ose, gde Je k=1,2 za prethodni_éluéaj.

i2

'Na skupu E2 moze se definisati i sledeéa binarna oper-
acija. Tatkema P; i P, moZe se pridruiiti tadka P_ na slededi
nadin: | |
A )
pri demu jJe .

Pi:sup(Pi,Pé),

Pi:éup(P%,Ps),_

P2=sup(P5,PZ),

> % 4 o 9 0 0 P b s Faed

P§=$HP(P§1P2)1
P12=P12(Pl ,P2) .
S S S° S

Na analogan nadin je definisan supremum tacaka ravni

E%z, tJe sup(Pi,Pé) je ona od tadaka Pi, P; ¢ije Jje odstojanje

od tacke Pig, odnosno Pé2 vele gko Je smer od Pig ka,fﬁ}“odnosno
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- i = . - . 4 T
od r12 ka F., isti kao smer ose X; 1 suprotno za suprotan siker.

2 2

Tacke P;g i Pig odredjene su, kao i sve ostale talke sa gornj-

im indeksom 12, u odnosu na ose xl i X, (inf,sup tih odstojanja).

Stav 3.l.1 Skup E§2 u odnosu na definisane operacije °

i + predstavlja mrezu.

Dokaz. Trebalo bi pokazati da su zadovoljene aksiome

mreze, tj. da vredi:

1. P+P=P i-PP P,

2e P1+P2=P2+P i Pl 2‘P2P1’

2. (P1+P2)+P5=Pl+(P2+P3) i (P1P2)P5=PI(P2P3),
4o Py (P +P )—P i P1+P1P2=Pl'

Froverilemo posebno sva navedena svojstva.

1. Operacija + definisan Je tako da je P+P=Pé(P;2,P2,}..
| ...;Pg), Kéko je

Péasup(Pl,Pl)=Pl,

PZ-sup(F°,F2)-F?,

stsup(Pa,P3)=P3,

Pgssup(P?,Pn)=Pn,

te Je
-1 Pn <1 | :

Analogno se dokazuje duslna tvrdnja, tj da je FP_-F.

2. Trebalo bi pokazati da Je P1+P2_P +Pl. hekp ae'

1
P1+P2-P (P 2 PB,...,PH) Kako je po defirniciji




NN
(L

i i o4 iy g
P;=sup(ri,r;)=sup(r2,fl) (i=1,...,n),

to Je

P, 4F,=P_(FL12,P2,.. . F0)-F ((aup(Pl,Pl> sup(ES,¥2)),

1+P2_
sup(P PB),---,sup(P ,F5))=F ((sup(P2,P ) sup(Pg,Pf)),

sup(P5 3),...,sup(}2,P ) )= P2+Pl P je Pl’ odnosno P2 u ZaV1=-

nosti da l1i Je Plilg P;Pég i obratno za smer od Pk2 ka Pk koji

Je isti.kao smer ose X7 odnosno za PiPi2 P;Pég 1 obratno ako_'

Je smer od Pig ka Pi suprofan od smera 0S€ Xy

Na-analogan nadin se dokazuje dualni deo tvrdnje.

3. Trebalo bi pokazati da Je (P1+P2)fPs=Pl+(P2+P3). Ne-

ka je u tom smislu

Kzko Je

(1+2) B‘Sup(Pl Q’Pl) SuP(SUP(Pl Pl) Pl) sup(P ,sup(Pl,

i i i Py C . .
P )) sup(P P 3) P1+(2+3) (1=1,,..,n), to je Jedan deo svojs
tva 3 dokazan na analogan nacin se dokazuje dualni deo svojst-

va 30
U dokazu svojstva 3 koriScen je sledeli stav, koji se
mozZze nac¢i i u navedenoj literaturi [?q .

Stav 3.1.2 Ako je {Ag} nekl skup podskupova delimid-

no uredjenog skupa R, zatim A={JA, i ako postoji supA i supi,

o

(infA, iank) qusvako k, tada je

SupA=sup<supA,p , (infA=inf<infa,r).

4, Trebzlo bi pokazati da vredi Pl(Pl+P2)=Pl. INeka Je

P1(P1+F, )“P1P1 +2°F1(142)°




rosto je

Pi(l 2)_1nf(rl, l+2) lnf(£1,SUy(fl ‘l)) }
(i=l,...,n), to je prvi deo svojstva 4 dokazan. Druzi deo se
dokazuje na analogan nacin. '

Na ovaj nadin je dokazano da skup E§2 sa uvedenin oper-

acijama + i ¢ predstavlja mrezZu.
U mrezi E§2 mozZe Sse posmatrati i jedne podmrezZa. Tu po-

dmrezu éini skup svih taclzka mreze E%g kod koJjih Je P%2* 22_.'

=es.. o Z8ETAVvO podmreZa u mreil E%Q ima vise, Jjer i skup taca-

Ka sa svoastvom Pi_Pl=... za neko i=l,...,n je takodje mreza.

Euklidski n-dimenzioni prostor E® moZe se posmatrati
kao skup nizova duZine n, pri cCemu su elementi nizova realni

brojevi. Svaki od tih nizova (xl,...,xn) predstavlja taéku

prostora E?, Moze se pokazati da se u o moze definisati mreZa

pri Cemu se relacija parcijalnég uredjenja moze definisati ng
. .. . .1 1, . ” ” .
sledeéi nalin. Za tacke Ml(xl*""xn) i M2<xlf""xﬁ) kaZemo

da su uporedive i pisSemo NIQMe tatno tada kada je

1 1
xigxf, ngxg,...,xﬁgxi.

Qelac13a parcijalnog uredjenja kod tacaka prostora E?
i Koordlﬂata tih tacska nije ista iako Jje ovde isto oznz Lena.

Supremum i infimum taCaka Ml i Ma-definiée se preko su-

premuna i infimuma odgovarajuc¢ih koordinata.
Ako je f funkcija koja tacku M skupa En preslikava na

2 na sledeéi nacin:

alku P mreZ
t reze E12

f(xi)-Pi (1-5,...,n),_f(xl)=xl i f(x )-xg,

pri Cemu je P1 lg—xl. Smer od P 12 Ka Pl Je 1isti kao smer X5




-

-1 i . | .
ose Za xf;c a smer od r e ka ¥~ Je sunrctan od smers X; ©Ose
za ¥;<0. Toda pisemo f(M)=F.
Stav 3.l.3 Preslikavanje f:En---»Ef2 y Prethodno definisa-~

rno, je obostrano jednoznacno preslikavanje.

Doxaz. Neka su My 1 M2 dve razlicite talke prostora
R, Nekarje P1=f(M1) i P2=f(M2). Ako bi bilo P1=Pé, tada bi
znadilo.da je Fi-P} za svako i=12,3,...,n ali na osnovu defin-
1sanog preSlikanﬁja f sledi jednakost.koordinata xi i xi, étq
povlali jednakost tacaka My i M2 za koje.je pretpostavljeno da
su razlicite. Preﬁa-tome_iz MléMe-slédi P1£P2.-Kako.je sv;ka

tadka mrefe Ei, slika neke tadke-niza, to je preslikavanje f

biljekelija skupova-En'i Efz;_
Ako jelza tacke Ml i M2 supremun talaka MS a infimum
tacaka Mi’ tada je Jjasno da ce biﬁl Za Pl=f(Ml) 1 ngf(ma)

P, +P =f(MS) i P1P2=Pi=f(Mi).

2=Ps
Funkecija f sa navedenim svojstvima predstavlja izomorfizam mr-
5 .

efa EY i El2' Na osnovu toga dokazali smo stav:
Stav 3.1.4 Mreie EM i E§2 predstavljaju izomorfre mreie.

Na mrezi E§2 moZe se definisati sledeéa relacija ekviv-

alencije.

Definicija 3.1l.1 Relacija ekvivalencije =, definisana
na mrefi Efz, naziva se relacija kongruencije ako iz Py=F, i
}23 i sledi

i P.P.=P._P

P1+Péar3+P4 1F=FzF)




NaSa naredna razmatranja vezana su tskodje zs mreze,
i1i preciznije redenc da se posredstvom modularnih mreza defi-

ni3e jedan model n—-dimenzione projektivne geometrije.

3.2 Model n-dimenzione projektivne geometrije

- Neka Je Pe euklidska ravan dopunjena beskonacno dalekom

pravom, tJj. neka Je P2 realna projektivna ravan. Neka Je Poo

p12 p3

taéka favni P2. Sa P2 oznadicemo skup elemenata ¥( yoooy

M
P?), gde su Plz,P5,.,,,Pn kolinearne tacke ravni P* sa nosadem

koji pripada pramenu pravih sa centrom u tacki Poo' Za elemen-
| c . < PR oot 4 y 12 .3
at P kaZemo da je talka skupa Py. Svaka druga tacka QIQ™,Q7,

pramenu Eiji Jje centar taéka-Pbo.
12,R3

Definicija 3%.2.1 Skup svih moguéih tacaka R(R yeees
Rn) takvih da Je

RlQIP;2Q12’ RBIPaQsi...,RnIPans

predstavlja pravu PQ skupa Pﬁ.

Definicija 3.2.2 Za trojku talaka P,Q i R kaZemo da je
kolinearna tadno tada kada je kolinearno n-1 trojki tacaka

Pli le R (1=12,3,...,10).

=%

b—rd

HEBE

Fo nekada éemo za kolinearne talke P, Q, R skupa

kolinearne tacke ravni ng Pl, Qt, RY, pisati: k(¥,Q,R), odno~
SNO k(Pl,Qi,Hl).
Definicija 3.2.3 Ako su P, Q, R tri nekolinearne tacke

skKupa Py

M? tada kaZemo da te.taéke odredjuju trdtemenik-PQR
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Prave PQ, PR 1 QR su strane 1og trotemenika a tacka F,
Q 1 R su temena tog trotemenika.

75 teme P kaZemo da mu je naspramna ili suprotna strana
QR i analogno za temena Q i R su naspramne ili suprotne strane
PR i PQ. Isto tako se ka%e da je za stranu QR naspramno ili -
suprotno teme P i analogno za strane PQ i PR su naspramna 1li

suprotna temena R i1 Q.

Definicija 3.2.4 Prava odredjena temenom trotemenika i

tadkom suprotne strane naziva se temena prava 1 i najesSte bi-

¢e oznadavana sa t; ili (AB); a ako se zna da se jedino govori

o temenoj pravi 1, tada éemo 1 izostavljati.
Definicija 3.2.5 Skup svih tadaka svih moguéih temenih

pravih trotemenika PQR predstavlja ravan PQR.

Dokazademo nekoliko pomoénih stavova potrebnih za dokaz |

nekih svojstava koje karakteriSu skup Pﬁ.

Lema 3.2.1 Kakve god bile dve rgzlidite taclke skupa

Pﬁ, postoji tadno jedna prava odredjena tim talkama.

Dokaze AKO su P(Ple,Pa,...,Pn) i Q(le,Qa,.;.,Qn) razl-
i¢ite talke skupa Py, tada svaki par tadaka PY, Q% (i=12,3,..

eeeyll) ravni-P2 odredjuje tacéno jednu pravu'te ravni. Na oOsno=-
vu toga sleduje da 1 rﬁzmatrane tacke T i*Q skupa Pﬁ odredjuju
taEnd jednu pravu skupa Pﬁ.

Lema 3.2.2 Postoji ravan skupaﬂfﬁ.

Dokaz. Trebszlo bi dokazati da za dve +3¢ke P 1 Q skupa

Pﬁ'postoji treéa talka R, takva da talke P, Q i R nisu koline-

arne.




S5

Ako Je R(ng,Ra,...,Rn) takva taCka skupa PE dz Je

rr2_pl2  g3_p3 ... ri~iopil, riget, Rt L,
R'=F", gde je P=P(P12,P5,-.-,Pn), tada su P, Q i R tri razli-
Eite talke i pritom ne kolinearne.

Bide od znalajs za dalji rad i sledeéi pomoéni stav.

Lema 3.2.3 AXO su Pl, P2, P3 i P4 Eetiri komplanarne
tadke, pri femu nisu sve kolinearne i ako se pri tome seku pr-

ave

P2P3 ikP,, tada_se seku 1 prave P1P2 i P§ ys ©dnosno

1P3_i ?2P .

P
Dokaz. Neka je

PP, XP,Pz=Pc,

odnosno,

12,12,.12.12 12
RIRT% P% =P,

3 p 22 P2
P1P4xP2P5=P5,

| ne.
Da bi dokazali da se seku prave P1P3 sa PéP4 i P1P2 sa F5r4’

- posmatraéemo tacke

12,12 1212 212 . cdici ciel i .- | |

Tacke Pé2 i Pé postoje jer je Pe projektivna r=van. Ako se
. prave PigPi i P;EP; seku u tacki Poo; tada.je dovoljno pokaza-
PX2 i PL, Na slici 23 je tadka

i ' . . oplaplagle . o
P =P§. Kzko su trotemenici Py P§2P42 1 PinPﬁ perspektivni

ti kolinearnost talaka P

iz tacke P.os» t0o su oni perspektivni i iz prave




&l o

212,12 n.n.,-12.12_.n.n
(1 Py x9§}3)(91 F),“XF1F) )=P] 3,

Imamoc da su trotemenici PégP%QPig 1 PngPﬁ perspeitivnil 1z

tacke POO’ pa kako Je

512 12,12 ,-12:12,0n.n, 1212 onony
P12p, 2., P2, (¥,2Ps XELFD) (F32E, XF0F)=Ds, 5201 5,

to zakljulujemo da su trotemenici

12.12.12 . 212.12.12
P) P3P, , P?P?Pﬁ i P3P, F:°, P?PﬁPg,

perspektivni iz iste tafke i iz iste prave. Takefje imamo da
'su trotemenici
212,12 . n
Pé P3 P4 1,P§P§P4,

perspektivni iz tacke POO a otuda i1 iz prave p254=p154. Kako

Jje | : - \
12,12 12,12 -n

BL2R, XEGELID 50 F1OF3 XEIFSIR) 5,

- to zgkljucujemo da su trotemenicil

12,1212 .
P1°F,“Fg” 1 P)F,Fe,

perspektivni iz prave Pi}#’ a otuda sleduje i perspektivnost

iz talke. Kako je Pi2P§XPiQPE=Poo’ to sledi kolinearnost taa-

kKa Pég, Pg'i Poo’ sto je 1 trebalo dokazati.

Jasno je da bi trebalo da se dokazZe kolinearnost svih
‘n-l tacaka Péz,-Pg,...,Pg, medjutim i na osnovu 0vog_dokaza
moZe se izvesti zakljudak da tvrdnja vredi.

Da bi se dokazzlo da se prave P1P2 i P3P4 seku u tacki

trebalo bi dokazati da su kolinearne tacke

12 12,12 512012 53 535305303
P5C=F) “P, XP3F, %, P7=P1P2xP5P4,...?

Vel je pokazano da su trotemenici PiePizP%Q i PﬁPng perspekt-

n - -1l
P7=r?P2xP§}4.

Poo’

sivni iz prave p154; Sto povlaci perspektivnost i iz tacke.
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. . l2.n,12-n + ST 12 . L0, 5
Kako Je Pl }le4 Fp=F s tq su Tacke Poo’ P7 i P7 kolinearne.

Time Jje lema doxXazzana.

,f’"? :: |
_ £7?

Slika 23

Definicija 3.2.6 Potpuni Cetvorotemenik Jje skup od Cet-

iri komplanarne tacke P, , P2’ P3 i P, od kojih nikoje tri nisu

kolinearne i Sest pravih odredjenih tim talkama. Tadke naziva-
mo temenima a prave stranama potpunog Cetvorotemenika. Strane
koje ne pripadaju istom temenu jesu naspramne ili suprotne.

Fotpuni Cetvorotemenik P1P2P3P4 ima trli para naspramnih strans.

Za tacke

F1FXEsFL=F1 343 F1FgXEoF,=F13 ous FyFuXFoFa=F1y oss

kaZemo da su dijozonalne talke potpunog Setvorotemenika.




Defiriciia 3.2.7 Za wotouni cetveroteqmenik P1P2P5P4

kaZzemo da je F Cetvorotemenik ako dijagonalne taclke tog Cetvo-
rotemenika nisu kolinearne. |

Ako su dijagonalne tacke nekog Cetvorotemenika kolinea-
rne KaZemo za taj C¢etvorotemeniX da je AF Cetvorotemenik.

Za neku ravan kaZemo da Jje F ravan ako su svi Cetvorot-
eménici te ravﬁi F cetvorotemenicle.

' +Za ravan kaZemo da je AF ravan ako su svi Cetvorotemen-

ici te ravni AF Zetvorotemenici.

Ako ravan sadrzi F i AF Cetvorotemenike tada za tu rav-
an kaZemo dé je FAF févan. |

Stav 3.2.1 Ako jJe P2 jedna F ravan tada Je svaka ravan

skupa Pﬁ F ravan.

Dokaz. Kako Je P2 po pretpostaveci stava jedna F ravan,
to znali da su svi Cetvorotemenici te ravni F Cetvorotemenici.

Neka je P1P2P3P4 bilo koji &etvorotemenik skupa pe AKO bi pr-

etposfavili da Je to AF Cetvorotemenik to bi povladilo koline-
- arnost ta§aka P12,54’ P13,24,'P14,23. Kolinearnost tih tacaka

.. : « i i ' i
povlaci koline=srnost tacaka P12’54,_P15,24, Pl4,25 za Svako

i=12,3,...,n, Sto je u suprotnosti sa C¢injenicom da je ravan

P1P2P3 jedna F ravan. Prema tome ne mogu biti kolinearne dija-

gonalné tacke Cetvorotemenika P1P2P3P4. Kako je P1P2P3 ma koja
ravan skupa Py i P1P P F, ma koji detvorotemenik, to je stav

- Nas sledec¢i c¢ilj je da dokazZemo egzisténciju taCke koja
ne_pripada uocCenoj ravni. U tom smislu dokazalemo nekoliko

pomoénih stavova.
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Lema 3.2.4 Ako nekp prava seCe dve strane trotemeniika

Pl£2P§’ tada svaka tacka te prave pripada ravil P1P2P3'

Dokaz. Neka Je PleP5 trotemenik u ravni rlP2P§ sKupa

Pﬁ} lieka prava a seCe strane P1P2, odnosno I’lP3 respektivno u

taCkama P%'i Pé. Neka je F_ prdizvoljna tacka prave PéPé. Fog~

matrajmo tadke P, Pé, P, i P2. Imamo da se seku.prave PxPé

i P;P,, odnosno da je P;=PxPéXPlP2 (slika 24).

Slika 2&

Prema veé dokazanoj lemi imamo da se seku jo8 dva para
pravih, tj. da Jje
PxP xPlP2=P" i PlPxxP2P2=P2.

2 2

Frema tome taclka Px pripada temeno] pravoj'(P2P5)l, odnosno

temenoj pravoj (Png)l. Na osnovu definicije 3.2.5 tacka Px

pripada ravni P1P2P3 ¢cime je lema dokazana.
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Jednostavno se moZe dokazati sledela lema.
Lema 3.2.5 ko bilo koje dve tacke neke prave pripadaju
ravni, tada svaka taCka te prave pripada toJj istoj ravni.

Dokaz. Najpre ¢emo dokazati da ako dve tacke F, i P5
neke prave pripadaju ravni P1P2P5’ tada ta prava seCe strane
trotemenika P1P2P3. Ako su tacke P4 i P5 u ravni P1P2P5 tads
ta prava sele strane trotemenika P1P2P5, zaista u tom slucaju

i

talke P, i P. moraju pripadati nekim temenim pravama trotemen-

4 5
ika P1P2P3. Bez smanjenja opStosti neka su te temene prave
PP, i ByPc. Neka je, dalje,

Pl=PlPu_3tP2P5 i P2=P2P5XP1P3.

Kako se prave P2P§ i P1P4 seku u tacki Pi to na osnovu leme
3243 seku se i prave PP, i P1P5 (slika 25). Neka Jje
PlexP2P4=P6. Opet na osnovu ieme.§.2.5 sledi da se scku i pr-

7 — \ E P =P P P i . ]
ave P2P5 PlP i P,P.. Prema tome n=F1 5XPA 5 Je taCka preseka

5 4= 5°
pravih P4P5 i jedne strane trotemenika PlPEPE'

Na analogan naéin se dokazuje egzistencija tacke PB;
=P2P3xP4P5;'
Ns osnovu leme 3.2.4 moZe se zakljuditi da bilo koja

taCka razmatrane prave P4P5 pripada razmatranoj ravni P1P2P5.

Stav 3.2.2 FPostoji talka preseka bilo koje dve prave

neke ravnl skupa Pﬁ.
Dokaz. Neka su poznate prave ravnil P1P2P5' Te prave mo-

raju seCi strane trotemenika P1P2P3 na osnovu prvog dela dokaza
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leme 3.2.5. Neka stranu P1P2 seku u tackama P; i Pg, stranu

v1 F . = " . r ”, - - 1]
P2P5 u tackems Pl i kl i stranu Pl?B u tackama P2 i Pg

. A T _pTTon 3 - _E’EN ki P,
(slika 26). Prave fngﬂPB:B i P F3=F]F] seku se u tatki P,

Na osnovu dokazane leme 3.2.3 seku se 1 prave PiP; i Png, Sto.

je 1 trebalo dokazati.

Stav 3.2.3 Ako Je P1P2P5 ravan skupsa Pﬁ, tada postoji
taéka P, skupa Fy koja nije u ravni FyP,Ps.

Dokaz. AkO je neka tacCka Pk u ravni P1P2P6 tada svaka
prava te ravni koja sadriZi tacku Px seCe strane trotemenika
P1P2P6; Vredi jos i jaCa tvrdnja, tje. da svaka prava je prava
ravni P1P2P6 tatno tada kada sece strane tog frotemenika. Neksg
Je trotemenik

12 3 o ol2 3 12
Py (E]%,F e o PP, (B35, B2, o o o, E5)P5 (F3 ,P3,...,P§),

jedan od trotemenika ravni P1P2P6 (slika 27). Neka Je

12 3% n o\, ,pl2 g3
Pal(Pal*Pali*"*Pal)P52(P52’P32"'f'sz)*

prava te ravni pri cemu Je P5lIP2P6 i Pag;Png.'Svaka tacka
prave P31P32 je tacka te ravni. Talka 34(Pi21P2a'--¢Pﬂ) je ta-
cka prave P31P32, prema tome tacka P4 Je u ravni P1P2P6.'Ako
je F34P3) tada prava Py,(P35,F350e - B3 Pss (P32, F5) 50 o 3T,
Pga)nije-prava ravni P1P2P6.'Taéka P3=P5(P%2,Pg,...,P§) je ta-
¢ka prave P32P33. Ako bi tacka P3 bila u ravni P1P2P6 tada bi
prava P32P53 imala pored tacke P52 jos i taéku P3 u ravni

P1P2P6 Sto bi znaCilo da je Citava prava u toj ravni a otuda




- 8lika é5

Slikg 26
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bi sledilo da je_taéka P55 u toj ravni sto je kontradiktorno
sa ¢injenicom da taékg P35 nije u toj ravni.

Akq su Py, P2, P5 ik, ¢etiri nekoplanarne tacCke i ako
je P123 tacka ravni.PiPzPa, tada prava P4P123 ne pripada ravni

P.P P, .

17273
P g ,
\\ N |
\ | o2
& ' i
33

Slika 27

Definicija 3.2.8 Ako su Py, Py, P, i B, Setiri nekompl-
anarne tacke, tada za pravu odredjenu nekom od tih tacaka i
tadkom ravni, koja je odredjena preostalim trima tackama, kaZ-
emo da Je temena prava 2.

Definicija 3.2.9 Skup svih moguéih tacaka svih moguclih
temenih pravih 2 predstavlja 3-ravan.

Na dostsa jednostavan naEin mogle bi se dokazati sledele

tvrdnje:
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Ako tacke Q1 i Q2 privadaju %3~ravni tada svaka talka
prave Q1Q2 pripada 3-ravni.
Ako tri nekolinearne tacke Qs i Q3 pripadaju 3-ra-

vnli, tada svaka taéka te ravnl pripada 3%-ravni.

Ako tacke Ql i Q2 pripadaju 3-ravni, tada prava Qng

prodire svaku od Cetiri ravni odredjene tackama simpleksz.

LAko Je Q1Q2Q3'ravan 3=ravni P1P2P3P4, tada svaka od
pravih PiPk (i,k=1,2,3,4; itk) prodire ravan Q1Q2Q3.
Ravan i prava u istoj 3-ravni, imaju zajednicku talku.
Dve razlicdite ravni u istoj 3-ravni imaju zajednidku

Pravue.

Na osnovu tih tvrdnji moZe se dokazati sledeéi stav.

Stav 3.2.4 Postoji 4-ravan skupa Fj.
Dokaz. Neka je PP, F P, Jjedna 3-ravan, ¢ija je egziste-
ncija dokazana. Neka je P123(Pi§3,P§23,...,P§25) tadka Tavni

P1P2P3 1 pritom Je:

12 3
P21(P21,P21,...,P21)=P2P125xP1P3,

F11

12 .3
Pll(P P

119F710 0 0F11)=FF

1F107XF Fz e

Neka je P.., (P12 P2 y++2F]3z,) talka ravni PiP,P, i neka je

134\ 1340713y

- Pored toga

12 o3
P o(F150F ps -+ 1P o) =P Py 5, X5,

12 .3 '
Pal(Pal,Pal,...,Pgl)=P5P154xPlP4.

AXo Jje tacka P1234IP125P134, tada je:

F1o341F 1031249




ekvivalentno sa

je

12 .12 12 .3 o3 o3 n .n
P1534TP155F 1500 F1o34TF 103 300 -+ ¥ 1034 TF T p5F 154 AkO

112 3 R, [, §
PXIP1§4P154 + Px££l34’

tada prava P125Px ne pripada 3-ravni P1P2P3P4, pri cemu su

koordinate tacdke Px:

Kgko t

¢ka

i
Fio345

12 .3 -1 pi pisld .
"Pl54’P13L|', 2o ’Piaf-l-’Px’PlZ)Q’ o a0 ,Pliaq_ (Sllka 28) .

aCka P123 pripada 3-ravni P1P2P3P4? to nijedna druga ta-

P 1234575 12%4 2

12 12 2 53
12345(P12545=P1254'P12345=P1234s---,

i+l i+l
‘Pizau’P12345=P1234’"'*P?2545=P?254)*

ne pripada toj 3~rafni_

mogao

egzist

trebal

ni pri

Postupak dokazivanja egzistencije S-ravni, 6-ravni itd.
bi biti nastavljen na analogan nacCin. Mi éemo pokazati

enciju k-ravni skupa Py, pri Semu je 3<k<n. U tom cilju

0 bi dokazati neke pomoéne stavove koji bi bili korisée-

tom dokazu. NajveCi deo tih pomolnih stavova nefemo do-

kazivati, jednostavno zato Sto ti dokazi ne predstavljaju neke

POsebn

da pos

e teskole a spadju u tipilne dokaze ove vrste.
Prema tome nasS sledeli c¢ilj izraZen Jje narednim stavon.

_Stav 2.2¢5 AKO Je Pl"'Pk+l jedna k-ravan skupa.Pﬁ, ta-

toji u skupu Pﬁ tacCka Pk+2 takva da ne pripada k-ravni

Plu . .Pk-f-l (3$k&ﬂ§00).

‘Navodimo bez dokaza sledele tvrdnje.

Ako su Q 1 Q2 dve talke k-ravni, tada svaka taclka prave
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EEXA

SR LR i e e v —

Slika 28




Q1% je i tacka k-ravni.
ako simpleks Ppy...,Pp DPripada k-ravni tada svaka talka

- (k=1)~ravni odredjene tim simpleksom pripada k-ravni.

Ako je Q;Q, prava k-ravni odredjene tackama Pl""’Pk+l’

tada ta prava ima zajednilku tacku sa svakom od (k-1)-ravni

P P P k+l)¢

li-o i"'l i-l-l'.. k+l (i:l’itl’

| “Sledeéa lema ustvari dokazuje navedenl stav 3.2.5.
Lema 3.2.6 Skup tacaka

12 1 1
P, (P1%,P79,...,P19),

P2(P22,P22,...,P52),

o (el2 p3 12 12
P3(P5 ’P5’P3 ,...,P5 ) s

& % & & & & 8 "3 S 8 BB E B PSP

1 1 1
Pk(sz,Pﬁ,...,Pﬁ,Pk2,...,Pk2)

L BN BN B BN N N BN R N N IR B R B BN NN NI N BB B BN

Pn(§i2,P§,...,P§)

12 12 .12
Pn-i-l(Pn-l-l ,Pn.-{-l’ aee ,]:Jn-l-l) 5

. 12 12 ' . |
pri cemu su sve prave PooPl R PooPe ""’PoePifl medju sobom

razlidite kao i talke P3° i P3; Fr2, B i Bye.osBLo, B0, L0 BR

(k=5,...,n), predstavlja skup nezavisnih tacaka skupa Pﬁ.

Dokaz. Posmatrajmo ravan PiP.P 4 (slika 29). Toj ravni
ne pripada tacka P3. Zaista, ako bi taika P5 pripadala ravni

P1P2Pn+l’ tada bilsvaka pfaVa Koja sadrii tacku P5 a u ravni

je PlPQPn+l sekla strane tog trotemenika. Ako je tacka P%§2)5.

na pravoj PiePée 1 ako Je

12.12 12..12 12
PB P(12)3XP2 Pn+l=P(2,n+l)3’




_ P??
- {2n+1)3

N
3
-
k
\ &
[ ]
n
k—1

Slika 29

(12)3
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tada Je

12 3 a 'Hl':—) - T - A Pt
F(E2)575012)5 T F(3,n41)5°(2,ne1)37 D2 01 s poklapals

: i2 : 3
a P .
prave PBP(lz)B i P P(z, 1)5 moralo bi da 3 se poklopi sa P3

Kako je po pretpostavci P 2£Pg, to tacka P} nije u ravni
PlPEPn+l' Analogno vredi i za tacku Pk (3<k).

Dokazimo da tacka Pk ne pripada (k-2)-ravni Pl"'Pk—l
(k£1,2,n+1). Pretpostavimo da tacka Py _, ne pripada ravni
FleeeP)p 59 pa dokaZimo da i talka P, ne pripada ravni Py...P _-.
U tom smislu pretpostavimo suprotno, tj. da tacka Pk pripada
(k-E)fravni'Pl...Pk_l. Bez ograniéenja pﬁétosti dokaza moze se
pretpostaviti da tacka Py nijé ni u jednoj r-ravnl za r<k-2.
Tada je prava Pk-lPk u (k=2)-ravni PieeePy ;e Takva prava ima

sa (k-a)-ravni P "'Pk - zajednicku taéku Pl...k-z' Frava

' 12 p12 p3  p3 ~1 k-1 12 212 pl2
P 1B (B 5 Py ’Pk-lPk""’Pi-lPk Pk yFr1Fi o

2 ol
P,
" b 4 - Pk 12 -4 | o - - »* *
pri emu je £Pk y sadrzi tacku Py = 4 _»y koja mora imati

PS

l- . -k-c?éPli . -k"(?’
Jer bi ta jednakost povlacila Pk=P 2. Kako po pretpostaveci u

(k=3)=~ravni Pl"'Pk~2 nema taCaka sa indeksom k (gornjim inde-

ksom) koja se ne poklapa sa tadkom indeksa 12, to znadi da

(k-2)-ravni to drugih talaka prave P, P, ne moZe biti u toj

(k-2)-ravni. Frema tome taCka P, nije u (k-2)-ravni Py...F ;.
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Time je dokazana nezavisnost talaka Pl""’Pn+l'

Definicija 3.2.10 Ako Je Pl""’Pk+l skup nezavisnih

taCaka skupa PS 1 ako Je Pl... .1 tadka u

i-l,i+l,.ot,k
(k=1)=ravni Pl"'Pi-lPi+l"'Pk+l’ tada skup svih mogucih prav-
ih

E p (i=1,...,k41),

15100 ei=l,i4l, 000 ke
prédstavlja temene prave k-l.
Definicija 3.2.11 Skup-svih moguéih tadaka svih moguéih
temenih pravih k-i, ?retstavlja k~ravane.
Na osnovu dokazane leme 3.2.6 sledi tacnost stava 3.2.5.
U specijalnom sluaju za k=-~1 kaZemo da Jje ta k-ravan
prazan skup; za k=0 kaZemo da je ta k-ravan taCka; za K=1 kaz-
emo da je ta k-ravan prava; 2za K=2 samo kaZemo to je révan itd.
‘Na 6snovu dokazane leme 3.2.6 kao i na osnovu definici-

je talke skupa Pﬁ, sledi da u tom skupu ima najvise n+l nezav-

isna tacka, tj. postoji Jjedinstvena n-ravan.

Definicija 3.2.12 Ako je Py,...,F, ; simpleks neke
k-ravni, tada Jje Pl""’Pi+1 simpleks neke i-ravni (ig<kgn).

Za takvu i-ravan kazemo da Jje podravan k~ravni, c¢dnosno n-rav-
ni.
Pored skupa Pﬁ moZe se posmatrati i skup Pﬁ kao skup

svih podravni. AKo sa Gk oznacimo skup svih k-podravni, tada

se mOEe reéi da je Pﬁ={G-l’GO’Gl,.-.,G€}. Mi éemo Sa Pﬁ Oznaé—

avati skup svih r-ravni (r=-=1,0,1,e¢..,0),
U skupu Pﬁ moze se uvesti poredak na sledeéi nacin.
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‘Definicija 3.2.13 ko su Uy i U, elementi skupa Fy,

neke podravni n-ravni, tada kaZemo da su oni uporedivi i to

zaPisujemo: UrgUe, taéno tada kada je Ul podskup skupa U2.

Cbzirom na uvedenl poredak u skupu Pﬁ, jednostavno se
moze zakljuéiti da u skupu Pﬁ vrede sledeCa svojstva:
'Al refleksivnost;

'ﬂA2 antisimetricnost;

A3 tranzitivnost;

tj. da Je skup Pﬁ relacijom  Pparcijalno uredjen.

Definicija 3%.2.l4 AkKo su Ukl i Uk2, respektivno, eleme=-

nti podskupova G, i Gy , tada je supremum (sup) ili zbir ele-
1 e

menata Ukl i'UkE elemenat

kK, kK

Ukl+U 2=U Sy

sa sledeCim svojstvima:
a) UF1<t¥s 1 vFacu®s,

b) ako posfoji elemenat Uksl sa svojstvima pod a), tada

je UFs<t®sl.

Definicija 3.2.15 AkO su Ukl i Uk2, reSpektivno, eleme_

nti podskupova G, i G, , tada je infimum (inf) ili presek el-
1 2

emenata Ukl i Uk2 elemenat

uS1u¥2.u¥1

sa ledelim svojstvima:

a) UXicu¥1 i ukicu®o,

b) ako je U¥il1 neki elemenat sa svojstvom pod a), tada

je UFi1U¥i,
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Ezzistencija sup(US1,U52)=UF1+0%2.0%s 1 inf(U%1,0%2)-

k

='klUk2=U i sledovacCe iz narednog svojstva A4.

Ako su P, i P. tacke skupa Pn, tada Jje supremum tacaka
1 M

2
Pl i P2 prava P1+P2 odredjena tim tadkama. Infimum tadaka Pl
i P2 je ili tacka P1P2=P1=P2_111 je P1P2 prazan skup.
.Dokazaéemo naredno vazinoc svojstvo parcijalno uredjenog
Skupa Eﬁn.
A4 Ako je @ neprazan podskup skupa Pﬁ,_tada skup @ ing

supremum i infimum.
Presek svih elemenata skupa Fy oznalavamo sa O a zbir

svih elemenata skupa'Pﬁ oznadavamo sa 1 ili kazZemo to . je

| Nn=ravan.

Dokaz. Dovoljno Jje pokazati da skup Pﬁ img Jjedinicu 1
da svaki podskup skupa Pﬁ ima presek.
Ako -jJe © neki podskup skupa Pﬁ, to znaéi da Jje © skup

nekih k-ravni (k=-1,0,1,...,n). Neka je D skup svih talaka sk-

- upa Pﬁ koje pripadaju svim elementimg skupa ©. Fokazalemo da
je D=inf6. Ako je D=@ ili D=P, gde je P talka skupa Py, tada

je taj infimum prazan skup, odnosno taCka P. Ako D sadrzi dve
razlicite tacke Pl i P2, to znali da svaki elemenat skupa ©
sadrzi tacke Pl i Pg. U skladu sa vel dokazagnom tvrdnjom sledi
da svaka taEka Prave P1+P2 pripada svim elementima skupa ©.

Ako pored taCaka prave P1+P2 nema drugih tafaka u skupu D,

tada Je inf9=Pl+P2. Ako postoji tacka P3 koja ne pripada prav-
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0J P1+P2 a pripada skupu D, tada svaki elemenat skupa ¢ sadrzi
ravan Pl 2z pPa Jje 1nfG—Pl+r2 3 Nastavijanjem takvog postu-

pka zakljucili bi da je

inf9=Pl+P2+ - e 8 +Pr+l 3
tje. da je r-ravan infimum skupa ©, gde r moze biti ~1,0,1,...,
D

Svojstva Ay A2, A3 1 A4 definisu skup Pﬁ Kao potpunu
mreZu. Kako je svaka potpuna mreZa-mreZa, to Cemo skup Pﬁ.od

sada nazivati mreZom, odnosno potpunom mrezom.

Dokazalemo naredno svojstvo mreze v*

AB-U mrezi Pﬁ vredi modularni zakon, tj. mreZa PE

je modularna (modulska, Dedekindova).

Dokaze. Da bl to dokazeli trebalo bi dokazati da za ele-

mente Ul, U2 i U3 iz mreze Pﬁ, pri cemu Je UIgUa, vredi modul-
arni zakon

Jednostavno se zakljgcuje da je U1+U2U3g(U1+U2)U5. Zai-
sta, Kako Jje UlfaU3 1 UI<U1+U2, to Je Ulg(Ul+U2)U3. Isto tako

je UgUggU i U2U3QU1+U2, pa Je UeUfg(Ul+U2)U3. Na osnovu toga

>
Je

T - » - [ - . [}
rebalo bi pokaszati da Je 1 (Ul+U2)U3 +U2U3 Neka Je

u smislu toga dokaza P ma koja tacka sadrzana u elementu

(Up+U,)U05, t3. P<(Up+U,)Uz. Ako bi bilo PgUy, tada bi bilo i

FeUq+ Ako bi bilo Pgﬂ2, tada bi bilo PQU1+U2U3. Pretpost-

U2U3.
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avimo da P nije sadrzana u Uy i P nije sadriana u U2. Kako Jje

to neka Jje P=P Iz relagcije PgaUl+U2, sledi da Je

P&U5, 3
P;gPl+P2, gde je Py tacka iz Uy 1 P2 tacka iz UQ' U, 1 U, ne
mogu biti O istovremeno, jer je u tom slucaju na trivijalan na-

din zadovoljena traZena Jjednakost. AkKo bi samo jedan od eleme-
nata bio O, tada bi taéka P3 bila u onom od elemenata kKoji ni-
je O, 8to Jje vel razmatrano kao sludaj. Pretpostavimo da su
elementi Ul i U2 razlic¢iti od O. Kako taékg P‘7> nije iz Ul_to
ne moZe biti P3=P . Iz relacije

P55P1+P sledi relacmaa ch 1+P5'
Kako je Plﬂ i P;gUa, to Je

P-<P P.< U.=U..

1+F3<U1+03="3

Iz relacija P U, 1 P<QU3, sleduae

2= 2

P <:.U2U3
Sa druge strane Je

PrgUl 1lPégU2U5,
pa Je

P1+P2QU1+U2U§,
odnosno

P Pngl+P'<Ul+U2 2
Prems tome dokazali smo da Je

Kgko u mrezi Pﬁ vredi modularni zakon, to Jje svojstvo A5 dok-

azano, tj. mreza Pﬁ je modularna.
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Uve3éemo neke od definicija prema navedenoj literaturi
IEQH a koje se odnose na parcijalno uredjene skupove.
Definicija 3.2.16 Ako su a i b elementi parcijalno ure-
djenog skupa L, pri Cemu je agb, tada skup

lay b ={x/acx<hp

nazivamo intervalom skupa L.

Ako interval sadrzi tadno dva razlicita elementa tada

za taj-interval kaZemo da je prost interval.

Definicija 3.2.17 Lanac 881K ¢ 0 +<8y)y koJji pripada par-
cijalno uredjenom skupu Pﬁ sa O i 1, naziva se invarijantnim
redcm_(kompozicionim redom), ako je ao=0 i aﬁ=l i svi interva-
1li ki—l’ai] (i=1l,eee,n) su prosti. Broj n je duZina invarija-

ntnog reda.

Ako u mrezi Pﬁ posmatramo bilo koju taCku Pl' pravu

P1+P2, ravan P1+P2+P3, 3=ravan P1+P2+P3+P4Q..., n-ravan

P +...+Pn+1, tada imamo sledeé¢i invarijamtni red

1
O:g, Pl’ P1+P2,o-t’ Pl+.-i+-Pn+l=li

iavodimo bez dokaza sledeli stav. Taj se dokaz izmedju

ostalog moZe na¢i i u navedenoj literaturi @i}.

Stav 3.2.6 Ako modularna mreza Pﬁ imga invarijantan'red,

tada su ekvivalentna sledeCa svojstva:

a) Pﬁ je komplementarna mreZza (mreZa sa dopunom ),

b) svaki elemenat iz Pﬁ predstavljen je kao dirazktan

zbir tacaka,

¢) 1 se moie predstaviti kao zbir tadaka.
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Na osnovu stava 3.2.5 mozemo zaxljuciti da u mrezZi Pﬁ

vredli:

A6 Ako je U proizveoljan elemenat mreze Pﬁ, tada se u
toj mrezi moZe naci elemenat Uc’ takav da vredi

U+Uc=1 i UUC=O.

Svojstvo As sledi i 1z same konstrukcije k-ravni.

«Definicija %.2.18 Ako je U1+U3_U2+U3, gde Jje zbir dire-

ktan, tada za elemente Ui 1 Ug_kaiemo da su perspektivni a za
elemenat Ua-da.je céntar perspektivnosti. .

Perspektivnim preslikavanjem se elemenat Uxfb,Ui]_pres-
likava na élemenat Uy=(UX+U5)U2€[O,U2].

Definicija %3.2.19 Funkeija mere na mréEi Pﬁ je celobr-

ojna funkcija d,'sa sledeéim svojstvima:

a) ako je '[pl,UE] prosﬁ interval, tada je d(U5)=d(Uy )+

+1,
b) d(Ul)+d(U2)=d(Ul+U2)+d(UlU2).

Navodimo bez dokaza sledeéi stav. Dokaz se moZe naci u

Stav %.2.7 U mrezi Pﬁ, ¢iji su svi ograniceni lanci ko-

nacni, ekvivalentna su sledea svojstva:

a)-Pﬁ je modularna mreza,
b) za elemente U; i U, mre%e'Pﬁ interval Ul E,Ué] Je
prost tacno tada kada i interval [blsU1+Ué]'

¢) na mreZi Pﬁ_ postoji funkecija mere u skladu sa defi-
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nicijom 3.2.1%.
Iz dossdas$njih razmatranja sledi naredna tvrdnja.

A7 Ako Je ES proizvoljan skup elemenata mreze Fro i ako

1l

je za tacku F zadovoljeno

Pﬂz::x ’

XGES

tada u skupu Es postoji konadan broj elemenata Pl""‘Pk takv-

PQZ::Pi.

1=1
Potrebno je dokazati i ovu sledelu tvrdnju.
Ag Ako su Pl i P2'razliéite tacke mrezZe Pﬁ, tada posto-
ji tacka P3 te mreze, takva da je ngPl+P2.
Dokaz. To je svojstvo veé korisceno kod dokaza svmojst-
va Asa

Ako su Pl i P. tacke skupa Pﬁ, tada su nosaCi tih taca-

2 .
ka prave istog pramena. Neka je Pi2anP12P§=POO. Kako Je pe
o 12.12 v . , o
realna projektivna ravan, to prava Fy"F;~ sadrzi trecu tadku
P%z. TacCke P%2 1 P, odredjuju pravu ravni P2, Kako se u =
svake dve prave seku, to postoje presecil
P2_PIPOXP; P
3 **3
n .12
P§=P§ngP3 P,
TraZena treCa talka prave P1+P2 je prema tome
P (P3 ,...,Pn).
Cefinicija 3.2.20 Za trotemenike A1A2A3 i By 2B3 KaZe-

mo da su perspektivni iz taCke O, ako su trotemenici




3G

15 12 12 . .12.12.12
AJTASTAZT 1 By B57By

T E R ENE i Iy o By B B B B S 4 0 & w20

perspektivni iz tacke 012,

n,n,n . piyngn
A1A2A3 1 BleB5

Definicija 3.2.21 Za trotemenlke A1A2A5 1 BlBaB5 kazZemo

perspektivni iz tadke OV.

da su perspektivni iz prave, ko su kolinearne tacke

12,12 .12.12 12,12 .12.12 ,12,12 _12.12
A7 A22xBl B32, AY°Az°XBI B;%, A5 Az XB; B3

lBl 1l lX.BlBl

B T UK S5, . . | .

pri cemu Jje
12 12.12 ,l2.12
(41A,%B1B,) " "=A7 “A;"xB) "B,

12 12,12 _3xl2,12

“ 12 12,12 _,12.12
(A2A3x3233) =A5°A3"XB; "Bz,

i i.di ioi
(AlAszlBg) =A7AZxB7 B,

- s R A B I §
(AlAaxBlBa) =A1A3xBlB5,
- i 1,i,.ig1 :

(A2A3x3235) =A2A3xB2B3 za syako x 10, SRR P

Poslednje'svojsfvo koje dokazujemo sadrZaj je Dezsrgove-
teoreme.

Ag Trotemenici AlA2A3 i B1B2B3 perspektivni su iz tacke
O tadno tada kada su perspektivni i1 1z prave

(A1 A,%B)B,) (A,A5%B,By) .

Dokaze Pretpostav1mo da su trotemenicil A1A2A3 1 318233

perspektivni iz talke O. To znac¢i da su perspektivni trotemen-
ici |

..ot L ..
AiAZA; Iy Biang za SVK0 112434000400 (1)
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Iz relacije (1) sledi perspektivnost tih trotemeniks i iz odg-

ovarajuéih pravih, respektivno,

12.12 ,12,12.,,12,12, 12,12

(AiA;xBiB;)(AiA;xBiBg) Za SVAKO 1=3,...40. (2)

Frema tome moZe se zakljuditi da je (1) ekvivalentno (2).
Trebaglo bi pokazatl da su
(A72852xB12B22, .« o, ATADXE]BY)

‘“(AieAészieEég,...,AEA%XBng),

(AézAéaxBégB%E,...,ASA?XBSB%),

tacke mreZe Pﬁ (slika 30).

Dokazaéemo samo Jjedan slucéaj od navedena tri. Druga dva
se dokazuju na potpuno analogan nacin.

DokaZimo da je (ai2A%2x3%23;2,...,Aiagxsgﬁg) talka mre-

Ze., U tom smislu dovoljno je pokazati da su kolineérne tacke

12,12 .12.12 n,n_ n.n
Poo' Ay A3 xBl BB"""AlABXBlBB’
. 12,n,,12,n
gde Je Poo=Al A1XA5 A3'
Za trotemenike 012Ai2A%2 i Onﬂiﬁg moze se napisati da
Je P '
P
12,1212 =®n n,n . ~12,12,12 =2 n nn

Iz istih razloga su trotemenici
12.12.12 . -n.n.n
By 52_33 p 1 BleBB’

perspektivni iz taCke P_. i odgovarajuCe prave. Perspektivnost

o0

zadovaoljavaju 1 trotemenici

12,.12,.12 . n,n.n
Ay B3 A3 1 AlBBAB’

12,1212 . ,n,n.n
Ay Bl B3 1 AlBlBﬁ'




Takodje sleduje da Je

12 12 n.n 12 12 .-n
(A7 7437y 45) (07741 “XC Al)

1212 1212 1212 — 2 Pn nn
3 B3 (Al AB B Y A 3 3 5 1 3B
Prema tome zakljucujemo da Je: -
| 00
p12p12.,12,12 12,12 — NN, Nph onon
A3°B3 (A]°A3xB)“B; Yy TTTA Az 3(A1 gx ] 3),

gde je Poo‘ %2 g %2B3. Time Je 1 dokazana kolinearnost razmz-

tranih*tafaka. Na osnovu toga moZemo reCi da vredi slededa

implikacija o P13

A1A2A3 A B B B3 === Al 5 A B]_BEB3
Sada ¢emo dokazati da se ta implikacija meze zameniti

ekvivalencijom.,

Iz pretpostavke da su trotemenici A1A2A5 i BlB B3 pers-

- pektivni iz prave, sleduje:

111

A1A2 z perspektivan sa BleB3 iz tacCke O za svako i=

312’3,lii,nl :
. v . 12 .3 n ¥ ;
Ostaje da se pokaZe da je (075,07,...,07) talka. U tom

smislu treba pokazati kolinearmost tacaka

P_,012,0%,...,0%
1z - . | Poo
Ai2Bi2 12 12xB12312) A AlBl(AlA5 )
p13
- 12312(A125%2x312312 “j;‘"Al 1(A1 BXB 3

Anslogna perspektivrost bi se mogla napisati za trotemenike
1 1 12.1 l 1
°B;2(A72A;°xBy°B 2) AZBZ(ATAZXB]BD),

A3"B3 (A1 "A5x
na osnovu c¢ega sledi perspektivnost trotemenika Aiz %2012
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Q0.

AEAnOn iz tacke P i odgovarajule prave. iva osnovu toga

5

zakljudujemo o kolinearnosti razmatranih tacCaka.

Q0

Na8 cilj se moZe iskazati sledelim stavom.

Stav 3.2.8 AkKo neki skup Pﬁ zadovoljava sva svojstva
Al-A9 i ako je taj skup atomna mreZa, tada postoji vektorski

" prostor, takav da su sistem potprostora toga vektorskog pros-

tora i1 mreza Pﬁ projektivno ekvivalentni.

Dokaz stava 3.2.8 moZe se nali u navedeno literaturi[iﬂ .

Oviﬁ je pokazano da se skup Pﬁ moZe smatrati modelom

n-dimenzione projektivne geometrije.




TITE?ATURA

[1]Esser M, :Self-dual postulates for n-dinensicnal gecmetry,
This jurnal, voli, lB(l?El),pp,475~479.
[2]Ha11 M. :Proiextive planes and rulated topics, Califcrnina
ingtitut of tehnology (1954,
3]Janié M, :dedan nalin projektceovanja n=-dimencioneg suklidsk-
og prostora, Zbornik radova, Tehnilki fakultet
Bor (1980/81).
E&]Janié Me :Projektivna geometr?ja i teorija mreza, Magistar-
ski rad (1977)
[5]Jonssqn B. :Modular laticces and Desargues theoraem,Math.
skand. 2(1954), 295-314,
[6]Kurepa S. tKonadno dimenzionalni vektorski prostori i prim=-
jene,."TehniEka knjiga", Zagreb_(196?).
[7]Prvanovié M, :Projektivna geometrija, "Naudna knjiga',
Beograd(1968).
LB]Vclenec V. :0thocentre and feuerbach’®s hypersphere of an
n-giplex,Glasnik matematidki 10(30)(1975).
[9]Volenec Vo :A generalization of Desargues thszoren in p-

4 N

and some of its consequences,Glasnik matemsgtic-
ki 12(52)(1977).

@Q]énajder Ze :ldredjivanjs tfagcva ravni u Cetvorcdimenzion-
cm prostoru i tragova (n=-2)=dimenzionog prost-
tora u n~dimenzioncm prostoru, Bilten de la
Cocicte des mathematiciens et physiciens de ls
R.P. de Serbie,IX,1-2,Beograd (1957).

[;ﬂ Snajder 2. :kine eigenschaft der spurenbestimung eines

(n-2)-dimensionalen Regumes in einem E, Raun,




Bulletin de la Societe des mathematiciens et
physiciens de la R.P. de Serbie, XI,1-4,

Beograd (1959).

hglénajder 7. :Eine interpretation der graphischen methode
von van den Berg und Mehmke vom standpunkte
der mehrdimensionalen darstellenden geometr-
ie, Bulletion de la Societe des mathematiciens

et physiciens de la R.P. de Serbie, XI,Beograd
(19%59).

I;ﬂ Bop P, sJlunednan aﬁredpa H NDCEKTHBHAA TeOMeTDHA,
Mocxsa 1955,
ﬂ{l@nnﬁnnoa [I.B, tHaueprarTenbras IeoMeTPuUA MHOT OMEDHOI'O
npocrpancfsa H e& OPUHIOKeHHA.J, :H31~E0
| ﬁeHHHrp. yu-ta, 1972,
hﬁlfﬂoroacxnﬁ BeBoey, I'PuneBa Bo¢M.y T'Hatex M.Qo Jss0B, 1978,
HauveprarelibHag TeOMETPYE HA AATODUTMIUECs—
kKo# ocHOEBe,
hé}ﬂyznnoa Coe o BBejrenue B HAYEDTATSABHYHD I'€OMETDHD
MHorcmepﬁHx OIPOCTPAHCTB~l{oy197Ca
hf}Haymoanq HoBo O nmpuMmeHeHHH MHOIOMEDHCH HauepTaTenbHOW
reomefpnn K xogazarexscrs§ HeXOTOPHX TeopeM
nnaﬁnmerpﬁn M CTEDeOMETDHH o—i/@€T O HaYE D
TATeNbHOR TeOMEeTDHH U ee npﬁxoxenao-ma,
1855,
@Q]Hpﬁanmnnxoaa 3¢ Ho OFfofmenue npoekcuf E. Co $10p0Ba,~
MeTOZr HAUEDT., FEOMo, K €€ NPHJACEHEeHHAZ.=1955,
ﬁé]QeTBEpyXHH Hs ®o Mnofomepgag AKCOHOMETPHA~METOLN HaYeDo

I'eOMo ¥ €€ NPUIOXEeHHuR,~1955,

[?d S¢rmop He Bo,Poseniopu 3. P. Juueidinas axrefpa B MHOrO-—

MEDHAA TEeOMEeTPUR.~Mo107C,




Ty o1
. ﬂ,.l..ui\-f

[?ﬂ JxOopHAKOB Jo Ao JIEMEHTH TeODHA CTOYXTYPo=—ii o

I?% Tonanzos Ae L., Hosoxuaxosa H. B., lepsdxosa B. Ho
TeoMeTpHI2CKOEe MOJENHDOBAHAS IDA OHPeAeASHAL HaJIeXHOCTH
e 1eKTPOHHOH anuapaTyPHe. =B KHe!l [IpaKid., TSOM, H HHEX., I'DajfHX3.
Bum. 13.-Kuem, 1971,

[?ﬂ Bell P.O., Generalized of Desargues for n~dimensional space,
Proc.Amer.Soc. 6(1955).

@élLuneburg H. ,Ein neuer Beweis eines hauptsatzes der projekti~
ven Geometrie, Math.Z.87(1965). . .

@§]Luneburg H,,Uber die struktursatze der projektiven Geometrie,
Arch.Mathe (1966).

@é]Mandan SeRe,Desargues’® theorem in n-space, J.Austral.Math.
Soc.1(1960). -

P?]Tallini G.,Su una estensione del teorema di Desargues, Boll.,

ganany ARFANUSANYIA yAoRal ATA
BA ATCIATEYY, REXAHSKY 8 ACFROLMHY
SUHPAHOTE: A
bpoij:

1ﬂ;mrrﬂﬂtﬂrzrzﬂﬂ=:_ﬂ:_‘====m

DNATYM i I




SADRZAJ RADA

PREDGOVCR

1l OSNOVNA SVOJSTVA EUKLIDSKOG PROSTORA seeccsvccccccneesd

1.1 Euklidski n-dimenzioni prostor csecsssssssssesasssaol

1,2 Fuklidska geometrija eecececccoccscncssonecs sosvecoe?

l.3 Euklidski prostor EX dopunjen jednom hiperravil «...4

l.4 Paralelnost, normalnost 1 incideﬁtnost u prostoru E9.5

2 PROJEKTOVANJE n~-DIMENZIONOG EUKLIDSKOG PRCSTORA I

Ll

PRIMENA NA RESAVANJU NEKIH STAVOVA EUKLIDSK
" GEOMETRIJE +eocevocenccscscssssscsssssscssasnsccanaessd
2.1 Projektovanje prostora E® metodom paralelnih
0dseCaka eeecssscssssasccssassscccccncscsssascccsaned
2.l.1 Neki ppstupci projektoﬁanja prostora E® ng ravanl..b
2.1.2 Préjekcija tacke, prave i ravni‘..............a...ll
2.1.3 Odredjivanje prave velidine duZi .eeccececcecccscssl’
Delold PoloZaini 2adaCi eececccsoccsscccsscssascecscncesell
2.2 Primena projektovanja na reSavanju nekih stavova
euklidske geometrije ...........;................;..37
2.2.1 Neki potrebni, dovoljni ili i potrebni i dovoljni
uslovi da bi skup taCaka predstavljao simpleks
nekog. potprostora prostora En..................ﬁ..38
2.2.2 Dezargova TeOrema seesccsscscscscsscscsccsscccscssesdl.
3 n-DIMENZIONA PROJEKTIVNA GEOMETRIJ A ..;..............;55

3.1 I'II'EEQ E§2 i En -.-..---0-.-.------.-1--1---5----¢-t¢-55

- 3,2 Model n~dimenzione projektivne geometrije ececeecees.sbl

LITERATURA -.....Il..lli.Irlll..i'llll."ll‘.i.Iilil.lgl




	001a
	001b
	002a
	002b
	003a
	003b
	004a
	004b
	005a
	005b
	006a
	006b
	007a
	007b
	008a
	008b
	009a
	009b
	010a
	010b
	011a
	011b
	012a
	012b
	013a
	013b
	014a
	014b
	015a
	015b
	016a
	016b
	017a
	017b
	018a
	018b
	019a
	019b
	020a
	020b
	021a
	021b
	022a
	022b
	023a
	023b
	024a
	024b
	025a
	025b
	026a
	026b
	027a
	027b
	028a
	028b
	029a
	029b
	030a
	030b
	031a
	031b
	032a
	032b
	033a
	033b
	034a
	034b
	035a
	035b
	036a
	036b
	037a
	037b
	038a
	038b
	039a
	039b
	040a
	040b
	041a
	041b
	042a
	042b
	043a
	043b
	044a
	044b
	045a
	045b
	046a
	046b
	047a
	047b
	048a
	048b
	049a
	049b

