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Rezime: Ovaj master rad istrazuje vezu izmedu strukturalne Remzijeve teorije i
topoloske dinamike, fokusirajuéi se na KPT korespondenciju. Pre dvadesetak godi-
na u radu [9] autori Kehris, Pestov i Todor¢evié¢ otkrili su iznenadujuéu korespon-
denciju izmedu kombinatornih svojstava klase kona¢no generisanih podstruktura
Frajseove strukture i dinamickih svojstava njene grupe automorfizama. U radu ¢e
biti prikazani koncepti strukturalne Remzijeve teorije i topoloske dinamike neop-
hodni za formulaciju KPT korespondencije. Preciznije, istrazi¢emo kako je grupa
automorfizama, kao topoloska grupa, Frajseove strukture ekstremno amenabilna
(svako njeno neprekidno dejstvo na kompaktnom, Hauzdorfovom prostoru ima fik-
snu tacku) ako i samo ako klasa kona¢no generisanih podstruktura ima Remzijevo
svojstvo. Glavni cilj rada je da se predstave dokaz i neki primeri primene KPT
korespondencije. Ova teorema, danas poznata pod imenom KPT korespondenci-
ja, nakon objavljivanja izazvala je veliku paznju; veliki broj radova u poslednjih

dvadeset godina posvecen je istrazivanjima njenih primena i moguéih uopstenja.
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Glava 1

Uvod

U radu [11], Pestov je dokazao da je Aut(Q, <), kao topoloska grupa, ekstremno
amenabilna, tj. da svako njeno neprekidno dejstvo na kompaktnom Hauzdorfovom
prostoru ima fiksnu tacku. Dokaz ovog rezultata zasniva se na klasi¢noj Remzi-
jevoj teoremi koja kaze da za svako bojenje m-toclanih podskupova prebrojivog
skupa X u k boja postoji prebrojiv podskup Y < X ¢iji su m-toclani podskupovi
obojeni istom bojom. Prosirujué¢i ovaj rezultat, Kehris, Pestov i Todor¢evi¢ u radu
[9] dokazali su da postoji duboka veza izmedu topolosko-dinamickih osobina grupe
automorfizama prebrojive strukture i kombinatornih osobina klase njenih konac-
no generisanih podsktruktura. Konkretno, za prebrojivu, ultrahomogenu i lokalno
kona¢nu strukturu M vazi da je Aut(M), kao topoloska grupa, ekstremno ame-
nabilna ako i samo ako Age(M), klasa kona¢no generisanih podstruktura od M,
ima Remzijevo svojstvo, kao i da su svi ¢lanovi Age(M) rigidni (imaju trivijalne
grupe automorfizama). Ova teorema, poznata kao KPT korespondencija, otvorila
je siroko polje za istrazivanje njenih primena i uopstenja.

Jedno od uopstenja je proSirenje korespondencije na neprebrojive strukture. U
ovom kontekstu, teoremu je uopstila Bartosova u svojoj doktorskoj tezi [2] i radu
[3]. Originalni dokaz Kehrisa, Pestova i Todorc¢evic¢a sustinski koristi prebrojivost
strukture, dok BartoSova predlaze drugaciji pristup u kojem prebrojivost ne igra
znacajnu ulogu. Njen dokaz zasniva se na analizi Stonovog prostora ultrafiltera
topoloske grupe, kao i odgovarajuc¢e Samuelove kompaktifikacije.

Cilj ovog rada pre svega je da predstavimo dokaz KPT korespondencije, pri
¢emu pratimo pristup Bartosove. Glavni rezultat, KPT korespondencija, je dat u
teoremi 3.3, koja je za prebrojive strukture dokazana u [9], a za proizvoljne struk-

ture u [2, 3|. Sam dokaz koji ¢emo predstaviti ve¢ je poznat iz [9], medutim oslanja
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se na tvrdenje 4.2 u [9], ¢iji dokaz sustinski koristi prebrojivost strukture. U ovom
radu, u teoremi 2.17, dacemo dokaz pomenutog tvrdenja u opsStem slucaju. Koliko
je nama poznato, dokaz koji dajemo u radu nije od ranije prisutan u literaturi.
Dokaz KPT korespondencije u opstem slucaju koji daje Bartosova, ne zasniva se
na pomenutom tvrdenju, nego na opstijoj analizi univerzalnog minimalnog toka.
U ovom uvodnom poglavlju predstavljamo potrebne pojmove i rezultate za
dalju analizu u radu. U drugom poglavlju éemo opisati Samuelovu kompaktifi-
kaciju proizvoljne topoloske grupe. Ovde ¢emo dokazati teoremu 2.17, ali takode
¢emo predstaviti i nekoliko osnovnih osobina ekstremno amenabilnih grupa. U po-
slednjem poglavlju dokaza¢emo KPT korespondenciju (teorema 3.3) i navesé¢emo

primere njene primene.

1.1 Ultrafilteri i /X

U ovom delu pratimo strukturu izlaganja iz |7, §|

Definicija 1.1. Neka je X neprazan skup. Familija podskupova od X,F < P(X)
je filter nad X ukoliko je ispunjeno:

1. J¢F, Xed,
2. Ako Ac B XiAeF ondaiBed;
3. Ako A,BeFondai An BeJd.
Primer 1.2. 1. Trivijalan filter — F = {X} je filter nad X.

2. Glawni filter —Za A< X, A # &, A={B < X | A< B} je glavni filter

generisan podskupom A.
3. Freseov filter - F = {A < N | |N\ 4] < oo}.

Definicija 1.3. Neka je X € P(X). Familija K ima svojstvo konacnog preseka ako
zasvakoneNi Ay,..., A, eKXvazi Ain...n A, # .

Definicija 1.4. Neka je X < P(X). Familija (X) < P(X) je definisana sa
Ky={Bc X|(3A;,...,4,eX)Ain...nA, < B}

Lema 1.5. 1. Ako je F filter, tada je (F) =F.
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2. Familija X ima svojstvo konacnog preseka ako i samo ako je (X) filter. Tada

zovemo (K) filter generisan sa K.

Dokaz. 1. Jasno, za B € § imamo B € (F) jer B < B. Sa druge strane, neka je
C € (F). Tada postoje Ay,..., A, € F takvi da je A1 n...n A, < C. Medutim,
vazi Ay n...n A, € F (indukcijom), pa jei C € F.

2. Jasno, ako X ima svojstvo kona¢nog preseka, onda ¢ ¢ (XK), i jasno da za
A, BeX,onda AnB < An B, paje An B e (X);slitno za B 2 A € X. Sa druge
strane, ako je (X) filter, onda & ¢ (X), time za svakone N, Ay n...n A, # &,

pa K ima svojstvo konac¢nog preseka. ]

Definicija 1.6. Filter p nad skupom X je ultrafilter ako je maksimalan filter, tj.
vazi: ako je p’ filter takav da p’ © p, onda je p’ = p.

Lema 1.7. Sledeci iskazi su ekvivalentni:
1. p je ultrafilter nad X ;
2. VAc X)(Aepwyw A€ p);
3. VA, B X)(AuBep=Aepv Bep);
4. VA, .. A X)X =A1u...uA,=3ie{l,....n} A ep).

Dokaz. (1 = 2) Pretpostavimo suprotno. Ako A, A® € p,onda vazii & = An A’ e
p, Sto je kontradikcija. Neka A ¢ p i A® ¢ p. Tada posmatramo na primer skup
puU{A},iprimetimo da ima svojstvo kona¢nog preseka. Kako je p filter, ako postoji
podskup B € p takav da vazi A n B = &, onda bi vazilo B < A%, pa bi vazilo
A® € p. Dakle, skup pu {A} ima svojstvo kona¢nog preseka, pa je familija (pu {A})
filter koji je strogo veci od p, $to je kontradikcija jer je p ultrafilter.

(2 = 3) Pretpostavimo suprotno. Neka je Au Bep,ali A¢ pi B¢ p. Tada
prema pretpostavci, A, B' € p, pajei A' n B = (A U B)' € p jer je p filter. Ali,
to je nemoguce zbog pretpostavke.

(3 = 4) Prvo, jasno je da, posto je p filter, X € p. Sto zna¢i da X = A; U

.U A, € p, pa postoji (indukcijom) neko i € {1,...,n} takvo da je A; € p.
Sa druge strane, ako postoje i,j € {1,...,n} takva da vazi A;, A; € p, onda bi i
A;nAj = J e p, ato je nemoguce jer je p filter.

(4 = 1) Pretpostavimo suprotno. Neka je filter p’ takav da je p’ 2 p, i neka
jeAep ~p Kakoje X = AL A" i A¢ p, vazi A" € p, pai A® € p/. Tada i
@ =An A e ¢/, 5to nije moguce. O

4
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Primer 1.8. 1. Glavni filter A je ultrafilter ako i samo ako |A| = 1. Ako postoji
a,be A,a # b, tada za bilo koji skup B takav da vazi a € B,b ¢ B imamo da
ni B ni B® ne pripadaju filteru fAl, pa tad A nije ultrafilter. Sa druge strane,
za |A| = 1, A = {a} se vidi da za bilo koji skup B < X, ili a € B ili a € B,
Sto znaci da ili B ili B® pripada filteru.

2. Freseov filter nije ultrafilter; jer ni skup {2k | k¥ € N} ni njegov komplement
{2k + 1 | k € N} ne pripadaju filteru.

Koristec¢i aksiomu izbora mozemo lako da dobijemo sledeéi vazan rezultat:

Teorema 1.9 (Teorema o ultrafilteru). Neka je F filter nad X . Postoji ultrafilter
p nad X takav da F < p.

Dokaz. Uocimo familiju {D | D je filter i § < D}, uredenu sa <. Familija je ne-
prazna jer F pripada toj familiji. Ako je L = {F\ | A € A} lanac u toj familiji,
tada je [, I filter, pa i gornje ogranicenje lanca £. Sada prema Cornovoj lemi

postoji maksimalni element u toj familiji, koji je ultrafilter. ]
Posledica 1.10. 1. Postoji ultrafilter nad X.

2. Ako X ima svojstvo konacnog preseka, onda postoji ultrafilter p takav da

X < p.

Dokaz. 1. sledi primenom teoreme 1.9 za trivijalni filter {X}. 2. Prema lemi 1.5

imamo da je (X) filter, pa tvrdenje sledi primenom teoreme 1.9 na (X). O
Definicija 1.11. 1. Sa X obelezavamo skup svih ultrafiltera nad X.

2. Za A< X, definiemo [A] = {pe X | A € p}.
Lema 1.12. Neka su A, B < X.

1. g =0 i [X]=08X;

2. [A] =[A;

3. [An B] =[A] n[B].

Dokaz. 1. Za svaki ultrafilter pe X, ¢ pi X ep, paje ] = i[X]|=pX.
2. Znamo da za A € X i p € BX, p e [A]° ako i samo ako p ¢ [A], ako i samo

ako A ¢ p, ako i samo ako A" € p, ako i samo ako je p € [A"].
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3. Imamo p € [A n B] ako i samo ako A n B € p, ako i samo A, B € p (zbog
osobina filtera), ako i samo ako je p e [A] i p e [B], tj. p € [A4] n [B]. O

Napomena. Prema lemi 1.12, podskupovi [A] generigu topologiju ¢ija je to baza.
Takode, ti skupovi su bazni elementi koji su i otvoreni i zatvoreni. Prostor X sa

ovom topologijom zovemo Stonov prostor.
Teorema 1.13. Stonov prostor X je Hauzdorfov, kompaktan i totalno nepovezan.

Dokaz. Neka su p,q € 8X,p # q, tada postoji podskup A < X takav da je Aepi
A ¢ q. Odatle sledi da je p e [A] i ¢ € [A]' = [AY], pa je prostor Hauzdorfov. Neka
je sad {[A;] | i € I} pokriva¢ baznim skupovima. To je ekvivalentno sa ¢injenicom
da (;y[4%] = &, pa familija {4} | i € J} nema svojstvo konatnog preseka, pa
postoji kona¢no mnogo skupova A% takvih da je A% n ... n AY = &, odakle je
i[4S~ ... 1 [AY] = &; dakle, skupovi [Ay],...,[A,] €ine konadan potpokrivad.
Konacno, totalna nepovezanost sledi iz ¢injenica da je Stonov prostor Hauzdorfov

i ima bazu otvoreno-zatvorenih skupova. O

Napomena. Skup X mozemo da identifikujemo sa gustim podskupom prostora
pX. Za a € X, {a} je ultrafilter, pa imamo utapanje X — X dato sa a — {a}.
Prema ovoj identifikaciji X je i gust u X jer za svaki @ # A € X ia € A,

{a} € [A].

Glavni ultrafilter {a} krac¢e éemo oznacavati a.

Definicija 1.14. Neka je G grupa i G prostor svih ultrafiltera nad njom. Defi-

nisemo dejstvo G —~ GG sa
g-p={gA|Aep}
Lema 1.15. 1. Gornja formula zaista dobro definise dejstvo.
2. Za g,he G 'Uazvig-?z:;}\z.

Dokaz. 1. Za g € G i p ultrafilter, lako vidimo da g-p = {gA | A € p} jeste
ultrafilter jer je translacija A — gA automorfizam Bulove algebre P(G). Imamo

da je Ae g-p ako i samo ako g~ 'A € p, pa vazi
Aeg-(h-p)eglAeh-pehlgltdepe (gh) 'Aep<= Ae(gh) p.

Kako je ocigledno i e - p = p, gornja definicija zadaje dejstvo.
2. Aeg- h ako i samo ako g tAe ?L, tj. ako i samo ako h € g7 A, ako i samo

ako gh € A. Poslednje je ekvivalentno sa A € al\z ]
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Definicija 1.16. Neka je p € BG. DefiniSemo unarnu operaciju ¢, na podskupo-

vima grupe G sa
hA={geG|g'Aept={geG|Acg p}

Lema 1.17. Neka jepe G, ge G i A< G.

1. 0,0 = 1 0,G =G

2. 0, Cuva skupovne operacije;

3. 0p cuva inkluziju, tj. 0,A < 0,B, za A< B < G

4. Op(gA) = gapA;

5. OgpA = (0,A)97;

6. 0;A=Ag™ .

Dokaz. Deo 1. je ocigledan.

2. Dovoljno je dokazati da operacija ¢uva komplement i presek, tj. 0,(An B) =
A N 0,B, 0,(AY) = (0,A)". Tmamo g € J,(A n B) ako i samo ako An Beg-p,
ako i samo ako A€ g-pi B € g-p (osobina filtera), ako i samo ako g € 0,A N 0,B.
Imamo takode g € 0,(A") ako i samo ako A’ € g - p, ako i samo ako A ¢ g - p, ako i
samo ako g ¢ 0,4, §to je ekvivalentno sa time da je g € (0,4)".

3. Neka su A € B < G. Vazi g € d,A ako i samo ako A € g - p, Sto povlaci
i B € g-p (osobina filtera), i to je ekvivalentno sa time da je g € 0,B. Dakle,
OpA S 0,B.

4. Tmamo: h € 0,(gA) ako i samo ako gA € h-p, ako i samo ako A € g~ h - p, tj.
ako i samo ako g~'h € 3,4, §to je ekvivalentno sa h € g(0,A).

5. Vazi h € 0,,A ako i samo ako A€ h- (g-p), ako i samo ako A € hg - p, ako i
samo ako hg € d,A, §to je ekvivalentno sa h € (0,A)g™".

6. Vazi h € d;A ako i samo ako h™'A € g, ako i samo ako g € h™' A, ako i samo

ako hg € A, §to je ekvivalentno sa h e Ag—1. O

Definicija 1.18. Neka su p, g € SG. DefiniSemo binarnu operaciju na SG sa:
prq={AcG|dAe€p}

tj. A€ p+q ako isamo ako ;A € p.
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Lema 1.19. 1. BG je zatvorena za *;
2. OprgA = 0,0,4;
3. (BG, =) je polugrupa;
4 Grp=g-p. Grh=gh;

5. preslikavanje p, : G — BG, dato sa p,(x) = x + p je neprekidno i vaZi
Py 1Al = [6,A].

Dokaz. 1. Primetimo da je G € p = q jer po lemi 1.17, 0,G =G € p, a & ¢ p*q jer
040 = ¢p. Nekajesad Aepxqi Ac B< G. Tada je 0,Aepid,A < 0,B sto
povlaci d,B € p, tj. B € p*q. Neka su A, B € p * q. Po definiciji je 0,4, 0,B € p, pa
je po lemi 1.17, 0,(An B) = d,A n dB € p, tj. An B € p*q. Odatle zaklju¢ujemo
da je p = q filter. Pretpostavimo da A ¢ p=q. Tada 0,A ¢ p, pa 9,(A*) = (0,A)" € p,
odakle A € p * ¢, pa je p ¢ ultrafilter.

2. Znamo da je g € Opy A ako i samo ako g~ A € pxq, ako i samo ako 0,(g7A) €
p, tj. ako i samo ako g~'0,A € p, §to je ekvivalentno sa g € 9,0, A.

3. Prema 1 dovoljno je dokazati asocijativnost. Prema 2 imamo A € p = (q = r)
ako i samo ako 0y A € p ako i samo ako 7,0, A € p ako i samo ako 0,4 € p * g, §to
je ekvivalentno sa A€ (p=q) =r.

4. Vazi A € g = p ako i samo ako 0,A € g, ako i samo ako g € 0,4, ako i samo
ako A € g - p. Odatle dobijamo i g = h = qg- h = ;?L, Sto dokazuje i drugi deo.

5. Za x € G imamo: x € p,'[[A]] je po definiciji ekvivalentno sa x «p € [A], ako

i samo ako A € z * p, ako 1 samo ako 0,4 € z, §to je ekvivalentno sa z € [0,A4]. O

1.2 Polugrupe sa topologijom

U ovom odeljku pretpostavljamo sledece:

Pretpostavka. S je polugrupa sa Hauzdorfovom kompaktnom topologijom, takva

da su preslikavanja x — xa neprekidna, za svako a € S.

Napomena. Preslikavanja x — za, a € S, su i zatvorena kao neprekidna presli-

kavanja iz kompaktnog u Hauzdorfov prostor.

Definicija 1.20. 1. Skup I < S, I # ¢ zovemo levim idealom, u oznaci I <.5,
ako je I # (J, I je (topoloski) zatvoren, i vazi ST < I.
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2. Zaskup A < S, sa J(A) = {x € A | 2? = 2} ozna¢avamo skup svih idempo-

tenata u A.

Napomena. Primetimo da kad je [ < 5, za svako a € S vazi i la < S. Jasno
Ia # &, imamo S(la) = (SI)a < Ia, i Ia je zatvoren kao slika zatvorenog skupa

I pri zatvorenom preslikavanju x — xa.
Lema 1.21. S sadrzi minimalni ideal.

Dokaz. Oznac¢avamo sa JF familiju svih ideala. Jasno, S € F. Po Hauzdorfovom
principu mozemo da izaberemo maksimalan lanac £ < F. Skup M = (£ je
neprazan po kompaktnosti prostora S, zatvoren i vazi SM < M, pa je M € F.
Odatle sledi da je M trazeni minimalni ideal. ]

Lema 1.22. Za F # g, F < S takav da je F?> € F, vazi J(F) # &.

zatv.

Dokaz. Neka je F = {Z < F | Z je neprazan, zatvoren i Z? € Z}; jasno, F € F.
Izaberemo po Hauzdorfovom principu £ < F maksimalan lanac. Tada imamo
Z = (£ neprazan zbog kompaktnosti prostora, zatvoren i vazi Z> € Z,pa Z € L i
Z je minimalan neprazan zatvoren podskup od F' takav da Z? < Z, po konstrukciji.
Neka je sad a € Z. Tada je Za takode neprazan i zatvoren (x — za je zatvoreno
preslikavanje), i (Za)(Za) € Z%a S Za, tj. Za € F; kako je Za < Z* < Z, mora
da je Za = Z, iz minimalnosti Z. Sad definisemo Y = {z € Z | za = a}. Kako
je Za = Z, Y je neprazan. Posto je f : Z — Z preslikavanje dato sa f(x) =
za neprekidno, Y = f~1[{a}] je zatvoren jer je prostor Hauzdorfov. Kona¢no, za
21,72 €Y, 11290 = 110 = a, pa i x125 pripada Y, tj. Y2 C Y, a kako je Y < Z,
dobijemo da je Y = Z (zbog minimalnosti od Z). Dakle, a € Y, pa je a®> = a, i
)+ . O

Lema 1.23. Neka je M < S minimalan ideal. Tada:
1. J(M) # &;
2. zaueJ(M) ixe M vaZi zu = x.

Dokaz. 1. M zadovoljava uslove leme 1.22.

2. Primetimo da je Mu ideal i Mu < M, pa je Mu = M zbog minimalnosti.
Dakle, Za x € M imamo y € M takvo da vazi yu = x. Odakle je zu = (yu)u =
yu? = yu = . ]
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Teorema 1.24. Neka su M i N minimalni ideali u S, i neka je v e J(N). Tada

je x — xv homeomorfizam ideala M i N.

Dokaz. Znamo, Mwv je ideal, i iz Mv < N sledi Mv = N, iz minimalnosti N.
Pa imamo dobro definisano preslikavanje f : M — N, f(z) = zv, koje je i ne-
prekidno kao restrikcija neprekidnog preslikavanja = — zv. DefiniSemo sad skup
Z ={x € M | xzv = v}, koji je neprazan (jer Mv = N) i zatvoren podskup od
M (kao inverzna slika f~![{v}]) takav da vazi Z? < Z. Prema lemi 1.22, Z sadrzi
idempotent, tj. Ju € J(Z). Odatle je i w € J(M) i uv = v. Na isti na¢in, u odnosu

na u mozemo naci idempotent v’ € J(N) takav da je v'u = u. Tada je:
v=uv=vuw=1vv="10

gde je poslednja jednakost ispunjena prema lemi 1.23. Dakle, vazi vu = u. Na isti

nacin kao i za f, imamo neprekidno preslikavanje g : N — M dato sa g(y) = yu.

Kako vazi g(f(z)) = g(av) = zvu = 2u = z, 1 f(g(y)) = f(yu) = yuv = yv =y,
gde u oba izvodenja poslednja jednakost vazi prema lemi 1.23, vidimo da su fig

uzajmno inverzna neprekidna preslikavanja. Dakle, f je homeomorfizam. ]

1.3 Topoloske grupe

Radimo po rezultatima pokazanim u [1].

Definicija 1.25. Topoloska grupa je topoloski prostor G koji je takode i grupa,

takav da su grupne operacije
T GxGE -G, (v,y)—x-y i
G -dG, et
neprekidne, gde je topologija na G x G Tihonovljeva.

Primer 1.26. 1. (R,4,—,0) je topoloska grupa sa uobi¢ajenom euklidskom

topologijom.

2. (Z,+,—,0) je topologka grupa sa diskretnom topologijom (svaka grupa sa

diskretnom ili antidiskretnom topologijom je topoloska).

3. GL(n,C), tj. grupa matrica n x n sa nenula determinantom sa matri¢nim
mnozenjem, i SL(n,C) grupa matrica sa determinantom jednakom 1, topo-

loske su grupe sa topologijom nasledenom iz cr.

10
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Teorema 1.27. Neka je (G,e) topoloska grupa, gde je e neutral, i a € G. Levi i
desni translati

L,:G— G, g—ag, 1
R,:G— G, g—ga
su homeomorfizma.

Dokaz. Preslikavanje L, je zapravo kompozicija dvaju neprekidnih preslikavanja:
G—>GxG, g—(a,9), za ge G, ac G fiksirano, i

GxG—G, (v,y) — xy, zax,yeqG.
Takode, neprekidno preslikavanje L,-1 je inverz od L, jer L,-1(La(g)) = Lo-1(ag) =
atag=g=aa"lg=L,(a"'g) = Ly(La—1(g)). O

Napomena. Neka je (G, e) topoloska grupa i B lokalna baza oko e (tj. familija
otvorenih skupova koji sadrze e takva da svaki otvoren skup koji sadrzi e sadrzi
i neki skup iz B). Primetimo da za svaki element g € G i otvorenu okolinu V' € B

od e vazi gV = L,(V) i Vg = Ry(V) su otvoreni skupovi.

Teorema 1.28. Neka je G topoloska grupa, i neka je H € G otvorena podgrupa
(tj. podgrupa koja je i otvoren skup u G). Tada je H i zatvorena.

Dokaz. Neka je y € G ~ H. Kako je koset yH otvorena okolina od y, koja je

disjunktna sa H, mozemo da vidimo da je G\ H = U yH, tj. unija otvorenih
yeGNH
skupova, pa je sam i otvoren. Odatle je njegov komplement H zatvoren. [

1.4 Grupe automorfizama

Neka je £ jezik prvog reda i M = {X,{R;}ier, {fj}jess {Ck}rex} jedna £ —
struktura. Posmatramo grupu permutacija skupa X, Sym(X), sa operacijom kom-
pozicije funkcija. Grupa automorfizama od M, Aut(M), je podgrupa elemenata od
Sym(X) koji ¢uvaju L-strukturu, tj. za o € Sym(X), o € Aut(M) akko

l.zasveielixy,...,vo€X, Ri(x1,...,2,) <= Ri(o(x1),...,0(z));
2.zasvejeJin,...,xne X, o(fij(xr,...,2,)) = fi(o(x1),...,0(xy)); i
3. zasve ke K, o(c;) = ¢g.

11
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Definicija 1.29. Struktura M je lokalno konacna ako je svaka kona¢no generisana
podstruktura od M konacna. M je ultrahomogena ako se svaki izomorfizam izmedu

dve kona¢ne podstrukture profiruje do automorfizma od M.

Napomena. Ako £ ne sadrzi funkcijske simbole (J = ¢J) i ima kona¢no mnogo

simbola konstanti (|K| < o), M je lokalno konacna.

Na grupi Sym(X) moZzemo da definiSemo topologiju na sledeé¢i na¢in. Posma-
trajmo X kao diskretni topoloski prostor. Tada X, familija funkcija X — X,
ima Tihonovljevu topologiju na sebi, pa Sym(X), kao podskup od X*, nasleduje
topologiju potprostora. Tada je baza topologije na Sym(X) odredena okolinama
neutrala S4 = {g € Sym(X) | g(a) = a, a € A}, gde je A < X konacan podskup.

Neka je sad G < Sym(X) podgrupa, i neka je A < X kona¢an podskup,

definiSemo:
o tacka-po-tacka stabilizator od A, G4 = {ge G | (Va€ A) ga = a}; i
o skupovni stabilizator od A, Gay = {g € G | g[A] = A}.
Teorema 1.30. Neka je G < Sym(X). Sledeci iskazi su ekvivalentni:
1. G je zatvorena podgrupa,
2. G = Aut(M), za neku strukturu M na skupu X;

3. G = Aut(M), za neku ultrahomogenu, lokalno konacnu relacijsku strukturu
M na skupu X.

Dokaz. (1 = 3) Uo¢imo dejstvo G —~ X" dato sa g (z1,...,%,) = (921, ..., 9%p).

Neka su O,,;, 7 € I,,, orbite tog dejstva. Uoc¢imo relacijsku strukturu

M = (X, {Oni}tn>1.er,)-

Dokaza¢emo da je M Zeljena struktura.

Dokazimo najpre da je G = Aut(M). Jasno je da je G < Aut(M). Neka o ¢ G.
Kako je G zatvorena podgrupa, postoji bazna okolina O permutacije o takva da
O n G = &; neka su ay,...,a,,b1,...,b, € X takvi da je O = {mr € Sym(X) |
m(a;) = b;}, inekaje O,; = G- (ay,...,a,). Kakoje GNO =, (by,...,b,) ¢ Ony,
pa o nije automorfizam strukture M. Dakle, G = Aut(M).

12
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Struktura M je lokalno konaé¢na jer je relacijska, pa dokazimo da je i ultraho-
mogena. Neka su (aj,...,a,) i (by,...,b,) nosaci dveju kona¢nih podstruktura, i

f izomorfizam tih struktura, t;j.

1l l\

(al,...,an) (b17~--7bn)-

Jasno je tad da (ay,...,a,) € O,; ako i samo ako (by,...,b,) € O,;, jer f Cuva
relacije. Odatle iz ¢injenice da pripadaju istoj orbiti, postoji g € G takvo da je
g-(a1,...,a,) = (b1,...,b,); g je zeljeni automorfizam koji prosiruje f.

(3 = 2) je ocigledno.

(2= 1) Neka je m € Sym(X) \ G. Kako 7 ¢ G = Aut(M), imamo tri slucaja:

1° 7 ne poStuje relaciju R. Neka su aq,...,a, € X takvi da, bez umanjenja op-
stosti, R(ay,...,a,), ali =~R(m(a1),...,m(a,)). Jasno je da 7 pripada baznoj
okolini O = {x | x(a1) = 7(a1),...,x(a,) = 7(a,)} idajeOnG=(.

2° m ne postuje funkciju f. Neka su aq,...,a, € X takvi da w(f(ay,...,a,)) #

f(m(a1),...,m(a,)). Jasno da 7 pripada baznoj okolini
O ={x| (Vi <n) x(a;) = m(a:), x(far,...,an)) = 7(f(as,...,an)},
idajeOnG=¢.

3° 7 ne postuje konstantu c. Tada 7(c) # ¢, pa 7 pripada predbaznoj okolini
O = {x | x(c) =(c)}, ijasno O n G = .

Dakle, ako m € Sym(X) \ G, onda postoji okolina O permutacije 7 disjunktna sa
G, pa 7 ¢ G. Odatle, G = G, tj. G je zatvorena podgrupa. ]

1.5 Tokovi

Definicija 1.31. Neka je G topoloska grupa koja dejstvuje na topoloski prostor
X (X ¢e uvek biti kompaktan Hauzdorfov prostor).

1. X je G-tok ako je dejstvo neprekidno kao preslikavanje G x X — X

2. Y € X je G-podtok od X ako je Y zatvoren podskup od X koji je invariaj-

natan u odnosu na dejstvo (tj. Y je zatvoren i sam po sebi G-tok);

3. G-tok X je minimalan ako nema prave G-podtokove; G-podtok od X je

minimalan ako je minimalan kao G-tok;

13
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4. G-homomorfizam G-tokova X i Y je neprekidno preslikavanje ¢ : X — Y
koje postuje dejstvo, tj. (Vge G,z e X) p(g-x) =g - p(z);

5. G-tok Y je kolicnik G-toka X ako postoji G-homomorfizam X - Y;

6. minimalni G-tok je univerzalni minimalni G-tok ako je svaki minimalni G-

tok njegov koli¢nik;

7. G-ambit (X, z0) je G-tok X sa istaknutom tackom zy € X koja ima gustu
orbitu: G - x¢g = X;

8. G-homomorfizam G-ambita (X, z0) — (Y,y0) je G-homomorfizam tokova

koji dodatno slika zy u ¥o;

9. G-ambit (Y,yo) je kolicnik G-ambita (X, x¢) ako postoji G-homomorfizam
(X, 20) = (Y, 90);

10. G-ambit (X, x) je najveéi ako je svaki drugi G-ambit njegov koli¢nik.

Dokazacemo da svaka topoloska grupa ima najveéi G-ambit, kao i minimalni
univerzalni G-tok.

Sada ¢emo da damo primer G-toka koji ée nam biti bitan kasnije.
Definicija 1.32. Neka je X beskonacan skup i G < Sym(X) podgrupa.

1. Sa LO(X) ozna¢avamo familiju linearnih uredenja na X. Kako <e LO(X)
moZemo da vidimo kao element u 2%*% | prirodno imamo LO(X) < 2X*¥  pa
LO(X) nasleduje topologiju potprostora iz 2% *X, gde je topologija na 2%X*X
Tihonovljeva, dobijena od diskretne topologije na 2. Primetimo da je 2%*X

kompaktan, Hauzdorfov prostor.
2. Grupa G dejstvuje na LO(X) sa: a(g- <)b ako i samo ako g~ la < g~'b.

Lema 1.33. 1. LO(X) je zatvoren u 2X*%. Dakle, LO(X) je kompaktan Hau-

zdorfov prostor.
2. LO(X) je G-tok u odnosu na definisano dejstvo.

Dokaz. 1. Neka p € 25X \ LO(X). Kako relacija p nije strogo linearno uredenje

na X, imamo tri slucaja:

14
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1° p ne zadovoljava irefleksivnost, tj. imamo = € X takvo da xpz. Tada p
pripada predbaznoj okolini O = {y € 2X*¥* | x(x,2) = 1}, i jasno je da
OnLOX)=g.

2° p ne zadovoljava tranzitivnost, tj. imamo z,y,z € X takve da zpy, ypz i
x pz. Tada p pripada baznoj okolini O = {y € 22X | x(z,y) =1, x(y,2) =
1, x(z,2) = 0)}, i jasno je O n LO(X) = &.

3° p ne zadovoljava linearnost, tj. imamo z # y € X takve da z gy iy gx. Tada
p pripada baznoj okolini O = {x € 2X*X | y(z,y) = 0 = x(y,z)}, i ponovo
OnLOX)=g.

Prethodno pokazuje LO(X) = LO(X), pa je LO(X) zatvoren skup u 2%*¥.

2. Lako vidimo da data formula, a(g- <)b ako i samo ako g~'a < g~'b, dobro
definise dejstvo G —~ LO(X). Dokazimo da je ovo dejstvo ¢ : G x LO(X) —
LO(X) neprekidno. Dovoljno je da dokazemo da je inverzna slika predbaznog skupa

otvorena. Uoc¢imo predbazni skup O = {< € LO(X) | a < b} u LO(X), i neka

1

je element (g, <) € ¢ '[0]; dakle, g~'a < g~ 'b. Dovoljno je da dokaZemo da je

otvoreni boks
I = gGg1ag-1y x {=eLO(X) | g la<g b},

koji oc¢igledno sadrzi (g, <), sadrzan u inverznoj slici od O pri dejstvu ¢. Neka je

(gh,<) € II proizvoljan element. Primetimo da
algh-<)b < hlgla<h™g7'b = gla<g™'b

jer h € Gig144-15y. Kako i g~'a < g7'b, zakljucujemo gh - < € O. Dakle, ¢~ '[0] je

otvoren. L]

1.6 Age(M)

Definicija 1.34. Klasu svih kona¢no-generisanih podstruktura strukture M ozna-

¢avamo sa Age(M) = {A < M | A kona¢no generisana}.
Definicija 1.35. Neka je K klasa.

1. Kazemo da X ispunjava nasledno svojstvo (HP) ako za A € X i kona¢no

generisanu podstrukturu B od A vazi da K sadrzi i B.
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2. Kazemo da X ispunjava svojstvo zajednickog utapanja (JEP) ako za A, B € X
postoji C € K takva da se A, B utapaju u C:

3. Kazemo da X ispunjava svojstvo amalgamacije (AP) ako za A, By, By € K,
fii:A—> Biify: A By, postoje CeX, g : By — C1igs: By — C takvi
da g1 f1 = gafo:

C
g . L g
el N
Bl O BQ
R /f2
A

Teorema 1.36. Neka je M struktura.
1. Age(M) zadovoljava HP i JEP.
2. Ako je M wultrahomogena struktura, onda Age(M) zadovoljava i AP.

Dokaz. Deo 1. je ocigledan. Pretpostavimo da je M ultrahomogena struktura, i
pretpostavimo da su A, By, B, € Age(M), fi: A< By i fo : A < Bs. Primetimo
da je fofi' @ fi(A) S fo(A) izomorfizam, pa iz ultrahomogenosti od M sledi
da postoji automorfizam ¢ koji ga prosiruje. Neka je C' = {(¢p(B;) u By) < M.
Primetimo C' € Age(M), i definisimo

g1:B1 = C, g1(b) = ¢(b), be B,
gs : B2 — C, gg(b) = b, be BQ.

Po konstrukciji, g1, g2 su utapanja u C' i vazi za svako a € A:
g fila) = ¢fila) = foaf 7 fila) = fala) = g2 fo(a).

Dakle, g1 fi = g2 fo. [
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Glava 2

Samuelova kompaktifikacija

2.1 Najveéi ambit oG

U ovom odeljku ¢emo dokazati da svaka topoloska grupa ima najveéi ambit.
Podsetimo se da je G-ambit (X, ) najveéi ako za svaki G-ambit (Y, yo) postoji
surjektivni G-homomorfizam (X, xo) — (Y, yo). Radi lakSeg rac¢una, pretpostavice-
mo da grupa G ima lokalnu bazu B oko neutrala sa¢injenu od otvorenih podgrupa,
i da je B zatvorena za konac¢ne preseke i konjugaciju (V € B povlaci gVg~! € B).
Ova pretpostavka je ispunjena za grupe koje éemo izucavati ovde, ali napomenimo
da svi rezultati izloZeni ovde, uz nesto tehnicki slozenije dokaze, vaze i u opstem
slucaju.

Sa G oznac¢avamo fiksiranu topolosku grupu, a sa B lokalnu bazu oko neutrala

otvorenih podgrupa.

Definicija 2.1. Neka je p e fG, V € B otvoreni bazni element oko neutrala u G.
Definisemo p' = {VA |V € B, A€ p}.

Napomena. p S pjereeV paje VA2 A i VAep.

Na G definisemo relaciju ~ sa: p ~ ¢ ako i samo ako p’ = ¢’. Jasno je da je ~
relacija ekvivalencije na SG. Klase ekvivalencije [p]. oznacavamo sa p. Specijalno,
g je klasa ekvivalencije glavnog ultrafiltera [g].. Koli¢nicki skup SG/. obelezava-
mo sa 0G; oG je topoloski prostor sa koli¢nickom topologijom, tj. skup O < oG je
otvoren ako samo ako je 7~ [O] otvoren, gde je 7 : 3G — oG koli¢nicko preslika-

vanje 7(p) = p. Koli¢nicki prostor oG naziva se Samuelova kompaktifikacija grupe

G.
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Lema 2.2. Sledeci iskazi su ekvivalentni:
1. p~gq;
2. WeB) (VAep) VAeg;
3. (WeB) (VAeq) VAep;

Dokaz. 1z simetri¢nosti 2 i 3 dovoljno je dokazati (1 =2), (2A3=1)1i (2= 3).

(1=2)Izp <p, ¢ <¢q imamo dazasve Ve B Aecp VAep =¢, pa
VAegq.

(2 A3 = 1) Dokazimo p’ < ¢’. Neka V € Bi A € p. Prema 2, VA € ¢, pai
VA= (VV)A=V(VA) e . Inkluzija ¢’ < p’ sli¢no sledi iz 3.

(2 = 3) Neka je V € B, A € q. Pretpostavimo da VA ¢ p, tj. (VA) € p. Tada
prema 2, V(VA)' € ¢, pa jeiskup AnV (VA" neprazan jer pripada ¢, time postoje
ae AveV,be (VA takvi da je a = vb; medutim, tada b = v™la € VA, &to je
kontradikcija. O

Prethodna karakterizacija direktno daje:

Posledica 2.3. p = ﬂ [V A]. Specijalno, klasa p je zatvoren skup u BG.

VeB
Aep

Lema 2.4. 1. Za Z < BG zatvoren skup takav da je p n Z = &, postoje
Ve B, Aep takvi da je VA nZ = &.

2. Ako p # q, tada postoje VW € B, A€ p, Be q takvi da [VA|n[WB] = .

Dokaz. 1. Prema posledici 2.3, pnZ = ¢ daje ﬂ [VA|nZ = & paiz kompaktnosti

VeB
Aep
n

prostora G postoje V; € B, A; € p takvi da je ﬂ[ViAZ-] N Z = . Uzmimo sad

i=1
n

V=Vin..nV,eBiAd=A . .nA,ep Jasno, [VA < [|[ViA], pa sledi
=1

VAnZ=.

2. Posto je ~ relacija ekvivalencije, p # ¢ implicira p n ¢ = . Prema 1.
postoje V e B i A € p takvi da je [VA] n ¢ = . Ponovo primenjujuci 1. postoje
W e B, B € q takvi da vazi [VA| n [WB] = . O

Lema 2.5. 1. p~q povlaci g-p~ g-q;
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2. Ako p ~ q, tada (YV € B) (VA< G) 0,(VA) =0,(VA);
3. ZaVeB ACG, ipe G jeVI,A< d,(VA);
4. Akop ~q, r~s, ondajep=r ~q=s.

Dokaz. 1. Dovoljno je, prema lemi 2.2, da proverimo (VV € B,Aeg-p) VAe g-q.
Neka je V € B, A € g-p. Tada je g7'A € p, i kako je ¢7'Vg € B, iz p ~ ¢
(tj. karakterizacije 2 iz leme 2.2) dobijamo ¢ 'VA = (¢7'Vg)(g*A) € ¢q. Dakle,
VAeg-q.

2. Neka je p ~ ¢,V e B,i A < G. Imamo g € 0,(VA) ako i samo ako
VAeg-p,tj. akoisamo ako VA € g- ¢ (prema 1. i karakterizaciji 2.2 i ¢injenici
da VA =V(VA)), ako i samo ako g € 0,(V A).

3.NekajeveVigedyA tj. Acg-p. Tadav 'VA=VAeg-pjer AC VA,
paje VAewv-(g-p) =vg-p,tj. vge d,(VA).

4. Dovoljno je da dokazemo da p ~ g povla¢i p=r ~ g*rir=p ~ r=q. Neka
jeVeB, Aep=r, tj. 0,A€p. Lema 2.2 daje VJ,A € q, pajeid.(VA)€q prema
3, odakle jei VA€ q=r; dakle, p*r ~ g+ r prema lemi 2.2. Sa druge strane, neka
jeVeBiAerx«p, tj. d,Aer. Tada jei Vi,Aer, pajeid,(VA)er prema 3,
odakle je 0,(VA) € r prema 2, tj. VA e r=q; dakle, r«p ~ r+q prema lemi 2.2. [

ZaV e BiAc G direktnu sliku 7[[V A]] ¢emo obelezavati sa [V A]. Sledeca

lema dokazuje da ovakvi skupovi ¢ine bazu za Samuelovu kompaktifikaciju:
Lema 2.6. 1. pe[VA] uoG ako i samo ako p < [VA] (kao skup u BG);
2. m Y [VA]] = [VA];
3. [V A] je otvoreno-zatvoreni skup;
4. [VA] ¢ine bazu za topologiju na oG.

Dokaz. 1. p e [VA] = n[[VA]] znadi da postoji ¢ ~ p takav da je g € [V A], tj.
VA€ q. Prema lemi 2.2, VA = V(V A) € p, pa prema posledici 2.3, p < [V(V A)].
Ponovo, kako je V(VA) =V A, sledi i p < [V A]. Drugi smer je oc¢igledan.

2. Jasno, [VA] c 7Y [VA]] = 7 r[[VA]] jer je uvek S = f~'[f[S]] za bilo
koju funkciju f i skup S. Neka je p € 7 [V A]], tj. p € [VA]. Tada je p < [V A]
prema 1, pa specijalno i p € [V A].
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3. sledi direktno iz prethodne tacke jer je [V A] otvoreno-zatvoreni skup, i in-
verzna slika otvoreno-zatvorenog skupa pri koli¢nickom preslikavanju je otvoreno-
-zatvorena.

4. Neka je O < oG otvoren skup, tj. 77 [O] je otvoren u BG, i neka je p €
O. Treba da nademo [V A] takav da p € [VA] < O. Primetimo da iz p € O

sledi p < 71O, tj. ﬂ[VA] c 7 '0]. Zbog kompaktnosti imamo da postoje

VeB
Aep
n

Vie BiA epzal < i < n, takvi da je ﬂ[ViAi] c 7 '0]. Neka su sad

=1
n n

V=[]VieBiA=/[)ep Tada vazi [VA] < [ |[ViA] € = '[O0], tj. imamo
i=1 i=1 i=1
da je p e [VA] = n[[VA]] < 7[7m[O]] = O, gde poslednja jednakost vazi jer je

koli¢nicko preslikavanje 7 ,na”. [
Teorema 2.7. Prostor oG je kompaktan, Hauzdorfov prostor.

Dokaz. Jasno, oG je kompaktan kao neprekidna slika kompaktnog prostora SG.
Neka su p i ¢ razli¢ite tacke, tj. p n ¢ = & kao skupovi u SG. Tada po lemi
2.4 imamo VW € B i A € p,B € q takve da je [VA| n [WB] = &J. Kako p €
[VA], g e [WB]|,toipe [VA]iqge [WB],ivazii [VA] n [WB] = & jer je
7 [VA] n [WB]] = 7 Y[VA]] n 7 Y[WB]] = [VA]n [WB] = & i 7 je ,na’.
Time smo dokazali da je G Hauzdorfov. ]

—~—

Koristeci lemu 2.5 imamo dobro definisano dejstvo G — oG datosa g-p = g - p.
Prema lemi 1.15, za g, h € G je g-iNL:g-iAz:gf]\ﬁ.

Sledeéi rezultat éemo dokazati kroz niz koraka:
Teorema 2.8. (0G,¢) je najveci G-ambit.

Dokaz. Po teoremi 2.7 znamo da je oG kompaktan i Hauzdorfov. Treba sad da
dokazemo da je gore zadato dejstvo neprekidno, da € ima gustu orbitu, i da za
svaki G-ambit (X, z¢) postoji homomorfizam G-tokova f : cG — X takav da je
f(€) =z idaje f,na” tj. da je X koli¢nik od oG.

Korak 1: Dejstvo G — oG je neprekidno.

Dokaz. Neka je ¢ : G x 0G — oG dato dejstvo, i neka je [VA] € oG bazni
element, i neka je (g,p) € p ![[VA]]; dakle, g-p = g - p € [VA]. Posmatramo
Vg x [¢g71V A] otvoreni boks oko elementa (g, p). Zaista, Vg jeste otvorena okolina
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oko g u G jer su translacije homeomofizmi. Kako je g~ p € [V A], prema lemi 2.6
vazi g p < [VA], tj. VA € g-p, odnosno ¢g~'V A € p, pa je p € [g7'V A], odakle
p € [g7'V A]; iz ¢injenice da je g7'VA = (¢7'Vg)(g7'A) sledi da je i [¢g7'V A]
bazna okolina u oG. Neka je sad v € V, i § € [¢g7'VA], tj. g7V A € ¢, pa je
VA=vVA=vgg'VAevg q, tj.vg-§=vg-qe [VA], odnosno Vg x [¢7'VA] =
o ![[V A]], ¢ime je dokazano da je dejstvo neprekidno. ]

Korak 2: Orbita od € je gusta.

Dokaz. Kako je g - € = g, dovoljno da nademo u svakoj nepraznoj baznoj okolini
[V A] neki glavni filter §. Kako je A # (J, neka je g € A, pa jeige VA, odnosno
g € [VA], pasledi da je g e [V A]. O

Dakle, (0G,¢) je G-ambit. Posmatramo sad proizvoljan G-ambit (X, xq). Za
p € BG definisemo skup:
F,= (VA .

VeB
Aep

Korak 3: Za sve p,q € SG je ispunjeno:
1. F, je jednoclan skup;
2. p ~ q povlaci F), = F,.

Dokaz. 1. Treba da dokazemo da je F), neprazan. Familija {VA | V € B, A € p}
ima svojstvo kona¢nog preseka (jer svi njeni elementi pripadaju filteru p), pa ¢e
i familija zatvorenih skupova {VA-zo | V € B, A € p} imati svojstvo kona¢nog
preseka, §to zna¢i da njen presek F), nije prazan (zbog kompaktnosti prostora
X). Neka je z € F), i neka je y # z. X je Hauzdorfov prostor, pa mozemo naci
O, O, otvorene okoline oko z,y redom takve da je O, n O, = J. Kako je dejstvo
¢ : G —~ X neprekidno i (e,z) € ¢ '[0,], mozemo naéi otvoren boks V x O’ oko
(e,x) takav da je V - O, < O,. Skup A ={ge€ G | g-zg € O.} je neprazan jer je
G - xg gusta orbita.

Pretpostavimo da VA ¢ p, tada je (VA)' € p. Primetimo da je (VA)" uni-
ja koseta podgrupe od V, pa je (VA)' = VB za neki skup B. To znaci da je
VVB =VB = (VA Postoje F, c V(VA)\ -2y = (VA - 20, to je x € (VAL - .
Specijalno, O’ sete (VA)" -z, pa imamo g € (VA)" takvo da g -z € O, tj. g € A,
Sto je kontradikcija jer je A < V A. Dakle, VA € p.
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Konaéno, iz A-xg < O, sledi VA-zo < V-0, < O, < O?S, pajei VA -xg< Og
(jer je Og zatvoren skup). Dakle, y ¢ VA -xy =V (VA) - xy, paimamo da y ¢ F,.
2. Po definiciji relacije ~ vazi {VA |V e B,Aep} ={VA|V € B, A€ ¢}, pa

direktno imamo F), = Fy,. [
U prethodnom koraku smo dokazali da je sa
f(p) = jedini element skupa F,
dobro definisano preslikavanje f : cG — X.
Korak 4: f(€) = zo.

Dokaz. Primetimo da jezasve V € Bi A € eimamoe =ee € VA, pajexge VA xg.
Odatle je zg € F, tj. {xo} = F. O

Korak 5: f(g-7) = g- (7).

Dokaz. Posmatramo jednoclani skup

Fyp= ﬂ VgA - xy= ﬂ g9~ VgA - xy = ﬂ gV A - xg
VeB VeB VeB
Aep Aep Aep

, gde smo koristili da je lokalna baza B zatvorena za konjugaciju, prema nasoj

pretpostavci. Sad zbog neprekidnosti dejstva G — X vazi

Fpp={1g VA @)= (g VA z) =g [|(VA-z) =g -F, = {9 f(})}

VeB VeB VeB
Aep Aep Aep
. Dakle, f(g-) = f(37P) = g- fB). =

Korak 6: f je ,na”.

Dokaz. Neka je z € X. Za okolinu O oko z, definiSemo Ap = {g€ G | g x9 € O}.
Jasno da je Ap neprazan jer je orbita od zy gusta, pa se¢e svaku okolinu. Takode
vazi Aor N Aor = Aornor. Odatle vidimo da familija {Ap | O € O(x)} ima svojstvo
kona¢nog preseka, pa po lemi 1.5 postoji ultrafilter p € G koji sadrzi sve skupove

Ap,O € O(x). Neka je f(p) = y. Kako je X Hauzdorfov, ﬂ O = {z}. Dovoljno
Oe0(x)
je da dokazemo da y € O za svako O € O(z), §to ée dati y = x. Za proizvolju

okolinu O € O(z) vazi da (e, z) pripada inverznoj slici od O pri dejstvu G —~ X, pa
time imamo otvoreni boks V' x O’ oko (e, x) takav da V-0’ < O. Tada VAo < Ao,
ivazi VAo - 29 S Ao - 29 € O. Tada iz y € F, dobijamo y € VAyp - 2y & 0. Il
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Korak 7: f je neprekidno.

Dokaz. Neka je O otvoren skup, p e f~10]. Kako f(p) € O, to je ﬂ VA -xg< O,

VeB
Aep

i iz kompaktnosti postoje V; € B, A; € p,1 < i € n, takvi da ﬂ V;A; - xo < O. Onda
i=1

zaV:ﬂVieB,iA:ﬂAiepimamo VA-xy< O. Jasno je tad da p e [V A].

i=1 i=1
Takode, za ¢ € [V A], tada je VA € ¢ prema lemi 2.6, i kako je VA = V(VA)
imamo f(§) € VA -z < O. Odakle je [VA] c f71[O]. O

Time smo zavrsili dokaz teoreme. O

2.2 Univerzalni minimalni tok

Lema 2.9. Svaki G-tok X ima minimalni podtok (tj. minimalni neprazan zatvoren

podskup od X koji je zatvoren za dejstvo).

Dokaz. Uocimo familiju F = {Y € X | Y neprazan G-podtok}. Jasno, F je nepra-
zna jer sam prostor X joj pripada. Uredenje na toj familiji je inkluzija. Koristimo
Hauzdorfov princip; za maksimalni lanac £ < F posmatramo M = () £. Iz ¢inje-
nice da je £ lanac, £ ima svojstvo konaCnog preseka, pa kako je X kompaktan,
M je neprazan. Takode, M je zatvoren (kao presek podtokova), i lako se vidi da
je zatvoren za dejstvo od G. Dakle, M € F i prema tome, M je trazeni minimalni
podtok. O

Lema 2.5 nam daje da je p = § = p=*q dobro definisana operacija * na oG.

Prema lemi 1.19 Vaiiiﬁ*ﬁ:g-ﬁiﬁ*%:ﬁzzag,heGipeﬁG.
Lema 2.10. 1. (oG, *) je polugrupa;
2. preslikavange py : 0G — oG, dato sa ps(x) = x * P je neprekidno.

Dokaz. 1. sledi direktno primenom leme 1.19.
2. Preslikavanje p, : 8G — BG, dato sa p,(x) = = p je neprekidno prema lemi
1.19. Sledeéi dijagram
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BGLBG

hoh

oG —— oG
Pp

je komutativan. Dokazac¢emo da je preslikavanje p; neprekidno. Uo¢imo Z < oG
zatvoren skup. Kako su 7, p, neprekidna preslikavanje, to je i m o p,. Iz dijagrama
imamo

7512) = ln 1755 (20) = 7By o m) ' 121) = 2l 0 )12,

p

Odatle je (mop,) t[Z] zatvoren, time je i 7[(7wop,) [ Z]] zatvoren jer je 7 zatvoreno
(kao neprekidno preslikavanje iz kompaktnog u Hauzdorfov prostor). Dakle, ﬁ;l [Z]

je zatvoren. 0
Lema 2.11. M < oG je minimalan ideal ako i samo ako je minimalni podtok.

Dokaz. Jasno, dovoljno je dokazati da je skup I < oG ideal ako i samo ako je
podtok.

(<) Neka je I podtok. Specijalno, I je i zatvoren skup. Neka pe oG iq € I,
i neka je O € O(p = q) okolina. Tada je p € 531[0], pa kako je orbita od ¢ gusta i
preslikavanje py neprekidno, vazi daje g=g-€ € ﬁgl[O], za neko g € G. Odatle je
g-§=g+q€01ig-qel (posto je I podtok), paje O nI # J. Iz toga da svaka
okolina od J * § sece I, sledi p*q e I = I. Dakle, I je ideal.

(=) Neka je I ideal. I je i zatvoren skup, pazape [ige Gvazig-p=g=pe I.
Odatle je I i podtok. O

Lema 2.12. Minimalni ideali (tj. podtokovi) od oG su G-izomorfni.

Dokaz. Prema teoremi 1.24, za dva minimalna ideala M, N < oG, 1 v € J(IN), sa
f(P) = P+ ¥ definisan je homeomorfizam f : M — N. Stavise, vazi f(g-p) =
fGp)=(G=p)xv=g=@=0) =g [f(p) =g f(D), pa f cuva dejstvo, time je i
G-izomorfizam. ]

Teorema 2.13. Minimalni ideal (tj. podtok) M < oG je univerzalni minimalni
tok.
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Dokaz. Neka je M <oG minimalni ideal, pa je i minimalni G-podtok od oG. Neka
je X proizvoljan minimalni tok. Za bilo koju tacku zy € X, orbita od xy je gusta
zbog minimalnosti, pa je (X, zy) G-ambit. Kako je (¢G,¢€) najveéi G-ambit, to
postoji neprekidno i ,na” G-preslikavanje f : oG — X takvo da je f(€) = xo. f je
zatvoreno preslikavanje kao neprekidno preslikavanje iz kompaktnog u Hauzdorfov
prostor. Dakle, f[M] je zatvoreni podskup od X. Takode, f[M] je podtok od X jer
vazi g- f(p) = f(g-p) € fIM], zape M, ge G. Iz minimalnosti X sledi f[M] = X.
Dakle, kad ograni¢imo f|y : M — X dobijamo neprekidno G-preslikavanje na X.

Dakle, M je univerzalni minimalni G-tok. ]

2.3 Ekstremna amenabilnost

Definicija 2.14. Topoloska grupa G je ekstremno amenabilna ako svaki G-tok X
ima fiksnu tacku, tj. (Gx € X)(Vge G) g- = = x.

Lema 2.15. Neka je G topoloska grupa. Sledeéi iskazi su ekvivalentni
1. G je ekstremno amenabilna;
2. (3eoG)(VgeC) g5 =p;
3. (pepG)(VgeG) g -p~p;
4. Univerzalni minimalni G-tok je jednoclan.

Dokaz. Niz implikacija 1 = 2 < 3 je ocigledan.

(2 = 4) Neka je p € oG takav da je (Vg € G) g-p = p. Tada je jednoélani skup
{p} G-podtok od oG, pa prema teoremi 2.13, on mora biti i univerzalni minimalni
G-tok.

(4 = 1) Neka je X proizvoljan tok, i neka je Y € X minimalni G-podtok. Kako
se univerzalni minimalni G-tok projektuje na svaki G-podtok, time i na Y, mora
da bude Y = {y}, pa je y fiksna tacka toka X. O

Posledica 2.16. G je ekstremno amenabilna ako i samo ako
(Ape BG)(VV e B)(Vge G) (VK < G)(VK ep = g 'VK € p). (1)

Dokaz. Koristimo lemu 2.15 3.
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(=) Neka je p € G takav da (Vge G) g-p~p. NekaVeB, geGi K € G.
Neka VK € p. Postop ~ g-p, VK = V(VK) € g-p prema lemi 2.2, tj. g7'VK € p.
Sli¢no, ako g 'VK e p,onda VK € g-p,i VK = V(VK) € p prema lemi 2.2.

(<) Ponovo koristimo lemu 2.2. Neka p zadovoljava uslov (1), i neka je g € G.
ZaV e Bi K e€pvazii VK € p, pa prema () jei g7'VK € p, tj. VK € g - p.
Dakle, p ~ g - p. ]

Teorema 2.17. Sledeéi iskazi su ekvivalentni:
1. G je ekstremno amenabilna;

2. vazi (YW eB)Vk=2)(Ve: GV — k)
(3l < k‘)(VTkQ G/VY3vyeG)(VteT) c(y-t)=1;

on.

3. vazi (VW eB)(Vk=2)(Ve: G/V — k)
(VT < G/V)3l <k)FyeG)(VteT) c(y-t)=1.

kon.

Napomena. Dejstvo grupe G na skupu levih koseta G/V podgrupe V, G —~ G/V,
dato je sa g-aV = gaV. Mozemo da posmatramo £ kao diskretan topoloski prostor

{0,1,...,k — 1}, preslikavanje ¢ : G/V — k je bojenje koseta pomocu k boja.

Dokaz. (1 = 2) Drugim re¢ima, treba da dokazemo da za svaku otvorenu pod-
grupu i svako bojenje koseta, postoji boja takva da je za konacan skup koseta,
bojenje tih koseta je monohromatsko. Neka je Ve B, k>2 ic: G/V — k., paje
X = k%/V kompaktan Hauzdorfov prostor sa Tihonovljevom topologijom. Jasno

je da je c e X. Posmatramo dejstvo G —~ X, za y € X dato sa:

g-x(aV)=x(g 'aV)

Prvi korak je da dokazemo da je X sa definisanim dejstvom G' —~ X G-tok. Ozna-
¢imo ovo dejstvo sa ¢ : G x X — X. Neka je O < X neki predbazni skup, tj.
O={xeX|x(aV)=1}zanekeae Gil < k. Neka (g,x0) € ¢ *[O], tj. g-x0 € O,
tj. g xo(aV) = [ 8to po definiciji dejstva, znaci da je xo(g 'aV) = . Uoc¢imo otvo-
renu okolinu aVa~tg x O’ oko tacke (g, xo), gde je O’ = {x € X | x(¢7'aV) =1}
predbazni skup. Ako jev € Vi € O, tada je ava™'g-x(aV) = x(¢g tavta taV) =
x(g7tav™V) = x(¢g7taV) = I, pa ava~tg - x € O. Dakle, aVa~lg x O’ < ¢~ 0],
Sto znaci da je dejstvo ¢ neprekidno.

Neka je sad Z = G - ¢, i neka je z € Z fiksna tacka dejstva G —~ Z; dakle,
(Vg € G) g+ 2 = z. Primetimo da to znaci da je za svako g € G, 2(V) = z(¢~'V),
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tj. z : G/V — k je konstantna funckija, i neka je | < k takvo da z(aV) = [ za

svako a € G. Neka je sad Tkg G/V i posmatramo otvorenu okolinu O = {x € X |

(Vte T) x(t) = I} oko tacke z. Kako je z € G - ¢, to povlaci da za neko v € G vazi
v-ce O, tj. (VteT) v-c(t) =1, odnosno (Yt € T) c(y~*-t) =, §to zavriava dokaz.
(2 = 3) je ocigledno.
(3 = 1) Neka je F = {(H,X) | Hk%.G, kaogniP(G)} Familiju F prirodno
mozemo urediti sa (H,X) < (H',X’) ako i samo ako H € H' A KX < X' jasno je

da je familija & usmerena sa <.
Korak 1: ZaV e B i f = (H,X) € F postoji yv,r € G tako da:
(Vhe H)(VK e K)(VK € Ay = h'VK € qyy).

Dokaz. Neka je H = {h; | i <m}iX ={K;|j <n}. Uo¢imo bojenje ¢ : G/V —
2" dato sa:
_ 1, eegVK; ‘
c(gV)(J) = , za j<n.
0, e¢gVK;
Uocimo T = {V} u {h; 'V | i < m} S G/V. Prema 3. postoji l € 2" i v € G tako
da c(yV) =11 (Vi <m),c(yh;'V) =1, §to znadi da (Vi < m)(Vj < n)(ee 7VK; <
e e Yh7 WV K)), .
(Vi<m)(Vj<n)(y 'eVK; <~y ' eh'VK)),

pa je jasno da tad moZzemo uzeti yy; = v~ O

Za fiksirano V € B i f € J izaberemo prema prethodnom koraku vy s € G.

Neka je py neka tacka nagomilavanja mreze (Jv,r)rer u SG.
Korak 2: Za sve V € B vazi
Vge Q) VK < Q) (VK epy = g 'VK € py).

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Tada postoje g € G i K < G tako da, bez uma-
njenja opstosti, VK € py ali g7'VK ¢ py, tj. py € [VK] n [g7'VK]'. Neka je
fo=({g},{K}). Postoji f = (H,XK) € F tako da fo < f (specijalno, g € H, K € X)
i Yy € [VK] n [¢g7'VK]". Medutim, ovo je nemoguce prema prethodnom kora-
ku. O
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Familija B je takode usmerena, sa relacijom 2. Neka je sad p neka tacka na-

gomilavanja mreze (py)yes u SG.

Korak 3: p zadovoljava uslove (7).

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Tada postoje V € B, g € G, i K < G tako da,
bez umanjenja opstosti, VK € p ali g7'VK ¢ p, tj. p € [VK] n [g7'VK]". Neka
je W e B takvadaje V2 W ipy € [VK]|n [¢g7'VK]'. Primetimo da iz W < V
sledi V = WV, pa imamo py € [W(VK)| n [g7'W(VK)], §to je nemoguce prema
prethodnom koraku. O

Dakle, GG je ekstremno amenabilna i dokaz je zavrsen. O]
Za kraj ovog dela navesé¢emo nekoliko osobina ekstremno amenabilnih grupa.

Teorema 2.18. Neka je G grupa, i neka je G' < G gusta podgrupa. Tada je G’

ekstremno amenabilna ako i samo ako je G ekstremno amenabilna.

Dokaz. (=) Pretpostavimo da je grupa G’ ekstremno amenabilna. Neka je ¢ :
G —~ X neprekidno dejstvo grupe G na X. Jasno, restrikcija tog dejstva na G,
¢lgr : G" ~ X je neprekidno dejstvo G’ na X. To dejstvo ima fiksnu tacku 2y € X,
tj. (V¢ € G') ¢’ - ©9 = z. Iz Cinjenice da je G’ gusta podgrupa od G, za svako
g € G postoji mreza (g;)ies elemenata iz G’ tako da je lzflglgi = g. Neka je g € G,

primetimo:
©(g, wo) = (lim g;, 7o) = lim ¢(g;, z) = lim zo = o,
1€d 1€ i€d

Sto vazi iz neprekidnosti ¢.

(<) Pretpostavimo da je grupa G ekstremno amenabilna. Neka je ¢ : G/ —~ X
neprekidno dejstvo grupe G’ na X. Ovo dejstvo se moze prosiriti do dejstva @ :
G —~ X na sledeéi nac¢in: Neka je g € G, x € X, i neka je (g;)ie7 mreza tako da
lljerglgi = g. Tada je:

?lg, 2) = lim(g;, ),
Sto je dobro definisano i neprekidno. Dejstvo @ po pretpostavci ima fiksnu tacku,

xo € X. Takode, @|¢r = ¢, i odatle vazi da je x, fiksna tacka dejstva . O

Sledeca teorema je lema 6.7(i) u [9].

28



GLAVA 2. SAMUELOVA KOMPAKTIFIKACIJA

Teorema 2.19. Neka je H u odnosu na inkluziju na gore usmerena familija
ekstremno amenabilnih podgrupa od G takva da je H = | JH gusta u G. Tada je i

G ekstremno amenabilna.

Dokaz. Prema teoremi 2.18 dovoljno je da dokazemo da je H ekstremno amenabil-
na. Neka je X neki H-tok,inekajeYy={re X |(Vaece A)a -z =z}, gde Aec H.
Kako je A ekstremno amenabilna, i kako je X takode i A-tok, imamo Y, # J. Za
konvergentnu mrezu elemenata (z;);7 iz Y4 imamo
a-limx; =lima - x; = limz;,

i€ i€J i€

za svako a € A, pa je hrglxZ € Yy, tj. Y4 je zatvoren podskup od X. Familija
(s

{Ya | A e H} ima svojstvo kona¢nog preseka jer je H usmerena i A € B povlagi

Yp € Y4, pa kako je X kompaktan postoji x € ﬂ Y. Tada je x fiksna tacka za

AeH
H, tj. H je ekstremno amenabilna. ]

Sledeca teorema je lema 13 u [4].

Teorema 2.20. Neka je G ekstremno amenabilna grupa, i neka je H < G otvorena
otv.

podgrupa od G. Tada je v H ekstremno amenabilna.

Dokaz. Neka je ¢ : H —~ X dejstvo H na kompaktan Hauzdorfov prostor X.
Neka je G/H = {Hg | g € G}. Neka je 7 : G — G/H koli¢nicko preslikavanje, i
neka s : G/H — G preslikavanje takvo da je mos = idg/y 1 s(H) = e. Neka je
a:G/H x G — H dato sa:

a(w, g) = s(w)g(s(wg))™"

zawe G/H 1ge G. Primetimo da s(w)g i s(wg) pripadaju istom kosetu wg, pa
je zaista a[H /G x G] < H. Ovo preslikavanje takode ispunjava:

a(w, g192) = s(w)grga(s(wgige))™"
(w)

= s(w)gi(s(wgr)) " s(wgn)ga(s(wgrg2)) ™
= o(w,g1)a(wgr, ga).

Kako je H otvorena, sledi da je G/H sa koli¢nickom topologijom diskretan prostor,

stoga je s neprekidno, pa je i a. Definisemo sad dejstvo ¢ : G —~ X" dato sa,
(g-&(w) = a(w, g) - (wg).
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Koristeé¢i gornju jednakost, direktno vidimo da prethodna formula zaista definise
dejstvo. Dokazimo da je v neprekidno. Neka je U = {¢ € X&/H | £(Ha) € O}
predbazni skup u X¢/# gde je O < X otvoren skup i a € G, i neka je (go, &) €
Y~ HU]. Nadi éemo otvoren boks oko (go, &) unutar ¢~ [U]. Kako (go-&)(Ha) € O,
tj. a(Ha, go) - &o(H Ago) € O, kako je ¢ neprekidno, mozemo da nademo otvoreni
boks H' x O oko (a(Ha, go),&(Hagy)) takav da H' - O' < O. Uo¢imo predbazni
skup U’ = {¢ € X9H | £(Hagy) € O'}; primetimo & € U’. Takode, a(Ha, gy) =
s(Ha)go(s(Hago))™t € H' povlaci gy € (s(Ha)) " H's(Hago), i primetimo da je ovo
otvoren skup. Dakle, tvrdimo da je (s(Ha)) 'H's(Hagy) x U’ zeljeni boks.
Neka je he H' i £ e U, tj. £(Hago) € O', treba da dokazemo

(s(Ha)) 'hs(Hago) - €€ U, tj. ((s(Ha)) ‘hs(Hago) - €)(Ha) € O.
Imamo ((s(Ha)) ‘hs(Hagy) - €)(Ha) =
= o(Ha, (s(Ha))"'hs(Hago)) - §(Ha(s(Ha)) ' hs(Hago)).

Primetimo da a(s(Ha)) 'hs(Hagy) € aa ' HhHagy = Hagy. Odatle direktno vidi-
mo da je a(Ha, (s(Ha)) " hs(Hago)) = h i {(Ha(s(Ha))"'hs(Hago)) = §(Hago),
pa dobijamo ((s(Ha))*hs(Hagy)-&)(Ha) = h-£(HAgy) € H'-O' < O, $to zavrsava
dokaz neprekidnosti.

Zbog ekstremne amenabilnosti grupe G, prethodno dejstvo ima fiksnu tacku
&. Pokazacemo da je & (H) € X fiksna tacka dejstva H —~ X. Neka je h € H,
tada vazi h-§ = §o 1 &(H) = (h- &)(H) = a(H, h) - &(Hh) = h - &(H), jer je
a(H,h) = s(H)h(s(HR))™' = ehe™! = h. O

Napomena. Zatvorena podgrupa ekstremno amenabilne grupe ne mora biti ek-

stremno amenabilna. Za primer pogledati teoremu 8.1 i posledicu 8.2 u [11].
Sledeca teorema je lema 6.7(ii) u [9].

Teorema 2.21. Neka je N = G normalna zatvorena podgrupa od G. Ako su

N,G/N ekstremno amenabilne, onda je i G.

Dokaz. Neka je ¢ : G —~ X neprekidno dejstvo. Odatle je dejstvo N —~ X takode

neprekidno kao restrikcija. Posmatramo skup

Y={zreX|(VYneN)n -x=uzx}
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Jasno, posto je N ekstremno amenabilna, Y je neprazan skup. Ako je (z;) kon-

vergentna mreza elemenata iz Y i limx; =y, za n € N vazi:
1€J
n-y=n-limz; =lim(n-z;) =limz; =y,
= i€ =

tj. y € Y, pa je Y zatvoren podskup od X. Dakle, Y je kompaktan Hauzdorfov
prostor. Takode, za g € G iy e Y, iproizvoljnon € N vazin-(g-y) =ng-y =
g9 'ng-y=9g-(¢g7'ng-y) = gy jer g-'ng € N zbog normalnosti N, tj. g-y €Y.
Dakle, Y je G-podtok od X.

Zage G,yeYine Njegn-y=g-(n-y) =g-y, Sto znaéi da je sa
gN -y = g -y dobro definisano dejstvo ¢ : G/N —~ Y. Dejstvo v je i neprekidno.
Uzmimo O < Y otvoren skup i (¢N,y) € 7 ![Y]; tada gN -y = g-y € O. Iz
neprekidnosti ¢ : G x Y — Y imamo otvoreni box U x O" oko (g,y) takav da
U-0O" < O. Primetimo da je tada i UN x O jo§ jedan otvoren boks oko (g,y)

takav da UN - O" < O. (UN je otvoren skup jer je UN = U Un, a zau e U,
neN
neNiyeOjeun-y=u-(n-y)=u-ye0.) Kako je UN = 7 [r[UN]], gde je

7 : G — G/N koli¢nicko preslikavanje, 7[UN] je otvoren, i direktno vidimo da je
w[UN] x O" otvoreni boks oko (¢gN,y) takav da 7n[UN]-O" < O.

Kako je G/N ekstremno amenabilna, imamo fiksnu tacku yo € Y dejstva 1.
Primetimo da je yo = gN - yo = g - yo za svako g € GG. Dakle, y, je trazena fiksna

tacka dejstva ¢ i G je ekstremno amenabilna. ]
Sledeca teorema je lema 6.7(iii) u [9].

Teorema 2.22. Dekartov proizvod ekstremno amenabilnih grupa je ekstremmno

amenabilan.

Dokaz. Ako su GG i G5 ekstremno amenabilne, onda je i G x GGy ekstremno ame-
nabilna direktno prema teoremi 2.21. Indukcijom sledi da su konac¢ni proizvodi
ekstremno amenabilnih grupa ekstremno amenabilni.

Neka je sada {G; | i € I} beskona¢na familija ekstremno amenabilnih grupa. Za
konac¢ne Jg € J, Py, = HG,- je ekstremno amenabilna podgrupa od P = HGZ"

i€Jp 1€d

Takode, familija { Py, | Jy < J konacan} je usmerena na gore u odnosu na inkluziju.

Prema teoremi 2.19 dovoljno je da dokazemo da je P’ = U Py, gusta u P. Bazni

Jo<&J
kon.

skup u P je oblika {(x;)ics | (Vk < n) x;, € O} za neke i;, € J i otvorene skupove
Ok < Gik,
vazi {ix | k < n} < . O

k < n. Ovaj bazni skup ocigledno sece bilo koju podgrupu P, za koju
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Glava 3

Ekstremna amenabilnost grupe

automorfizama

3.1 Remzijevo svojstvo

Ako su A i B strukture istog jezika, oznakom (ﬁ) ¢emo oznaciti skup svih

podstruktura od B koje su izomorfne sa A.
Definicija 3.1. Neka je X klasa konacnih struktura.

1. Za A,B,C € X takve da A < B < O, i k > 2, oznaka C — (B){ ¢e

oznacavati:

(e (§) -2 o (5) (o= ()=

2. Klasa K ima Remzijevo svojstvo ako

(VA< BeX)(Vk=2)3C eX)(B<C AC— (B)D).

Lema 3.2. Neka je M ultrahomogena lokalno konacna struktura. Sledeéi iskazi su

ekvivalentna:
1. Age(M) ima Remzijevo svojstvo;
2. (VA< Be Age(M))(Vk = 2) M — (B):.

Dokaz. (1 = 2) Neka je A< Be Age(M) i k > 2, i dokazimo M — (B);. Neka je

C: (Jj‘f) — k bojenje. Mozemo izabrati C' € Age(M) tako da B < C'i C — (B).
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Posmatrajmo bojenje ¢ : (i) — k dato sa /(A") = ¢(A’) (tj. ¢ je restrikcija od
c). Kako C' — (B)#}, imamo il < ki B’ € () tako da ¢/(A’) =l za sve A € (i/).
Kako B’ € (Jg) ic(A)=d(A")=1zasve A € (i,), gotov je dokaz.

(2 = 1) Pretpostavimo suprotno. Neka su A < B € Age(M) i k > 2 takvi da
za sve C' € Age(M) takve da B < C, vazi C—-(B){!. Oznac¢imo sa € familiju svih
podstruktura C' € Age(M) takvih da B < (' familija € je prirodno usmerena sa

relacijom <. Za C € € definiSemo

B/
Fo = {c : (i) — k| <A> nije c-monohromatski za sve B’ € (g) } :

Jasno, skup F¢ je konacan i neprazan (jer C' —» (B)3}).

Za C,D e C takve da C' < D imamo preslikavanje fop : Fp — JF¢ dato
restrikcijom bojenja (i) — k na manji skup (i) Jasno je da je foco = idg,,
i Za O < D < E € G V&Zi fC,E = fC,D o fD,E~ Dakle, ((?C)Ceea(fC,D)CéDEG) je

inverzan sistem nepraznih konac¢nih skupova, pa inverzni limes J = lim ¢ postoji
CeC
i neprazan je skup; oznac¢imo sad sa fc : F — F¢, za svako C' € C, kanonske

projekcije. Neka je v € F.

Definisemo bojenje c : (JX) — k sa:
c(A) = fo(y)(A"), gde je C € € proizvoljno takvo da A" < C.

Primetimo da je ¢ dobro definisnao. Zaista, ako D € C i A’ < D, izaberemo tad
EeCakodaC,D < E. Imamo fc = fecgo fei fo=fpro fe, paje:

fe(M)(A) = (fepo fe(y)(A) = fE(7)|(§;)(A/) = fe(7)(A"),

i sliéno je fp(v)(A") = fe(v)(A"), sto dokazuje da vrednost c¢(A’) ne zavisi od
izbora C.
Neka je B’ € (jj:) proizvoljno. Neka je C' € € takav da B’ < C. Kako fo(v) € Fei

fe(y) = ¢ () PO konstrukciji, imamo da (i,) nije c-monohromatski. Ovo protivreci
A

M — (B)2. 0

3.2 KPT korespondencija

Sledeca teorema je poznata pod nazivom KPT korespondencija.

Teorema 3.3. Neka je X beskonacan skup, M = (X,...) neka ultrahomogena
lokalno konacna struktura na X, i neka je G = Aut(M). Sledeéi iskazi su ekviva-

lentni:
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1. G je ekstremno amenabilna;

2. vaze:

(CL) (VA - X) GA:G(A) 1

kon.

(b) Age(M) ima Remzijevo svojstvo;
3. vazZe:

(a') G~ LO(X) ima fiksnu tacku i

(b) Age(M) ima Remzijevo svojstvo.

Dokaz. (1 = d’) je ocigledno (setimo se leme 1.33).

(a" = a) Neka je <e LO(X) fiksna tacka dejstva G —~ LO(X). Neka je Ak%l X.
Kako je o€igledno G4 = G(4), dokazujemo drugu inkluziju. Neka g € G (4. Zapisi-
mo A= {ay<a; <...<a,1}. Kakoje (¢g- <) =<, vazi g '(ap) < g7'(a;) < ... <
g (an,_1), pa kako g (i g7') fiksira skup A, mora biti g~ (a;) = a4, tj. g(a;) = a;
za sve 1 < n. Prema tome, g € G 4.

(1 = b) Prema prethodno dokazanom, vazi (a), tj. (VAk% X) Ga = Ga).
Proveri¢éemo uslov 2. iz leme 3.2. Neka A < B € Age(M) i k > 2, i dokazimo da
M — (B)il. Neka je c : (JZ‘[) — k.

Prema teoremi 2.17 za V' = G4 i izabrano k, uo¢imo bojenje ¢’ : G/G4 — k,
dato sa ¢(gGa) = ¢(g[A]). Ovo je dobro definisano bojenje. Zaista, g[A] € (JX),
ali takode, ako g1G4 = 2G4, tada g;lgl € G4, odakle je gi[A] = go]|A]. Dalje,
uoc¢imo skup S = {g € G | g[A] < B} i skup T = {gG4 | g € S}. Primetimo da je
Tk% G /G 4. Zaista, videli smo da g1G4 = g2G 4 povladi ¢1[A] = ¢o[A], ali vazi i
obrnuto: ako g1[A] = g2[A], onda g5 'g1[A] = A, pa je g5 g1 € Gay = G 4. Odatle,
kako je (’AB) konacan, moze biti samo kona¢no mnogo koseta gG4 za g € S, tj. T je
konacan.

Prema teoremi 2.17 izaberemo [ < k i v € G tako da (Vg € S) (vg9Ga) = L.
Neka je B’ = 4[B] € (}). Tvrdimo da je B’ Zeljeni skup. Neka je A’ € (%)
proizvoljno. Zbog ultrahomogenosti imamo h € G tako da h[A] = A’. Primetimo da
je v 'hl|A] < B,pay the S.Zato je c(A") = c(h[A]) = d(hGA) = ¢ (yy  hGa) = L.
Zavrsili smo dokaz.

(3= 2) sledi iz (a’ = a).

(2 = 1) Dokazacemo uslov 3. iz teoreme 2.17. Nekaje V = G4,gde A < X,k >

kon.

2,c: G/Gy — ki Tkg G/G 4. Primetimo da mozemo da pretpostavimo da je
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A e Age(M) jer je Geay = Ga. Neka je T'= {h;Ga | i < n} inekaje B =({Au
Ui, hi[A]). Prema lemi 3.2 vazi M — (B)#. Neka je ¢ : (’) — k dato sa: ¢/'(4') =
c(gGa), gde je g € G takvo da g[A] = A’ (takvo g postoji zbog ultrahomogenosti).
Primetimo da je ¢ dobro definisano bojenje jer, kao u prethodnom koraku, g;[A] =
g2[A] povladi g5 'g1 € Gay = Ga, tj. 1G4 = g2G 4. Kako vazi M — (B);}, to postoje
j<kiB e (}) tako da ¢'(4') =l zasve A’ € (i/). Koristeéi ultrahomogenost,
izaberemo «y € G tako da y[B] = B'. Sada je, za i < n,c(yh;Ga) = ¢ (vhi[4]) =1,
jer yh;[A] € (i/), time je zavrSen dokaz. H

3.3 Primeri ekstremno amenabilnih grupa

Sledeca teorema je prvi put dokazana u [11] (teorema 5.4).
Teorema 3.4. Aut(Q, <) je ekstremno amenabilna.

Dokaz. Struktura (Q, <), kao relacijaska struktura, je lokalno-kona¢na. Takode,
ona je ultrahomogena. Zaista bilo koji izomorfizam {a; < ay < -+ < a,} —
{by < by < .-+ < by} se moZe produziti do automorfizma (Q, <) tako $to ga
dodefinisemo linearnim bijekcijama (—o0,a;) — (—00,b1), (a;, ai11) — (b, biyq) i
(apn,+00) — (b, + o). Dakle, mozemo da koristimo teoremu 3.3.

Dokazac¢emo karakterizaciju 3. iz teoreme 3.3. Uslov (a’) ocigledno je ispunjen
jer Aut(Q, <) fiksira <e LO(Q). Ostaje da proverimo uslov (b): Age(Q, <), tj.
familija konacnih poduredenja od Q, ima Remzijevo svojstvo. Prema lemi 3.2 treba
da dokazemo da za proizvoljne konacne A < B < (Q, <) i proizvoljno k > 2, Q —
(B)#. Neka je c: (%) — k bojenje. Primetimo da je ¢ : (%) — [Q]IM, gde je [Q]IA!
familija |A|-toclanih podskupova od Q, definisana sa p(A’) = skup nosa¢ od A’,
bijekcija. Zaista, na svakom | A|-to¢lanom podskupu od Q postoji samo jedan nac¢in
da se definige uredenje do podstrukture od (Q, <). Dakle, ¢ je bojenje [Q]4 — k.
Prema klasi¢noj Remzijevoj teoremi postoji beskonacan skup X < Q takav da je
familija [X ] monohromatska u odnosu na c. Sada je dovoljno da za B’ uzmemo

bilo koji | B|-to¢lani podskup od X sa nasledenim uredenjem iz Q. ]

Kao §to smo primetili u dokazu, Aut(Q, <) deluje tranzitivno na svim n-
toc¢lanim podskupovima od Q, za sve n > 1. Sledeca teorema kaze da je ekstremno
amenabilna grupa sa ovom osobinom vrlo bliska Aut(Q, <). Preciznije, vazi sledec¢a

teorema:
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Teorema 3.5. Neka je X prebrojiv skup i G < Sym(X). Tada G je (topoloski)

izomorfna gustoj podgrupi od Aut(Q, <) ako vaZe sledeca dva uslova:
o1 G je ekstremno amenabilna, 1
o9 za svako n =1, G deluje tranzitivno na n-toclanim podskupovima od X .

Dokaz. Prema uslovu (¢1), postoji linearno uredenje < na X takvo da:

(Vge G)(Vo,ye X)(z <y = g(x) < g(y)) (1)

tj. < je fiksna tacka dejstva G —~ LO(X). Dakle, G < Aut(X, <).

Dokazimo sad da je (X, <) = (Q, <). Dovoljno je dokazati da je (X, <) gusto
linearno uredenje bez krajeva. Izaberimo proizvoljne tri tacke a,b,c € X takve
da a < b < c. Neka 2,y € X i < y. Prema uslovu (¢3) postoji g € G tako da
g-{a,c} = {z,y}, pa prema (i), mora biti g(a) =x i g(b) =y, pajeiz < g(b) <y,
odnosno, (X, <) je gusto linearno uredenje. Takode, prema uslovu (¢3), za svako
x € X postoji g € G takvo da ¢g(b) = x. Tada prema (), g(a) < x < g(c), pa x
nije ni najmanji ni najveéi element uredenja. Dakle, (X, <) nema krajeve i time
e (X, <) = (Q, <). Specijalno, vazi i Aut(X, <) = Aut(Q, <).

Sad je dovoljno da dokazemo da je G < Aut(X, <) gusta podgrupa. Neka
je B < Aut(X, <) neprazan bazni skup. Tada je B = {f € Aut(X,<) | (Vi <
n) fla;) = b}, gde suag <a; <...<a,11iby <b <...< b, elementiiz X.
Prema (¢5) imamo g € G tako da g - {ag,a1,...,an,_1} = {bo, b1, ...,bn_1}, pa zbog
(1) mora biti g(ag) = by, g(a1) = by, ..., g(an—1) = by—1. Dakle, g € B. Prema tome,
G je gusta u Aut(X, <). ]

Sa druge strane, svaka gusta podgrupa G od Aut(Q, <) zadovoljava dva uslova
iz prethodne teoreme. Zaista, G je ekstremno amenabilna prema teoremi 2.18 i
teoremi 3.4. Takode, ako A ={ag <a; < - <ap,_1} 1 B={by <by <--- <bp_1},
G seCe baznu okolinu datu sa {f € Aut(Q, <) | (Vi < n) f(a;) = b;} jer je gusta,
pa imamo g € G tako da g[A] = B. Time su guste podgrupe od Aut(Q, <) u
potpunosti okarakterisane.

Nakon dokaza KPT korespondencije, u literaturi se pojavilo puno rezultata koji
dokazuju ekstremnu amenabilnost grupa automorfizama odredenih struktura. Do-
kazi ovih rezultata zasnivaju se na proveri da Age (klasa kona¢nih podstruktura)

odredene strukture ima Remzijevo svojstvo. Neki od ovih rezultata su:

Teorema 3.6. Grupe automorfizama sledecih struktura su ekstremno amenabilne:
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1. Uredeni slucéagni graf (Frajseov limes konaénih linearno uredenih grafova),

¢iji Age ima Remzijevo svojstvo prema [10];

2. Fragseov limes konacnih skupova sa n linearnih uredenja {<1,...,<,} prema

[13];

3. Fragseov limes konacnih skupova sa parcijalnim uredenjem < 1 linearnim

uredenjem < koje prosiruje < prema [12];

4. Frajseov limes linearno uredenih konacnih vektorskih prostora nad fiksiranim
konacnim poljem F na jeziku {4+, mq, <}eer, gde je my : © — ax operacija
mnozenja skalarom a € F, a < antileksikografsko uredenje indukovano ure-

denjem na bazi, prema [5];

5. Fragseov limes linearno uredenih konacnih Bulovih algebri, sa antileksiko-

grafskim uredenjem indukovanim uredenjem atoma, prema [6].

Kao sto smo rekli, dokazi navedenih rezultata zasnivaju se na proveri da Age
odredene strukture ima Remzijevo svojstvo. Sa druge strane, u literaturi nema
puno rezultata koji iz ekstremne amenabilnosti grupe automorfizama zakljuc¢uju
Remzijevo svojstvo odgovaraju¢eg Age-a. Jedan takav primer dat je u sledecoj

teoremi i posledici ([9]).
Teorema 3.7. Grupa automorfizama strukture M = (Q x Q,<, E), gde je:

e < leksikografsko uredenge, tj. (a,b)< (a’,b") ako i samo ako a < d', ili a = d

ib<b, 1
e I je ekvivalencija data sa (a,b) E (a’,b") ako i samo ako a = d,
je ekstremno amenabilna.

Dokaz. Primetimo da su FE-klase konveksni skupovi u odnosu na uredenje <,
Sto zna¢i da je koli¢nicki skup M/FE prirodno linearno ureden sa <1, kao i da
je M/E,<) = (Q,<). Oznatimo sa C,, a € Q, klasu elementa (a,0) (tj. klasu
elementa (a, b), za bilo koje b € Q).

Uoc¢imo N = {f € Aut(M) | (Va € Q) f[C,] = C,} — skup automorfizama
koji fiksiraju sve klase. Nije tesko videti da je N < Aut(M). Primetimo i da je N
zatvorena podgrupa od Aut(M). Ako fy ¢ N, imamo a # b takve da f(a,q) = (b,¢)
za neke ¢, ¢, pa fy pripada predbaznoj okolini {f € Aut(M) | f(a,q) = (b,q')}; kako
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jasno ova okolina ne se¢e N, zaklju¢ujemo fy ¢ N. Dakle, N = N. (Alternativno,
mozemo primetiti da je N grupa automorfizama ekspanzije (Q x Q, <, E, C})acq
strukture M unarnim predikatima, pa je zato zatvorena podgrupa prema teoremi
1.30.) Da bismo dokazali da je Aut(M) ektremno amenabilna, dovoljno je, prema
teoremi 2.21, da dokazemo da su N i Aut(M)/N ekstremno amenabilne.

Uoc¢imo H, = {f € Aut(M) | (Vb # a) f|c, = id¢,} — skup automorfizama koji
fiksiraju sve tacke osim tacaka klase C,, za a € QQ; primetimo da je tada obavezno
flCa] = C,. Nije tesko videti da je H, < N, o¢igledno H, n H, = (idy) za a # b, i
nije tesko videti da je N = Hae@ H,. Prema teoremi 2.22; da bismo zakljucili da je
N ekstremno amenabilna, dovoljno je da vidimo da su H, ekstremno amenabilne.
Uoc¢imo preslikavanje ¢ : Aut(Q, <) — H, odredeno sa ¢(f)(a,q) = (a, f(q)) i
o(f)(b,q) = (b,q) za b # a. Nije tesko videti da je ¢ topoloski izomorfizam, pa
zakljuc¢ujemo da je H, ekstremno amenabilna prema teoremi 3.4.

Ostaje da dokazemo da je Aut(M)/N ekstremno amenabilna. Posmatrajmo
preslikavanje ¢ : Aut(Q, <) — Aut(M)/N dato sa (f) = FN, gde je f definisan
sa A(a, q) = (f(a),q). Ponovo nije tesko videti da je 1) dobro definisan topoloski

izomorfizam, pa je i Aut(M)/N ekstremno amenabilna prema teoremi 3.4. O

Posledica 3.8. Klasa X konacnih struktura jezika {<, E} u kojima je < inter-
pretirano kao linearno uredenje, a E kao konveksna relacija ekvivalencije, ima

Remzijevo svojstvo.

Dokaz. Dovoljno je da primetimo da je KX = Age(M), gde je M struktura iz teoreme

3.7, i da primenimo teoremu 3.3. ]

38



Literatura

[

2]

3]

4]

[5]

6]

7l

8]

19]

[10]

A.V. Arkhangel’skii and M. Tkachenko. Topological Groups and Related

Structures. Atlantis studies in mathematics. Atlantis Press, 2008.

Dana Bartosova.  Topological dynamics of automorphism groups of w-
homogeneous structures via near ultrafilters. PhD thesis, University of To-
ronto, 2013.

Dana Bartosova. Universal minimal flows of groups of automorphisms of un-
countable structures. Canadian Mathematical Bulletin, 56(4):709--722, 2013.

Manuel Bodirsky, Michael Pinsker, and Todor Tsankov. Decidability of defi-
nability. The Journal of Symbolic Logic, 78(4):1036--1054, 2013.

RL Graham, K Leeb, and BL Rothschild. Ramsey’s theorem for a class of
categories. Classic Papers in Combinatorics, pages 431--445, 1987.

Ronald L. Graham and Bruce L Rothschild. Ramsey’s theorem for n-
parameter sets. Transactions of the American Mathematical Society, 159:257-
--292, 1971.

Neil Hindman and Dona Strauss. Algebra in the Stone-Cech Compactification.
De Gruyter, Berlin, Boston, 2012.

Wilfrid Hodges. A shorter model theory. Cambridge University Press, USA,
1997.

AS Kechris, VG Pestov, and S Todorcevic. Fraissé limits, ramsey theory,
and topological dynamics of automorphism groups. Geometric € Functional
Analysis GAFA, 15:106--189, 2005.

Jaroslav Nesetfil and Vojtéch Rodl. Ramsey classes of set systems. Journal
of Combinatorial Theory, Series A, 34(2):183--201, 1983.

39



LITERATURA

[11] Vladimir Pestov. On free actions, minimal flows, and a problem by el-
lis. Transactions of the American Mathematical Society, 350(10):4149--4165,
1998.

[12] Miodrag Soki¢. Ramsey properties of finite posets. Order, 29:1--30, 2012.

[13] Miodrag Soki¢. Ramsey property, ultrametric spaces, finite posets, and uni-
versal minimal flows. Israel Journal of Mathematics, 194:609--640, 2013.

40



Biografija autora

Rami Haider roden je 10.09.1997. godine u Damasku, Sirija, gde je zavrsio
osnovnu i srednju Skolu. 2017. godine upisao je osnovne akademske studije na
Matematickom fakultetu Univerziteta u Beogradu, studijski program Matematika,
modul Teorijska matematika i primene, kao stipendista programa ,,Svet u Srbiji”,
i diplomirao je 6.07.2022. godine. Iste godine upisao je i master akademske studije
na istom studijskom programu i modulu, o svom trosku.



	Uvod
	Ultrafilteri i βX
	Polugrupe sa topologijom
	Topološke grupe
	Grupe automorfizama
	Tokovi
	Age(M)

	Samuelova kompaktifikacija
	Najveći ambit σG
	Univerzalni minimalni tok
	Ekstremna amenabilnost

	Ekstremna amenabilnost grupe automorfizama
	Remzijevo svojstvo
	KPT korespondencija
	Primeri ekstremno amenabilnih grupa

	Literatura

