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Uvod

Kvaternioni predstavljaju zanimljivu i duboku algebarsku strukturu ko-
ja se istovremeno izdvaja i po bogatstvu svojstava i po svojoj sloºenosti.
Ova matemati£ka konstrukcija pro²iruje poznate oblasti realnih i komplek-
snih brojeva, uvode¢i novi nivo apstrakcije i izazova.

U osnovi, kvaternioni su pro²irenje kompleksnih brojeva na £etiti dimenzije,
²to je ujedno i zna£enje latinske re£i quaternion po kojoj su dobili ime, a koja
se prevodi kao £etvorka ili celina od £etiri dela. Dok su kompleksni brojevi
de�nisani kao linearna kombinacija realnog i imaginarnog dela, kvaternioni
idu korak dalje dodaju¢i jo² dve imaginarnosti. Ova pro²irenja omogu¢avaju
bogatije opisivanje rotacija, transformacija i re²avanje problema iz razli£itih
matemati£kih oblasti.

Kvaternione je prvi opisao irski matemati£ar i �zi£ar William Rowan Ha-
milton. On je, fasciniran ulogom skupa C u geometriji dvodimenzionalnog
prostora, poku²avao dobiti algebarsku strukturu koja bi bila pro²irenje sku-
pa kompleksnih brojeva i imala sli£nu ulogu u R3. Me�utim, godinama mu
je problem predstavljala de�nicija mnoºenja u R3, i to na slede¢i na£in.

Ukoliko bismo mogli da de�ni²emo mnoºenje u R3, onda bismo sem i ko-
ja je imaginarna jedinica, dodali jo² jedan generator j. Dakle, svaki element
bi bio napisan u obliku x+ iy + zj, gde su x, y, z ∈ R na ta£no jedan na£in.
Dakle, R3 postaje algebra nad R. I tada nam je vaºno koliko je i · j. Neka je

i · j = a+ bi+ cj.

Ako ovu jednakost pomnoºimo sleva sa i i pretpostavimo da je algebra aso-
cijativna, onda dobijamo

−j = i · (i · j) = i · (a+ bi+ cj) = ai+ b(−1) + c(i · j) = ai− b+ c(a+ bi+ cj)

= ai− b+ ca+ cbi+ c2j = (ac− b) + (a+ bc)i+ c2j.
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No, odavde sledi da je −1 = c2, te dobijamo kontradikciju.

Nakon vi²egodi²njih neuspelih poku²aja, Hamilton je 16. oktobra 1843. god.
u Dablinu na putu do Irske kraljevske akademije shvatio da to ne moºe posti¢i
u dimenziji 3, ve¢ u dimenziji 4, sa tri imaginarne jedinice i, j, k koje moraju
zadovoljavati jednakost i2 = j2 = k2 = ijk = −1. Tu formulu je odmah
urezao u kamen mosta kojim je prolazio. Ova formula je obeleºila celokupan
Hamiltonov budu¢i rad, stoga je ostatak ºivota posvetio prou£avanju kvater-
niona.

Slika 1: Plo£a o kvaternionima na mostu u Dablinu

Kvaternion je broj q oblika q = a + bi + cj + dk, gde su a, b, c, d ∈ R,
dok H = {a+ bi+ cj + dk : a, b, c, d ∈ R} ozna£ava prostor kvaterniona. Sa
operacijama sabiranja, mnoºenja i mnoºenja skalarom H £ini nekomutativnu
asocijativnu algebru s deljenjem nad poljem realnih brojeva i upravo zbog
svojstva mnoºenja kvaterniona koje nije komutativno, kvaternioni su posebni
i izazovni za prou£avanje. To zna£i da redosled mnoºenja kvaterniona igra
ulogu, ²to se razlikuje od realnih i kompleksnih brojeva. Ova osobina £ini
kvaternione dubokim i fascinatnim istraºiva£kim poljem, ali istovremeno i
zahtevnim za razumevanje.

U prvom delu istraºujemo osnovne de�nicije, svojstva, operacije i pravila
koja upravljaju ovom strukturom, dok ¢emo u drugom delu koji se odnosi
na aritmetiku celobrojnih kvaterniona istraºivati pitanja kao ²to su deljenje,
deljenje sa ostatkom, faktorizacija i pronalaºenje najve¢eg zajedni£kog delio-
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ca. Ovi koncepti postaju jo² izazovniji u kontekstu kvaterniona zbog njihove
nelinearne prirode. Faktorizacija kvaterniona, na primer, zahteva posebne
pristupe kako bi se identi�kovali faktori i pravilno analizirala jedinstvena
faktorizacija.
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Algebarska svojstva kvaterniona

U ovom delu rada de�nisa¢emo skup kvaterniona i osnovne operacije na
tom skupu, de�nisa¢emo moduo i inverz kvaterniona i zaklju£i¢emo da je nor-
ma kvaterniona multiplikativna. Zatim ¢emo pokazati da skup kvaterniona
£ini jednu R-algebru sa deljenjem. Identi�kova¢emo kvaternione sa matrica-
ma dimenzije 2x2 i de�nisa¢emo celobrojne kvaternione kao uvod u slede¢i
deo koji se odnosi na aritmetiku celobrojnih kvaterniona.

1.1 Osnovne operacije i svojstva

De�nicija 1.1. Skup kvaterniona je skup

H = {a+ bi+ cj + dk : a, b, c, d ∈ R}

gde su i, j, k me�usobno razli£iti imaginarni elementi za koje vaºi

i2 = j2 = k2 = ijk = −1.

De�nicija 1.2. Neka je q = a+ bi+ cj + dk ∈ H.
Realni deo a naziva se realni deo kvaterniona q i ozna£ava se ℜ(q).
Kvaternion bi + cj + dk naziva se imaginarni deo kvaterniona q i ozna£ava
se ℑ(q).

Najpre ¢emo se podsetiti de�nicije grupe, a zatim ¢emo de�nisati osnovne
operacije na skupu H.

De�nicija 1.3. Grupa je skup G sa jednom binarnom operacijom G×G→
G, koja svakom ure�enom paru (a, b) elemenata iz G dodeljuje novi element
a ∗ b iz G i koja ima slede¢e osobine:

(i) za svaka tri elementa a, b, c ∈ G vaºi (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c) (zakon
asocijativnosti);
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(ii) postoji element e ∈ G, koji nazivamo neutralni ili jedini£ni element,
takav da za sve elemente a ∈ G vaºi a ∗ e = e ∗ a = a;

(iii) za svaki element a ∈ G posotoji element b ∈ G, koji nazivamo inverzni
element, takav da je a ∗ b = b ∗ a = e.

Grupa G je Abelova ili komutativna ako u njoj vaºi

(iv) a ∗ b = b ∗ a, (∀a, b ∈ G) (zakon komutativnosti).

De�nicija 1.4. Neka su q1, q2 ∈ H, pri £emu su q1 = a1 + b1i + c1j + d1k i
q2 = a2 + b2i+ c2j + d2k.
Binarnu operaciju sabiranja + na skupu H de�ni²emo na slede¢i na£in:

q1 + q2 = (a1 + b1i+ c1j + d1k) + (a2 + b2i+ c2j + d2k)

= (a1 + a2) + (b1 + b2)i+ (c1 + c2)j + (d1 + d2)k.

Sabiranje kvaterniona ima svojstvo asocijativnosti i komutativnosti. Na-
ime, iz de�nicije operacije + sledi

(q1 + q2) + q3

= ((a1 + a2) + (b1 + b2)i+ (c1 + c2)j + (d1 + d2)k) + (a3 + b3i+ c3j + d3k)

= ((a1 + a2) + a3) + ((b1 + b2) + b3)i+ ((c1 + c2) + c3)j + ((d1 + d2) + d3)k

= (a1 + (a2 + a3)) + (b1 + (b2 + b3))i+ (c1 + (c2 + c3))j + (d1 + (d2 + d3))k

= (a1 + b1i+ c1j + d1k) + ((a2 + b2i+ c2j + d2k) + (a3 + b3i+ c3j + d3k))

= q1 + (q2 + q3),

a kako se komutativnost operacije sabiranja kvaterniona svodi na komutativ-
nost sabiranja u skupu R imamo da vaºi

q1 + q2 = (a1 + a2) + (b1 + b2)i+ (c1 + c2)j + (d1 + d2)k

= (a2 + a1) + (b2 + b1)i+ (c2 + c1)j + (d2 + d1)

= q2 + q1.

Neutralni element za sabiranje kvaterniona je 0 = 0 + 0i + 0j + 0k, a
inverzni element kvaterniona q = a + bi + cj + dk je kvaternion −q = −a−
bi − cj − dk. Sada, kada smo videli da za sabiranje kvaterniona vaºi zakon
asocijativnosti i komutativnosti, da postoji neutralni i inverzni element, vaºi
slede¢a lema:

Lema 1.1. Algebarska struktura (H,+) gde je + sabiranje u skupu H jeste
jedna Abelova grupa.
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De�nicija 1.5. Za svako α ∈ R i svako q ∈ H, q = a+bi+cj+dk de�ni²emo

α ∗ q = (αa) + (αb)i+ (αc)j + (αd)k.

Spoljnu operaciju ∗ : R×H → H nazivamo mnoºenje kvaterniona skalarom.

Teorema 1.1. Skup kvaterniona H = {a + bi + cj + dk : a, b, c, d ∈ R}
sa operacijom sabiranja + i operacijom mnoºenja kvaterniona skalarom ∗
de�nisanim sa:

q1 + q2 = (a1 + b1i+ c1j + d1k) + (a2 + b2i+ c2j + d2k)

= (a1 + a2) + (b1 + b2)i+ (c1 + c2)j + (d1 + d2)k,

α ∗ q = (αa) + (αb)i+ (αc)j + (αd)k

£ini vektorski prostor nad poljem R.

Dokaz. U prethodnoj lemi smo videli da je skup H Abelova grupa, pa
uz operaciju sabiranja vaºi zakon asocijativnosti, komutativnosti, postojanje
neutralnog i inverznog elementa. Ostale aksiome vektorskog prostora: α ∗
(q1 + q2) = αq1 + αq2; (α+ β) ∗ q = αq + βq; (α ∗ β) ∗ q = α ∗ (βq); 1 ∗ q = q
za ∀q, q1, q2 ∈ H i ∀α, β ∈ R slede direktno iz de�nicije navedenih operacija.
□

Vektorski prostor nad poljem R ozna£avamo sa (H,+, ∗). Kako je prema
de�niciji svaki element skupa H oblika a+ bi+ cj + dk za a, b, c, d ∈ R, mo-
gu¢e ga je prikazati kao linearnu kombinaciju elemenata 1, i, j, k, ²to zna£i
da je skup [1, i, j, k] jedna baza vektorskog prostora H, pa je dimenzija ovog
vektorskog prostora dim(H) = 4.

Da bismo de�nisali mnoºenje kvaterniona potrebne su nam slede¢e relaci-
je iz de�nicije

i2 = j2 = k2 = ijk = −1,

uz pretpostavku da je mnoºenje asocijativno i jednice 1 kao neutralnog ele-
menta za mnoºenje. Primetimo da ove relacije odre�uju sve mogu¢e proizvode
i, j i k. Na primer, ako po�emo od relacije

ijk = −1
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i pomnoºimo zdesna obe strane ove jednakosti elementom k , dobi¢emo

(ijk)k = −k

ij(kk) = −k

−ij = −k

ij = k.

Na sli£an na£in moºemo dobiti i ostale mogu¢nosti proizvoda, pa tako dola-
zimo do toga da vaºi:

ij = k, ji = −k

jk = i, kj = −i

ki = j, ik = −j.

Sada mnoºenje elemenata baze vektorskog prostoraHmoºemo predstaviti
Kejlijevom tablicom

· i j k

i −1 k −j
j −k −1 i
k j −i −1

Tabela 1.1: Kejlijeva tablica

Uz pomo¢ Kejlijeve tablice i aksiome vektorsko prostora (H,+, ∗)moºemo
pomnoºiti dva kvaterniona

q1 · q2 = (a1 + b1i+ c1j + d1k) · (a2 + b2i+ c2j + d2k)

= a1 · (a2 + b2i+ c2j + d2k) + b1i · (a2 + b2i+ c2j + d2k)

+ c1j · (a2 + b2i+ c2j + d2k) + d1k · (a2 + b2i+ c2j + d2k)

= a1a2 + a1b2i+ a1c2j + a1d2k + b1a2i+ b1b2ii+ b1c2ij + b1d2ik

+ c1a2j + c1b2ji+ c1c2jj + c1d2jk + d1a2k + d1b2ki+ d1c2kj + d1d2kk

= a1a2 + a1b2i+ a1c2j + a1d2k + b1a2i− b1b2 + b1c2k − b1d2j

+ c1a2j − c1b2k − c1c2 + c1d2i+ d1a2k + d1b2j − d1c2i− d1d2

= (a1a2 − b1b2 − c1c2 − d1d2) + (a1b2 + b1a2 + c1d2 − d1c2)i

+ (a1c2 − b1d2 + c1a2 + d1b2)j + (a1d2 + b1c2 − c1b2 + d1a2)k.

Stoga imamo slede¢u de�niciju.
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De�nicija 1.6. Neka su q1, q2 ∈ H, pri £emu su q1 = a1 + b1i + c1j + d1k i
q2 = a2 + b2i+ c2j + d2k.
Mnoºenje kvaterniona q1 i q2 se de�ni²e na slede¢i na£in

q1 · q2 = (a1 + b1i+ c1j + d1k) · (a2 + b2i+ c2j + d2k)

= (a1a2 − b1b2 − c1c2 − d1d2) + (a1b2 + b1a2 + c1d2 − d1c2)i

+ (a1c2 − b1d2 + c1a2 + d1b2)j + (a1d2 + b1c2 − c1b2 + d1a2)k.

Mnoºenje kvaterniona je asocijativno ako i samo ako je mnoºenje elemenata
i, j, k asocijativno. Isto vaºi i za svojstvo komutativnosti. Ali ako pogleda-
mo Kejlijevu tablicu mnoºenja baznih elemenata, primeti¢emo da ona nije
simetri£na s obzirom na glavnu dijagonalu pa mnoºenje tih elemenata nije
komutativno. Prema tome, mnoºenje kvaterniona je asocijativna operacija
koja nije komutativna.

De�nicija 1.7. Konjugovani kvaternion kvaterniona q = a+ bi+ cj + dk je
kvaternion

q = a− bi− cj − dk.

Po de�niciji ¢e o£igledno vaºiti q = q, pa moºemo re¢i da je preslikavanje
q → q jedno involutivno preslikavanje. Dokaºimo slede¢u lemu.

Lema 1.2. Neka su q1, q2 ∈ H dva proizvoljna kvaterniona, tako da je q1 =
a1 + b1i+ c1j + d1k i q2 = a2 + b2i+ c2j + d2k. Tada vaºi:

q1 + q2 = q1 + q2

q1 · q2 = q2 · q1

Dokaz. Na osnovu de�nicije sabiranja kvaterniona imamo

q1 + q2 = (a1 + b1i+ c1j + d1k) + (a2 + b2i+ c2j + d2k)

= (a1 + a2) + (b1 + b2)i+ (c1 + c2)j + (d1 + d2)

= (a1 + a2)− (b1 + b2)i− (c1 + c2)j − (d1 + d2)

= (a1 − b1i− c1j − d1k) + (a2 − b2i− c2j − d2k)

= q1 + q2.

Na sla£an na£in dokazujemo i drugu jednakost
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q1 · q2 = (a1 + b1i+ c1j + d1k) · (a2 + b2i+ c2j + d2k)

= (a1a2 − b1b2 − c1c2 − d1d2) + (a1b2 + b1a2 + c1d2 − d1c2)i

+ (a1c2 − b1d2 + c1a2 + d1b2)j + (a1d2 + b1c2 − c1b2 + d1a2)k

= (a1a2 − b1b2 − c1c2 − d1d2)− (a1b2 + b1a2 + c1d2 − d1c2)i

− (a1c2 − b1d2 + c1a2 + d1b2)j − (a1d2 + b1c2 − c1b2 + d1a2)k

S druge strane imamo

q2 · q1 = (a2 − b2i− c2j − d2k) · (a1 − b1i− c1j − d1k)

= (a2a1 − b2b1 − c2c1 − d2d1)− (b2a1 + b2a1 + c2d1 − d2c1)i

− (a2c1 + b2d1 + c2a1 − d2b1)j − (a2d1 − b2c1 + c2b1 + d2a1)k.

Neposrednim upore�ivanjem prethodne dve relacije imamo jednakost de-
snih strana pa i leve strane moraju biti jednake £ime smo dokazali tvr�enje.
□

De�ni²imo moduo i normu kvaterniona.

De�nicija 1.8. Moduo kvaterniona q = a+bi+cj+dk je nenegativan realan
broj |q| =

√
a2 + b2 + c2 + d2.

Tvr�enje 1.1. Neka je q = a+ bi+ cj + dk ∈ H i q = a− bi− cj − dk ∈ H
njemu konjugovani kvaternion. Tada vaºi:

qq = |q|2.

Dokaz. Primenjuju¢i svojstvo mnoºenja kvaterniona, desna strana jed-
naka je:

qq = (a+ bi+ cj + dk)(a− bi− cj − dk)

= a2 − abi− acj − adk + abi+ b2 − bck + bdj

+ acj + bck + c2 − cdi+ adk − bdj + cdi+ d2

= a2 + b2 + c2 + d2.

Kako je po de�niciji |q| =
√
a2 + b2 + c2 + d2, onda je |q|2 = a2+ b2+ c2+ d2

£ime je jednakost dokazana. □

Na osnovu ovoga moºemo de�nisati normu kvaterniona.
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De�nicija 1.9. Norma kvaterniona q = a+bi+cj+dk je nenegativan realan
broj

N(q) = q · q = |q|2 = a2 + b2 + c2 + d2.

Iz de�nicije modula sledi da vaºi:

|q| =
√
q · q =

√
q · q =

√
a2 + b2 + c2 + d2 = |q|,

jer je

q · q = (a− bi− cj − dk)(a+ bi+ cj + dk) = a2 + b2 + c2 + d2.

Ovde vidimo da je svaki kvaternion komutativan sa svojim konjugovanim
kvaternionom: qq = qq, a tako�e imamo da vaºi:

|qq| =
√
(qq · qq) =

√
qq
√
qq = |q||q| = |q|2 = |q||q|,

Sada moºemo de�nisati inverz kvaterniona koriste¢i konjugaciju i normu
kvaterniona. Proizvod nenula kvaterniona i njegovog inverza treba da bude
jednak 1, pa je inverz kvaterniona q kvaternion

q−1 =
q

N(q)
=

q

|q|2
.

Kako je q = 1+0i+0j+0k = 1 neutralni element za mnoºenje kvaterniona,
time smo dokazali slede¢u lemu.

Lema 1.3. Algebarska struktura (H \ {0}, ·) gde je H skup svih kvaterniona,
a · binarna operacija mnoºenja kvaterniona u tom skupu, jeste jedna grupa.
Pritom, kako operacija · nije komutativna u skupu H ova grupa nije Abelova.

Sada ¢emo se podsetiti de�nicije prstena.
Neka je A skup s dve binarne operacije (a, b) → a + b i (a, b) → ab. Mogu¢e
osobine tih operacija su slede¢e:

(A1) za svaka tri elementa a, b, c ∈ A je a+ (b+ c) = (a+ b) + c;

(A2) postoji element 0 ∈ A tako da za svako a ∈ A, a+ 0 = 0 + a = a;

(A3) za svako a ∈ A postoji b ∈ A takav da je a+ b = b+ a = 0;

(A4) za svaka dva elementa a, b ∈ A je a+ b = b+ a;

(M1) za svaka tri elementa a, b, c ∈ A je a(bc) = (ab)c;
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(M2) postoji element 1 ∈ A takav da za svako a ∈ A, a1 = 1a = a;

(M3) za svako a ∈ A \ {0} postoji b ∈ A takav da je ab = ba = 1;

(M4) za svaka dva elementa a, b ∈ A je ab = ba;

(D) za svaka tri elementa a, b, c ∈ A je (a+ b)c = ac+ bc i a(b+c) = ab+ac.

De�nicija 1.10. Neka je A skup sa dve binarne operacije - sabiranjem i
mnoºenjem, u kome sabiranje zadovoljava aksiome A1-A4 (tj. (A,+) je Abe-
lova grupa) i vaºi aksioma D (distributivnost). Skup A je prsten ako zado-
voljava aksiomu M1; prsten A ima jedinicu ako zadovoljava i aksiomu M2;
prsten A je komutativan ako zadovoljava i aksiomu M4. Skup A je telo ako
vaºe aksiome M1, M2, M3; telo A je polje ako, pored M1, M2, M3, vaºi i
aksioma M4.

Iz de�nicije sabiranja i mnoºenja kvaterniona moºemo dokazati distribu-
tivnost mnoºenja prema sabiranju, to jest da vaºi

q1 · (q2 + q3) = q1q2 + q1q2,

(q1 + q2) · q3 = q1q2 + q1q3.

q1 · (q2 + q3)

= (a1 + b1i+ c1j + d1k)((a2 + a3) + (b2 + b3)i+ (c2 + c3)j + (d2 + d3)k)

= (a1 + b1i+ c1j + d1k)(a2 + a3 + b2i+ b3i+ c2j + c3j + d2k + d3k)

= a1a2 + a1a3 + a1b2i+ a1b3i+ a1c2j + a1c3j + a1d2k + a1d3k

+ b1a2i+ b1a3i− b1b2 − b1b3 + b1c2k + b1c3k − b1d2j − b1d3j

+ c1a2j + c1a3j − c1b2k − c1b3k − c1c2 − c1c3 + c1d2i+ c1d3i

+ d1a2k + d1a3k + d1b2j + d1b3j − d1c2i− d1c3i− d1d2 − d1d3

= (a1a2 − b1b2 − c1c2 − d1d2) + (a1b2 + b1a2 + c1d2 − d1c2)i

+ (a1c2 − b1d2 + c1a2 + d1b2)j + (a1d2 + b1c2 − c1b2 + d1a2)k

+ (a1a3 − b1b3 − c1c3 − d1d3) + (a1b3 + b1a3 + c1d3 − d1c3)i

+ (a1c3 − b1d3 + c1a3 + d1b3)j + (a1d3 + b1c3 − c1b3 + d1a3)k

= q1q2 + q1q3.
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(q1 + q2) · q3
= ((a1 + a2) + (b1 + b2)i+ (c1 + c2)j + (d1 + d2)k)(a3 + b3i+ c3j + d3k)

= (a1 + a2 + b1i+ b2i+ c1j + c2j + d1k + d2k)(a3 + b3i+ c3j + d3k)

= a1a3 + a1b3i+ a1c3j + a1d3k + a2a3 + a2b3i+ a2c3j + a2d3k

+ b1a3i− b1b3 + b1c3k − b1d3j + b2a3i− b2b3 + b2c3k − b2d3j

+ c1a3j − c1b3k − c1c3 + c1d3i+ c2a3j − c2b3k − c2c3 + c2d3i

+ d1a3k + d1b3j − d1c3i− d1d3 + d2a3k + d2b3j − d2c3i− d2d3

= (a1a3 − b1b3 − c1c3 − d1d3) + (a1b3 + b1a3 + c1d3 − d1c3)i

+ (a1c3 − b1d3 + c1a3 + d1b3)j + (a1d3 + b1c3 − c1b3 + d1a3)k

+ (a2a3 − b2b3 − c2c3 − d2d3) + (a2b3 + b2a3 + c2d3 − d2c3)i

+ (a2c3 − b2d3 + c2a3 + d2b3)j + (a2d3 + b2c3 − c2b3 + d2a3)k

= q1q3 + q2q3.

Sada, kada smo dokazali da vaºi distributivnost mnoºenja prema sabira-
nju, a na osnovu leme 1.1. i leme 1.3. sledi da vaºi i slede¢a teorema.

Tvr�enje 1.2. Algebarska struktura (H,+, ·) gde je + binarna operacija sa-
biranja kvaterniona i · binarna operacija mnoºenja kvaterniona jeste jedan
nekomutativni prsten sa jedinicom. Ta£nije, na osnovu leme 1.3. vaºi da je
prsten kvaterniona (H,+, ·) jedno telo (polje bez komutativnosti).

Posledica 1.1. (Multiplikativnost norme) Neka su q1, q2 ∈ H proizvoljni.
Tada vaºi:

N(q1q2) = N(q1)N(q2).

Dokaz. Prema de�niciji norme leva strana jednakosti je jednaka:

N(q1q2) = |q1q2|2 = (q1q2)(q1q2).

Koriste¢i q1q2 = q2 q1 i asocijativnost mnoºenja u H dobijamo:

N(q1q2) = (q1q2)(q1q2) = q1(q2q2)q1 = q1|q2|2q1

Kako je norma kvaterniona realan broj, moºemo pisati:

N(q1q2) = q1q1|q2|2 = |q1|2|q2|2 = N(q1)N(q2).

□
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1.2 Algebra sa deljenjem

De�nicija 1.11. Asocijativna algebra nad poljem F je vektorski prostor nad
F na kojem je de�nisano bilinearno preslikavanje m : A× A→ A,m(a, b) =
ab, koje zadovoljava a(bc) = (ab)c za sve a, b, c ∈ A.

Preslikavanje m : A × A → A nazivamo mnoºenje u algebri A. Bilinearnost
mnoºenja povla£i da za sve a, b, c ∈ A i λ ∈ F vaºi:

(i) (a+b)c=ac+bc,

(ii) a(b+c)=ab+ac,

(iii) a(λb)=a(λb)=λ(ab).

Asocijativnost i distributivnost mnoºenja povla£i da je A prsten u kome
su sabiranje i mnoºenje isti kao u algebri A.

De�nicija 1.12. Kaºemo da je A unitalna algebra ili algebra sa jedinicom
ako postoji element 1 ∈ A takav da je 1a = a1 = a za svaki a ∈ A.

Algebra A je komutativna ako je ab = ba za svaki a, b ∈ A. Dimenzija
algebre A je dimenzija vektorskog prostora A nad poljem F. Element a ∈ A
je invertibilan ako postoji b ∈ A za koji je ab = ba = 1.

De�nicija 1.13. Asocijativna algebra A nad poljem F je algebra sa delje-
njem ako je svaki element razli£it od nule invertibilan.

Prema teoremi 1.1. vaºi da je (H,+, ∗) realan vektorski prostor, gde +
predstavlja operaciju sabiranja kvaterniona, a ∗ predstavlja mnoºenje skala-
rom. Tako�e, prema tvr�enju 1.2. vaºi da je (H,+, ·) nekomutativan prsten sa
jedinicom, pri £emu operacija · predstavlja mnoºenje kvaterniona. Algebar-
ska struktura (H,+, ·, ∗) predstavlja asocijativnu algebru. Kako smo tako�e
utvrdili da svaki element skupa H razli£it od nule ima inverz, ona predstvalja
i algebru sa deljenjem. Dimenzija vektorskog prostora je 4, pa je ova algebra
sa deljenjem kona£nodimenzionalna.
Algebre sa deljenjem nad poljem realnih brojeva nazivamo R-algebrama. Fro-
benijusova teorema tvrdi da na izomor�zam postoje tri kona£nodimenzional-
ne algebre sa deljenjem nad poljem R.

Teorema 1.2. Ako je A kona£nodimenzionalna algebra sa deljenjem nad
poljem R, onda

A ∼= R, A ∼= C ili A ∼= H.
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Dimenzije ovih R-algebri sa deljenjem su dim(R) = 1, dim(C) = 2 i dim(H) =
4. Me�u ovim algebrama jedino H nije komutativna.

De�nicija 1.14. Algebra nad poljem R za £ija svaka dva elementa a1 i a2
vaºi |a1a2|2 = |a1|2|a2|2 naziva se normirana algebra.

Dokazom posledice 1.1. ujedno smo pokazali i da je algebra kvaterniona jedna
normirana algebra.

1.3 Identi�kacija kvaterniona sa matricama

dimenzije 2x2

Identi�kova¢emo odre�ene kvaternionske algebre sa algebrama matrica
dimenzije 2x2 nad poljem. Iako ¢e nas posebno zanimati kona£no polje Fq,
ovu identi�kaciju moºemo de�nisati nad op²tijim poljima.

Najpre ¢emo se podsetiti karakteristike prstena.

De�nicija 1.15. Neka je R prsten. Pretpostavimo da postoji prirodan broj
m takav da je ma = 0 za svaki element a ∈ R. Najmanji takav prirodni broj
naziva se karakteristikom prstena R. Ako takav broj ne postoji, onda kaºemo
da R ima karateristiku nula.

Dakle, karakteristika prstena je ili nula ili najmanji pozitivan ceo broj m,
takav da vaºi

0 = m · 1 = 1 + 1 + ...+ 1 (m puta).

Teorema 1.3. Neka je F polje. Tada je karakteristika polja F nula ili prost
broj.

Polja Q, R i C su polja sa karakteristikom nula, dok za bilo koje q = pl,
kona£no polje Fq ima karakteristiku p. Na osnovu ovoga imamo tvr�enje.

Tvr�enje 1.3. Neka je K polje sa karakteristikom razli£itom od 2. Pretpo-
stavimo da postoje x, y ∈ K, takvi da vaºi x2 + y2 + 1 = 0. Tada je H (K)
izomorfan algebri M2 (K) (2x2 matrica) nad poljem K.

Dokaz. Neka je funkcija: ψ : H (K) →M2 (K) de�nisana sa

ψ(a+ bi+ cj + dk) =

(
a+ bx+ dy −by + c+ dx
−by − c+ dx a− bx− dy

)
,
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gde su x, y ∈ K, takvi da vaºi x2 + y2 + 1 = 0.
Proveravamo da vaºi ψ(q1q2) = ψ(q1)ψ(q2) za q1, q2 ∈ H (K).
Prvo ¢emo izra£unati obe strane jednkosti. Za q1 = a1 + b1i + c1j + d1k i
q2 = a2 + b2i+ c2j + d2k, gde su a1, b1, c1, d1, a2, b2, c2, d2 ∈ K imamo:

ψ(q1q2) = ψ((a1 + b1i+ c1j + d1k)(a2 + b2i+ c2j + d2k))

= ψ((a1a2 − b1b2 − c1c2 − d1d2) + (a1b2 + b1a2 + c1d2 − d1c2)i

+ (a1c2 − b1d2 + c1a2 + d1b2)j + (a1d2 + b1c2 − c1b2 + d1a2)k)

Radi lak²eg ra£unanja, uvedimo slede¢e oznake:

A = a1a2 − b1b2 − c1c2 − d1d2,

B = a1b2 + b1a2 + c1d2 − d1c2,

C = a1c2 − b1d2 + c1a2 + d1b2,

D = a1d2 + b1c2 − c1b2 + d1a2.

Tada je funkcija ψ(q1q2) jednaka

ψ(A+Bi+ Cj +Dk) =

(
A+Bx+ Cy −By + C +Dx
−By − C +Dx A−Bx−Dy

)
Sada ra£unamo desnu stranu jednakosti ψ(q1q2) = ψ(q1)ψ(q2).

ψ(q1)ψ(q2) = ψ(a1 + b1i+ c1j + d1k)ψ(a2 + b2i+ c2j + d2k)

=

(
a1 + b1x+ d1y −b1y + c1 + d1x
−b1y − c1 + d1x a1 − b1x− d1y

)(
a2 + b2x+ d2y −b2y + c2 + d2x
−b2y − c2 + d2x a2 − b2x− d2y

)
.

Ako pomnoºimo prvi red prve matrice i drugu kolonu druge matrice do-
bi¢emo da vaºi

(a1 + b1x+ d1y)(−b2y + c2 + d2x) + (−b1y + c1 + d1x)(a2 − b2x− d2y)

= −(a1b2 + b1a2 + c1d2 − d1c2)y + (a1c2 − b1d2 + c1a2 + d1b2)

+ (a1d2 + b1c2 − c1b2 + d1a2)x

= −By + C +Dx.

Paºljivim ra£unanjem moºemo pokazati da su ovi izrazi za odgovaraju¢e ele-
mente na obe strane zaista jednaki, ²to zna£i da vaºi ψ(q1q2) = ψ(q1)ψ(q2)
za sve kvaternione q1, q2 ∈ H(K).

Sada ho¢emo da pokaºemo da je ψ K-linearno preslikavanje izme�u dva K-
vektorska prostora, tj. da za svako α ∈ K i svaki kvaternion q, q1, q2 ∈ H(K)
vaºi:
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(i) ψ(q1 + q2) = ψ(q1) + ψ(q2) (aditivnost);

(ii) ψ(αq1) = αψ(q1) (homogenost).

Prvo ¢emo pokazati da vaºi aditivnost. Za q1 = a1 + b1i + c1j + d1k i
q2 = a2 + b2i+ c2j + d2k, imamo:

ψ(q1 + q2) = ψ((a1 + a2) + (b1 + b2)i+ (c1 + c2)j + (d1 + d2)k)

= ψ((a1 + b1i+ c1j + d1k) + (a2 + b2i+ c2j + d2k))

= ψ(a1 + b1i+ c1j + d1k) + ψ(a2 + b2i+ c2j + d2k)

= ψ(q1) + ψ(q2).

Zatim, pokaºimo da vaºi homogenost. Za q = a+ bi+ cj + dk, imamo:

ψ(αq) = ψ(αa+ αbi+ αcj + αdk)

= ψ(α(a+ bi+ cj + dk))

= αψ(a+ bi+ cj + dk)

= αψ(q).

Odavde moºemo zaklju£iti da je ψ K-linearno preslikavanje izme�u dva
K-vektorska prostora iste dimenzije 4. Kako bismo dokazali da je ψ izo-
mor�zam, dovoljno je pokazati da je ψ injektivno preslikavanje. Kako uslov
ψ(a+ bi+ cj + dk) = 0 dovodi do sistema od 4 homogene linearne jedna£ine
sa promenljivima a, b, c, d, £ija je determinanta∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x 0 y
0 −y 1 x
0 −y −1 x
1 −x 0 −y

∣∣∣∣∣∣∣∣
jednaka −4(x2 + y2) = 4 ̸= 0 (jer je karakteristika polja K razli£ita od
2), na osnovu £ega zaklju£ujemo da je matrica regularna (ima svoju inverznu
matricu), ²to zna£i da postoji jednozna£no re²enje sistema, pa je ψ injektivno
preslikavanje. Ovim smo pokazali da je ψ izomor�zam izme�uH(K) iM2 (K),
£ime je tvr�enje dokazano. □
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Za prelikavanje ψ : H (K) → M2 (K) de�nisano u dokazu tvr�enja 1.3. i
q ∈ H(K) moºemo pokazati da vaºi:

(a) detψ(q) = N(q) i Trψ(q) = q + q;

(b) ψ preslikava realne kvaternione (one za koje vaºi q = q) u skalarnu
matricu.

(a) Neka je q = a+ bi+ cj + dk. Tada je N(q) = a2 + b2 + c2 + d2, a kako je
determinanta jednaka

detψ(q) = det

∣∣∣∣ a+ bx+ dy −by + c+ dx
−by − c+ dx a− bx− dy

∣∣∣∣
= (a+ bx+ dy)(a− bx− dy)− (−bx+ c+ dx)(−by − c+ dx)

= a2 − b2x2 − d2y2 − b2y2 + c2 − d2x2

= a2 + c2 − d2(x2 + y2)− b2(x2 + y2)

= a2 + b2 + c2 + d2,

moºemo zaklju£iti da vaºi jednakost detψ(q) = N(q).

Sada pokaºimo da vaºi Trψ(q) = q + q. Po de�niciji traga matrice
imamo da je Trψ(q) = a+ bx+ dy + a− bx− dy = 2a = q + q.

(b) Potrebno je da pokaºemo da za kvaternion q = a, tj. £isti realni kvater-
nion, ψ(q) je skalarna matrica.
Ra£unamo ψ(q) za q = a

ψ(q) = ψ(a) =

(
a 0
0 a

)
Ovo je o£igledno skalarna matrica. Dakle ψ preslikava realne kvaterni-
one u skalarnu matricu.

Tvr�enje 1.3. vaºi ne samo za algebarski zatvorena polja, ve¢ i za bilo
koje kona£no polje Fq, gde je q stepen neparnog prostog broja.

Tvr�enje 1.4. Neka je q stepen neparnog prostog broja. Postoje x, y ∈ Fq,
takvi da vaºi x2 + y2 + 1 = 0.

Prvi dokaz (Nekonstruktivan). De�ni²imo

A+ =
{
1 + x2 : x ∈ Fq

}
; A− =

{
−y2 : y ∈ Fq

}
.
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Ako posmatramo brojeve iz skupa A+

1 + 02, 1 + 12, 1 + 22, ..., 1 + (
q − 1

2
)2,

vide¢emo da me�u njima ne postoje dva broja koja su kongruentna modulo
q. Isto vaºi i za brojeve iz skupa A−

−02,−12,−22, ...,−(
q − 1

2
)2.

Odavde imamo da je |A+| = |A−| =
q + 1

2
, ²to je ukupno

q + 1

2
+
q + 1

2
= q+1

brojeva, pa prema Dirihleovom principu, dva me�u njima daju isti ostatak
pri deljenju sa q.

Prema tome, imamoA+∩A− ̸= ∅, ²to zna£i da postoje x, y ∈ {0, 1, 2, ...(q − 1

2
)}

takvi da je 1 + x2 ≡ −y2 (mod q). □

Drugi dokaz (Konstruktivan). Dovoljno je dokazati tvr�enje za po-
lje Fp (p neparan prost broj). Ako je −1 kvadrat modulo p, uzmemo najmanji
x iz skupa {2, ..., p− 2}, takav da x2 + 1 = 0, i y = 0.
Ako −1 nije kvadrat modulo p, neka a bude najve¢i kvadratni ostatak iz sku-
pa {1, ..., p − 2}. Koriste¢i Leºandrov simbol, pokaºimo da je tada i −a − 1

kvadrat modulo p. Kako −1 i a+ 1 nisu kvadrati modulo p vaºi (
−1

p
) = −1

i (
a+ 1

p
) = −1, pa je

(
−a− 1

p
) = (

−1

p
)(
a+ 1

p
) = 1,

²to pokazuje da je −a − 1 kvadrat modulo p. Neka x (odnosno y) bude
najmanji element iz skupa {1, ..., p − 2} takav da x2 ≡ a (mod p) (odnosno
y2 ≡ −a− 1 (mod p)). Tada x2 + y2 + 1 ≡ 0 (mod p). □

1.4 Kvaternioni sa celobrojnim koe�cijentima

Hurvicovi kvaternioni su podskup kvaterniona £iji su koe�cijenti ili svi
celi brojevi ili sve polovine neparnih celih brojeva. Skup svih Hurvicovih
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kvaterniona je

H = {a+ bi+ cj + dk ∈ H : a, b, c, d ∈ Z ili a, b, c, d ∈ Z+
1

2
}.

Kako bismo pokazali da jeH zatvoren u odnosu na mnoºenje kvaterniona,
razmotri¢emo tri slu£aja:

(i) Mnoºenje dva kvaterniona £iji su koe�cijenti celi brojevi;

(ii) Mnoºenje dva kvaterniona od kojih je jedan kvaternion sa celobrojnim
koe�cijentima, a drugi sa polovinama neparnih celih brojeva;

(iii) Mnoºenje dva kvaterniona £iji su svi koe�cijenti polovine neparnih celih
brojeva.

Razmotrimo prvo prvi slu£aj. Neka su q1 = a1 + b1i + c1j + d1k i q2 =
a2 + b2i+ c2j + d2k kvaternioni, gde su a1, b1, c1, d1, a2, b2, c2, d2 celi brojevi.
Njihov proizvod je:

q1 · q2 = (a1 + b1i+ c1j + d1k) · (a2 + b2i+ c2j + d2k)

= (a1a2 − b1b2 − c1c2 − d1d2) + (a1b2 + b1a2 + c1d2 − d1c2)i

+ (a1c2 − b1d2 + c1a2 + d1b2)j + (a1d2 + b1c2 − c1b2 + d1a2)k.

Kako su a1, b1, c1, d1, a2, b2, c2, d2 celi brojevi, svi izrazi a1a2 − b1b2 − c1c2 −
d1d2, a1b2+b1a2+c1d2−d1c2, a1c2−b1d2+c1a2+d1b2, a1d2+b1c2−c1b2+d1a2
su tako�e celi brojevi, pa je proizvod ova dva kvaterniona kvaternion sa
celobrojnim koe�cijentima.

Neka su q1 = a1 + b1i + c1j + d1k i q2 =
1

2
a2 +

1

2
b2i +

1

2
c2j +

1

2
d2k

kvaternioni, gde su a1, b1, c1, d1 celi brojevi, a a2, b2, c2, d2 neparni celi brojevi.
Pa je proizvod ova dva kvaterniona:

q1 · q2 = (a1 + b1i+ c1j + d1k) · (
1

2
a2 +

1

2
b2i+

1

2
c2j +

1

2
d2k)

=
1

2
(a1a2 − b1b2 − c1c2 − d1d2) +

1

2
(a1b2 + b1a2 + c1d2 − d1c2)i

+
1

2
(a1c2 − b1d2 + c1a2 + d1b2)j +

1

2
(a1d2 + b1c2 − c1b2 + d1a2)k.

Da bismo pokazali da su sve komponente proizvoda istog oblika, dakle da su
sve celi brojevi ili sve polovine neparnih celih brojeva, treba proveriti da li su
brojevi a1a2−b1b2−c1c2−d1d2, a1b2+b1a2+c1d2−d1c2, a1c2−b1d2+c1a2+d1b2,
a1d2+b1c2−c1b2+d1a2 iste parnosti. Po²to su a2, b2, c2, d2 neparni to je parnost
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broja a1a2 − b1b2 − c1c2 − d1d2 ista kao i parnost broja a1 − b1 − c1 − d1, a
ova je pak ista kao i parnost broja a1 + b1 + c1 + d1. A zapravo su takve
parnosti i ostali zbirovi u zagradama, te su svi ili parni ili neparni, pa su sve
komponente proizvoda ili celi brojevi ili polovine neparnih celih brojeva.

Neka su q1 =
1

2
a1 +

1

2
b1i+

1

2
c1j +

1

2
d1k i q2 =

1

2
a2 +

1

2
b2i+

1

2
c2j +

1

2
d2k

kvaternioni, gde su a1, b1, c1, d1, a2, b2, c2, d2 neparni celi brojevi. Proizvod ova
dva kvaterniona je:

q1 · q2 = (
1

2
a1 +

1

2
b1i+

1

2
c1j +

1

2
d1k) · (

1

2
a2 +

1

2
b2i+

1

2
c2j +

1

2
d2k)

=
1

4
(a1a2 − b1b2 − c1c2 − d1d2) +

1

4
(a1b2 + b1a2 + c1d2 − d1c2)i

+
1

4
(a1c2 − b1d2 + c1a2 + d1b2)j +

1

4
(a1d2 + b1c2 − c1b2 + d1a2)k.

Sli£no kao u prethodnom slu£aju, i ovde proveravamo da li su brojevi
a1a2 − b1b2 − c1c2 − d1d2, a1b2 + b1a2 + c1d2 − d1c2, a1c2 − b1d2 + c1a2 + d1b2,
a1d2+b1c2−c1b2+d1a2 istog oblika. Parnost brojeva a1a2−b1b2−c1c2−d1d2,
a1b2 + b1a2 + c1d2 − d1c2, a1c2 − b1d2 + c1a2 + d1b2, a1d2 + b1c2 − c1b2 + d1a2
je ista kao i parnost brojeva a1 − b1 − c1 − d1, a2 − b2 − c2 − d2, a kako su
a1, b1, c1, d1, a2, b2, c2, d2 neparni celi brojevi, svi ovi zbirovi i razlike su parni
brojevi, pa su svi koe�cijenti proizvoda celi brojevi ili polovine neparnih celih
brojeva. Ostaje jo² da proverimo kada su koe�cijenti proizvoda celi brojevi
a kada polovine neparnih celih brojeva.
Po²to su a1, b1, c1, d1, a2, b2, c2, d2 neparni celi brojevi, svi oni se mogu zapi-
sati u obliku 2n+ 1, n ∈ Z. Ako se neparan broj ovih brojeva moºe zapisati
u obliku 4n + 1, n ∈ Z, onda su svi koe�cijenti proizvoda celi brojevi, a u
suprotnom koe�cijenti proizvoda su polovine neparnih celih brojeva.

Ovim smo pokazali da su sva tri slu£aja zadovoljena ²to zna£i da je skup
H zatvoren za mnoºenje. Kako je skup H zatvoren i u odnosu na sabiranje
kvaterniona, skup H predstavlja potprsten svih kvaterniona H.

Skup svih kvaterniona sa celobrojnim koe�cijentima

H(Z) = {a+ bi+ cj + dk ∈ H : a, b, c, d ∈ Z}

predstavlja podprsten Hurvicovih kvaterniona H.
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Posledica 1.2. Za proizvoljne cele brojeve a1, b1, c1, d1 i a2, b2, c2, d2 postoje
celi brojevi A,B,C,D takvi da vaºi

(a21 + b21 + c21 + d21)(a
2
2 + b22 + c22 + d22) = (A2 +B2 + C2 +D2).

Dokaz. Neka su a1, b1, c1, d1 i a2, b2, c2, d2 proizvoljni celi brojevi. Tada
oni odre�uju i dva kvaterniona q1, q2 ∈ H(Z), q1 = a1 + b1i + c1j + d1k i
q2 = a2 + b2i+ c2j + d2k. Proizvod ova dva kvaterniona je jednak

q1q2 = A+Bi+ Cj +Dk,

gde su A,B,C,D ∈ Z. Prema poseledici 1.1. imamo

N(q1q2) = N(q1)N(q2),

tj.
(a21 + b21 + c21 + d21)(a

2
2 + b22 + c22 + d22) = (A2 +B2 + C2 +D2),

²to dokazuje tvr�enje. □

Za q ∈ H(Z) dokaºimo da su slede¢a svojstva ekvivalentna:

(a) q je invertibilan u H(Z)

(b) N(q) = 1

(c) q ∈ {±1,±i,±j,±k} .

Dokazujemo implikacije u obe strane redom.

((a) ⇒ (b)) Pretpostavimo da je q inverbibilan u H(Z), tj. postoji r ∈ H(Z)
tako da je qr = rq = 1. Ovo implicira da je N(q)N(r) = N(qr) = N(1) = 1,
²to zna£i da je N(q) = 1.

((b) ⇒ (c)) Pretpostavimo da je N(q) = 1, a kako je N(q) = a2+ b2+ c2+d2,
imamo a2 + b2 + c2 + d2 = 1. S obzirom na to da su sva £etiri kvadrata
pozitivna ili nula, to zna£i da samo jedan koe�cijent moºe biti razli£it od
nule, a svi ostali su nule. To zna£i da je q jedan od kvaterniona iz skupa
{±1,±i,±j,±k} .

((c) ⇒ (a)) Pretpostavimo da je q jedan od kvaterniona iz skupa {±1,±i,±j,±k} .
Inverz od svakog od navedenih q je jednak−q, sem u slu£aju kada je q ∈ {±1}
kada je inverz jednak samom q.
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Aritmetika celobrojnih

kvaterniona

Sada ¢emo se ograni£iti na prsten H(Z) i istraºiti neka aritmeti£ka svoj-
stva ovog konkretnog prstena. Njegova vaºnost proizlazi iz £injenice da je ceo
broj zbir £etiri kvadrata ako i samo ako je taj broj norma nekog kvaterniona
u H(Z). U prethodnom podglavlju videli smo da su ±1, ±i, ±j, ±k inver-
tibilni elementi ili jedinice. Kao i u Z i Z[i], postoji faktorizacija na proste
brojeve za svaki celobrojni kvaternion, mada u H(Z) ova faktorizacija vi²e
nije jedinstvena. Pokaza¢emo da kao nekomutativan prsten, H(Z) poseduje
modi�kovani Euklidov algoritam i odgovaraju¢e najve¢e zajedni£ke delioce
sa desne i leve strane koji su jedinstveni do na asocijativnost. Tada ¢emo
videti da nijedan prost broj ne ostaje prost u H(Z), ve¢ se moºe razloºiti u
proizvod dva konjugovana prosta kvaterniona. U stvari, odre�ivanjem da li
je celobrojni kvaternion prost broj je krajnje jednostavno: α ∈ H(Z) je prost
ako i samo ako je N(α) prost u Z. Ovo predstavlja suprotnost u odnosu na
situaciju u Z[i], gde bilo koji prost broj q ≡ 3 (mod 4) ostaje prost, i ako
ima Gausovu normu N(q) = q2. Zapo£nimo sa slede¢om de�nicijom.

De�nicija 2.16. (a) Kvaternion α ∈ H(Z) je neparan (odnostno paran)
ako je N(α) neparan (odnosno paran) ceo broj.

(b) Kvatarnion α ∈ H(Z) je prost ako α nije jedinica u H(Z), i ako, kad je
α = βγ u H(Z), tada je ili β ili γ jedinica.

(c) Dva kvatarniona α, α
′ ∈ H(Z) su asocirani ako postoje jedini£ni kvater-

nioni ϵ, ϵ
′ ∈ H(Z) takvi da je α

′
= ϵαϵ

′
.

(d) δ ∈ H(Z) je desni delilac broja α ∈ H(Z) ako postoji γ ∈ H(Z), tako da
je α = γδ.

Budu¢i da je za svaku jedinicu ϵ vrednost N(ϵ) jednaka 1, asocijativnost
predstavlja relaciju ekvivalencije me�u elementima u H(Z) koja £uva aritme-
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ti£ka svojstva kao ²to su parnost, neparnost, biti prost broj i svojstvo jedinice.

Podsetimo se da smo za prstene Z i Z[i] mogli koristiti Bezuovu relaciju kako
bismo od de�nicije prostog broja kao ireducibilnog elementa pre²li na slede¢e:
π je prost broj ako i samo ako svaki put kad π deli proizvod xy, tada π deli x ili
π deli y. Me�utim, to ne moºemo da primenimo na prsten H(Z), jer desni de-
lilac proizvoda xy ne mora nuºno biti mogu¢i desni delilac broja x. Na primer,
broj 2+5i ∈ H(Z) deli proizvod (4+3i+2j)(4−3i−2j) = 29 = (2+5i)(2−5i),
ali ne deli £inioce 4 + 3i + 2j i 4 − 3i − 2j. Stoga, mora¢emo da nastavimo
bez te osobine za proste brojeve u H(Z). Ipak, de�nicija prostih brojeva 2.16.
nam pruºa mogu¢nost faktorizacije u proste kvaternione.

Tvr�enje 2.5. Svaki nenula i neinvertibilan kvaternion α ∈ H(Z) je proi-
zvod prostih kvaterniona.

Dokaz. Indukcijom po N(α), slu£aj N(α) = 1 (tj. α je invertibilan) je
trivijalan. Pretpostavimo sada N(α) > 1. Ako je α prost, nema ni²ta za
dokazivanje. Ina£e, na�emo razlaganje α = βγ, gde ni β, ni γ nisu invertibilni
u H(Z). Dakle, β i γ zadovoljavaju N(β) < N(α), N(γ) < N(α). Prema
indukcijskoj hipotezi, β i γ su proizvodi prostih kvaterniona, isto vaºi i za α.
□

Razlaganje u tvr�enju nije nuºno jedinstveno (£ak ni do na asocijativ-
nost). Na primer:

13 = (1 + 2i+ 2j + 2k)(1− 2i− 2j − 2k) = (3 + 2i)(3− 2i)

su dva zaista razli£ita razlaganja broja 13 na proste kvaternione. To zna£i
da odgovaraju¢i faktori nisu asocirani, tj. ne postoje jedini£ni kvaternioni
ϵ, ϵ

′ ∈ H(Z) takvi da je jedan faktor jednak proizvodu drugog faktora i jedni-
ni£nog kvaterniona. Ako postoji takav jedini£ni kvaternion, onda bi trebalo
da moºemo dobiti jedan faktor iz drugog faktora pomnoºenog s jedini£nim
kvaternionom. Me�utim, to nije mogu¢e jer se izrazi (1+2i+2j+2k) i (3+2i)
ne mogu pomnoºiti s jedni£nim kvaternionom kako bi se dobila druga£ija for-
ma. Stoga, na osnovu ovoga moºemo zaklju£iti da odgovaraju¢i faktori broja
13 nisu asocirani u prstenu H(Z) i zbog toga su ova dva razlaganja broja 13
razli£ita.

Nastavljamo s delimi£nim Euklidovim algoritmom, tj onim koji se ograni-
£ava na neparne kvaternione i mnoºenje s desne strane. Analogan rezultat
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vaºi i za mnoºenje s leve strane, ali pripadaju¢i γ1 i δ1 nisu nuºno isti. Kori-
sti¢emo ovaj desni Euklidov algoritam za konstrukciju najve¢eg zajedni£kog
desnog delioca, ali o£igledne modi�kacije u dokazima vode do ekvivalentnih
rezultata za levi delilac.

Lema 2.4. Neka su α i β ∈ H(Z), pri £emu je β neparan broj. Postoje γ,
δ ∈ H(Z) takvi da vaºi

α = γβ + δ i N(δ) < N(β).

Dokaz.
Po£injemo sa tvr�enjem:
Dato je σ = s0 + s1i+ s2j + s3k ∈ H(Z), a m je neparan pozitivan ceo broj.
Tada postoji γ ∈ H(Z), takav da vaºi N(σ− γm) < m2. Za svaki si moºemo
na¢i ri ∈ Z, tako da

mri −
m

2
< si < mri +

m

2

(vaºi stroga nejednakost jer je m neparan). Pi²emo si = mri + ti, gde je
|ti| <

m

2
. Postavljamo γ = r0 + r1i + r2j + r3k; tada je N(σ − γm) =

t20 + t21 + t23 < 4(
m

2
)2 = m2, ²to dokazuje tvr�enje.

Da bismo dokazali lemu, postavimo m = N(β) = ββ i σ = αβ. Prema
tvr�enju, moºemo na¢i γ ∈ H(Z), takav da vaºi

N(β)N(β) = N(β)2 = m2 > N(σ−γm) = N(αβ−γββ) = N(α−γβ)N(β).

Postavljamo δ = α − γβ i deljenjem sa N(β), dobijamo N(δ) < N(β), kao
²to je i traºeno. □

Primer 2.1. Neka su dati kvaternioni α = 2+i+3j+k i β = 2i−j. Prate¢i
dokaz leme pokaza¢emo da za njih vaºi lema o deljenju sa ostatkom. Vidimo
da je β neparan kvaternion jer je N(β) = 5, pa je uslov iz leme ispunjen i
vaºi m = N(β) = 5.
Najpre ra£unamo:

σ = αβ = (2 + i+ 3j + k)(−2i+ j) = (−1− 5i+ 7k).
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Traºimo kvaternion γ = r0+r1i+r2j+r3k, takav da su koe�cijenti r0, r1, r2, r3 ∈
Z i da vaºe nejednakosti:

| − 1− 5r0| <
5

2
⇒ −5

2
< −1− 5r0 <

5

2
⇒ − 7

10
< r0 <

3

10
⇒ r0 = 0,

| − 5− 5r1| <
5

2
⇒ −5

2
< −− 5− 5r1 <

5

2
⇒ −3

2
< r1 < −1

2
⇒ r1 = −1,

| − 5r2| <
5

2
⇒ −5

2
< −5r2 <

5

2
⇒ −1

2
< r2 <

1

2
⇒ r2 = 0,

|7− 5r3| <
5

2
⇒ −5

2
< 7− 5r3 <

5

2
⇒ 9

10
< r3 <

19

10
⇒ r3 = 1,

⇒ γ = −i+ k.

Moºemo proveriti da je N(σ − γm) = N(−1 + 2k) = 5 < m2.

δ = α−γβ = (2+i+3j+5)−(−i+k)(2i−j) = 2+i+3j+k−(2+k+2j+i) = j,

pa je norma N(δ) = 1 < m.
Tada je α = (−i+ k)(2i− j) + j.

Napomena 2.1. Levi Euklidov algoritam obezbe�uje postojanje γ1, δ1 ∈ H(Z),
takvih da vaºi α = βγ1 + δ1, pri £emu je N(δ1) < N(β).

De�nicija 2.17. Neka su α i β celobrojni kvaternioni. Kaºemo da je δ ∈
H(Z) desni najve¢i zajedni£ki delilac od α i β ako

(a) δ je desni delilac od α i β;

(b) ako je δ0 ∈ H(Z) desni delilac i α i β, tada je δ0 i desni delilac od δ.

Takvo δ ozna£avamo sa (α, β)D.

Primer 2.2. Odredimo pomo¢u Euklidovog algoritma desni najve¢i zajedni£-
ki delilac za kvaternione α = 3 + 2i + j − k i β = 1 + 2i. Najpre podelimo
ove kvaternione. Prilikom deljenja ovih kvaterniona ima¢emo i ostatak.

αβ−1 = α
β

N(β)
= (3 + 2i+ j − k)

1− 2i

5
=

7

5
− 4

5
i+

3

5
j +

1

5
k

Budu¢i da koe�cijenti kvaterniona αβ−1 nisu svi u Z, za koli£nik γ1 moºemo
uzeti kvaternion sa celobrojnim koe�cijentima koji su najbliºi odgovaraju¢im
koe�cijentima kvaterniona αβ−1, dakle stavimo

γ1 = 1− i+ j
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pa je ostatak δ1 dat sa

δ1 = α− γ1β = (3 + 2i+ j − k)− (1− i+ j)(1 + 2i) = i+ k, N(δ1) = 2.

Imamo da vaºi jednakost

3 + 2i+ j − k = (1− i+ j)(1 + 2i) + (i+ k).

Podelimo β sa δ1 sa ostatkom. Imamo

βδ−1
1 = (1 + 2i)

−i− k

2
= 1− 1

2
i+ j − 1

2
k

Kao i u prethodnom koraku, za kvaternion γ2 moºemo uzeti kvaternion sa
celobrojnim koe�cijentima, pa je

γ2 = 1 + j.

Ostatak je dat sa

δ2 = β − γ2δ1 = (1 + 2i)− (1 + j)(i+ k) = 1, N(δ2) = 1.

Prema tome imamo jednakost

1 + 2i = (1 + j)(i+ k) + 1.

Sada delimo δ1 sa δ2.
δ1δ

−1
2 = i+ k

Imamo
γ3 = i+ k.

δ3 = δ1 − γ3δ2 = i+ k − (i+ k) = 0.

Jednakost glasi
i+ k = (i+ k) · 1 + 0.

Kako je γ3 = 0, ovim je Euklidov algoritam zavr²en. Desni najve¢i zajedni£ki
delilac za kvaternione α = 3 + 2i+ j − k i β = 1 + 2i je δ2 = 1.

Jasno je da je (α, β)D jedinstven, ukoliko postoji. Ho¢emo da pokaºemo
da, pod pogodnim uslovima, (α, β)D zaista postoji.
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Lema 2.5. Neka je α ∈ H(Z). Tada α ima jedinstvenu faktorizaciju:

α = 2lπα0,

gde je l ∈ N0, π ∈ {1, 1 + i, 1 + j, 1 + k, (1 + i)(1 + j), (1 + i)(1− k)} i α0 ∈
H(Z) neparan.

Dokaz. Prvo ¢emo dokazati da takva faktorizacija postoji, a zatim i
njenu jedinstvenost.
Neka je α ∈ H(Z) i 2l najve¢i stepen broja 2 koji deli α i neka je α

′
=

α

2l
.

Tada pi²emo
α

′
= a0 + a1i+ a2j + a3k,

gde je bar jedan od ai, i = 0, ..., 3 neparan. Po²to mnoºenje jedinicom menja
poziciju ai, i = 0, ..., 3, moºemo pretpostaviti, bez gubitka op²tosti, da je
a0 neparan broj. Sada, ako je α

′
neparan, onda je α = 2lα

′
, pa smo lemu

dokazali.
Stoga moºemo pretpostaviti da je α′ paran i tada postoje dva slu£aja:

(a) N(α
′
) ≡ 2 (mod 4).

Tada ta£no dva ai-a su neparna, pri £emu je a0 me�u njima. Ako su
recimo a0 i a1 neparni, tada

α0 =
a0 + a1

2
+ (

a1 − a0
2

)i+ (
a2 + a3

2
)j + (

a3 − a2
2

)k

je u H(Z) neparan, i α′
= (1 + i)α0. Ostali slu£ajevi (a0 i a2 neparni,

ili a0 i a3 neparni) dozvoljavaju faktorizaciju 1 + j ili 1 + k i tretiraju
se na isti na£in.

(b) N(α
′
) ≡ 0 (mod 4).

Onda su svi ai neparni, i stoga kongruenti ±1 (mod 4). U svakom slu-
£aju, N(α

′
) ≡ 4 (mod 8). U ovom slu£aju moramo razmotriti mogu¢e

kombinacije kongruencija modulo 4, ²to na£elno daje ²esnaest razli£itih
podslu£ajeva. Me�utim, ovi slu£ajevi se mogu grupisati u dve grupe po
osam podslu£ajeva, u zavisnosti od toga da li je ukupan broj ai-ova koji
su ai ≡ 1 (mod 4) paran ili neparan.

Tvr�enje A. Ako je ai ≡ 1 (mod 4), gde je ukupan broj takvih ai-ova
paran, tada postoji neparan kvaternion α1, takav da je α

′
= (1+ i)(1+ j)α1.

Dokaz. Moºemo pretpostaviti da je a0 ≡ 1 (mod 4). Pretpostavimo da
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su a0 ≡ a1 ≡ 1 (mod 4) i a2 ≡ a3 ≡ ±1 (mod 4). Kao i u slu£aju (a) imamo
α

′
= (1 + i)α0 gde je

α0 =
a0 + a1

2
+ (

a0 − a1
2

)i+ (
a2 + a3

2
)j + (

a3 − a2
2

).

Primetimo da su
a0 + a1

2
i
a2 + a3

2
neparni, dok su

a0 − a1
2

i
a3 − a2

2
parni.

Prema slu£aju (a) tada vaºi α0 = (1+j)α1, gde je α1 neparan jer jeN(α0) ≡ 2
(mod 4). Dakle α

′
= (1 + i)(1 + j)α1.

Pretpostavimo sada da je a0 ≡ a2 ≡ 1 (mod 4) i a1 ≡ a3 ≡ ±1 (mod 4).
Postupaju¢i kao i ranije moºemo napisati α

′
= (1 + j)(1 + k)α1, pri £emu je

α1 neparan. Tada primetimo da je (1 + j)(1 + k) = (1 + i)(1 + j). Poslednji
slu£aj, a0 ≡ a3 ≡ 1 (mod 4) i a1 ≡ a2 ≡ ±1 (mod 4), se pokazuje na sli£an
na£in, koriste¢i (1 + k)(1 + i) = (1 + i)(1 + j).

Tvr�enje B. Ako je ai ≡ 1 (mod 4), gde je ukupan broj takvih ai-ova
neparan, tada postoji neparan kvaternion α1, takav da je α

′
= (1+i)(1−k)α1.

Dokaz. Ponovo moºemo pretpostaviti, bez gubitka op²tosti, da su tri ai-a

kongruentna 1 (mod 4), pri £emu je a0 me�u njima. Ako je a0 ≡ a1 ≡ a2 ≡ 1
(mod 4) i a3 ≡ −1 (mod 4), tada kao u slu£aju (a) imamo α

′
= (1 + i)α0 sa

α0 =
a0 + a1

2
+ (

a0 − a1
2

)i+ (
a2 + a3

2
)j + (

a3 − a2
2

)k

= b0 + b1i+ b2j + b3k.

Sada su b0 i b3 neparni, dok su b1 i b2 parni. Tada vaºi

α0 = (1− k)(
b0 + b3

2
+ (

b1 − b2
2

)i+ (
b1 + b2

2
)j + (

b0 + b3
2

)k)

= (1− k)α1,

α1 je neparan. Dakle, α0 = (1 + i)(1− k)α1. Preostali slu£ajevi se pokazuju
analogno.

Sada dokazujemo jedinstvenost.
Pretpostavimo suprotno, tj. da postoje dve razli£ite faktorizacije kvaterniona
α u obliku α = 2l1πα0 i α = 2l2ρα1, gde su l1, l2 ∈ N0, π, ρ ∈ {1, 1 + i, 1 +
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j, 1 + k, (1 + i)(1 + j), (1 + i)(1− k)} i α0, α1 ∈ H(Z) neparni kvaternioni.
Koristimo normu kvaterniona da analiziramo faktore:

N(α) = N(2l1πα0) = 22l1N(π)N(α0)

N(α) = N(2l2ρα1) = 22l2N(ρ)N(α1)

Iz jednakosti fakorizacija α imamo:

22l1N(π)N(α0) = 22l2N(ρ)N(α1).

Podelom obe strane jedna£ine sa 22min(l1,l2), dobijamo:

22(max(l1,l2)−min(l1,l2))
N(π)

N(ρ)
=
N(α1)

N(α0)
.

Pretpostavimo, bez gubitka op²tosti da je l1 ≤ l2. Tada imamo:

22(l1−l2)
N(π)

N(ρ)
=
N(α1)

N(α0)
.

Kako su α0 i α1 neparni kvaternioni iz H(Z), zaklju£ujemo da je eksponent
2(l2 − l1) jednak nuli, ²to implicira da je l1 = l2.

Sada pokazujemo jednakost faktora π i ρ. Pretpostavimo da je π ̸= ρ.
Kako su π i ρ kvaternioni iz skupa {1, 1 + i, 1 + j, 1 + k, (1 + i)(1 + j),
(1 + i)(1 − k)}, moºemo da primetimo da su njihove norme stepeni broja
2, pa odnos normi kvaterniona π i ρ mora biti 1. Sa druge strane, razlika
πα0 − ρα1 je kvaternion £ija je norma nula, a to zna£i da su kvaternioni
α0 i α1 proporcionalni sa faktorom

ρ

π
. Me�utim po²to su α0 i α1 naparni

kvaternioni iz H(Z), ova pretpostavka je kontradiktorna. Stoga, zaklju£ujemo
da vaºi π = ρ.

Sada, kada znamo da su π = ρ i l1 = l2, ostaje da pokaºemo da su α0 i α1

jednaki kvaternioni. Razlika πα0 − ρα1 mora biti nula kvaternion, ²to zna£i
da je α0 = α1.

Na osnovu ovoga zaklju£ujemo da faktorizacija α = 2lπα0, gde su l ∈ N0,
π ∈ {1, 1 + i, 1 + j, 1 + k, (1 + i)(1 + j), (1 + i)(1− k)} i α0 ∈ H(Z) neparan,
zaista jeste jedinstvena. □

Primer 2.3. Neka je α = 16 + 4i + 12j + 8k kvaternion sa celobrojnim
koe�cijentima. Prate¢i dokaz leme 2.5. pokaºimo da broj α ima jedinstvenu
faktorizaciju α = 2lπα0, gde je l ∈ N, π ∈ {1, 1 + i, 1 + j, 1 + k, (1 + i)(1 +
j), (1+ i)(1−k)} i α0 ∈ H(Z) neparan.. Kako je α = 16+4i+12j+8k paran
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kvaternion £iji su svi koe�cijenti stepeni broja 2, lako moºemo da zaklju£imo
da je l = 2. Tada je

α
′
=
α

2l
=

1

4
(16 + 4i+ 12j + 8k) = 4 + i+ 3j + 2k.

Kako je N(α
′
) = 16 + 1 + 9 + 4 = 30 ≡ 2 (mod 4) vaºi slu£aj pod (a).

Posmatrajmo koe�cijente kvaterniona α
′
. a0 = 4, a1 = 1, a2 = 3 i a3 = 2.

Kako su a0 i a3 parni, a a1 i a2 neparni, na osnovu dokaza leme zaklju£ujemo
da je π = 1 + k i koristimo slede¢u formulu kako bismo izra£unali α0:

α0 =
a0 + a3

2
+ (

a1 + a2
2

)i+ (
a2 − a1

2
)j + (

a3 − a0
2

)k

= 3 + 2i+ j − k.

Kako je N(α0) = 9 + 4 + 1 + 1 = 15, α0 je neparan kvaternion.
Tada je α = 22(1 + k)(3 + 2i+ j − k).

Primer 2.4. Na¢i jedinstvenu faktorizaciju kvaterniona α = 1+3i− j−3k.
Kao i u prethodnom primeru, koristimo dokaz leme 2.5. Odmah moºemo
videti da je l = 0 i α

′
= α. Ra£unaju¢i normu kvaterniona α

′
, N(α

′
) =

20 ≡ 0 (mod 4), zaklju£ujemo da vaºi slu£aj pod (b). Kako su koe�cijenti
kvaterniona α

′
jednaki a0 = 1 ≡ 1 (mod 4), a1 = 3 ≡ −1 (mod 4), a2 =

−1 ≡ −1 (mod 4) i a3 = −3 ≡ 1 (mod 4), vidimo da vaºi tvr�enje A. Za
traºenje kvaterniona α0 koristimo formulu:

α0 =
a0 + a3

2
+ (

a1 + a2
2

)i+ (
a2 − a1

2
)j + (

a3 − a0
2

)k

= −1 + i− 2j − 2k.

Sada, kako je N(α0) = 10 ≡ 2 (mod 4), koristimo pravila slu£aja pod (a)
kako bismo izra£unali α1. Koe�cijenti kvaterniona α0 su b0 = −1, b1 = 1,
b2 = −2 i b3 = −2, pa je:

α1 =
b0 + b1

2
+ (

b1 + b0
2

)i+ (
b2 + b3

2
)j + (

b3 − b2
2

)k

= i− 2j.

Kako je N(α1) = 5, α1 je neparan, tada je α = 20(1 + k)(1 + i)(i − 2j).
U dokazu leme videli smo da vaºi (1 + k)(1 + i) = (1 + i)(1 + j), pa je
α = (1 + i)(1 + j)(i− 2j).

Primer 2.5. U ovom primeru ¢emo pokazati kako traºimo faktorizaciju kva-
terniona α kada vaºi tvr�enje B. Neka je dat kvaternion α = −2+2i+2j+2k.
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Vidimo da je l = 1 i α
′
= −1 + i + j + k, gde je N(α

′
) = 4 ≡ 0 (mod 4),

pa zaklju£ujemo da vaºi slu£aj pod (b). Kako su a0 = −1 ≡ −1 (mod 4),
a1 = 1 ≡ 1 (mod 4), a2 = 1 ≡ 1 (mod 4) i a3 = 1 ≡ 1 (mod 4) imamo da
je α0 = −i + j i N(α) = 2. Sada prelazimo na slu£aj pod (a) i za b0 = 0,
b1 = −1, b2 = 1 i b3 = 0 nalazimo da je α1 = j. Tada je α = 2(1+ i)(1+k)j.

De�ni²imo podprsten racionalnih brojeva ozna£en sa Z
[
1

2

]
kao:

Z
[
1

2

]
=

{
k

2n
: k ∈ Z, n ∈ N

}
.

Teorema 2.4. Neka su α, β ∈ H(Z), pri £emu je β neparan broj. Tada
postoji (α, β)D. Osim toga, vaºi slede¢a verzija Bezuove relacije: postoje γ,
δ ∈ H(Z

[
1

2

]
) takvi da je (α, β)D = γα + δβ.

Dokaz. Opona²amo dokaz Euklidovog algoritma za najve¢i zajedni£ki
delilac dva cela broja. Prema lemi 2.4., nalazimo γ0, δ0 ∈ H(Z),N(δ0) < N(β)
tako da vaºi

α = γ0β + δ0.

Prema lemi 2.5., imamo δ0 = 2l0π0δ
′

0, gde je δ
′

0 neparan, a N(δ
′

0) ⩽ N(δ0) <
N(β). Ponovo koriste¢i leme 2.4. i 2.5., imamo

β = γ1δ
′

0 + δ1,

pri £emu je δ1 = 2l1π1δ
′

1, N(δ
′

1) ⩽ N(δ1) < N(δ
′

0) i δ
′

1 neparan. Ponavljaju¢i
ovaj postupak, dobijamo kvaternione γi, δi, δ

′

i ∈ H(Z) tako da vaºi:

δ
′

i−1 = γi+1δ
′

i + δi+1,

i δi+1 = 2li+1πi+1δ
′

i+1, N(δ
′

i+1) ⩽ N(δi+1) < N(δ
′

i) i δ
′

i+1 neparan. Poslednje
dve jedna£ine su:

δ
′

k−2 = γkδ
′

k−1 + δk

δ
′

k−1 = γk+1δ
′

k,

s obzirom da su δi-ovi niz kvaterniona uH(Z) sa strogo opadaju¢im normama.
Tvrdimo da je (α, β)r = δ

′

k. O£igledno, δ
′

k je desni delilac δ
′

k−1, δ
′

k−2,...,δ
′

1, β, α.
Ako je δ desni delilac α i β onda je i desni delilac δ0, pa samim tim i δ

′

0,
prema jedinstvenom deljenju u lemi 2.5.. Stoga je δ desni delilac δ

′

k. Na
kraju, preformuli²emo prethodni sistem kao:
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δ
′

0 = 2−l0π−1
0 (α− γ0β)

δ
′

1 = 2−l1π−1
1 (β − γ1δ

′

0)

...

δ
′

k = 2−lkπ−1
k (δ

′

k−2 − γkδ
′

k−1).

Budu¢i da je πi invertibilan u H(Z
[
1

2

]
), ovo izraºava δ

′

k kao

δ
′

k = γα + δβ,

pri £emu su γ, δ ∈ H(Z
[
1

2

]
). □

Lema 2.6. Za α ∈ H(Z) i m ∈ Z, pri £emu je m neparan, vaºi:

(m,α)D = 1 ako i samo ako je (m,N(α))D = 1.

Dokaz.
(⇒) Pretpostavimo da vaºi (m,α)D = 1. Koirste¢i Bezuovu relaciju 2.4.,
postoje γ, δ ∈ H(Z

[
1

2

]
) takvi da vaºi

(m,α)D = 1 = γm+ δα.

Zatim, imamo

N(δ)N(α) = N(1− γm) = (1− γm)(1− γm) = 1− (γ + γ)m+N(γ)m2

ili
1 = N(δ)N(α) + (γ + γ)m−N(γ)m2.

Po²to su N(δ), N(γ) i γ+γ elementi skupa Z
[
1

2

]
, moºemo na¢i k ∈ N tako da

su 2kN(δ), 2k(γ + γ), 2kN(γ) racionalni brojevi. Neka β ∈ H(Z) bude desni
delilac koji je zajedni£ki za N(α) i m. Po²to je m neparan, β je neparan
kvaternion.
Iz izraza

2k = (2kN(δ))N(α) + (2k(γ + γ))m− (2kN(γ))m2,

prime¢ujemo da je β desni delilac broja 2k. Posmatraju¢i norme, zaklju£uje-
mo da je N(β) delilac broja 22k. S obzirom na to da je N(β) neparan, mora
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vaºiti N(β) = 1, drugim re£ima, β je invertibilan.

(⇐) Pretpostavimo da vaºi (m,N(α))D = 1. �elimo pokazati da (m,α)D = 1.
Suprotno pretpostavci, pretpostavimo da postoji desni delilac δ ∈ H(Z

[
1

2

]
)

koji deli im i α. To zna£i da δ deli iN(α) = αα.Odavde sledi (N(α),m)D = δ
²to dovodi do kontradikcije sa na²om pretpostavkom (N(α),m)D = 1. Stoga,
mora da vaºi δ = 1. □

Lema 2.7. Neka je p ∈ N neparan, prost broj. Pretpostavimo da postoji
α ∈ H(Z), takav da α nije deljiv sa p, ali da je N(α) deljiv sa p. Neka je
(α, p)D = δ. Tada je δ prost broj u H(Z) i N(δ) = p.

Dokaz.
Pi²emo p = γδ, za neki kvaternion γ ∈ H(Z). Prvo prime¢ujemo da γ nije
jedini£ni kvaternion. Ina£e p i δ bi bili asocirani i time bi p delio α, ²to je u
suprotnosti sa na²om pretpostavkom. Dalje, po²to p deli N(α), sledi iz leme
2.6. da δ nije jedini£ni kvaternion. S druge strane, primenom normi dobijamo

p2 = N(p) = N(γ)N(δ),

gde je N(γ) ̸= 1 ̸= N(δ). Moramo imati N(γ) = N(δ) = p.
Iz N(δ) = p sledi da je δ prost u H(Z). Zaista, ako je δ = xy faktorizacija δ u
H(Z), primenom normi dobijamo N(δ) = p = N(x)N(y), pa je ili N(x) = 1
ili N(y) = 1. U svakom slu£aju, x ili y je jedini£ni kvaternion. □

Teorema 2.5. Za svaki neparan prost broj p ∈ N, postoji prost δ ∈ H(Z),
takav da je N(δ) = p = δδ. Posebno, p nije prost u H(Z).

Dokaz. Prema tvr�enju 1.4., postoje x, y ∈ Z, takvi da je 1+x2+y2 ≡ 0
(mod p). Neka je α = 1 + xi + yj. Jasno je da p ne deli α, ali deli N(α) =
1+ x2 + y2. Tada vaºi lema 2.7. i δ = (α, p)D je ºeljeni prost broj u H(Z). □

Sada moºemo da pokaºemo slede¢e:

Posledica 2.3. Kvaternion δ ∈ H(Z) je prost u H(Z) ako i samo ako je
N(δ) prost u Z.
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Dokaz. Tokom dokaza leme 2.7. smo videli da ako je N(δ) prost, tada
je δ prost u H(Z). Dakle, treba dokazati obratnu implikaciju.
Neka je δ prost u H(Z). Pretpostavimo prvo da je δ paran. Prema lemi 2.5.,
imamo δ = 2lπδ0, gde je l ∈ N, π ∈ {1, 1 + i, 1 + j, 1 + k, (1 + i)(1 + j), (1 + i)(1− k)},
a δ0 neparan. Napomenimo da 2 nije prost u H(Z) jer vaºi 2 = (1+ i)(1− i).
Po²to je prema pretpostavci δ prost u H(Z), mora vaºiti l = 0, N(δ0) = 1
(po²to je δ0 neparan) i π ∈ {1 + i, 1 + j, 1 + k}, tako da N(δ) = 2, kao ²to je
potrebno.
Sada pretpostavimo da je δ neparan. Neka p ∈ N bude neparan, prost broj
koji deli N(δ). Treba da pokaºemo da je N(δ) = p. Neka je α = (p, δ)D. Tada
je δ = γα, za neki γ ∈ H(Z). Iz leme 2.6. sledi da α nije jedini£ni kvaterni-
on u H(Z). Po²to je δ prost u H(Z), zaklju£ujemo da γ mora biti jedini£ni
kvaternion u H(Z), tako da su α i β asocirani. Dakle, δ je desni delilac broja
p, recimo p = ψδ za neki ψ ∈ H(Z). Primena normi i uzimaju¢i u obzir da p
deli N(δ) daje

p = N(ψ)(
N(δ)

p
).

Ako je N(ψ) = 1, tada su p i δ asocirani, ²to zna£i da je p prost u H(Z), ²to

je u suprotnosti sa teoremom 2.5. Stoga,
N(δ)

p
= 1, pa N(δ) = p. □

Kao posledica aritmetike H(Z), dobijamo Lagranºov poznati rezultat o
zbiru £etiri kvadrata.

Posledica 2.4. Svaki prirodan broj je zbir £etiri kvadrata.

Dokaz. Neka je n ∈ N. Rezultat je o£igledan za n = 0 i n = 1, pa
moºemo pretpostaviti n ⩾ 2. Neka je n = 2r0pr11 ...p

rk
k faktorizacija broja n na

proste faktore, gde su pi neparni prosti brojevi. Prema teoremi 2.5., moºemo
prona¢i δi ∈ H(Z), tako da je pi = N(δi) = δiδi, dok je 2 = (1 + i)(1 − i).
Stoga, svaki prosti faktor koji se pojavljuje u broju n moºe biti zapisan
kao zbir kvadrata, a multiplikativnost kvaternionske norme daje kona£no
predstavljanje broja n u tom obliku. □

Kao ²to pokazuje primer nakon tvr�enja 2.5., ne moºemo o£ekivati jedin-
stvenu faktorizaciju na proste brojeve u H(Z). Sada ¢emo ograni£iti paºnju
na skup celobrojnih kvaterniona α za koje vaºi N(α) = pk, gde je p neparan,
prost broj. Pokaza¢emo da za ovo α moºemo dobiti neku vrstu jedinstvene
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faktorizacije.

Najpre ¢emo navesti Jakobijevu teoremu, koju ¢emo koristiti u daljem tekstu.

Teorema 2.6. Neka je n neparan pozitivan ceo broj. Tada je r4(n) = 8
∑
d|n

d.

Neka dakle p bude neparan prost broj. Prema Jakobijevoj teoremi

a20 + a21 + a22 + a23 = p

ima 8(p + 1) celobrojnih re²enja, svako odgovara celobrojnom kvaternionu
α = a0 + a1i + a2j + a3k norme p. Ako je p ≡ 1 (mod 4), tada je jedno ai
neparno, dok su ostali parni. Ako je p ≡ 3 (mod 4), tada je jedno ai parno,
dok su ostali neparni. U svakom slu£aju, jedna koordinata, nazovimo je a0i ,
je posebno odabrana. Ako a0i ̸= 0, tada izme�u osam asociranih elemenata
ϵα, ta£no jedna ima |a0i | kao svoju nultu komponentu.(Obratimo paºnju na
apsolutnu vrednost ovde!). Ako je a0i = 0, kao ²to bi moglo biti kada je p ≡ 3
(mod 4), tada ¢e dva asocirana elementa ϵα i −ϵα imati obe a0 = 0. U ovom
slu£aju moºemo odabrati bilo koju kao posebno odabranu.
Dakle, postoji p+ 1 posebno odabranih re²enja

a20 + a21 + a22 + a23 = p,

tako da odgovaraju¢i kvaternion α zadovoljava ili α ≡ 1 (mod 2) ili α ≡
i + j + k (mod 2). U ovoj listi re²enja, kako α tako i α se pojavljuju kad
god je a0 > 0, dok je samo jedan od para uklju£en kada je a0 = 0. Tako
formiramo skup

Sp = {α1, α1, ..., αs, αs, β1, ..., βt} ,

gde αi ima ai0 > 0, βj ima bj0 = 0 i βj =
√

−N(αi). Primetimo da je
2s+ t = |Sp| = p+ 1.

De�nicija 2.18. Redukovani niz nad skupom Sp je niz koji se sastoji od ele-
menata iz skupa Sp i ne sadrºi uzastopne podnizove oblika αiαi, αiαi, β

2
j (i =

1, ..., s; j = 1, ..., t). Duºina niza je broj elemenata koji se pojavljuju.

Teorema 2.7. Neka je k ∈ N i neka je α ∈ H(Z) takav da je N(α) = pk.
Tada α ima jedinstvenu faktorizaciju α = ϵprωm, gde je ϵ jedini£ni kvaternion
u H(Z), ωm je redukovani niz duºine m nad skupom Sp, i k = 2r +m.
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Dokaz. Prvo ¢emo dokazati da ovakva faktorizacija postoji. Dakle, �k-
siramo α ∈ H(Z) sa N(α) = pk. Prema tvr�enju 2.5., α je proizvod prostih
brojeva u H(Z):

α = δ1...δn.

Prema posledici 2.3., moramo imati N(δi) = p (1 ⩽ i ⩽ n), i stoga n = k.
Po²to je N(δi) = p, nalazimo jedini£ni kvaternion ϵi i γi ∈ Sp tako da je
δi = ϵiγi. Stoga,

α = ϵ1γ1ϵ2γ2...ϵkγk.

Ho¢emo da pokaºemo da za svaki γ ∈ Sp i svaki jedini£ni kvaternion ϵ ∈ H(Z)
moºemo prona¢i γ

′ ∈ Sp i jedini£ni kvaternion ϵ
′
, tako da vaºi

γϵ = ϵ
′
γ

′
.

Po²to je ϵ jedini£ni kvaternion u H(Z), to zna£i da ϵ ∈ {±1,±i,±j,±k}. Pr-
vo, razmotrimo slu£aj kada je ϵ = ±1. U tom slu£aju, γϵ = ±γ, pa moºemo
uzeti γ

′
= γ i ϵ

′
= ±1.

Za ostale slu£ajeve, kada je ϵ = ±i,±j ili ±k, moºemo primeniti slede¢e.
Neka je γ = a+ bi+ cj + dk ∈ Sp. Ako je ϵ = i tada je

γϵ = (a+ bi+ cj + dk)i = −b+ ai− dj + ck = −(b− ai+ dj − ck).

Odavde vidimo da je ϵ
′
= −1, a γ

′
= b− ai+ dj − ck ∈ Sp.

Ako je ϵ = −i, tada je ϵ
′
= 1 i γ

′
= b − ai + dj − ck. Ostali slu£ajevi se

pokazuju na analogan na£in.

U prethodnoj faktorizaciji α, ovo omogu¢ava da se svi ϵi pomere na levo
i da se zapi²e

α = ϵγ
′

1...γ
′

k

gde je γ
′

i ∈ Sp i ϵ jedini£ni kvaternion u H(Z). Tako smo napisali α kao
proizvod jedini£nog kvaterniona i niza iz skupa Sp, ali ovaj niz nije nuºno
redukovan. Pravimo ga redukovanim tako ²to pomeramo svaki faktor p na
levo, ako postoji pojava αiαi, αiαi ili β2

j u nizu. Tada dobijamo kra¢i niz, za
koga ponavljamo postupak. To dokazuje postojanje.
Jedinstvenost dokazujemo pomo¢u argumenta brojenja. Prvo, prema Jako-
bijevoj teoremi postoje ta£no

8
k∑

i=0

pi = 8(
pk+1 − 1

p− 1
)

kvaterniona α ∈ H(Z) sa N(α) = pk. Sada brojimo koliko ima redukovanih
nizova duºinem nad skupom Sp. Postoji p+1 mogu¢ih izbora za prvi element

37



i p mogu¢ih izbora za svaki od slede¢ih elemenata (jer moramo izbegavati
podnizove oblika αiαi, αiαi i β2

j ). Dakle, broj redukovanih nizova duºine m
je {

1, m = 0

(p+ 1)pm−1, m ⩾ 1.

Dakle, ukupan broj izraza oblika ϵprωm, gde je ϵ jedini£ni kvaternion, ωm

redukovani niz duºine m i 2r +m = k je
8(1 +

k
2
−1∑

r=0

(p+ 1)pk−2r−1), ako je k paran,

8(

k−1
2∑

r=0

(p+ 1)pk−2r−1), ako je k neparan.

U oba slu£aja dobijamo 8(
pk+1 − 1

p− 1
) izraza, koji se poklapaju sa brojem α ∈

H(Z) sa N(α) = pk. Po²to, prema delu o postojanju, svaki takav α moºe biti
napisan u ovakvom obliku, pa ova faktorizacija mora biti jedinstvena. □

De�nicija 2.19. Ozna£imo sa Λ
′
skup u H(Z) na slede¢i na£in:

Λ
′
= {α = a0 + a1i+ a2j + a3k ∈ H(Z) : α ≡ 1 (mod 2)

ili
α ≡ i+ j + k (mod 2), N(α) stepen broja p}

Lako je videti, redukcijom po modulu 2, da je Λ
′
zatvoren u odnosu na

mnoºenje. Jasno je da sadrºi skup Sp.

Posledica 2.5. Svaki element α ∈ Λ
′
sa normom N(α) = pk ima jedinstve-

nu faktorizaciju α = ±prωm, gde je r ∈ N, ωm redukovani niz duºine m nad
skupom Sp, i k = 2r +m.

Dokaz. Prema teoremi 2.7., α se moºe napisati na jedinstven na£in
kao α = ϵprωm, r i ωm koji imaju ºeljene osobine, a ϵ je jedini£ni kvater-
nion u H(Z). Redukcijom po modulo 2, dobijamo α ≡ ϵωm (mod 2). Svaki
αi, βj ∈ Sp koji se pojavi u ωm ima αi, βj ≡ 1 (mod 2) ili αi, βj ≡ i + j + k
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(mod 2). Za sada, ozna£imo ovaj drugi slu£aj sa γ. Onda, po modulu 2,
imamo kongruencije:

α ≡

{
ϵ ako se paran broj γ pojavljuje u ωm;

ϵ(i+ j + k) ako se neparan broj γ pojavljuje u ωm.

S druge strane, po²to je α ∈ Λ
′
, sam α mora zadovoljiti α ≡ 1 (mod 2) ili

α ≡ i+ j + k (mod 2). Stoga, vidimo da u svakom slu£aju mora vaºiti ϵ ≡ 1
(mod 2), drugim re£ima, ϵ = ±1. □

Sada ako se vratimo na primer faktorizacije broja 13, vide¢emo da smo tu
rekli da faktorizacija broja 13 na proste kvaternione nije jedinstvena, ²to uka-
zuje na sloºenost tog procesa u ovom speci�£nom prstenu. Me�utim, teorema
2.7. tvrdi da postoji jedinstvena faktorizacija za odre�ene klase kvaterniona
£ija je norma odre�eni stepen broja p. Ova neslaganja se mogu objasniti
sloºenom prirodom faktorizacije u prstenu kvaterniona i speci�£nim karakte-
ristikama tog prstena. Tako�e je vaºno napomenuti da, iako neujedna£enosti
u faktorizaciji postoje, postoji i odre�ena klasa kvaterniona gde se moºe po-
sti¢i jedinstvenost faktorizacije. Ovo pokazuje da se faktroizacija u prstenu
kvaterniona razlikuje od faktorizacije u obi£nim prstenovima celih brojeva
zbog speci�£nih svojstava kvaterniona.
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Zaklju£ak

Aritmetika celobrojnih kvaterniona predstavlja duboku i izazovnu oblast
matematike koja pruºa bogatstvo teorijskih koncepata i prakti£nih primena.
Kroz istraºivanje celobrojnih kvaterniona, sti£emo dublje razumevanje alge-
barskih struktura i razvijamo ve²tine analiti£kog razmi²ljanja koje se proteºu
izvan konvencionalnih aritmeti£kih pravila.

Osnovna svojstva celobrojnih kvaterniona, poput nekomutativnosti, izazivaju
nas da se suo£imo s kompleksnim problemima aritmetike. Deljenje, faktori-
zacija i pronalaºenje najve¢eg zajedni£kog delioca postaju sloºeniji procesi u
ovom kontekstu. Uprkos izazovima, aritmetika celobrojnih kvaterniona pruºa
nam dublje uvide u prirodu matemati£kih struktura i podsti£e nas da razvi-
jamo nove metode za re²avanje problema.

Kroz prou£avanje celobrojnih kvaterniona, otvaramo vrata prakti£nim pri-
menama u razli£itim disciplinama. Ovi kvaternioni igraju klju£nu ulogu u
modeliranju trodimenzionalnih rotacija, ²to je od su²tinskog zna£aja u obla-
stima u re²avanju komplikovanih problema iz oblasti �zike, ra£unarstva i
inºenjeringa.

Iako aritmetika celobrojnih kvaterniona moºe biti izazovna, istraºivanje ove
oblasti donosi dublje zadovoljstvo i zadovoljenje razvijanja ve²tina re²avanja
kompleksnih matemati£kih problema. Sve u svemu, celobrojni kvaternioni
pruºaju nam priliku da se upustimo u dublje razmi²ljanje, razvijemo inova-
tivne pristupe i otkrijemo fascinantne aspekte matemati£kog sveta.
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