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Д-р техн. ИВАН АРНОВЉЕВИЋ 

7 III 1869 7 ХI 1951 

7 новембра 1951 преминуо је у Београду д-р техн. Иван Арнов
љевиh, дописни члан Српске академије наука, члан Научног савета 

Математичког институ

та САН, редовни про

фесор Универзитета у 

пензији. 

Д-р И. Арновље

виh родио се 7 III 1869 
У Кикинди. Мајку је 

изгубио у осмој го

дини живота, а годи-
• 

ну дана каСНИЈе и оца, 
• 

СУДИЈУ окружног суда. 

Прва четири разреда 
• • 

гимнаЗИЈе апсолвира о Је 

у Кикинди, друга, виша 

четири разреда, на само

управној Српској пра-
• • 

вослаВНОЈ веЛИКОЈ ги-

мназији у Новом Саду, 

где је 1886 матурирао. 
Као питомац Матице 

• 
српске студирао Је на 

Техничкој великој шко

ли у Бечу, где је 1892 положио други државни испит за звање 

грађевинског инжињера. 

Прво запошљење 1 ) И. Арновљевиh добио је 1892 у бироу за 
трасирање Ing. Seligmann-a у Бечу, где је сарађивао на грађењу же-

1) Као извор за биографске податке служила нам је аутобиографија д-р И. 
Арновљевиhа из 1939 год. 

Зборник радова - Математички институт 1 
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лезница кроз долину реке Gail. Како га је више привлачила статика и 
мостоградња, прешао је у конструкциони биро Ing. Liss-a у Бечу, 
где је 1894 сарађивао на конкурсу за израду моста преко Дунава 
код Будимпеште. Већ у то време понудио му је проф. Brik место 
конструктора на. катедри за мостоградњу. Овог места се није 

примио из скромности. 1894 ступио је у конструкциони биро за 
грађење мостова фирме Waagner у Бечу. Ту се под руководством 
lпg. Р. Neuтann-a (доцнијег професора на Техничкој великој 

школи у Брну) школовао за конструктора. (У то доба радили 

су код ове фирме Postuwanschitz, Kapsch, Brunner, касније сви 
професори техничких великих школа). 1897 ступио је И. Арнов
љевиh као самосталан конструктор у службу код фирме за гра

ђење мостова Bir6 у Бечу. После краћег времена понудила 

му је фирма Waagner место руководиоца бироа, но он је ту 

пону ду одбио. 

Крајем 1903 И. Арновљевиh је намеравао да ступи у службу 
српских државних железница и водио о томе преговоре. Очеку

јуhи да ће се преговори повољно завршити, отказао је службу 

фирми Bir6 у Бечу i али место понуђено на крају тих преговора 

није одговарало по рангу његовој десетогодишњој пракси, па је 

био присиљен да понуду одбије. Тринаест месеци био је без 

службе и живео од уштеђевине .. То време искористио је да 
• 

допуни знања из Математике, Механике и Отпорности материјала, 

стечена на Техничкој. великој школи. 

Када је Дирекција за грађење водених путева у Бечу распи
сала конкурс за конструкторе за челичне грађевине, ступио је 

1 децембра 1905- у њену· службу као контрактуални инжињер. 

Сарадња на детаљном пројекту челичног канал ског моста преко 

реке Skawe, а нарочито пројектовање корита и вешања, што је 

њему поверено, били су повод за науче радове наведене у списку 

радова под 1 до 3. 

Године 1907 поверила· му је Дирекција српских државних 

железница ревизију пројеката фирме Waagner-Bir6-Kurz за изградњу 
челичних мостова. Овај је рад био повод за научне распра1Зе 

наведене под 5 до 8. 
По наговору проф. Brik-a и млађег пријатеља д-р М. Милан

ковиhа, поднео је 1909 молбу за дозволу за полагање ригороза 

на Техничкој великој школи у Бечу. За докторску дисертацију 

одобрена је расправа наведена под 9. За доктора теХ!iИЧКИХ наука 
промовисан је 4 маја 1910. 

На захтев д-р М. Миланковиhа, професора Филозофског 

факултета у Београду, конкурисао је на упражњено место катедре 
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за Механику и Статику инжиљерских конструкција. По избору 
у веЬу (7 јуна 1910) постављен је 24 јуна за контрактуалног, а 
1 априла 1912, по пријему у српско поданство, за редовног про
фесора. 1 О октобра 1910 одржао је приступно предаваље" Однос 
Механике према инжиљерским наукама". 

За време балканских ратова, када се на Универзитету није 

предавало, био је мобилисан и као војни обвезник додељен на 
рад у одељеље за цензуру. 

19]4, пре објаве рата, посетио је трипута пријатеља инж. 

Ј. Ђуриhа шефа ложионице Sudbahn-a у Lienzu. Ове посете учи-
• • 

ниле су да Је од тамошљих цивилних и ВОЈНИХ власти осумљичен 

за шпијунажу. ОН је, међутим, спокојно радио на расправи наве
деној ПОД 13. 

25 јула 1914 позвао га је срески начелник и саопштио му 

да се мора преселити у тамошљу касарну. 4 августа преведен је 
у Linz, предат команданту места и без саслушаља притворен у 

војни затвор, где је затекао неколико земљака. Наредног дана 

спроведен је под војном стражом у Kufstein на тврђаву Geroldseck. 
Бојазан да му и пријатељ не страда толико га је потресла да је 

покушао да изврши самоубиство. Време од 6 августа до 1 сеп
тембра провео је у градској болници и 1 септембра поново је 

преведен на тврђаву. Наредног дана бацио се са другог спрата. 

До свести дошао је у болници, где је лежао са непомичном 

кичмом и раном на глави. После 8 дана могао се кретати. 25 
септембра прочитао је у једном IппsЬruсk-ском дневном листу да 

је инж. Ј. Ђуриh, шеф ложионице у Lienzu, осумљичен за ода
ваље војних тајни, после строге истраге пуштен као невин. 

Ослобођеље љегова пријатеља побољшало је и љегов положај. 

Сународницима који су остали у војном затвору у Линцу и ускоро 

пре бачени у Kufstein било је дозвољено да га без сведока могу 
• 

посеhивати. Воља ослабљена последљим доживљај има и навика на 
самоЬу били су јачи од свих увераваља да може напустити бол

ницу, докле га 8 децембра један конфиниран студент није "превео" 
у градски хотел и придружио шесторици земљака који су од 

августа били пуштен и из тврђаве на слободу. 

По ступаљу Италије у рат прешли су у варош Raabs. Тамо 
су била конфинирана лица из свих савезничких земаља. Одбор 

швајцарских високих школа за помоh заробљеним студентима 

достављао је појединим лицима научна дела и књиге. На молбу 

достављена је д-р Арновљевиhу Н. Appell-ова "Traite de теса
nique rationnelle". У времену од маја 1916 до фебруара 1917 он 

1* 
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је то дело подробно проучавао. Једну напомену у вези с тим 

проучавањем саопштио је непосредно Арреll-у, који је садржај 

дописа предао уредништву nNouvelles annales de mathematiques" 
ради објављивања (в. рад под 11). 

• 

Од јануара до јуна 1918 држао је српским студентима који 
су студирали медицину на аустриским високим школама преда

вања о основама физике. 

18 новембра 1918 враhени су сви српски и црногорски пода
ници специјалним возом у домовину. 25 новембра стигао је у 

Београд. 

Предавања на Универзитету почела су тек маја 1919. У току 
четири семестра предавао је поред Механике са Отпорношhу 
материјала и Статику грађевинских конструкција и че личне мостове. 

ОД 1920 и 1921 имају ови предмети своје наставнике, а 1922 
издвојена је Отпорност материјала у засебан предмет. Од те 

године до пензионисања предавао је д-р Арновљевиh Техничку 

механику слушаоцима 11, III и IV семестра грађевинског и машин
ског отсека. 

20 маја 1939 је пензионисан, пошто је навршио законом 

предвиђену старост. 

По одлуци Савета Техничког факултета предавао је и даље 

, Кинематику и Динамику као хонорарни професор до априла 1941. 

~~ 18 марта 1948 изабран је за дописног члана Српске акаде-

• 

• 

мије наука. 

Од 8 септембра 1948 био је члан Научног савета Матема

тичког института САН. 

Радови д-р и. Арновљевиhа привукли су пажњу стручњака 

и данас се цене. ВеЬ 1894 понудио му је проф. Brik место КО н
структора при катедри за мостове на Техничкој великој школи 

у Бечу, а 1897 фирма за грађење конструкција Waagner из Беча 

место руководиоца бироа. Радови под 1 до 3 цитирани су у 

инжињерском приручнику Hiitte, 21-23 издање. Рад под 5 -
О расподели силе у закованим штаповима објављен је и у часо

пису nAnnales des ponts et chaussees". Радови под 7 и 8 значајни 
су и данас у добу велике примене армираног бетона и завари-

• 
вања у КОНСТРУКЦИЈама. 

Као признат научни радник и конструктор д-р и. Арновљевиh 

изабран је 1910 за редовног професора Теориске механике на 

Техничкомфакултету Београдског универзитета. Од тада па до 

пензионисања (1939) он је својом делатношhу значајно подигао ниво 
наставе из Механике на том факултету и створио катедру Механике. 

-
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Школске године 1911 1912 био је изабран за декана Технич
ког факултета. Од 1924 вршио је дужност претседника Испитног 
одбора на Грађевинском отсеку. 

Д-р И. Арновљевиh био је предан, веома савестан и присту

пачан наставник. У односу према студентима умео је да заузме 

став који је истовремено уливао поштовање и поверење. Његова 

предавања су одговарала прогресу науке. Чланови испитног одбора 

памте како је стрпљиво и истрајно испитивао студенте. 

Да би својим слушаоцима олакшао рад, д-р И. Арновљевиh 

је непосредно по избору за професора написао предавања из 

Механике и Отпорности материјала и предавање из Статике инжи

њерских конструкција. Предавање из Механике и Отпорности 

материјала прерадио је и допунио 1933 и 1934 до 1938, а 1947 
до 1949 штампани су "Основи Теориске механике" у 6 књига. 

Српска академија наука, ценеhи научни рад д-р И. Арнов
. љевиhа, изабрала га је 1948 за свог дописног' члана и тиме дала 
видно признање његовом животном раду. 

Својим радом на науци он се оду жио Универзитету и Ака-
• • • • 

деМИЈИ наука, а наставничким радом СВОЈОЈ школи, а и Једним и 

другим своме народу. 

Нарочита црта карактера д-р И. Арновљевиhа била је скром

ност. Говори његових колега и ученика на комеморативној седници 

Техничке велике школе у Београду и на погребу доказ су за то. 

Д-р Иван Арновљевиh оставља у нашој науци видно и 

светло име. 

Слава му! 

у Београду 9 ХII 1951 М. Вречко 
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S t а Ь. Osterr. Wochenschrift f. d. бffепtl. Baudjenst, Wien, 1907, S. 372-378 . 

. 

4. Die Gleichgewichtbedingungen eines starren еЬепеп 
, S у s t е m s. Osterr. Wochenschrift f. d. offentl. Baudienst, Wien, 1908, НеН 3. 

5. Zur Kraftverteilung јп gе·пiеtеtеп Stilben. Osterr. Wochen
schrift f. d. бffепtl. Baudienst, Wjen 1908, S. 607-615. (Незнатно cKpaheHo и у 

Аппаlеs des ponts et chaussees, 1908, lV.) 

6. 1 п а п s р r u с h п а h m е d е r А п s с h 1 u s s п i е t е п е 1 а s t ј s с h е r 
S t iI Ь е. Zeitschrift f. Architektur und Ingenieurwesen, Наппоvег 1909, НеН 2, 
S. 90-106. 

7. D а s V е r t е i 1 u п g s g е s е t z d е r Н а f t s Р а п п u п ~ Ь е i а х i а 1 
Ь е а п s р r u с h t е п S t iI Ь е п. Zeitschrift f. Arch. uпd Ingenieurwesen, Hannover 
1909, НеП 5. 

8. В е i t r а g z u r Т h е о r i е d е r V е r Ь u п d Ь а I k е п i п s Ь е s о п d е r е 
d е r g е п i е t е t е п Т r iI g е r. Zeitschrift f. Arch. und lngenieurwesen, Hannover 
1910, Heft 1, S. 58-74. 

9. N е Ь е п s р а п п u п g е п d е r Q u е r t r iI g е r 
L iI п g s t r iI g е r а п s с h I ii s s е. Wochenschrift f. d. бffепtl. 

НеН 38. 

infolge steifer 
Baudienst, Wien 1909, 

10. Однос механике прем'8 ин ж:ењерским наукама. Приступно 
предавање држано 27 септембра 1910 ГОД, Технички лист, Београд 1911. 

11. Knotenverschiebungen ebener.Fachwerke Ье! veriln
d er 1 i с h е r L а s t r I с h t u п g. Der Eisenbau. V, N~ 3, S. 92-97, Leipzig 1914. 

12. Sur 1es theoremes des projections et des qua1jtes de 
ni о u v е m е п t. Nouve\les anna1es des mathematiques, Paris 1918, р. 139-141. 

13. Р о 1 а r п е о t р о r п е 1 i п i ј е о s I о п а с а 1 u с п о g п о s а с а s а d v а 
z g 1 а v k а. Jugos1ovenska akademija znanosti i umjetnosti u Zagrebu. Izvjesca о 

raspravama matematicko-prirodoslovnog razreda ·1919. Svezak 11 i 12, str. 81-91, 
knjiga 221 razreda matematicko-prirodoslovnoga, 64 str. 57-90. 
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14. К р и в и н а л и н и ј а у г е о м е т р и с к о м и 3 Л а г а њ у. Споменица 

С. М. Лозаниhа, Београд, 1922. 

15. D е d u с t i о п g е о m е t r i q u е d е 5 d е r i v е е s s u р е r i е u r е 5 d е 5 
f о п с t i о п s с i r с u I а i r е s 5јп х е t СО5 Х. (Заједно са Б. Петронијевиhем.) 

L'enseignement mathematique, 1923, N2 5-6, р. 297-304, Оепеуе 1924. 

16. Р r i I о z i 5 t а t i с i r а v п i h п о 5 а с а. 
1. Poliedar napadnih momenata. 
Н. Geometrij5ki odn05i izmedu veriznih poligona i momentnog poliedra. 

IlI. Jednostavni okvir i njegovi staticki odredeni оЫјсЈ. Tehnicki 115t, godiste 
VI, broj 17, 20 i 23, Zagreb 1924. 

17. К i п е t i с k i Р r i t i s а k z v 011 а. Tehnicki 1i5t, godina Х, broj 2, Zagreb 1928. 

18. U Ь r z а п ј е t а с k е u р о 1 а r п i m k о о r d i п а t а m а, i z v е d е п о 
g е о m е t r i s k i m р u t е m. Tehnicki Ii5t, godina 1.1, br. 15 ј 16,. Zagreb 1929. 

19. L u с i d r u g о g 5 t е р е п а. Теhпiсki Ii5t, godina ХII, Ьс. 3, 5tr. 40-41, 
Zagreb 1930. 

20. Стереометриско равних 
• 

Ф и г у р а. Годишњак Техничког 

претстављање момената 

факултета, Београд 1935. 

21. И н в а р и ј а н т а с и л а и 3 р а ж е н и х у т е т р а е д р и ч н и м к о о р

д и н а т а м а. Годишњак Техничког факултета, Београд 1937. 

22. П р о б л е м б р а х и с т о х р о н е и р а 3 в и Т а к в а р и ј а ц и о н о 

р а ч у н а. Наука и Техника, Београд 1947, стр. 218-271, 333-337, 436-441, 
519-522. . 

23. О с н о в и Т е о р и с к е м е х а н и к е 

1. Увод у Механику. Механика тачке. Београд 1947. 
11. Статика у равни. Београд 1948. 

111. Опште теореме система тачака. Кинематика крутих система. Београд 1947. 
IV. Динамика у равни. Београд 1948. 
V. Статика у простору. Београд 1949. 

VJ. Динамика у простору. Београд 1949. 

24. П р е д а в а њ а и 3 М е х а н и к е и О т п о р н о с т и м а т е р и ј а л а. 

Табаци. Београд 1910 -1911. 

25. П р е д а в а њ а и 3 С Т а т и к е и н ж е њ е р с к и х к о н с т р у к Ц и ј а. 

Табаци. Београд 1910-1911. 

26. О с н о в и н а у к е о ч в р с т о h и. Београд 1933. 

27. П р е д а в а њ а и 3 Т е о р и с к е м е х а н и к е. 

1. део: Увод у Механику и Механика тачке. Београд 1934. 
1. св. Увод. Кинематика тачке. Динамика праволинијског кретања 

тачке. 

2. св. Динамика криволинијског кретања тачке. Статика тачке. 

11. део; Статика материјалних система. Београд 1935-37. 
1. св. Статика материјалне линије. Статика круте плоче. Теоријски део. 

2. св. Статика круте плоче. Практични део. 

3. св. Статика сила у простору. 

111. део; 1. св. Опште механичке теореме система материјалних тачака. Кине

мати ка крутих система тачака. Београд 1936. 
2. св. Динамика равне плоче. Београд 1938. 
3. св. Динамика крутих тела. Београд 1938. 
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ПРЕВОДИ 

28. С т Р а х о Д м а т е м а т и к е и к а к о Д а г а с а в 11 а Д а м о, написао 

F. Auerbach. Београд 1927. Педагогијска књижница, св. 32 и 33. 
• 

29. Т е о р и Ј с к а М а т е м а т и к а, написао Ј. Таппеrу (О методу у наукама. 

Прва серија. Свеска прва). Београд 1926. Педагогијска књижница, св. 40, 41, 42. 

30. М е х а н и к а, написао Р. Painleve (О методу у наукама. Прва серија. 

Свеска друга). Београд 1928. Педагогијска књижница, св. 51, 52, 53. 

31. О п ш т а Ф и 3 И К а, написао Н. Bouasse (О методу у наукама. Прва 

серија. Свеска друга). Београд 1928. Педагогијска књижница, св. 51, 52, 53. 

• 
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NACHRUF 
• 

Or. techn. Iуап Arnovljevic 

Ат 7 November 1951 starb јп Beograd das korrespondierende 
Mitglied der serbischen Akademie der Wissenschaften, Ог. techn. Iуап 
Arnovljevic, Universitatsprofessor im Ruhestand. 

Arnovljevic wurde ат 7 Marz 1869 iп Юkiпdа geboren. Nachdem 
er ат serbischen autonomen Gymnasium in Novi Sad јт Jahre 1886 
die Reifeprufung ablegte, bezog er die Technische Hochschule јп Wien 
und Iegte im Jahre 1892 die zweite Staatsprйfung aus dem Ingenieur
fache аЬ. 

Seine erste AnsteIIung erhieIt er gegen Ende des Jahres 1892 
јт Trassierungsburo des ZiviIingenieurs F. SeIigmann in Wien, wo 
er ап dеп Vorarbeiten fur den Ваи der GaiItalbahn teiInahm. Оа er 
mehr Neigung Шг zur Statik und Bruckenbau hatte, trat er јт Herbste 
des Jahres јп das Konstruktionsburo des ZivШпgепiеuгs О. Liess јп 
Wien, wo er МШе 1894 ап dem Wettwerb fur den Ваи einer Оопаи
brucke јп Budapest mitarbeitete. Um diese Zeit bot Љт Prof. Brik 
die SteIle des Konstrukteurs ап seiner Lehrkanzel ап. Oas Angebot 
Iehnte er dankend аЬ. Iт Fruhling des Jahres 1894 trat er јп das 
Konstruktionsburo der Briickenbauanstalt R. Ph. Waagner in Wien 
ein. Нier erhieIt er die praktische Ausbildung zum Eisenkonstrukteur 
unter Leitung des Biiroschefs Jng. F. Neumann, spater Professor ап 
der Techn. Hochschule јп Brno. Mitte ЈиН 1897 trat er aIs selbststan
diger Konstrukteur јп den Oienst der Briickenbauanstalt Anton Bir6 
јп Wien. Ende des Jahres 1903 trat er in yerhandlungen mit der 
Direktion der serbischen Staatsbahnen wegen Ubertritt јп ihre Oienste. 
Јп sicherer Erwartung eines gunstigen Abschlusses kundigte er seine 
SteIIung der Firma Bir6. Оје ihm in Serbien angebotene SteIle ent
sprach jedoch nicht seiner zehnjahrigen Praxis und er Iehnte sie аЬ. 
13 Monate blјеЬ er ohne AnsteIIung und IеЫе уоп Ersparnissen. Oie 
Zeit verwandte er zur Auffrischung des ап der Hochschule erwor
Ьепеп Wissens aus Mathematik, Mechanik und Festigkeitslehre. МШе 
des Jahres 1905 trat er јп den Oienst der BruckenbauanstaIt А. Kurz 
in Wien, ит а11 der Ausarbeitung der Рlапе fur den Ваи der Traun
brucke (Gerbertrager) јт Zuge der Pyrnbahn mitzuwirken. Ат 1. 
Oezember 1905 trat er als vertragsmassiger Jngenieur јп den Dienst 
der k. k. Oirektion fur den Ваи der Wasserstrassen. Vorstand des 
Eisenkonstruktionsburos war sein ehemaIiger OienstkoIIege Ьеј Waagner 
Jng. F. Postuwantschitz. 

• 
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Оје Mitarbeit ап dem Detailprojekt einer Kanalbriicke iiber den 
Skawafluss (siehe Al1g. Bauzeitung 1908, Heft 2), insbesondere der 
Entwurf des Troges und dessen Aufhangung, die Љт iibertragen 
wurden, gab Љт Veranlassung zu den јm nachstehenden Verzeichl1is 
unter 1 bis 3 angefiihrten Arbeiten (siehe auch des Taschenbuch nHiitte" 
21 23 Auflage). 

Iт Jahre 1907 betreute Љп die Direktion der serbischen Staats
bahnen mit der Oberpriifung der уоп der Firma Waagner-Bir6-Kurz 
entworfenen Plane der zu erbauenden Eisenbahnbriicken. Diese Arbeit 
gab Љт Anlass zu den nachstehend unter 5 8 angefiihrten Artikeln. 

Auf Zureden des Prof. Brik und seines jiingeren Freundes Dr. 
МНиНп Mi1ankovic reichte er Ende 1909 sein Gesuch ит Zulassung 
zur Ablegung der strengen Priifungen ап der Technischen Hochschule 

~ in Wien. Als Dissertation wurde die nachstehend unter 9 angefiihrte 
Abhandlung genehmigt. Zum Doktor der techn. Wissel1schaften wurde 
er ат 4 Mai 1910 promoviert. 

lm Jahre 191 О erwarb er den freigewordenen Lehrstuhl fiir Reine 
Mechal1ik und Baustatik ап der Technischen Fakultat der Universitat 
{п Beograd. 

Iт Jahre Щ14 war er dreimal Gast Ьеј seinem Freunde Ing. 
DjuriC in Lienz, Osterreich. Diese Besuche erweckten bei den dortigen 
Zivil- ul1d Militarbehorden den Verdacht der Spionage. Er arbeitete 
jedoch јп aller Seelenruhe ап der nachstehend unter 13 genannten 
Abhal1dlung. Ende Јиli wurde er zum Bezirkshauptmann beschieden 
und musste јп die dortige Kaserne iibersiedeln. Nachher wurde er 
nach Linz gebracht, dem Stationskommandanten vorgefiihrt, aber nicht 
verhOrt und јп den Garnisonsarrest, уоп dort nach Kufstein auf die 
Festung Geroldseck iiberfiihrt und der Festungswache iibergeben. 
Tief besorgt und ergriffen ит das Schicksal seines Freundes Ојшјс, 
der inzwischen verhaftet worden war, wol1te er zweimal freiwi1lig aus 
dem [еЬеп scheiden. Nach Djuric Enthaftung hat sich аисЬ seine Lage 
gebessert. 

Durch die letztgenannten Erlebnisse geschwachte Wi11enskraft 
und die Angewohnung ап Einsamkeit widerstanden аllеп Versuchungen 
dass er das Krankenhaus verlassen konne. Endlich wurde er Anfang 
Dezember 1914 уоп einem konfinierten Studenten aus dem Kranken
hause ins Stadthotel nentfiihrt" und seinep Landsleuten angeschlossen. 
Iп Raabs а/Т, dem Sammelplatz al1er in Qsterreich· Ungarn konfinierten 
feind1ichen Stааtsапgеhбгigеп, verbrachte er die Zeit bis Mitte No
vember 1918. Auf seine .Вittе erhielt er уот nHi1fswerk der schweize
rischen Hochschulen fiir kriegsgefangene Studenten" Р. Appel's Traite 
de mecanique rationelle. Ејпе Bemerkung, die Љт beim Studium 
dieses Buches einfiel, wurde auf Appel's Veranlassung јп den nNou~ 
velles annales de mathematique" veroffent1icht (siehe Abhandlung 12). 

Iп die Heimat Ьеfбгdегt, kam er ат 25 November 1918 nach 
Beograd zurilck. Оје Vorlesungen ап der UпivегsШit ЬаЬеп erst im 
Mai 1919 begonnen. Wegen des Ablebens eines Kollegens hat er 
durch vier Semester пеЬеп Mechanik (einschliesslich Festigkeitslehre) und 
Baustatik auch nEiserne Briicken" vorgetragen. Iт Studienjahr 1910-11 
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erhielten seine Horer seine Vorlesungen aus der Mechanik, Festigkeits
lehre und Baustatik in lithographischen BOgen. Iт Jahre 1933 егsсhiепеп 
die »Grundziige der Festigkeitslehre". АЬ 1921 fort-an trug er durch 
drei Semester nur die Reine MeclIanik den Horern der Ingenieur
und Maschinenbauschule vor. Iт Zeitraum 1934-39 gab der »Verein 
der Horer der Maschinenbauschule" seine bedeutend erweiterten Vor
lesungen aus der Reinen Mechanik in drei Теilеп (Lithographie in 
Buchform) aus. 

Nach Erreichung der gesetzmassigen Altersgrenze trat ег ат 
20. Mai 1939 in den Ruhestand. Nach Beschluss des Kollegiums иЫе 
ег seine Lehrtatigkeit (Кinematik und Dynamik) bis Апf.шg April 
1941 heraus. 

AIs aussere Anerkennung seiner wissenschaftlichen Verdienste 
wurde ег im ЈаЬге 1947 zum korrespondierenden Mitglied der serbi-
schen Akademie der Wissenschaften gewahlt. . 

Arnovljevic's wissenschaftliche Abhandlungen lassen sich in zwei 
Abschnitte zergliedern: јепе bis zum ЈаЬге 191U, wesentlich durch 
briickenbautechnische РгоЫеmе veranlasst, und restliche mehr Љео
retischen und padagogischen Merkmales. Die unter 6 angefiihrte 
Abhandlung ist sehr bekannt geworden, јепе иЬег die Theorie der 
Verbundkorper steIIen аисЬ heute grundlegende Beitrage dar. Seine 
Iапgјаhгigе fruchtbare Lehrtatigkeit fand Љгеп Niederschlag in seinem 
sechsbandigen »Lehrbuch der Reinen Mechanik". 

Аl1еп ernsthaften und strebsamen Ingenieuren und Wissenschaft
Iеrn, die Аrnоуlјеујс kennen gelernt ЬаЬеп, wird er aIs edler, 
bescheidener und pfIichtergebener Mensch zum Vorbild dienen. Seine 
Schiiler, KoIIegen und Freunde werden Љт ein dankbares Gedenken 
bewahren. 

Beograd, den 80 ХII 1951 М. Vrecko 

ZUSAMMENSTELLUNG DER VON ARNOVLJEVIC VERFASSTEN 
UND VEROFFENTLICHTEN ABHANDLUNGEN UND WERKE 

1. Е i п F а 11 d е s е i п g е s р а п п t е п а u f Z u g u п d В i е g u п g Ь е а п

s р r u с h t е п S t а Ь е s. Zeitschr. d. бstеrr. lng. и. Arch. Vereins, Wien 1906, N~ 34, 
S. 480-483. 

2. D е r е 1 а s t i с h е I п g е s р а п п t е а u f Z u g и п d В I е g u п g Ь е а п
s р r u с h t е S t а Ь. Osterr. Wochenschrift f. d. бffепt1. Baudienst, Wien 1907, 
Heft 4, S. 61-66 . 

• 

3. Der eingespannte auf Druck und Biegung beanspruchte 
S t а Ь. Osterr. W ochenschrift f. d. OfЈепј1. Baudienst, Wien 1907. S. 372-878. 

4. D i е П 1 е i с h g е w I с h t Ь е d i п g u п g е п е i п е s s t а r r е п е Ь е п е п 
S у s t е m s. Osterr. Wochenschrift f. d. бffепt1. Baudienst, Wien 1908, Heft 3. 

5. Z u r К r а f t v е r t е i 1 u п g i п g е п i е t е t е п S ј!l Ь е п. Osterr. Wochen
schrift f. d. бffепtl. Baudienst, Wien 1908, S. 607-615. (Ејпе wenig gekurtzte Wie
dergabe dieser Abhand1ung ist јп den .Anna1es des ponts еј chaussees' l!:Ю8, JV, 
erschienen) .. 

6.Jnanspruchnahme der Anschlussnieten e1astischer 
S t i! Ь е. Zeitschrift f. Architektur und Jngenieurwesen, Hannover 1909, Heft 2, 
S. 90-106. 
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7. D а s V е r t е ј 1 u п g s g е s е t z d е r Н а f t s Р а п п u п g Ь е ј а х ј а 1 
Ь е а п s р r u с h t е п S t а Ь е п. Zeitschrift f. Architektur und Ingenjeurwesen, Нап
nover 1909, НеН 5. 

8. В е ј t r а g z u r Т h е о r ј е d е r V е r Ь u п d Ь а 1 k е п, ј п s Ь е s о п d е r е 
d е r g е п ј е t е t е п Т r а g е r. Zeitschrlft f. Arch. u. Ingenjt:urwesen, Hannover 
1910, Heft 1, S. 58-74. 

9. Nebenspannungen der Quertrager Info1ge stelfer Langs
t r а g е r а п s с h 1 il s s е. WосhепsсhrШ f. d. бffепt1. Baudjenst, Wien 1909, Heft 38. 

, 10. М е с h а п i k u п d I п g е п i е u r w i s s е п s с h а f t е п. Antrjttsvor1esung 
(serbisch). Tehnjcki list, Beograd 1911. 

11. К п о t е п v е r s с h i е Ь u п g е п е Ь е п е r F а с h w е r k е Ь е ј v е r а п
der1icher Lastrichtung. Der Ejsenbau. V, No 3, S. 92-97, Leipzig 1914. 
~ 12. S u r 1 е s t h е о r е m е s d е s р r о ј е с t I о п s е t d е s m о'т е п t s d е s 

q u а 1 ј t е s d е m о u v е m е п t. Nouvel1es anna1es des mathematjques, Parjs 1918, 
рр. 139-141. 

13. Po1are Auf1ager-Wjderstands1inlen von Zveige1enk
Ь б g е п. (Serbisch) Jugos1ovenska akademjja znanostj ј umjetnosti u Zagrebu. Izvje§ca 
о raspravama Matematicko-prirodoslovnog razreda 1919. Svezak 11 ј 12, str. 81-91, 
knjiga 221 razreda matematjcko-prlrodoslovnoga, 64, str. 57-90. 

14. К tl r v е п k r il m m u п g g е о m е t r i s с h а u s g е 1 е g t. (Serbisch). 
Spomenica S. М. Lozanjca, Beograd 1922. 

] 5. D е d u с t i о п g е о m е t r ј q u е d е s d е r ј v е е s s u р е r ј е u r е s 
d е s f о п с t i о п s с ј r с u 1 а ј r е s s ј п х е t с о s х. Gemejnschaft1ich тН В. 

Petronjjevjc. L'ensejgnement mathematique, 1923, М 5-6, рр. 297-304, Geneve 1927. 
16. В е i t r а g е z u r S t а t ј k е Ь е п е r Т r 11 g е r. (Serbisch). 

1. Momentel1polyeder.· . 
В. Geometrjsche Bezjehungen zwischen Sei1eckell und dem Momentenpo1yeder. 

1II. Еiпfасhеr Rahmen und seine statjsch bestimmte Formen. Tehnjckj list, 
Jahrg. V1, N2 17, 20 u. 23, Zagreb 1924. 

17. К ј п е t ј s с h е r D r u с k Ь е i S с h w ј п g u п g е п е ј п е r О 1 о с k е, 
(Serbisch). Tehnickj list, Jahrg. Х, N2 2, Zagreb 1928. 

18. О е о m е t r ј s с h е А ЬЈ е ј t u п g d е r В е s с h 1 е u п i g u п g е i п е s 
Р u п k t е s ј п Р о 1 а r k о о r d ј п а t е п. (Serbisch). Tehnickj list, Jahrg. Xl, М 15 
u. 16. Zagreb 1929. 

19. В б g е п z w е ј t е п О r а d е s. (Serbisch). Tehnjcki list, Jahrg. ХВ, N2 3. 
S. 40 - 4], Zagreb 1930. 

20. S t е r е о m е t r i s с h е D а r s t е 11 u п g d е r М о m е п t е е Ь е п е r 
F ј g u r е п. (Serbisch). Gоdi§пјаk Tehnickog faku1teta, Beograd 1935. 

21. Die 1nvarjante des Kraftesystems ausgedrilckt јп 

t е t r а е d r i s с h е п К о о r d i п а t е п. (Serbisch). Godj§njak Tehnickog fakulteta, 
Beograd 1937.' 

22. D а s Р ro Ь 1 е m d е r В r а с h ј s t о с h r о п е u п dd I е Еп t w i с k-
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т е з а 

МИОДРАГА ТОМИЋА (Београд) 

1. УВОД 

1. Предмет овог рада је испитивање и проучавање три гоно 
метриских редова и полинома облика 

односно 

L Cv e
v6i , (1, 1) 

L Cv siп v6, 

LCvcosv6, 
• 

(1,2) 

(1,3) 

под претпоставком да су им коефицијенти Cv позитивни и моно

тони, односно вишеструко монотони, тј. под претпоставком да је 

испуњен један или више услова облика 

Сn>О, 

ДСn =Сn -Сn + 1 >0, 

Д2Сn=Сn-2Сn+l+Сn+2>0, (1, 4) 
• • • • • • • • • • • 

k 

дkСn = ~(-l)k k Сn+џ>О, 
р.=1 !1 

Како су услови за коефицијенте Cv специјалног карактера, 

редови овог облика имају низ типичних особина, и услед тога 

били су предмет истраживања многих математичара. Нарочито у 

радовима L. Fejer-a [1], [2]1) И О. Szеgб-а [24] наведене су целе 

групе проблема који се односе на ову врсту редова и полинома. 

Сем поменуте двојице, проблемима у вези са овом врстом редова 

и полинома бавили су се још F. Hausdorf [10], Е. JacobstaI [11], 
ТЬ. Kaluza [12], К. Кпорр [14], О. P6Iya [18], М. Riesz [20], W. 
Rogosinski [21], О. Szasz [23] и други. Разлог да се тако развила 

1) Бројеви у уг ластим заградама односе се на литературу на крају рада. 



14 Миодраг Томиh 

ова група проблема лежи с једне стране у томе што су редови 

(1, 1), односно (1,2) и (1,3) типични претставници за многе особине 
општих редова, тако да се границе у многим проблемима постижу 

управо овом врстом редова. Најзад, многобројни у примењеној 

анализи употребљавани изрази дају се претставити редовима овог 

облика (Fоuriеr-ови редови за Lеgепdrе-ове полиноме. и остале 

специјалне функције). 

1. 1. Аналитички апарат за доказ ставова ове врсте битно се 
разликује код појединих ставова. За сваки нов став се мора при

беhи другом поступку, тако да се често губи њихова прегледност. 

Овде покушавам да дам једну општу, јединствену методу којом 

се велики део тих ставова може обухватити, стари ставови про

ширити и добити нови. Ова метода НОси геометриско обележје и 
њена суштина састоји се у томе да се свакој страни једне uоли

гоналне линије чија су темена CveVel - йридода један круг који 
има ту особину да садржи нареДНll или се uоклаuа са fbllMe. За 

систем кругова Кп(Гп , Сп) такве особине да сваки од њих садржи 

све наредне, тј. К п s· к П-1 казаhемо да чини монотон скуй кругова. 
Напоменимо да је појам монотоне конвергенције комплесног низа 

бројева који су увели Fejer и Szеgб [8], садржан у појму монотон 
скуп кругова. 

Очевидно скуп кругова је монотон ако постоји неједначина 

I СП_1 - Сп 1<1 г П-1 - ГП 1· 

Јасно је да Ье крајња тачка полигоналне линије ~ Cv e
vei лежати 

тада у свим овим круговима. Ова геометриска метода није везана 

само за збирове облика ~ Cv evel , веЬ се може применити и за неке 
општије тригонометриске збирове облика 

~ а v ехр (2 ,-с u.v i) 
. 

као што смо то у раду [16Ј Ј. Карамата и ја показали. Исто тако 

та метода доводи до извесних резултата и за специјалне класе 

Diriсhlеt-ових редова као што Ьемо то на једном другом месту 

показати. Потпуности ради извешhу овде тај општи принцип у 

тачки 1.2., док Ьу У тачки 1.3. навести његову специјализацију 

на теореме типа Кuzmiп-Lапdаu [16], коју смо дали у наведеном 

раду [16]. У тачки 1.4. навешhу тај геометриски поступак за спе
цијалне тригонометриске збирове Рорkеп-овог [19] типа који се 

могу пренети на извесне Dirichlet-ове редове. Најзад у 1.5. изло
жиhу тај поступак специјално за Taylor-ове редове ~ Cv e

vel• Први 
пут тај геометриски принцип изложио сам у моме раду [28] и при-

• 
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менио га на теорију алгебарских полинома, о чијој примени овде 

неће бити речи. 

Ј.2. Уочимо полигоналну линију Ао А 1 А 2 • ... Свакој страни 

те полигоналне линије можемо једнозначно асоцирати круг Кп, 

чије се средиште СП на-
• 

лази на леВОЈ страни 
• 

симетрале ОрИЈентисане 

дужи Аn_I·А ,. (тј. гле

дајуhи тачку А" из A,,-t), 
и из кога се та страна 

види под углом уп 

(О < уп < те) (в. сл. 1). 
Полупречник ГI1 

овог круга одредимо 

тако да круг Кп доди

рује круг k n", чији се 

центар Сп" налази на си

метрали дужи А n __ 1 А", 

и из кога се та дуж види 

под углом Г", где је 

2те > Г" > У". Центар 

СП 

• 

Сл. 1 

круга k,," налази се лево или десно од оријентисане дужи А n_1 А", 

према томе да ли је Г п ~ те. Када се Г п своди на у" (тј. када је 

Г" ~ у,,), тада круг k,," прелази у k n'. 

Средиште круга К п дато је са 

С (Sn-Sn-J) ехр (-y n i/2) . 
п = Sn_1 + 1 

2 5јп УII/2 

где су SN И Sn-1 комплексни бројеви који одговарају 

и А n-1' Полупречник г п круга К п дат је са 

!S/J-S"_I! t уп l-С05Гn/2 
гn= со g + . 

2 2 sin уn/2 

тачкама А ,. 

(1,5) 

Према томе, полигоналном линијом Ао А 1 А 2 • •• и низовима 

углова уп и Г,. низ кругова Кn=К,. (А П_1 Аn, УП, ГП) потпуно је 

одређен. Испитаhемо неке услове под којима овај скуп кругова 

постаје монотон у смислу наведеном у тачки 1. 1. 

1.3. Узмимо да су све стране полигоналне линије наведене 

у тачки 1.2. једнаке међу собом, да су сви спољњи углови Уп' 

монотони И да је Гn=Г, тј. 
--,-----:-

А n_1 An~An+1 А ,. 

О < у п' < у' п + 1 < Г < 2 те 
п = 1, 2, ... (1,6) 

• 

• 
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. 
За круг k n' (в. сл. 2) узмимо описан круг око троугла А n-1 А n А n + 1 . 

Његово средиште СП је на пресеку симетрала страна А n_1 А n и 

с 1 . 

• 

, 

" ~n 
• 

Сл. 2 

А n А n + 1 • Због услова (1,6) угао уп једнак је са Уп' (в. сл. 2). За 

круг k n" узмимо описани круг над троуглом А n-1 А n А'n+1' Круг 
Кп (Уп', Г) има према 1.2. средиште у СП и додирује круг kn". 

Полупречник круга К п дат је стога са 

А n-1 Аn 
Гn~---'--

. 2 
у' 1 Г 1 Г cotg п + cosec - cotg -
2 2 2 2 2 

У ' Г cotg п +tg-
2 4 

• (1, 7) 

Ако на исти начин одредимо странама А n А n + 1 , А n + 1 А n + 2 
кругове k'n+1 и k"n+1' тада круг Кn + 1 (У'n+1' Г) има за средиште 
сn + 1 , а за полупречник 

А n А n + 1 
Гn+1=--~ 

2 

, Г 
cotg У n+1 +tg-

2 4 
• 

-,---:-
Средиште Сn + 1 је у пресеку симетрала страна А n А n + 1 и А n + 1 А n + 2 • 
Кад се "('n+1 мења од Уп' до Г, средиште Сn+ 1 креће се дуж симе
трале стране А n А n + 1 , од сп до сnт (. Круг Кn + 1 (у'n+1, Г) доди
рује круг Кп (Уп', Г) у тачки Е (в. сл. 2) и налази се цео у овом 
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последњем кругу пошто је због у'n+l:> Уп' очевиДНО и Гn+г< ГN 
.(в. (1, 7)). Ако се услов (1, б) замени са 

и задрже све остале дефиниције кругова kn' и kn", тада су полу

пречници гn И Гn+1 кругова Кп (Уп', Г) и Кn+ 1 (у'n+1' Г) дати са 

А n Аn+1 
Гn+1 = 

2 

у , Г 
cotg п +tg-

. 2 4 

cotg у'n+1 +tg Г 
2 4 

, 

• 

у овом последњем случају уопште је Гn + 1 < гn И тада круг КП (Уп', Г) 
<садржи и не додирује круг Кn + 1 (у'n+1,Г)' 

Примtна и последице овог 

.скупа монОтоних кругова изло

:жене су у раду [1 б]. 

1.4. Један нарочито по

.десан за примену систем МОНО

тоних кругова може се добити 

на овај начин. Над дужи Ао А 1 
.(в. сл. 3) конструишимо paB~ 

:нокрак троугао Ао СО А 1 са 
произвољним уг лом на врху 

<91 (О < СР1 < я). Затим над сва-
. 

КОм страном А 1 А 2 , А 2 А в , ••• 

равнокраке троугле чији· су 

уг лови на врховима СРз, <Рв , •••• 

К, 

С, 

Сл. 3 
• 

.Qзначимо спољње углове полигоналне линије А о А 1 А 2 • •• са 

У2' Ув' • •• Углове <Р2'<РВ'" одредимо- тако да се темена С1 С2 , ••• 
~налазе на дужима СО А 1 , С1 А 2 , ••• СП А n+ 1 , • ••• Због. овог услова, 
'Р2' ::Рв , ••• одређени су помоhу СР1 и У у, v = 2, 3 . .. преко релација 

СРУ-l + СРУ --' у . 
- у, 

2 
v = 2, 3, ... (I,8Ј 

Узмимо тачке СО, С1 , С2 , ••• за средишта низа- кругова Кп. 
Овај низ кругова Кп биhе очевидно монотон ако је испуњена 

релација 

Гу-! >Гу , 
- '-\ 

v =2, 3; ... (1, 9)-

Зборннк ралова - Матекатички институт 2 
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и где је Гу према сл. 3 дато са 

А У-1 А у 
Г v = --'--=---'-- • 

2 sin 'Ру/2 

Према томе, услов (1, 9) постаје 

А У-2 А У- 1 ~ А У- 1 А у 
2 sin 'РУ-Сl/2::Р' 2 sin 'Ру/2 . 

Специјално, овај условбиtiё испуњен ако је 

v "'" 2, 3, ... 

Из (1, 8) добивамо 

(Ј, 10) 

(1, 11, 

еру = 2 УУ - epV-l -= 2 (У у - У У-l + ... + ( -l)У У 2) - ( - I)У СРl1 V - 2, 3, .. _ 

Отуда је, 
, 

'Ру - CPV-l "'" 2 (У V - 2 У у-ј + 2 У У-2 - ~ .• + 2 ( - l)У У 2) + ( - l)У У 1 = 

Специјално, ови услови су задовољени ако је 

У v - 2 У v +1 + У v +2 > о, v -= 4, 5, ... 

У2 - 'Рl>О, Ув -2 Y2+ept >0, 
(1, 12, 

тако да, у овом случају, за монотонију система кругова Кп асо-

цираних полигоналној линији Ао А 1 • •• , чији су спољњи углови. 

Уу < ~, v= 1,2,3 ... , потребан је поред услова монотоније страна, 
A v- 1 A v , v= 1,2,3... и услов који треба да задовоље спољњи: 

углови Уу, Овај последњи услов изражен је преко другњх. ,щ~фе-; 

ренција од Уу (1, 12). Овај случај је специјалан. случај општег,. 
. . 

наведеног у тачки 1.2 .. , где је очевидно 'Рn -= Уп = Г и где је стога 
. . , 

kn' == k n" -= Кп. Једну примену овог случаја на специјалне Dirich1et--
ове редове облика.~ ау џр р.у ј} даЬемо у једном .раду на другом, 

• , . . . 

месту. 
, 

1.5. Уочимо такву полигоналну линију Ао А 1 • •• чији су сви. 
• • 

спољњи углови једнаI,<~ 11 (в. сл. 4) И ,овој _~инији асоцирајмо TaKaB~ 

,- • #.. -' 

, , . . :,' - . . . - , .. -,- , .-
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низ кругова КП да се дужи А П-1 А п виде 

гова КП под истим углом Э. Испитајмо 
тако одређен низ кругова КП мо
нотон. Напоменимо пре свега чи
љеницу да се средиш те СП кру

га КП наЛ8зи:наlполупречнику 
сп-! АП-I~lпретходног круга 
КП-1 (в. сл. 4). Ако би, на пр., 
средиште круга К1 било у С/ 
тада је 

из средишта тих кру

под којим је условом 

Э' 6 Э 
-=-+8> , 
2 2 2 

противно претпоставци да се 

дуж А о А 1 види из С1' под 

углом Э'=6. Из ове чињенице 
следи одмах и услов да овакав 

низ кругова КП асоциран по-

т 

Сл. 4 

лигоналној линији са једнаким спољњим угловима Э буде моно
тон: uотребно је да низ uолуuреЧНU1са буде монотон, тј. 

СоА о > СјА ј > .. . с'1 Ап> ... · 
Овај се услов, с обзиром да је према сл. 4, 

С А An-1An 
п п= 2siпЭј2 ' 

своди на 
__ о 

(1, 13) 

тј. на услов да је низ страна uолигоналне линије Ао А ј А 2 • •• монотон. 

Очевидно, овај монотони низ кругова је специјалан случај прет- . 
• 

ходног, када Је 

Уп=Г п=Э. 

Из овако дефинисаног низа монотоних кругова КП следе 

особине које вреде без обзира да ли је низ КП коначан или 

бесконачан: 

10 Круг КП садржи круг КП + 1 (КП 2 КП+ 1). Према томе, IlУЖU 
А п А п + l' А п + ј А п +2" •• се све налазе у кругу Кп. Сuецијално сва 
темена иолигоналне линије Ао А 1 А 2 • •• налазе се у или на кругу Ко-

20 Тангента ма у ком темену А п на круг Кп, који кроз то 

теме uролази, uолови сиољни угао Э uолигоналне линије (в. сл. 4). 
Низ тачака А о ,А 1 , ••• су темена једне полигоналне спирале 

(в. сл. 4). Ову полигоналну спиралу, чије стране монотоно опадају 
и чији су сви спољњи углови једнаки Э, зваhемо укратко Э-сuи-

2* 
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рало.м. Овај рад има за циљ да из ових елементарних геоме

триских особина е-спирале покаже како непосредно следе анали,

тичке особине редова са монотоним коефицијентима. 
1. 5. 1. Један монотон низ' кругова Кп код кога разлике 

узастопних полупречника образују монотон низ, тј. сами полу

преч ници образују двоструко монотон низ 

г П-1 - Г п > Г п - Г п + 1 

односно 

ГП-1 - 2ГП+ГП+1 > О, n= 1,2, •.. , 

tiазвапемо .монотон и конвексан низ кругова Кп (двоструко .монотон 

низ Кп). 
Онде ћемо испитати под којим је условима монотон низ 

Кп асоциран једној е-спирали из претходног одељка двоструко 
• 

монотон, ТЈ. какве но-

, ве геометриске особи

не карактеришу ту е

спиралу. 

Посматрајмо поли

гоналну линију састав-

е ___ --- А. љену од средишта 

Сп, 5 

• 

СО С1 С2 • •• 

кругова Кп (в. сл. 5): 
За овако дефинисан 

монотон низ кругова 

Кп средиште СП налази 

се ~~ полупречнику 

СП- 1 А П-1 круга Кп_1 • 

Стога ће' низ К п бити 
двоструко монотон ако Је поред услова (1, 13) задовољен и услов 

• • • 

Пошто је, -- --
А П-1 А п - АпАп+! 

2 sin е/2 
, 

то, последљи услов прелази, у 

-----
A'oA1-А1А2>АtА2-А2Аs> ... Ап-tА~-АпАп+t> ... . (1,14) 

Низ кругова,кп асоциран једној uолигоналној ОЈсuиј'ЈаЛll iA oA t'A 2 ... 

двоструко.је,.монотоnако је низстраНб< Ао А1 , А1 А2 • •• те сuирале l 

двоструко . .монотон. • 
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Према (1, 14) и низ средишта СО, С1 , ••• образује једну 

Э-спиралу. Тој Э 1 -спирали СО С1 С2 ••• може се асоцира ти нов 

монотон низ кругова Кп' (в. сл. 5). Све особине првобитне Э-спи
рале Ао А 1 А 2 ••• преносе се и на эсспиралу центара СО С1 С2 ••• ; 

тако, на пример, особина 20 постаје 

2' Тангента у тачки Сп на круг Кп', "оји кроз то теме про

лази, Полови СПОЉ1Ьи угао е1-спирале СО С1 •••• Према томе, та 
тангента је и симетрала дужи Аn- 1 А n ; стога круг Кп' лежи 
десно од те си.метрале. СПецијално, сви кругови Кп' леже десно од 

симетрале дужи Ао А 1 (в. сл. 5). 

1. 5. 2. Појам вишеструке монотоније може се неограничено 
проширити на систем кругова Кп. 

, Ако је за један .монотон низ кругова Кп низ 1Ьегових полу

аречника гn монотон реда k, за систем кругова Кп каже.мо исто 

тако да је монотон реда k. Низ полупречника задовољава, дакле, 
услове 

v v 
г п - Г п + 1 + ... + ( - l)v 

О 1 
v= 1, 2, ... , k (1,15) 

у специјалном случају који посматрамо, монотон низ кру

гова Кп асоциран једној Э-спирали Ао А 1 А 2 _ •• биhе монотон 

реда k ако средишта С'-:) кругова K~k-l) образују једну Э-спиралу. 
Ова разматрања изводе се индукцијом. У претходном одељку 

дефинисани двоструко монотони низ кругова Кп биhе троструко 

монотон ако је низ кругова Кп' двоструко монотон. Средишта 

Со', С/, . .. кругова Кп' образују исто тако једну Э-спиралу. 

Однос ове Э2-спирале Со' С1' ••• према е1-спирали СО С1 • • • исти 
. . 

је као и однос е1-спирале СО С1 • •• према првобитној е-спирали 

Ао А 1 •••• Све особине између Э-спирале Ао А 1 ••• и Э1-спирале 
СО С1 ••• , преносе се и на Э1-спиралу СО С1 • •• и е2-спиралу 
Со' С1 ' •••• Према томе, Э2-спирали Со' С1' • •• одговара монотон 
низ кругова Ко", К/', .... 

Тангента у Со' на круг Ко" симетрала је дужи СО С1 • Сви 
кругови К п" су десно од те си.метрале. 

Најзад, за један монотон низ кругова Кп, чији је низ полу
пречника г п тотално монотон, тј. код кога су неједначине (1, 15) 
испуњене за свако v = 1,2, . " казаhемо да чини тотално .моно

тон низ кругова Кп. Ако је низ кругова Кп асоциран једној 

Э-спирали тотално монотон, тада постоји бесконачан низ скупова 
кругова Кп, Кп', ... који се асоцирају Э-спиралама образованим од 
средишта претходног низа кругова. 
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Особине. напред наведене преносе. се индукцијом и на ове 

бесконачне скупове кругова. Код тотално монотоног низа кру

гова поред Э-спирала средишта СО, С1 , ••• итд., уочимо још 

Е>-спирале, где је Е>о-спираладефинисана са Ао СО Со' ... , Е>l-СПИ
рала са А 1 С1 С1' ••• , итд. (в. сл. 5). 

Напоменимо, најзад, да Э-спирала претставља геометриску 

интерпретацију Abel-0ВОГ збира првог, другог, ... , п-тог реда. 
Е>-спирала би одговарала Euler-овој трансформацији. 

11. ТриговомеТРИСI<И полиноми и редови 
са мовотовим I<оефицијевтима 

2. t. Коначан или бесконачан тригонометриски збир 
~ а evet 
"'" v , v 

односно његове компоненте 

и 

~ ау sin vЭ, 
v 

~ ау cos vЭ , 
v 

чији су сви коефицијенти позитивни и монотони, тј. 

ао ;> а1 ;> . . . ;> йn;> . .. > о , 

(Н, 1) 

(11, 2) 

(Н, 3) 

(Н, 4) 

био је предмет знатног броја истраживања. Нарочито су се овим 

питањем бавили L. Fejer [1], [2], [3], О. Р61уа [18], О. Szеgб [24Ј, 
[25], и други. 

• • 

Особине тих тригонометриских израза, који налазе примену 

у многим гранама анализе, теорије функција и теорије Fourier
ових редова могу се протумачити као проста последица особина 

монотоних кругова наведених у 1.5. Као што смо у уводу навели, 
та интерпретација у исти мах сједињује диспаратне методе упо

требљене за доказ тих ставова, даје могуЬност за њихово про

ширење, као и нове ставове. Овде Ьем6 навести само неколико 

типичних резултата који се односе на тригонометриске изразе 

облика (Н, 1) односно (Н,2) и (1I,3), чији су коефицијенти моно
тони, тј. задовољавају услов (11,·4). 

2. 2. Нека су. Zv комплексни бројеви што одговарају теме· 
нима А џ полигоналне Э-спирале дефинисане у 1.5., тј. 

п 

zo=o, Z ~ ~ а evel , n+1 .t:.. v n=O,1,2 ... ,O<6<2:1r. 
џ=о 
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,Спољни угао е-спирале дат је са 

аге (Zn+1 - Zn) = аге (Zn - Zn-1) + е . 
.систем кругова Кп је монотон (в. сл. 6) ако је 

• 
1'Ј· 

аn-1 ........ аn 
Гn_1 ~ ---=-- ~ 2 SI'n 6/2 = гn , 2 sin е/2 

аn-1 ;> аn, п = 1, 2, ; .. 

п ~ 1, 2, ... 

23 

Као непосредну примену ове интерпретације изведимо став: 

Кад кО.ефицијенти а• збира 

'" 
Sa.p ~ ~ а• sin (cev+f3) х 

v=o . 
. оиадају, тј. 

av ;> av+ l' v = О, 1, 2, ... 
тада је 

_ ао sin2 (13 - се/2) х/2 ~ S ~ 
. . /2 -...:::::: а, р """ 

s1П сех 

___ а cos2 (13 - а/2) х/2 
~ о (11,5) --- . /2 

.за О < х < ~ .ма какви 

.били се и 13. 
Д о к а 3. Према свој

.ству 10 одељка 1. 5. тачка 

zv= ~ avea.VXi 
v 

s1П сех 

!I 
о 

с".. 

Сп. 6 

N' 

·садржана је у систему 

кругова К п, према томе и 

у КО' Цела слика је окре
нута на угао f3x. Отуда, 
;И3 слике 7 видимо да је 

~Т_'-,~-+Я~_-,Н~~ ___ +-~т 

Sa,p = Iт {e~X! ~ avea.VXi} = 
v 

= ~avsin(cev + (3) х;> - AN. 
v 

И3 слике 7 је такође оче
видно 

(Ј 

........:::А А 

. Сп. 7 

AN=MN-AM= ао _ ао cos (cex/2-f3x) = 
2 sin;cex/2 2 sin сех/2 

= ао sin2 (13 - ce/2)xI2 • 
sin сех/2 

О, 

о" 

i > 
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На исти начин добивамо (в. сл. 7) 

Sa,p < АМ + MN' - АМ +MN-
а а . 

= о + о cos (ах/2 - ~x) _ 
2 sin ах/2 2 sin ах/2 

, 

а 
""'. о cos2 (~_ а/2)х/2 . 
sш ах/2 

A~9 ЧР~1.QQFЈiiВ~~О да .је ао > аl' T~.џ.a из .сл~~е 7 ДQр,иВIi~1Q 
'. . . 

• 
где Је 

М'Р = а1 

2 sinax/2 
и 

• 

а 
= . о cos(ax/2-~х)-ММ'соs(ах/2+~х)r 
2sшах/2 

у овом ~ЛУ!:lа ју, ао > ан яаЈ< је 
. .. 

Sap>aosin~x- а1 siп2(ах/2+Г-!х). 
, sin ах/2 ..,,-

Исто тако, према слици 7, за реални дер 

Са,р = Re {e~Xj L avea:VXi} = L а џ cos (а v +~) х 
v v 

• 
важе ове неЈедначине 

- (МТ' - RM) -< Са,р < (RM + МТ) . , - . 

Како је 

RM=OA = . ао sin (ax/2-j3x), 
2 SШ ах/2 

то пос.(!~дње неједначине прелазе у 

- .. -

.' ,"., , ' 

:: 2' ао /2 [1- sin (ax/2-~ х)Ј < 
Sшах .. . .. .. 

<Са,р<- .ао [1+sin(ax/2-~x)]. (11,6) 
2sшах/2 .. 

2.3. У раду [1] L. Fejer је дао .цав Ј<оји исказује чињеницу 
да чим су коефицијенти. једног синусног реда s (9) "'" ~aџ sin v ~ 
монотони, У сваком. раз~щку (O,I;:).ca произвољним 8 постоје 

места где је s (6) позитивно. На овој интерпретацији основано, 
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уопштење Fejer-овог става које смо дали Ј. Карамата и ја [15]' 
гласи: 

Ако .су у изразу 
п 

~avsinve 
v=1 

коефицијенти а џ .монотони и такви да је израз 

п (2n+ 1)2 
А п '"'" ~vav- аП + 1 

v=1 8 
(11, 7)' 

Позитиван од неког k, п;> k, тада постоје два Позитивна броја;. 

I) и 8 независна од п, таква да је 

п 

~ аџ sin v 6 < I) , 
v=1 

за све п;> k и О < е < 8 • 

У слов (11, 7) биhе испуњен, на пример, када 

ап -+ О, п -+ оо , 
или када 

п 

~V(v+1)(аV-аV+l)-+0О, n-+оо. 
v=1 

Из овог става извешhемо овај став: 

Тригоно.метриски синусни ред са .монотоно опадајуhи.м коефи

цијенти.ма а џ , који задовољавају услов 

а) ап = О (ljn) 

унuфор.мно је ограничен у (О, fi); 

Ь) an~o(1jn) 

унифор.мно је конвергентан у (О, л:). 

Докажимо тврђење под Ь), пошто је доказ идентичан за твр-' 

ђење под а), кад се у њему замени о са О. Познато је да триго

нометриски ред униформ:но конвергира у сваком отвореном размаку 

( + О, л: - О) ако су његови коефицијенти l\40НОТОНИ. Према томе је 

довољно да покажемо да је ред униформно конвергентан у тачкама 

О и л:. Према 1.5. особина 1 о, тачка 
п 

Sn = ~ aveVei 

v=o 

налази се у кругу K k + 1 за п;> k. Изразимо да се пројекција те' 
тачке sn на имагинарну осу налази између пројекција круга K k + 1 

на ту осу, па добивамо неједначину (Ck + 1 је центар круга Kk-l- I )! 

1 е 
Im(sn)<Im(Ck+J)+ ak+lcosec , 

2 . 2 

• 



• 

:26 Миодраг Томиh 

.односно 

Iт [s (е)] <; Iт (Sk) + аН1 cos (2 k + 1) е/2 + аН1 1 , 
2 sin е/2 2 sin е/2 

:или 

Im[s(e)]<lm(sk)+aH1cos(2k+l)e/2_ ak+1 + ak+1 = 

2 sin е/2 2 sin е/2 sin е/2 

1 ( ) sin2(2k+l)e/4 о аН1 
"'" m Sk - ak+l о + . 

sin е/2 sin е/2 
Према томе, за п >= k је 

'" 
S (е) = ~ av sin ve< 

v=l 

__ ~ . е sin2 (2k+l)e/4 аН1 
~ ~ av sш v - ak+l о + = 

v=J sin е/2 sin е/2 
k о • 

= ~ av sin ve+ ~k+l cos2 (2 k+ 1) 6/4 < 
v=1 s1П 6/2 . 

. 

k а <{). ~va + k+l = 
v:=l v sin е /2 

k 

~ vav 1 
= k е v=l + - (k + 1) а 

k(k+l)sine/2 Нl' 
.Ако узмемо k= [1/е] и о пустимо да е ~ О, добивамо наведени став. 

Да се услов о (l/n) у случају Ь) не може заменити условом 

() (l/n) показује ред 

sin х sin 2 х 
1 + 2 + ... 

• 
sшnх 

+ + 
п 

• • • 

који, као што је познато, није униформно конвергентан у тачки 

.х=О, али, као што се види из дела Ь) овог става, он је униформно 
·ограничен за све О < х < 1С. 

2.4. За испитивање распореда нула тригонометриских поли
:нома, као и тригонометриских редова Fejer [1] је показао да 

.основну улогу игра овај Szеgб-ов став: 

К осинусни иолином 

СО + С1 cos е + С2 cos 2 е + ... + Сп cos п е , (П, 8) 
• 

где Је 

о < СО < С1 < ... < СП, 
дма, у размаку (О, 21С), 2 П меf:Jусобно различитих нула tk, k = 

~ 1, 2, ... 2 п за /Соје важи 

k _ 1 1с < tk < 
2 n+l/2 оо 

k+ 1 
2 
--, 
n+ 1/2 

k = 1, 2, ... 2 п, (П, 9) 
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Ови ставови о распореду нула су исто тако непосредна при

мена интерпретације дате у 1.5. Тако, на пример, наведени став 

добивамо ако ставимо 

п п п 

2 еnеј .k Cv cos v 6 = .k Cn- v evei + е2 nеЈ .k Cn_ v е - !Jei 

и означимо 

v-o v=o v=o 

п 

Zn~ .k Cn_ v e
vei ; 

v=o 

тада последњи израз постаје 

п 

2 enei.k Cv cos v6 = zn+e2nei ZN. 
v=o 

За свако 6 > 8, тачка претстављена комплексним бројем -
се на 6-спирали, чији ~paj пада у круг Кп. Тачка ZN 

томе, налази на 6-спирали симе-

тричној са првобитном према реал

ној оси (в. сл. 8). Како је zn (6) * О, 
то (11, 10) постаје нула само ако 

Zn дође у смер супротан са 

e2nei ZN. 

Нека је л аргумент од Zn, тада 
вектор Zn е2 nеЈ пада у смер су
пpoTaH од Zn кад год је 

.2n6=2Л-л:+2kл:. 

Како је према особини 20 § 1.5. 
увек 

- 6/2 < л < л: - 6/2 , Сл. 8 

(11, 1 О) 

Zn налази 

се, према 

то за неку вредност 6 која се налази у размацима одређеним неје
дначинама 

- 6 - л: + 2 k л: < 2 п 6 < 2 л: - 6 + 2 k л:, k = 1, 2, ... , п, 

zne 2nei доhи ће у смер супротан од Zn, Tj.~Cvcosv6 постаје 
ну ла. Отуда следи да је свако такво t/( одређено размаком 

• _k _--.:1 /_2 . 
л:, 

п +1/2 
k+ 1/2 -.----'- л: , 
п + 1/2 

k=1,2, ... ,n, 

2.4.1. Овим поступком може се доказати и овај став (Fejer [1]): 

Ако коефuцuјеншu реда 

s (6) = Ьn + 1 siп (п + 1) fI + ЬNН sin (п + 2) 6 + ... , (11, 11) 
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образују MqHOiIioH нула-низ, тада неllре«идна фун«цијаs (6)има у 

сва«ом од раз.ма«а 

(m_1)_,-с , m_,-с ,m-1,2, ... n (II,12) 
. n+ 1/2 n+ 1/2 

најма1Ье једну нулу. 

у овом Gлучају S (е) да се написати у облику 
• 

2 · (е) (n+l)ei~ vel -(n+l)el~ -vel 
1 • S = е . . ~ Cv е ,... е ~ Су е . 

у=О у:о 

Ако ставимо 

~ vel 
Z (е) = ~ Су е , v;= 1, 2, ... , 

у=о 

• 
тада последњи l:iзраз постаЈе 

. . 

2 · (6) (n+l)el 2(n+l)el {е) - ·(·е) I'S е "'f'=e . ·z -z . (11, 13) 
• 

На истом принципу као у претходном одељку добивамо ,раз~ак 

(11,12) У коме се мора налазити бар једна цула ФУВКЩfје. 
Последњи став о распореду нула је исто тако и .непосредна 

последица основне неједначине (11, 5), изведене у тачки 2. 2. која се 

односи на синусни збир са монотон им коеФици.јентима. Ако се у 
• • 

ТОЈ неЈедначини стави 

а У =ЬП+Н1> v~o, 1,2, ... , a:~1, ~;"'n+l, 

тада се та неједначина може написати у облику 

_ ЬЧ1 sin2 (п -1/2) 6/2 < s (е) < bn:'-lCOS2 (п - 1/2) 6/2 . 
sin 6/2 sin 6/2 

S (6) као непрекидна функција ограничена је двема непрекидним 
функцијама датим последњим неј~дначинама, према томе мора да 

има бар једну нулу l:iзм~ђу 
!I 

о 

I 
• 

I 
Сл. 9 

- -- -

• 
двеЈУ нула леве и десне 

• 
границе ове неЈедначине 

(в. сл. 9). 
Ако се у последњим 

неједначинама (П, 6) одељ
ка 2. 2. стави 

а: -= 1, f3 = п + 1, av - Ь п + v + 1> 

v=O,1,2, ..• , 
• 

те неЈедначине прелазе у 

-- - - -- -- -- --- --

• 

.. 
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Како се и овде непрекидна функција 

'" 
С1 , n+ 1 ,.. С (6) = k Ьn + v+ 1 COS (п + v + 1) е 

v=~ 

налази између двеју непрекидних функција које додирују Х-осу, 

то се између нула тих граничних функција мора наии бар једна 

нула функције С1 , Ч1' тј. функција С1 , n+ 1 има бар једну нулу у 
сваком од размак а 

k - 1/2 k+ 1/2 
n+l/i'JC, n+l/2'ЈС, k=I,2, ... ,n, • 

• 

2.4.2. Као што смо напоменули раније, овај геометриски 

поступак доводи и до низа нових уопштења. У овом правцу наве

димо само овај резултат. Нека коефицијен'Ги реда (11, 11) образују 
монотон нула-низ и нека је Ьn +1 < Ьn + 2 (где је искључено Ьn + 1 -Ьn+2); 
тада се размаци (11,12) могу прецизирати у: 

'ЈС 'ЈС 
(k-Л2) _, k , k=I,2, ... n, 

п + 1 - 1\2/2 n+l- ЛЈ/2 

где је 0< Л2 < 1, 0< Л1 < 1 дато са (11, 14) и (11, 15), тј. у слу

чају Ьn + 1 < ьnн неПрекидна функција s (е) у в < 6 < 'ЈС - В и.ма нуле 
• 

у раЗДВОЈенu.м раз.маци.ма. 

Према (11, i 2) је 

2 · (е) (п + 1) е i 2 (п + 1) е i (Il) - (е) /·s е =е z'V-z 
са 

~ vei 
z(e)=""",cve ,Cv~bn+v+l' v=0,1,2, ... 

v о 

Као и у претходном параграфу треба одредити arc z (е) = 9 (е) 
• 

Ради овога напоменимо само да се z (е) 
налази у систему кругова КО, К t, . •. и 

да сада због со < С1 (co;tc J) круг К1 лежи 
увек у Ко (в. сл. 10). Према томе, s (е) 
може бити нула само ако је - 91 < 9 (6)< 82 
(в. сл, 10). Један елементаран рачун даје 
(пошто круг Ко има центар С1 · са коор-

с 6· 
динатама С1 сО - с1/2, 1 cotg за угло-

2 2 
= ве правих ОТ1 и ОТ2 (сл. 10) 

tg 91=-siп ~2' С1 
. 2 ,/со2 - СО С1 + (2cO-с1)соs6/2 ' 

у.-------, 

Сл. 10 

t 
D. • 6' С1 

~Qz",SlП . • 
... 2 . 2'/ со2 - СО С1 - (2 со - с1) cos 6/2 

• 

:r 

т 
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Ако се, на пример, стави 

-tg6
1 

= С1 sin 6/2 = tg)..(6). 6 
2 'Јсо2 - СО С1 + (2 СО - С1) cos 6/2 2 (11, 13) 

као и. 

тада је ).. (6) одређено са 

"(6) 2 t С1 sin 6/2 /' 2 t С 1 sin 6/2 
I\. = arc g "':::, - arc g = 

6 а1 + ~1 cos 6/2 6 131 cos 6/2 

2 С1 6 2 t 6 = 2 . 6 _ 1 - 6 arctg tg < arctg g -
131 2 6 2 6 2 ' 

где претпоследња неједначина следи због C1/~1 = Ct/(2 СО - С1) < 1 
што се своди на СО - СЈ < о. Дакле, ).. (6) је увек < 1, за све 

О < 6 < n'. Лако је видети да је и ).. (о) < 1 и ).. (7.) < 1. Према томе 
ако се означи 

Л 1 (Со, с 1)=Мах 
O~e~n 

2 t С 1 sin 6/2 arc g 
6 а1 + 131 cos 6/2 

биhе према (11, 13) 
6 

61 < А1 . где је Л1 < 1. 
2 

На исти начин добива се да је 

• 
где Је 

( ) М 2 t С1 sin 6/2 
Л2 СО, С1 = ах arc g -~---'---

o~e~n 2n, - 6 а1 -131 cos 6/2 
I 

Сада је према слици 10 

6 6 
- Л1 < - 61 < 6 (6) < 62 < Л2 п' --

2 2 
• 

Отуда следи да· се нуле. функције s (6) налазе у размацима 

(k - Л2) п' , . k . п' ,k = 1, 2, ... П, 
. П + 1 - Л2/2 п + 1 - Л1/2 

и како су ови размаци садржани у 

(k-l) п' , 

П + 1/2 
k---, 

n+ 1/2 

(11, 14} 

(11, 15)1 

(11, 16)--

то се отуда добива наведени резултат као и чињеница да постоје
размаци око тачака (k - 1) n'/(n + 1/2), k = 1, 2, ... п у коме нема ну ла~ 

• 
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функција s(e) ако је ЬNН < ЬNН • У овом резултату садржан 
резултат наведен у тачки 2.3. да синусниред или полином 
нула у близини e~o ако му коефицијенти теже нули. 

• 
Је и. 

HeMa~ 

111. ТригономеТРИСI<И полиноми и редови са ДВОСТРУI<О П' 
вишеСТРУI<О монотонпм I<оефициј ентима 

3. 1. У одељку 1.5. 1. добили смо као услов да један низ.. 

кругова Кп асоциран једној е-спирали буде двоструко MOHOTOH~ , 
потребно је да низ страна те е-спирале буде двоструко монотон_ 

Нека су А n темена е-спирале, дата комплексним бројевима. 

n=0,1,2, ... , (111, 1 р 

• 
и претпоставимо да су av двоструко монотони, ТЈ. 

д аv~аV-l - av>O, 

д2 aV=aV- 1 - 2 aV+aV+1 > О, v*'I,2, ... , (111, 2}' 

у овом случају (в. сл. 5),' поред· монотоног система· кругова' 

Ко ,КlI , •• асоцираних е-спирали OSOSl'" имамо и монотоњ· 

систем кругова Ко', К1' • • • асоцира н е1-сnирали средишта првих: 
кругова СО, С1 , ••• (1.5. 1.). 

Особина 2' одељка 1.5. 1. да се извести и рачунски. Полу
пречник r q' круга К q', q ~ 1,2, ... , дат је са (в. сл. 5) 

а - а . 
= q-l q cosec2 е/2 I 

4 
(III, 3)' 

а центар Cq' круга Kq' са 

Cq' = Cq +rq' ехр [(q - 1) 0+ 6/2 + ~/2 +'1Г.+~/2 + е/2] i = 

(III, 4) 

Из последњег израза се види да је дуж Cq' Cq паралелна дужи 

A q- 1 A q; према томе, тангента у тачки Cqi на круг Kq' нормална-
је на дужи А q-l А q' Ако У обрасцу (Ш, 4) (в. сл. 5) изразимо С q као 

2q-l e" 
. 2 1 

• 

(111, 5) 
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.а r q' са (III, 3), добиhемо дефинитивно 

Cq'=Sq_l +i aq coSec е ехр 
2 2 

• 

(2q-l) Gi + 
2 

• 

(III, 5') 

3. Ј. 1. У случају двоструко монотоно г низа коефицијената 
.ау (услов (III, 2» тачка Sn налази се у или на кругу к q', кад је 

q < n. Ако пројектујемЬ' овај' круг на реалну осу и изразимо дз' 
.се између његових прОјеКЦИЈа налази' пр'ојекција! тачке Sri, доби~ 

ћемо неједначине 

Re (Cq') - r q < Re (sn) <.Re (Cq') + r q' 

Лрема (111, 3) и (II1, 5') биhе 

Re(sq_l)_aq sin(2.q -l)0/2 +aq_ 1 -aq ~osq6_ 
, 2 s1П 6/2 4 sш2 О/2 

_ aq- 1 - aq 1 < Re (Sn) , 
4 sin2 6/2 

R. ( ) /' R ( ) _ aq sin (2 q - 1) 0/2 
е SN, ~ е Sq~l '.' , + 

2 sш 6/2 

+,aq- 1 - aq cos q 6 
4 sin2 е/2 

+ aq_ 1 - aq 1 , 
4 sin2 6/2 ' 

'односно 

aq sin (2 q - 1) Ој2 -
2 sin 6/2 

, . 

aq- 1 - aq sin2 q6/2 ...- R ( ) - ""'" е SN - S 4 sin2 6/2 ~ q-l , 

R ( ) 
/' aq sin (2 q - 1) 6/2 aq_ 1 - aq cos2 q 6ј2 

е Sn - Sq-l ~ +" . , 
2 sin 6ј2 4 sin2 6/2 

::где треба ставити 

п, 1 
~ ve Re (Sn-Sq_l) = Re k a~e 

п 

*= ~ avcos vO. 
v=q v=q 

.отуда добиnамо следеhи' став [15]: 

К ад' низ ll()ефuцiljенатй ау задовољава' услове 

дdv>О, v=q, q+l, . .. ,П, n+l,n+2, 

,А2 ау > O~ апн-апн=О, 

• 



• 

о иеким зби ма 

тада ставивши 
. :\ 

sin2 (q-l)x ' 
2wq (2x)=a q • -aq_ 1 • 2 ' 

S102 Х sш х'· 

2W (2) 
cos2qx соs2 (q-l)i'ђ 

q x=a q _ 1 • -aq ,. ," 
sш2 Х sш2 Х 

и 
п 

С q, п (6) = ~ аџ cos v в, 

добиhемо 
v=q 

з. 2. Посматрајмо косинусни ред 

а <» 
С (6) -= о + ~ аџ cos v$ , 

2 џ=l . 

33 

, . 
. " . .-. 

. ",,-,. 
;. ~ , - . , 
• 

(111, 6) 

• • чији коефицијенти задовољавају услов двоструке МОНОТОНИЈе, ТЈ. : 
, 

.1 ау """ аџ - аџ+! > О , 

.12 аџ ... аџ - 2 аЏ + 1 + аЏ + 2 > О, v .... О, 1, 2 ... (111, 6') 

За тај ред важи овај Fejer-ов став [1]: 

с (6) у целом размаку О < 6 < 2n не узима негативне вред
ности. Ако је 

тада је 

Овај 

ао - 2 а1 + а2 > О, 

с (6) > ао - 2 а1 + а2 • 
2 

.' 

став је последица интерпретац~је збира . , 

'~ уеl 
8(6) = ~ ауе , 

џ-о 

(Ш, 7) 

;>' . ~, ' 

дате у 1. 5. 1. Према слици 5, 8 (6) се, због услова двоструке 

монотоније налази у сваком кругу Кп', па је због особине 2' тога 
одељка десно од танГентесо'(",тј. 

с.(6) = Re [8 (6)Ј > ао , 
2 

. , 

и отуда веЬ следи ПОЗитивитет. од' с (6). Како 8 (6) 'лежи и у К1', 
тј. десно од тангенте у тачки' Р на круг ~1" то отуда добивамо 
и неједнакост (ПI, 7), јер је (в. М. 5) 

с(6»Р'Р= 'ао -а1 _ а1 -а2 

2 sin 6/2 2 sin 6/2 

Зборник радова - Математички институт 3 

-
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З.2. 1. Косинусни полином 

Ст (6) -= ; + С1 cos6 + С2 cos 26+ ... +Ст cos т 6, (III, 8) 

коефиције~ти моното.но опадају и. ~адовщьапају 
• 

услов 

.' '} : 

; Су -2СУ + 1 + Су + 2 ;>0, v oc 1,2, ... ,m-2, 
.-

не спада.у резултат наЏ,еДf.J:I у преТДЩНО14 одељк:у, .пошто овде 

не мора бити испуњен услов Ст- 1 - 2 Ст > О. За полином (Щ, 8) 
могу се сада навести раздвојени размаци у којима он не може 

Сл. 11 

имати нула. Ст (6) 'да се написати 
у облику 

.. .:-

. . - е 1/2 т 2 v ...:. 1 
2 Ст (6) = 2 е ~ Cv cos 6 + 

.' у=l 2 

~ )vei теl + .~At:v ~ су +l ,8 .' +cm+t,(? 
у=о 

. 

Према 1.5.1. први члан десне стране 
e~ J:lалази на тангенти круга Ко (осо

БJiJlа ~o) 3 дpyг~ у <;Щ;Т~МУIФугов~ 
ко, Ј( 1', " (в. сл. 11). с'" (6) не 
мож.е бити нула ако<;е cf!I+~ ете! 

ЩiЛ/ј3ff щ::по.ц ат, тј. за " 

2 k 31" - 6/2 < т 6 < 31" - 6/2 + 2 k 'It. 
, . 

Оту да у размацима 

~:~~_ ~Q~@/ff})1t,· 
m+ 1/2 m+ 1/2 

k-O, t, 2, ... ,{m/2], 
. 

Ст (6) не може бити нула. Тако, на JIример, Ст (6) нема нула у 
размаку (0,31"/ (т + 1/2». 

. ,- , . - , , 

З.2.2. Позитивитет једног Ј<ОСИНУСНОГ полинома оБЈIИ~!l 
".ј-' ,--, ,., - • о", 

1.0 
Т п (ср) = + Лl СО$ f + . . . + Лп cos п q> 2 . (1II, 9) 

• 

ДQЩIЗИ до изра>l}~ј~ У не_~им џроблемима анализе. Тако, ра пример, 
•• - . '. '1 ~, 

юхасич~нје ~ејеr-ов<;t~в о' ар'иtМ~'tичkим срединама .целимиiщих 
збирова Fourier-ЬвогреАа.' Ту се ради о ПQзиiЏВЈЈтету п6лй)й)ма' 
облика 

1!. 

1+2~ 
у=l 

1· . v 1 siп. п T/~, \1--..... о. ".. ... ' cos V ср ""' . ,;::?" 

п п SIПq>/2 -

- - --- - -- -- -- -- --
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Из позитивитета полинома (Ш, 9) следи, l:Iа пример, одмах горња 
граница апсолутне вредности од 

за реално Аџ , а где су Сџ коефицијенти потенцијалног реда ФУНК
ције t (z). То следи непосредно из обрасца 

2п 

Ln = Нт 1 f(гесрј) Тn (cp~ dcp. 
r-+l " 

о 

W. Rogosinski и О. Szеgб [22], [27], добили СУ низ ставова о осо
бинама делимичних збирова Тауlоr-ових редова полазеhи од нејед

начине 

1 ~ cos v6 
сп (6) = 2 + ~ оо О О 1 > О за свако n. 

v=l v+ 
(III, 1 О) 

Ова неједцачина као и она дата у 3.3. 1. !'доте се доказати поступком 
који се oelf~Ba на Qсобинама е-спирале, а о исто тако може се тим 

поступком добити позитивитет и других кос!iнусних И синусних поли
нома. Према претхџдном одељку (IП, 10) Ц~Ma нула у (О, ,,/(n + 1/2)' 
Ако се означи I 

то се збоr 

с(е)= 1 +tc<!.sv~" 
2 V""l v+1 : 

, 

Из (111, 11) следи не само да је С (е) > О ~eb због д С/д Э <: О да 
с(е)' монотоно Qщща удеЛQм иurервалу ф~ п). 

а) Посматрајмо, најпре, 6 у размаку "Нn + 1/2) < а <: n/2. Нај
мања вр~щюст од С (е) у том размаку ;е за 8 -= ,,/2 и износи 
према (111, 11) 

1 

с (,,/2) = 1 - ,
2 

dt = _1[ -1 > 0.5. 
1+12 о 2' о 

(I1I, 12) 

u 
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Израз 

Rn(e)=t cosve 
v=n+l v+ 1 

можемо с обзиром да се 
. (n+v)ei 

<D е 

S (е)- ~~. --
п -;:ln+v+l 

• 

налази у кругу Ко, и да је Rn=Re {Sn (6)} оценити са 

1 1 
Rn (6) ~ . 1 + , (в. сл. 5). 

~ 2 (п+ 1) sine/2 
Из 

• 

l-х< Slшrх 
я:х 

следи 

1 < 4n: . 
sin6/2 6(2,", - 6) 

(111, 13) 

(111, 14) 

Последњи израз монотоно опада, и (IlI, 14) се може оценити са 

1+ 4я: 1 4 1 1 1 
я:ј(п+ 1)· [2я: - я:/3] =2 (п + 1) + 5 я: <"6+З-'2' 

Због (III, 12) следи сада позитивитет од сп (е) у я:/(п + 1/2) < 6 < я:/2 
а за п > 2, водеhи рачуна да је 

СП (6) = С (е) - R п (6). (III, 15) 

Ь) Нека је n:/2 < 6 < я:. Како С (6) монотоно опада, '1;'0 је. 

с (е» 19 2 -1/2=0·1935. " (1lI,16) 
, . 

. 

Ако сада мајорирамо Rn (6) користеhи чињеницу да се Sn (6) налази 
у кругу Ко' који је десно од СО 't' (в. сл. 5), добиhемо 

. _. - - '.' 

Rn(e)< 1 +2Го',·· (III,17) 
'. 2(п+ 1.) 

.~ 

где је Го' полупречник круга Ко' и који је дат са (lII,3): 

, 1 
го = 4(п+l)(п+2)siП2 6/2' .... _ ... • 

• 

Ако ове вредности заменимо· у израз -(1II, 17), добијамо • 

'. - .-. о,. 

Rn (е) < 1 + . 1 _. ""'. 1 .. +. .1 ., .. 
2(п+l) 2(n+l)(n+2)(V2/2)22(n+l) (п+l)(п+2) 

. 1 1 . 
Rn (6) <, + -0.175· 

8 20 
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, 

и због (111, 16) следи позитивитет од Сп (6) У 1(/2 < 6 < 1( према 
(111,15) за n>3. 

Најзад за п < 3, СО (6) и Сј (6) су очевидно позитивни, а .' 

1 1 1 
C2(6)~ + cos6+ СО$26>0 

223 
пошто је његова најмања вредност за cos 6 = 1- 3/8 и износи 7/96 > О. 

-
3. 3. -Нека је дат сннусни полином 

п 

S (6) = L а" siп v 6, (111, 18) 
"=1 

чији коефицијенти задовољавају услове (111,6'). Применом дво
струког Abel-0ВОГ збира он прелази у 

• 
где Је 

11 

S (6) ~ L (а" - 2 aV +1 +aV +2) SV (6), 
"=1 

~n+l ~ аn + 2 =0, 
i 
• , 
, , 

Sv (6) = v siп 6 + (v - 1) sin 2 е + . r • + sin v 6 . 

(111, 19) 

(111, 19') 

Сви lIipUГOHOMelIipUCKll liолино.ми Sv (6) СУ i liозитивни у 0< 6 < 1( 
(Lukacs [3]). Да бисмо показали позитивитerr ПОлинома Sv (6), при
метимо да су њихови коефицијенти двоструко монотони. Збир 

п 

L(v+l-k)ekei 
k=O 

(111, 19") 

налази се зато у систему кругова Ко'; К/, •.. К/, који се овде сви 

поклапају, јер је СО Сј = С1 С2 = ... = CV-1 Со '*= 1. У овом случају може 
се директно израчунати Sv (6), одакле се в~ди његов позитивитет. 
Како је сада, тј. у случају (Ш, 19') Cv-J~v=rv, где је го полу
пречник Ко-тог круга, са центром у Со , !ГО се тачка А о-1 , која 

претставља комплексан број дат са (III, 19") налази и на кругу КО' 
Из те чињенице, следи према сл. 5 

где Го' означава полупречник круга Ко', тј.1го'~(siп2 6/2)-1 (в. 111. 3). 
Како је 

Ini [OCo']~Iт [ОСО] = ao'cos6/2 = (v~l) cos 6/2 , 
2 sin 6/2 2 sin 6/2 

то последња једнакост даје ! 

Sv(6)= (v:-J) cos 6 _ Si~V6 =(v+Чsi.п6-Siпv6~0. 
2sш6/2 2 4stn2 6/2 4sш2 6/2 

I . 

Из Sv (6) >0 и (111, 19) следи liОЗlilIiив4lIiеlIi синусног liолино.ма 
(111, 18) чији Су коефицијеНlIiи ДВОСтРУКО .монОтони. .-'. 

, 
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, '"' з .. =!.,.l .. КаО' [1О80'ц, за испитивање ПО:ЈитивитеЋа; СИ8УСИ»Х редоаа 
поред осталог послужила је и Fejer-ова хипотеза из 19Ю год. 

да је 
п . tJ. 
~SШ VI1 " 

sn(G)=~ >0, за n=1,2, ... , и 0<6<", 
v=f V . 

(IIl,20) 

коју&у доцније доказали D. Јасksоп [11ЈЈ Th.Oronwall [9], Е. Landau 
[17Ј и сам Fejer [3Ј. Неједначина (III,20) није садржана у претходном 
ставу пошто низ 

av=l/v, v=1,2, ... ,n и апн=О, 

није конвексан. За доказ горње неједначине приметимо прво да је 

SN (Э) > о- за 0"< е < 1С/n и 1с - я/n <·0 < я. (1II, 21) 

У последњем интервалу sn (6) > О пошто ј'е 

sп(1t_х}=-=±(_l{-lSiпvх >0. 6 .... 1t-x, 
v=1 V 

npи. '1!Oi'Ме треба на:rюмеиутli да (sin v x)/v за о < ох <п./n са растуhим 
v <л опада. Сада ј.е према основној, неједначини (§ 3. 1.) 

, f siп v& < 1. " о < е < я. (lI1, 22) 
v=n+l V (п + 1).sш6/2 

Из 

т{ -'-" 6 = ~ siп v6 
2 v=l v 

и (Ш, 22} СЈlе'ДИ дw је 

s'n (6) "'" 1t ~ 6_ f sin 1iG > 1t - 6_ 1 . 
, ' 2 v=n.fl V 2 (п + {) sin 6/2 

, 

Због (Ш, 21) биће неј"едначина (ПI, 20) испуњена за 

1С/n <6 < 1t -n/n 
ако је , 

1 (п-О) sin е> 1 , за 1t./n:s;;;,.6<n-n/n. 
2 ,2 n+l 

(IП, 23) 
. 1 . . , 

Функција , (п - 6) sin 0/2 има само један максимум у (О, п); стога 
2 . , 

Ье последња неједначина (111, 23) бити испуњена ако вреди' 3а 

крајеве размака' (Ю, 23), ШТО је случај, због . 

и 

, , , . 

веЬ за 

tg х> Х, 
х2 

cos> }; - . 
2 

1 1['", 1с П·, 1[: П iZ' .' """'-_ l' , 
те -' , ' s1'l'l" > eo'S - > -" 1 - -~ ,Г 

2 " п 2n 2n 2n 2n 8n2 п + 1 
, 

n>2. 
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.Напоменимода овај поступ3t<ДОЗВб.ji:lаВ8 да се утврдИ riози

тивитет и других тригонометрискЮiцOiIlинома ако се зна эбlfР 
реда или горња граница збира оног р.ма Ьд којих је тај полином 

збир првих п чланова. 

3. 3. 2. За позитивитет синусног qолинома могу се дати 

услови које треба да задовоље његови i коефицијенти· а који су 
општији ОД услова датих у 3. 3., тј. одЈ двоструке моноtоније 
његових коефицијенаТ8. Из једнакости 

п n~1 . nеl ~. _. _. . vel 
2 I • е ~ ау 810 v6"", - ~ an-,-,v е. + 

v ~ 1· v:::::O : 

п-l 

+ nеј "'" а . (п - v) вј 
е ~ n~ve , 

v-O 

види се да је полиномна десној стр~ни д~љив са е 2еl - 1, тј. 
п П-l 

2i . еnеl I; av 8in vЭ = (е?е/ - 1) е(n-Цеј I; Av СО8 V е , 
v_l v=o 

рде је за непарно п 

а за парно п 

2А о"= ап +аП-2+ ... +аl 

А 1 =-= аП--l + ап-з + . . ~ + а2 

А 2 = ап+ап-2 + ••. f. аз 
• • • • • • • • 

А П-2 = аП __ l 

А П_I =ап, 

• • • • • • • • • 

А п-2 = аП-'-Ј 

АП-Ј "'" а п • 

. , 

п-l 

Како је према § 3.2. косинусни полино~ I; A v СО8 v6 
v=o 

• 
ако Је 

позитиван 

Av>A v+ J , 

А у - 2А,'+Ј + А'·+2 >0, 
v=o, С ... n-l, Ап-=Аrl+l=О~ 

! 
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то ако ове услове изразимо преко коефицијената ау 'добиhемо као 
услов за позитивитет синусног полинома (III, 18): 

. 

аП-2 - 2аП_1 + ап > О, 
(аП-4 - 2ап-з + аП-2) + (аП-2 - 2аП_1 + ап) + ап > О , 
(~lI-5 - 2a~_4 + an_~) + (а п-з - 2аП_2 + an...;..l) + аП_1 - 2ап> О, . . . . 

• . . . . . . . . . . . , 
• 

тј. синусни ПолиНо.м је Позитиван ако су збирови, парних за себе и 

неПарних за себе, других диференција 1Ьегових коефицијената По

зитивни. 

Из овог разматрања може се добити став о позитивитету 
ао 

синусног реда k ау sin v6. Треба само 
у=1 . 

1 ао . ..' k ау ГУ sin v а 
. sш Э у=l '. • 

претворити у 

оо 

А о/2+ k А у cos v6 
, 

v=l 
, 

и применити став о косинусном реду кад г -+ 1. Отуда следи као 
специјалан случај да је йод услово.м двоструке .монотоније коефи

цијенаша ап и Нт ап = О за п = оо синусни ред L ау sin v 6 Пози

тиван у О < е < :1t' • 

3. 4. Нека су коефицијенти bn+ v + l , v ~ 0,1,2, ... синусног 
реда 

"" s(e,n) ~ kbn+v+I sin(n+v+1)e, . (I1I, 24) 
v=o 

двоструко монотони са Ьп + у + 1-+0 када v-+ оо; тада је редом (III, 24) 
дефинисана функција уе < е < 1t - е непрекидна, пошто је ред у 
том размаку униформно конвергентан. Према §2. 4.1. (11, 13), s(e,n) 
може се претставити у облику 

2 i. еnеј s(e,n) ~ e2(n+l)et z(e) +z(e) , 
где је 

(III, 25) 

\ • 

Како су коефицијенти 
§ 3. 2. и § 3. 3. 

од z (е) двоструко монотони, то је према 

Re [ z (6)] > о и 
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па се аргумент од z (6) налави· у' размаку. (О, 'ft/2) за 0< Э <.'ft. 
Ако се са е (6) означи аргумент од z (6), то се из обрасца (I1I, 25) 
види да s(6,n) постаје нула за неку вреднфст6 која је одређена 

, 
• 
Једначином 

2 (п + 1) 6 + е (6)= - е (6) +2 k'ft , ~""" 1,2, ... , п, (II1,26) 

и где је 0< е (6) < 'ft/2 (в. § 2.4. 1.). Због тога нуле могу бити 

само у размацима 

k_-_1!...-f2 

п+1 
п, 

k .' --31', k -1 , 2, ... , п. 
п+1 

(lIl, 27) 

На тај начин се добивају не само размаци: упола мањи од оних 
датих у § 2. 4. 1. веЬ се дају и размаци у. којима не може бити 

ниједа нула. Рејес-ов резултат пак за распфред ових. нула пока

зује само да у размацима [(k-1/2)31'/(n+1), "п/(п+1)] мора ,IIежати 
најмање једна нула од s (6,п), и не показује да у размацима [k31'j(n + 1), 
(k+ 1/2) 31'/(п + 1)] уопште нема нула. 

Доња граница размака (II1,27) може ,се померити надесно, 
I 

тј. цео размак сузити, пошто је z(6) у деснЬј половини круга КО, 
тако да је онда е (6)" 31'/2:"" 6/4 и размаци (е сужавају у 

k -1/2 .... k 
- 1t <: 6k < :с, k= 1,2, .. . п. 
n +3/4 п+1 

Најзад и • овде, . аналого § 2. 4. 2., могу се: ови размаци и даље 
сужавати ако се води рачуна о односима ~змеђу коефицијената 
Ьn+У+l' 

.3.5. Нека је најзад низ коефицијената fly троструко монотон, 
тј. нека задовољава поред услова (II1,6') § 13.1. и услов 

LlSаv~аv-3аV+l+3аVт2+аv+з>0. v-l,2, ... (II1,28) 

Показаhемо, примера ради, овај став [1]: 
, 

Ако су коефицuјенти av шрџгоно.м.етрис~ог реда 

оо 

с(6) ~ ~ ау cos (2v -1)а 
v=l 

троструко .м.онотони, тј. ако задовољав'ају ~слове (III, 2) и (III, 28), 
тада је он Позитиван у О < 6 < 31'/2. 

, . 

. : Да бисмо. доБИJIИ нешто општији. ~TaB (сличан оном. з.а 
синусни ред у § 3. 3. 2.), пођимо од 

оо ' 

с (г, Э) ~. ~ av гу cos(2v - 1) 6 :. г < 1. 
v=l 
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Користепи идентитет 

cos (2v - 1) е .' .. '. ",' .. " == ч= 1 ± cos 2 е ч= cos 46 ± . . . ± €OS 2v 6ј 
tos 6 . " 

гдегорњи знаци одговарају за v паРјlOј а доњ" за непарно, 

добивамо 

• 
гДе је 

, 

с(г,6) =Ao/2+A1 cos29+A 2 cos49+ . .. 
2 cos6 

, 

(111, 29) 

Да би с (г, 6)/2 cos е као косинусни ред према ставу I{З ОДељка 

3'.2. био позиТиван за 0<26 < тс, тј. за 0< 6 < ;'/2, поtребн() је 
да буде 

Ако A v изразимо са (Ш, 29) добиhемо као услов да t:.y абирови 
непарних и пар ни х треhих диФеренција позитивни, тј . 

, 

оо 

"'" АБ 2v-l ......... О ~ a2v-l r ::р, 
v=t 

• k АБ a2V r
2v >0. 

v=1 ' 

Аво сада пустимо да r -t 1, то из чињенице да с (г, 6) -t С (9) и да 
ова последња rраН~чна функција с (6) постоји, она је тада каб 
гранИ,чюi фующија пОвит·ивних функција ИСто тако у, (О,п /2) пози
тивна. За позитивитет од с(9) довољно је, дакле, 

оо "" ~ LlS a2V_l >0, ~ АВ a2v >0. 
v=l v=l 

Специјално с (9) > О У (О,п/2) ако је 
v = 1, 2, 3, ... 

, . . , . . 

3. 5. 1. Ако претпоставимо' да су коефицијенти 
v = О, 1,2,. " синусног реда 

"" ' . 
s(6, п)= ~bn+v+1 sin (п + v+ 1) 9 

v=o 
(III, 30) 

троструко монотони са bn + v +1 -1 О када v -t оо, та-да C~ разМf:lЩi 

његових нула, датих у § 3. 4.f · могу још сузиtй. Да БИGМО добили 

у том случају Fejer-ове размаке 

k - 1/2 k 
---'--7t j 1(, k =< 1, 2,; •. , п, (111,31) 
п+l п+l 

, 
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треба према поступку наведеном у § 3. 4. одредити границе у којима 
лежи аргумент од 

оо 

Z (е) = ~ Ьn + џ + ! evei. 
v=0 

Можемо лако показати да је горња граница од 

. е (6) = arc z (е) = ",/2 - ~/2 . 
Заиста, ако се tтави 

ао • i 

'" е е ~bnH+1 s~n v6 
tg - - = cotg - > 1'=0 i = tg е (е), 

2 2 2~' 
~ ьn +нl Cj:>S V е 
џ=О . 

то због ~ Ьn +v +1 cos v е> о добивамо из о,е неједначине да треба 
да буде 

оо 2v-l ..Ј 
~bn+Џ+l cos 2 -6~O, 
џ=О I 

што је увек случај, према претходном одељку, ако су ьn +нl 
троструко монотони. Дакле, 

'" 6 U < е (е) < 2 - 2" ' I 
а одатле следе, према наведеном поступку)!' § 3.4. размаци (111,31). 

. I 
3.6. Као што смо у уводу (§ 1.1.) нај3ели, овај поступак пре

цизира и област у којој се налази збир 

со 

S (6) = ~ аџ evei 
џ=о 

под условом да коефицијенти а џ задовоља+ају услове вишеструке 
монотоније. Наведимо два примера у том ~paBЦY. Из § 3. 5. знамо, 

I 

I 
I 

Сл. 12 Сп. 13 
i , 

на пример, да под условом троструке мон?тоније од аџ , aptYMeHT 
од s (8) налази се између О и 1[/2 - 6/2, дfкле, s (6) лежи у углу 

, . 
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СО О Ао (в. сл. 12). Како s (е) - ао из истих разлога 
СО Ао А 1 , то отуда већ добивамо за 1(/2 < е < 1( 

п 

k av cos v е < ао , 
v=o 

лежи у углу 

, . 

• 

ако су av троструко Монотони. Ако претпоставимо да су av четво
роструко монотони, т,ща је низ страна Э-спирале центара СО, С1 , ••• 

троструко монотон. Применимо сада на овај низ страна СОС1 С1С2 , ••• 

претходно резоновање, па ћемо добити да s (е) лежи у углу Со' СО Ср 
Како је СО Со' ..L ОАо (в. § 1.5.), то s (е) лежи испод праве СО СО' 
(в. сл. 13). Специјално, у овом случају вреди ова н~једначина 

'" {;1 av sin v е < ~1 cotg е/2, 
, 

која је двапут прецизнија од уобичајене за случај просто моно-

тоних коефицијената av , где, као што је познато, на десној страни 

стоји а1 sin е/2. . 

IV. Примена на Taylor-ове редове са вишеструко монотоним 
коефициј ентима 

4. 1. У више радова Fejer и Szеgб [8Ј, [7]. [1 Ј, посматрали су 
остатке 

'" 
Rn(z)=kCvzv, n=0;1,2 ... , (IV. 1) 

v==n 
Тауlог-овог реда 

., 
Ro(z)=f(z)=kCv Zv , 

v=o ' • 
(IV, 2) 

-. . . 
као и његове редуковане остатке, ТЈ. изразе 

r п (Z) = гn Rn (Z), (IV, 3) 

под претпоставком да коефицијенти Сп задовољавају услове више-

струке монотоније и где је Нт сn=о, П -+00. . , 
Ти су ставови најпре били дати за специјалне функције 

[6], [20]. У низу уопштења ставова ове врсте, као крајњу генера
лизацију Fejer и Szеgб [8] дали су рва} став:.,.,., 

А ко су коефицијенти Тау/ог-овог p€дa (lV, 2) двоструко .моно
тони и ако је заДОВОЈЬен УСЛОВ 

Нт Сп = О, п -+ ОО, 

тада низ аuсолутних вредности остатака (IV, 1), као и низ 1Ьихових 
редукованих остатака (IV, 3) не расте, тј. , ." 

, 

• . I Ro (z) I > I R1 (z) 1> I R2 (z) 1>·· " (1) 
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(11) 

ишо за сваку вредносш ОД z која се налаЈи у или на кругу Izl = 1, 
осим за шачку z = 1. 

Очевидно из овог става следи и неј~дначина , 

• 
ТЈ. 

1 со + С1 Z + ... + СП zn 1 < 21 t (z) 1· (IV, 4) 

Неједначину (11) изводе Fejer и Szеgб из еједначине (1) применом 
Schwarz,oBe Iетте која, као што је позна о, гласи: Ако је Функ, 

ција F (z) регуларна у кругу 1 z I = 1, шада и~ , 

1 F (z) I < м за I z I < 1 и F (О) = О 
следи I 

IF(z)I<Mlzl, за Izl<1 

и где једнакосш долази само ако је I 

F(z)-Meaiz.! 
; 

Узимајупи у овој lетте·и за F (z) К9ЛИЧНИК 
, 

Rv (z) 1 2 3' ' 
---'-~, v= , , , ... 
RV- 1 (z) , 

из (1), тј. из ,. 
IRv(z)1 < 1 RV - 1 (z)li . 

следи 

I Rv (z) I < I z· RV _ 1 (z) 1, v =i= 1, 2, ... , 
I 

тј. (11). Треба, дакле, да покажемо (1) за з~ирове облика 
, 

. Рn (6)~ ~ ave Ve1, ·1 
у=n i 

, 

јер се ови збирови за av~cv ГУ своде на (I~, 1). Дщюљно је пока· 
зати само прву. неједначину, тј. 

1 Ро (6) 1 >= 1 Рl (Э) 1· , (IV, 5) 
I 

Остале се добивају .применом овог резулт~та на Рn (6). Њен доказ, 
I . 

међутим, непосредно. ~следи из 6-спирале. i Заиста како су коефи-
цијенти од Ро двоструко монотони, ТО Ро (~) лежи у Ко' ... , дакле, 
десно од тангентеу СО на круг Ко' (в. сл.! 5), па је зато 

, , 
--

о Ро >= РО sO, 

што даје неједначину (IV, 5). 
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Ако претпоставимо . да су коефицијенти Су троструко м.вно
тони, добиhемо даља . уопштења неједначиие (п). Пошто у овом 

СЈЈучају f (?) JJ~lК» де~ио од Со' т:', то је 

СО f(z) >- С1 f (z) >- С2 f (z) >- .... 
Ако ову неједнаЧИIiУ JJ~P!i3l:lllfP 'nреко 6-(:пирме СО С1 С2 , •• , доби
вамо . 

(III) 
. 

4:,1. Ј. Ако. претrщстаџимо д!l су Cv џищеструко монотони, 

добиhемо низ неједначина сличних са (111). Специјално, ако је Cv 
четвероструко монотоно, може се добити неЈедначина .... 

1 Гn_1 (z) 1- 2 jrl1(z) I +1 Гn+1 (~) I > о. ОУ) 

За доказ ове нејеДlщчине изведимо Hajpp~ овај [Јомоhни став из 

комплексних бројева: Ако СУ за три ко.мi1лекСна броја г о' г 1 џ. Г 2 

реални и и.магинарни делови .мОНОЩОIЩ и КО1Џ3ексни, шада СУ и.м и 

.модули .моноШони и конвексни. 

Означимо 
i=0,1,2, 

• 
и нека Је 

ао> а1 >- а2 , 130~ {31 >- 132' (IV, 6) 

ао - а1 ;;;::. Ц1 - ~ , 130 -131> 131 -132' 
Модули су сигурно монотони због (IV, 6). Ако је 

ао - а1 =(t1 - а2 и 130 -131-131 - ~2' 

тада се го, '1 И Г2 Нlџщз~ на једној ПРiщој (Q. сл, 14), па је 

Р. -Р, 

D 

Ако је било 

или 

или оба заједно, то г о пада у осен

ч~ну . област D (В. сл. 14), шr го 

а' fortiori расте и зато је 
. . .' 

СЈ!.14 IГо l-2Iг1 1+I'21:>0. 
Да бисмо оту да извели нејеДlЩЧИНУ (lV), приметимо да се, на 

пример, 

• 



своди на 

• 
пошто Је 

оо 

• 

, 
о трнгонометриским збирови~а 

оо 

L (Сџ - 2 Су + 1 + Су +2) sin v 1) ~ О, . 
v==l ' 

оо 

, , , 

130 = ~ Су siп v 1) , 131 = ~СV+1siп vЭ, 
"-1 

, оо 

131 = ~ СУ +2 siп v Э. 
џ=1 i џ=1 
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(IV,7) 

Ако са ао, а1 и а2 означимо оДговарајуће 
што смо то напред навели, то слична 

према § 3.2. 

редове, као 

са (JV, 7) следи 

и 

• 
да Је 

4.2. Према § 4. 1. (JV,4) следи из 

• 

I 
О<р<1 и Izl<l, z:;f:l 

• 

-

где Н зависи само од р. На исти начин у о.ом биномном реду за 
р> 1 Szеgб [24] је добио да је 

~ = О, 1,2 ... 

Аутор наглашава да му није пошло за ру 

еквивалентан оном из 4. 1. У случ~ју дl! 
• 

, , 

да нађе општи став 

УУ мmЩтQЈЈО 
•• • 

расту, а као што Је то случаЈ у наведеном Јалном примеру 

биномног реда са р> 1. У Tgм правцу щц~е~имо овај резултат: 

Ако IIQефuццј~I1ШU Tqylor-pllor редџ 

.ЩЩОljiQНО расшу и а!(о је йоред тога ЩIЗ сп (lIЦlfJ дq. йостоји један 

цео број k> 1 шанав да низ разлина ноефици енаша сп, Шј. 

k (k ' lЏk)~ ~(_I)Џ cn_v, n=O,~, 2, ... , 
_о V : 

• 
где Је , 

C_k = C-k + 1 = ••• = С-2 = C~l = О, 
. . 
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образује један оuадајУћи низ, тј. 

I5n(k) > 8n(k+1), п - О, 1, 2, ... , 

тада је 
I со + С1 Z + ... + СП Zn I < н Сп 1 t (z) 1 

за све 

n=1,2, ... , IZ!<1 и z*1. 

Нека је, најпре, z_eM • Тада је 

Sn(z)=co+c1 z+···+cnzn= en~H (СП +СП-1 e-3-1 +· .. +coe- n3-I). (IV,8) 

Ставимо 

0---8, av-cn_ v , v=0,1,2, ... ,n, 
тада Ье тачка 

, 

+ ~l + nel + - ~l + - n~l Sn = ао а1 е .•• + ап е = СП СП-1 е + ... со е 

бити У кругу Ко чији је полупречник 

ао ro = - • 
2 sin е /2 2 sin е /2 

сп 

• 

Према томе је 

односно због (IV, 8) биhе 

I 1
'./ СП ./ 2 СП cO+c1 z+· .. +cn zn ~. ~-~ 

s1П 6/2 11 - zl 

Ова неједначина која је у ствари 

вреди за z ~ eel и према познатом Cauchy-јевом ставу 
све z круга ! z 1 < 1. Ако њ У помножимо са 

1(1 - Z)k-1 t (z) I , 
• 

она постаЈе 

1 (1 - Z)k j(z) 11 sn (z) 1 < 2 сп 11- z Ik-1 I ј (z) ,. 

Пошто је 

а у изразу 
. '., 

, 

(IV, 9) 

вреди и за 
• 

, 

(IV, 10) 
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коефицијенти монотоно опадају, то по TeopeM~ Kakeya-Enestrom [28Ј, 
постоји једно т > U такво да је 

1(I-z)kt(z)l>m за све 1~1<1. 

и из (IV, 10) следи 
2k ' 

Isn(z)l< cnlt(z)l, Izl<:l, z:f:l, 
т I 

, 

што даје наведени став, где је H=2 k/m. I 

Наведени пример биномног реда са р ј:> 1 садржан је у овом , 
ставу. Из (IV, 9) следи 

() ~ У:::;;::: 2 у п 2 у п 11 ,Р-I Ј 
sn z =~Уvz"""'/l=-=zl~ll_zјР -z ~ 

<: ~P у п <: (1 + 8п) 2Р • _ ~P-I 
11-ziР г (р) 11j-z1Р 

, 8п > О, 

пошто је у п"""" nP- 1 /г (р), п -+ оо . 

4.3. Наведимо, најзад, да, се многи o~ ових резултата могу 

проширити и на Тауlос-ове редове чији к~ефицијенти задовоља-, 
вају општије услове. У том правцу наведи о овај резултат. 

Нека су, на пример, коефицијенти Су ауlос-овог реда 

ао 

~cvZY 
у=о 

I 

(IV, 11) 

такви да је С у =-= рУ ехр (Ј"у [), Ао = О, где Ру чи~и један монотон низ, 

а низ аргумената Ау задовољава услове I , 

о < Ау - Ау-1 < 61 < " , ': , 
Ау - 2 АУ-1 + АУ-2 ;>. О, i v = 3, 4 .•• (IV, 12) 
Ау - 3 л.V-1 + 3 Av-2 + Аv-з ;>. Q. 

Пођимо 

облика 

од интерпретације дате у § 1.4. Та lor-ов ред (IV, 11) је 

оо 

~ Ру ехр [(v 6+Ау) i]. 
V=O 

i 
I , , 

I 
Да би ОВОМ" збиру, према § 1. 4., могли да а оцирамо низ кругова 
КО, К1 , •• , потребно је да су задовољени, на ример, услови (1, 12). 
Како је овде 

i 
YV+2=[(v+l)6+AY+1]-[v6+Ау] i 

v = О, ,2, ... , (IV, 13) 

то ће ти услови бити задовољени ако, на ример, за СР1 узмемо 

Зборник радова - Матеlllатички институт 4 

• 

• 
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јер је тада, према (IV, 13), " 

• 
тако да Је 

У2=О+л1 , 

Ys::!:6 + 1.2 - 1.1" 

Yy=O+1.V- 1 - Лv-2' 

уу - 2 УУ+l + YV+2 = 1.V - 1 - 3 1.v- 2 +3 1.v-s +1.у-4 , V = 4, 5, ... 

Према (1,12), због услова (JV, 12), noстоји систем KpyroBa КО, К1 , ••• 
ако је још Уу < 7t, што се овде, због прве и друге неједначине 
(lV,12), своди на 0<е<,.-91 , тако да добивамо овај резултат: 

Тау/ог-ов ред (IV, 11), где модули коефицијената Ру образују 

један монотон нула-ниа, а 1Ьихови аргументи су троструко моно

тони, тј. задовољавају (lV, 12) је униформно конвергентан и нема 

нула у размаку 

, 

ЛИТЕРАТУРА 

[IЈ F е ј е r, L . ...;.. 1. Trigonometrische Reihen und Potenireihen тН mehrfach 
monotoner Koeffizientei1folge: -.:.. Trans. Аmег. МаЉ. Soc. 39, М 1; стр.' 18-59 
(1936). 

[2Ј F е ј е r, L. - 2. Ober die Po'Sitiviti!t von Summen, die nach trigonome
trischen oder Legendreschen Funktionen for"tschreiten. - Acta Lit. ас Sc/ent. Szeged, 
2, сТр. 75-86 (1925). 

[3Ј F е ј е r, L. - 3. Einige Siitze, die sich auf das Vorzeichen einer ganzen 
rationa1en Funktion beziehen... - Monatshejte јиг МаЉ. und Phys. 35, стр. 

305-344 (1928). 

(4Ј F е ј е r L. - 4. Ober ејп trigonometrlsches Analogon elnes Kakeyaschen 
Satzes. - Jahresber. der deutschen МаЉ. Уег. 38 (1939). 

[5] F е ј е r L. - 5. Oberdie SummаЬШti!t der Lap1aceschen Reihe durch 
аШhmеtisсhе МШе1. '- МаЉ. Zeit. 24, сТр. 267-284 (1925). 

[6) F е ј е r L. - б. Abschi!tzungen fiir die Legendreschen und verwanct:te 
Ро1употе. - Math Zeit. 24, сТр. 285-298 (1925). 

[7) F е ј е r, L. - 7. Potenzreihed mlt inehrf!\ch monotoner Koeffizientenfo1ge 
und ihre Legendre-Po1ynome. - Ргос. Cambr/dge Phil. Soc. 31, сТр. 307 -316 (1936). 

" , • , .0 .,' 

[8) F е ј е r, L. iшd S z е g б, О. - Uber die inonotone KO!lvergenz vоп 

Potenzreihen пШ mehrfach rnonotoiJer Koefflzienterifo1ge. -'-'- Prrlce Mat. Fyz., стр. 
15-25 (1935). . 

[9) G r о п w а 11, Т. Н. - Ober die Gibssche Erscheinung und die trigo
nometrischen Summen. - МаЉ. Аnn. 72, сТр. 228:.....243 (1912). 

(10] Н а u s d о r f f, Р. '-'- Momentprobleme fiir еlп endliches Interval1. -
МаЉ. Zeit. 16, сТр. 220-248" (1923). 

(11) Ј а с k s о п, О.' - tJber ејпе trigonometrische Summe. - Rend. С/гс. 
Math. Palermo, 32 (1911). 



• 

о Tn 51 

I 
[l2J Ј а с о Ь 5 t h а 1, Е. - Mitte1wert5bl1dung und Relhentransformat/on. -

Math. Zeit. б, сТр. 110-117 (1920). 
[13Ј К а 1 u z а, Th. - Ober die 

Math. Zeit. 28, стр. 161-170 (1928). 
[14Ј К п о р р, к. - Mehrfach monotone 

стр. 75-85 (1925). 
[15Ј К а r 11 т а t а, Ј. et Т о т i с, М. - Ј. 

Нуе5 aux ро1употе5 et series tr/gonometr/ques. _ . 
. serbe des sciences 2, стр. 155-175 (1948). 

[l6Ј К а r а т а t а, Ј. et Т о т i с, М. - 2. 
re1ative aux somme5 trigonometrique5 et 50П 
РиЫ. de [' Inst. math. de l' Acad. serbe des sciences 

[17Ј L а п d а u, Е. - Ober е/пе Ј." 
35, стр. 36 (1933). 

[18Ј Р о 1 У а, О. :-- Ober die. Nul1stelJen 
Math. Zeif 2, стр. 352-383 (1918). 

[19Ј Р о р k е п, Ј. - Ober еЈпе trlgonomet 
Akademie Van Wet. te Amsterdam 35 (5), сТр. 3-

[20Ј R i е 5 е z, М. - Sur 1а sommation des 
ас Scient. Szeged., 1, стр. 104-113 (1923). 

[21Ј R о g о s / п 5 k 1, - Ober· Bi1dschranken 
АЬsсhпЩеп. - МаЉ. Zeit. 17, стр. 260-276 (1923). 

reziproker Potenzrelhen -

- Math. Zelt. 22, 

geornetriques re1a
de Z'lnst. math. de [' Acad. 

l'inegalite de Kusrnin-Landau 
оп а 1а 50rnrnе de Gau5s. -
сТр. 207-218 (1950). 

Ung1eichung. - Math. Zeit. 

r ganzen. Funktionen. -

Surnrne. - Konigklike 
(1932). 

de Fourier. - Acta. Lit. 

Ье! Potenzrelhen und ihren 

[22Ј R о g о s / п s k Ј, W. und S z е g б, О . .,.- die Absl!hnltte der Potenz-
reihen, die јп еЈпет Kreise beschriinkt ЫеЉеп. - Щl!. Zeit. 28, сТр. 73-94 (1928). 

[23Ј S z а 5 z, О. - Ober Potenzreihen, d/e 
Funkt/onen darstel1en. - Math. Zeit. 8, стр. 22~!-:2:: 

[24Ј S z е g О, О. - Ј. Bernerkungen zu e/ner 
d/e Legendreschen Ро1употе. -Math. Zett. 25, стр. 

[25Ј S z е g б, О. - 2. Inequa1ities for the zeros 
re1ated function5. - Trans. Аmег. Math. Soc. 39, стоЈ 

[26Ј S z е g б, О. - З. Zur Theor/e der 
deutscher МаЉ. Ver. 40, сТр. 163-166 (1931). 

[27Ј S 5 е g б, О. - 4. Ober еlпеп Satz des 
der Konigsberger GeZehr. Gesell., naturwiss. KZasse 

[28Ј т о rn / с, М. - Ј. Generalisation5 et 
theorernes de Fejer et Kakeya. - Риbl. de Z'Jnst. 
sciences 2, сТр. 146-156 (1948). 

[29Ј Т о rn / с, М. - 2. E/nige Siitze iiber d/e 
Ро1употе. - Риbl. de [' Insi. math. de r Acad. serbe 

Einhe/tskreise beschriinkte 
(1920). 

уоп Непп Fejer iiber 
72-187 (1926). 

Legendre Polynornia1s and 
1-17 (1936). 

Роlупоrnе. - Jahresber. 

Serge Bernstein. - Schriften 
стр. 59-70 (1928). 

geornetriques de certains 
de [' Acad. serbe des 

der trigonornetrischen 
sciences 4 (у штампи). 

SUR LES SOMMES TRIGONO , ...... ,.QUES 
А COEFFICIENTS М NES 

par М. Тотјс (Beograd) 

L'auteur donne ип expose des r~:;UIH cites sous [15], [16], 
[28], [29], ainsi que de certains resultats ПО"\Ј Tous ces resultats 
decoulent d'un тете principe geometrique simple, а savoir: Etant 

• 

. , 
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donnee ипе ligne polygonale (У. fig. 1), а chaque сбtе de cette 
derniere оп associe ип cercle Кт dont lе centre СП se trouve а 
gauche de сеНе ligne (аи sens de А n-! yers А n), et duquel оп yoit 
се сбtе sous l'angle уп (О" уп" 1С). Le [ауоп du cercle Кп est 
determine par lа circonstance que се dernier doit contenir ип поиуеаи 
cercle, kn", dont lе centre Сп" se trouye sur lа bissectrice du сбtе 
А n-! Ат аи point d'o1'1 l'on voit се сМе, sous l'angle ГN (21С;>Гn;>Уn). 
Оп cherche alors les conditions роur qu'on аи Кn 2 Кn + 1 ' 

Dans le cas particulier 01'1 Г п = Г п +1, оп s'est seryi de се 

principe geometrique simple pour demontrer les theoremes de lа 

note [16]. Iсј оп donne les resultats semblables а сеих de lа note [15]. 
А titre d'exemple citons еп quelques uns. 

а) ОП obtient d'une maniere generale les interyalles de Fejer 
[1] dans lesquels se trouyent les zeros des series trigonometriques 
de lа forme (11,11). Еп particulier, sous les conditions Ьnн<Ьnн 
(Ьn + ! =1= ьnн), les соеШсiепts bn+1 etant simplement monotones, оп 
obtient les interyalles separes (11, 16) qui contiennent les zeros de 
ces series, et еп dehors desquels il n'existent point de zeros (§ 2. 4. 2.). 

Ь) La serie trigonometrique ~ ау sin vЭ dont les coefficients sont 
simplement monotones avec аn = О (l/п) est uniformement bornee 
dans 0< э <8 (§ 2.3.). 

с) Оп tire la:positiyite du роlупбmе de Fejer ~ (sin vЭ)/v (§ 3. 3. 1.), 
ainsi que de сеlиј de Rоgоsiпski-Szеgб ~СОSVЭ/(V+l) (§ 3. 2. 2.), еп 

• 

тете temps que lа роs~ibШtе d'une extension de ces resultats. 
d) Si les coefficients av sont quatre - fois monotones оп а, par 

ехетрlе, 

~ av sin vЭ < а1 cotg! , (§ 9. 6.). 
2 2 

е) Ое l1 k Су ;> О, k = О, 1,2,3 resulte l'inega1ite III (§ 4. 1.), 01'1 
г п est donne par (IV, 3). 

f) Si les coefficients Су de lа serie de Taylor ~ суеvбi , avec 
Су ~ pyel..vi, satisfont аих conditions Pv" Рун et (lV, 12), оп obtient 
les resultats semblables а сеих relatifs аих series trigonometriques а 
coefficients positifs et monotones; par exemple:cette serie est ипј

formement convergente dans l'intervalle . 

О < э " 1с - Нт р,.у - ЛV + 1) , 
Y~8 

et п'у а point de zeros (§ 4. 3.) . 

• 

, 
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. РЕШАВАЊЕ СИСТЕМА 
АЛГЕБАРСКИХ ЛИНЕАРНИХ ЈЕДНАЧИНА 

ПОМОЋУ КРАКОВИЈР,НА 

В. В. МИШКОВИЋ (Београд) 

I ДЕО 

1. - I<раковијани као раЧУlIска шема 

Увод. - Неко је рекао једном да је М'lтематика вештина која 

нам помаже да што мање рачунамо I Колике у парадоксалности ове 
мисли има и истине то Ье, мислим, примењени математичари лако 

осетити, још лакше, чини ми се, аСТРОНОl\1и-калкулатори; кратко 

речено, осетиhе сви они чији истраживачки Ilад неизбежно мора да 

прође и кроз фазу нумеричких рачуна. У Астрономији је та, нуме" 

ричка, фаза готово у сваком проблему не само неизбежна веЬ и 
несразмерно обимнија и заморнија но што је то случај и у једној 

другој од егзактних дисциплина. Сетимо се, из Класичне астро

номије, проблема одређивања плзнетских и ;(ометских путања, или 

рачуна поремеhаја њихових кретања; или, из Стеларне астроно

мије, проблема одређивања транслаторног кретања Сунчева система 

из сопствених и радијалних кретања некреТНllца. А што, специјално 

у Астрономији, тај нумерички рад чини гломазним и напорним то 

су не толико оне радње и делови њеГОВI1 који воде ка самом 

решењу проблема колико они, такозвани, nСП1)редни" радови, подра

зумевајуhи под овима оне, краЬе или дуже, припремне и помоhне, 
а све неопходне, рачунске радње које се Оl)авезно провлаче кроз 

сав нумерички рад. Као мала илустрација овога нека послужи 
• 
Један пример из свакодневне астрономске праксе. 

Да би се добио за извесни тренутак геоцентрички положај 
планете или комете, познатих путањских еЈ. емената, претходно се 

морају израчунати, З8 тај тренутак, хели()центричке правоугле 

екваторске координате тог тела. Означимо их са х, у, z. оне се 
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израчунавају'помоhу израза, привидно врло једноставних, наиме 

х=аРх (cos Е - е) + bQx sin Е, 

У= аРу (cos Е - e)+bQy sin Е, (1) 

z=aPz (cos Е - e)+bQz sin Е, 
• 

где су са а, Ь, е обележене: велика, односно мала полуоса, 

односно ексцентричност путање тела; са Е ексцентрична анома

лија за тражени датум; а са Рх , Ру, Pz, Qx, Qy, Q., такозвани 

векторски елементи тела, уствари пројекције на осе екваторског 
• • • -+ ~ 

координатног система јединичних вектора Ри Q, усмерених ка 
пер-ихелу, односно ка. тачки на путањи v = +900. Развијени за 

• 
нумерички рачун, ти изрази, из КОЈИХ се ове величине израчуна-

вају, овако изгледају 

РХ = - sin ОЈ cos i sin 0+ cos w cos О , 

Qx = - cos w cos i sin 0- sin w cos О, 

Ру = (sin ОЈ cos i cos O+cos w sin О) cos 8 - sin w sin i sin 8, 

Qy = (cos w cos i cos О...,. sin w sin О) cos 8 - COS ОЈ sin i sin ,8, 

Р• = (sin w cos i cos O+cos ОЈ sin О) sin 8+ sin w sin i cos 8, 

Qz = (cos w cos i cos О - sin о) sin О) sin 8+COS w sin i cos 8; 
• 

ОЈ, О, i· означавају у њима дате елементе који оријентишу путању 

TeJla, односно одређују положај путањске равни, а 8 нагиб 

еклиптике. Ако се траже тачни положаји план.ете или комете, 

вредности тих величина морају се израчунавати са седам децимала; 

ако се траже само приближни положаји, довољно је и пет децимала. 

Сад треба знати да број нумерисаних планетоида износи данас 

око 1600. За сваки од Ових морају бити израчунате вредности 

шест векторских елемената, и то на седам децимала. Број плане

тоида повеhава се сваке године за по две до три десетине нових 

објеката, за које такође треба израчунати те величине. Отприлике 

двапут оволиком броју планетоида путањски елементи се поправ

љају, то јест замењују новима. Значи и векторске елементе треба 

прерачунавати. Свему томе треба додати још и десетину комета, 

за које то исто треба учинити па Ье довољно јасно бити колики 

нумерички рад претставља израчунавање само векторских еле

~eHaTa. А то су тек потребне величине да би се м о г л и п р е Д у

з е т и рачуни геоцентричких положаја тих тела. 

Но и то је само ј е д н а од многобројних, и то још рела~ 

тивно једноставних, врста нумеричких предрадњи које свакодневна 

, 
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астрономска пракса захтева. О реДУКf:{иј lMtl посматрања и нуме" 
ричком раду које. оне захтевају да и не ·оворимо. Те (ЩО!IНОСТ~, 

то јест те неизбежне припремне Jf помоhllе нумеричке операЦJfје, 
• 

приморавале . су астрономе одувек и при ~opaBaJY ЈЈХ и данас да 

посвеhују пажњу и усавршавању TeXHIIKe овог рада, другим 

речима, да изналазе средства за поједнос гaBљaBa~e овог посла и 
, 

уводе поступке који га убр~авају и ме: анизују. Тако се данас 
. , 

извесне врсте оваквих радњи избегавају. или, олак.ша~ају готовим 

нумеричким таблицама; за друге се астр )но.ми слу'же граФИЧJi:Иt,{ 
методама; код треhих, опет, прибегавају специјалним рачунс~и~ 
шемама. у ову последњ у категорију у ла: е и - к р а к о в и ј а н и, 

којима посвеhујемо овај рад. 

Краковијаном је названа матрична u lема уведена да механи-
• 

ЗУЈе нумерички рад и растерети калкула :ора оне напрегнутости 

пажње коју иначе та врста рада од њега захтева. Крако~ијане је 

у нумерички рачун увео Т. Банахјевuч [1], [2], [;3]/> професор кра
ковског. универзитета и директор тамоцп ,е астрономске, опсерва" 

торије. Он је до њих дошао, око 1916 ] С)ДЈЈне, JfСКОРИСТИЦШИ, и 
несвесно, давно веЬ тада . познату шему -:ауlеу-евих матрица" но 

о којој -:-' како каже .' Дотада није зна) НЈ! да постоји .. 
Првих неколико година од њихова : 'Вођења, до 1927 отпри

лике, краковијани су примењивани били у ~лавном само у Пољској 

и, готово, искључиво у астрономском нј меричком раду. Отада, 

међутим, док у Пољској Банахјевuч и њег, ,ви ученици и сарадници 

разрађују теорију краковијана и усаврша lajy технику рачуна са 

њима, почиње се постепено ова шема при ~ењиваТJf и ван граНЈЈца 

Пољске. И, ма да су у прво време гледи ита стручњака о погод, 

ностима Jf предностима краковијана као р~чунског Ьператора била 
подељена, доста велики број признатих научника и стручњака 
изван Пољске почео их је примењивати и - служи се и данас њима. 

Шира примена краковијана датира o~ како је та шема почела 

БJfвати искоришhавана не само у астроно {ском нумеричком раду 

већ и за решавање система линеарних а; тебарских једначина, за 
. 

нумеричко израчунавање детерминаната в (шег реда и секуларних 

детерминаната, па и у другим сличним ВЈ ,стама нумеричког рада. 

Тако је ова шема заинтересовала и наш ~ математичке кругове, 
• 

нешто раНИЈе нумеричаре, а за овима и T~ оретичаре; прве као 
• 

средство за ПОЈедностављење и механизов lње нумеричких радова, 

друге као оператор, а нарочито у однос'{ према већ разрађеном 
• 

матричном рачуну. 

Циљ овог рада је да нашим стручНЈМ круговима прикаже, 
, 

с једне стране, краковијане као рачунск~ шему, а у исти мах Ц 

1) Бројеви у угластим заградама односе се lа литературу на крају рада. 



• 

56 В.· В. Мишковиh 

њену примену специјално у решавању система алгебарскl'IХ лине

арних једначина. Зато Ьемо. у овом првом делу, из опште теорије 

краковијана позајмити и.о краковијанима уопште, изложити само 

оно најбитније што је потребно да се објасни поступак зареша
ваље система линеарних једначина .пом()hу .крако.ви.јана . 

• 

2. Дефиниције и 08наке краковијана 

Дефиниције и ознаке. Краковијан је скуп бројева поређаних 

у квадратну или правоуг лу шему, сличну матрицама. затворен 

у вертикалне витичасте заграде. Например 

2.6 3.4 -1.3 3.6 • 

1 О 
4.2 7.1 3.3 2.7 

или О cos i • • 
2.2 -3.6 3.0 1.6 

О 
• 

s1П i 
- 1.1 -2.7 О . 1 

Као и код детерминаната и матрица, и код краковијана слу

жимо се терминима врста, ~тупац. главна дијагонала, ред крако

вијана, итд. За разлику. међутим, од детерминаната, које претстав

љају бројеве које треба израчунавати. краковијани су само 

р а ч у н с к е ш е м е којима се оперише по одређеним правилима. 

CKpah.eHo се обележава краковијан масним малим словом, 

например 

а= 
ан а21 аЗ l 

а12 а22 аВ2 
• 

Елемент крако~иј81tа а у [-том' етупцуи k-ТОј врсти обеле

жава се са aik; дакле п р в и м индексом. ОЗначава се редни број 

с т у п Ц а, Д р у г и м ;, редни број в р с т е краковијана. 

i-ти ступац краКовијана. узет као краковијан, обележава се 
са ai; дакле 

аПl 

аВI аП2 · 

• 
аз = аЗ2 • ап = • • 

• 
• 

авв • 
• 
апп 

За краковијане а и Ь истих димензија (од по r ступаца и 

s врста) каже се да су једнаки ако су им елементи једнаких 
• 

индекса Једнаки; дакле 

a~b, ако су atk = bik (ј=I.2 •... ,г; k=I,2 .... ,s). 
Напр. 

tg 8 ctg 8 1 • tg 8 ctg 8 s1П 8 sec 8 cos 8 cosec 8 --
1 1 

• sin 2 8 
. . 

2 siп 8 cos 8 cos 8 sec 8 s1П 8 cosec Е· 
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Квадратни краковијан чији су сви ел~ менти главне дијагонале . ... . 
Јединица а остали нуле зове се Јединични краКОВИЈан и 

означава се грчким словом '['; дакле 

'['={1}, 
1 О 

'['= О 1 ' 

1 О О 
Т- О 1 О . 

О О 1 

Јединични краковијан игра у трансформаЈ :ијама и рачунима са кра-
о 

КОВИЈанима врло важну улогу. 

т р о у г л и се зове квадратни краков" јан чији су сви елементи 

било испод било изнад главне дијагонале једнаки нули. У првом 

случају зове се краковијан горњи тро: 'гли ('\l), у другом 
до њ и троугли (Ь,). Дакле, краковијан 11 (г-тог реда) је 

г о р њ и троугли ('\l) ако је а, ,=0 за i < k, 

доњи троугли (Ь,) ако је a,r=O за i>k, 

док су ајј:ј= О (i= 1,2,3, ..... г); дакле 

горњи троугли краковијан је, 
• • 

доњи т >оугли краКОВИЈан Је, 

напр., 
ан а21 аз1 ... ат1 

напр., 
Ь11 О О •••.•. 0 

О а22 аЗ2'" аm2 Ь12 Ь22 0 ...... 0 
О О азз ..• аms , Ь1З Ь2В Ьsз .... о 
• • • • • • • • • • • • • • • • • • 

о о о .. . аmn 

3. Основне операције са КРI.ковијанима 

• 

Сабuрање и одузu.мање. Краковијани 1. и Ь (од по г ступаца 

и s врста) сабирају се, односно одузимају, ако им се алгебарски 

саберу, односно одузму, елементи једнак}'. х индекса; дакле 

с=а±Ь, ако су Cik=aik±b;k (i=I,2, ... ,г; k=I,2, ... ,s). 

Напр. 

2.63.4 -1.3 2.2 -3.63.0 4.8 -0.2 1.7 

4.2 7.1 3.3 + = 
3.1 -0.6 6.5 

• 
-1.1 -2.7 3.2 

м ножење. Производ двају краковијав а, а и Ь, који м о р э ј у 

имати једнак број врста (рецимо s), је краковијан, р, чији је 

општи члан 

Pik=ai·bk=ailbk1+aj2bk2+···+a;sbkS (i= ,2, ... г; k=1,2, ... ,q). 

Другим речима, прои~вод двају краковиј81 а добива се множењем 
• 

ступаца Једнога ступцима другога. 
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1 -2 3 -4 . 3 5 
- 2 3 - 4 1 . 2 4= , 

3 4-1~2 32 
'. ; 

(3 .;.. 4 + 9)( ~ 6 + 6 + 12) ( 9 - 8 - 3) 
= . , 

(р - 8 + 6) (- 1 0+ 12 + 8) (15 - 16 - 2) 

8 12 - 2 -16 
= 

3 10 -3 -20 
• 

(-12+2-6) 
(~20+4- 4) 

• 

, .. -

= 

с Ово је о с н о в н а операција краковијана; њоме се они почињу 

разликовати од матрица.. . 
Производ више краковијана добива се множеlш, редом, фак

торе-краковијане како су поређани; дакле, ако су дати кракови

јани а, Ь, с, d, њихов производ, Р, биhе 

Напр. 

2 
1 

= 

-1 2 
• 

-2 -3 

( 
2 -1 

• 
1 -2 

1 4 
4 -5 • 

7 -5 

-12 27 
7 

-5 
4 . 

-8 

P=a·b.c.d=[(a.b).c] ·d. 

1 3 2 
• 1 

2 1 
3 

2 
1 
3 

2 1 3 
-3 2 1 

1 -2 
-2 1 

2 -1 

1 О 

О -2 
-2 2 

1 -2 1 О -1 
-2 1 • О -2 2 -

2 -1 -2 2 1 

2 1 - 21 1 о 
• 1 -2 

- ~ f 
• о -2 , 

3 2 -2 2 , 

) 1 О -1 
• О -2 2 

-2 2 1 

-1 37 4 
2 = 

1 
- 24 - 24 . 
-18 1:l 

-1 
2 = 

-1 

Напред поменутихсшест векторских -елемената, који се јављају 

у изразима за хелиоцентричке правоугле екваторске координате 
. . - ---. 

планете (или комете), у. облику краковијана пишу се овако 

РХ Qx • 1 О О cos Q siп Q О cos оо - s1П оо 
Ру Qy 

• с 

-siп Q cos Q О = • • • • 
о 

• • • 
s1П оо cos оо cos 1 s1П 1 

Pz Qz о о 1 • - с , 

1 О О 

О 
• • cos 8 s1П 8 , 

0- sin 8 c()s 8 

и израчунавају се по правилу о множењу краковијана. 
• 
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Краковијан Р, проищюд више факто )а, има онолико ступа ца 

колико их има први фактор, а онолико врста колико последњи 

фактор има ступаца. У претпоследњем пр имеру: први фактор има 

д в а ступца, последњи фактор има т р и с гупца ј стога и производ 

има: д в а ступца, а т р и врсте. 

Производ датог краковијана а и јеДИIlИЧНОГ краковијана истог 

реда (у овом случају једнака броја врста) једнак је датом крако-
• 

ВИЈЗну ј дакле 

а·'['=а. 

Према томе множење датог јединичн~ м краковијаном не мења 
• - каже се и и д е м и ш е дати кра ков ИЈан. 

Трансuозuцuја 1Сра1Совијана. МеђУТИМ, производ јединичног и • 
датог краковијана а једнак је такозван( м т р а н с п о н о в а н о м 

датом краковијану, то јест краковијану у коме су врсте постале 

ступци, а ступци - врсте. Дакле, ако је дат краковијан 

а11 а21 аЗ1 4 З 1 
а= а12 а22 аЗ2 - 3 ~ О , 

аа а2з азз 2 1 - 1 
• 

његов транспоновани Је 

1 О О а11 а21 аЗ1 а11 a1~ I аа 4 3 2 
'['·а= О 1 О • аа а22 аЗ2 - а21 а2: а2В 

= 3 2 1 • 

О О 1 аа а2з азз аЗ1 аз~ азз 1 О -1 

Место '['. а, пише се само '['а и чита - трюспоновани краковијан а. 

Транспозиција краковијана користи се често и при писању, 

да би се уштедео простор. Тако, напр., м ~CTO 

а1 
а2 
• 

обично a~ • се пише • 
, а = '[' : а1 а2 •••••• аг }. 

• 
• 
• 
а, 

Дељење. Квоцијент краковијана а и Ь (а са онолико врста 

колико Ь има ступаца) зове се краковијан 

q=a : Ь, 
дефинисан једначином 

a=q·b. 

(Згоднија изгледа дефиниција квоцијента једначином а"" q. '['Ь 
(в. Вапасhiеwiсz [3], р. 36)). 
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4. Специјална· правила 

Пер.мушација. Производ краковијана није комутативан. 

су дати краковијани а, Ь, с, и d, па образујемо . 

• 

а·Ь=Рl' а·Ь·с=Р2 , a·b·c·d=Ps , 

лако је проверити да је 

Ь·а=ТРlI c·tb·a=tP2, d·tc·tb·a=tPs • 

Например, нека је 
1 3 

2 -1 
а= 1 -2 ' Ь= , 

2 1 3 
с= -2 2 . , 

-3 2 1 ' 
3 -1 

• онда ће бити: 

а 

а 

Ь· а= 

2 -1 

213 

2 1 -3 

2 -1 
Р2 =а·Ь·с= ·1 -2 

1 4 

• 

• 

- 4 - 5 . 

7 -5 

• 
213 

-3 2 1 
• 

1 4 
i 

= 4 -5 , , 
7 -5 

• 

2 -1 
1 -2 

= 
147 
4 -5 -5 

2 

-3 
1 3 

2 1 

1 3 

-2 2 = 

3 -1 

1 3 

. -2 2 = 

3 -1 

14 -1 
4 7' 

1 

C·Tb·a~ -2 

3 2 -3 

= 

2 . 1 2 . 

3 -1 

9 5 
- 4 -6 

• 

3 1 

2 -1 

1 -2 
= 

2 -1 
1 -2 

= 

Ако 

Асоцијација. Производ краковијана није асоцијативан. Ако су 

дати краковијани а, Ь, с, d, може се показати да је. 

а· Ь· с . d = а . Ь . (d . 'r с) = а . (d . t с . t Ь) . 

Например, нека су дати краковијани: 

1 3 
2 -1 

, Ь= 
2 ] 3 

-2 2 d= 
3 1 

а= с= • , , , 
1 -2 -3 2 1 -2 -1 • 

3 -1 
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онда ће бити: 

a·b·c·d-
2 -1 

• 
1 -2 

a.b·(d·'t'c)= 
2 -1 
1 -2 

2 -1 
a·(d·'t'c·'t'b) = 

1 -2 

• 

213 
• 

-3 2 1 

213 
• 

-3 2 1 

= 

3 1 
• 

-2 -1 

= 

1 3 

-2 2 3 1 34 -17 
• = , 

- 2 -1 10 -8 
3 -1 

3 l 1 -2 3 
• = 

- 2 - l 3 2 -1 
34 -17 

• 

10 - 8 
, 

2 -3 ) 
1 -2 3 

1 • • 2 -
3 2 -1 

3 1 
34 -17 
10 -8 

• 

Дuсоцuјацuја. Ако су дати краковијаНII а, Ь, С, d, за њихове 
производе вреде правила 

.. а . (Ь . с) = а . 't' С • Ь, 

а . (Ь . с . d) = а . 't' d . 't' С . Ь. 

Например, нека су дати краковијани: 

.2 1 24 -23 
• = 

-l -2 - 38 6 

~6 100 
• 

-f2 -35 
, = 

1 3 
a·'t'd·'t'c·b= 

2 1 2 1 3 1 -2 
• • -2 2 • -

-1 -2 -3 -2 1 3 -1 
3 - 1 

7 8 1 3 

4 5 -2 2 
1 -2 14 1 1 -2 86 100 

= • • = • = • 3 -1 24 33 3 - 1 -52 -30 
5 1 3 -1 

Ово су основна правила рачуна са краковијанима. 
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5. Дељење троуглим краковијаном 
• " Нека су дати квадратни краковијан а и троугJiи 

(истог реда) Ь. Квоцијент њихов, 

краКОВИЈан 

q = а : Ь, то јест а = q . Ь , 

• 
израчунава се по правилу о множењу краКОВИЈана, 

аi=Љ-Ь. 

Одавде следује 

(А) 

Према .томе, ако је Ь г о Р њ и троугли краковијан, из последњег 

обрасца добивамо 

aik='t' {qi1 qj2 .•.•.• qjk}· 't' {bk1 bk2 .•.••• bkk } , 

или, стављајуhи редом k=1,2,3, •..• т, 

qi1 ЬН 

ај/( = {qj1}· {Ьн}, ај2 = qi1 Ь21- ajr = qi2 br2 • • , . . . . . • • 

Ь22 
• • 

q'2 • • 
• • 

; qir brr 
Пример. Нека буду краковијани а и Ь: 

. 

2 3 4 5 1 3 5 7 
4 -2 6 4 Ь= О 1 2 3 

а= , 
6 1 7 3 О О 1 -4 • 

• 

8 5 ...;,3 -2 О О О 1 

Иэрачунајмо iьихов квоцијент q. 
Према горњем правилу о израчунавању кв·оцијента биhе еле

менти првог ступца квоцијеНћi: 

ан = {ql1} . {Ь11 }, или 2 = ql1' дакле ql1 = 2; 

а12 = 

а18 = 

014= 

2' 3 ' 
, или 4=6+q12' дакле q12= -2; 

1 
• 

q12 

2 
",,2 

Q1S 

2 
-2 
О 

q14 

• 

5 
. 2 , или 6=10-4+q1З' дакле tJ1З==О' 

• 

1 

7 
,3 
-4 

1 

-

, или 8 = i4-6+Q14' дакле q14 = о. 

----------- - - - . 
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За елементе другог ступца имаhемо: 

а21 ={q21}' {Ьl1 } , или 3 = q2U дакле qЗl = 3; 

3 3 
• , или 

1 

5 
2 , или 1=15-22+q:s, дакле q2з=8; 
1 

3 
-11 

8 
• 

7 
3 

-4 
1 

, или 5 = 21 - 33 - 32 + qЗ4' дакле q24= 49 . 

На сличан начин израчунаhемо елемtЋте треЬег и четвртог 

ступца и добити за тражени квоцијент 

2 3 4 5 
-2 -11 -6 -11 
О 8 -1 О' 

О 49 -17 - 4 

и није тешко проверити да је, доиста, 

a=q·b. 

На тај начин израчунавамо поступно еле\1енте q11' qi2' .... ' qir, 
квоцијента датог квадратног, а, датим ГОРЊffМ троуглим кракови

јаном, Ь. 

Ако је Ь до њ и троугли краковијан, помоhу обрасца (А) 

добивамо 

односно, стављајуhи редом k = г, г - 1, ..... , 3, 2, 1, 

qi, '-1 

qi, r 
br- 1.r- 1 

br- 1, r 
, ..... ai1 = 

qil 
bi2 

• 

• 
• 

• 

qir) 

ы1 ) 

Ь12 
• 

• • 

• 
• 

Ь1' 

6. Растављање квадратног у проиаво,ll, двају (горњих) 
троуглих краковијана 

• 

Претпоставимо да је дат квадратни краКl)вијан 1. Показаhемо 
како се овај раставља у производ двају троуглих (горњих) кра-
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ковијана, рецимо g и Ь, тако да је 

l=g·h, 
• • облику, или, У раЗВИЈеном 

( 111 [21 • • • • • [Т1 g11 g21 ••••• gT1) .f h11 h21 · ... . h'1 
1!2 [22 ••.•• [тз О gзз ..•.• !5Т2 О h22 · ... . h'2 • 

{ 11В 123 ••••• 'та ={О О . ... . gra I О О · ... . hгз • 
• 

l . • • • • • • • 

• • • • • • • • 

-! • • • • • • • 

}I Т 12T .•••• 1" О О ••••• g" t О О • •••• h" Ј 

Према правилу о множењу краковијана можемо написати 

lik = gi . hk • 

, 

(В) 

Број елемената у факторима, различитих од нуле, које треба одре

дити, износи г2 +г, док број услова које треба њима задовољити 

износи г2 • Дакле, г величина има више но што има услова. Можемо 

их, према томе, произвољно бирати, и ставиhемо, напр., за еле

менте gi/ (i = 1, 2, ..... , г) да су једнаки јединицама. Другим речима, 
елементе (gii) главне дијагонале првог фактора можемо сматрати 

• 

као познате. 

Ставимо сад у (В) i = 1 и, редом, k = 1, 2, .... , г; добиhемо 

't' {l11 112 11В ••••• l1' } = {g11} • {h 11 h21 hS1 ••••• hr1 }. 

Одавде налазимо редом све елементе прве врсте другог фактора, 

краковијана Ь. 
. 

Ставимо ли у (В) редом i = 1, 2 3, ..... г и k = 1, имаhемо 

{l21 1S1 ••••• 1rl}={g21 gSI.· ... grl}·{hr1 }. 

Одавде добивамо елементе прве врсте првог фактора, краковијана 

g. Наравно, под условом да је h~l::j:. О, што ћемо претпоставити 
• 

да Је испуњено. 

Ако наставимо и ставимо у (В) 

i=2, а за k, : редом, 2,3, .... г; 
i = 3, а за k, редом, 3, .... г; 
i=f, k=f, 

добиваhемо поступно другу, трећу, .... г-ту врсту краковијана Ь. 
А стављајуhи 

за i редом 3, 4, .... г. и k = 2; 
i редом 4, .... г и k = 3; 

· • • • • • • • • • • • 

i = г и k = г' . , 

• 
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добиhемо поступно другу, треЬу, .... г-т. r врсту краковијана g, 
- опет под условом да се не деси да t 'Уде hkk=O, што Ьемо 

()вде претпоставити да је задовољено. 

7. Решавање система линеарНl IХ јеДН8ЧИН8 

Претпоставимо да нам је дат систем од п независних лине

зрних једначина са п непознатих 

а11 Х1 + а21 Х2 + . . . . . + а '1 Хn = 11 , 

аЈ2 х 1 +а22 Х2 + ..... +а 2 xn=/2 , 

• • • • • • • • • • • • • о о о 

Са краковијанским начином бележења M02l< емо овај систем кратко 

написати 

Х о Т8=Iо (С) 

Претпоставља се да је ред једначина у систему тако подешен 

да је a11 :f:. О, као и да су, уопште, т п~ вих његових једначина 

(m=l, 2,. о., п) решљивих по т првих неlОзнатих Хј , хз " о о о, ХN' 
Ово се може постиhи изменом реда било неп )знатих било једначина. 

Одавде, према дефиницији квоцијента добивамо 

х=1:Т8. 

Ова релација даје, уствари, тражена решења 1'. ашег система једначинао 

Ако, наиме, дати квадратни краковијан iI. замислимо растављен 

у производ два горња троугла краковијана, g и Ь, другим речима 

ставимо 

8=g·h, 

ла ову вредност за 8 унесемо у (С), имаl емо 

х· T(g. 11)=1, 

што можемо написати 

х . (Ь о g) = 1. 

А применимо ли правило за дисоцијацију 1< раковијана, биhе 

х о Tg· Ь=l. 
• 

Одавде, дељењем прво краковијаном Ь, а з IТИМ краковијаном 't' g, 
налазимо за решења датог система од п едначина, изражена у 

.краковијанском облику, 

х= {Ј: II} : -rg. (О) 

Зборник радова - МатемаТIIЧКИ IlН~ТИ1'УТ 5 
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Пример. (W. Е. Mi1ne [6], р. 20). Наhи решења система 

6.4375 Х1 +2.1849 Х2 - 3.7474 Хз + 1.8822 x4=4.6351 

2.1356 Х1 + 5.2101 Х2 + 1.5220 Хз - 1.1234 Х4 =; 5.2131 

-: 3.7362 Х 1 + 1.4998 Х2 + 7.6421 Хз + 1.2324 Х4 = 5.8665 

1.8666 Х1 - 1.1104 Х2 + 1.2460 Хз + 8.3312 Х4 = 4.1322 

Пре свега Ьемо квадратни краковијан коефицијената поред непо

знатих раставити у производ двају горњих троуглих краковијана 

g и h. 
. 

За чланове п р в е врсте Д р у г о г фактора имамо 

{gl1} • {ћа ћ21 ••• •• hr1 }=-r {ан аЈ2 ••••• a1r }. 

Како смо рекли да Ьемо узети gii = 1, налазимо одмах 

ћ l1 = ан = 6.437500, ћ21 = а12 = 2.135600, 

hЗ1 = а1з = - 3.736200, ћ41 = а14 = 1.866600. 

За члавове п р в е врсте п р в О r фактора добивамо 

{g21 gSl ••••• grl} • {ћн } """ {а21 аЗ1 ••••• ar1 } • 

Како је ћ l1 сад познато, налазимо 

g21 = а21 = 0.339402 , 
ћн 

аЗ1 -
gSl = = -0.582120, 

ћl1 
g41 = а41 = 0.292381 

ћl1 

За чланове Д р у г е врсте Д р у r о г фактора имаhемо 

значи 

• 

5.210100 

1.499800 = 

- 1.110400 

то Јест 

а22 
ћ21 ћЗ1 ћ41 g21 

а2в = • , 
g22 ћ22 ћЗ2 ћ42 

а24 

0.339402 
1 

• 
2.135600 - 3.736200 

ћ22 ћЗ2 

ћ22 = 4.485273 . 

. hBZ = 2.767874, 

ћ42 = -1.743928. 

1.866600 
ћ42 

• 
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За чланове Д р у г е врсте п р в о г ф.lктора· имаhемо 

значи 

{аЗ2 а42 } ~ gSl g41 

gs:;. g42 

{ 1.522000 - 1.123400} = О. 292381 2.135600 
• 

g42 4.485273 ' 
- 0.582120 

• 
то Јест 

За 

значи 

gЗ2~ 0.61650], 

g42 = - 0.389677 . 

члан ове т р е h е врсте Д р у г о г 

gSl hS1 
азз 

gS2 h32 -- • 
аЗ4 

hss gsз 

фактора 

h4J 

h4: , 
h45 

- 0.582120 - 3.736200 

имамо 

-
1.866600 

7.642100 
0.616501 2.767,374 -1.743928 - • , " 1.246000 

• 
то Јест 

] 

hзз = 3.760786, 

h4З = 3.4077] 8 . 

hзs 

За члан т р е h е врсте п р в о г фактор i имамо 

g41 hS1 

{а4з } = g42 • hS2 , 

g4З hзs 
• 

то Јест 

- 3.736200 

h4S 

0.292381 

{1.232400} = - 0.389677 • 2.767874 , дакле g43 = 0.904963. 
-

3.760786 

И, напослетку, за члан ч е т в р т е врсте Д р у г о г фактора 

имаhемо 

дакле 

, или 8.33]200 = 

0.292381 
- 0.389677 
0.90~963 

] 

h44 = 4.0220]4. 

• 

1.866600 -
- 1.743928 

3.407718 ' 
h44 

5* 
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Тако смо добили 

6.4375 2.1849 - 3.7474 1.8220 
2.1356 5.2101 1.5220 - 1.1234 

= 
- 3.7362 1.4998 7.6421 1.2324 

• 

1.8666 -1.1104 1.2460 8.3312 

Ако сад, према обрасцу (А), за израчунавање квоцијента, 
• 

израчунамо елементе краКОВИЈана 

добиhемо 

--

6.437500 
О 

О 

О 

2.135600 
4.485273 

О 

О 

q=l:h, 

4.6351 
5.2131 
5.8665 
4.1322 

- 3.736200 
--

2.767874 
3.760786 

О 

--

1.866600 
- 1.743928 - . 

3.407718 
4.022014 

0.720016 
0.819445 
1.672105 

- 0.368188 

• 

Извршимо ли сад још дељење нађеног квоцијента, g, тран

спонованим првим горњим троуглим фактором, добивамо 

о 1 
0.339402 

- 0.5821:Ю 

0.292381 

1 
0.616501 

-0.389677 

2.185176 Х1 
- 0.560312 Х2 = 

_. -
2.005322 ХВ 

- 0.368188 Х4 

, 

о 

о 

1 
0.904963 

то јест тражена решења датог система једначина. 

о 

о 

о 

1 
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Унесемо ли нађене вредности непозна' 'Их у дати систем једна

чина, добивамо за разлике измеђУ левих и десних страна једна

чин§., у јединицама четврте децимале: 

- 0.02, +0.02, +0.04, +0.03. 

При овом излагању, а нарочито при ] збору примера за при
мену методе решавања система линеарних једначина, имали смо у 

виду питање које теоретичаре и не интер{ су је уопште, а које је, 

међУТИМ, за калкулаторе најважније, пит, ње, наиме, да ли и у 
• • • 

КОЛИКОЈ мери примена краКОВИј8нске шеМЕ - смаЊУЈе нумерички 

рад? При том нисмо губили из вида ни q Ifњеницу да нумерички 

рад зависи и од средстава и апаратуре кој {ма се за то располаже. 

То нас је и навело да, прво, изаберемо пр] мер на коме Ье се ово 

м о h и показати и, друго, да га детаљно обрадимо, како би се 
• • 
јаСНО могло видети шта се постиже краКОВј IЈанском шемом. 

Претпостављамо, и мора се претпос ЋВИТИ, да калкулатор 

располаже машином З8 рачунање. Узми1'l о да располаже елек

тричном. У том случају би се могло ПОС1 авити питање, рецимо 

код ове врсте проблема, ко ја од трију 1'1 етода - елиминације, 

матрична или краковијанска - води решењ].ма са најмањим бројем 

нумеричких операција? 

Банахјевич је упоређивао методу е. IИминације и крак ови

јанску (или декомпозиције, како је он назИl а). И показао је да је, 

у случају система од четири једначиIiе, о.щос операција 30: 16, 
дакле 2: 1 у корист краковијанске шем,:. 

Што се тиче матричне и краковијанск ~ шеме - оне ми се 

чине, у овом погледу, то јест у погледу е роја нумеричких опе

рација, адекватне. Али поборници краКО.lијана (S. Arend [5]), 
мада не одричу опште предности матрица, lаступају гледиште да 

"множење ступаца ступцима, изгледа, боље одговара психологији 

калкулатора". У сваком случају, у aCTpoHolv ским рачунима крак 0-
• • 

ВИЈанска шема нашла Је широку примену. 
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RESOLUTION DESSYSTEMES D'EQUATIONS LINEAIRES 
ALGEBRIQUES А L' АЮЕ DES CRACOVIENS 

Раг v. v. Michkovitch 

Apres ип txpose des·· definitions et regles fondamentales du 
calcul avec des cracoviens, оп а developpe la methode de resolution 
d'un systeme d'equations lineaires а l'aide des cracoviei1s et applique 
cette derniere а ип exemple numerique. 

• 
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РЕШАВАЊЕ СИСТf:МА 

ЛИНЕАРНИХ АЛГЕБАРСКИХ ~EДHA ЧИНА 

МАТРИЧНОМ МЕТОДОМ ПО БАНАХ.ЕВИЧЕВОЈ СХЕМИ 
• 

ТАТОМИР П. АНЪЕЛИЋ (Бе)град) 

1. Систем од п независних линеарнИЈ: једначина са п непо
знатих 

ан ХI + al2 Х2+ • • • • +а1n xn=k(, 

а21 х( +а22 Х2+ • • • • +а2n Xn~k2' (1) 
• • • • • • • • • • • 

аn ( Х1 + аn2 Х2 + • • • • + ат! Х" = k n , 

може се у матричним ознакама написати 

Ax=k, (2) 
• 

где Је 

(а11 I 
а12 • • • а1n ) 

I а21 aqq • • • а2n · ~ 
А= = {аи}, (3) 

• • • • • • • • 

хl (k
1 

) 

Х2 k 2 

х= • = [Х/], k= • !=[k;]. (4) 
• • 
• • 

t Хn } k n 

у таквом случају биhе матрица Koeq: ицијената А несингу

ларна, тј. њена детерминанта I aij I =А различита од нуле (А =1= О). 

Тада се решење матричне једначине (2) мс же добити множењем 
те једначине слева реципрочном матрицом А-l, што даје 

(5) 
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где је 

(6) 

а А јј је кофактор елемента aji У детерминанти А матрице А. 

Сама реципрочна матрица А-l одређује се, како је познато, И3 

једначине 

А А-l = 1 одн. А-l А = 1, (7) 

где је са 1 обележена односна јединична матрица. 
Из обрасца (5) је јасно да је чита~о тежищтеоваквог ма

тричног решавања система У.шнеарних једначина у израчунавању 

реципрочнематрице. Међутим, према обращу (6) ово израчуна
вање се своди у крајњој линији на познати Крамеров (Cramer) 
поступак за решавање о система линеарних, алг.ебарских једначина 

помоhу детерминаната и не претставља у суштини ништа ново [1]. 

II. Изванредно важне примене система, линеарних једначина 

изазвале су велики број раД;ова о о проблему њиховог решавања 
о • 

и' довеле до прqналаска ~но.гих. метода ~a т.о. у новије време 
због извесних нових о примена о Tq интереСОВilње за питање реша
вања система линеарних једначина са бројним коефицијентима је 
чак и порасло. Из тих разлога о приказаhемо овде неке о најновије 

резултате до којих је у тој об,ласти дошао Т. Банахјевич (Т. Ва

пасhiеwicz), и то изложене у нарочитој верзији и са извесним 

нашим допунама. Да бисмо то постигли, поhи Ьемо од једне 
о о 

директне методе реша~ања система линеарних једначина која је 

одавно опробана, тзв. о Гаусовог (Gauss) алгоришма елиминације. 
, - . . " 

Помоhу њега се дати систем од п линеарно оо независних једна-
, о о , 

чина са п непознатих претвара у еквивалентни систем на~очитог 

облика. Матрица тако трансформисанщ система треба да буде 

троугластог облика, што значи да сви њени елементи испод (или 

изнад) главне дијагоналебуду једнаки нули. Другим речима, 

после транСформацИје. прв'а једначина. ће ,садржавати у опште м 
случају свих п непозн~тих; друга једначина садржаваhе само n-1 
непознатих, без непознате Х1 итд.; и најзад последња једначина 

Ье садржати само непознату ХN • 
о , 

Гаусов алгоритам за извођење ове трансформације састоји 

се у овоме. Прва једначина система (1) са челним коефицијентом 
а· 

а11 о помножи се са о - 11 И дода i-ТОј једначини. о При томе је 
о о 

а11 
јасно да коефицијент а11 мора бити раЗЩiЧИТ од нуле, што се 

увек можепостиhи размештањем самих једначина или непознатих. 

Кад се ово множење и дoдaBaiьe спроведе за сваку једначину, 

• 



• 

. Решавање система линеарнихалгебарских јелн Iчина матричном методом 73 

почев од друге, биhе у с;~има једнаЧИН1lма с;ис;тема, ос;им прве, 

елиминис;ана непозната Х 1 • Затим с;е на с;ис;тем од п - 1. једначина 
с;а п - 1 непознаТI:IХ који образује овако шведени с;ис;тем без прве 
једна чине примени ипи пос;тупак. Пос;ле тога Ьемо добити с;ис;тем 

у ~OMe је у првој једначини у опште м с;л~'чају с;вих п непознатих, 

у другој једначини недопаје само непозната Х1 , а У треЬој и 

ос;талим једначинама има с;амо п - 2 непознате, без Х! и Х2 • На

с;тављањем овог пос;тупка, прво на с;ис;т(~м од П - 2 једначине с;а 

п - 2 непознате, који чини овако изведе ш с;истем без прве две 

једначине, па затим ПОС;ТУflНО на даље изведене с;ипеме, добиhе 

с;е, најзад, после II - 1 корака с;ис;тем од п једначина с;а II непо

знатих који с;е може написати у облику 

Ь'l1 Хl + Ь'12 Х2 + • • • + 
b'2~ Х2 + • • • + 

• • • • • • 

Ь'l, n-l Хn- 1 -1- Ь' јn x,,=I't, 

Ь'2,П-l Х"-l -1- Ь' 211 Xn=I'2' 
• • • • • • • • • • 

Ь'П'1,11-1 X~I-l-+ Ь'''-l,11 X/1=I'n-l' 

Ь'П/1 Х/1 = I'п. 

• (8) 

Овај с;е с;ис;тем може још упростити на тај начин што Ьемо прву 
• • 

једначину поделити са - Ь'l1' а другу с;а - Ь'22 и тако редом, тако 

да с;е систем (8) своди на систем једнаЧИf а 

- Х1 +Ь12 Х2 + • • • + Ь1 , /1-1 Хn- 1 + ЬН Х/1 + 11 = О, 

- х. + • • • + Ь2 , П-l хn-l + Ь,,, Xn+/2 = О, 
~ ~ 

• • • • • • • • • • • • • • • • • (9) 

-Хn-l+Ьl1- п Хп + 1n-l=0, . ' ., . 

-xn+ln =0, 

где смо независ;не члана ве пос;ле овог де.т.>ења пребацили на ЛЕ'ву 
• 

с;трану тако да Је 

1. = l' i 
I • 

bii 

(10) 

У овом облику је решење с;ис;тема утолико олакшано што с;е, 

!(ад се решавање почне од последње једна чине, у с;вакој наредној 

једначини појављује само по једна нова непозната с;а коефици

јентима једнаким јединици. CBak а непозната одређује се по обращу 

xl=/i+b;n хп+Ьј,п-! хn-l + ... 'I-Ьј ,ј+l Х'+1 

(i=n,n-l, ... , 1). 
(11 ) 

Мора с;е одмах подвуhи да с;е. број рачунских операција, 

које треба извести и број података које треба запис;ати при 
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• 
решавању датог система на' овај начин, не смањује у поређењу 

са обичним начином режавања, али се не можемо упуштати да 

то овде показујемо. Предност овог начина решавања је, међутим, 

у томе што чини читав поступак прегледнијим, омогућава да се 

он схематизује, што је и учињено [2], и најзад, нарочито што 
омогуиава лаку контролу рада сталним извођењем проба у току 

рачуна. 

у матричном облику се систем (9) може написати 

Bx+I=O, (12) 
• 

где Је 
( - 1 Ь ј2 Ь1В • • . Ьј • n- 1 Ь1П ) 

О -1 Ь2В • • · Ь2 • n-l Ь2п 

B=~ • • • • • • • • • • • • • } = {ьu}, (13) 

о о о • • • .- 1 Ьп- 1 • 11 

О О О • • • о -1 ) 

( 1 , 
ј 

12 
1= • = [1, Ј, (14) 

• 

• 

t Iп 

а где је х раније дати стуб непознатих. Са гледишта матричног 

рачуна Гаусов алгоритам се, дакле, састоји у претварању матрице 

коефицијената А у троуласту матрицу В и, наравно, у односној 

трансформацији стуба независних чланова k у стуб 1. У односу 
на матрицу коефицијената се, међутим, у Гаусовом алгоритму 

изводе искључиво тзв. елементарне трансформације матрице, тј.: 

1) Множење врсте бројем и њено додавање другој врсти, 

што не мења уопште вредност детерминанте те матрице. 

2) Размена врста или колона, што мења само знак поменуте 
детерминанте. 

3) Множење врсте матрице одређеним бројем, чиме се множи 
и детерминанта те матрице. 

На основу тога биhе трансформат В матрице А, изведен 

овим елементарним трансформацијама, еквивалентан у погледу 

детерминанте полазној матрици, јер је са њом у јасној и одре

ђеној вези. 

CaM~: елиминациони поступак који одговара Гаусовом алго

ритму, одн. претварање матрице А у троугласту матрицу В, 



• 

Решавање система nинеарних аnгебарских је, ,начина маrричном методом 75 

ИЗВОДИ се матричном методом множење ~ матрице А слева редом 

са п - 1 матрица 
1 о о . . . о о 

а21 1 О О О - • • • 
а11 

аЗI О 1 О О - • • • 

U1 = 
а11 

• • • • • • • • • • • • • 

аП- 1 • 1 О О 1 О • • • 

ан 

аП1 О О О 1 - • , • , 
а11 

1 О О • • • о о 

о 1 О • • • о о 

о 1323 1 О О - • • • 

1322 
U2~ • • • • • • • • • • • • 

о !3П-1.2 о 1 О - • • • 

1322 

О !3П2 о о 1 (15) - • • • 

1322 

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • 

1 о о . . • • о о 

о 1 О···· о о 

о о 1···· о о 
Un- 1 = 

• • • • • • • • • • • • • 

о о о . • • • 1 о 

о о о . Уп, 11-1 1 • • - , 
П-ј Ј n-1 

• 
И наЈзад матрицом 

1 
О О - - • • 

Ь'11 

О 
1 

О - • • (16 ) 
О= Ь'22 • 

• • • • • • • • • • • 

о о 
1 

• • • . 

Ь'пп 
• 
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Структура матрица (15) је јасна. Свака од њих има све елементе 
главне дијагонале једнаке јединици, а осим тога· свака садржи 

још само елементе ПО једног стуба, који могу бити различити од 
нуле, и то само слева од главне дијагонале. При томе су у ма
трици Ui ти елементи У ј-тој колони испод главне дијагонале, а 

добивају се деобом са првим негативним дијагоналним елементом 

односних елемената у ј-том систему једначина који се добива 

узастопним трансформацијама. Исто тако је јасна и структура 

матрице D, кад се она упореди са системом једначина (8). 

Према тnме, ако се стави 

биhе 

ТА = В , Tk = -1. 

Из ових матричних 
• 
Једначина про истиче 

А = Т-l В, k == - Т- 1 1 , 
па кад ставимо 

где знак минус није од битног значаја, добиhемо 

А = - св или А + СВ = О 

и 

k=Cl. 

( (7) 

(18) 

(19) 

(20) 

(21 ) 

(22) 

Матрична једначина (21) указује на једну изванредно важну чиње
ницу коју је код симетричних матрица приметио Холески (Cholesky) 
[3] и независно од њега у опште м случају Банахјевич [4, 5Ј, да 

се матрица А може разложити у производ две троугласте матрице 

истог реда. При томе је В троугласта матрица (13), а за ПОМОћНУ 

матрицу С одмах ћемо ПОI<азати да је и она троугласта са елемен

тима десно од главне дијагонале једнаким нули, тј. показаhемо 

да је она облика 

С= 

(С11 О О 

С21 С2.:Ј О 

. . . о ) 
о I 

={Сјј}, .(23) 
• • • 

• • • • • • • • • • 

• 

С'l Сn2 СnЗ • • • С nn 

Иако је лако увидети да је матрица С троугластаиз чиње

нице да је реципрочна матрица троугластој матрици, изнеhемо 

један прост начин за њено израчунавање, који је показао Бодевиг 

(Е. Bodewig) [6Ј. Наиме, биhе с обзиром на (17) и (20) 

С U-1 U-2 . и-1 D-1 = -- 1 2 .•• n-1 (24) 
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Међугим, ако се уочи да се свака од матрица Uj може растаRИТИ 

на збир јединичне матрице 1 и матрице Rj која има свуда нуле 

изузев оних елемената матрице Uj који су различити од нуле и 

леже ван главне дијагонале, тј. ако се стави 

• 
одмах се види да Је увек 

R j Rk = О за k"> ј. 
Стога је 

• 
па Је, према томе, 

На основу тога биhе 

С = - (1 - R1) (I-R2) ••. (1 - Rn-1) 0-1 

И према једначини (26) 

С = (R1 + R2 + . . . + Rn -1 - 1) 0-1. 

С обзиром на структуру матрица R; биh ~ 

R1 + R2 + . . . + Rn-:. - 1 

(25) 

(26) 

(27) 

(28) 

(29) 

троугласта матрица чији су елеманти на главној дијагонали нега-
• 

тивне Јединице, а од нуле различити (лементи леже лево од 

главне дијаrонале. Како је, према (16), 

f - Ь' 11 О • • • о 

о - Ь'22 • • • о 
0-1= (30) 

• 
I • • • • • • • • • • 

I О О - Ь'nn) t • • • 

то се, множењем матрице (29) овом матрицом, множе елементи 

сваке колоне те матрице редом, почев од прве са - Ь'l1, затим 

са - Ь'?д, итд. То, међутим, оставља троугласти облик матрице 

(29) непромењен и потврђује да је матри ~a С троугласта са еле
ментима слева од главне дијагонале и на ~лавној дијагонали. 

Из матричне једначине (21) се, поре,( осталог, добија и веза 

између детерминаната А, В и С матрица А, - В и С која гласи 

А=СВ. (31 ) 

Како је, међутим, очигледно В = ± 1, биh ~ 

А = ± С = ± Сll С;и' . . Сnn, (32) 

• 

• 
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што показује да се вредност детерминанте коефицијената система 

линеарних једначина (1) добија као пройзвод елемената главне 

дијагонале помоnне матрице С. 

Ипак, после свих ових излагања је јасно да је формално 

решење трансформисаног система (12) линеарних једначина дато са 

х=-В-ll, (33) 

и да, према томе, поново захтева одређивање реципрочне матрице. 

Истина, сад се тражи одређиваље реципрочне матрице за тро

угласту матрицу, што је нешто лакше, али укупан број операција 

и записивања неће се смањити. 

III. Најважнији резултат досадашњих излагања, да се матрица 
може раставити у производ две троугласте матрице супротних 

схема (О = ~ "Ј), може се искористити за врло просто одређи

вање матрица В и С и за решавање система линеарних једначина 

(1) без израчунавања реципрочне матрице. Банахјевичева је заслуга 
. што је указао на тај пут и први конструисао нарочиту схему за 

то. Банахјевич је из непознатих разлога за извођење резултата 

да се матрица А може разложити у производ две троугласте 

матрице и за конструкцију те нове схеме решавања система лине

арних једначина дефинисао нове операције са матрицама. Оне се 

у суштини састоје у друкчијој дефиницији множења матрица, не 

врста - стубац, веЬ стубац - стубац, али које није асоцијативно. 

Матрице са којима се рачуна на тај начин назвао је uраuовијани 

[4, 5]. Међутим, најновији радови Бодевига и Цурмила (R. ZurmuIl) 
(7,8], а и овај рад, показују да се Банахјевичеви резултати изводе 
и тумаче врло просто са матричним рачуном и да је увођење 

краковијана потпуно непотребно. 

Да дођемо до Банахјевичеве схеме, уочиhемо да се матрична 

једначина (2) може написати у облику 

х 
{А, -k}. 1 =0, (34) 

а матрична једначина (12) у облику 

{В l}· ~ = о, (35) 

где је у оба случаја О правоугаона нула матрица са п врста и 

rz+ 1 колона. При томе је, с обзиром на (21) и (22), 

{А, --k}=-C{B 1} (36) 
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или 

кад се стави 

F+CG=O, 

{A,-k}~F, {В J}=G. 

(37) 

(38) 

Матрица F је матрица А којој су као П)следњи (п + 1)-и стубац 

додати независни чланови система јед iачина (1) са негативним 

знаком, а G је матрица В којој су дода':И независни чланови из 

система (9) као (п + 1)-и стубац, и најза)~ С је раније дефинисана 

троугласта матрица (23). Експлицитно ИСllисана матрична једначина 
(37) изгледа 

ан ај2 . • · ај п , - k j Сн О • • • о - 1 Ьј2 • • • Ь1n Iј 

а21 а.,? . • а.') rr , -k2 С,ј С22 • • • о о - 1 . • • Ь2n 12 
~~ ~ + • -

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • " • • 

t а"l аn2 • • · аnn , - k" Ј t Сnј Сn2 . • · Сnn t О О. • -1 I
" 

fO О. • .0 О 

О. .0 о ,О • 

=1 (39) 
• • • • • • 

!О о • .0 ОЈ 

и она у ствари одређује Банахјевuчеву с:<ему за решавање система 

линеарних алгебарских једначина. 

Читав проблем се у суштини састсји у одређивању елеме

ната Ь{ј и Сјј' Између елемената Ьи и Сјј С једне стране и елеме

ната а/ј са друге стране добија се из сНме (39) врло лако веза 

при чему је увек k, број до кога се врши сабирање производа 

елемената i-Te врсте матрице С и ј-тог ступца матрице В, једнак 
мањем од индекса i и ј, или, ако су (Iни једнаки, једнак тим 

индексима. Ово је очигледно из TpoyrmlcTe структуре матрица 

С и В и правила о множењу матрица. Према томе, јасно је, да се 

у општем случају, кад се оставе на страllУ елементи главне дија

гонале матрице В, јер су сви једнаки - 1 и стога унапред познати, 
може реhи да су од нуле различити само они елементи ЬU за које 
је i < ј и они елементи Cij за које је напротив i:> ј. 

При исписивању једначина (40), KOjl~ треба да нам послуже 

за одређивање елемената Ьи и Сјј, најзго)[нuје је рачунати почев 

од првог ступца матрице А, па одређИЕати све везе које одго

варају елементима овог ступца идуhи о.~озго наниже. Предност 
• • • 

таквог израчунавања Је у томе, што се тада у сваКОЈ нареДНОЈ од 
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једначине (40) појављује само по један нови елемент С;ј, дОК је 

i > ј, а по том један нови елемент Ьјј за i < ј. Ако се ова чиње
ница искористи, може се систем једначина (40), који даје везе 
између аи, Ьј} и С;ј, написати у два одвојена облика, посебно за 

i < ј, а посебно за i > ј. 
1) За i < ј биhе 

аlj+Сјl Ь1ј+Сј2 Ь2ј+ ••• +Ct, i-1 bi-1,ј+Сii Ьiј=О, 

одакле се за одређивање Ьјј добија образац 

Ьјј= -(аlj+Сil Ьјј +С'2 Ь2ј+ ••• +Сј,Н ЬН,ј): С,ј. (41) 

2) За i>j биhе 

ај; + Сј1 Ь1Ј + С'2 Ь2Ј + . . . + Сј, ј-l Ьј-l,ј + Сјј ЬЈ} = О, 

одакле се за одређиваље Сјј добија образац 

С;ј = аи + Сјl Ь1ј + Сј2 Ь2 ј + . • • + СЦ-l Ьј- 1 , ј. (42) 

Практично упутство за израчунавање елемената Ь'ј и Сјј гласи: 

1) 3а одређивање елемента Ьјј матрице В треба односном 

елементу аи матрице А додати скала рни производ елемената СјЈ 

из i-Te врсте до елемента Си на главној дијагонали и елемената 

ЬU ј-тог ступца до елемента који се тражи (дакле, свих елемената 

ступца i испред елемента који се тражи), па тај скаларни производ 
поделити негативним елементом Сјј на главној дијагонали. 

2) 3а одређивање елемента Cu матрице С треба односном 

елементу а(ј матрице А додати скала рни производ елемената Сјј 

из i-Te врсте до елемента који се тражи (свих испред елемента 

који се тражи) и елемента Ьи ступца i до елемента на главној 
• 

ДИЈагонали. 

Израчунавање елемената Ь,ј матрице В овим поступком, по 

истом обрасцу, обухвата очигледно и елементе (n+ l)-ог ступца, 
тј. '1' '2"'" l n , ако се узме да је 

и да је 
(43) 

(44) 

Осим тога исти поступак израчунавања служи и за врсте 

елемената - Sj и - <1ј, које се могу додати испод врста матрица F 
и . С У изразу (39). При томе SI' S2"'" Sn претстављају збир ове 
колона матрице А, а Sn + 1 = S збир независних чланова k i система 

датих једначина. Са друге стране <11' <12" •• ,!Јn претстављају зби
рове колона матрице С.· После ове допуне правоугаона матрица 

F постаје квадратна реда п + 1, а допуњена матрица С постаје 
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правоугаона типа (п + 1, п). Тако проширеllа матрица С помножена 

матрицом G која је типа (п, п + 1) даје као резултат квадратну 

матрицу (п + 1)-ОГ реда. Ради примене поступка и на ове допунске 
врсте ставиhемо 

одн. 

-бј=Сn + 1 ,ј 

(i = ] , 2, ... , п + 1), 

(i=:, 2, .. . ,n). 

(45) 

(46) 

ОВе две нове врсте и њихово коришhење у израчунавању служе 

за контролу као проба за тачност рада, j€P по обрасцу (42) изра
чунати елемент Сп + 1, i мора бити једнак збиру елемената С;ј у 

ступцу матрице С изнад елемента Сn + 1 ,ј. ,V тачност овог тврђења 
се лако уверавамо, ако испишемо изразе за све елементе Cki ступца 

i матрице С, према обрасцу (42), и ИЗВРШIIМО сабирање. 
Из образаца (41) и (42) добија се: 
1) ИЗ обрасца (41) за i=l (i<i) 

(ј=1,2, ... ,n+l), (47) 

јер у скаларном производу, који се инач{ додаје, нема ниједног 

члана, пошто је Ь1ј увек први елемент овога ступца. 
2) Из обрасца (42) за ј = 1 и"> ј) 

(i= 1,2, ... , n+l), (48) 

јер је сад Сј1 први елемент своје врсте и испред њега нема еле

мената. 

Видели смо да је детерминанта матрице С једнака детерми

нанти матрице А, па ако матрица А није сингуларна, тј. ако је 

систем датих једначина линеарно независан, мора детерминанта С 

бити различита од нуле. То тврђење се ~rправо своди на то да 

елементи главне дијагонале ове матрице иорају бити различити 

'Од нуле. Међутим, применом показаног псступка може се дого· 

дити да се у току рачуна за неки дијагона,IНИ члан Си матрице С 

добије ипак вредност нула. То у ствари значи само да ће i-ти 

систем једначина који се добија поступном трансформацијом после 

i корака и који има п - i непознатих имат if први коефицијент у 
• • • 

ПрВОЈ Једначини Једнак нули, што, наравно, не значи да детерми-

нанта тог система мора бити једнака нули. ~. таквом случају треба 

само променити два стуба и то онај у коме се рачуна са неким 

од наредних, што је еквивалентно размени нtmознатих. То повлачи 

да се сви елементи ЬU изнад таквог Си морају избрисати и поново 

израчунати (иако Банахјевич тврди да се у том случају не мора 

у рачуну ништа понављати). Таква незгода се догађа само у оним 

СЛУЧ2јевима кад је односни основни главни IIИНОР детерминанте А 

једнак нули. При томе се под основним глав iИМ минором разумеју 

Зборник гадова - Маrеиатички институт 6 
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минори ограijени цртама у детерминанти А матрице А, како је 

то показано у наредној схеми: 

. , . . . аз ,n-1 (49) 
• • • • • • -о • • • • • •• • 

• 

Да је заиста тако, одмах лемо показати. Ако се узме у 

обзир да је i-ти дијагонални елемент С;; матрице С увек први 

коефицијент у првој једначини i-Tor система једначина, тј. да је 

СН = а1 1! С22 = 1322' итд., може се после кралег рачуна применом 
Гаусовог алгоритма показати да ле челни коефицијент у првом 

изведеном систему једначина бити 

1322 = С22 = а11 022 - а12 а21 = ~2 = ~2 . (50) 
а11 011 сн 

Како мора бити а11 > О може 1322 бити једнако нули • 
само кад Је 

-о - . 

Уопште, како је 
д.. , 

Си = ------'----- , 

а С11 , С22 , ••• , С.- 1 , ;-1 

само ако је 

Са С22 • • 

различити од нуле,биhе Cii 

• • • 

= О. 
• • • • • • • • • • 

-

• 
Једнако' нули 

(51) 

Кад наступи случај да је неки дијагонапии члан једнак нули, 

а то се не може отклонити никаквим размештајем једначина и 

непознатих, значи да је матрица А сингуларна. Према томе, ако 

је crr '* О а Cr + 1 r+ 1 = О и :не може се отклонити, биле и сви ,. , 

наредни дијагонални елементи једнаки нули. На тај начин се овим 

поступком може одредити и ранг матрице А и биле у оваквом 

случају једнак броју r (г < п). Хопе ли односни СИСТ,ем линеарних. 
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једначина бити неодређен или противре ;Јан, увиђа се израчуна

вањем елемената Ьгј. Ако се за ове елементе добијају неодређене 

вредности, биhе систем неодређен, иначе биhе противречан. 

ЈУ. За практично провођење рачуна може се према (39) 
саставити од матрица Р, С и О, допуњеню: елементима - Si и - (1/, 

нарочита схема у врло простом облику. У том циљу треба уочити, . 
прво, да се матрице В и С могу, пошт:> испуњавају супротна 

поља троугласте матрице, написати по Цурмилу [7, 8Ј као једна 
матрица ако се изостане елементи главне дијагонале матрице В, 

јер су познати и сви једнаки - 1. Овакву схему састављену од 

матрица В и С зваhемо састављена .маиЏица. Наредна таблица 

показује распоред матрица 

унети у рачунску схему: 

и елемената који се неопходно морају 

I i = 1 2 3 . . . п I - k / I проба 
----+-----------------------------
i = 1 • • • 7111 - k 1 

• 

2 1211 - k. -• • • 

3 • • • lSI1 -kз 

• ••••••••••••••••••• • • 

п • • • 1111 - kn 

- Sj • • • - S" -S (52) 

i = 1 • • • Ь . .п 
, 

11 

'п 12 • 
2 • • • Ь 

in 1з 3 • • • Ь 

• ••••••••••••••••••• • • 

-

п • • • с 11~ 
'
n 

I 
• • • - ОП 

I 
-0"=0 

проба 

i = 1 2 3 • • • п 1, 
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Ова рачунска схема садржи матрицу F проширену елементима 

- Sj. Испод те матрице налази се матрица састављена од матрица 

В и С продужена елементима lј и проширена елементима - б,. 

Прц томе је бп + 1 =б-О, јер матрица С има само п стубова, чије 
збирове претстављају ел;ементи бј. Са десне стране матрице F 
оставља се место за иЗВОђење јед»е пробе. Друга проба, I<oja 
служи за контролу тач»ости израчунавања ел;емената Си, пише 

се при дну рачунске схеме. НеПОЗJ;lате се уносе десно поред 

саСТаЈ;lљене матрице. Елементи главне дијаГО!:iаЈЈе састављене ма

трице са I<ојима се мора дешпи при израЧУ!:iавању елемената Ь,ј 

истакнути су uарочитим оквиром да би падали у Очи. Ово је 

Банахјевичева схема у Цурмиловој стилизацији. Наиме, матрице 

В и С у оригиналној Банахјевичевој схеми су одвојене. 

Израчунавање почиње, како смо рекли, према обрасцима (41) 
и (42), полазеhи од првог ступца и највишег елемента у њему. 

При израчунавању елемената Ь,ј и Со треба одређивати скаларне 

производе извесних већ израчунатих елемената Ьјј и Сјј. У право 

тежиште тог израчунавања је баш у одређивању тих скаларних 

производа, а са схеме је јасно како се они израчунавају. 

Кад се одреде сви елементи састављене матрице заједно са 

елементима lј, приступа се израчунавању непознатих по обрасцу 

(11), полазеhи од последње непознаТе Хп, за коју важи 

хп = [п. (53) 

Образаu (11) показује да, ако смо нашли п - i непознатих, па 

тражимо ј-ту непознату х" треба елементу lј додати скаларни 

производ свих непознатих испод Хј полазеhи одоздо и свих еле

мената Ьи у ј-тој врсти полазеhи здесна до пред главни дијаго

нални елемент. 

у току рада се врши стална контрола на основу обрасца 

(54) 

при чему се бј израчуна по обрасцу (42). ОВИ збирови треба да 

дају као резултат нулу, али се у случају рачунања са нетачним 

заокругљеним бројевима може појавити и мало отступање, које 

се бележи испод схеме у јединицама најнижег места. 

Кад се изврши израчунавање свих непознатих Хј, врши се 

последња проба замењивањем нађеuих решења у систем једна

чина (1), укључујуhи ту и збирове Sj, тј. уношењем у систем 
• 
Једначина 

аi1Хl+ај2ХЗ+' •• +ајпХп-kј=О (i=1,2, ... ,n+l). (55) 
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и у овом случају треба резултат замене свуда да даје нулу, али 

се и овде могу појавити отступања за неколико јединица најнижег 

места, која се уносе такође у стубац одређен за те пробе, десно 

од матрице F. Често је за контролу ДОЕОЉНО унети само изра

чунате вредности непознатих у врсту збирова (i = п + 1) проши

рене матрице F. Врло редак, нарочито неповољан случај је кад 

је вредност детерминанте коефицијената IIрЛО мала. Тада се, кад 

се рачуна са приближним вредностима кое(~ицијената, могу добити 

и знатнија отступања у пробама иако је рачун Т3Ч8Н. У том слу

чају се морају уносити нарочите коректуре. 

Пошто смо показали у детаљима НОI;У схему и начин реша

вања система једначина по њој, поставља се природно питање: 

да ли ова схема смањује број рачунски:t операција и података 

које треба исписивати. То важно питање :lахтева детаљну и бри

жљиву анzлизу, у коју се овде не можемо упуштати. Према 

непотпуним Цурмиловим излагањима, читава вредност поступка 

по овој схеми лежи у једноликости непре :таног одређивања ска-
• 

ларних производа, КОЈИ се лако могу одре.!.ити као готов резултат 

на многим адиционим машинама за рачунање, дакле, без исписи

Dања појединих производа. У овој могуlшости је читава снага и 

вредност поступка. Са правилним коришliењем машине за рачу

нање може се постиhи знатна уштеда у раду и много смањити 

напор пажње. Према Цурмиловим подацииа, напр. при обичном 

решавању система од 10 једначина са ]0 • епознатих само нешто 
више од половине потребних операција може се извести на машини, 

док се по Банахјевичевом пос!) пку 5/6 посла изводи на рачунској 
машини. Наравно да ове податке треба проверити. Уопште би било 

интересантно ТоЈЧно утврдити колико времена и напора треба за 

решавање система једначина по новом поступку у поређењу са 
• 

раНИЈИМ начинима. 

Важно је напоменути и то да је БаЊlхјевичева схема, као 

сажети израз једног читавог процеса, теже Ј1азумљива него обичан 

Гаусов алгоритам, али се њом могу чисто механички служити и 

калкулатори скоро без икаквих математичких знања. 

V. Стварни ток решавања система јеДllачина по овој методи 
показапемо на наредном примеру система оп четири једна чине са 

четири непознате: 

X t - х2 +3хз +:2х4 =]Н 

Х Ј + Х2+ xa-2x4=1'l 

- Х1 +2 х2 +4 Ха -~ Х4 =2~! 

3 Х1 + Х2 + Ха + 4 Х4 = ,~. 

(56) 
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Овај 'систем' је врло прост и са тачним бројним коефицијентима. 
Ако су коефицијенти приближни бројеви са великим бројем деци

мала, треба узети у обзир читав низ практичних правила која 

олакшавају у таквим случајевима примену машина за рачунање, 

напр. у вези са бројем децимала, важеhих цифара итд. Све су то 

ствари које треба да су познате сваком калкулатору и иначе. 

Рачунска схема за решавање овог система једначина потпуно 

испуњена изгледа овако: 

. I ј = 1 

i = 1 1 

2 1 

3 -1 

4 :1 

-Sj -4 

i = 1 1 

2 1 

3 -1 

4 3 

- бј -4 

проба О 

I ј= 1 

При томе је, напр., 

итд. 

2 3 4 I - k; I проба 
- 1 3 2 -18 О 

1 1 -2 -14 О 

2 4 -2 -22 О 
• 

1 1 4 - 4 О 

-3 -9 -2 58 

1 -3 -2 18 4 
. 

2 1 2 - 2 -2 

1 8 - 0,25 5,25 6 

4 -4 7 - 3 -3 

-8 -2 - 6 75 , О 

О О О 

2 3 

С4В = 1 - 9 + 4 = - 4, 

ЬЗ4 = ( - 2 + 2 + 2) : ( - 8) = - 0,25, 

[2 = ( - 14 + 18) : ( - 2) = - 2, 

Решења датог система биhе 
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VI. Навешhемо и нека упрошhења н која се наилази кад је 

матрица А симетрична, тј. кад је испуњеl услов 

аи=йјј одн. А=А (58) 

где црте 

следи да 

• 
ознаЧУЈУ транспоновану маТрИЦЈ . Наиме, из обрасца (:21) 
је 

А=-ВС, (59) 

па због симетрије матрице А мора бити 

- -
СВ=ВС, 

• 
Тј. 

(60) 
, 

Међутим, пошто су матрице В и С ТРОУI lIасте, 
• 

ЧИЈИ су од нуле 

различити елементи у супротним ПОЉИl'i:l, морају индекси тих 

елемената у скала рни м производима (60)адовољавати услов 

(61) 

Ако је i < ј, то је могуће само за k = i I У том случају се (60) 
своди на 

Си ЬU = Cji bil , 

па како је Ьи = - 1, биhе 
С ' , 

Ь " __ 11 
1) - • (62) 

Си 

Исти тај резултат се добија и у случ ју i > ј, само ће тада 

индекси имати размењена места. Овај о iразац показује да, кад 

су израчунати елементи С,ј, ако је MaTpl! :{а А симетрична, сваки 

елемент Ьи се добија деобом њему сИlУ. ~тричног елемента СП у 

састављеној матрици негативним дијагона; ним елементом Си који 

је у истом стубу са елементом Cji. 

Коришhења обрасца (62) за израчуна! lње Сl\стављене матрице 
кад је полазна матрица симетрична неМ1 код Банхјевича. Он се 

налази први пут, уколико је мени ПОЗIJ ITO, код Цурмила [7,8], 
који га приписује Герхарту Шрајеру и 1 зводи потпуном индук

цијом, дакле, друкчије но што смо ми то овде учинили. Сам 

Банахјевич, и пре њега Холески, примеЊЈ је други један поступак, 

који је изванредно кратак, али практички применљив углавном у 

оним случајевима где се зна да је матр ца датог система пози

тивно дефинитна. Такав је, напр., слг lj код матрице система 
нормалних једначина у рачуну изравнањ . Суштина ове методе 

лежи у чињеници да' се, место матрице с стављене од матрица В 

и С са n2 е.llемената, уведе, кад је А симеТЈ ич'на квадратна матрица 
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• 
п-тог реда, само Једна троугласта матрица 

. 
Г11 Г12 Г1В • • • Г1n 

R= О Г22 Г23 • • • Г2п (б3) 
• • • • • • • • • 

о о о • • · г пп 
• 

п-тог реда и ЊОЈ транспонована 

Г11 О О • • • о 

- Га Г22 О О R= • • • 
(б4) 

• • • • • • • • • 

Г1n Г2n Гзn • • • Г пп 

што је довољно, пошто симетрична матрица има само п (n+ 1)/2 
• 

независних елемената колико и Једна троугласта матрица истог 

реда. Дакле, полази се од матричне једначине 

A=RR, (б5) 
• • 

КОЈОЈ одговара схема 

а11 а12 а1з ••• а1n Гl1 О О • •• о (Г11 Г12 Г I3 '''Г1n 

а12 а22 а2з ' •• а2n Г12 Г22 О • •• о О Г22 Г 23 ••• Г 2'1 

= о а1з а2з аsз ", a5~ Г1З Г23 Гзз • • • 
• О О (бб) 

Гз5 '''ГЗ1 
, 

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 

l О О О ... Гnn ) 

Из ове схеме се МDже написати систем од 

одређивања елемената Гјј. За одређивање 

те једна чине дају образац 

п (п + 1)/2 једначина за 
. 

ДИЈагоналних елемената 

'.! 2:1 2 
Г ,~ = аи - Г l' - '?,i .- • . • - Г i-1, i· (б7) 

Одатле се елементи C'i састављене матрице одређују као пози-
• 

ТИВЮf квадратни корени из елемената r'i' Јер унапред знамо да 

они морају бити позитивни (претпоставка о позитивној дефинит

ности матрице). Биhе; дакле, 

C'i = 'Yrii' (68) 

ИЗ матричне једнаqине (б5) добија се наредна детерминаliтна 

(б9) 

која показује како се израчунава вредност детерминанте А кад 
је позната матрица R. 

- - -- ---- - -- ---- -- ---- --- -
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Потребне квадратне корене одређујеl't.О из таблица или помоhу 
машине за рачунање, кад таблица нема. У ту сврху треба онда 

одредити логаритмаром неку приближну вредност траженог квад

ратног корена, па том вредношhу подеЛIJТИ на машини дати број 
и најзад као приближну вредност траж~ног квадратног корена 

узети аритметичку средину прве приближне вредности и резул

тата деобе. 

Како је очигледно у матрици састаllљеној од матрица R и 
R довољно одредити само матрицу R, као што је и у матрици А, 
кад је она симетрична, довољно обрати':И пажњу само напр. на 

горњи њен део заједно са главном дијаГ(lналом, најбоље је рачу

нати по врстама. При томе је 

(70) 

што је лако увидети из (66). Из (66) се на израчунавање осталих 
врста добија образац 

Ги = (аи - ' 1 i Г1ј - Г2! Г2ј - ••• - Гн, i ГН,ј) : Ги, (i <ј). (71) 

Кратко, за израчунавање елемента Г,ј треба елементу а;ј матрице 

А додати негативни скаларни производ i-'~or ступца и ј-тог ступца 

матрице R и то поделити са дијагонаЛНИl\1 елементом Ги. При том 
се елементи i-ТОf ступца узимају до дија ~оналног члана Ги, а они 
• 

Ј-тог ступца до траженог елемента. 

Пошто је у самој рачунској CXeMI1 довољно сад записати 

само десни део са главном дијагоналом матрице А, а у доњој 

таблици где је састављена матрица CaMI) матрицу R, пробе се 
•• • • 

додајУ У овом случају свуда здесна l<ао колона у КОјОј су - S, 

и - бi збир ови елемената врста. Како сад у трансформату датог 

система коефицијенти уз непознате нису једнаки јединици, непо

знате се одређују по обрасцу 
• 

при чему се израчунавање и овде почиње последњом непознатом, 

која је одређена са 

Хп=Гп: Гпп, 

где су Гј елементи ступца у l<оји се претвара стубац независних 
• 

елемената датог симетричног система јещачина. 

VII. Осим на решавање система лИI, еарних једначина, изра

чунавање вредности детерминанте и paHr~. матрице, може се код 

.симетричних матрица овај упрошhени посгупак искористити и за 

одређивање да ли је квадратна форма која одговара датој матрици 

дефинитна, семидефинитна или индефию~тна. Напр., ако су сви 
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. 

главни дијагонални елементи Си састављене матрице позитивни, 

мора односна квадратна форма бити позитивно дефинитна, јер, 
• 

како смо показали, ови елементи имаЈУ исти знак као основни 

главни минори детерминанте форме, а на основу познатог крите~ 

ријума за позитивну дефинитност квадратних форми. Исто се 

тако овај поступак може искористити и за свођење квадратних 

форми на канонски облик, јер ће квадратна форма 

. . . . . . . . . . . (74) 

бити претворена у форму 

Ф::~СiiУi2=Сl1У12+С22У22+ .•. +сnnуn2 , (75) 
1 

• 
ако Је , 

х + ~2B Х • • • 
2 Q S 

t-'22 

а1n + Хn, 
ан 

+~211 Хn , 
~H 

• • • • • • • • • • • • • • • • • 

уn= 

(76) 

Коефицијенти ~и су овде већ раније поменути коефицијенти првог 
изведеног система у примени Гаусовог алгоритма, итд . 

• 

Наравно, све се ово може искористити и за свођење једна-

чина површина другог реда на канонски облик, и то врло просто 

и брзо изводити. У поређењу са познатим Лагранжовим по.ступком 

омогућава знатну у.штедувремена и рада, а не може се применити 

само на квадратне форме У. којима нема ниједног квадратног 

члана. у том се случају не може уосталом применити ни Лагранжов 

поступак директно, већ се пре тога мора извршити прво једна 

линеарна трансформација да би се појавили квадратни чланови 

ради примене самог поступка. 

Као пример за ова наша тврђења уочимо квадратну форму 

Ф::6ХI2+35Х22+11хз2+34Х2ХS (77) 

и потражимо одговор на питање да ли је она позитивно дефи
нитна или није и при томе је довести на канонски облик. Банахје

вичева схема, у коју смо ставили с обзиром на природу задатка 

• 
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само пробе за одређивање елемената Cif, изгледаhе 

ј=1 2 3 
-

i= 1 6 О ) 

2 О 35 1 7 

3 О 17 1 I 
• 

- sJ -6 -52 -2 3 

i = 1 6 О ) 

1 
2 О 35 

, 
- -

7 -, 
· , ,5 
( 

3 О 17 
, 
-

16 -, 
· , :5 

• 

-6 - 52 
ј 

- (1ј - -, 
• 
< 

'9 -'-;t:> 

о о I ) 

ј=1 2 
, , ~ 

Према томе је канонски облик дате КВllдратне форме 

Ф - 6 2 35 2 96 2 = УЈ t У2 + 35 Уз , (79) 

а одатле је јасно да је дата I<вадратна фс рма позитивно дефинитна, 
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RЕSОLUТЮN DES SYSTEMES D'ЕQUАТЮNS LINEAIRES 
ALGEBRIQUES PAR LA МЕТНОDЕ DЕ BANACHIEWICZ 

Par· Tatomir Angelitch 

Се travail est ип expose des resultats les plus recents concernant 
lа theorie et lа pratique de lа resolution des systemes d'equations 
lineaires algebriques раг lа methode des matrices еп uti1isant lе 

schema de Banachiewicz. Оп у montre comment оп peut, d'ap;es 
Zurmuh1 (Zur numerischen Аиf1бsипg Iinearer G1eichungssysieme nach 
dem Matrizenverfahren уоп Banachiewicz, Z. angew. Math. Mech. 29, 
1949), developper et appliquer les resultais obtenus par Banachiewicz 
sans recours аих cracoviens. . 

Enfin, dans lе cas d'un systeme d'equations dont lа matrice des 
coefficients est symetrique, decomposable еп deux matrices triangulaires 
d'apres lа formule 

( а1l а12 а1з • • • а1п ) ( С 11 О О • • • о ) - 1 Ь12 Ь1З • • • Ь1п ) 

а12 а22 а 23 • • • а,211 С21 С22 О • • • о 0- 1 Ь2З • • • Ь2П 

{а1В а2Ј а]з • • • аип } = - ! СИ СЗ2 Сsз • • • о I . О О -1· • • Ьзп • 
• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 

а1п а2 ·, азп • • • ат.} t СП1 СП:! СПВ • • • Спп О О О • • • -1 

оп dOnl1e ипе nouvelle demonstration tres simple du fait чи'оп. а 
toujours 

Ь ~ _ Сјј • 
'} 

Сјј 
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ГЕОМЕТРИСКА ИНТЕРПРЕТАЦИЈА БА IАХЈЕВИЧЕВЕ СХЕМЕ 

РАДИВОЈЕ КАШАНИН (61 )град) 

Методи које је проф. Т. Анђелиh изложио у свом раду 

"Решавање система линеарних алгебаРСI\ IX једначина матричном 
методом по Банахјевичевој схеми« мож ~ се дати геометриска 

интерпретација. 

Узмимо два координатна триједра Bet гора: триједар Х састав

љен од вектора а1, а2 , аз и триједар } састављен од вектора 

Ъ1 , Ъ2 , Ъ З , Векторе реципрочних триједара означиhемо са а1 , а2, аВ 

и Ь1 , Ъ2 , ЪВ. Претпоставимо да су нам п знате контраваријантне 

координате вектора bk с обзиром на триј дар Х: 
,~ 

Тада је / 

bk = a k
1 а1 +ak

2 а2 + ak
S аз, (А = 1, 2,3). (1 ) 

Коваријантне координате вектора t ~ триједру Х нека буду 

Х 1 , Х2 , Хз , а У триједру У нека буду Ур У2, Уз: 

Хј = ај . t, Yk = bk •.• 

Помножимо ли (1) скаларно са t, добиhеЈ о 

У1 = а1 1 Х1 +а12 х2 +а1В х 

У2=а21Х1+а/Х2+а2ВХ. 

Уз=а/Хl+аз2Х2+азSх. 

(2) 

Из координата Хј лако је израчуна~ '" координате ћ. Биhе 

лак и обрнут задатак ако је ај 11 Ъ, за i = : , 2, 3. Тада наиме једна-
• 

чине (2) гласе 

Међутим, ако то није случај, треба сис' ем једначина (2) реша
вати по Х1 , Х2 , Х З , 

Да бисмо у том општем случају на н ~ки начин уравнотежили 

један рачун с другим, увешhемо помоhни <оординатни триједар Z 
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вектора С1 , С2' СЗ начињен овако. Сигурно постоји бар једна коор
динатна раван триједра Х која није паралелна с једном од коор

динатних равни триједра У. Нумеришуhи згодно векторе, може 

се узети да су те равни Х а2 аз и У 01 02. ове равни се, дакле, 

секу дуж неке праве. За права'Ц вектора С2 ~зеhемо правац те 

праве. Вектор С2 је зато компланаран с једне стране с векторима 

а2 и Qз, С друге стране с векторима 01 и 02: 

Вектор С1 узеhемо паралелно с вектором 011 који се према 

(1), може линеарно изразити помоhу аl' а2 , аз; дакле, 

Вектор сз узеhемо паралелно с вектором аз, који се може лине

арно изразити помоhу вектора 01' 02' Оз; дакле, 

и тако, за помоhни триједар Z имамо: 

((11 а1 +((12 й2+((Ј В аз = С1 = ~11 01 

((22й2+((2ВаЗ=С2 =~2101 +~22Ъ2 

((sSаs=сз=~s101 +~s202+~SSОз. 

(3) 

Коваријантне координате вектора t у триједеру Z нека буду 

Z1' Z2' zs: 

Скаларним множењем једначина (3) са t добивамо 

1 + 2 + s _ Q1 ((Ј Х 1 ((1 Х2 ((1 Хз - Z1 = 1-'1 у1 

((22 Х2 + ((2В ХЗ :... Z2 = ~21 Уl + ~22 У2 
. ((sSхs=zs=~s1У1+13s2У2+~ЗSУs·· 

На тај • 
начин, место система једначина (2) добивамо за трансфор-
координата систем једначина 

• 
маЦИЈУ 

((11 Х1 +((12 Х2 +С11В ХЗ = 1311 Уl 

((22 Х2 + ((2В Хз = 1321 Уl + 1322 у2 (4) 

((зs ХЗ = 13 з 1 Уl +13з2 У2+13зs УЗ' 
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• 
у КОЈем се координате Xi и Yk налазе у равноправном положаЈУ. 

Осим тога, знамо шта геометриски зна" е леве и десне стране 

једначина (4): то су коваријантне координате вектора t у коор

динатном триједру Z. 

Остаје нам да одредимо бројеве а и ~. 

Из прве једначине у (3) и прве једна'lИне у (1) имамо одмах: 

a 1
k =c1 • ak=~lja1k, 

а број ~11 остаје произвољан. Узеhемо 

~ 1 ј = - 1 : а1 1 • 

Дакле, 

Друга једначина у (3) је векторска ј едначина 

а/' а2 + а2з аз = 13/ Ь1 + ~21 Ь2 , 

(5) 

која је еквивалентна с три скаларне. Сна.lарним множењем са а1 

добивамо 

• 
ТЈ· 

Q 1 = _ Са 1 Q 2 = Са .1 tJ2 2' t-'~ ,. , 

где је С произвољан број. Множеhи другу једначину у (3) ска
ларно са а2 и а3, добиhемо 

а22 = С2 • а2 = ~21 а ј 2 + ~22 а22 = С (711 а22 - а12 а:/) , 

а2З =с2 • аЗ=~21а1З+~22а2З= -С(71S аi-а/а2S). 

Узеhемо 

Дакле, 

(6) 

Број аЗЗ у првој једначини у (3) остаје произвољан. Узеhемо 
,., з __ 1 v"s - • (7) 

Резултате (5), (6) и (7) даје и ме:'ода изнесена у чланку 
проф. Анђелиhа.-

Ради лакшег 

од три дим.ензије. 

Еуклидов простор 

писања и изражавања радили смо у простору 

Међутим, лако је ова ИЗЛ:Јгања уопштити на 
• 

ма од колико димеНЗИlа. 
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96 Р. Кашанин 

INTERPRET ATION GEOMETRIQUE DU SCHEMA 
DE BANACHIEWICZ 

Par R. Kasanin 

ОП dоппе du schema de· Banachiewicz pour Ја resoJution des 
systemes d'equations aJgebriques lineaires J'interpretation geometrique 

• 
sous forme de deux transformations successives de coordonnees, dans 
trois systemes de сооrdоппееs. 

• 

, 
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СТРОФОИДАЛНЕ ПЛОХЕ ТРЕЋЕГ РЕДА 

ВИЛКО НИЧЕ (Загреб) 

УВОД. Као што циркуларне кривуље неког реда и рода зау

.зимљу особито мјесто међу свим кривуљама тога реда и рода, 

ради својих особитости по којима се разликују од оних осталих, 

7ако се и плохе које пролазе апсолутном чуњосјечницом разли

кују од осталих плоха истога реда и истих сингуларитета. Код 

плоха 2. реда имамо куглу насупрот осталих плоха 2. реда, јер 

само она пролази' апсолутном чуњосјечницом. Код опhих плоха 

.3. реда имамо неколико разних облика таквих плоха. Два од тих 
·облика припадају у пету врсту по SchHi.fli-у (в. Кlеiп F. [2; § 8 
стр. 25 28]1~), јер имаду на себи само три реална правца. Ова 

_два облика разликују се по томе, што су плохе једног облика 

једнодјелне, док су оне другог облиџа дводјелне. Има плоха 

ове врсте и таквих облика, који припадају у врсту оних с једном 

и двије двоструке точке. Овакве се плохе најједноставније добију 
као производ пројективног свеска равнина и прамена кугала2\ као 

и посвеопhеном квадратном инверзијом кугле на кугли, како је то 

учињено у радњи »Криву ље и плохе 3. и 4. реда настале помоhу 
квадратне инверзије". Могу се оне међутим добити и на друге 

начине, а један такав начин видјет ћемо и у овој радњи. Међу 

·оваквим плохама, које пролазе апсолутном чуњосјечницом, ПОС10ји 

једна особита врста унутар спомеНј7ТИХ облика, која се по својим 

особинама истиче између осталих, а управо том ћемо се поза

·бавити у овој. радњи .. Ова особита врста има ту особину, да 

. њене тангенцијалне равнине дуж апсолутне чуњосјечнице оматају 
имагинаран стожац 2. реда којег се реалан врх налази на самој 

. површини те плохе. Разлику између ових и осталих плоха које 

пролазе апсолутном чуњосјечницом, могли би према томе успо- . 
редити с разликом између обичних циркуларних кривуља 3. реда 

1) Први број уугластим заградама односи се на литературу на крају чланка •. 
~Ј'ЉРУFI:f ,-ш t-а:јЖРЩ!"l;uiqин извођењ'а опhих плоха 3. реда. . . 

, '., 
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рода првога и нултога, и строфоидале, односно обичне строфоиде. 

Видјет пемо, да овакве плохе имају неке изразите особине кугле. 

Ради аналогије са строфоидалом и строфоидом у равнини, називат 

пемо такве оппе плохе 3. реда строфоидалним плохама. 
1. Stеiпеr [6], Grassmann [5; стр. 74], Мајсеп [3] и други показали 

су више разних начина, како се могу добити и истраживати оппе 

плохе 3. реда. R. Sturm је показао, да се оне могу добити и као 

производ пројективно придруженог снопа зрака и свежња плоха 2. 
реда. За наше сврхе одабрат пемо управо овај начин, само што 

непемо свежањ плоха 2. реда задати као обично с осам асоци

ираних точака (в. Reye Т. [5; стр. 48), него с једном чуњосје

чницом и двије точке. С ова три елемента задан је наиме један 

специјалан свежањ плоха 2. реда. 
Задајмо по вољи у простору неку чуњосјечницу С и двије 

точке А, В. Пресијечемо ли једном равнином спојнице точака А, В 

чуњосјечницу С у двије точке К1, К2 , тад је точкама А, В, К1 , К2 
У тој равнини дан прамен чуњосјечница, а свака ова чуњосјечница 

даје с чуњосјечницом С темељну кривуљу 4. реда (распаднуту у 
двије чуњосјечнице) неког прамена плоха 2. реда. Точкама А, В 

, 
пролази 001 равнина,а сваком точком простора пролази 001 таквих 

плоха, дакле точкама А, В и чуњосјечницом С пролази свега 002 

плоха 2. реда. Поставимо ли наиме спојницом АВ било коју 

равнину, тада је праменрм чуњосјечница темељних точака. А, 

В, К1 , К2 У тој равнини и· чуњосјечницом С дано 002 плоха 2 
реда, али све те плохе сијеку сваку равнину спој нице АВ у оном 

прамену чуњосјечница, који је одређен точкама А, В и сјециштима 

К l' К'}. те равнине с ч'уњосјечницом с. 

Продужимо садаспојницу тачака А, В до њеногпрободишта 

С с равнином чуњосјечнице с. Нађемо ли на овој СПОјници доби
веном· прободишту С хармонијски придружену точку С1 , тј. 

(АВСС1) = - 1, па овом точком С1 и· поларом t пола С, обзиром 
на чуњосјечницу С, поставимо равнину р, тад су ова равнина и 

точка С пол и поларна равнина свих 002 шiоха нашег свежња 
плоха 2. реда, а баш она пе нам згодно послужити. 

Одаберимо надаље по вољи у простору неку точку 8, која 
нека буде средиште не,ког снопа зрака (8). Прободиште сваке 

зраке овог снопа с равнином р нека буде пол поларне равнине 

чуњосјечнице С обзиром на једну плоху -нашег свежња. Свакој 

зраци нашег снопа нека буде придружена баш оваква плоха 

нашег свежња плоха 2. реда. На тај смо начин те двије геоме

тријске творевине пројективно придружили, јер пе четирима хар
монијским зракама снопа (S) у некој равнини, бити придружене 

• 
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четири хармонијске плохе у једном прамену плоха унутар нашег 

сiзежња [5; стр. 48]. Четири плохе 2. реда, унутар неког прамена таквих 
плоха, зову се хармонијскима онда, ако њихове поларне равнине 

обзиром на исти пол, које увијек пролазе једним правцем, чине 

четири хармонијске равнине.Узмемо Jlи такву точку на темељној 

кривуљи прамена, онда четири поларне равнине прелазе у четири 

тангенцијалне равнине. Узмемо ли према томе точком S неку 

равнину и у њој четири хармонијске зраке нашег снопа, тад пе 

тим зракама бити придружене оне плохе нашег свежња, које· ће· 

дуж чуњосјечнице с тангирати оне стошце 2. реда, којима су 

врхови у прободиштима споменутих зрака с равнином р. поста

вимо ли било којом тангентом чуњосјечнице .С тангенцијалне 

равнине на споменуте четири плохе, односно њихове тангенци

јалне стошце дуж чуњосјечнице С, онда· су то сигурно четири 

хармонијске равнине, јер оне сијеку пресјечницу равнине р с 
• • 

равнином задатих чеТИрИЈУ харМОНИЈСКИХ зрака у четири хармо-

нијске точке, будуhи да су ове сјецишта те пресјечнице са задане 

четири хармонијске зраке. Дакле, четирима хармонијским зракама 

точке S у истину су придружене четири хармонијске плохе нашег 
свежња. Да су ове четири плохе унутар једног прамена, видјет 

ћемо мало касније. 

Производ нашег пројективно придруженог снопа (S) и свежња 
плоха 2. реда бит ће опhа плоха 3. реда; јер ју сваки правац 
простора сијече у три точке. Поставимо ли наиме таквим правцем 

р и точком S равнину, те њоме пресијечемо равнину р у правцу 
s, тад су точке правца s полови равни не чуњосјечнице С, обзиром 
на плохе једног прамена унутар нашег свежња плоха 2. реда. 

Доказати се то може овако: Равнина правца р и точке S сијече 
полару t чуњосјечнице С, обзиром на пол С, у једној точки, које 

ће полара на исту чуњосјечницу. бити коњугирана полари t, а 

сјеhи ће чуњосјечницу с у реалном или имагинарном пару точака 
D, Е. Јер ова коњугирана полара полари t пролази полом С, који 
је на спојници АВ, налазе се точке А, В, С, D и Е У једној 

равнини. У точкама D, Е имат ће, плохе нашег свежња, придру

жене зракама точке S у равнини (pS), исте тангенцијалне равнине, 
које пролазе правцем s. Поставимо ли према TOMt точкама D, Е 
и точкама А, В чуњосјечницу, која тангира те двије равнине (чим 

тангира у једној точки једну, онда у другој точки тангира и 

другу ову равнину), онда је ова чуњосјечница уз чуњосјечницу 

с саставни дио темељне кривуље прамена оних плоха 2. реда 

унутар нашегсвежња, које су придружене зракама точке S у 
равнини' (pS)., Равнина (рS)сијече тај прамен плоха у прамену 

7* 
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добивеној опћој плохи 3. реда, јер точком S сигурно пролази бар 
једна плоха нашег свежња, а зраке SA, SB пробадају себи придру
жене плохе нашег свежња управо у тим roчкама. Спојимо ли 

точку S са сваком точком чуњосјечнице С, тад свака ова спојница 

има на чуњосјечници с по двије точке заједничке с добивеном 

плохом 3. реда, т. ј. она ју тангира, јер у тој точки тангира та 

зрака себи придружену плоху 2. реда унутар нашег свежња. Ово 
заправо произлази директно из дефиниције нашег свежња, јер 

• 

свакој зраци точке S придружена је она плоха 2. реда, која 

пролази точкама А, В и чуњосјечницом С, дуж које ју дира онај 

стожац, којему се врх налази у прободишту те зраке с раВНИiЮМ 

р. Ако та зрака сијече чуњосјечницу С, онда је она одмах и извод

ница таквог стошца, дакле дира у том сјецишту себи придру

жену плоху, а према томе и насталу плоху 3. реда. Видимо 

дакле, да тангенцијалне равнине наше плохе 3. реда дуж чуњо
сјечнице с оматају стожац 2. реда, којег се врх налази у точки 

S на тој цлохи. 
Узмемо ли точке А, В као врхове стожаца, који пролазе 

• • ••• • 
ЧУЊОСЈечницом С, тад се ти стошци СИЈеку у ЈОШ ЈеДНОЈ ЧУЊОСЈеч-

ници CI, која лежи У равнини р. Ова чињеница произлази одавле: 

Имамо ли два стошца 2. реда, чији се продор распада у двије . . 

чуњосјечнице (оба стошца имају двије заједничке тангенцијалне 

равнине), па кроз оба врха поставимо било коју равнину,' сјеhи 

ле она те стошце у два пара изводница које чине један четверо

стран, а равнине продорних чуњосјечница у двије дијагонале тог 

четверострана. Трећа дијагонала тог четверострана је спојница 

врхова тих стожаца. Позната је чињеница, да сваку дијагоналу 

неког четверострана сијеку остале двије дијагонале у точкама, 

које с врховима тог четверострана на тој дијагонали стоје у хармо

нијском двоомјеру. Чуњосјечница С1 мора према томе бити у 

раннини р, јер је она хармонијски придружена равнини чуњочјеч

нице с, обзиром на равнине (tA)· и (tB) као темељне .. Узмемо ли 
сада ову· чуњосјечницу С1 као базу, а' точку S каО' врх, тад и 

~. . 
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овај стожац дира нашу плоху 3. реда дуж ове чуњосјечнице с1 , 

јер на свакој изводници овог стошца у точкама чуњосјечнице С1 
леже двије точке наше [,Јлохе. Ова чињеница произлази одатле, 

што· свака точка чуњосјечнице с1 , спојена с точкама А, В, даје 

двије изводнице оне плохе 2. реда нашега свежња, . која је при
дружена оној зраци точке 8 која пролази одабраном точком на 

чуњосјечници с!. Будуhи да међУТИМ прободишта М, N сваке зраке 
точке 8 с њој придруженом плохом 2. реда и њена прободишта 

Q, р с равнинама р и чуњосјечнице с чине хармонијски двоомјер 
(QPMN)= - 1, морају точке М, N пасти скупа, ако једна од тих 

точака ДОђе у тачку Q, као што се то десило у нашем случају. 

Дакле, споменуте зраке точке 8 и чуњосјечнице С1 У истину дирају 
насталу плоху дуж те чуњосјечнице. Точке чуњосјечнице С1 су 
наиме врхови свих стожаца унутар нашег специјалног свежња 

плоха 2. реда. Евидентно је, да се чуњосјечвице с, С1 сијеку у 

двије точке правца t. 
Поставимо точкама А, В и 8 равнину, па њоме пресијецимо 

чуњосјечницу Сј у даљње двије точке. С тих пет точака одре

ђена Је у тој равнини нека чуњосјечница Ь, а чуњосјечницама Ь, с, 
као темељном кривуљом, одређен је један прамен плоха 2. реда 
унутар нашег свежња. Бу дуhи да све плохе овог прамена пролазе 

точком 8, морају се друга прободишта свих оних зрака точке 8, 
• 

КОЈе су на описани начин придружене плохама овог прамена, са 

себи придруженим плохама, налазити у оној равнини а, која про
лази пресјечницом t равнине р и равнине 13 чуњосјечнице с, а која 
је хармонијски придружена равнини правца t и точке 8 (равнина у), 
с обзиром на СПОlYlенуте двије као темељне, т.ј. (Р13уа)= -1. 
Будуhи да у сјециштима I<ружница Ь, с све плохе споменутог 

прамена имају сталне тангенцијалне равнине, то се врхови танген

цијалних стожаца плоха тога прамена дуж чуњосјечнице с, налазе 

на пресјечници п тих двију заједничких тангенцијалних равнина, 
• 

која лежи као што знадемо, у равнини р. Све точке наше тражене 

плохе 3. реда, које се налазе на оним зракама точке 8, које су 

придружене плохама 2. реда прамена темељне кривуље (Ьс), налазе 
се према томе у равнини точке 8 и правца п, као и у равнини а 

правца t, дакле на њиховој пресјечници 1. Правац 1 налази се 

према томе на нашој плохи 3. реда. Евидентно је, да се на тој 

плохи налази и пресјечница t равни на р и 13, јер све плохе (деге
нериране) нашег свежња, које су придружене зракама точке 8 у 
равнини (t8), пролазе правцем t. 

Узмимо точком 8 по вољи неку равнину '['о Ова равнина нека 

сијече равнине 13 и р рецимо у правцима р и q. У тој равнини 

• 



102 В. Ниче 

узмимо точком S зраку k, . која нека сије че правац q у точки Q. 
Правац q нека пробада зраци k придружену плоху у точкама 

М, N, а правац р у равнини {3 нека сијече У. точки Р. Спојимо ли 
једно прободиште К зраке k, с њој придруженом плохом, с точ

кама М, N, Р, Q, онда те СПОјнице дају четири хармонијске зраке 
ради хармонијског двоомјера (MNPQ) = - 1. Вртимо ли зраку k у 
равнини т око точке S, остаје тај двоомјер хармонијски. Помакнемо 
ли зраку k тако, да она пролази сјециштем праваца р, q, т. ј. 

точком Р, онда у ту точку прелазе точке К, Q и м или N, а 

спој нице КМ, KN прелазе у. правце р, q, док спојница KQ остаје 
у зраци k = PS. Спојница КР прелази у тангенту настале кривуље 
3. реда у точки Р, а ради хармонитета горњег двоомјера лежат 

ће увијек та тангента и у равнини а. Доказати се све ово може 

на овај начин: Равнина т сијече зраци k придружену плоху 2. реда 
у некој кривуљи а 2. реда, којој ће тангенте у њеним сјециштима 
L 1 , L 2 с чуњосјечницом с пролазити точком Q. ОВО произлази из 

дефиниције нашег свежња. Узмимо надаље, да се точка М налази 

на луку L 1 L2 те пресјечне кривуље а. Пустимо ли сада зраку k 
путовати према точки Р, путоват ће у ту точку сигурно и· точка Q. 
Будуhи да су точке М, К на луку L 1 L 2 , дакле унутар кута QL 1 [ 2 , 

који постаје све мањи, то ће у ту точку отпутовати и точке К, М, 

када тај кут буде једнак нули. Ако тангента лука [ 1 [ 2 У точки 

М сијече правац р у точки А, онда знамо да вриједи (L 1 L 2 PA) 
= - 1. За сваку зраку k точка А остаје константна. Означимо ли 
сјециште спојнице МК и правца р с В, онда полара те точке 

обзиром на чуњосјечницу а сијече правац р у некој точки С, за 

коју такођер вриједи (L 1 [ 2 ВС) = - 1. Путује ли зрака k с точкама 

М, К према точки Р, то ће према тој точки путовати и точка С 

на правцу р, а према томе и точка В према точки а, која је увијек 

константна. Видимо дакле, да спојница ВМК, односно МК прелази 

у спој ницу АР, т.ј. У правац р, када зрака k пролази точком Р. 
Да зрака KQ прелази у спојницу PS, као и спојfшца KN у правац 
q, је евидентно. Ради сталности хармонијског двоомјера (MNPQ) 
= - 1 мора спојница КР преhи у правац који лежи у равнини а 

ради (ре уа) = - 1, бу дуhи да сви правци р леже у равнини ј:!, сви 

правци q у равнини р, а све спојнице PS у равнини у. Познато 

је, да гранични положај спојнице КР прелази у гранични положај 
тетиве КР пресјечне кривуље наше плохе с равнином Т, дакле у 

њену тангенту у точки Р. Јер се ово збива у свакој равнини 

точке S, то одавле произлази, да равнина а праваца 1, t тангира 
нашу плоху 3. реда дуж правца t. Видимо, дакле, да је правац t 
такав правац наше плохе, у који су се стегнула два њена обична 
правца. 



• 

СТРОфоидалне плохе трећег реда . 103 

у равнини правца 1 и точке S повуцимо оне зраке k, које 

сијеку чуњосјечницу С. 3надемо, да те зраке тангирају· нашу 

плоху 3. реда у тим сјециштима. На тој се плохи налази и точка 
S, као и сјецишта тих зрака с правцем 1, јер је и он на тој плохи. 
Будуhи да те зраке имају с том плохом више од три точке зајед

ничке, излази да се оне читаве налазе на тој плохи. Поставимо 

ли надаље такве равнине правца 1 и точкама А, В те њима пре
сијечемо чуњосјечницу С, тад свака трансверзала правца 1 и ч)'њо
сјечнице С, која пролази точком А или точком В, сијече, као што 

знадемо, и чуњосјечницу С1 наше плохе 3. реда. И ове трансвер

зале имају према томе с том плохом више него три точке зајед

ничке, дакле и оне се налазе читаве на тој плохи. Видимо према 

томе, да сваком од точака S, А и В пролазе по два правца наше 
плохе 3. реда, који сијеку чуњосјечницу С. 

Показали смо, да је правац t такав правац наше плохе 3. 
реда, дуж којег ју тангира равнина (tl) = у. Свака равни на тог 

правца сијече нашу плоху у још једној чуњосјечници. Све те 

чуњосјечнице (међу њима и С, С1) морају сјеhи тај правац у исте 

двије точке, јер само у два његова сјецишта с чуњосјечницом С 

(и с чуњосјечницом С 1 ) има та плоха тангенцијалне равнине, које 

се разликују од сталне такве равнине у. Будуhи да на темељу 

изведеног сваки правац ових двају сјецишта пробада нашу плоху 

3. реда још у само једној точки, то су наведена двасјеЦИЏIта 

двоструке точке наше плохе, а правац t је њен четверозначни 

правац. 

Позната је чињеница, да сваком двоструком точком неке 

опЬе плохе 3. реда с двије такве точке пролазе осим оног правца, 
који је четверозначан, још четири правцај који су двозначни. По 

два између њих, из сваке двоструке точке по један, се сијеку, а 

могу бити коњугирано комплексни прве или друге врсте. У нашем 

случају открит Ьемо те правце на овај начин: Равнина точака S, А, В 
сијече нашу плоху у кривуљи 3. реда, на којој се налази и сјециште 
правца t с том равнином. Свака равни на правца t сијече ту кри
вуљу 3. реда у још даљње двије точке, којима пролази пресјечна 
чуњосјечница те равнине с нашом плохом. Вртимо ли ту равнину 

око правца t, доhи Ьемо четири пута у положај, гдје ће оне двије 
точке на кривуљи 3. реда у равнини (SAB) пасти скупа, т. ј. У 

• •• 
ТОЈ се равнини преСЈечна ЧУЊОСЈечница претвара у два реална или 

имагинарна правца, јер добива једну двоструку точку. То излази 

из чињенице, да на кривуљи 3. реда можемо из једне њене точке 
повуhи највише четири тангенте. Код наше плохе 3. реда то значи, 
да се у четири равнине праваца t налазе парови правца те плохе, 



104 В. Ниче 

т. ј. правцем t можемо поставити на ту плоху четири тангенци,. 

јалне равнине. Видјели смо, да се у тим тангенцијалним равни

нама пресјечна чуњосјечница распада у два правца, ради настале 

двоструке точке. Разумије се само по себи, да овакве танген

цијалне равнине, као и двоструке точке плохе, могу бити или 

реалне, или имагинарне, а у том случају добивамо имагинарне 

правце прве, односно друге врсте. 

На тај смо начин заправо открили свих 27 праваца наше 
опhе плохе 3. реда, јер је правац t четворозначан, њега сијеку 

четири пара двозначних праваца, док су правац 1 и пар ови пра
ваца који пролазе точкама S, А и В једнозначни. Дакле, 

4+4 ·2 . 2+7~27. 

Одабирањем разних положаја за точке S, А и В, као и поло
жаја и облика чуњосјечнице с, која може бити и имагинарна, 

добили би разне варијанте опhих плоха 3. реда с двије или више 
двоструких точака, од којих двије могу бити реалне или имаги

нарне. Ове ће двоструке точке бити заправо такве, у каквима 

правац t сијече чуњосјечницу с. . 
Даље нећемо овако добивене плохе разматрати посве опhено, 

него ћемо се ограничити само на један њихов дио, и то онај који 

смо споменули у уводу. 

2. Узмимо, да су точке А, В и S опет по вољи смјештене у 
• • 

простору, али наМЈесто реалне коначне ЧУЊОСЈечнице с узмимо 

сада неизмјерно далеку апсолутну чуњосјечницу простора. Наш 

досадањи свежањ плоха 2. реда прешао је тиме у свежањ кугала, 
одређен у коначности точкама А, В. Равнина р бит ће симетрална 

равнина дужине АВ, а њена сјецишта са зракама снопа точке S 
бит ће полови неизмјерно далеке поларне равнине обзиром на 

плохе 2. реда, које пролазе апсолутном чуњосјечницом. Имамо 

дакле кугле и њихова средишта. Видимо према томе, ако имамо 

свежањ кугала одређен двјема точкама А, В, па средиште сваке 

ове кугле спојимо с истом точком S У простору и том СПОјницом 
прободемо, ту куглу, тад сва таква прободишта чине неку опhу 

плоху 3. реда, која пролази апсолутном чуњосјечницом. Осим тога 
знадемо, на темељу разматрања у точ. 1., да су точке А, В и S 
на тој плохи, као и то, да је точка S врх тангенцијалног стошца 2. 
реда ове плохе дуж апсолутне чуњосјечнице на тој плохи. Ова 

зан им ива особина такве плохе каже нам другим ријечима, да ће 

сваки њен равнински пресјек кроз точку S бити не само цирку
. ларан, него ће имати у тој точки И свој четвороструки фокус. 

у тој се наиме точки сијеку имагинарне тангенте тих пресјечiIих 
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кривуља постављене у њиховим апсолутним точкама. Означимо 

овако добивену плоху 3. реда с Р. Сви равнински пресјеци плохе 
Р . кроз точку S бити ће према томе или строфоидале, или обичне 
строфоиде, а с Овом точком као четвероструким фокусом. 

Узмимо точком S једну такву равнину и пресјецимо њом 

симетралну равнину р точака А, В У правцу s. Кугле нашег свежња, 
којима су средишта на пранцу s, чине прамен кугала, које про

лазе оном кружницом точака А, В, којој је средиште на правцу 

s, док јој је равнина на тај правац окомита. Равни на (Ss) сијече 
тај прамен кугала у прамену кружница, чија су средишта на 

правцу s. 3раке точке S, које пролазе овим средиштем на правцу 
• s, СИјеку придружене кружнице наведеног прамена у точкама 

строфоидале [4]. То вриједи за сваку равнину точке S, а према томе 
одавле излази, да се плоха Р састоји из два дијела. Точка S налази 
се на овалном дијелу плохе, који је читав у коначности. 

Одаберимо сада у нашем свежњу онај прамен кугала, које 

пролазе точкама А, В и S. Средишта тих кугала налазе се на 

оном правцу равнине р, који је окомит на равнини точака А, В, S 
и пролази средиштем кружнице ових точака. Равнина овог правца 

и точке S сијече припадни прамен кугала у прамену кружница,. 

које пролазе точком S. Производ овог прамена кружница и при

друженог прамена зрака точке S, које пролазе средиштима тих 

кружница, распада се овдје у правац 1 и точку S, односно У правац 
1 и пар изотропних праваца, који се сијеку у точки S, као што 

се то може закључити на темељу наших размнтрања у точ. 1. 
ТО је наиме онај пар праваца плохе Р, који пролазе точком S, а 

сијеку апсолутну чуњосјечницу. Видимо, дакле, да је точка S 
кружна точка наше особите плохе Р. Правац 1 налази се испод 
равнине р, удаљен од ње исто толико колико и точка S изнад те 
равнине. Будуhи да су наши и сноп зрака (S) и свежањ кугала,. 
као и њихова пројективна придруженост, симетрични обзиром на 

равнину точака А, В, S, то мора и наша строфоидална плоха Р 

бити симетрична на ту равнину. Ова симетрална равнина (А, В, S) 
сијече плоху Р у строфоидали, коју ћемо звати симетралном стро

фоидалом те плохе. Сјециштем L правца 1 с овом симетралном 
строфоидалом пролази асимптота а ове строфоидале [7; стр. 38]. 
Правцем 1 можемо према томе поставити још три тангенцијалне рав
нине наше строфоидалне плохе, осим оне у тачки S. Двије од тих 
равнина тангират ће плоху Р у тачкама А, В, а трећа у неизмјер

ности.1 ) Будуhи да су сви равнински пресјеци плохе Р циркуларни,. 

1) Јер точком L пролази асимптота симетралне СТРОфоидале. 
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-сијеку равнине правца 1 ову плоху У кружницама. У равнинама (lA) и 
(IB) распада се та кружница у пар изотропних праваца, који се 

сијеку у точкама А, В, а према томе су и те точке кружне точке 

наше строфоидалне плохе Р. Видјели смо у точ. 1., да се пресјечне 
чуњосјечнице с равнинама правца 1 у три његове равнине, и то (IA), 
(lВ) и (/S), распадају у два правца, док у четвртој (lt) таква два 
правца падају скупа у правац t. У нашем специјалном случају су 
.до сада три споменута изотропна пара праваца она три пара, у 

мало прије наведене прве три равнине. _ 
Позната је чињеница, да је код строфоидале асимптота једнако 

удаљена од симетрале прамена кружница из којег та кривуља 

настаје, као и то, да се њен четвороструки фокус налази на њој. 

Одавле директно излази да је равнина а правца 1 и асимптота а 
асимптотска равнина наше плохе Р. Другим ријечима то значи, 

.да равнина а диоа дуж неизмјерно далеког правца -строфоидалну 
плоху Р. Неизмјерно далеки правац t плохе Р је према томе њен 
четверозначан правац, а то смо веЬ открили за _ правац t у коиач
ности на шюхама у точ. 1. Овим смо надаље открили и сва три 

МОГУћа реална правца на тој плохи. Ова чињеница, да строфо

идална плоха Р има у неизмјерности четверозначан правац, дуж 

којег ју тангира само равнина а, казује нам надаље то, да су сви 

равнински пресјеци плохе Р, који су успоредни с асимптотском 

равни но м а, такођер кружнице. Све овакве кружнице су чуњо-
• •• • 

СЈечнице, КОЈе пролазе СЈециштима апсолутне ЧУЊОСЈечнице и неиз· 
• 

МЈерно далеког четверозначног правца, као што смо у осталом и 

то већ видјели на реалним и коначним дијеловима аналогних плоха 

у точ. 1. Ова су два сјецишта на апсолутној чуњосјечници, као што 
знадемо, имагинарне неизмјерно далеке двоструке точке наше 

строфоидалне плохе Р. Будуhи да постоје четири тангенцијалне 

равнине плохе Р, које су успоредне с асимптотском равнином а, а 

.које ради симетрије тангирају ту плоху на симетралној строфоидали, 

излази, да плоха Р има даљње четири кружне точке у својој 

симетралној равнини. Ова су четири пара изотропних праваца 

наше строфоидалне плохе њени познати двозначни правци, који 

пролазе њеним имагинарним двоструким точкама, на њеном неиз-
• 

МЈерно далеком четверозначном правцу. . 
Све резултате наших досадашњих разматрања обухватит Ьемо 

-сада оваквим ставком: 
, 

а) Сшрофоидалне илохе 3. реда, које насШају као iiроизвод 
.свежња куrала двију Шочака А, В u снойа зрака неке Шочке S, које 
uролазе средишшима ших "уrала, симеШрuчна је обзиром на равнину 

(А, В, S), има асимiiшошсflY раВ1ШНУ и iiролазu аiiсолушно.м чуњо-
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.сјечницом, дуж l€oje ју тангира сшожац с врхом У ШОЧl€и S. У 

,сПмешралној равнини има та илоха седам I€ружних шочаl€а, у l€oje 
,се убрајају и ШОЧl€е А, В, S. 

Видјели смо сприједа, да све равнине точке S сијеку плоху 
:Р у строфоидалама, којима је точка S четвероструки фокус. Свака 
равнина точке S сијече неизмјерно далеку равнину апсолутне 

чуњосјечнице у једном правцу, а њу само у двије точке. Све 

.равни не овог неизмјерно далеког правца чине у коначности свезак 

.успоредних равнина. Пресјечне кривуље наше плохе с равнима 

оваквог свеска имат ће своје четвероструке фокус е на једној 

'зајеДНИЧКОј окомици, јер само таква пролази полом оног неизмјерно 

.далеког правца обзиром на апсолутну чуњосјечницу, а пресјечница 

је имагинарног пара тангенцијалних равнина плохе Р у тим сје

циштима на апсолутној чуњосјечници. Будући да у сваком оваквом 

свеску успоредних равнина једна пролази и точком 5, а та точка 
је већ у том случају четвероструки фокус, то за нашу плоху ври

једи и овај ставак: 

Ь) ЧешвеРОСШРУl€и ФОI€УС CBal€OГ paBHиHCI€OГ йресјеl€а строфо

uдалне Плохе Р налази се У 01€омишој иpojel€циjи ШОЧl€е S на шу 
уавнину. 

Из овога ставка одмах произлазе и ови даљњи ставци: 

с) Сијечемо ли сшрофоидалну алоху Р равнинама ltel€oг Правца, 

шад се чешвеРОСШРУl€и фОl€уси ових iiресјечних I€pиByљa налазе на 

I€ружници, l€oja пролази ШОЧI€ОМ S и сијече 01€омишо шај йравац у 

дијамешралној ШОЧl€и S. 
d) Све равнине сноПа равнина Hel€e По вољи одабраuе ШОЧl€е 

cиjel€Y сшрофоидалну iiлоху Р У I€pиByљaMa, којих се чешвеРОСШРУl€и 

ФОl€уси налазе на куг ли, l€oja Пролази врхом тог снойа и ШОЧI€ОМ S 
тal€o, да су ше двије ШОЧl€е дијамешралне на шој I€YГ ли. 

Наведени ставци изричу нам очиту аналогију строфоидалне 

плохе р с куглом. На темељу ових досадањих ставака можемо о 

-нашим строфоидалним плохама изрећи још и ове ставке: 

е) МеђУ Пресјечним I€pиByљaMa строфоидалне iiлохе Р с равни

.нама неког CBeCl€a iiаралелних равнина налазе се, осим оне I€рОЗ 

ШОЧI€У S, још двије сшрофоидале. МеђУ равнима Hel€OГ l€оначног 

дравца налазе се сшрофоидале У шри или једној шаl€вој равнини, 

·осим оне l€oja iiролази тОЧI€ОМ S. 
f) МеђУ равнинама Hel€e ио вољи одабране шочке налази их се 

001, l€oje сшрофоидалну iiлоху Р сијеку У сшрофоидалама, l€ojиx се 

четверостРУl€и ФОl€уси налазе на Hel€oj Просшорној циl€лиl€и 4. реда 
яа тој Плохи. 
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Последња два ставка произлазе директно. одатле, што сваки 

правац точке S сијече ту плоху у још двије точке, а свака круж
ница, која пролази точком S, сијече ју у још даљње три rочке. 
Надаље свака кугла продире овакву плоху 3. реда у просторној 
кривуљи 4. реда, јер обје већ имају заједничку апсолутну чуњо

сјечницу. 

Чуњосјечница С1 врхова свих стожаца унутар нашег свежња 
кугала је имагинарна кружница у симетралној равнини точака А. 

В. Будуhи да су пресјеци строфоидалне плохе Р, с равнинама 

успоредним с њеном асимптотском равнином, кружнице, може се 

на темељу ставка Ь) врло лако запазити, да ће свипресјеци рав

нина спојница АВ бити строфоидале, којих ће се четвероструки. 

фокуси налазити на кружници плохе Р која пролази точком S, а 
равнина јој је окомита на тој спој ници. 

Свака опhа дводјелна плоха 3. реда има три реална правца 

а осим равнине ових трију реалних праваца има она још дванаест 

реалних равнина које пролазе тим правцима (сваким по четири)~ 

а које дирају ту плоху (Cremona L. [1; стр. 214]). Ових дванаест 
равнина веЬ је пронађено код наших строфоидалних плоха ако се 

• • 
узме на знање, да два реална правца у неИЗМЈерности падаЈУ скупа~ 

а према томе и двије тангенцијалне равнине које њима пролазе. 

Другим ријечима, све четири тангенцијалне равнине плохе Р, успо

редне с асимптотском равнином, су двозначне. Видимо према томе. 

да је наша строфоидална плоха Р опhа плоха 3. реда v. врсте 
[2; § 2 стр. 17]. 

Поставимо ли неку куглу тако, да јој се средиш те налази 

у точки S, онда та кугла дира нашу плоху Р дуж апсолутне 

чуњосјечнице, јер дуж ње оба та тијела имају заједнички танге

цијалан стожац. Продор ове кугле с нашом плохом састоји се 

дакле из двоструке апсолутне чуњосјечнице и још једне реалне 

или имагинарне кружнице. Свака кугла средишта S продире нашу 
плоху у једној кружници, које равнина сијече ту плоху у још 

једном правцу. Будуhи да у коначности има та плоха само један 

реалан правац, и то 1, то је он ос тога прамена равнина. Видимо, 
дакле, да наша плоха може настати и као производ прамена равнина 

и прамена концентричних кугала. 

Одаберемо ли врх S снопа зрака негдје на сrюјници точака 

А, В, строфоидална плоха Р постат ће ротациона. Правац 1 отиhи 
ће у овом случају такођер у неизмјерност, дакле ће плоха Р 
имати неизмјерно далеки инфлексиони правац, а . сви пресјеци 

кроз точку S бит Ье усправне строфоиде. 
з. Претпоставимо сада, да точке А, В падну скупа у неку 

точку D. Производ оваквог свежња кугала са снопом зрака неке 

• 
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• 

точке S, пројективно придружени на сприједа описани начин, бит 
Ье строфоидална плоха с ДВОСТРУК9М точком У точки О. Равнина 
р пролази сада том точком, разумије се окомито на заједничку 

тангенту о свих кугала нашег свежња (o~oc свежња), а кружница 

<:1 овакве плохе у тој равнини распада се у пар изотропних пра

ваца точке D. 
Осим веЬ СПрИЈеда споменутих особина, имат Ье строфои

дална плоха Р оваквог облика још и неке друге, јер равнине 

свеска спојнице SD, као и равнине оси о свежња кугала, сијеку 
ту плоху у строфоидама. 

Знадемо из разматрања из точ. 2., да се четвероструки фокуса 
свих равнинских пресјека строфоидалних плоха налазе на окомитој 

пројекцији точке S на равнине тих пресјека. Одавле међутим 

излази, да Ье точком S пролазити свеза к равнина, које овакву 
плоху сијеку у строфоидама, т. ј. равнине спојнице SD, јер све 
равнине двоструке точке сијеку овакву строфоидалну плоху у 

циркуларним кривуљама рода нултога. Из сприједа изведеног 
излази, да Ье четвероструки фокуси свих оваквих пресјека бити 

на некој кугли, којој је дужина SD промјер. Поставимо ли правцем 
1 и двоструком точком D равнину, тад је та равнина окомита на 
спојници SD, а сијече наша плоху у правцу 1 и пару изотропних 
праваца. Наша, мало прије споменута, кугла дира ову равнину, 

дакле сијече плоху Р у кривуљи која се састоји из овога пара 

изотропних праваца, из апсолутне чуњосјечнице и још једне круж

нице. Све равнине заједничке тангенте о свих кугала нашег свежња 

можемо сматрати оним куглама тог свежња, које имају беско

начно дуги полумјер. Све точке плохе Р, које су на овим nку

глама«, леже на неизмјерно далеком правцу и некој кружници, 

која према ономе од прије пролази точком S и сијече заједничку 

тангенту свежња окомито у дијаметралној точки точке S. Ово у 
осталом вриједи за сва три облика плоха Р. На темељу досада

њих разматрања можемо особине строфоидалних плоха оваквог 

облика скупити у овакву ставку: 

Чешверосшрукu фокусu равнинских lipecjeKa сшрофоuдалне liлохе 
З. реда с ДВОСШруко.м. Шочко.м., којих равнине uролазе Шо.м. Шочко.м., 

леже на куг лu, којој је lipoMjep удаљаносш двосшруке шочке D до 
врха S и.м.агинарног шангенцuјалног сшошца ше liлохе дуж alico
лушне ЧУ1Ьосјечнuце. Унушар ових 002 цuркуларнuх кривуља З. реда 

рода нулшога uосшојu 001 сшрофоuда, које леже у равнина.м.а cliOJHuqe 

SD U у равнина.м.а оси о свеЖ1Ьа кугала UЗ којих ша liлоха насШаје. 
Пресјецu равнина.м.а liPBor свеска и.м.ају своје чешверосшруке фокусе 
у шочкu S; а lipecjequ равнина.м.а другога свеска и.м.ају ше .фокусе 
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на . кружници која liролази шочком S, а коју ос свеЖfbа кугала 
сuјече окомишо удијамешралној шочки шочке S. 

Позната је чињеница, да је свака уникурзална циркуларна кри

вуља 3. реда ножишна кривуља пара боле [7; стр. 25]. Строфоида 
је ножишна кривуља параболе, којој је фокус на спој ници четве
роструког фокуса и двоструке точке тако, да четвероструки 

фокус располавља удаљеност између фокуса те параболе и дво

струке точке строфоиде. Равна лица ове пара боле је успоредница 

с асимптотом строфоиде повучена њеном двоструком точком. 

Казали смо мало прије, да су пресјеци наше строфидалне 

плохе с равни нама оси о свежња кугала саме строфоиде, којих 

се четвероструки фокуси на кружници, која иде точком S и сијече 
ос о свежња кугала окомито у дијаметралној точки точке S. 
Поставимо сада точку F на спојници DS тако, да точка S распо
лавља дужину FD. Точком F поставимо сада другу кружницу, 

• • 
КОЈа споменуту ос о свежња кугала СИЈече исто као прва круж-. 

ница, која иде точком S. Свака равнина оси о сијече нашу стро

.фоидалну плоху у строфоиди, којој је сјециште с првом описаном 

кружницом њен четвероструки фокус, док је сјециште с другом 

кружницом фокус параболе, којој је пресјечна строфоида ножишна 

кривуља, за двоструку точку D као пол. Равналице тих парабола 
налазе се у равнини р двоструке точке D. Замислимо сада на 

свакој равнини оваквог пресјека кроз ос о постављене окомите 

равнине, које тангирају оне параболе у тим равнинама, којих су 

ножишне кривуље њихови пресјеци· с плохом Р. Све равнине 
овако постављене тангентама такве параболе чине неки парабо

личан ваљак, који ће бити једнак свим осталим таквим ваљцима 

јер су посве једнаке параболе из којих они настају. Те су пара

боле једнаке зато, што им је свима фокус од равналице једнако 

далеко. Јер сви ови усправни ваљци тангирају дуж својих тје

мених изводница исту равнину, а те тјемене изводнице пролазе 

једном точком окомито испод точке F (окомито обзиром на рав
нину р), ТО сви ови параболични ваљци оматају ротациони пара
болоид. Ос тога параболоида пролази точком F окомито на рав
нину р. У равнини р налазе се све равналице, а у точки F фокуси 
свих осних пресјека овог параболоида. На темељу ових разма

трања можемо овакву строФоидалну плоху 3. реда дефинирати и 
• 

на оваЈ начин: 

Сшрофоидална liлоха З. реда с двосшруком шочком је 1l0жишна 
liЛОха рошационог liараболоида, ако liол лежи у равнини раВllалица 

осних йресјека шога liара60лоида. 

• 
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На оваквој строфоидалној плохи 3. реда с двоструком точком. 
постоје само три кружне точке, опет у њеној симетралној равнини. 

4. Узмимо сада, да су точке А, В на оси о нашег свежња 

кугала имагинарне. Производ овог свежња кугала и снопа зрака 

точке S; пројективно придружених на сприједа описани начин, 

бит ће у овоме случају једнодјелна опhа плоха 3. реда. Ову плоху 
можемо замислити да је настала раздвајањем оне с двоструком 

точком, ако се она раскинула у двострукој точки У смислу једно

плошног хиперболоида [2; § 2]. Бу дуhи да из точке L, и неизмјерно 
далеке точке, можемо на симетралну кривуљу ове плохе поста

вити четири реалне тангенте, међу којима се налази и асимптота 

те кривуље, видимо да ће оваква строфоидална плоха ::3. реда 
имати само три кружне точке, у које се убраја и точка S. Тан
генцијалне равнине ове плохе, које пролазе точком S, оматају 

познати имагинаран тангенцијални стожац дуж апсолутне чуњо

сјечнице и реалан тангенцијални стожац дуж кружнице С1 ове 
плохе у равнини р. 

3надемо, да све равнине точке S сијеку ову плоху у стро
фоидалама, односно строфоидама. Поставимо ли точком S равнине, 
које тангирају кружницу С1 У равнини р, тад ове равнине не само 

тангирају ову плоху, него је и сијеку у строфоидама, јер ти 

пресјеци имају двоструку точку. Одавле излази ставак: 

Точко.м. S једнодјелне строфоидалне йлохе З. реда йролази оо t 
равнина, које о.м.атају стожац 2. реда, а сијеку ову йлоху у стро
фоида.м.а с чешверострукu.м. фокусо.м. у тој точки, док су и.м. дво

струке точке на једној кружници . 
• 

Повучемо ли код ове плохе аналогију с нашим разматрањима 

у точ. 1., видимо одмах, да њене двије тангенцијалне равнине 

правца 1 постају имагинарне, ради имагинарности точака А, В. 

Правци плохе у тим равнинама су према томе имагинарни правци 

друге врсте. Исто су тако имагинарне и двије тангенцијалне дво

зна чне равнине неизмјерно далеког четверозначног правца, у којима 
• 

се налазе даљњи имагинарни правци друге врсте на наШОЈ плохи, 

и то двозначни. Видимо, дакле, да је ова плоха у истини опhа 

плоха 3. реда с три реална правца, и то IV. врсте, т. ј. јеДН'Iдјелна. 

Строфоидална плоха овог облика, као и оне до сада споме

нуте, бит ће ротациона, ако точку S одаберемо на реалној спој
ници имагинарних точака А, В. 

5. На крају Ьемо обновити још једну чињеницу, изведену 

у овој радњи, која је у вези с разноликошhу облика опhих плоха 

3. pell.a. Код извођења свих облика таквих плоха полази F. Кlein 
од познате сЈпће плохе 3. реда с четири двоструке тачке. Раздва-

• 
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јањем тих плоха У двостуким точкама у смислу једноплошног 

и двоплошног хиперболоида, добива он свих пет врста опhих 

плоха 3. реда без сингуларитета, које се у главном разлик.Ују 

у броју и врсти њихових имагинарних праваца. Четврт а и пета 

врста тих плоха има само три реална правца, док су остали има

.гинарни прве или друге врсте. Плохе четврте врсте су једно

дјелне, а оне пете врсте су дводјелне. Видјели смо, да унутар 

ових двију врста има наших строфоидалних плоха. Ове наше 
плохе имају међутим двије имагинарне двоструке точке у неиз

мјерности, гдје им се налазе или два, или сва три реална правца, 

који су стегнути у један. Чињеница, коју смо овдје жељели ис

таhи је та, да међу опhим плоха ма 3. реда IV. и V. врсте има 
таквих, које имају пар имагинарних двоструких точака, јер се то 

на темељу Кlеiп-ових, а и осталих разматрања о опhим плоха ма 

3. реда, не може директно закључити. 
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LES SURF ACES STROPHOIDALES ОИ 3е ORDRE 

Par Vilko Nice 

L'auteur а etudie et trouve ип certain nombredeproprietees 
·<I.'une espece de surfaces du 3е ordre, qu'il арреI1е, а cause d'une 
certaine analogie ауес lа stropholde, surfaces stropholdales du 3е ordre. 
Les surfaces stropholdales du 2е ordre seraient des spheres. Les sur
faces stropholdales du troisieme ordresont de surfacesdu troisieme . 
ordre, passant par lа section conique absolue, .teI1es que leurs plans 
ta.ngents le long de la section conique absolue enveloppent ип сапе 
jmaginaire du second ordre. . . '. : . 

• • • • 
• • • - .' " .. , .' ~"', .. ,. 

• 
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ПРИЛОГ ТЕОРИЈИ GЕGЕNВАUЕR-ОВИХ ПОЛИНОМА 

с. АЉАНЧИЋ (Београд) 

1. GеgепЬаuеr-ови полиноми c~ (х) дефинисани су генера-
трисом 

1 оо 
----~ = ~ C~ (х) ћ", 
(1-2ћх+ћ2/ п=О 

(1) 

нли помоhу . 

C~(x)=(-I)11 (2v)n (1_x2)1/2-V _d_" [(1_x2)I1+Y-1/2], 
211 п! (V+ 1/2)11 dxn 

(2) 

• 
где Је 

(а),. = а(а+ 1) ... (а+n - 1). 

Кад је V=m+ 1/2, т цео позитиван број, они су уско пове

зани са Lеgепdrе-овим асоцираним функцијама прве врсте целих 

индекса, наиме, 

Р: (х) = ( - l)m (2 т)! (1 _ х2)т/2 С:+:,{2 (х), 
2m т! 

те садрже као специјалан случај (т = v - 1/2 = О) И Lеgепdrе-ове 

полиноме. 

Посматрани као функције од х, GеgепЬаuеr-ови полиноми 

задовољавају диференцијалну једначину хипергеометриског типа, 

те се могу изразити и коначним хипергеометриским редом 

г (2 v+n) 1 - х 
СУ (х) = F - п п + 2 V' v + 1/.,' --
п nlr(2v) , , ~'2 • (3) 

Овде ћемо, пре свега, показати да се c~ (cos Э), 0< э < я, 
може развити, према томе које вредности узима v, у један од 
следеhа два тригонометриска реда: 

C~(cos6) = 
1-У 

= 2r(2v+n) (2sin6)1-2 V i; ak v sin('n+2k+l)6, (4) 
[2 ( v) п! k=O (v + п + k) ап +k 

• 

0<6<я, v>O, v # 1, 2,3, ... 

Зборник радова - Математички институт 8 
• 
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• 

односно 

c~ (cos 6) = 

= 2 Г (2 v) i; 
f2(v) k=O 

аУ а2У k пн у sin[(n+2v+2k)6+(1/2-v)n], 
(v+n+k) апн 

(5) 

. 

0<6<,"" O<v<l. 

Коефицијенти a~ одређени су са 

• 
т. Ј. 

тако да је 

v _ 
ak -

• 

v(v+l) ... (v+k-l) 

kl 

(V)k r(v+k) 
= - = 

r(v)kl ' k! 

1 __ kv- 1 , k~ ОО, 

Г (v) 

1 k ---v , v~oo. 
Г (k+ 1) 

(6) 

(7) 

(8) 

Развици (4) и (5) своде се за v = 1/2 на класичан Неiпе-ов [1)1> 
Fourier-ов ред за Lеgепdrе-ове полиноме. 

Кад је v реално и п> О, коефицијенти ових тригонометри

ских редова показују. знатну правилност. Тако је низ коефи-

цијената 
I-v 

v ak Ck(n) =' v' :k=O, 1,2, ... 
(v+n+k) an+k 

(9) 

. 

тотално монотон за 0< v < 1. За s < v < s + 1, s цео позитиван 

број, првих s чланова низа (k=O, 1, ... , s-l) осцилују, али 

чланови низа од (s+ l)~oг па надаље имајУ сталан знак и обра-
• 

ЗУЈУ тотално монотон низ. 

Слично вреди и за низ коефицијената 
,- о· - V 2 
'"j,"'-i - _ V -

'd~(n)= ( ak:;+kv ., k=O, 1,2, ... 
v+n + апн 

(10) 

који се јавља у тригонометриском реду (5). И тада је за 0< v < 1 
низ d~(n), k=O, 1, ... тотално монотон, а за -(s+l)<v< -s, 
s цео позитиван број, такав је само његов остатак d~ (п), k = 2 s + 2, 
2s+3, ... 

1) Бројеви у угластим заградама односе се на литературу на крају чланка. 
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Ослањајуhи се на један општи став који је недавно доказао 

Ј. Карамата [2] (в. тачку 6), показвhемо како се из тригонометри
ских редова (4) и (5) може добити познати Stieltjes-ов уопштени 

асимптотски развитак за C~ (cos 9) 

2 1 

C~ (cos 9) = В ( ) }.; 
V, v+n Ј1=О 

cos [n6+(v+r) (6-1С/2)] 

(2 sin 9)У+ Ј1 

1 , (11 ) 
nl + 1- V 

униформно за 0< 8 < 9 < 1с - 8. Караматин став омогућује да се 
из тригонометриског реда који је Abel-збирљив и чији коефи

цијенти показују извесну правилност добије асимптотски развитак 

његове Abel-0ве суме. 

Из тригонометриског развитка (4) могу се извести и неке 

друге особине ОеgепЬаuеr-ових полинома C~ (cos 9), 0< v < 1. 
Тако, ако са 9т обележимо нуле од C~ (cos 9) које леже у раз
маку (0,тt/2), њихов положај је ту одређен са 

т = 1, 2, ... , п' ~ п + 1 . 
2 

(12) 

Нуле из размака (1(/2,1() су симетрично распоређене према 9 = '][/2. 
Из (4) или (5) можемо добити и неједначину 

r(v) r(v+n+1)IC~(cos 9)1 < G , (13) 
2 1-у r(2v+n) (sin6)v 

(О < 9 < '][, О < v < 1, п = 1, 2, ... ; G не зависи од п и 8), 

која претставља аналогон Stiе1tj~s-овој неједначини за Lеgепdrе-ове 

полиноме. 

Први од наведених резултата следи непосредно из једног 

општег Fejer-овог [3; стр. 23] става који се односи на нуле три

гонометриских редова Нејпе-ова типа са троструко монотоним 

коефицијентима. Други се, пак, може добити на аналоган начин 

као што је Fejer [3; стр. 52] из Нејпе-ова развитка за Lеgепdrе-ове 
полиноме извео Stie1tjes-ову неједначину. 

Тачка 2 садржи још неке особине ОеgепЬаuеr-ових полинома, 
а у тачки 3 изводимо један одређени интеграл који ће нам доцније 
бити потребан. У тачкама 4.1 и 4.2 долазимо до тригонометриских 
развитака (4) и (5) на два различита начина, једном директним 

развијањем у Fourier-ов ред, а други пут полазеhи од једног 

интеГр'алног облика за C~ (cos 6). О правилности коефицијената 

који се јављају у (4) и (5) реч је у тачки 5. У тачки 6 изводимо 
асимптотски развитак (11), а у тачки 7 неједначину (13). 

- - -" 
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2. Претходно наводимо неке особине 
нома. Користеhи (2), може се показати да 

+1 

GеgепЬаuеr-ових поли-
• 
Је . 

x k (1 - X 2)v-1/2 c~ (х) dx = О, k=O, 1, ... , п -1, (14) 

-1 

тј. ортогоналитет GеgепЬаuеr-ових полинома. 

Из (2) непосредно следи и симетрија 

C~(- х)=( _1)П C~(x). (15) 

Најзад, GеgепЬаuеr-ови полиноми· C~ (х), Х = cos Э, могу се 
приказати у облику косинусног полинома 

п 

c~ (COS Э) = L ak a~-k COS (п - 2 k) е . 
k=o 

Заиста, 

(1 - 2 h cos е + h2)-V = (1 - he - ЭZ)-V (1 _ hеэi)-V = 

те је према (1) 

= i; a~ e- ПЭi hn • i; a~ епэl hn = 
п=О n=О 

п ''5'; v v (п-2k)Эi ak an-k е 
k=O 

п 

c~ (cos Э) = L ak a~-k e(n-2k)ЭI, 
k=O 

што је еквивалентно са (16). 

(16) 

3. Да не бисмо доцније прекидали излагање, израчунаhемо 

овде интеграл 

1t 

. ". Ь" d" " . ь" r (а + 1) R { } > 1 (17) Slna <:Ј sш <:Ј Q ~ 2а sш 2 -----:----'----'--~--, а -. 
r а+Ь 1 r а-Ь+ 1 

2 + 2 О 

Полазимо од функције 

ZЬ-l (Z-l - Z)a 

И интегришемо дуж контуре која се састоји из отсечка реалне 

осе од - 1 до + 1 и полукруга у горњој полуравни z. Крити чне 
сингуларитете у z=O и Z= ± 1 обилазимо деловима кружиhа, тако 
да у унутрашњости контуре нема сингуларитета. Интеграл~ дуж 

тих кружиhа тежиhе нули са њиховим полупречником, уколико 
је R {а + 1} > О и R {Ь - а} > О. (Овог последњег услова ослобађамо 

• 
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се на крају аналитичким продужењем). Тако остаје само 

одакле 

• 
о 

о Ј 

1 о 

+i еЬеl ( -- 2 i siп О)а d О = О , 

о 

еЬеl siпа О d О = 

1 b1ri 
. Ь - а - е ~ slП л: 

2 а- 1 2 

1 b1ri Ь - -а 
= е 2 sin --л: 
2а 2 

о 

о 

] 

1 

Ь-а 
~-1 

Х 2 (1 - x)~ dx ~ 

brri Г Ь - а Г (а t- 1) 
л: 2 • Ь-а \ 2 = е s1П л: ___ ---:-__ 
2а 2 'а + Ь \ 

г· +1 
2 

л: Ь;' Г (а + 1) 
= е ----;----'---'-----~_:_--. 

2а Г а + Ь + 1 Г а - Ь + 1 
2 2 

Одавде добивамо, сем (17), и 

1r 
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. а tJ Ь () d () л: Ьл: Г (а + 1) 
sш '1 cos '1 '1 = cos Ь \ Ь ' 

2а 2 Г а + + 1 Г а - + 1 
R{a}>-l. 

о ,22 

4.1. Да бисмо добили тригонометриски ред (4), развиhемо 
функцију 

(t~(cosO)=(sin 0)2v-1 с; (cosО) 

У размаку (О, л:) у Fourier-ов синусни ред: 

(t~(cOSO)=b1sinO+ ... +bn sinnO+b ll + 1 sin(n+l)O+ ... 

Пре свега, примеhујемо да је 

Ь 1 =Ь2 = ..• =bn~ О. 
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Заиста, 
п: 

sin k Э . 
<t~ (cos Э). s1П Э dЭ = 

slП Э 

+1 
2 

(1 - x2 )v-'/2 C~ (х) Uk - 1 (х) dx = О =-

-1 

за k = 1,2, ... ,П, на основу (14), јер је U k-l ех) полином по х сте

пена k -1 < П. -
С друге стране, и за a::~(x) важи (15), тј. 

a::~ {cos (rc - Э)} = (. l)n a::~ (cos е) , 
• 

а како и sin т G има сличну симетрију, то је 

п: 

2 
a::~ (cos Э) sin т Э d G = О 

rc 
о 

кадгод су п и т оба парна или оба непарна. 

Према томе, a::~ (cos Э) мора имати синусниред облика 

со 

а::~(СОSЭ)=L~ksiп(п+2k+1)Э, 
k=O 

За коефицијенте ~k налазимо, према (16), 

2 
~k= a::~ (cos Э) sin (n+2k + 1) Э dЭ= 

rc 
О 

2 
rc 

О 

п: 

2 --
О 

п . 

(siпЭ)2v-l L a~a~_mcos(n-2m)e. siп(п+2k+l)ЭdЭ= 
т=О 

(sin G)2v-l 
1 п 

2 ~ aV aV siп(2п-2m+2k+l)Э kJ т n-nz 
nZ=О 

1 п 

+ 2 ~ О a~ a~_т sin (2m + 2 k + 1) Э d Э . 

Како су ове две последње суме једнаке, то је 

2 п 
~k= L aV aV (sin э)2V-1 sin (2 т +2 k+ l)Q dQ 

7t nz=О т л-т 

О 
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и, према (17), 

r(2v)~( l)Нm a~a~_т О 
(3k=22V-2т~о - r(v+k+m+l)r(v-k-m)' v>. 

За нас је од интереса понашање коефицијената (3k кад п ~ оо. 
Зато Ьемо, служеhи се једним Sааlsсhiitz-овим [5] резудтатом, 

f (-- ])m (п (Х)m (у + и + п -1 )m = . 

т=О ,т (х+и)m(У)m 

_ Г (у) Г (у - х + п) Г (х + и) Г (и + п) - , 
г (у - х) Г (у +n) Г (и) Г (х+и+n) 

(18) 

добивени израз за коефицијенте (3k дати у затвореном облику. 

~оводеhи овај претходно на облик леве стране у (18) 

(-1)n22 --2v r(2v)r(1-v+k) 
(3k= . 

r(v)r(1+v+k)r(l-v-n)n! 

. ± ( _ 1)m n( v)m (1 - V + k)m ~ v> О, 
m=О т (1+v+k)m(1-v-n)m ' 

налазимо коначно, примењујуhи (18), 

(3k= (-1)nr(2v)r(1-2v) r(1-v+k) r(v)r(k+n+l) _ 

22v - 2 [2(v)r(1- 2v-n)n! r(l-v)k! (v+k+n)r(v+k+n) 

r(2v+n) 

аl-" r(v) k-2v k -----'-----::-- ,-...., , ~ оо • 
(v+n+k)a~+k r(l-v) 

Одавде непосредно добијамо развитак (4). 
Развитак (5) извешhемо из (4), прво чисто формално, а затим 

Ьемо оправдати легитимитет изведених операција. У ту сврху на

писаhемо (4) у облику 
C~ (cos е) = (19) 

22 - 2" Г (2 v+n) 
= Ј 

P(v) п! 

'" 1-" ~ ak . (siп 8)1-2" е(n +1)е; ~ __ ---.:.:---'-__ e2ke1 , 

k=O (v+n+k)a~+k 
v>O,o<e<1C. 

Ако овде место (sin 8)1-2" уврстимо ред 

(sin е)1-2" = 22v - 1 e(1-2v) (11'/2- е)1 (1 _ e2ei) 1-2" = 

ао 

= 22v- 1 е(1-21') (:r/2- е)1 L a2V~1 e 2ket 

k=O k 

(20) 
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који конвергира за v < 1 и 0<8 <:!С, па изможимо оба реда; 
под знаком Ј {}, добиhемо , , 

, . 2 Г (2 v + п) оо k 

СУ ( S 8) Ј е [(n+2v)e+(lf2-v)n]i '" gk е2 ei , 
п со = Ру)пl f=o 

где је 
. , 

• 

Израз за g., можемо написати у облику 
(-l)k+lr(v)nl 

gk = -------'--~--_-'-.:.------- . 
sin 2v1t Г (2 v - 1) Г (v +п+ 1) Г(2 -2 v - k) kl 

. ~ т k (l-v)m (п+l}71 
. m~o(-l) т (v+n+l)m(2-2v-k)m' 

(21 ~ 

и ако на десну страну применимо Saalschiitz-OB сумациони образац: 
(18), налазимо после лаке трансформације 

v 'у 

Г (2 v) пl ak an+k 
g,= . 

r(2v+n) (v+n+k) a~+k 
Са овом вредношhу за gk (21) постаје 

2 Г (2 v) сх> v 2у 
C~ (cos8) = . Ј e[(I1+2v)eH1f2-V),,]i~ akan+k e2ket (22) 

P(v) ~=o(v+n+k) a~H ' 
што формално претставља тригонометриски развитак (5). При
меЬујемо да ред који овде фигурише под знаком Ј {} конвергира 
за v < 1 и 0<8 < i, јер је, према (8), 

v 2У 1 
ak an+k k2v-2 k 

( k) ~ Г (2 v) , --+ оо. v+n +a~H 

Према самом начину ИЗВОђења, релација (22) вреди само 
када је 0< v < 1 и 0< 8 <:!с. Јер једино уз та ограничења 

су редови (19) и (20), као и њихов производ (22), истовремено· 

конвергентни, па према трме и Допуштене изведене операције. 

4.2. Тригонометриске развитке (4) и (5) можемо добити и 
полазеhи од једног интегралног обрасца за C~ (cos 6) који прет
ставља уопштење Stie1tjes-овог интеграла за Lеgепdrе-ове полиноме: 

1 

• 

СУ ( О) 2 sin V1t 
п cos u =---

:те 

[(2v+n)e+(1/2 - v)n] 1 
е 

t2v +n- 1 dt 
(1 _ t)v (1 _ te2ei)V' (23) 

о 0< v < 1, 0< 8 <:!с. 
Овај образац добијамо из генератрисе (1). Према Chauchy-y 

Је, наиме, , 

v .,' 1 dh 
СП (cos е)= , , 

2:тei. h"+ 1 (h - eel)V (h - e-ely 
(К) 
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где контура (К) обухвата тачку h =0, а ИСl<ључује тачке h = е+ 61• 
Ако је изаберем о као што је показано на слици 1 и пуетимо да 
полупречник великог круга тежи бесконачности а малих нули, 

интегралу пе за О < v < 1 ДОПРИНОСИТ8 једино праволиниски 

делови контуре. ОН8, после лаке трансформације, дају (23). 
ТригономеТРИСК8 ред (5) доб8вамо из (23) ако под 8нтегралоlVL 

раЗВ8јемо (1 - te26i )-V у ред 8 интегришемо члан по члан. Тако 
налаЗ8МО 

1 
• t211 + n - 1 dt 

о 
t 

t211+n+k-1 (l-t)·v dt=, 

о 

"",i: akr(2v+n+k)r(1-v) e2k6i = 
k=o Г (v + п + k + 1) 

_r(1-v)r(2v)~ GX:a;v+k 2k6i ' 
- ~ е у 

r(v) k=o(v+n+k)a~+k 

8 ако ово уврстимо у (23) доб8вамо (5). 
Остаје једино да оправдамо ин-

1 оо 

верзију Ј 8 ~. У питању је само деаа 
о u 

околина тачке t = 1. Међутим, ред (К)' 
оо 

~ а}; e2k6i (~ 
t 

k=O 
И ту је униформно конвергентан за 

v < 1 и 0< 8 < 0 ~ " - 8, јер је 

Gk "-' 1 kV-l, k -t ОО. 
Г (v) Сл. 1 

ТР8гонометриски развитак (4) можемо сада извеСТ8 из (5)r 
на СЛ8чан начин као што смо у .4. 1 ю (4) добили (5). А то се у 
суштини своди да уместо од интегралног обрасца (23) за C~ (cos 8) 
пођемо од 

c~ (cos 0) = 2 siп v" Ј е(n+l)еl (1 _ е26Ј)2џ-1 
,,(2 siп 0)2V-1 

O<v<1, 0<8<". 
о 

] 

t2v + п-1 dt 
• 

5. у овој тачки испитаhемо правилност коефицијената ck(n) 
(9) и dk (п) (10) који се јављају у тригонометриским развицима 
(4) и (5). У ту сврху раставиhемо низ Ck (п) на два низа 

а1-Џ и 1 =Ь% (п), k= 0,1,2, ... , ~24) 
(v+n+k) a~""k 
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где смо за други, краткоће писања 
Према (7) можемо онда писати 

ради, увели нову ознаку. 

1 

1-у B(t-v+k,v) 1 
ak ~ =-------

r(v)r(1-v) r(v)r(1-v) 
. II 

(25) 

и 1 

(26) 

о 

На основу познатог Hausdorff-овог става, наиме, да се сваки то

тално .монотон низ ak, k = О, 1, . .. .може найиёати у облику 

uнтеграла .момената 
1 

ak = tk d а (t), k = О, 1, 2, ... , 

о 

г де функција а и) не ойада и ограничена је у О < t <. 1, видимо из 
(25) и (26) да ј е низ b~ (п), k = О, 1, 2, ... тотално монотон за v> О, 
а низ аl-У , k~O, 1,2, ... само кад јеО < v < 1, јер тада конвер
гира ју интеграли у (25) и (26) за свако k = О, 1,. " Међутим, ако 

је s < v < s+ 1, s цео позитиван број, првих s чланова овог 

последњег низа истина осцилују, али чланови од (s + 1)-ог па 

надаље имају сталан знак. То увиђамо ако експлицитно напишемо 

члан ове низа аl- У, k = О, 1,2, ... : 

1, (1-V)1 <О (l-V)2 >0 .,. (_1)5-1(1-:v)S.1>0 
11 '21 " (s -1)1 ' 

( _ 1)5 Р - v ~ > О, ( _ 1)5 ---,(:.....1_-_v,--)S-,--+-=-1 > О, .•. 
sl. (s+ 1)1 

Тотална монотонија низа а1-У , k = s, s+ 1, ... следи опет из (25). 
За О < v < 1 је, дакле, низ c~ (п), k ~ О, 1,. .. JIРОИЗВОД два 

тотално монотона низа, те се према (25) и (26) може написати у 
облику I 1 

Г (v) Г (1 - v) c~(n) = tk-" (1 - t)v-1 dt . '['Нп (1 - -r)v-l d-r=-= 

о о 

1 1 
• 

tk -v '['Нп (1 - t)v-1 (1 - ~)V-l dt d-r = 

о о 

1 1 

= dx 

. 
1 _ х у-1 

(1 - y)Y-l dy = 
у 

о 

1 

= xk da (х), (27) 

о 
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где смо ставили 

а(х)= \Jt('t")dt, (28) 
• 
о 

·са 
1 

t (х) = х- џ уп (у - х)џ-l (1- у)Џ- 1 dy. (29) 

" 
Лако је увидети да је t (х) > О за О < х < 1, јер ниједан од 

фактора који се јављају у интергранду није негативан за х < у < 1, 
и О < х < 1. Према (28), а (х) онда свакако не опада. С друге 
стране, ако је 0< v < 1, интеграл који фигурише у (29) ограничен 
је за О < х < 1, те је, према (28), и функција а (х) ограничена у 
О ~ х < 1. Према томе, а (х) задовољава услове Hausdorff-ова става, 
те је на основу (27) низ c~ (п), k = О, 1, 2. .. тотално монотон. 
Слично се закључује ако је s < v < s + 1 за низ c~ (п), k = s, s + 1, ... 

На сличан начин може се испитати и низ коефицијената 

d~(n) (10), растављајуtш га на низове 

k=O, 1, ... 

Лрема (7) је, наиме, 
1 

а~=В(v+k,1-v)= 1 tV+!.-1(1-t)-vdt (30) 
r(v)r(l-v) r(v)r(1-v) 

e~(n)=r(v)B(2v+n+k, 1-v)= 
r(~v)r(1-v) 

1 

= г (v) t'Jv + 11+ k-l (1 _ t)- V dt. 
r(2v)r(1-v)o 

(31) 

.Интеграл у (ЗО) конвергира за -k<v<1, а онај у t31) за 

n+k < 1 П . - < v . рема томе, ако Је 
2 

-(s+l) < v< - s, s= -1, 0,1, ... , 

биhе, на основу Haussdorff-ова става, низови a~, k = s + 1, s + 2, ... 
и e~(n), k-2s+2, 2s+3, ... тотално монотони. Слично као код 
низа c~(n), може се онда показати да ће за - (s + 1) < v < - s, 
.s= -1, 0,1, ... низ d~(n), k=2s+2, 2s+3, ... бити тотално 

• . монотон. 

• 
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6. У овој тачки извешhемо асимптотски развитак (11) слу
жеhи се једним ставом Ј. Карамате [2], који, прецизно формулисан. 

гласи овако: 

Нека је 

и нека коефицuјенти Ak и Bk (п) задовољавају ове услове: 

10. Низ Ak , k=O, 1, ... је тотално монотон. 

(32) 

20. Сваки члан низа Bk(n), k=O, 1, ... може се развити у 

асимuтотски ред облика 

Bk (п) = ± рр. (k) + о . 1 ,п ~ оо, (З3) 
р.=0 q!1 (п) ql (п) 

где низ функција qp. (п), ].'.=0, 1,. .. са п све брже тежи беско-

начности, 
_. 
ШЈ· 

qo (п) -< ql (п) -< q2 (п.) -< ... кад п -. ОО, 
а 

Рр. (k), 11,..:0, 1, ... , 1 

су иолиноми стеиена маНЈег од L. Број L је одређен тако да 
30. L-ilia диференција низа Bk (п) тежи монотоно нули, тј. од 

• 
извесног п Је 

t:1LBk(n»t:1LBk+l(n)-+О кад k-+oo.-

Под наведеним условима функција ОП (е) има асимитотски 

развuшак облика 

• 
где Је 

ОП (е) = ± Г]1 (е) + о 
]1=0 qp. (п) 

, п ~ ОО, 

, 
оо ' 

rp.(e)=lim:L AkPP.(k)rkek8i, 11"",0,1, ... ,1. 
r=lk=O 

(З4) 

(35) 

Да бисмо добили асимптотски ред (11) полазимо од триго
нометриских развитака (4) и (5). Први од њих написаhемо, кори

стеhи ознаку (24), у облику (32): 

f2 (v) п I . ----"--'--- (2 S1П e)2v-l C~ (cos е) = 
2 Г (2 v + п) 

где смо ставили 

оо 

= Ј е(Ч 1)8i :L al-v bHn)e2k8i 
k=O 

=Ј {е(П+ 1 )е; Sn (2 е) }, 

SI1 ~ О) = 't al-v b~ (п) ek8i • 

k=O 

(36} 
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Према томе, Довољно је развити Sn (О) у асимптотски ред кад 

п -+ оо да бисмо добили одговарајуhи за C~ (cos Э) 
Узмимо прво случај када је 0< v < 1. Тада Sn(Э) задово

љава услове које захтева Караматин став. Пре свега, коефицијенти 

а1- У и ЬНп) су тада тотално монотони и, према (8), 

ЬХ(п) ......... г(v)k-v , k..., оо. 

Значи услови 1 о и 30 су испуњени, и то овај последњи за свако 

L. Остаје још да покажемо да се ЬНп), k = О, 1,. .. може развити 
у асимптотски ред облика (33). Међутим, према (26) је 

I 

bk(n) ~ tn {1- (1 - t)}k (1 - t)v-l dt = 

Водеhи рачуна 

о 

k I 

~ 2; ( - 1)\1 k) tn-(1- t)v+\1-1 dt= 
\1=0 Р. о 

~ ± ( _ 1)\1 k) п 1 Г (v + р.) = 

\1=0 Р. r(v+n+f1+ 1) 
V 

=_1 ±(-1)\1 k а\1 n+У = 
a~ \1=0 р. (v + п +р.) ар. 

1 1 k ar 
=- --- + 

a~ v+ п 1 (v+n+ 1) ar+ n 

k 
+ 

,2 

о (8), 

а; 
----=----:с--;-- - . 
(v+n+2) а;+n 

• • • 

налазимо за ЬНп) 

bk(n) = 1 1_ 
a~ v + п 

k 

1 

аУ k а; 
I + --------;---с- _ •.• 

(v+n+1)ar+ n 2 (v+n+2)a;+n 

k\ ai ( 1 + (-1)1 ----,---+ О - = 
1 Ј (v+n+l) al'+n ,пl+ 1 

k ar k 
+ + 

1 (v+n+1)a~ п 2 

1 1 ---=--

k V 
+ ( _ 1)1 al 

1 (v+n+l) а[+n 
+0 

тј. асимптотски развитак облика (33) са 

PfL(k) = (-1)11 ;) a~, 

() ( ) 
v у+n......... 1 

ql1 п = v+n+p. аn а"" r(v)p.! 
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Према томе, пошто су СВИ услови става задовољени, Sn (6} 
Допушта асимптотски развитак облика (34), где је Г 1-1. (9), према. 

(35) и (6), 

Г (е) 1· ~ J-v (k) k k8i 
fL = lт ..t.J ak PfL r е =-= 

r=lk=O 

= (_1)fL a V Нт t k al-v rk ek8i = 
/-L Г= 1 k=O 1'-

/ (1-1.) (e8i) 
= ( _ 1)1-1. aV 

1-v e!-L8i = 
1-1. 1'-1 

= ( - 1»)1 a~ a~v (1- e6i )V-)1.1 e)18i. 

Са овом вредношhу за Г)1 (6) асимптотски ред за Sn (е) гласи 

1 1 aV QI-V е)18ј 1 
S,,(6)= V ~(-1»)1 )1 1'-) -+ . +0 , n-too .. 

ап )1=0 (v+n +}1 а; п (1 _ e61 )I'--v+ 1 nV+1 

Асимптотски развитак за C~ (cos 9) добивамо ако добивени 

развитак за Sn (9) уврстимо у (36): 

=2 Г (2 v+n) (2 sin е)1-2" Ј 
ГZ(v)n! 

C~ (cos 6) = 

+0 

av 1-11 
2r(2v+n) 1 )1 а" J{il'--v+1 e(n+v+)1)6i} 

= ~(-1)J1' +0 
ГZ(v)n! )1=0 (v+n+1'-)a;+n (2sine)V+)1 

--;n1-v +! . 

1 

n-too. 
Ако још ставимо 

(_1)fL Ј {i fL- v +1 e(n+ v+fL)6i}=J {i( - 1)1-1. и)-џ е(n+1-I.+V)8:} = 

=Ј {i e-<I-I.+v)"'i/2 e(n+l-I.+v)6i} = 

- cos [п 9 + (1'-+ v) (9 - ,,/2)], 
налазимо коначно 

. 

C~(cos 9) = 

1 v l-у 

~2r(2v+n) ~ al-l. a fL cos[n9+(1'-+v)(6-,,/2)J 

1 (v)Г(v+п)I-I.=О (v+n+1'-)a~+n (2sin6)v+1-I. 

1 +0 ,n-tcx;>, 
n1-v+ 1 

тј. асимптотски развитак (11). 
LLобивени асимптотски развитак вреди, засада, само када је 

0< v < 1, јер једино тада низ коефицијената аl-У , k-O, 1, ... 
задовољава услов о тоталној моноТонији. Међутим, није тешко-
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проширити резултат и на случај када је s < v < s+ 1, s цео пози
тиван број. Наиме, став Ј. Карамате уствари даје довољне услове 

"" за инверзију процеса Нт 'L и асимптотике (п -t оо). Према томе, 
г=1 k=O 

ако је s < п < s + 1, s цео позитиван број, довољно је тригоно-
s-l '" 

метриски ред за 511 (О) раставити на два дела, 'L и :L, па став 
k=O k=s 

применити на другу суму чији коефицијенти, према оном што је 

речено у тачки 5, задовољавају услове о монотонији. У првој~ 

коначној суми, инверзија је наравно дозвољена. 

На сличан начин можемо, полазеhи и од тригонометриског 

реда (5), доhи до асимптотског развитка (11). 

7. Неједначину (13)Ьемо извести полазеhи од једног од 

развитака (4) или (5), и служеhи се следеhом особнном биноми
налног реда коју је први открио Fejer [4]: 

Нека је О < Р <: 1 II 

1 
----лО +л1 и+ . .. +лп ll" + ... 
(1 - ll)P 

Тада је 
G I Ао + Л1 и + ... + 1.11 и" I < , 

1 1 -u1 Р 

(n=О, 1,2, ... ; I и I <: 1, и i- 1) 

где lCонСШанШа G зависи једино од р. 

• 

(37) 

Наиме, ако (5) напишемо, са ознаком из тачке 5, у облику 

с" (cos 8) = 2 Г (2 v) Ј ~ а" е" (п) е [(n+2 v+2 k) е+ (1/2 о. v).r} i , 
п "() ~ k k г- V k=O 

биhе 

I С" (С05 8) I ::;::: 2 Г (2 џ) 
п "'" P(v) 

z=е'2Эi. 

Ако на десну страну применимо Abel,oBY парцијалну 
и водимо рачуна о (6) (О < v < 1) и (37), налазимо 

• 
сумаЦИЈУ 

I CV (cos 8 I ::;::: 2 Г (2 џ) 
I п "'" Р(џ) 

f {еХ (п) - e~+I(n») {a~+ af z+ . .. + aXzk) . 

::;::: 2 Г (2 v) 

"'" P(v) 

k=o 

и због монотоније низа e~(n) 

IC~ (cos8) I <r(2v)eo1
'Jn) 1 

. 2о-1 Г (п) (sin 8)" 

што претставља неједначину (13). 
о 
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BEIТRAG ZUR THEORIE DER GEGENBAUERSCHEN POL YNOME 

S. Аlјапсјс 

Fiir die Gegenbauerschen Роlупоте c~ (х), х =cos е, die mit (1) 
.definiert sind, gelten zwei trigonometrische Reihen (4) und (5) mit (6). 
Deren КоеШziеl1tеп, (9) und (10), haben ејпе interessante Struktur. So, 
zum Beispiel, oszillieren fiir s < v < s + 1, s ganz, die ersten s Glieder 
der Koeffizientenfolge С; (п), k = 0,1, ... , wahrend der Rest der Folge 
.dasselbe Vorzeichen hat und totalmonoton ist. Von den trigonome
trischen Reihen (4) und (5) ausgehend, werden einige Eigenschaften der 
Oegenbauerschen Роlупоте bewiesen: 1.0 Auf Grund eines unlangst von 
Ј. Karamata [2Ј bewiesenen al1gemeinen Satzes iiber die asymptotische 
Entwicklung von Funktionen, die durch јт Abelschen Sinne sum
mierbare trigonometrische Reihen dargestellt sind, wird die bekannte 
asymtotische Entwicklng (11) fiir C~ (cos 6), п ~ оо bewiesen. 20 Оје 
Ungleichung (13), die ејп Analogol1 der StiеЩеssсhеп Abschatzung . 
filr die Legendreschen Роlупоте darstel1t, wird mittels einer Fejer
schen [5] Ul1g1eichung fiir die Binominalreihe bewiesen . 
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ЈЕДНО ПООПЋЕЊЕ ИНТЕГРАЛКОСИНУСА 
• 

ДАНИЛО БЈIАНУША (Загреб) 

1. У рјешењу задатка 8 Весник 1, 3 4, стр. 149 153, показао 
сам, да се функција 

која је тиме дефинирана за сваки р #= - (2п -+ 1), п = О, 1,2,3, ... , 
може изразити у облику интеграла 

хр Sp (х)= tp cos t dt + К, (2) 

где је К константа интеграције, и да је 

limxPSp(x)= тс за р<О и р::р-l, -3, -5, ... (3) 
X~.. 2Г(-р)соs РТС 

2 

Како за р < О интеграл (2) конвергира, кад горња граница 

тежи према неизмјерно, можемо га написати у облику 

хр Sp (х) = - tP cos t dt + К, (4) 

х 

гдје је интеграл очито конвергентан и стога тежи к нули за 

х-+ оо,те добивамо, према (3), да је 

тс 
К= . 

2Г ( - p)cos ртс 
. 2 

Дакле, према (1), за интеграл у (4) вриједи развој 
. . 

тс '" (- 1)У х2У + Р + 1 
tP cos t dt = - k . 

2 Г ( _ р) cos рл: у=О (2v)! (2v+p+ 1) 
2 

(5) 

ЗБОРIIИК радова - МаТОJllатички институт 9 
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За негативне лихе вриједности од р постаје константа К неизмјерна, 

а исто тако један члан реда потенција. Провест Ьемо за тај случај 

гранични пријелаз, кад р -t - (2n + 1). Ставимо 

р = - (2 п + 1 + 6), 
па добивамо 

оо 

cos t d t -1' - - lffi 
t2n + 1 1:=0 

(_1)П+1 1С (_1)П+1 
------~--~--~-----+~--~--

2Г(2n+1 +6)COS (1+6)1С (2n)!ех& 
2 

+ 
х 

• 

п-1 (_1)v+1 

+ ~o (2 v)! (2n - 2 v) х2П·- 2" 
оо ( _ 1)V X2v-2n 

+ ~ . 
"=п+1 (2 v)! (2v - 2n) 

Даље је 

Нт 
1:=0 (1+6)1C + 

2 Г (2n + 1 + 6) COS -'---"---
2 

( _ 1)п+ 1 

(2 п)! е хс 
= 

(1-1- 6)1С 
. (_1)П+1 1C(2n)! 6 xl:+2r(2n+1+e)cos 2 

= 11ffi -----'----'----- Нт . 
1:=0 Г(2n+1+е)хl: 1:=0 2(2n)!6cos (l+e):rt 

2 

1[' (2 n+ 1) 
-gx+ (2n)1 ' 

(_1)П+1 
= 

(2 п)! 

(6) 

-

што излази двократном примјеном l'Hospitalova правила. Но по
знато је, да вриједи [1; стр. 213)1). 

d Ig Г (п) = _ у + 1 + 1 + 1 + ... + 1 , 
dn 2 3 n-1 

гдје је у = 0,5772. " Eulerova (или Mascheroni· јева) константа. 

Излази стога 

[' (2 п + 1) ,... [' (2 п + 1) = d Ig Г (2 п + 1) = _ у + 1 + 1 + " . + 1 
(2n)! Г(2n+1) d(2n+1). 2 2n' 

тако да развој (6) гласи 

оо cos t ( - 1 )11 . 1 1 1 
--- d t ~ -- Ig х + у - 1 - - _. . . - + 
t2n + 1 (~n)1 23 2n 

х • 

-

(7) 
п-1 (_ l)џ+ 1 '" 

+ t;o (2 v)1 (2 п - 2v) х2п - ~v + "~ 
(_1)v+nx2v 

• 
(2v+2n)12v 

1) Први број У угластим загрмама односи се на литературу на крају чланка. 
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За п = О излази познати развој за интегралкосинус: 

'" cos t оо (- l)v x2v 
Ci(x) = - dt = 19x+y+~ ~--'---. 

t у=l 2v(2v)1 
х 

2. Још ћемо размотрити интеграл (5) за позитивне вриједности 
од р укључиво нуле. У .том случају је интеграл дивергентан, али 

је збројив. У аналогији с А-збројивим редовима [2; стр. 448] 
називат ћемо А -збројивим неки интеграл 

х 

f (t) d t (х ~ оо), 

а 
• 

ако ПОСТОЈИ 

Нт e- at f (t) dt, 
а=+О 

а 

а тада ћемо ставити 

A-lim f(t)dt=lim e-Cltf(t)dt, 
CI=+О 

(8) 

а а 

био интеграл с лијеве стране дивергентан или не. Познато је, да 

је релација (.8) исправна без "A-lim", ако је интеграл конвергентан, 
јер је испуњен захтјев перманенције за ту врсту збројивости [3; 
стр. 388]. 

Полазимо од релације [4; стр. 159] 

'" -ах Р _ Г (р + 1 
е х COS х dx - (0'2 + 1 )(Р-НI/2 COS 

1 
(p+1)arctg , 

о' 
О 

која у смислу дефиниције (8), кад O'~+o, даје 

А-Нт оо tp cos tdt= Г(р+ 1) cos (р+ 1):rc =--_:rc_--:rc ' 
О 2 2Г( -р) cosP~ 

2 

(9) 

. 

што очито вриједи за сваки р> - 1. Будуhи да за тај случај мо-

жемо очито интегралу у (2) дати границе од О до х, уз К = О, 
то излази даље 

х 

А-liт tPcostdt= tpcostdt+A-lim tPcostdt= 
О О 

• =хР Sp (х) +А-Нт (Р cos t dt , 

( 

• 
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дакле је, према (9), 

. А-Нт 
~ оо (_ l)v x2v + Р + 1 

(pcostdl=------ - ~ . 
2Г( - p)COS p~ v=o(2v)! (2v+p+l) 

2 
х 

-

(10) 

Како су с лијеве стране формуле (5) и (10) исте, то је са (10) 
добивена опћа формула, која вриједи за све реалне вриједности 

од р, јер за р < О интеграл конвергира већ у обичном смислу, а 

за р = - (2 п + 1) треба узети граничну вриједност израза (10), кад 
р -+ - (2 п + 1), а која је дана форму лом (7). (За цијеле позитивне 

вриједности од р или О треба узети први од израза (9), или 
пустити У другом изразу, т. ј. У (10), да р -+ о или к цијелом 

позитивном броју). 
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EINE VERALLGEMEINERUNG DES INTEGRALKOSINUS 
о. Б!апu§а 

Es wird die Formel (1 О) aufgestellt, die fiir аНе reellen Werte 
уоп р gi1t. Fiir р < О konvergiert das Integral im gеwбhпliсhеп Sinne, 
filr р = - (2 п + 1) ist der durch (7) gegebene Grenzwert zu пеЬтеп . 

• _ оо' • 

Fiir positive ganze Werte уоп р und fiir р,." о ist der erste Ausdruck 
in (9) zu beniitzen. Filr р = - 1 erhalt тап den bekannten Ausdruck 
fiir den Integralkosinus. 
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О КОНВЕРГЕНЦИЈИ ЈЕДНОГ НИЗА ПОЛИНОМА 

РАНКО БОЈАНИЋ (Београд) 

Нека је· 

p~(x, а)=х(1-х), 

" Рn+l (х, а)+арn(х, а)=О 

рn(0,а)=рn(1,а)=0, п=1,2, ... 

(1) 

Уопштавајуhи и пооштравајуhи Picard-ов став о егзистенцији 

решења граничног задатка 

у" = ј(х, у); у(0)-у(1) = О, 

В. Г. Авакумовиh [1)1) је доказао да је за I а I < n2 

"" 2 1 
~ рn (1/2, а) = - -1 , 
n=l а cosva/2 

(2) 

• 
а затим је на основу тога доказао да ред • 

"" ~ Рn (х, а) (3) 
n=l 

конвергира за свако х размака (О, 1) ако је О < а < л:2 •2) 

Авакумовиhев доказ обрасца (2) почива на принципу анали
тичког продужења. Према томе, остало је отворено питање да ли 

се образац (2) може доказати без употребе теорије функција 

комплексне променљиве, и да ли се конвергенција реда (3) може 
добити независно од тог обрасца. 

у овом члан ку доказаhу (2) елементарним путем. Штавише, 
из обрасца (6), који уствари претставља Fourier-ов ред по

линома Рn (х, а), непосредно следи да ред (3) униформно кон

вергира за 0< х < 1 и О < а < л:2 , тако да образац (2), уколико 

1) Бројеви у угластим заградама односе се на литературу на крају члан ка. 
2) у Авакумовиhевој расправи уместо Рn (х, а) јеJl.ноставности ради став

љено је Рn (х). Специјално, Рn (1/2, а) -mn (а) •. 
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се ради само о конвергенцији тог реда, није чак ни потребан. 

ОСИМ тога, из доказа се види да се овим поступком може 'добити 

Fоuгiеr-ов ред функција рn (х, а), дефинисаних обрасцима 

Р1(Х, а)=-=Н(х), 
11 

рn +1 (х, а)+(хрn (х, а)-О 

рn(О, а)=рn(l, а)=О, n-l,2, ... 

при чему се за функцију Н(х) претпоставља само да се може 

развити у Fourier-ов ред (образац (5». 
у суштини реалног доказа обрасца (2) лежи развијање језгра 

интегралне једначине, која одговара граничном задатку (1), у 
Fourier-ов ред (Mercer-ов став). 

Доказ. Диференцијалну једначину 
11 

Рn +1 (х, а)+арn (х, а) = О 

• 
заЈедно са граничним условима 

Рn (О, а) = Рn (1, а) ~O 
• 

можемо изразити овом интегралном Једначином 

х 1 

Pn+t(x,a)=a(l-x) tpn(t,a)dt+ax (l-t)pn(t,a)dt, 
о х 

односно 
1 

а 
Рn +1 (х, а) = - (х + t -1 х - t 1- 2 xt) Рn (t, а) dt. 

2 о 

Како је 

t 1 tl 2 t -4 ~ sin v,-cx sin v,-ct 
х+ - х - - х - kI ' 

v=l (V1t)2 

то је 
1 

Рn+1(Х' а)=2а 
оо 

pn(t, а) ~ 
v=l 

sin V1tX sin v,-ct 
(vл)2 dt. 

• 
о 

Међутим, ред 

f sin V1t х sin v,-c t 
v=l (v,,)2 

униформно конвергира, па се може интегрисати члан по члан. 

На тај начин добијамо 

~ sin v,-c х 
Рn+1 (х,а)=2а ~ ( )2 v=l V1t 

О 

1 

Рn (t, а) sin v,-c t dt. 
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Означимо са аn,у Fourier-ов коефицијент функције Рn (х, се), 
• 

ТЈ. ставимо 
1 

аn ,у=2 рn(t,се)siпv:лtdt . 
• 
о 

Тада је 
оо се 

Pn+l(X,ce)~~ ·2аn,уsiпv:лх. 
v=l (v:л) 

На основу познатог става о једнозначности Fourier-овог развитка 

функције Рn+l (х, се) добијамо да је 

се 
а - а n+l,У - (v:л)2 n,У' 

Одавде непосредно 
• 

следи да Је 

,1 2n-2 
V ce ) a1 ,v 

а =-- - . 
п, v :л V2n-2 

Према томе • 
Је 

. ,1 2'1-2 оо 

( ) ( 
v се ~ а1 , у • 

Рn х,се = ~ 2 9 S1ПV :ЛХ, 
:л v=l V n-~ 

при чему је 
1 

а1,у=2 Pl(t,ce)sinvntdt. 

у специјалном случају, кад је Pl(x,ce)~x(1-x), биhе 

4 
a1,v= (1 - cos v:л), 

(v:л)9 

па је, према (4), 
4Уа 2n 1 - cos v:л 

а п, v = -се-:л:л --v2::-n-c-+--::-1- • 

(4) 

(5) 

Ако је v=2k, онда је 1-соs2k:л=О, а ако је v=2k+1 онда 

је l-соs(2k+1):л=2. Према томе је 

8 Усе 2n 1 
аn , 2 ~ + 1 = ce1t:t (2 k +--'-1-:;) 2""n ..,.-+ 7"1 ' 

тако да је Fourier-ов ред функције Рn (х, се) коначно 
-

- 2 . 8 .. V се n~ sin (2k+ l):лх 
Рn(Х, се) = ~ (2 1)2 +1 • 

Како је 

t sin (2 k + 1) 1t Х 
k:=O (2 k + 1 )2n + 1 

cc:t:л k=O k + п 
(6) 
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• 
то Је 

. 8с 'Ја 2n 

Рn(Х, а) < ) , 
a.1t ,. 

па према томе ред (3) униформно конвергира за свако х размака 
(О, 1) ако је О < а < 'lt2 • 

Да бисмо најзад добили образац (2), довољно је да у (6) 
ставимо х-1/2. Тада је 

8 
Рn (1/2, а) = -

а,. 

-Уа 2n оо (-1)k 
,. I ~(2k + 1)2n +l' 

Како је [2; књ. 112 стр. 133] 

со ( _ l)k ( - 1 )n 

!(2k+1)2n+1= 2nl 

.. 2n+1 •• Е 

22n + 2 2n' 

где су Ем Еulеr-ови бројеви, то је 

2 (- 1)n 
Рn (1/2, а) = а 2nl 

'Ј-а-' 2n 

2 Е2'1 • 

Отуда следи 

односно 

"" . 2 со (_ 1)n 'Ј а 2n . 

~1 Рn (1/2, а) = а ~1 2nl 2 Е2n , 

(1) 2 (1) (_ 1)n 
~1 Рn (1/2, а) = а ~o 2nl 

'Ја 
2 

Коначно је [2; књ. 111 стр. 313] 

002 
~ Рn (1/2, а.) = ~ 
n=1 а 

1 
----==- -1 . 
cos 'Ја./2 
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О ЕГЗИСТЕНЦИЈИ РЕШЕЊА ЈЕДНЕ КЛАСЕ ИМПЛИЦИТНИХ 
ДИФЕРЕНЦИЈАЛНИХ ЈЕДНА ЧИНА ПРВОГ РЕДА 

РАНКО БОЈАНИЋ (Београд) 

1. Постоје углавном два различита поступка за испитивање 

егзистенције решења имплицитне диференцијалне једначине 

х' - f (t, х, х')=о. 
Један поступак заснива се на теорији имплицитних функција, а 

састоји се у томе да се испита под којим се претпоставкама о 

функцији f (t, х, х') претходна једначина може решити по х' [1; 
стр. 151-170)1>. Други поступак је онај који се употребљава кад 
се тражи не само егзистенција решења него и само решење; то 

је поступак сукцесивне апроксимације. Један став те врсте дао је 

F. А: Valentine [2]. Његов став гласи: 

Нека је у области (А, В, В') дефинисаној неједначинама 

I t - to I < А , I х - хо I <: В, I х' - Хо' I < В' 
функција f (t, х, х') неПреЈсидна и 

I f (t, х, х') I < М. 
Претuосmавимо да постоје Позитивне константе 8, L и К (К < 1), 
такве да је за свако t, х, х' области (А, В, В') 

- - --I f (t, х, х') - f (t, х, Х') I < L I х - х 1+ К I х' - х' I , (1) - - - -
I f (t, хо , Хо') - f ио, хо ' Хо') 1<8 < (1 - К) В' (2) 

• 
и да Је 

Хо' .~ f ио , хо , х о') . 

Тада постоји једно и само једно решеlbе Почетног задатка 

x'=f(t,x,x'); х (to)=xo, х' ио)==хо ' (3) 

дефинисано у размаку I t - to I < D, г де је 

D=шiп А, В , В'(1-К)-8 . (4) 
М LM 

То решеlbе може се добити .методом сукцесuвне апроксимацuје. 

1) Бројеви у угластим заградама односе се на литературу на крају чланка. 
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Овде Ьемо дати један други доказ овог става који може да 

послужи као илустрација једног општег поступка за свођење нели

неарних проблема на линеарне. Тај поступак може се применити 

код граничних задатака нелинеарних диференцијалних једначина 

другог реда [3; а, Ь], затим код нелинеарних интегралних једначина 
са позитивним језгром, као и код нелинеарних парцијалних дифе-

• • 
реНЦИЈалних Једначина елиптичког типа. 

2. До«аз. Сукцесивне апроксимације почетног задатка (3) 
дефинисане су обрасцем 

t 

хпи)=хо + /{t,Хп- 1 (t),Х'п_,(t)}dt, n=1,2,... (5) 
to 

Ј едноставности ради претпоставимо да је t> to• Доказаhемо прво 

да функције хп (t) и Хп' (t) припадају области (О, В, В') дефини-
• • 

сано] не]едначинама 

t - to < О, I х - хо 1< В , I х' - Хо' ! < В', 
при чему је D дато обрасцем (4). 

Функције х, (t) и х1' (t) припадају области (О, В, В') јер је 

t t 

!x1 (t)-xol= I(t,xo,xo')dt < 1/(t,xo,xo')!dt< 
I • 

to to 

< м (t- to) < МО < В, 
I х1' (t) - Хо' I = I 1 (t, хо ' Хо') - 1 ио, хо , Хо') I < е < В'. 

Претпоставимо да функције хп (t) И Хп' (t) припадају области 

(О, В, В'). Тада је 
t t 

1 хп + 1 (t) - Хо I = 1 (t, хп , Хп') dt < 1 1 (t, хп , Хп ') I dt < 
to to 

< M(t- to) < МО<В. 
Даље, на основу (1) и (2) је 

I х 'п +1 (t) - Хо' I = I / (t, хп , Хп') - 1 ио , хо , Хо') I < 

Ако је 

<: 1I (t, хп , Хп ') - ,(t,хо ,Хо')!+1 I(t, хо, Хо') - ,ио, ХО' Хо')! < 
< L I хп - ХО 1+ к I Хп' - Хо' I + 8. 

I х'П+1 (t) - Хо' I < I Хп (t) - Хо'l 
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за t - to < D, тада х'n+l (t) лежи У области (D, В, В'). Претпоставимо 
да постоји једно t у размаку t - to < D за које је 

I х'n+1 (t) - Хо' I > I xn'(t) - Хо'\· 
Тада је 

\ х 'п + 1 - Хо' I < L \ хn - хо 1+ к \ Хn ' - Хо' \ + 8 

< L I хn - хо I + к Ix'n +1 - Хо' 1+8, 
• 

ТЈ· 

I х' _ Х ' I < 8 + L \ хn - хо I < 8 + L М D ~ В'. 
n+Ј о l-К 1-К ~ 

Тиме смо потпуном индукцијом доказали да функције хn (t) и 
Хn' (t) дефинисане обрасцем (5) припадају области (D, В, В'). 

Остало је још да докажемо да хn (t) конвергира решењу 

почетног задатка (3). Како је 

и 

I х1' (t) - Хо' I < I t џ, хо , Хо') - t (to, хо , Хо') I < 2 М, 

то ставља јуhи 

Рl (t)~2 М (t - to) 

и 

добијамо да је 

I Х 1 (t) - хо и) I < Рl (t) 
и 

I Х l' (t) - Хо' (ђ 1< ql (t). 

Претпоставимо сада да је 

\ Х џ (t) - ХЏ-1 (t) I < Ру (t), 
v=1,2, ..• ,n. 

I х v' џ) - х' У-1 (t) I < q у (t) , 

Доказаhемо најпре да из (6) следи 
, 

I Хn + 1 (t) - хn (t) 1< Рn+l (t) 

I х'n+! (t):'" xn'(t) 1< qn+l (!) 

(6) 

(7) 

ако погодно дефинишемо функције Рn (t) И qn (t), а одатле непо
средно следи да неједначине (7) важе за свако п. 
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Како је на основу (1) и (6): 

t 

I ХП + 1 (t) - хп (t) I < I f (t, хп , Хп') - f (t, хп-1 , х'П-l) I dt< 
- -• to 

t • 

{L I хп - ХП-1 1+ к I Хп' - х' П-1 I } dt < 
to 

t 

< { L Р п (t) + к q п (t) } dt 
fo 

I х' п + 1 (t) - Хп ' (t) 1<1 f (t, Хп ' Хп') - f (t, хп-1 , х' П-1) I < 
< L I хп - ХП-1 I + к I х,/ - Х'П-1 1< 
< L рп (t) + К qn (t) , 

-

то да би из (6) следило (7) треба функције рп (t) И qn (!) да дефи-
нишемо тако да бу де 

t 

Pn+1(t)· {Lpn(t)+Kq,,(t)}dt 
• 
to 

qn + 1 (t) = L рп (/) -+ К qn (t) . 

Одавде видимо да су све функције РП (t) и qn (ђ позитивне, јер 

су функције РI (t) и ql (t) позитивне, и да је 

qn (t) = Рn' (t), 

тако да З8 функције РП (t) добијамо рекурентни образац 

Р1 (t) = 2 М (t - fo), 

t 

Pn+l(t)= {Lpn(t)+Kpn'(t)}dt. n=1.2 •... 
to • 

односно 

Р1 (t) =2 М (t - to). 
- ~- ' 

P'n+1(t)=Kpn'(t)+Lpn(t); pn(to)=O. n=1.2.... (8) 

Решење "ове једначине је полином п-тог степена 

и-I 

pn(t)=2bl ~ 
У=О 

n-1 (t-t)v+ 1 
LV кп-у-1- о о "о. 

V " (v+1)1 

оо _ - - -- - -- -- - -- - -
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Из 
11 

xn(t)~xo+~ {xv(t)-XV-1(t)} , 
1'=1 

11 

Хп' (t) =Хо' + ~ { хџ' (t) - X'V-1 (t) } , 
.. ,,=1 

видимо да је за доказ конвергенције функција хп (!) ИХп' (t) до
вољно да ДОК8жемо да конвергирају редови 

"" "" ~ Pv(t) и ~ Pv' (t), 
1'=1 ,"=1 

"" "" < ~ I Xv (t) - xV- 1 (1) I < ~ Р!' (!) "" ~ { х!' (t) - XV- 1 џ) } 
"=1 1'=1 ,"=1 

и 

"" "" "" ~ xv' (t) - х' v--1 (!) } < ~ I xv'(t)-X'V_1 (t) I < ~ pv'(t). 
"=1 1'=1 1'_1 

Ставимо 
11 11 

РП (t) = ~ Pv(t), Рп' (t) = ~ Pv' (t), п ~ 1, 2, ... (9) 
"аl 1'_1 

Доказаhемо прво да низови (9) конвергирају за довољно мало 

t - to• То непосредно следи из 

pn(t)~2M ~1 n-l С КП-v-1(t-tо)V+l:::;;;:: 
1'=0 v (v+ 1)1 """" 
11-1 П - 1 < 2М ~ L v Kn- v-

1 (t _ to)V + 1 "'" 

1'=0 V 

односно 

11-1 П - 1 
pn'(t)=2M ~ 

.=0 v 
11-1 П - 1 

<2M~ 
,"=~ v 

<2 М {L (t - to)+K }П-!, 

јер с обзиром да је L > О и О < К < 1, t - to можемо увек иза
брати тако мало да L (t - to) + К бу де мање од јединице. 

Сада можемо да покажемо да .низови (9) конвергирају за 
свако t. Сабирањем једначина (8) добијамо 

Р'П+1 (t) - Рl' (t) ~K Рп' (!) + L Рп (ђ; Рп ио) = о, 
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односно 

јер је Рl (t) = 2 М (t - to). За довољно мало t - to, 

биhе 
Нт Рn (t):ocP (t), Нт Рn' (~-P' (t), 

(10) 

t-t <l-К 
о L 

и кад у једначини (10) пустимо да п -t оо она постаје 

р' (t) - L Р (t) = 2 М; Р ио) = о . 
1-К 1-К 

Њено решење је 

р (t)= 2М 
L 

L 
1- К (t-to) 
е - 1 , 

па на основу принципа о аналитичком продужењу редови 

оо оо .L р v и) ок: р (t) и .L р v' (t) =-= р' (t) 
v=1 v=1 

• 

конвергирају за свако t ако је О < К < 1. Према томе, хn (t) И Хn' (t) 
конвергирају ка некој граничној функцији х (t) односно х' (ђ кад 

п -t оо. Лако се може показати да је х (t) решење постављеног 

задатка. На уобичајени начин види се да је оЈ30 решење једно

значно одређено почетним условима. 
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EIN EXISTENZSATZ OBER· DIE LOSUNGEN EINER KLASSE 
IMPLIZIТER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN ERSTER ORDNUNG 

Ranko Војапјс 

Unter Вепutzuпg einer· modifizierten Methode der schrittweisen 
Annaherungen (wie јп [3;Ь]) wird ејп Beweis eines Satzes des Непп 
Р. А. Valentine gegcben. 

• 
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ДОКАЗ ЈАКОБИЈЕВОГ ТЕОРЕМА О СФЕРНОЈ СЛИЦИ 
ГЛАВНИХ НОРМАЛА ЗАТВОРЕНЕ КРИВУЉЕ 

СТ Анка БИЛИНСКИ (Загреб) 

Нека је С затворена кривуља у П'ростору без сингуларних 

точака, а N нека је сферна слика њезиних главних нормала. Прет
постављамо да је и кривуља N без двоструких точака и да дијели 
јединичну куглу на два' једноставно-сувисла подручја П1 и П2 • 

Показат Ьемо, да тада оба ова подручја имају једнаку површину.l) 

Одаберимо у ту 

сврху на јединичној 

кугли сферне слике 

N било коју чврсту 
точку А 1 подручја П1 
као један (сјеверни) 

»пол" те кугле. Из

бор пола А 1 нека је 
само тиме ограничен, 

• 
да ДИЈаметрално су-

протнаточка,тј.дру

ги (јужни) пол А 2, 

припада подручју П2• 

(Није тешко разабра

ти, да је то уз горње 

претпоставке увијек 

могуЬе учинити). 
Нека је пол А 1 одре

ђен константним ра

дијвектором р. Нека 

.Ji, 

-р 
_-·-t·-r-----

• • 

ё 

\ 

Сл. 1 

--! ...... 

је надаље куглина плохаоријентирана. Кривуљу С Ьемо тада тако 

оријентирати, да је припадном оријентацијом кривуље N подручје 
Пt позитивно оријентирано. Обиђе ли точка Т једном цијелу кри-

~ . 

вуљу N У позитивном смислу, мањи од лукова А 1 Тглавног круга , 

1) С. О. Ј. ЈасоЫ, Gesammelte Werke, Bd Vll., р. 39. 
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кугле Ье при том једанпут позитивно описати цијелу површину 

подручја П1 • 

Ако је v висина калоте јединичне кугле, површина оног 
• 

сектора те калоте, КОјИ припада централном куту rp, износи v <р, 
па је према томе површина Рl подручја П1 једнака 

-
Нека је r=r(s) једнаџба кривуље С, а n=n(s) једнаџба 

кривуље N, гдје је s дуљина лука на кривуљи с. 

Ако је T(s) точка кривуље N одређена радијвектором п, бит 

h рхп . . т "'. 
е - јединични вектор, КОЈИ у точки одре.ЈУЈе позитивни 

I рх п I 
смјер географске паралеле. Тад је пројекција dl вектора dn у 

. ф . рхп d 
СМЈер геогра ске паралеле Једнака -. п. 

! рхп I 
Дакле је 

Надаље је 

• • 
ГДЈе Је 

dl=(p,n,dn), 
I рхп! 

р=lрхпј. 

Ради (3), (4) и (2) бит Ье дакле 

d 
(р, п, dn) 

rp - • 
(рхп)2 

Будуhи да је осим тога 

v=1-p.n, . , 

то према (5), (6), и (1) излази 

• 

1-р·п 
( )2 (р, п, dn). 
рхп 

• 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

ПОЛ А2 је одређен. радијвектором (- р). Будуhи да је по- . 
дручје П1 кривуљом N позитивно оријентирано, иста оријенrација, 
кривуље N прил.аје подручју П2 неrативну оријентацију .. Тако· 
добивамо за.поврщину Р2 подручја П2 израз . 

l+р·п 
Р2- . .' (р, п, dn). '. (8) 

с (рхп)2 

-
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Означимо ли. сада • 

(9) 
онда је према (7) и (8) 

р·п 
Ј= (p,n,dn). 

ё (рхп)2 
(10) 

Докажемо ли да је ВрИЈедност интеграла (10) једнака нули, 
бит ће ради (9) тиме и Јакобијев теорем доказан. 

Примјеном Frепеt-ових формула 

dt 

излази из (10) редом 

р·п 

(р х п)2 

-=хп 
ds ' 

dn 
-= -xt+'t'b, 
ds 

db 
-=-'t'n 
ds 

(р, П, - х t+'t'b) ds = 

-
• 
с 

=(p_._n~)_.~(p~._b_)~x_+_(~p_._n~)_.~(p __ .t~)T~~ 
(р х п)2 

= 
(р • Ь) d (р . t) - (р . t) d (р . Ь) 

[р Х (Ь Х t)]2 
• 

Будуhи да је рх(ьхt)-Ь . (р . t) -t . (р. Ь), можемо даље писати 

(р. b)d(p· t)-(p· t)d(p· Ь) 
(р . Ь)2 

-----~~~~~-------= 

1 + р. t 2 

р.Ь 

Ј= 

• 
па Је дакле 

Р t s,+L 
Ј = arc tg' , 

р . Ь s, 

d р. t 

_---"-р_. ~b_ , 
Р . t 2 

1+ 
Р . Ь, 

(11) 

тдје је Т1 (S1) било која точка кривуље С, а L дуљина лука цијеле 
те кривуље. Но L је онда период векторских функција t и Ь, а 

р . t 
ради тога и период функције . 

р·Ь 

Зборник радова - Математички институт 10 
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• 
Ипак не можемо одатле одмах закључити, да је вриједност 

. (11) интеграла Ј увијек једнака нули. Ради многознацности функ
ције arc tg постоји наиме могуЬност да је та вриједност једнака 

неком многократнику од ~. 

. Но овдје ћемо сада показати, да се након једног обиласка 

око цијеле кривуље С долази и опет до исте детерминације функ-

ције arc tg . Р • t, па ;IЏI према томе' Иllтеграл Ј доиста ишчезава. 
р·Ь . . 

Ако кривуља С не лежи у једној равнини, бит Ье и кривуља . ' . 
В, 1'. ј. њезина сферна слика бинормале, нека затворена сферна 

кривуља. Будуhу да сферна слика тангенте Т и сферна слика 

бинормале В нигдје не могу за исту вриједност параметра s сјеhи 
. Е· ф' p·t б 1. 

екватор ,НИГДЈе не може УНКЦИЈа ити неодре'Јена, 
. р·Ь 

а сваки пут, кад кривуља В пресијече екватор Е, пријеhи Ье 

arc tg р. t преко неизмјерности на сусједну детерминацију. Али 
р·Ь 

В је непрекидна затворена криву ља, па коликогод пута она лресије

цајуhи екватор прелази с једне куглине полутке на другу, толико 

се пута и враЬа натра'Г на вету полутку, док не стигне на почетну 

точку. Ради тога Ьемо се, пошавши од бил'о које детерминације 

функције arc tg -р. t , 'Након једног обиласка око цијеле кривуље 
р·Ь 

С при повратку на почетну точку увијек вратити с почетном 

детерминацијом. Зато је .у сваком сл.учају Ј=О и Јакобијев теорем 

тиме доказан. 

SUR UN THEOREME DE JACOВI 
Par Stanko Вiliпski 

Sans filirеiпtеrvепir ехрli-сitеmепt 1е theoremede Оаuss-Бопеtt, 
l'auteu!r dеmопtrе 1~ theoreme de ЈасоЫ, ,8. savoir que: 

l./image spherique de Ia normale principale d'une couibe fermee 
reguliere divise lа surface de lа sphere еп deux parties ega1es. 
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ГЕНЕРАЛИЗАUИЈА ПОЈМА ДАРБУОВА ВЕКТОРА 

И ЛАНКРЕОВА СТАВА ЗА РИМАНОВ ПРОСТОР 

ТАТОМИР п. АНЪЕЛИЋ 

У овом члан ку ћемо показати шта у Римановом простору V N 

од N димензија, чија је метрика одређена метричком формом: 

(1) 

која у општем случају може бити и индефинитна, одговара појму 

Дарбуовог вектора из диференцијалне геометрије тродимензионог 

Еуклидовог простора и како се уопштава тзв. Ланкреов став. 

Ово питање је у тесној вези са Френеовим обрасцима које 

је за Риманов простор позитивно дефинитне метрике генералисао 

Блашке (Blaschke) [1]. Данас је питање Френеових образаца за 

сваки Риманов простор произвољне метрике потпуно пречишhено 

и излаже се и у модерним уџбеницима као што то напр., чини 

Синџ (Synge) [2]. Стога, пре но што пређемо на решавање про
блема који смо поставили и који, уколико је нама познато, досад 

није решен, изнеhемо укратко и генерализацију Френеових обра

заца, јер се наше излагање неrюсреднона то надовезује а и што 

ћемо тако учинити само нашеизлагање јаснијим. 

Уочимо ради тога неку 'Криву С у Римановом простору V N 

И узмимо да његова метричка форма (1) може бити индефинитна, 
да одмах обухватимо нај0ПШТИји случај. Та крива С нека буде 

одређена једначинама 

х! = xi(s) 

r де је s лук криве мерен од одређене тачке. Тада је 

dx i 1 
-= t(1) 
ds 

јединични вектор(орll') тангенте те 'криве,ла ће бити 

t ·l t; t t { ац (Ј); (1) =' (1) i (1) = 81 

(2) 

(3) 

(4) 

10* 
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или 

( 4') 

где је 81 тзв. U1tДUllаШор смера тангенте и може бити + 1 или - 1 . 
. У случају позитивно дефинитне метрике биhе 8ј увек једнако + 1. 
Разумљиво је да је јединични вектор дефинисан у Римановом 

простору индефинитне метрике само за она померања из уочене 

тачке, кад је ds =1= о, тј. кад се не ради о нула померању. 

Апсолутним (Бјанкијевим) диференцирањем једначине (4) по 
луку s добиhемо 

i & t(1) 
tщ; &s =0, (5) 

• • 
што покаЗУЈе да Је 

M i 

вектор -& ~) управан на тангенти криве у уо-

• ченој тачки. Јединични вектор t(~) 
M i 

вектора & ~) зове се Јединични 

вектор прве нормале. Интезитет тог вектора, тј. 

& t(~) 
= ОХ1 &s 

зове се ирва цивина уочене криве С. Према томе биhе 

Ы\{) i 
О S = ОХ 1 t\2) 

и 

(6) 

(7) 

где је сад 82 индикатор прве нормале. Образац (6) је йрви Френеов 
образац у општем Римановом простору. 

Из једначине (7) апсолутним диференцирањем добијамо 

&t(i) 
t(2); &s =0, (8) 

M i 
вектор (2) 

&s 
одакле се види да је управан на првој нормали, а на 

њој је управан и орт тангенте t(~), тј. 

. .~ 
i 

t(1)i t(2) = О. (9) 

&t l 

Према томе вектор (2) може се ра , о s зложити У две компоненте: 

једну у правцу тангенте и другу у правцу управном на t(l) и t(~) 
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. . 

чији Ьемо орт обележити i 
са t(З) , тако да 

85 t(З) i t(~) = 1 . 

Ако интензитет компоненте вектора 

мо са ~, може се написати 

Ы(~) 
&s 

буде 

i 
У правцу t(З) 

(10) 

обележи· 

( [1) 

где је а: скалар који треба одредити. Множењем ове једначине 

са tЩј добиhемо на основу претпоставке о управности t(f) и t(~), 

а из (9) апсолутним диференцирањем с обзиром на (6) добијамо 

• 
одакле Је 

Кад се у (11) унесе ова вредност за а:, добиhе се други Френеов 

образац 

(12) 

Овде је t(~) јединични вектор друге нормале криве С, а х'.! је њена 
друга "ривина (која се у простору од три димензије зове и iilорзија), 

Ако овај поступак наставимо, па једначину (10) апсолутно 
диференцирамо по s, добиhемо 

• 

(13) 

дt i 
што показује да је. вектор -=-"(3,,,,1 управан на вектору t (3) ј, Знамо as 

. i i 
да је поред тога вектор t(~) нормалан на векторима t(l) и t(2), те се 
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вектор 

bli 
(3) може разложити у две компоненте: једну у правцу os 

вектора t(~) и другу У правцу нормалном на тродимензиони простор 
одређен векторима t(i) , t(~) и t(~), тј. може написати 

ot(~) 1 1 
О S = ХЗ t(4) + IН(2) , (14) 

• 
где Је 

1 • 1 
t(4) орт нормале на векторима t(~). t(2) задовољава 

услов 

(15) 

и зове се јединични вектор mреће нормале. Скалар ХЗ је mрећа 

крuвuна криве С, а ~ скала р који треба одредити. После мно

жења једначине (14) са t(2)1, а кад се узме у обзир да је по прет

поставци 

(16) 
добиhе се 

Да бисмо овде одредили 13, диференцираЬемо апсолутно једначину 

(16') 

па Ьемо, кад се узме у обзир (12) и да су сви вектори 1 1 
t(1), t(2) , 

- . 1 
t(~) и t(4) ортонормирани, добити. 

. 1 
О t(~) 1 О t(2)1 о t(2) . 

t(2)[ os -= -t(з) OS = -t(3)1 as = -Вз Х2 =В2 (3, 

одакле следи 

Уношењем ове вредности за 13 у једначини (14) добија се mрепu 
Френеов образац 

• (17) 

Ако се овај сад по својој структури јасан поступак кон

струисања ортонормираних вектора t(~) продужи, може се у општем 
случају за h-шu Френеов образац написати 

St(~) 1 {" (8) о s = Xh t(h+l) - Bh-l Bh ')(.h-l f(h-l) , 1 
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• 
при чему Је 

о за k:f:.l, 
(\9) 

за h = 1, 2, ... , N - 1. При томе је по договору 

. (2Q) 

Овде је 'Хћ h-Ша 1Сривина криве С, а 
1 . 

t(h) орт (h - l)-е нормале 

те криве. 

На крају ћемо I;ЩI,1Исатк и закључни Фр~џеQв. Q.бр~3.ац ~~ 

Риманов прщтор V N од N димеl;iзија. Њега је даКQ доБЦ1;И, !(,ад. 
се у (~&) стави h = N и уз~е у обзир (2Q). Ol;i гласи 

. .. 

(21) 

. 
у овом извођењу nретпостав../Џено је да су свих N - 1 крц-

вина различите од нуле и онда се може конструисати потпуно 

одређени N-едар ортонормираних вектора t(1)· ёlpиPOДHи N-едар 
криве С у Римановом простору V N' Ако је, међутим, ма која од 

кривина, напр. 'Хм (М < N), једнака нули, описани поступак ко Н

струисања ортонормираних вектора се прекида и N - М осталих 
јединичних вектора остају неодређени. 

Да пређемо на сам наш проблем, уочимо детерминанту t(k> 1. 
С обзиром на једначине (19) ова детерминанта је ортогонална, тј. 

(22) 

јер је систем ортонормираних ве\(тора t(~) локални Декартов пра
воугли N-едар. Једначине (19) изражавају услов да су вектори 

. '. 

колона (k и 1 су индекси колона) у тој детерминанти ортонорми-

рани. Међутим, у таквој детерминанти се t(k)i може сматрати као 

кофактор елемента t(~) у детерминанти I t<k) 1 подељен вредношhу 
саме те детерминанте (што уостаЛQ~ или не мења тај кофактор 

или мења само знак, према томе је ли њена вредност + 1 или - 1). 
Стога се увек може једначини (19) написати аналогна једначина 

за врсте у облику 

• • 
Вј за /><=Ј 

О за i:f:.i. 
(23) 
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Извод неког од ових ортонормираних вектора, напр. једи

ничног вектора /(h)j, у правцу другог неког од тих вектора, рецимо 

/(f) , биhе по дефиницији израз 

/(h)i, ј Ц) . 

Пројекција овако добијеног вектора са слободним индексом 

неки треhи јединични вектор нашег система, напр. /(1), даЬе 
ларну инваријанту 

• 
1 на 

ска-

(24) 

Ове скаларне инваријанте Y(hkl), одређене У вези са системом 

ортонормираних вектора t(~), зову се Ричијеви 1Соефицијенти рота
ције. Индекси h, k, 1 овде не означују тензорску природу, веЬ 

само означују редни број вектора који се појављују у изразу са 

десне стране у (24) и стога су стављени у заграду. При томе је, 

по договору, први индекс - индекс вектора чији се извод тражи, 

други је индекс вектора на који се пројицира, а треhи је индекс 

вектора у чијем се правцу одређује извод. 

Ричијеви коефицијенти образују систем скаларних инварија-
• • 

ната КОЈИ Је антисиметричан. у односу на прва два индекса, што 
• •• 
Је познато, ТЈ. увек Је 

у (hkl) = - у (kl1l) (25) 

и 

(26) 

Релација (24) која дефинишеРичијеве коефицијенте ротације 

може се, како је познато, написати и у облику 

(27) 

одакле се за 1 ~ 1 добија 

у (hk1) = f(i),j t(k}i t(i). (28) 

Како за апсолутно диференцирање увек вреди 

i . . 
l) t(h) = t i . dx} _ t ј . t i 
l) S (ћ),} ds - (ћ),} (1), (29) 

биhе 

(30) 
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За антисиметрични систем Ричијевих коефицијената ротације 

у (hk1), који је другог реда, увешhемо ознаку Whk, тј. ставиhемо 

(31) 

па ће бити · , 

(32) 

Овај антисиметрични систеМWhk зваhемо засад Дарбуов оиерат0Р. 

Поред антисиметричности систем Whk има још једну наро

читу особину. Наиме, из једначине' (30) се на основу једначина 

(18) добија 

а одатле на основу (19) проистиче да ће бити 

(33) 
• • .0 • 

Према томе, само оне координате Дарбуовог оператора Whk раз-

личите су од нуле чији се индекси разликују међусобно за једи

ницу, а све остале су једнаке нули. Матрица овог Дарбуовог 

оператора изгледаhе стога 

• 

о о 

о 

о 

о 

• • • 

• • • 

о 

о 

о 

о 

о 

о 

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 

о 

о 

о 

о 

о 

о 

о 

о 

• • • о 

(34) 

• 

Укупан' број координата које могу бити различите и од нуле 

и међу собом износи код Дарбуовог оператора у општем слу

чају N - 1. 
Занимљиво је приметити да кад је N непаран број (N = 2 р + 1, 

где је р позитиван цео број) вредност детерминанте I Whh I увек 
је једнака нули. За N паран број (N = 2р) њена вредност није 

негативна и једнака је производу квадрата кривина са непарним 

индексима, тј. у том случају ће бити 

• • 

• 
што Је лако проверити. 

2 
Х7р-l , (35) 



154 1'., П. А\lђ~лић 
------------~ .. ~.~.--.. ~.~ .. ~.~.--~ 

Назв.з:ли СМ.О,· зд први мах сиеtем: Whh оде,атором, јер су му 

елементи ')ч (ј = 1,2, ... , N ~ 1). а то СУ крив,ине криse С У посма,
траном Римановом простору. У нашем излагањусе претпоставља 

да су ове кривине различите од нуле, јер се остали случајеви 

лако изводе одатле. Кривине 'Хј су променљиве од таЧI<-е до тачке, 

оне су функције положаја, али су независне од избора коорди

натног система референције. Међутим, очигледно је да се овај 

систем вреДНОСТIi може схватити и као систем координата aHTI{' 

симеТРIiЧНОГ теююра, који је у свакој тачI<И I<риве С одређен из 

услова да су му координате у односуца ДQI<аЩiИ природ!!и N
едар референције бројно и по димензији једнаке кривинам.а уочен~ 

криве у тој тачки. У том смислу се Whk щ>же сматрати као анти

симетрични двоструки коваријантни тензор, који ћемо назвати 

Дарбуов Шензор придружен датој кривој С у Римановом простору 

VN од N димензија. 
у тродимензионом Еукли:довом простору (чија је метрика 

наравно позитивно дефинитна) наш се Дарбуов тензор своди на 

тензор трећег реда 

о 

о (36) 

о , , 

коме се на познати начин у том простору може координирати 

помоhу е-система релативни вектор 

• 
једначином 

d' 1 "k '= е1} Wjk' 
2 

(37) 

Кад се узме У обзир особlща (33) I<оординаrа. ДарБУЩIQГ тензора, 
увиђа се одмах да ће биrи 

(38) 

што се може написати и У об.1Ц:IКУ 

dl . 'Х.:1 t(~) + 'Х1 t(~) , (39) 
. _. ' 

• 

а ТО је познати Дарбуов Bel{TOp који увек лежи у реI<Тtlфщ~а-
• 

ЦИОНОЈ равни уочене тродимензчоне криве. 

Према томе, Дарбуов тензор Whk одговара у Римановом про

стору V N појму Дарбуовог BeI<TOpa из дифеР~ЦiUtfјалне. геомеТр . .,је 
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тродимензионог Еуклидовог простора. Дарбуов тензор је гецера

лизаи.ија појма Дарбуовог вектора. Међутим, из ових излагања 
је јасно да и у тродимензионом простору иза тзв. Дарбуовог 

вектора стоји антисиметрични тензор другог реда као и у оцштем 

случају ·ма ког броја димензија. CaMQ ШТQ се у ОПlllтем случају 
• 

овом не може координирати никакав вектор. 

Шта геометриски значе координате Дарбуовог тензора то 

смо видели, а сада ћемо показати и њихово КИЈ:Јеђotатичко тума

чење, јер Ричијеви коефицијеЈ:ЈТИ ротације имају своје кинематичко 

значење, одакле им име потиче. У том циљу уочимо на кривој 

С поред локалног система ортонормираних вектора t(l, и неки једи
нични вектор ~j (~j ~j = 1) који се· дуж криве С паралелно помера, 
тј. који дуж криве С задовољава услов 

(40) 

Косинус угла 6(К) између јединичног вектора е ; и ма ког од 

јединичних вектора система, напр. јединичног вектора t(b, биhе 
одређен обрасцем 

( 41) 

• Ако се одреди извод ове једначине у правцу криве, ТЈ. у правцу 
. i 
Јединичног вектора тангенте t(1) те криве, добиhе се с обзиром 

на услов (40) 

d(cos Э(Ю) . fi d8(K) (С· t ) t1 
ds = - S1П U(K) ds = .. ' (К), ј, (1) = 

Овај образац одређује промену на јединицу лука (одн. брзину 

промене, кад се узме s= t, где је t време) косинуса угла између 
два правца од којих се један помера паралелно дуж криве а 

други природно као орт једне од њених нормала. Ако још као 

почетни положај уочимо онај у коме се орт ;' поклапа са неким 
другим од ортова норма ла нашег система, напр. са tJf), биhе у 
том случају угао 6(кн) = 1(/2 и претходни израз своди се на 

d 6(кн) i ј 
- ds = t(Кj' ,Ј t(H) t(l) , 

тј. према (28) и (31) на 

d 6(кн) _ -
ds 

(42) 
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Према томе, координате Дарбуовог тензора претстављају промену 

угла у односу на лук криве (одн. брзину те промене) између 

правца t&) и правца t(h) кад се онај други паралелно помера дуж 
криве. Другим речима, координате (Ј)нк Дарбуовог тензора прет

стављају брзину ротације вектора t(kJ око криве при померању 
дуж криве у односу на паралелно померени вектор tJ{). 

Да бисмо показали у чему је генерализација Ланкреовог 
l . 

става, помножиhемо једначину (30) ортом t(k) и извршити саби-

рање по k, па Ьемо с обзиром на (23) и (31) моhи да напишемо 

(43) 

• 
одакле у општем случаЈУ следи 

(44) 

што је одмах јасно. Напр., за h = 2 (прва нормала) имамо 

2 

"'" «(ЈЈ91)2 + ((ЈЈ2s)2 = у.,; + x~ • 

Сад је лако увидети у чему може бити генерализација тзв. 

Ланкреовог сiПава. Наиме, у Еуклидовом тродимензионом простору, 

кад се са 1(. обележи i110i11ална кривина криве линије важи Ланкреов 

став у облику 

2 2 2 
у., = 1(.1 + 2 • (45) 

ОЧl'lгледно је онда да се са једног становишта, кад се узме у 

обзир да се једначина (45) У тродимензионом простору може 

изразити и у облику 

(46) 

једначина (44) може сматрати као генерализација Ланкреовог става 
за Риманов простор. Са тог гледишта је обичан Ланкреов став 

уствари скоро тривијалан специјални случај општег става (44). 
Међутим, јасно је да се сад на Ланкреов став може гледати 

• • 

и са другог становишта и да се он може сад и ДРУКЧИЈе тума-

чити. Ако се, наиме, узме да у.,2 обележава збир квадрата свих 

могуhих кривина дате криве (што је случај у тродимензионом 
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простору), тада би односни израз у Римановом простору VN гласио 

N-l 

х2 = L x~. (47) 
1=1 

Тај израз за ;<.2 може се у тродимензионом простору написати и 

помопу извода јединичних вектора у облику 

1 
;<.2=_ 

2 

I :! I 
6 t(l) + 6 t(2) 

6s 6s 

2 I Ы I 2 + (3) 

6s 
, (48) 

коме у Римановом простору V N одговара очигледно израз 

(49) 

Најзад, као генерализација израза (48) може се сматрати и 

1 'Ј; \6 t(k) 12 
N - 1 k=l\ 6 s I (50) 

који се своди на (48) за N = 3, али у општем случају није једнак х2• 
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VERALLOEMEINERUNO DES BEORIFFS DES DARBOUX'SCHEN 
VEKTORS FUR DEN RAUM VON RIEMANN 

Tatomir Angelitch 

Iп diesem Aufsatz wird gezeigt was in Riemanns Raum V N уоп 

N Dimensionen, dessen Metrik durch die im allgemeinen Раllе inde
finite quadratische Form 

ds2 =a 'dxi dxi 
'} 

(1) 

festgelegt ist, dem Begriff des Darboux'schen Vektors der DШеrепti
algeometrie des Euklidischen dreidimensionalen Raumes entspricht 
und wie fur den Riemannschen Raum der sogenannte Lancret'sche 
Satz yerallgemeinert werden kann. 

Der Verfasser knupft seine Ausfuhrungen ап eine Arbeit уоп 
W. В 1 а s с h k е (Frenets Formeln fur den Raum уоп Riemann. МаЉ. 
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Zeitschrijt 6, S. 94 -99, 1920) und zeigt, dass dem Begriff des Dar· 
boux'schen Vektors ein antisymmetrischer Tensor (J)hk N·ter Ordnung 
entspricht von der Form 

{(J)hk} ~ 

О 82 Х1 О О • • • О О 

- 82 Х1 О ва Х2 'о • • • О О 

О -82 Х2 О 64 Ха • • • О О 

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . 
О 

О 

О 

О 

О 

О 

о . . . 
о . . . 

(2) 

WO Xh die N - 1 Krummungen und 8h die Zeiger der Richtung der 
einzelnen Einheitsvektoren des lokalen naturlichen N-Beins der gege
benen Kurve sind. 

Zum Schluss weist der Verfasser auf verschiedene Мбgliсhkеitеп 
der Verallgemeinerung des Lancret'schen Satzes. 

, 

• 



• 

• 

• 

• 

НЕКА ПРОШИРЕЊА СТАВОВА О СРЕДЊОЈ ВРЕДНОСТИ . 
ВЛАДЕТ А ВУЧКОВИЋ (Београд) 

Карамата [I]1} је елементарним путем извео став о коначном 
прираштају за функције које имају прекидне изводе. Овде Ьемо 

извести аЮiЛогна проширења осталих диференцијалних и инте

гралних ставова о средњој вредности. 

1. Специјални случај поменутог става је следеhе уопштење 

Rolle-uвастава: 

СТав 1. Нека је f (х) непрекидна функција у затвореном раз
маку (а, Ь) и нека је f (а) = f (Ь) = О. А 1(0 за свако х отвореног раз-, , 
мака (а+О, Ь-О) постоји леви f-(x) и десни {+(х) извод функције 
f (х), тада ПQстоја најмање једnо ~ а из тог размакй и два Пози
шивна бро;а 

таква да је 
р>()., q>O, p+q=~ 

p,f~(~) +q,(Д)=О (1. 1) 

Помоkу овог става могуЬе је извести уобичајеним путем 

следеhа проширеЊl СаисЬу-ева "Става о средњој вредности и 

Тауlог-ове формуле. 

Став 2. Нека су функције f (х) и ср (х) неПрекидне у затво
реном размаку (а, Ь), при чему је ср (Ь) *' ср (а). Ако за свако х , 
ошвореНQГ ·оаз.ма"а (а +0, Ь - О) постоје леви 'и десни изводи f _( х) , , , , 
cp~(x) и f+{x,)" ч>+{х~ функција f (х) Uq>{X), ·и а1СОСУ у Шоме , , 
размаку ср-.:(х) ,и ср+{х) *' О и истог эноюа, .тада постоји најмање 

једно ~ из тога размакаи два броја 

р >O,q > (!) , р + q= 1 
так@ да је 

f (Ь) - Ha~ 
-= 

ср (Ь) - ч>{а) 

.pl'.r(~) +q ,f~(Ю , , 
.pq>+(~~ +q cp~(~) 

(1. 2) 

. 

Доказ '0ВОГ с:гаБа .,ц0бија ,се .кад "Се ,иа ,фунн;цију 

• 
Р(х) = [НЬ) - f(a)] [ср '(х) -СР'(а'] - [f(x) - '(а)] [ср ('6) -ср (а)] 

примени став 1. Слично се изводи и 

1) Бројеви у угластим заградама односе се иа литературу на крају чланка . 
• 
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Став 3. Нека је функција f (х) неирекидна у З(lтвореном раз
маку (а, Ь) и нека у том размаку има неирекидне изводе закључно са 

(п - 1 )-вим. Ако f (х) у свакој тачки х отвореног раз.мака (а + О, Ь - О) 

има леви и десни п-ти извод f{I1)(X) и t<~(x), тада И0стоје два броја 

р>О, q>O, p+q=1 

и једно -; раз.мака (а, Ь) тако да је за свако х тог раз.мака 

f (х) = '};1 (х - а)У f(V)(a) + R" 
v=o vl 

• 
где Је 

2. Да бисмо извели проширење интегрални х ставова о средњој 
вредности, увешhемо једну класу функција која обухвата непре

кидне функције и велики део прекидних функција. Проучавањем 

неких особина ове класе доhи Ьемо до ставова чијом Ьемо при

меном добити тражена проширења не само за функције ове класе 

веЬ и за све функције које имају дисконтинуитете прве врсте. 

Дефиниција. Функција f(x) дефинисана у затвореном размаку 
(а, Ь) i1риПада класи PS ако у свакој тачки тог размака, сем 

крај1Ьих, аостоје f (х + О) и f (х - О), ако И0стоје f (а + О) и f (Ь - О) и 
• 

ако Је или 

или 

{(х - О) < t(x) <:f(x +0) 

{(х -О) > {(х) > f(x+O) 
х € (а + О, Ь - О) . 

ири че.му су вредности функције у граничним тачка.ма а и Ь дате са 

f(a)~{(a+O), f(b)=f(b-O). 

Из ове дефиниције непосредно следи да су функције класе 

PS ограничене у датом интервалу, да је множина њихових тачака 
дисконтинуитета пребројива и да су оне R-интеграбилне и RS
интеграбилне у односу на сваку функцију ограничене варијације 

ако им се тачке дисконтинуитета не поклапају. 

Доказаhемо неке ставове о овим функцијама, од којих су 

прва два аналогони ставова о непрекидности и о највеЬој и нај

мањој вредности за непрекидне функције. 

Став 4. Ако функција t(x) Приi1ада класи PS и ако је [(а) < О 
а f (Ь) > О, онда у интервалу (а, Ь) постоји најма1Ье једна тачка ; 
тако да је 

или f (; - О) <: О < f (; + О), или {(~ - О) > О > f(~ + О) . 

• 
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Доказ. Како је f(a)=f(a+O) и f(b)=f(b-O), 

{(а+О) < О < {(b~ О). 

161 

• 
то Је 

Отуда следи да у размаку (а, Ь) постоје тачке Xi и Хћ, i, k~I,2, ... 
• • 

за КОЈе Је 

Од тачака Xi узеhу једну и означиhу је<:а а1 , а од тачака Xk 

таКОђе једну којуЬу означити са Ь1 • Тада је 
, 

f(a 1) < 0< {(Ь1 ), а1 < Ь1 • 

Ако је f (а1 +0) > О или t (Ь1 - О) < О став је доказан. Нека 
је зато 

Образоваhемо 

f (а1 +0) < 0< f (Ь1 - О) 

С1 = (а1 +Ь1 )/2. 
о О О 

(2.1 ) 

Или је а) {(с1»0; или је (3) f(c 1)<0; или је У)f(с1)=Ц. 
у случају у) став је доказан. У случају а) остаје алтернатива 
!(с1 -О»0. у случају (3) остаје алтернатива {(с1 +О)<0. -. : 

Ако наступа случај а), тада ~eMO на размак (аЈ , с1) приме~ 
о о 

нити сличан поступак дељења. 

у случају (3) поступак дељења примениhемо на размак (с1 , Ь1). 
Тако долазимо до низа бројева А п , Вп , п = Ј, 2, . .. који 

задовољавају неједначине 

уз то постоји једна тачка ~ којој низ Ап тежи са леве 

стране, а низ Вп са десне стране. 

Но из дефиниције функције f(x) по (2.2) је 
• ОО 

па граничним прелазом, због егзистенције леве и десне граничне 
о' о 

вредности' функције f (Х), из неједначина (2.3) следи ::. 
• о • 

~ли: .f(~ - О) < О < {(~ + О), . или f (~ - О) > О > f(~ + О) , 
• • 

јер t (А п) -+ f(~ - О), а f (8п ) -+ f (е + О)., што је и требало доказати. 

Став 5. Ако функција f (Х) йрийада класи PS, оида или f (Х,.... О) 
Ј1ли f (Х + О) достиже у размаку (а, Ь) највећу и најмаНЈУ вредност 
функције у том размаку. 

Зборник радова - Матекатички институт 11 

, 
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, 

Д о к а з. Да f (х) не може Достиhи у (а, Ь) своју најмању и 

највеЬу вредност а да их при томе не достигну или f (х - О) или 

Нх+О), следи из дефиниције класе PS. Наиме, или је 

МјП f(x-O)'< МјП Ј(х) < Мах {(х) <Мах {(х+О) ' 
a~x~b a~,~b a~x~b а~ж~Ь .. 

или • 

МјП Ј(х+О) <МјП Ј(х) <Мах Ј(х) < Мах f(x-O) 
а ~ ж ~ Ь а ~ х ~ Ь , а~ж ~ Ь ", а ~ ~ ~ /Ј " 

, , 

Преполовиhемо размак (а, Ь) у два: (а, с), . (С,Ь).Најмаље у 
једном од ових функција f (х) узима једну вредност f (х1 ) која 

није мања од ма које вредности функције f (х) у цел~м р~змаку 

(а, Ь). ИН'аче би сеу (а, Ь) нашле неке аПu.исе Х2 и ха да је" 

за свако· х из (а, с) . ' 

за свако х и,З (с, Ь) 

{(х) < f(x 2) , 

Ј(х) < f (Ха), 
, , , 

, ' , 

те једна од вредности f (х2) и, f (Ха) не би била мања ни од једне 
вр~дности функције f (х) у, размаКУ'Са, Ь): 

, , . " , ' .' ,-

, Итерацl:iјом , OBq~ \ поступ~~ следи да постоји разма'к (аn , Ьn) 
који лежи у размаку (а,Ь) тако да за H~Ke Х', из разма~а (аn , Ь1Ј) f (х') 
н"ЙЈ'ё;:i~ање од ма'КОЈе' вре)blости функ~ије Нх)' у разм~ку (а, Ь). 

, ~~'.-' , .... ",.. '-'" . ,. 
" , 

, АI<о,је,.Хо,.јеД.liаЈаЧ"'!i,.И~ р~зм,а~а(аЈЬ),Т~ у,: '" .. 
, •• о' L _. , , • '. 

, (ај , Ь1) постоји јед,.на ,тачка·,х~ Т,ако да је" {(хд·> f (хо), 

(а2 , Ь2) постоји једна тачка Х2 тако 'да Ј'е i !(Х2) > I (х1); ('2~ 4) 
'1" о" , ,-, '~. ,Г, _. 

, " о- ,', • t') '. " 
'.' • • • • • • • ' •• ј' ........ ('. ,", :.; • ~> ~ •. ; ,''.. • - " • • • • • .. .. .. .. 
. ". . . . .... ." 

- •.. . .- . - , 

Знамо да постоји Нт хn = ~" ' 
. ' 'ni=\dj.-· с- :"., 

, ',' "_ •. ' ... -Ј. 

Бројеви xv , v = 1,2;,. '.. чиnе ищ~ узлазни или силазни низ, или 
су такви да их и са леве и са' десне стране oд,.~ има бесконачно 

, . - ," . ,_ ',' I ' ,.,. . -: ,". 

много: 'Упоследњем, С.1IУЧајУ, они ~ојЙС.у, с леве стр"ане чине низ 
који такође конвергира 'ка ~~~a ИС'rо'\i они с дec'~e стране '6Д~. 

, . . ; 

У случају да бројеви ;(~ IIине'узлазни низ, ' 
, , 

" 

.. 
, 

, , 

а у случају да бројевихn чинеси:Лазни НИ::!, 
• 

" ' , " 
, . . . . . , " . ~ ~ ... " ,'.'. '-~'.'" , . 

, -, - . 

liтј(хн) = H~ -t О) """, . ' . , , '. .,', '":'.- .. ' 

Ii " ,.' ,- , ....... :.,~ .n" ,.~ ", • '''\',. ".rj.·,",.t.J 
.,',,- •• 1 .'_. _ '''''_'_,'' 

.. 
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.~ --~ •.. . .- . - --- _ ... 

а у случају да су бројеви Хџ распоређени и са леве и са десне 
стране од ~ (при чему их са o~e стране има бесконачна много), 
из низа Х џ изабраhу само оне Xmk који леже лево од ~ па ће 
за њих бити 

-
Нт f (xnk ) = f (~- О). 

За оне тачке ~mk које леже десно од ~ биhе 

Нт f(xmk ) = f(~ + О). 

у сваком од прва два случаја низ 

'(х1), '(х2), '(Хз)'," 

је узлазни, а у трећем случају низови 

- -
'(Хn1 ), '(Х n2 ), f(хnз ), ••• и '~ml)' '(хm2 ), '(Хmз )"" 

(2.5) 

који се добијају И3 (2.5) избацивањем ордината за хџ'ове који су 
десно од ~, односно који су лево од ~, такође су узлазни низови. 

'Отуд је по (2.5) ако хvчине узлазни или ~илазни низ 

Нт f (Х п) = f (~- О) > f (Хо) или Нт f (Х п) = f (~+O) > f (Х о) . 
. 

а у случају када су тачке Ху и. слева и с десна oд~, узеhемо 
засебно оне с лева и засебно оне с десна, па ће бити 

limf(xnk )= f (~- О» '(хо) и Нт f ~mk) = '(~+ О) > '(Хо) , 
што је и требало доказати. 

Применом овог поступка на функцију - f (Х) доказује 'се да 
H~ - О) или H~+O) узимају најмању вредност функције у (а, Ь). 

Последица. Ако функција f (Х) uриuада класи PS и ако је А 
неки број који задовољава услов 

. . . , 
. . -

Min f (Х) < А < ~ax '(Х), (2.6) 

онда у интервалу (а, Ь) uостоји бар једна тачка ~ тако да је 

или f(~-О)<А<f(~+О) или f(~-О»А>f(~+О). , 

Приметимо да број А који задовољава неједначине (2.6) 
може да се увек напише у облику . 

k,,=рf(~+О)+qf(;-О), р>О, q>O p+q=l (2.7) 

Став 6. Ако функције f (Х) . и g (х)' uрtiuадај~ класи PS, а 
функција g (Х) је или стално uозитивна или стално негативна у 
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• 

целом размаку (а, Ь), онда у размаку (а, Ь) иостоји једно ~ да је за 
сваки број А који заДОВОЈЬава неједначине 

Min ,(х) < А < Мах '(х) , а<,х<,Ь, (2.8) 
g(x) g(x) 

увек 

А- рf(~+О)+qf(~-О) , р>О, q>O, p+q=1. (2.9) 
Р g (~+ О) + q g (~ - О) 

Доказ овог става uснива се на следеhој леми: Ако су Р1 И qt 
два броја > О са особином Р1 + q1 = 1, а ако суа и а1 ма какви 
бројеви, а Ь и Ь1 или оба позитивна или оба негативна броја, онда 
постоје увек два броја р"> О и q> О са особином р + q = 1 која 

• 
задовољаваЈУ идентитет 

• 

. а а1 Р а + q а1 Р1 +q1 __ о • 

Ь Ь1 pb+qb1 

Доказ става 6.. На основу последице' ставова 4 и 5 је 

А _ f (~ + О) + H~ - О) 
-Р! g(~+O) qt g(~ _ О) , 

а<;е<;ь, Р1">0, .q1">0, Pl+Q1=1, 
• 

а по леми одавде следи 

А = ......:.p......:.f......:.( ~ __ +._o~) +_q.::.....of-'-(~_-_O-'-) , р "> О, 
Р g (~ + О) + q f (~ - О) 

. . 

3. Следеhи С1авови су уопштења ставова о средњој вред

ности за интеграле, формулисана за Stieltjes-ове интеграле. Из 

њих је лако добити одговарајуЬе ставове за Riеmапп-ове интеграле. 

Став 7. Ако је функција g (х) ограничене варијације у размаку 
(а, Ь) а f (х) Припада класи PS, ири чему им се тачке дисконтину
итета не ПоклаПају, онда иостоје два броја р >0, Q> О, Р + q = 1, 
и једно е из размака (а, Ь) тако да је 

ь 

f(x) dg (х) = {р f (~+ О) + q f(e-o)} {g(b) -Q (а)}. (3. 1) 
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Доказ се добија ако се на неједначину [2; стр. 72] 

Ь 

Min f(x){g(b)-g(a)}< f (х) d g (х) < Мах f(x) {g(b) - g(a)} 
а,::;;;л,::;;;Ь 

а 

а,::;;;х,::;;;ь 

примени последица ставова 4 и 5. 

Став 8. Нека су функције класе PS g (х) и h (х) ограничене 

варијације у размаку (а, Ь) и нека је 

h (х) - h (а) > О. 
Ако је функција f (х) иозитивна и uнтеграбилна у односу на обе 

функције g (х) и h (х) и ако она у том размаку не расте, тада йо
стоје два броја р'>О, q>O, p+q=l, и једно ~ из размака (а, Ь) 

тако да је 

ь 

f(x)dg(x) 

_а ____ = рg(е+О)+qg(~-О) -g(a) 

р h (~+ О) + q h (s - О) - h (а) Ь 
(3.2) 

f(x)dh(x) 
а 

Доказ се добија ако се на неједначине [2; стр. 79] 

ь 

f (х) dg(x) 

М· g(x)-g(a)_a - М g(x)-g(a) 
ш ""::::: Ь - ""::::: а х 

а.::;;; х'::;;; Ь h (х) - h (а) а.::;;; х.::;;; Ь h (х) - h (а) 
Нх) dh (х) 

• 

а 

примени став 6. 

Напоменнмо на крају да ставови 7 и 8 вреде не само за 
функције класе PS него и за све функције које имају тачке 

дисконтинуитета прве врсте. Наиме вредност интеграла се неве 

променити ако у тачкама дисконтинуитета функцији дамо ма коју 

вредност, па значи и ону која ве задовољити дефиницију класе PS. 

ЛИТЕРАТУРА 

[1] Ј. К а р а м а т а - О теореми о средњој вредности. Зборник МаПiе

.машичког uнсiiiuшуiiiа САН 1, стр. 119-124, 1951. 

[2] Ј. К а р а м а т а - Теорија и пракса Stieltjes-ова интеграi!а, Беvград 1949 . 
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QUELQUES EXTENSIONS DES THEORl~MES DE MOYENNE 

Par V. Vuckovic 

Еп supposant que les fonctions f (х) et ср (х) admettent leurs 
I I I I , 

derivees droites et gauches ,+(х), ср+(х), '- (х), ср_(х) que <{I- (х) et , 
<{I+ (х) ont le тете signe et sont #= О, оп demontre qu'il existent 
deux nombres р> О, q> О, Р + q = 1 et ип ~ dans l'intervalle consi
dere (а, Ь) tels que la fщmulе (1.2), qui generalise la formule Ыеп
соппие de Cauchy, ait lieu. 

Еп s'appuyant sur се resultaton etablit lа formule (1.3) pour 
le reste du developement de Taylor, lorsque la fonction Нх) admet 
ипе n-ieme derivee gauche е! droite. 

Pour les fonctions пе possedant que les points de disconti
nuites de premiere espece оп etablit, sous des conditions usuelles, 
des theoremes de тоуеппе exprimes qar les formules (3.1) et (3.2). 
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МЕЂУСОБНИ РАСПОРЕД И КОНСТРУКЦИЈА 

НУ ЛА ПОЛИНОМА ТРЕЋЕГ СТЕПЕНА 
И НУЛА ЊЕГОВОГ ИЗВОДНОГ ПОЛИНОМА 

ш. р АЉЕВИЋ (Сарајево) 

Веhи број аутора [1]1) доказао је ову теорему: 
Нуле функције 

р т· 

F(z) = ~ } 
/=1 Z - Zj 

жиже су криве р - 1 
У тачки Mjk којом је 

Специјално [1]: 

класе, која сваку од дужи (z), Zk) додирује 
• 

та дуж ПОДИЈељена у односу тј : mk. 

Нуле z' и z" функције· 
3 т. 

F(z) ... ~ } 
ј=1 Z - zJ 

жиже су конусног пријесека који дужи (Z1' Z2)' (Z2' zs), (zs, Zl) 
додирује у тачкама Ь1, Ь2' Ьз, којима су те дужи подијељене 

ресцективно у односу т1 : т2 , т2 : тз , тз : т 1 • . 

Из овога је Walsh [1] извео 1920 геометриску конструкцију 

'" . 3 1 нула z и z за случаЈ р = , т1 = т2 = тз = • 

На основи опште г става показао је Cesaro [2; стр. 352] да су 
I<оријени z' и z" једначине f' (z) = О, где је 

f(z) =(' - Z1) (z - Z2) (z ~ zs) 

жиже ели псе која стране троугла (Z1' Z2' zs) додирује у њиховим 
срединама. 

Показаhемо како се у случају полинома 

( 
2 . S 

Р z)~aO+a1z+a2z +asz (1) 

,И његовог изводног полинома 

P'(z) = а1 + 2 a2 z + 3asz2 (2) 

1) Бројеви у угластим заградама односе се на литературу на крају чланка. 
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непосредном геометриском интерпретацијом самог поступка рје

шавања једначине трећег степена може доли не само до Cesaro
ових резултата, вел и до извјесних других закључака из којих 

произлази врло једноставна геометриска конструкција: 

10 двију нула z' и z" изводног полинома (2), кад је познат 

међусобни распоред нула ZJ, Z2' Zs полинома (1) и 

20 двију нула полинома (1), кад је познат међусобни распоред 
његове треl1е нуле и нула z' и z" изводног полинома (2). 

1.2. -Уобичајени поступак рјешавања једнач'ине трелег степена 
- . • • • 

саСТОЈИ се у овом: СУПСТИТУЦИЈОМ 
• 

z=zo+t=zo - u - V, 
• 

где Је 
.' (3) 

.. . . 
рјешавање једначина 

једначина 

Р(z)~О"и P'(z)~O своди се на рјешавање 
. - - - . 

• 

односно на рјешавање система_ јед.начина 

1 
uv = - р. 

. 3 

. . 

• 

. ... . 

. (1') 

(2') 

(4) 

Одавде се добивају три раЗличита пара вриједности за U и V, којё 

задовољавају систем (4) 

2(j-l):t'i 

и;=ие З , , 
-2(ј..,-!) :t'i; . (5) 

vj=ve з , UjVj=UVj· j~I,2,3, 

и према томе, у општем- случају, три различите вриједности за t 
. . . 

3 

L tj = О, (6) 
ј=l 

којима су одређене три нуле полинома (1) 

z} = Zo + tj , ј = 1, 2, 3, (3') 

.. , .. - .. -'- . 
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Нуле полинома (2) одређене су онда релацијама 

t'= - t" = 
р 

- 3 =Vиv 
(7) 

Z'=Zo+ V иv, z"=zo - ~Иv. 

2. 1. Погледајмо шта значе релације (5), (6), (3') и (7) ако 

их интерпретирамо геометриски. 

Нека су гl' Z2' ZЗ три тачке комплексне равни, у којима се 
налазе истоимене нуле полинома (1), и које, у општем случају, 

образују један разностраничан троугао (Zl' Z2' z~). Тада је тачка 

гl +Z2 +ZS 
zo= 

3 

тежиште тога троугла, а оријентисане дужи 

tj=Zj-Zо, ј-l,2,3 

дијелови су тежишних линија 

од тежишта Zo до одговара
јуhих врхова троугла. 

И1 и v1> И2 И v2, ИЗ И vз 
• 

су, респективно, компоненте 

оријентисаних дужи - t1 , 

- t2 , - tз , те мОжемо узети 

да све оне имају заједничку Н2 
почетну тачку у тежишту 

.....-----..ЈlI, 

Zo. Ако крајње тачке тих 

компонената означимо, ре- l/ ~ ~ 
спективно, са И1 и Vu и2 и 
V2 , ИЗ И Vз тада из релације 
(5), произлази да· се ђ!чке 

Ир И2 • ИЗ налазе на једном Сл. 1. 

кругу и образују један, а да . 
се тачке V1J V2 , VЗ налазе на· другом кругу и образују други 

истостраничан троугао. 

Из релација (5) произлази такођер (V Иј v) = const.) да три угла 
• 

Иј Zo Vj , ј = 1, 2, 3 

имају заједничку симетралу. 

Из релација (7) произлази да се нуле z' и z" изводног поли
нома (2) налазе на заједничој симетрали углова Иј го Vj (ј = 1, 2, 3) 
и да су удаљене од тежишта ZO, једна са једне а друга са друге 

стране, за геометриску средину модула I И I и I v 1· 
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2.2. Да бисмо по ближе одредили компоненте иј и Vj (ј-l, 2, 3) 
претпоставимо да су стране троугла (Z1' Z2' Zs) оријентисане у 

, 

директном смислу и да су у истом смислу поредане тако да 

насупрот врху Zj лежи стране Ьј. У том случају су стране тро

угла (Z1' Z2' Zз) одређене релацијама 

ИЗ којих добијамо 

Ь1 =-=ZЗ - Z2= tз - t2~ (и1 - V t ) i 1/ 3 

Ь2 = Z1 - Zз = t1 - ts = (и2 - V2) i '/3 

Ьз -= Z2 - Zt =-= t2 - t1 = (из - VЗ ) i 1/3 

• 
1 

u'-v'-- Ь' ј-1 2 3 ) ) ,\/3) -". 

Како је међутим 

иј + Vj = - t: ' 
• 

то Је 

(8) 

( 8') 

ј= 1,2,3, (9) 

• 
што значи да се свака од компонената Щ и Vj, са СВОје стране, 

изражава као збир двију компонената. При томе СВI;iКИ пар (щ, Vj) 

ј = 1, 2, 3, има по' једну компоненту (--: tj /2) заједничку и иде н

тичну, са дијелом тежишне линије од тежишта Zo до. средине 'f,j 
одговарајуће странеЬј. Друге двије компоненте пара ,су једна 

другој супротне и нормалне на страну Ьј. Ду>Кине тих супротних 
• 

компонената могу се изразити релаЦИЈОМ 

1 ' Idjl= I Ьј jtg 30°, ј=1,2,3. 2 ' , . (10) 

Овим су положај и 

потпуно одређени. 

величина компонената иј и Vj (ј = 1,2,3) 
, , 

2. з. Претходни резултати могу се исказати са слиједеhа два 
планиметриска става, која су тим ре~ултатима доказана: 

Став 1. Ако стране макар којег дашог шроугла узмемо као 
дуже дијагонале ромбова и над сваком 'QД 1t1UX консшруuшемо ромб 
са углом на'врху !Х= 60°, шада »Ba1t1CKU" врхови тих ромбова обра
зују један, а »унутраш1t1и" врхови други исшостраничан Шроугао. 

Тежишше једног и другог исшосшраничног шроуг ла ПоклаПа се са 
тежишшем дашог шроуг ла. 
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Став 2. Парови иравих што сиајају тежишта датог троугла 
« - " са "вшьс/Сим и "унушраШ1Ьи.м. врхо.м. сваког од ро.м.бова одреljују 

Й0 један угао, та/Сав да се си.м.етрале сва три та/Со одреljена уг ла 

i10/Слаi1ају и своде на једну једину ираву. Правац те йраве је /Сарак

теристичан за обли/С датог троугла. 

Ставови 1 и 2 омогуnују врло једноставну геометриску 
конструкцију дужи иј и Vj као и конструкцију праве на којој се 

налазе нуле z' и z" полинома (2), чији тачан положај, послије 

овог, није тешко одредити конструктивним путем. 

Очигледно је да је за извођење конструкције довољно кон

струисати само један пар дужи (щ, vJ)' 
2.4. Напоменимо да ставови 1 и 2 вреде и онда, кад се 

врхови датог "троугла« налазе на једној правој или, друкчије 

речено: конструкција нула z' и z" полинома (2) остаје иста и онда 
кад се нуле полинома (1) налазе на једној правој. У том случају 

, ' 

су компоненте иј и Vj сваког пара (Иј, Vj) симетрично распоређене 

у односу на праву (Z1' Z2' zз), те су све тачке И1 , И2, И2, V1, V2, VЗ 
распоређене на јед-

ном истом кругу. 

Тачке z, и z" на-
• 

лазе се на преСЈеку 

тога круга и праве 

(Z1' Z2i zз). Није те-
, 

шко провјерити да 

се појеДfЩ од нула 

Z1' Z2' zз налази или у 

сваком од интервала 

(А С), '(zo, z"), (z", D), 

или У сваком од ин

тервала 

(С, Z') (z', zo), (DB), 

/ 
I 

/ 

/ 
I 

I 

о::.::- -- - - - -::: --.. ,,""'" ----\ ..",,"'" --.. 
~

"""==- -'t - - - --. 

Сп. 2 

гдје су ознаке интервала узете према слици 2 и гдје је 
оо • • 

(ZO' с),." (-zo-,--;D~) = (zo , z') -Y:f = r -УЗ, 

(zo' A)~(zo' В) = 2 г. 

3. Међусобним множењем релација (9) добивамо 

а одатле, _ 1 Ь.2 - 1 
. 12 Ј - 2 
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односно 

- 112 Ь/ = (z' - ~j) (z" - ~j) 
• 

± ~_Ьј=V(Z'-~ј)(Z"-~ј), ј=1,2,3. 
2 3 

(11) 
или 

одакле слиједе: 

Став 3. Симетрала cвalle стране троугла (Z1' Z2, zs) UОllлаuа 
се са симетралом уг ла чији се врх налази на средини те стране, 

а чији llpa1l0BU uролазе llрОЗ тачке z' и z", у llojUMa се налазе 

истоимене нуле uолинома (2). 

Став 4. Половина дужине llpahe дијагонале ромба, констру
исаног над страном ЬЈ , ј = 1, 2, 3, једнаllа је reoMempUClloj средини 

дужина оних двију дужи lloje сиајају средину ~j те стране са 

таЧllама z' и z". 

Ставови 3 и 4 омогуЬују врло једноставну геометриску 

конструкцију тачака Иј и Vj , а тиме и конструкцију стране Ьј , 

кад је познат ~еђусобни распоред тачака z', z" и оДговарајуЬе 

тачке ~j или, друкчије речено: на основу ставова 3 и 4 могуЬе 

је увијек једноставном геометрискuм конструкцијом одредити 

положај двију од нула zp zz, Zs полинома (1). ако је познат 

положај једне од њих и положај нула z' и z" полинома (2). 

4. Бу дуhи да се може писати 

z' - ~J =-~ tj + 'УИј VJ = - + (щ +ђ - 2Vщ Vj) = - .~ (VUj~ VV;)2, 

1 . - 1 1,г -
Z"-~j= 2 tj-VUjVј=-2'(Щ+Vј+2VщvЈ= - 2 (v UJ-VVј)2, 

• 
то Је 

I z' - Сј I + I z" - ~j I = I и ј I + I Vj 1= const. 
ј=1,2,3. 

(12) 

Релација (12) заједно са ставом 3 доводи до Cezaro-овог резул

тата исказаног у 1. 1. 
ЛИТЕРАТУРА 

(1] М. М а r d е п - The Geometry 01 Ље zeros of роlупоmјаl Iп а соmрјех 
variable, New York 1949. 

[2] С е z а r о - Elementares Lehrbuch der algebraischen Analysis, Leipzig 
1904. 

REP ARTIТION ЕТ CONSТRUCТIONIJES ZEROS 
D'UN POL YNOME DU TROISIEME ORDRE ЕТ ОЕ SA DERIVEE 

Рас S. Raljevic 

L'auteur deduit de l'interpretation geometrique du procede' de 
resoJution de J'equation еп question Ја repartition et lа construction 
de ses zeros. 

, 
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ПРЕЦИЗНОСТ СТАНДАРДНЕ ДЕВИЈАЦИЈЕ 

КОДМАКАКВОГ РАСПОРЕДА 

БРАНИСЛАВ ИВАНОВИЋ (Београд) 

Проф. Кашанин у својој расправи »Le coefficient d'approxima
t оп тоуеппе et Је coefficient de correlation »1) напоменуо је на 

стр. 74 да је израчунавање помоhу стандардне девијације <12 у 
, .:;' ј ,; 

оliшmе.м случају неприцизније него помоhу <121' за k> 1. 
Овде Ьемо показати да заиста можемо у извесним случај е;. 

вима добити помоЬу стандардне девијације веЬу прецизност него 

помоhу <12 k (k> 1). 

1 

Нека су ар (v = 1,2, ... ,п) реални бројеви међу којима може 
бити и једнаких, али нису сви једнаки. Узмимо аритметичку сре-

1 п 
дину а = ~ ар и образујмо разлику 

п р=1 

Ставимо 

2k,-=-__ 
1 п 
_~ a2k 

п v=l v 

где је k цео број. За k= 1 имамо стандардну девијацију 

_1 ~ а2 
п ~ р. 

v=l 

• Како смо претпоставили да нису 

<12 k > О за свако k. 
сви ар нуле, то Је сигурно 

Доказаhемо прво ову теорему: 

1) РuЫ. de Ј' lnst. math. de Ј' Acad. serbe, t. 1. стр. 71-87. 1947. 
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тј. 

Теорема 1. 

Б. Ивановиh 

Стандардна девијација је доња граница низа 

2k :-::------

«12 k = 1 ~ a 2k 
П k v ' 

v=1 

(k~1,2, .. . ), 

112 = МјП «12 k' 

l~k<сж> 

Доказ. Имамо 

п 'l/2k 
k-'-1 ~ 2k 

П ~av 
v=1 

• 
п k 

La~ 
v=l 

Овај Ье израз бити веЬи од јединице ако је поткорена вред

ност веЬа од' јединице, За k~ 1 поткорена вредност једнака је 
јединици; показаhемо да Ье за k=2 бити веЬа од јединице. У 

том циљу писаhемо 

, 

, -

(vtl')' 

, _. , 

Како изрази 
, ' , . 

-
п п 

(п - 1) ~ а: и 2 ~ a~ a~ , 
v=1 v=I, )1=1 

(vtp.), 

имају исти број чланова и претстављају симетричне функције и 

како је увек 

п п 

(п -1) ~ ~ 
v=1 

те је 
п 

n~ at 
v.-=1 > 1 

n- 2 , 

~ a~ 
v=1 

• 

ТЈ· 

• 
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Ако сада претпоставимо да неједнакост (12К: (12 > 1 вреди 
за неко k, тј. да је 

п 

n~-1 ~ CJ.~k 
У==1 1 --------:-- > , 

п k 

~CJ.~ 
у=1 

доказаhемо да ће та неједначина вредети и за k + 1, тј. да је и 

(1) 

Овај израз можемо написати у облику 

п СЈ.2 

nk-1 ~ СЈ.2К v 
v .. (12 

у=1 2 

~ -( -~--2--:k---'1c--~-n-2 = ---. -~-CJ.-2--:K---=-- • 

kJ СЈ. у ' kJ СЈ.у kJ v 
у=1 П у=1 у=l 

п 

nk-I ~ СЈ.2К СЈ.2 
у=1 у у 

Да бисмо, дакле, доказали (1), довољно је показати да се 
п 

збир ~ CJ.~k неЬе смањити ако му сваки члан респективно помно-
у=1 

жимо са CJ.~ / (1~, тј. показати да је разлика 
п СЈ.2 
~ CJ.2k у 
kJ у ,.2 
у==1 u 2 

(2) 

Ако из израза на' ле~ој, страни извучемо 
п -1 

~ CJ.~ , добиhемо 
у=1 

1 п п п 

-п--' П ~ CJ.~H2 - ~ CJ.~ ~ CJ.;k 
~ СЈ.; у=1 у==1 у==l, 

у==1 

-, 'о 

1 
=---

п 

~ СЈ.; 
у=l 

1 . ' 

--::--
П 

~ CJ.~ 
у=l 

о 
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п П 

Како су и овде изрази 

тричне функције и имају исти 

тако да је O;v=FO;j1, тј. да је 

(п - 1) .L а;Н2 и .L а; a2k симе-
v=1 . v=l,j1=l ј1 

број чланова и како постоје v и Ј1 

(a 2k _ 0;2k) (а2 - 0;2) > О 
v ј1 v ј1 , 

то постоје o;v И 0;ј1 тако да је 

• 

, 

Зато је 

1 п п . 

1) .L o;~k+2 - .L a~ 0;2k 
v=1 v=l, ј1=1 ј1 

> о. п - (п' 

.L a~ 
v=l 

Тако смо доказали (2), па тиме и (1). 

На тај начин смо путем потпуне индукције доказаЈЈИ тео

рему 1. 

Теорем.а 11.. Ако је 

Доказ. За k > 1 према теореми 1 је 

<1 k-I 
2К ,/ 

----

Према томе, постоји број с тако да је 

k 
<12к k-l 

<12 
<12 

Ставиhемо К ~ с , тада' је 
<12 

интервалу Са - с, а + с) има бар 

п 
х=n-

К2 

(3) 

• 

Зато у отвореном 
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чланова датог скупа av • Ставимо ли пак 

- К1 > 0'2k_l 

0'2, k 

па у истом интервалу има бар 

п 1) 
у=п- K2k 

1 

чланова датог скупа av • Одатле излази 

Међутим је 

= 

биhе 

k 
k_1· 2 (k-1) 0'2k-2 0'22 = О 

2 , 

те је К2 - K~k > О, тј. х> у. Тиме је тврђење доказано. 

На пример за бројеве 

-5, -4, -4, -2, -1, -1, 1,2, 2, 3, 3, 3, 3 

имамо 

0'2=2,880, 04=3,284, бв = 3,571, 0'8=3,786, 

Извршиhемокомпарацију прецизности 0'2 са 

• о' 5/4 
10 = 1,485, 

0'2 

0'10 = 3,952, ... 

0'10' Како је 

то треба за с узети неку вредност из интервала (3,952; 4,277). 
Узмимо, рецимо, с=4,1; тада је К = ],4236 и К1 = 1,037. Помоhу 0'2 
можемо тврдити да се у интервалу (- 4,1; 4,1) налази чланова бар 

п 
х=п- =13-

К2 
13 = 649 

1 42362 ' , , 
док помоhу 0'10 можемо утврдити да се у том истом интервалу 
налази чланова бар 

п 13 
у=п - = 13 - ---::-:-:- = 3,96. 

К1 10 1,03710 . . 

1) Од ове формуле имамо користи само кад је c>a2 k; за C<02k доби
Ьемо у < О. 

Зборник радова - Мате10lатички институт 12 
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Дакле, овде помоhу стандардне девијације добивамо двапута веЬу 

прецизност него помоhу (110. 

Ако пак узмемо с = 4,9, биhе К ~ 1,701 и К1 = 1,24, те је тада 

х = 8,51 и у = 11,49, 

тј. овде добивамо веЬу прецизност помоhу (110 него помоhу стан

дардне девијације (12. 

11. 

Као што смо навели, у унутрашњости интервала (а - с, а+с) 

(с 1= О) лежи најмање 
п 

у=n- K2k 
I 

чланова датога низа, при чему је 

~ I 
1 п ~ 

~~~ 2k-2k 
, ~a;v . 
П _1 

Ако ово К1 унесемо у (3), добиhемо 

у=n - f(k) 
• 

где Је 

п а 2k 

f(k)= k 2 

v=1 с 
• 

(3) 

(4) 

Ставиhемо (a v: с)2 = ~v. Према претпоставци нису сви a v нуле; 

узеhемо само њих у обзир. Тада, изабравши целисходну нуме-
• 

раЦИЈУ, можемо писати 

m 
f(k) = k !3~, (!3v> О). (5) 

v=1 

Према (4), изван затвореног интервала (а-с, а+с) налази се мање 
од f(k) чланова датог скупа а1 ,а2 , ••• , аn • 

~ 

Приметимо да је 

f(k»O, Ј(О)=m 

и 

m 
f'(k) = k !3~ log !3v, 

v=1 
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Како је 

т 

{" (k)~ ~ 13~ log2 ~v 
• 

ТЈ· {" (k) > О, 
~=1 

то f' (k) стално расте. 

А. Ако је {' (k) стално негативно, тада {(k) стално опада, и 
како је {(k) > О, то мора постојати Нт {k);> О. Отуда долазимо 

k -+ t:J:J 

до закључка да Ье овде прецизност бити 

утолико веЬа уколико је k веЬе (сл. 1). frkJ 

Б. Ако је {' (k) стално позитивно, 

тада! (k) стално расте, и прецизност Ье 
утолико бити веЬа уколико је k мање. 

Имаhемо овде највеЬу прецизност ако 

је k= 1, тј. ако узмемо стандардну деви

јацију (сл. 2). 

--r-------------~~ 
(: 

Сл. 1 

В. Ако је {' (k) за извесне 

за извесне негативно, тада мора 

{' Ш = О, тј. 

вредности од k 
• • 

постајати Једно 

т 

~ ~Z log Bv=O. 
v=l 

f{kJ 

flkJ 

т 

• I 
Сл. 2 Сл. 3 

Како је !" (~) > О,. то је ! Ю ~ тiп. Ако ставимо 

и означимо 

! (ko) = тiп {t (k,)} , 
Т=1,2 

највеЬу прецизност имаhемо сада за k = ko (сл. З). 

позитивно а 

~ за које је 

k 
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РRЕСISЮN ОЕ LA DЕVIАТЮN STANDARDE POUR UNE 
RЕРАRТIТЮN QUELCONQUE 

Par В. Ivanovic 

L'auteur montre qu'iI existe de cas ои l'on peut а l'aide de 
Ја deviation standarde, arriver а ип resultat pJus precis qu'a I'aide de 
moments d'ordres superieurs et donne J'analyse de ces cas . 

• 

• 
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РЕШАВАЊЕ ПАРЦИЈАЛНЕ ДИФЕРЕНЦИЈАЛНЕ ЈЕДНА ЧИНЕ 
ПРОСТИРАЊА ТОПЛОТЕ 

ПОМОЋУ МРЕЖНОГ АНАЛИЗА ТОРА 

ДУШАН МИТРОВИЋ и РАЈКО ТОМОВИЋ (Београд) 

1. УВОД 
Универзални мрежни анализатори за наизменичну струју [1]1) 

постали су данас неопходно средство за испитивање и ПрОЈекто

вање С.'IOжених електричних система. У исто време, усавршавањем 

њихове конструктивне стране, они добијају све више обележја и 
општих аналогни х машина и, као такви, употребљавају се за реша

вање проблема изван области електротехнике. На широке могуЬ
ности примене мрежних анализа тора у разним областима, нарочито 

теориске хемије и физике, први је указао у пуној мери Gabriel 
Kron [2, 3, 4, 5, 6], у својим радовима објављеним од 1943 год. 
надаље, а затим и други аутори [7, 8, 9]. 

Циљ овога рада је био да се оцени практична корист нашег 

анализатора у решавању парцијалне диференцијалне једначине 

простирања топлоте аналогним путем. Питање је интересантно са 

техничке тачке гледишга, где је много пута врло важно добити, 

брзо и лако, читав скуп решења једне исте једначине за разне 

вредности параметра· а са ограниченом тачношhу. Нас је интере

совало: у којим Ье се границама поклапати решења добијена на 

анализатору и аналити:чким путем као и брзина рада код аналогне 

методе. 

П. Принцип употребе аналигатора 

Ми смо се ограничили на пример једнодимензионог простирања 

тОП 1Оте кроз хомогену средину, одређен парцијалном диференци-
• • 
Јалном Једначином 

де k 
(1) -=--

дt с·р 

где су: е температура, t време, х дужина, k проводност средине, 
с специфична топлота, р специфична густина. При томе су узети 

следеhи у слови 
Э(х,О)=О; Э(О,t)=О, O(l,t)=I. (2) 

1) БРоЈеви у угластим загра:ама односе се на литературу на крају чланка. 
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Физички, ови услови одговарају случају зида од хомогеног 

материјала дебљине 1 (сл. 1), који је на температури ОО за t<O. 
За t;> О, десна површина зида доводи се на температуру е = const. 
Овај пример узет је из следеhих разлога. Прво, јер се резултати 

мерења могу контролисати помоhу аналитичког решења једначине 

за поменуте услове 

4 оо (_ l)n 
е (х, t) = 1 + 7r n~1 (2 п - 1) 

_ k (2n~J)2 й2 t/412 (2 п - 1) 1tX 
е с р • cos ~----'-- (3) 

Друго, што је 

вишедимензионални 

1 

Сл. 1 

21 

карактеристичан за овај начин решавања јер 

проблем и разни почетни и гранични услови 

не уносе квалитативно нове моменте 

код добијања решења аналогним пу

тем (10). Према томе, искуство са 

овога примера може да послужи као 

оријентација у даљем раду са нашим 

мрежним анализатором. ' 

Решавање парцијалних диферен

цијалних једначина на аН8ЛОГНИМ ма

шинама врши се свођењем на систем . 
обичних диференцијалних Једначина. 

[10]. То се постиже тако што се извод 
по једној независно променљивој заме

њује коначним разликама. Ако то учи

нимо за извод по х, добиhемо сл е-, 

деhи систем 

ј= 1,2, ... п. 
(4) 

Утицај броја п на тачност аналогних решења, нарочито код 

једначина као под (1), описан је у литератури из ове области [10]. 
У нашем примеру узето је п= 10, што је потпуно довољно с 
обзиром да се аналогним путем врло тешко постижу резултати 

испод 10/0 отступања од тачних вредности. . 

Еквивалентна шема са електричним елементима I!нализатора 

за једначину (4) изгледа као што је то приказано на сл. 2. 

То је, уствари, 

саним параме трима 

занемарени. 

упрошhена шема једног кабла са концентри

где су О одводност И L индуктивитет 
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Једначина простирања електричних појава дуж кабла је 

дИ 1 д2 И 
--~----

дt RoCo дх2 ' 

• 
или за случаЈ концентрисаних параметара 

диј_ Uj_ j -2Иј +Иј + 1 -
дt Ro со 

, ј = 1, 2, ... , п, 

183 

(5) 

(6) 

где је И напон, Ro отпор по јединици дужине, СО капацитет по 
јединици дужине. 

N 

"- '.6 • • ••• /1 Л Ј I .Ј 
v 

с с с c~ с -

- - - ---
Сл. 2. - Еквивалентна шема једначине (4) на анализзтору 

Поређењем једначина (4) и (6) види се да промене напона у 
неком чвору (сл. 2) могу да прикажу варијације температуре на 
одговарајуЬем месту зида (сл. 1), и то У размери 

k 

1 ср 
~ . (7) 

ш. Намештање система и мерење 

Овде се поставља важно практично питање да се екстремне 

вредности величина Ro, со, и креЬу у опсезима анализатора и 

мерних уређаја. 

Полазне вредности су одређене природом посматране тер

мичке појаве и износе 1=0,0316 м., kjcp = 0,01 и ()х=0,00316 м. 

(n= 10). Из једначине (7) излази Ro Со =О,ООI а, према опсезима 

анализатора, усвојено је Ro~ 1000 О, СО = 1 џ.Р. 
Услови из једначине (2) остварују се електрично врло лако 

тиме што су кондензатори на сл. 2 пре почетка рада ненапуњени, 
а за t=O крај В веже се за константан извор напона И (/, t)= 1. 
Одмах се истиче велика предност аналогног решавања за техничке 

сврхе, јер се разни почетни и гранични услови за дату једначину 

остварују на истој шеми одговарајуhим подешавањем напонских 

прилика. 
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Решења једначине (4) на мрежном анализатору добијају се 
као слике напона и (Хј, t) на катодном или магнетном осцило

графу, односно на сличним уређајима за бележење временски 

променљивих функција. 

Како је временска учестаност појава дозвољавала, ми смо 

користили за дефинитивно бележење резултата магнетни осци

лограф, где светлосни зрак директно исписује на фотографској 

траци криву напона тачке у коју је инструмент укључен. Једна 

таква фотографија дата је на слици 3. 

7.0 

1 
~ 08 .. 

I t7V 
v'" 

Об 

I 11 
о. 

I . 

02 - -

IJ 1\ 
f',. 

о а/п 0.15 ОЗr> је< 

Сл. 3. - Решење доби вено аналогним путем х Ј= Хl = 1 . 1) х 

Звучна виљушка, са константним бројем трептаја, аутоматски 

бележи време сваких 0,01 sec., у облику вертикалних црта. Тачност 
бележења времена на овај начин је таква да практично потпуно 

отпада као извор грешке. 

Метода је ограничена у погледу тачности, углавном, пре

цизношhу магнетног осцилографа, елемената анализатора, ширином 

траке за снимање и електричним сметњама са стране. Корисна 

ширина траке на којој се снимало износила је 100 мм. 
Нас је у великој мери интересовало поклапање вредности 

• 
ордината КОЈе смо мерили у милиметрима на сликама, за десет 

разних тачака Хј и за разно t, са вредностима добијеним из једна

чине (3). Отступања нису била веЬа од 2% у најгорем случају. 
Исход мерења показује да се наш анализа тор може на задо

в6љавајуhи начин употребити код решавања технички х проблема 

у вези са простирањем топлоте у нестационарном стању. 

IV. Апроксимација решења полиномом 

Известан недостатак аналогне методе је свакако у томе што 

не даје решења за све вредности од Х. При томе се, наравно, 

мисли да се ништа не мења у еквивалентној шеми. у том циљу, 

ми смо покушали да из експерименталних података и (Хј, t) 
нађемо израз који Ье, са извесном грешком, дати решење у целом 
домену интеграције. 
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Као основа послужила јеЊутнова интерполациона формула 

, заеквидистантне вредности аргумента. Она је прво примењена 

.за апроксимаци ју по t 

(1(0,1, t)= -0,153+24,19t-195,6t2 +574t3, 

(1(0,5, ђ= 0,064+22,6 t-207,7t2 +676t3 , (8) 

(1 (О,9, t)= 0,763+ 6,34 t- 62,5t2 +208 t3• 

Како су у посматраном интервалу коефицијенти уз t непре
кидне функције од Х, то је на њих поново примењена интерпо-
._ ......... _. __ ..1.. ________ 1\ 

+ ( - 168 - 362 х + 494 х2) t2 

+(459,5 + 1323 х - 1780 х2) t 3
• 

Полиноми трећег реда по t и другог по х узети су због услова 
да грешке услед апроксимације засебно по х и t, не пређу 10/0 
у односу на вредности мерене на анализатору. 

Ради контроле тачности, испитано је поново поду дарање 

вредности из једначина (9) и (3) за низ парова х и t из домена 
интеграције. Ова отступања нису била већа од 3% (изузев за 
мале вредности t, где је е врло мало па свако uтступање даје 

велики проценат). 

v. 3аКЉУЧ8К 
Брзина рада на анализатору чини свакако ову методу реша

вања парцијалних диференцијалних једначина врло погодном за 

анализу практичних задатака. Стварно трајање једног рещавања, 

као што се види на слици 3, свега је 0,3 sec. или за свих десет 
кривих 3 sec. Томе треба додати и време за манипулацију и 

• • • 
намештање еквивалентне шеме КОЈе Је реда десетак минута. 

Предности аналогног решавања истичу се нарочито кодмењања 
• 

почетних и граничних услова, Јер време за постављање шеме 

долази само једном у обзир за дату једначину. 

Заправо, ови случајеви и претстављају тежиште употребе 

анализатора, а овај пример је више обрађен са гледишта упоре

ђења аналогне методе и аналитичке. Вишедимензионални проблеми 

такође не захтевају некакве нове експерименталне уређаје сем 

већег броја RC елемената. Другим речима, њихово третирање је 

ограничено бројем R и С кутија анализатора. 

'1) У једначину су унете 'релативне вредности х у односу на 1. 
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у случају кад се тражи кретање појаве у целом домену 

интеграције, може се на основу једног скупа снимаl(а и (Хј , t) 
добити и континуално апроксимативно решење ради евентуалне 

потпуније анализе проблема. 
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SOLUТION OF ТНЕ PARTJAL DJFFERENTJAL 
EQUATION OF ТНЕ HEAT-FLOW ON ТНЕ А. С. 

NETWORK ANALYSER 

О. Mitrovic and R. Тomovic 

Јп order to ехатјпе Ље possibilities of Ље а. с. network anaIyser 
appIied to Ље soIutions of some types of Ље partiaI differentiaI equa
tions, Ље case of Ље heat fIow јп опе dimension through Ьото

genous medium with Ље given boundary condition, was worked out. 
ТЬе resuJts oЬtained оп Ље а. с. network analyser are compared 

with Ље апаIуНс soIutions of Ље same equation. 
ТЬе agreement between Ље anaJog and caIcuIated soIutions 

has Ьееп found satisfactory for most practicaI purposes and the 
anaIog method сап Ье expanded wjthout restrictions to the more 
сотрIех cases. 

At Ље епд, it is shown that а continuous soIution of Ље given 
,equation сап Ье approx-imated from the set of Ље anaIyser. records 
!when using Ље interpoIation polynomiaIs јп two variables. 
I 
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