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HacsaoB macrep paga: Nnsep3uBHe Tpancdopmaliije paBHI

Pesume: Pediiekcuje y onHocy Ha mpaBe U UHBEP3Hje y OJIHOCY Ha KPYTOBe jeIHe
paBHU Cy KOH(OpPMHA IIpEC/JIMKaBamba KOja CKYI CBHX IPaBUX KOjUMa je JI0JaTa
OeCKOHAYHO JlaJIeKa Tadka M KpyroBa Te PaBHU CIUKajy y cede. I'pyra Tpancdop-
Mallija renepucana pedJekcrjaMa U WHBep3ujaMa je Ipylia WHBEP3UBHUX TPAHC-
dopmanmja. Anredapcku, WHBEP3UBHE TpaHCchOpMAaIje ce, y KOMILJIEKCHIM KO-
op/MHaTaMa, TpejcTaB/bajy Kao xomorpaduje (Mebdujycose Tpancdopmarnmje, Tj.
OuImHeapHa IPeCc/IMKaBaba) U aHTUXoMorpaduje.

VY pajy cy npejcraB/beHe HHBEP3UBHE TpaHCOpMAIje PABHU U IbUXOBE OCO-
OuHe W WHBapUjaHTe. ¥YBOJIMMO IOjaM WHBEP3HUjE Y OJHOCY HA KPYT IPOIIUPEHE
€yKJINJICKE PABHU U JI€TA/bHO JIOKA3yjeMO HheHE OCOOMHE. 3aTUM yBOIUMO II0jaM
MHBEP3UBHUX TpaHchOpMaIlija u aHAJIM3UPAMO bUXOBE OCOOMHE U IIPEICTAB/bAIHE
y KOMIIJIEKCHUM Koop/nmHaTtama. [lokasyjeMo 1a je rpyna nHBEp3UBHUX TpaHCHOp-
Mallija UCTOBETHA ca I'PYIIOM XOMOorpaduja u anTuxoMorpaduja, a yrnoznahemo ce
U ca jeaHoctaBHUM TUoBUMa MedujycoBux Tpancdopmaliyja Kao 1 lbUXOBOM KJIa-
cuduKaImjoM Ha OCHOBY (pUKCHUX Tadaka. Ha kpajy jgokazyjemo PyHiaMeHTATIHY
TEOPEMY O KPY2KHUM IIPEC/INKABABUMA.

Chauke y paay Hampab/beHe cy y reomerpujckom ajgaty GCLC.

Kspyuyne peum: wunHBep3uja y ojiHOCY Ha Kpyr, MedujycoBa Tpamncdopmarmuja,

QyHTaMeHTaTHa TeopeMa
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I'maBa 1

YBOI

[leomeTpuja je oryBek Ouita jeTHO 01 K/bYIHUX TIOJIPYYja MATEMATUIKOT UCTPa-
JKHUBamba, ca MOCeOHUM HAarJIaCKOM Ha IIpoydaBarbe TpaHcdopMalifja Koje dyBajy
onpehene reomerpujcke ocodomue. Mebhy Haj3aHUMIBUBHjEM W HAJMONHUjUM Kja-
cama TpaHcdoOpMalija Cy WHBEP3WBHE TpaHCGOpMalldje paBHU, KOje 3aMerbyjy
yoOn4ajeHe IMOjMOBE YIAJbEeHOCTH U MPABOJUHUJCKE MOBE3AHOCTH Ca HOBHUM, CO-
ductunmpanujum oxnocuma. OBe Tpanchopmaruje omoryhasajy mpesnas usmelhy
Pa3IMYUTUX T€OMETPHUjCKIX KOoH(puUryparmuja, aysajyhu ogpehene ocodune Kao mro
Cy YIJIOBU U KPYy?KHE CTPYKTYDe.

NuBepsnja y omHOCY Ha KPYT, KAO OCHOBHA OIEpaIlyja WHBEP3UBHUX TPAaHC-
dopmarlmja, 3ay3uMa IMEHTPAJIHO MECTO Y NeOMETPHUjU 300T CBOJUX U3Y3€THUX OCO-
OmHAa, Kao MmTo je TpaHcdopMaliija Kpyra y Kpyr WIN IpaBy, U O9yBarbe yIJIOBa.
KombunoBamem wHBep3uje ca JAPYyruM OCHOBHHM TpaHcdoOpMmalimjaMa, Kao IITO
Ccy TpaHcJaluja, poTalyja U XOMOTETHja, J0JA3UMO 0 CJAO0XKEHUX TpaHcdOopMa-
nuja mo3HaTux kao Medujycose Tpanchopmanmje. OBe Tpancdopmarliuje, geduHm-
caHe Ha MPOIINPEHOj KOMILIEKCHO] PABHU, UMAjy IMIUPOKY MPUMEHY YV PA3JIMIUTIM
obJlacTMa MaTeMaTuKe, YKJby4dyjyhu Teopujy yHKIHja, KOMILIEKCHY aHAJIU3y U
b epeHIjaaHy reoMeTpu;y.

Jenan on KJbyuHUX pe3ysiTaTa rnmoesanux ca MebujycoBum Tpancdopmarmjama
(xomorpadujama) u anruxomorpadujama je DynmamenTasHa TeopemMa Koja Mmoka-
3yje ja cy oBe TpaHcdopMalirje jeInHe KOoje CJINKajy CKYIl CBUX IIPABUX KOjUMa je

Jo0daTa OECKOHAYHO JdaJieKa TadKa U KpyroBa €YKJINJICKE PaBHU Ha cebe.



I'maBa 2

NuBep3uBHaA reomerpuja

2.1 WMuaBep3uja y ogHOCY HA KPYT Y eyKJINICKO]
paBHU
Heka je k(O,r) Kpyr eykiujcke pasau E2.
Hdedunannuja 2.1.1. NuBepsuja y ogHOCY HA KPYT k je TPECTUKABAE
Y B2\ {0} — E*\ {0}
KOje pOou3BOJbHY Tauky P ciuka y Tadky P’ mosynpase OP, TakBy ja je
OP -OP' =2
Tauka O HasuBa ce 1MeHTAp WHBEP3HjeE.

Heka je O(0,0) xoopaunarnu moderak. Taga ce tauka P(xy,rs) HHBEP3UjOM
npeciaukaBa y Tadky P’ OJHOCHO y CTaHIapJHUM eyKJIUJICKAM KOOP/MHATAMA

dopmysia nHBEp3Wje je JaTa ca

r2zy r2xy )

5
51312 + 3322 $12 + .I'22

Yi(@1, 22) = (

N3 nedununimje TUpeKTHO CJIE/IN 2 je UHBEP3Uja Y OJHOCY Ha KPYT OMjeKTUBHO
npecsmkaBame. Kako je ¢, (P’) = P uHBep3uja je M HHBOJIYTUBHO MPECINKABAHE
jep ce MpUMEHOM WHBEp3Wje JBa IIyTa 3ancTa BpahaMo Ha MOYETHY TAaYKy U BaXKU

1[1,% = €, IJIe ca € 0O3HAYaBaMO KOWHITAIEHIIN]Y, Tj. UJIEHTHIKO IIPECTUKABAILE.



I'VTIABA 2. UHBEP3UBHA I'EOMETPHUJA

Cnuxka 2.1: IIpumep unBep3uje y ogHOCY HA KPYT

Heka je tauka P € E? \ {O} npoussosna. U3 jedununuje BUANMO Ja BaxkKu
OP - OP' = r?, na cremu na je OP < r ako u camo ako OP’ > r omHOCHO
TavKe U3 YHYTPAIIHOCTH KPyTa k ce MHBEP3UjOM CIUKA]y Y TadKe KOoje MPHUIAIajy
croJbanrmbocT Kpyra k. Baxku u odpryro, OP > r ako u camo ako OP' < r
a ce W TadyKe U3 CIOJBAIEbOCTH KPyra CJIUKAjy Y TadKe YHYTPAIIBOCTH Kpyra.
Axo je mak OP = r taga je u OP' = r, cnequ na je P = P’ te je tauka P
MHBapHUjaHTHA 3a MIPECIUKABabE 1), OJHOCHO CJIMKa ce y camy cebde. Jlaxiie Baxku

ciesiehe TBpheme.

Tepbhemwe 2.1.1. Jegure unsapujariine wawke unsepauje y ogHocy Ha kpyi k cy

wmavwke kpyia k.

Eyknunckoj paBHE MOXKEMO TPUJPYKUATH jeTHY, OECKOHAYHO JTAJIEKY TadKy
0O W Taj CKyIl TadaKa Ha3WBaMO MPOIIHMpPEHa eyKJHACKa paBaH. Kako cMo
npecynkaBabe ¥y gedununcamm na ckyimy E?\ {O} caga moxemo momedpunucaru

IIpec/imKaBambe Yy TadKaMa O u oo ca:
wk<0) = 00,

Y mpoImmpenoj eyKInICKO] paBHA, CMaTPaMo Jia TauKa 00 MPUIAJIa CBUM IIpaBaMa.
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2.2 Crepeorpadcka nmpojekiumja

Heka je S? = {(z1, 22, z3)|71% + 22> + 232 = 1 A (21, 22, 23) € R*} jenunnuna
cdepa eykmmackor mpocrtopa. Wsmely Tadgaka cdepe S? m Tauaka IpOITHpEHe
eykJmmjicke paBHU 3 = (0 mocTojm y3ajaMHO jeHO3HAYHA KOPECHOHJIEHIINja KOja
ce HazuBa crepeorpadcka npojeknuja. Heka je ,cesepru mosi” cdepe Tadka
N(0,0,1). Axo je P € S*,P # N, Tana npasa PN cede paBaH y KOHa9HO]
rauku P’ u tana gedunumenmo ga je w(P) = P. Tauku P = N npuapyxyjemo

OECKOHAYHO JAJIEKY TAYKy MPOIIUPEHEe €yKJINJICKE PABHU.

Cnuka 2.2: Crepeorpadcka IpojeKIija

Axo je m: S* — E? U {o0} crepeorpadcka npojexiuja, a (1, T, T3) KOOPIH-

Hare Tauke P cdepe, Taga cy koopauHare taduke P’ gare ca

X1 T 0
ﬂ-(xla-rQ,ZEg) = { (1*I3’ 1—3;3)7 I3 7é

00, r3 = 1.

NuBep3Ho mpec/imKaBarme je J1aTo ca

21[}1 2332 2312 + 1'22 -1
T2+ 22+ 1 22+ 202+ 17 22 + 292+ 1

N (wy, 20) = (

71 (00) = (0,0,1).
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[Iponssosman KpyT k cdepe S? je mpecek Te cdepe I HEKe PaBHHA « : ax +bxy +
cxs + d = 0. EberoBy ciiuky y crepeorpadCckoj mpojeKkIuju HaJia3uMo Ha cieaehn
HauynH. AKo cy (T, Z2) KOOpJMHATE €YKJINJICKE PABHU, TAJIa Ta9Ka IIPUIIAJIA CIIUIN

Kpyra k ako u camo ako je 7 '(x1,T2) € o OIHOCHO aKO U CaMO aKo je

2[1)1 2372 {13'12 —+ .TQQ —1

b d=0.
a$12+$22+1+ $12+$22+1+C$12+$22+1+

ExBuBasienTHo je
(c+d)(z1® + 72°) + 2ax; + 2bxy + (d — ¢) = 0,

ma je y nutamy Kpyr 3a ¢ + d # 0 wim npaBa 3a ¢ +d = 0. YeaoB ¢ +d = 0 je
eKBUBaJIeHTaH ycaoBy N € «, 1la BUIAMMO JIa ce y mpaBe (IPOIIUPEHe TAaYKOM 00)
CJINKA]y KPYTOBU KOjU caJprke Tauky V.

YV [poImupeHoj eyKIUJICKO] PaBHU, CaJia W MPaBy MOXKEMO CMATPATH KPYyroM
KOjU TIpU TOM MOpa Ja CaJpKU OECKOHAYHO JIaJIeKy TadKy, a IpaBe U KPyrose
3ajeJIHO HA3WBAMO YOIIIITEHU KPYTOBH.

Mozke ce mokazaTu jia crpeorpadcka MpojeKnuja ,,ayBa yriaope”. AKo ce Heke
JiBe KpUBe Ha cGepu CeKy TOJ YIJIOM ¢, Taja Ce U IbUXOBE CJIMKE y €YKJIUJICKO]

PaBHU CEKY IO/ UCTUM YTJIOM @.

Cauka 2.3: Koncrpykiiuja cianke y UHBEp3Uju



I'VTIABA 2. UHBEP3UBHA I'EOMETPHUJA

[Tponahumo ciuky tauke P € E?\ {O} npu unsepsuju 1. IIpermocraBumo
na P npumajia criosbarmmoctu Kpyra k. Heka je monupra Tavka kpyra k u jemne
TaHTeHTe u3 Tadke P Ha Kpyr k o3Hadena ca T, a MOMHOXKje HOpMaJIe U3 Te TAYKe
T na npaBy OP o3naunmo ca P’.

[Tocmarpajmo Tpoyriose OP'T u OTP. Kako ce tauka P’ Haja3u Ha 1oJIy-
npasu O P oBa jBa Tpoyriia uMajy jeanaxe yriose, 1j Z P'OT = / POT. Taxobe,
10 KOHCTPYKIIUju 00a Tpoyria uMmajy mnpase yriose u to £ TP'O =/ OTP. Mo-
JKEMO JIa 3aKJbY4YHUMO Jia Cy OBa JiBa TPOyTJia candHa. JacHo je na je OP - OP =
OT? = r%, omnocuo ¢, (P) = P’ . A Baxn u obpuyro ¢ (P') = P na na ciudan
HAYMH MOYKEMO 32 HEKY TadKy YHYTPAIIOCTH KPYyra k KOHCTPYHUCATH HEeHY CJIUKY

Yy WHBEP3UjU.

Cnuka 2.4: NOAB ~ NOB'A’

Hexka je k kpyr ca nearpom O, u Heka cy Tauke A u B y yHyTpalIboCcT KPyra,
takBe ja cy tadke O, A, B HekosmHeapue. Ilocmarpamo Tpoyrao OAB u Tadke

Yp(A) = A ) p(B) = B'. Kako cy oBo cimke tadaka y I/IHBepQSI/IjI/I, OHJZIA je 110

2
nebunnmmjn OA - OA' = 1> u OB - OB’ = r?, na je OA' = " woB =2~

OA ~ OB’
, . OA OB P )
Jacno je na je 0B — 04" /ZAOB = ZA'OB’, na 3ak/by4yjeMo Jia Cy TPOyTJIOBU
OAB u OB'A’ ciimann, 3ato je

AB oB 1?
AB OA OB-0A°

Jlako ce Mmoxke J0Ka3aTu da 0BO Baxku u ako cy O, A, B Ko/lnHeapHe TadKe.
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Hedbununuja 2.2.1. Heka cy A, B,C, D derupu npousBosbHe pasHe Tadyke (He

MOpajy OUTH KOJIMHeapHe WIn KOHnukjndae). Tasa Opoj é—g : g—g Ha3MBaMO

JBOpPa3MepOM Te YeTupu Tadke u o3Hadasamo ca [A, B; C, D] .

Heka cy A’, B',C', D’ penom ciuke tayaka A, B, C, D y unsep3uju 1y, Taja je

2 2
¥l 'Y/ r<AC r2AD
_ A'C . A'D _ OC-OA . OD-OA

T wRr T YR r2CB " r2DB
CB D'B OB-OC OB-OD

(A", B";C", D' = [A, B;C, D],

OJTHOCHO JIBOpa3Mepa IIPOU3BOJPHIX TadaKa je/IHaKa je JBOPa3MepH IbUXOBUX CJINKA
y uaBep3uju. KopumihemeMm rpaHuYHIX BPEIHOCTH MOYKEMO MPOIIUPUTH JieDUHU-
1Kjy JBOpa3Mepe TAaKO Ja jeTHAKOCT BaxkKu 1 y ciydajy tadaka O u oco. [lakie,

ITOKa3aJIM CMO Jla BaxKu cienehe TBpheme.
TBphemwe 2.2.1. Hnsepsuja y ogrocy Ha Kpyr ,,4yea” geopasmepy.
Teopema 2.2.1. Hexa je p upasa pasnu E2. Taga easicu:

a) Axo wawka O uputaga upasoj p onga Yr(p \ {0}) =p\ {0} .

6) Axo wauka O ne Gpuuaga Upasoj p Waga Gocwoju kpyi | wWe pasHu Koju

cagpotcu wawky O, wakxas ga je Yi(p) =1\ {O}.

Crnuka 2.5: Ciuka npaBe y nHBep3uju 3a ciay4aj O € p
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Jloxas.  a) Heka je P mpousBosbHa Tauka mpase p. Kako n tauka O mnpumaja
nmpaBoj p, a no jeduHunuju nHBep3uje tauka P’ je tauka mosynpase OP,
OBe TpU Tadke Cy KOJMHeapHe, OJJHOCHO U Tadka P’ npunaja npasoj p. 35or

IIPOU3BOJLHOCTHU TauKe P, ¢ 003UpoM J1a je 1 WHBOJIYIIMja BaXKU U CKYIIOBHA,

jemmakoct i (p \ {O}) = p\ {O}.

Ciuka 2.6: Cyinka npase y unsep3uju 3a ciaydaj O ¢ p

6) Oszmaunmo ca P mogHoxkje Hopmasie u3 Tadke O Ha mpaBy p, a ca P’ uaBep3Hy
rauky Tauke P. Heka je [ kpyr uuju je npeaauxk OP’, a Tauka () npousBosbHA
Tavka ca mnpase p pasjununta og P u I—beHa/CJII/IKa y unBep3uju . Kako
je Yp(P) = P u Y(Q) = @', Tana us gg/ = % 3aKJbydyjeMo Ja Cy
rpoyrsioBu OPQ u OQ'P' cnuunu, na je u Z0Q'P = ZOP(Q. Kaxko je

Z0Q' P’ npas, tauka Q' npunaga kpyry npedruka OP’, omgHOCHO Kpyry .

Bazku u obpHyTO, ako je Tauka (' Tauka Kpyra [ pazaumdaura ox tadke O,
IeHa CJIMKa y mHBep3uju (Q mnpumnaja nosaynpasoj OQ' u saxu LO0Q P =
Z0OPQ, nma Tauka () npunaja mpapoj p 300r KoHCTpyKInje Tadke P. Jlakie,

ckymoBHa jenHakocT Y (p) =1\ {O} Baxu.
|
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Teopema 2.2.2. Hexa je | xpyt eykaugcere pasnu. Taga easrcu:

a) Axo je O € 1, onga je i (I \ {O}) nexa upasa p we pasru xoja, upu Wom

He cagporcyu Wwauky O.

6) Axo l ne cagporcu wauky O waga je Px(l) = U waxohe kpyt xoju ne cagporcu
wawky O. Ipu wom, Goctoju u romotwetwiuja ca uenimpom y O xojom ce l

caura y l.

Jloxas.  a) C ob3upom jia je ) uHBOJIyIH]ja, TBPhEe JUPEKTHO CJIe/IU U3 TPeT-

XOJiHEe Teopeme Toj, O).

Cauka 2.7: Ciuka Kpyra Koju He cajip:ku Tadky O

6) Heka je tauka L nenrap kpyra [, a P u () Tauke y kojuma mnpasa OL cede
[. Heka je R mpouwsBosbHa Tauka kpyra [. IlpaBa OR cede kpyr [ jomur
y Tauku S. Ilocedno, ako je OR rtanrenTa Ha [, Taga je R = S. Heka je
Yr(R) = R'. Tlpu Tom, 350r norennuje rauke O y 0JHOCY HA KPYT | cjienn ja

je OR-OS = OP-0Q = const. Kaxo je m OR-OR' = r?, u3 npeTxonHe 1Be
2 2
OP -0Q OP -0Q
Baro Tauka R’ npumnajga kpyry ', ciunm Kpyra [y XOMOTETHjU €a IEHTPOM

jemrakocTu godbujamo na je OR = OS - rIe je = const.
y Taaku O u KoedurmjeHToM OPTfQOQ. Kaxko je v, muBosynmja, cieau u Jia

BayKW CKyTOBHa jemHakoct Yy (1) =1'.
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OBoM TeopeMOM CMO IOKa3aJu Jla ce MpaBe W KPYTOBU, OJHOCHO YOIIIITEHH

KPYTOBU IIPOIIUPEHE eyKJINJICKe PaBHU, CJINKA]y y YOIIITEHEe KPyToBe.

Tepbhemwe 2.2.2. Komuosuyuja gee uHeep3uje ca UCTHUM UECHTLPOM JE TOMOUWE-

WAUJE.

Jloxas. Heka cy ki(O,r1) u ko(O,ry) KOHIEHTPHYHN KPYroBu U P mpomsBosbHA
tauka. Ako je ¥y, (P) = Pyuty,(P) = P, tanaje OP-OP, =r?u OP'-OP, = r3,

ma je
OP' 13

Oo°P r¥

Baro je P’ = HO 2 (P), ma je HO 2 = Uk, © Vg, [ |
y )
1

r

‘mw

|

r

TBpbhemwe 2.2.3. Hexa wauxa P we tputaga kpyry k u nexa je ¥y (P) = P'. Axo

kpyt | cagpotcu wavwke P u P’ onga cy xpyiosu k u | opiotonasru.

/oxas. Heka je k xpyr nomynpeunuka r u tadka O meros renrap. Tauxka P
je mpou3BOJbHA TadKa BaH Kpyra k u P’ meHa cuKa y UHBEDP3UjU 1)y, 118 BaXKU
OP -OP' =2,

Heka je | xpyr ca nearpom S koju cajpxu tauke P u P, a rauka T’ jnogupHa
Tauka TanrenTe u3 tadke O Ha Kpyr [. [lorenmnuja Tauke O y omguocy Ha Kpyr [ je
OP -OP' = OT®?. U3 oBe ape jeAHakocTn 3akmbydyjemo na je OT = r ma Tadxa T
npunaja u Kpyry k. Kako ce TanrenTe Ha kpyrose k u [ cexy 10JI IIPaBUM YTJIOM

y Tagku 1, oBa JBa Kpyra Cy OpTOrOHAJIHA.

Tephemwe 2.2.4. Hexa cy k u l gea xpyia eyxaugeke pasuu. Taga je p(l) =1

axo u camo axo cy kpyrosu k u | opworonasnu usu k = 1[.

/oxas. IlpernocraBumo na cy k u |l qsa paznuunra kpyra. Heka Tauka X npuraia
Kpyry | u He mpunaga Kpyry k u Heka je X' meHa cMKa y MHBEP3UJU Y OIHOCY
Ha k.

Axo je ¥y (1) = | onya Tauka X' npunaja Kpyry [ 1ma cy Ha OCHOBY IIPETXOJHOT
TBphema Kpyrosu k u [ OpTOTOHAJIHHU.

ObpuyTo, ako cy kpyrosu k u | oproroHa/iHu, OH/a je 1 3aje JHIIKa TadKa TUX
KpPyroBa M OHA je Tadka Jojaupa Tanrente u3 tadke O Ha Kpyr [, 1a je moreHImja

tauke O y onnocy Ha Kpyr [ jennaka OT? = r?. Ako je X” apyra npecedna Tadka

10
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Cruka 2.8: OproronajHu Kpyrosu

npase OX u kpyra [, Taga je morernmuja OX -OX” = r?, a xako je X' cauka Tauke
X y unsepsuju Bazku u OX - OX’ = r?. 3aro je X' = X" na ce kpyr | cimka y
cede.

Teopema 2.2.3. Hexa cy l; u ly yoUwiienu kpyrosu eyrxiugeke pasru. Hburose
cauke U] uw lly y uneepsuju 1y, ce cexy Gog uctum yirom xao ly u ly aru cyupotine

opujeHTayUje.

Zoxas. Axo je oo jequHa 3ajelHMYKA TadKa JIBa YOIIITEHa KPyra, Taja cy [ u
[, mpaBe U TO mMapaJiejiHe, Ia ce OHe ,JIOAUPY]y Y TA4KU OO OJIHOCHO CEKY Ce IIO/T
yriom HyJ1a. Hbuxose ciinke cy Kpyrosu Koju cajipxke Tadky (O, reHTap WHBEpP3Hje,
a IbUXOBU IPEYHUIM YHuja je jeqHa Kpajma Tadka O mpunajajy ucToj mpasoj, jep
je O jenmua 3ajeHUYKA TadKa BUXOBUX CJIUKa. 3aro ce |y u ly momupyjy y O.
ObpayTO, ako je O jeauHa 3ajeJHUYKA TadKa, || U [y Cy KPYTOBU KOJH C€ HOAUPY]Y
y O, a ciiMKajy ce y napaJiesiHe 1pase.

CnmaHo, aKo ce JiBa YOIIIITeHa KPyTra JIOAUPY]jy, CIAUKajy Ce y YOIIITeHe Kpy-
rOBe KOJU Cce JIOJINPY]Y, Tla 3a BUX TBP/IHa BaXKU.

[IpernoctaBumo cana jga Iy u ly umajy 3ajeunvky konadny tadky X # O u

Heka je X' meHa cimka y uaBepsuju ;. Heka cy t; u to Tanrenre Ha [; u lo y X.
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I'VTIABA 2. UHBEP3UBHA I'EOMETPHUJA

Hexka cy ki u ky KkpyroBu oproronayiiu Ha k, a peJioM TaHTeHTHU Ha ty U to y X.

Opujentucanu yrao mamehy I3 u ls y X je yrao mamelhy rtaurentu t; u to,
onuocuo uamehy ki u ky y X. Uusep3ujom ¢, Kpyrosu ki u ko ce ciaukajy y cede,
t1 u ty y yommreHe Kpyrose kKoju maoaupyjy ki u ke y X', a ogrosapajyhu yrao,
y yrao y Tauku X' € ki N ko, usmehy ki u ko, Koju je momaymapaH, aau CyIpoOTHE

OpHUjeHTalldje y OJTHOCY Ha yrao y Tadku X .
|

12



I'VTIABA 2. UHBEP3UBHA I'EOMETPHUJA

2.3 UuBep3uBHe TpaHcdopMalije paBHU

Nsmely Tauaxa eykimiacke pasuu E? u ckyna komiuiekcHux opojesa C 1ro-
CTOjU jeJTHO3HAYHA KODPECIIOH/IEHIINja, OJHOCHO TadKU (I1,T2) €YKIUJCKE DABHU
oJIroBapa KOMILJIEKCHU OPOj z = X1 + 1T9, U KAXKEMO JIa je 2 KOMILIEKCHa KOOpP-
IUHaTa Jarte Tadke. Pacrojame m3Mely JiBe Tadke, 4Uuje Cy KOOpJWHATE 2] U 2o
jemHako je |z; — zo|. JemmaumHa mpaBe Koja IpOJia3u KpO3 JAaTy TadKy zo M 3a
JaTH BEKTOP IIpaBla ¥ y KOMIIJICKCHHMM KOOpJAWMHaTaMa MOXKe Ce IIpeJCTaBUTU Y
00JIuKy z = 2y + tv (2 TpecTaB/ba TAYKY HA MPABOj, a t peajiaH mapaMeTap Koju
onpebyje mosoxkaj Tauke z Ha npasoj). Kpyr moaynpednuka r quju je mnenrap C
JIAT KOOPMHATOM ¢ = a + ib IaT je jeHaYMHOM |z — | = 7.

Peditekcuja y ogHOoCy Ha mIpaBy p KOja CaapKi KOOPAUHATHH ITOYETaK U OJpe-
hyje yrao o ca z; ocom je Tparnchopmanmja z — 2z’ Koja camka Tauky z = |z|e? y
Tauky 2’ = |z]e!?*#) = %%z, Tpancrammja 3a BekTOp b = by + iby je Tpamcdop-

Malja z — 2z + b Koja ciauka Tadky (1, Z2) y Taduky (1 + by, 22 + bo).

Tepbhemwe 2.3.1. Hexa je k(S,r) upoussomru kpyt eykiugeke pasHy ¢a YeHTPOM
c = a+1b u goaryupeunuxom r. Taga je unsepsuja y ogrocy Ha kKpyr k y xomurex-

CHUM KOOPgUHAUAMA qatla Ca:

Jloxas. Heka je k(S,r) kpyr ca nearpom S = O . Y peaqHuM KOOD/MHATAMA

( 7'2{21 7"2:B2 )
21242227 124w/

. . . 7'2
Kako je ¢ = 0, oa Tpancdopmanuja y KOMIIEKCHIM KOOpAUHATAMA je 1y (2) = =.

UHBEP3Uja y OJHOCY Ha Kpyr k je mara dhopmysnom Py (xy, re) =

Axko Tauka S, unmja je KOOpJWHATA C PA3IUIATA OJ KOOPAMHATHOI IMOYETKA,
Tajia ce TpaHcaanujoM T(z) = z — ¢ gaTu Kpyr k camka y Kpyr ki ca IeHTpOM
y KOOPJAMHATHOM IO4YeTKy. AKO cy w M w' Tauke MHBEP3HE y OJHOCY Ha Kpyr k,
1] Yp(w) = w', oHe ce camKajy y Tauke w; U w; KOje Cy WHBEP3HE Y OJHOCY HAa
kpyr ki, ¥, (wy) = w]. 3aro Baxkm v, = 77! 01y, 0T ma MO0HjAMO TpaKeHy

dopmyy. |
TBphemwe 2.3.2. Csaxa usometipuja eykiugere pasnu L ce mootce 3aTUCATY KAO
I(z) =az+Db,

uIU

Z(z) =az +b,

13



I'VTIABA 2. UHBEP3UBHA I'EOMETPHUJA

e cy a,b € C u |a| = 1. Obpatuno, csaxa wparcgopmayuja 080t obaura je

U3OMETPUIG.

Zoxas. JlokaXuMo IIpBO Ja Cy OBaKO 3ajare TpaHcdopMmalnje uomerpuje. Ako
ce Tadke ca KOMILIEKCHUM KOODJWHATAMA 21, 29 CIIUKA]y Y 2| U 24 TpaHchOpMaI-
jom Z, Tazma je pacrojame maMely cimka |2 — z5| = |a||z1 — 22| = |21 — 22|, ma cy
Jate TpaHchopMalije u3oMeTpuje.

Cuerjasno z +— Z ciauka tadke (zy,x2) — (T1, —T3), Ha je y HUTamby OCHA
pedekcnja y ogHOCY Ha Z1-0Cy, KOjy lieMo o3HadaBaTn ca S,.

Hexka je Z npousBospaa uzomerpuja. Osunaunmo Z(0) =bu Z(1) = b+ a. Taga
je |a| = 1. Heka je J(2) = az + b, uzomerpuja. Taxa je J(0) =a, J(1) =b+ a,
te cy Tauxke 0 u 1 unBapujanTHe y nzomerpuju J ' oZ. 3aro, oBa KOMIO3HUIIHUja
MozKe OMTH WU KOUHIUAEHIH]ja €, KaJa je Z = J mim ocHa pediexcuja Sy, Kaaa

jel=JoS5,. ]

Xomorernja Hoy 3a k € R,k # 0 je tpancdopmanuja z — kz xoja (1, x2)
cika y (kxy, kxs).

Craka ciangnocT Koedurmjenta k ce MOXKe IpeJCTABUTU Ka0 KOMITO3UITHja XO-
MOTETHje Cca IPOU3BOJBHUM IEHTPOM U KOEDUIINJEHTOM A, TAKBUM Ja je |A| = k, u

HEKe M30MeTpuje. 3aTo BaxKku cjiesehe TBpheme.

Tepheme 2.3.3. Csakra cauunocli eykiugerke pasHu S MOXHCE Ce 3aTUUCALTU KAO
S(z)=az+0b, ww S(z)=az+0,

e cy a,b € C u ige je a # 0.

C o0zmpoMm 51a eyKJmJicKe IpaBe ca JIOJATOM OeCKOHAYHO JTaJIEKOM TauKOM
cMaTpaMO YOIIIITEHUM KPYroBuMa, pedJieKcuje y OJHOCY Ha IIpaBe U UHBEP3Uje y

OJTHOCY Ha Kpyrose cmaTpahemMo yONInTeHUM WHBEp3HjaMa.

Hedunaunuja 2.3.1. uBep3uBHa TpancdopMarliija je rpancdopmariija mpo-
peHe eyKJAUJICKe PaBHU KOja je KOMIIO3UIIMja KOHAYHOT OpOja YOIIITEHUX WH-

Bep3uja.

Csaka nsomerpuja je Kommosuija pedekcrja 1ma je 1 UHBeP3uBHA TpaHcdop-
Maruja. XOMOTEeTHjy MOYKEMO ITPEeJICTAaBUTH KAao KOMIIO3UITH]Y JIBe MHBEP3Hje I1a
je m oHa mHBep3uBHa TpaHcdopmaimja. CBaka CIUIHOCT C€ MOXKE MPEJICTABUTH
Kao KOMIIO3UIIMja ITPOU3BOJbHE XOMOTETH]Ee U HEKe N30METPHje, Te je U NHBEP3UBHA

Tpancdopmaruja. JlupekTHO ciieu HApeIHO TBpheme.
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I'VIABA 2. MHBEP3UBHA I'EOMETPHUJA

Tepbhewe 2.3.4. Ckyu c6ur uHBEP3UBHUL WPAHCHOPMAUUIQ TPOUWUPEHE EYKAUG-

cke pasHu wuny pyay. I'pyta cauvrnoctiu je Gogipyua e pyie.
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I'VIABA 2. MHBEP3UBHA I'EOMETPHUJA

MebujycoBe TpaHcdopMaliije paBHU

Hedbunnnuja 2.3.2. MedujycoBa Tpancdopmalmja je Tpancdopmalinja mpo-

IUpeHe eyKINJICKe PaBHU j1aTa (hOPMYJIOM

az+b
Z=m(z) = ——,
(2) cz+d
rae cy a, b, c,d € C,ad—bc # 0. OBa Tpanchopmaliija Ha3uBa ce n xoMorpadmuja.
[IpeciukaBame z — Z, Koje je komrosuigja MedujycoBe Tpancdopmalije u
peduiiekcuje y oHOCY Ha 1 OCy m o Sy,

- az+b
Z:m(z):cz—I—d7

rie ¢y a,b,c,d € C,ad — be # 0 nasuBa ce aHTuxomorpadmuja.

Ckyn cBux MebdujycoBux Tpancdopmarmja, 0IHOCHO XoMorpaduja O3HATaBA~

hemo ca M, a ckyn cBux antuxomorpaduja ca Mo.

=)

Cy KOMILJIEKCHH OpojeBu a, b, ¢, d. Hbena nerepmunanTa

EnemenTn marpuiie

|M| =0 =ad— bc

HUje HyJa, jep ako je |[M| = 0, onna je gecHa crpana m3pasa m(z) KOHCTAHTHA.
Marpuma ounryiegao aedpunuiire MedujycoBy TpaHnchopMalimjy, JT0K TPaHC-

dopmaruja rebuHUIIIE MATPHUILY CAMO 0 KOHCTaHTHOT phakTopa. Hanme, maTpurie

gM ca dusio KojuM KoMmIutekcHuUM ¢ # 0 nedwunumty jeamy Te ucty MedujycoBy

TpancdopMaInjy, Tj. ABe cpa3sMepHe MaTpuiie oapehyjy ucTo mpecaiuKaBame.
Tepbhewe 2.3.5. Cryu ceux Medujycosux wparchopmavuja My wunu tpyay.

Zloxas. JIupeKTHOM IIPOBEPOM JI00MjaMO Ja je KoMIto3uirja ase Medujycose TpaHc-
dopwmarmje my o my ca marpunama M; u My, nonoBo MebujycoBasa Tpancdop-
Manuja ca marpunoM My o My, a ga je unseps m; ' Mebujycosa Tpanchopmaruja

K0joj oirosapa MaTpuia M; L. |

TBphemwe 2.3.6. Komuozuyuja romorpapuje u anmuromorpagpuje je aHmuromo-

paguja, a KOMUO3UYUUIG gee aGHTTUTOMOTpaduje je xomorpaduja.
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I'VTIABA 2. UHBEP3UBHA I'EOMETPHUJA

Jloxas. Ceaka antuxomorpaduja je mara ca z — m(Z), rae je m xomorpaduja.
Axo je M wmarpuna xomorpaduje m, tama je z — m(z) = m(z) xomorpaduja
ca marpunom M. Heka cy m; u my ase xomorpaduje. Tama cy xommosmimje

xoMmorpaduje z — my(z) u anruxomorpaduje z — mq(Z) gare ca
z = my(my(z)) = (mg 0 m)(2),

z = mi(ma(z)) = mi(M2(2)) = (M1 om2)(2),

Te cy y mmuTamy aHTHXoMorpadmuje. Kommosuruja mase anTmxoMorpaduje z —

my(Z) u z — my(Z) nara je ca

z = ma(ma(2)) = ma(mi(2)) = (mq 0 mi)(2),

1a je y nuramy xomorpaduja.
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I'VTIABA 2. UHBEP3UBHA I'EOMETPHUJA

JemnocraBuu TunoBu MebujycoBux TpaHcdopMalmja

Hasemmmo wveke o cnermdnynnx tunosa MebdbujycoBux Tpancdopmaryja.

Unenturer: UneHTUYKO mpecmKaBambe je y KOMIIJIEKCHUM KOOPAWHATAMa, JIaTO

dopmysiom:

7 = z.

Marpuria npec/imKaBamba je Tajaa

()

Konm oBe cnemnujamne Bpcre MebujycoBux TpancdopMaliija MaTpPHUIA MTPECTUKA-

Baba je JeJIMHNIHA MaTpPUIA.

Tpancaammja: Tpanciaanuja je y KOMIUIEKCHEM KOOpJAWHaTaMa JaTta (hopmy-

JIOM:
Z =z+b. (2.1)

Marpuria npec/imkaBama je Taja

1 b
T, = . b£0,beC.
: (0 1) .

Csaka mpaBa IapaJieiHa Ca BEKTOPOM TPAHCJIAIN]e (% oCTaje MHBApUjaHTHA,
(nm ce tpancdopmuiie y camy cede) momohy rpanciaanuje Z = z + b. Ilpase
CBaKOI' JIPyTOr IIpaMeHa MapaJjieTHUX IIPABUX Ce PA3Memby]y; MOceDHO, OBO BaXKU U
3a IIpaMeH MPaBUX KOje Cy HOPMAaJIHe Ha (% U3 jenmaanne (2.1) aupekTHO citenn
Ja je z = 00 je jeauHa (PUKCHA TadKa TPaHCJIAIINje.

Tpancnamuja T}, je npoussos (Tj. pe3yaTar) KOMIIO3UIHjE JIBE YOIIITEHe WH-
Bep3uje. Tpanciamnuja je KoMmmosuiuja jBe pedJekcuje, y OJHOCY Ha IIpaBe Koje
Cy HOpMAaJTHE Ha BEKTODP TPaHCJAIje & 3a npBy WHBEP3Ujy y3UMaMO IMPaBY
kpo3 O, nary jemnaunnoM bz + bz = 0. Kao oxrosapajyhy yommreny nnsep3ujy

MaMO:

w
I
|
o
N
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I'VTIABA 2. UHBEP3UBHA I'EOMETPHUJA

Kao apyru yommrenn Kpyr oupamo mpaBy bz + bZ = bb Koja mMa pacTojarbe

£|b| o O, mepeno y mpasiy 5?) Oxarosapajyha unsepsuja npeciaukasa 2* y:
b -85 Do tth
- =~ =

7 = z+b.

Poramuja oko O 3a yrao a: Poramuja 0ko KOOPJIUHATHOT MOYETKA 33 yrao o

Jata je popMyJIoM:
Z = ez (2.2)

Martpuria pecInKaBama je Taja

R, = e 0}
0 1

Csaku kpyr ca mnearpom y O je maBapujanTtad. Pasmemyjy ce KpyroBu u3
IIpaMeHa KOjU je HOPMAaJlaH Ha IPaMeH TUX KOHIEHTPUYIHUX KPYTroBa, OTHOCHO
IpaMeH CBUX IIpaBUX Koje mpoJsaze Kpo3 O. U3 jennaunne caesm ia cy
0 m oo jenune dpurcae Tauke. CBaka porarmja R, je TpOW3BOJ, JBE YOIIITEHE
WHBEp3Uje.

3a ocy mpBe yoIlTeHe WHBEp3uje dupamo peasiny ocy: 1z — iz = 0. akuire,
2* = Zz. Kao apyru yommrenu Kpyr ysumamo npasy kpos O koja oapebyje yrao 5
Ca peaJIHOM OCOM:

—1

e

wlQ

.o
z—1e2z=0.

Jpyra unsepsuja npenocu 2* y Z = (€'2 [e712)2* = ez,

XomoteTuja ca neHrpom y O m kKoeduimjeutom p > 0: Xomoreruja mpo-
IIIpeHe paBHU Ca IMEHTPOM Yy KOODJUHATHOM IOYETKY, U KOeMUIMjeHTOM p, JaTa
je dopmysom:

Z = pz.

Martpuria npecnKaBama je Taja

p 0
Hy, = .
o0 (0 1)

Csaka mpasa kpo3 O je maBapumjanTHa. CBu Kpyrosu ca mentpom y O ce
pasmemyjy. Pukcne Tauke cy nonoso O u 0o. Cpaka xomoreruja Hp , je mponsso

JIBe MHBEP3Uje.
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Kao npBu dynmamenTa nm Kpyr y3uMaMo jeIMHuIH KPYT oko O:

1

z.

*

z =

3a Jpyry MHBEP3Hjy HOCMaTpaMo Kpyr HOJylnpedHuKa ,/p oko O; onja:

p

Z::
¥

= pz.

Pemmunpounoct: Ciiesiehe mpecimkaBambe HAa3MBAMO PEIHUIIPOYHOCT U HHETOBa

dopwmyita je:

Z=1 (2.3)

Marpuria npecjimKaBamba je Tajaa

()

MoxkeMo J1a MpeICTaBUMO PEIUIPOYHOCT Kao KOMIIO3UIUjy pedJieKcuje y o-

HOCY Ha T OCy U WHBEp3Uje y OAHOCY Ha jeMHUIHH KPYT ca meHTpoM y O.

Tephewe 2.3.7. Tpanchopmaryuja Gpowupere eykiugerke PASHU je UHBEP3USHA

aKxo U CaMO aKO je TOMOTPAPUIa UM AHTUUTOMOTPAPUIQ.

Joxas. Tlokaxkumo ja cy Medujycose Tpancdopmariuje naBep3ubae. Ako je ¢ = 0,
a camuM TuM ad # 0, Tpanchopmarmja je KOMIIO3UINja N30MEeTPUje U XOMOTETHje
Hop o, Ta je NHBEP3UBHO IPEC/IMKaBaIbe.

Heka je ¢ # 0. Taza je:

az+b %(ez+d)+b—-%d b-2%d 1 a
- = -
cz+d cz+d c z+S¢ ¢

Z =

I1a J1001jaMO KOMITO3UIIN]Y NHBEP3HUX ITPECTUKABAIHA.

Kako je cBaka anTuxomorpaduja kKommosuiuja xomorpadpuje m pediiekcuje
OH/Ia je W OHa WHBEP3WBHO IpecnkaBame. [lokaxkmMo caja odpHyTO TBphembe,
OJIHOCHO JIa je CBaKa MHBEP3UBHA TpaHcdOpMaliija xoMorpaduja uiam aHTUXOMO-
rpaduja. zomerpuje nodujamo 3a ¢ =0 u |a| = 1.

Uusepsuja y onHocy Ha Kpyr k(S,r) rme je KOMILIEKCHA KOODJIUHATA TadKe S

nara ca ¢ = a + b je:
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ma je ¢, anTmxomorpaduja. C 003UpoM j1a CBAKO MHBEP3UBHO IPECTUKABAHE
JI00MjaMo Kao KOMITO3UIIN]y NHBep3uja u pedJiekcuja, a yauja MedujycoBux TpaHc-
dopmaruja u anTEXOMOrpaduja je 3aTBOpeHa 3a KOMIIO3UIIA]e, JT00UjaMO /18 BaXKu

TBpheme.

Cpaka mHBep3Hja y OJHOCY Ha KpyT je anTuxomorpaduja, Kao u pedJiekcuje
y OJHOCY Ha IIpaBe Koje caJpzKe KOODJIMHATHU HodeTak. AKo mpaBa r He CaJpKu
KOOPJIMHATHY TIOYETaK, MOCTOjU TPAaHCIaIja T Koja je cinka y mpaBy q Kpo3 O.
Tana je S, = 70 S o 77! na je ceaka pediekcuja anTuxomorpaduja.

Csaka Mebdujycosa Tpancdopmaliyja je KOMIO3UIIHja [TapHOT OpOja YOI TeHNX
MHBEp3Wja W Ha3WBaMO je QUPEKTHA MHBep3uBHa TpaHcdopmalmja. Csaka
aHTHXOMOrpaduja je KOMIIO3UITNja HEMTAPHOT OpOja YOUIIITEHNX WHBEP3Uja U HA3H-
BaMoO je MHANPEKTHA MHBEpP3WBHA TpaHcdopMaluja.

C 003upom Ha ocodmHe ocHUX pedieKcrja 1 nHBep3uja Baxku ciiesiehe TBpheme.
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Tepheme 2.3.8.

a) Hnsepauena Upecaukasart CAuKajy youwiliene Kpylose Yy YoUwilere Kpy-

106€.
6) Hneepsusna Gpecaukasarsa “yeajy geopasmepy.

6) /[ese kpuse Kkoje ce cexy UpPeCAUKABATY CE UHBEP3USHUM UPECAUKABAILEM Y
Kpuee Koje ce cexy uog uctium yirom. Ilpu wWom, gupekiine WparcHopma-

UUje YY8ajy opujeHmaUUJY Yino8a, 6 UHJUPEKTIHE METbAJY.
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Knacudukanmuja Ha ocHOBY (PMKCHUX TadaKa

Casa hemo matm oaroBop Ha muTame Kako ce marpuna M MedujycoBe TpaHc-
dbopmanuje Z = M(z) Mema ako ce IPOMEHJbUBE 2, Z UCTOBPEMEHO 3aMEHE HOBUM

IIpOMEHJ/bHUBaMa.:

2 =N(z), Z*=N(Z), N:(t “) IN| % 0.
p w

Hexka je Z = f(z) upousBo/bHa (DYHKIMja ca KOMILJIEKCHUM BPEIHOCTHMA. AKO
Kao IIOCJIE/UIly TPETXOJHOr uMaMo penanujy Z* = f*(z*), dyukumja f* he ce

HasuBaTu caudHoM yHKuuju f. spas 3a f* ce mako moxke Hahm:

Z* = N(Z) = N|f(2)] = N[fIN"'(z")].

Axo je f(z) = M(z) MebujycoBa Tpanchopmalmja, OHIa je CBaKa CJANIHA
tpanchopmaruja moHoBo MebdujycoBa tpancopmanmja Z* = M*(z*), umja je
MaTpUIa:

M*=gNMN™', q#0. (2.4)

Axo je M = E (jenuruuna marpuna), ouga je M* = qF 3a cBaky N; nakie,
CaMmo je UJIEHTUTET CJAUYAH UJICHTUIHO] TPAHCHOPMAIIU)H.

3a marpuy NMN~! ce kaxe ja je camana marpunu M.

Y anredbpu Marpura je mosHaTto (y OBOM CJIy9ajy, KO JIBOJMMEH3UOHATHUX
MATPUIIA JIAKO Ce MOTBPhyje) Jla CIndHe MaTpUIle UMajy jeJHaKe JeTePMUHAHTE U

jeaHak Tpar MaTtpuie. Tako

d=|M|=ad—be, tr(M)=a+d=r,

TO jecT

INMN | = |M|, tr(NMN')=tr(M).

Be MebujycoBe Tpancdopmarmje ca CIMIHIM MaTpuriama cy candbe (¢ = 1).
ObpuyTO Marpurie gaBe candne Medujycose Tpancdopmaliije nMajy cBoje HHBapH-

jaHTe CJIMIHOCTH TIOBE3aHE Ca

|M*| = ¢*|M|, tr(M*) = qtr(M).

23



I'VTIABA 2. UHBEP3UBHA I'EOMETPHUJA

(tr M)?
| M]|

Tako he xkoyimraHUK ouTu naBapujanTa candnoctu Medujycose TpaHc-

a

b
dopmarnuje ca marpuriom M = ( d) . 3a unearuyny rpancdopmarujy M = qF

c
oBaj KOJIMIHUK nMa BpeanocT 4. Kao ocnoBHy mHBapujanty camdnoctu Medujy-

coBe TpaHc(OpMaIje MOKEMO CTOTa YBECTH BEJIMIUHY

(tr M)? 72 (a — d)? + 4bc
o =o(M) | M| J ad —be
TAKO JIa BaxKn
o(M?*) = o(M)

ako cy Tpancdopmanmje M, M* ciuane.
Csaka Tpancdopmanuja M je cimuna cama cedu (anp. N = E). Axko je M*

camana M Kao mro je mspaxkeno y (2.4), ouna je M cimana ca M*:

1 1
M=-N"'M*N=-N"'M*(N"H
q q

Konauno, ako je My cauana ca My, u Mz cauana ca M,, onja je M3 cimvana
ca M, jep mocroje Tpancdopmanuje N; u N, takse ma je My = NiMiN; ™' u
Ms = NoM,yN, ™t a onpa je

Ms = (NoN;)M;(NoNp) ™t

Jakje, ciuaHOCT je ped/ieKCUBHA, CUMETPUYHA U TPAH3UTUBHA peJiallja, OJIHO-
CHO, y TINTAIby je peJlalija eKBUBaJICHITH]jE.

Haxie, cee Tpanchopmanuje M ciauane onpehenoj My cy cautne jeHa Ipyroj;
one dopmupajy Kiacy (To ject, Kiacy KOHJyrOBAaHUX eJieMeHaTa) y DY CBUX
MebwujycoBux Tpancdopmarija. CBaku eleMEHT y KJIACH MOXKe Ce JIOOUTHU OJ1 OMJIO
KOT' JIDYTOT' €JIEeMEeHTa y KJACH ITOMONY CJIMYHOCTHU Ca OJIr0BapajyhoM MaTpuIiioM

N, To ject, y popmu

M = gNMyN~".
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ITapabonunyuke TpaHcdopmMaliuje

Cucrem MebujycoBux TpaHchopMaliyja KOju CaapKu jeJaH U caMoO jeIaH eJe-
MEHT M3 CBakKe KJjace he ce 3BaTW IOTIIyH CHUCTeM HopMaJjiHe ¢dopme. 3a
ojpehuBame TakKBOI cucteMa, pukcHe Tadke Mebujycoe Tpancdopmaruje M cy

HajoutHuje. Te Tauke cy xKopenu jeauaunse M (z) = z, To jecr,

cz? —(a—d)z—b=0.

Jlaxse, mocroje HajBuIe j1Be (DUKCHE Tadke W OHE MOry ja ce moksome. Ode
cy KOHadHe ako je ¢ # 0; jeqHa o7 HUX je y OeCKOHAYHOCTH ako je ¢ = 0 u a # d,
a 0de cy y deckonaunoctu ako je ¢ = 0 u a = d. Mebujycosa Tpancdopmariuja
ca (PUKCHOM TAYKOM y OECKOHAYHOCTH je JIMHeApHa; TO je TpaHCJaIja akKo ce 00e
dukcHe Tauke moksone y deckoHadHoctu. O3HAYMMO OBe TAUKe Ca 71, Yo.

Axo je v dukcna Tauxka M, onga je N(v) duxcna tauka NMN~'; y creapu,
ako M(vy) = =y, onma

NMN'[N(y)] = NM(y) = N(v).

3aro je ounrsemHo ja Oma0 Koje jBe camdHe Mebujycose tpancdopmarimje

UMajy UCTHU OpOj pa3/IMINTUX (PUKCHUX TadaKa.

Tephewe 2.3.9. Csaxa Mebdbujycosa wpancpopmayuja M = M(z) je cauuwna

AUHEAPHO] TPAHCHOPMAUUIU

7* = M*(2*) = k2" + t.

Koncmanwma k je gepunucana xaacom M (o ject, uma ucty epegrhocitti 3a

1

c6e cAuMHE WPAHCPHOPMALUIE); MOoKHCe ce 3aMEHUTIU Ca - bpoj t je upoussoman

axo k # 1.

/oxas. Heka je M menuneapna, Tj. Heka je ¢ # 0. Heka je v pemreme jeqnadnne

M(z) = z. Tpauchopmarmjom

2" =N(z) = ! ) N:<0 1),

I —

3a Kojy je N(v) = oo, npenaszumo ca M na cauany tpancdopmanujy NM N1

KOja mMa, 00 Kao (PpUKCHY TA4Ky W CTOTa je JIMHeapHa:

NMN ' (2*) =kz*+t, M*=NMN'.
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[Mommro je |[M*| =k u tr(M*) = k + 1, mHanasumo
(k+ 1) (k—1)2 1
c=cM)=c(M")=———-4=—""=k+ - -2
(M) = o) = 2 LT
3a cBakU KOMILIEKCHH Opoj o, nocroju M u crora u xiaaca NMN L, uauju je
M upejicrasuuk, Taksa ja je 0 = o(M). IlorpebHo je camo nobutn k Kao KOpeH
KBaJpaTHE jeJHaduHe, JPYTU KOPEH je TaJia jeJIHaK % Bancra, Z* = kz*, ca
k0

MaTPUIIOM (0 1) uZ = %2 cy ciamane tpancdopmanmje. Ocum tora, ako k # 1,

b 7)6 ) )60

KoncranTa t ce Tako MOXKe CBeCTH Ha HyJIy TIOMONY cjaudHe TpaHcdopmalmje,
HauMe OHe Koja TpaHchopMuiie pUKCHy TaIKy V) = —ﬁ om M* y myny. Cana,
k =1 ako u camo ako o = 0. VY Tom ciyuajy uiau je M*, u crora M, umenTudna
rpancdopmarmja I, win je M* rpancnanuja Z* = z* +t, (t # 0). I[lomohy 3amene

2* =13, 7* = tZ, MoxkeM0 TpaHChOPMUCATH OBY TPAHCIALU]Y Y

- 11
Z =z+1, wmarpure .

Tako cy cBe TpaHc/anuje CaIudHe jeJiHa JIPyroj.

Busio koja Tpancdopmarmja M # I, 3a xojy je 0 = o(M) = 0, jep je ciuuna
TpaHcaanmju (ca jeHoM (DUKCHOM TA4YKOM OECKOHAYHOCTH), MOPA OUTU TPAHC-
dbopmanmja ca camo jeaHoM (DUKCHOM TadKoM (KOja je KOHadHA WM DeCKOHAYHA).
Cse oBe TpancdopMaliije Ha3uBajy ce mapadoauukum. Cse mapadondake TpaHC-
dopwmaruje unne Kiacy. [IpescraBHuk oBe Kjace je ,,HopMmaJjHa dpopma’ Z=3+1.
[Toctoju mapabosimyku mpameH Kpyroma, cBaku je muBapujantan mnojg M. To je
CJINKA ITPaMeHa CBUX MIPABUX MAPAJIEIHIX peasiHoj ocu momohy Medujycose Tpamc-
dopwmaruje N Koja Tpancdopmuiiie Z=2+1 y M.

Axko o # 0, ouma k # 1 u mopmastHa dpopma M, Kao u mpeacTaBHUK Kiace M,

- k 0O
Z =kz, warpume .
e (5 1)

je Jar ca:

Teopema 2.3.1. Hexa cy My u M, gee Medujycose wparchopmavuje, obe pasau-

yutlie 0§ UGEHTIUYHE; OHE CY CAUMHE JegHa gpyloj aKO U CaMo aKO je

O'(Ml) = O'(MQ).
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Aoxas. Y cayuajy o = 0, TeopeMa je ynpaBo JOKa3aHa U yYCJIOB HEOIIXOJIaH M aKO

o # 0. IIpermocraBumo cajia j1a je yciioB ucnyien u o # 0. Ilomrro je

ki O L0 1
a<M1>=a<01 1)=a(g 1>=k1+k—1_2,

ky O 1
O'(MQ)—O'(O 1)—]€2+k—2—2,

ki O ky O
3aKJby4dyjeMo Ja je ko = ki, wn ky = k—ll Crora, (Ol 1) u <02 1), a caMuM

tuMm u My u My cy ciaudne.

Haszpahemo k£ kapakTepucTudyaoM koHcTaHTOM Mebdujycose Tpancdop-
manuje M; ona gedunwmine Kjaacy tpaHcdopmanmje M, aau Kiaaca geduHuIe
camMo BpeaHOCT k mim mweH penumporureT. OcuM Kjace Koja Caap:Ku CaMoO UJIeH-
tuter [, cBaka KJjaca jeJWHCTBEHO JedUHUIIEe BPEIHOCT WHBApUjaHTe o U je-
JIMHCTBEHO je nedunucana BpemHomrhy o. I3BernrheMo gApyru HOTIIYHU CHCTEM

HOpMaJTHe (popMe 3a cBe HemHBOJIyTHBHEe MedujycoBe TpaHnchopMmalimje.

Cruka 2.9: Oproronajnu nmapadoJUIKN TPAMEHOBUA KPYToBa

27



I'VTIABA 2. UHBEP3UBHA I'EOMETPHUJA

Xunepodosmndke, eJIMOTUYKE, JIOKCOAPOMCKE TpaHcdopmMmaIliuje.

Heka je M MebujycoBa Tpancdopmariija ca jaBe pasandnre (DUKCHE TAdKe 7;
u vo. Tama k # 1, onnocuo o # 0. MoxkeMo je cBeCTH Ha CBOj HOPMAJIHU OOJIUK

cauaHocTu romohy tpancdopmaruje N Koja momepa 1 y 0 1 45 y 00, OJTHOCHO:

Z—M
Z—’}/Q,

Tpanchopmaruja M je ummunuTHo neduHrcaHa ca:

2" =N(z) = Z* =N(Z).

Z—m :kZ—%
Z =Y Z— "2

rie je k KapakTepucTU4IHa KOHCTaHTa TpaHnchopmanuje M, nim ca:

[Zu 2371772] = k.

Axo cy nosnare gse oarosapajyhe speanocru, z u Z = M(z) (pasnuaure o
Y1 ¥ 7Y2), oBa dhopMya Jaje eKCIMIUTan u3pas 3a k. Ha npumep, ako ¢y 71 1 Yo
00e KOHATHE, TaJIa:
Zoo—m _a—cm
k= (Zoo, 005m,72) = = :
Zo =Y a—CY

3aMeHOM 3a Y] U 7Y, KOPEH KBaJIpaTHE jeTHAYNHE, TOOU]aMOo:

T—f—m
7'—\/0'5.

k=

Haspahemo Tpanchopmanmjy M:
equnTu4dka ako je |[k| = 1, onqaocno, —4 < o < 0,
CBOjcTBeHa xuriepdosmyka ako je k > 0, ogunocuo o > 0,
HECBOjCTBeHa Xxunepodosimdka ako je k < 0, ogaocno o < —4,
JIOKcoApoMcKa ako |k| # 1 u k Huje peasian dpoj, OJHOCHO ¢ HEje peasiaH Opoj.
Cpaka esmmTryka Tpanchopmarmja M je camana potamuju Z* = e“z* oxo 0,
rne je « = +argk. Tako M ocraB/hba MHBAPUjaHTUM KPYTOBE XUIEPOOJIMIKOT

IpaMeHa 9uju ce KPYrOBH CEeKy y (PMKCHUM TadKaMa 7y, U Yo TpaHcdopmarmuje M.

a2
:-4(' —> .
g Sln2

Baxku :
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Cauka 2.10: OpToroHajHU eJIUITHYIKNA U XUIEPOOJNIKH IIPAMEHOBU KPYTroBa

Heomnxonan u moBo/ban ycaoB ga M Oyje enuntudka TpancdopMaliija MOXKe

ce JIaKO U3BECTH W3 :
1
5(%\/ 00 + 7V 0od) = Re[fVad] =0

nJIm

(7)?(7? — 46) < 0,

w axo je 7 # 0, 72 u § umajy jemnaxe yriose u 4|6| > |7/%.

Axko je 7 = 0, To ject k = —1, ognocHo 0 = —4, Tpanchopmarmja he dutn
CITTIHA
-1 0
0 1
KOja mpeJicTaB/ba Tpanchopmarujy Z* = —z*. OBOo mpec/inKaBambe je WHBOJIY-

nuja. Ilomro je cBaka Tpancdopmaliija Koja je CImIHa WHBOJIYIMjA CaMa 110 cedn

MHBOJIyIIHja, BUAUMO Aa je M maBoaynmja. OOpHYTO, CBaKa MHBOIYIIN]a je CAMIHA

()
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CgojcTBena xunepdosmyka Tpancdopmarmja M je caudna xoMoTeTHju Z* =
* . . . 1 H .

pz* (p>0),rme je p=k mm p = ;. IIpamen Kpyrosa o KOjUX Ce CBaKH TPaHC-
dopwmurre cam y cede rnmomohy M je equnTudaH; OH Ce CaCTOjU OJl CBUX KPYyroBa
KOju TIpoJjia3e Kpo3 JiBe (PUKCHE TadKe Y U Yo Tpanchopmarmje M. OBaj mpamen
jé OpTOroHaJIaH Ha, XUIEPOOJMYKHA MpaMeH HWHBAPHUjAHTHUX KPYTroBa, €JIUITUYKE
Tpanchopmalje ca UCTUM (PUKCHUM TadKaMa .

HecsojcTBena xurepbosimaka Tpancdopmaruja M je cirndaHa TpancdOpMaIiujun

Z* = —pz* (p>0), rae je p = —k nm p = —1. Ose ase Tpancdopmanyje

0 —p 0
My=nN—"(" "N, mMm=N'["" "|N
01 0 1

UMAajy OYUTJIETHO ucTe (PUKCHE TaYKe U UCTH IIpaMeH MHBAPUjaAHTHUX KPYTOBa.

[Ipumehyjemo 1a je:

19 —p 0 -1 0
MolM:Nl(g 1>NN1(Op ) N=N"! 01 N=1I

WHBOJIYIIMja, HauMe, jequHa y gavuanju csux MedujycoBux Tpancdopmalimja

KOja mMa ucte (PUKCHe Tavuke y; U Y Kao My u M. I je nepbunucana ca:

[Za S2500% 72] =—1
VY ucrto BpeMe, MOKa3aJM CMO JIa 38 CBAKY HECBOjCTBEHY XHUIEPOOJUYIKY TPaHC-
dopmarujy M mocToju cBOjcTBeHaA Xurepdosimdka Tpancdopmaruja My 1 UHBO-

aynuja I Tako ma:

M = Myl.

Jlokcompomcka Tpancdopmaruja M HemMa wWHBapujaHTHUX Kpyrosa. Hawnwme,
MOZKe ce TI0Ka3aTu Ja ce Kpyr |z — c|? = r?, omnocno 2z — ¢z — ¢z + (e — r?) = 0
cmuka y kkzZ — ¢kz — ckz + (cé — r?) = 0. C obsmpom 1a je |k| # 1, omasae ou
cneauio ja je |¢f> = r? u ¢ # 0, a kaxko ou Taga Tpedaso Ja Baxku u ja je k # 0,
orer ducmo sodwm na je k = 1.

[TomTo je HOpMaJsian OOJIUK JIOKCOAPOMCKE TpaHcgOpMaliije MTPOu3BOJI poTa-

muje R, (o # nm) u xomoreruje H,(p # 1), nodujamo:

Teopema 2.3.2. Jloxcogpomcka wparcpopmavuja M ca purcnum wawkama v, u
Yo j€ Upouseoqg eAutduwke U ceojctlisere rulepboruvke Wparchopmayuje, obe ca

uctwum Purcrum wawkama y1 u yz. 0O6a gea daxitiopa cy KOMYWATLUCHA.
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2.4 dPyHImaMeHTaJIHA Teopema
I'eomeTpujcka kapakrepu3saiuja MedujycoBe Tpancdopmaiuje

MebujycoBa TpaHcdopmalirja je yBejieHa BeHOM ajredapcKoM aeUHUITI]OM

az+b
Z:M(z):cz+d

U TIOKa3aHo je Jia cy Mebujycose Tpancdopmalije Kao u anTuxoMorpaduje TpaHc-

dopmarnuje Koje ayBajy yorrirene Kpyrose. HazoBumo OnjekTuBHA IIpec/IMKaBamba
[IPOIUPEHEe €YKJINJICKE PABHU KOja CJIMKAjy YOUIITeHe KPYTOBe Y YOUIITEHEe KPY-
rope Kpy>KHUM npecjaukaBamuMa. /[la g nmopen MedujycoBux tpancdopma-
1uja U aHTuXoMorpaduja mocroje Apyra KpyKHa MpecnKaBama’

[Turame je comaHO U 3aI1paBo OJIMCKO MOBE3aHO Ca OroBapajynumM mpodaeMom y
IpOjeKTUBHO] reomeTpuju. CKOPO je OUHIJIETHO JIa CBaKa MHBEPTUOWIHA JIMTHEAPHA,
XOMOTeHa TpaHcdopMaIiija y TPU XOMOreHe KOOP/IUHATE IIPEJICTaB/ba KOJIMHEATTN]Y
y TPOjeKTUBHOj PABHU, Tj. jEJUHCTBEHO WHBEPTUOWIHY TpaHcHOPMAIUjy KOoja
CIMKa TadKe y Tadyke W mpaBe y mnpase. /Jla yim mocroje npyre kKoJimHearuje y
peaJiHOj MPOjeKTUBHOj paBHU?

Ha o0a oBa nutara o/roBop je He. ¥ JIPYyroM CJaydajy OArOBOp Jiaje jegHa Of
OCHOBHHX TeOpeMa peaJiHe IIPOjeKTUBHE reoMeTprje. Y IPBOM CJIy4ajy OJI'OBOP je

npeaMet ciejsiehe Teopeme.

Teopema 2.4.1. Hexka je Z = f(z) kpyotcho Gpecaukasarse GpowupeHe pasHu y

camy cede. Taga je [ uau Medujycosa wWparchopmayuja Uiy aHGUTOMOTPAPUIQ.

/loxas. IlpousBos naBe TpaHchopmalimje Koje dyBajy KPYyroBe je ITOHOBO TPaHC-
dopmanmja koja ayBa kpyrose. CBe oBe TpaHcdopMaliije cTora 9nHe TPYILy Koja
caapxku rpymy cBux MedujycoBux Tpanchopmanmja u antuxomorpaduja. Heka
je M Mebujycosa tpancdopmarmja koja npecaukasa f(0), f(1), f(oo) y 0, 1,
co. Tama M(f(z)) u M(f(z)) cy Takobe kpyme TpamchOpMaIje HPOIIIPEHe
paBHU y camy cede Koja TpaHcdopmuiie Kpyrose y kpyrose; umajy 0, 1, oo Kao
dbukcHe Tauke. JegHa o1 0BuX TpancdopMalnja, Koje MOKeMO o3HaYuTH ca ¢(z),

IIpec/iIMKaBa TadKy 2 = 1 Y Ta4Ky I'OpIhe II0JIypaBHU:

Im g(i) > 0.

[Tommro je g(o0) = 0o, mpase (KpyroBu Koju mpoJjia3e Kpo3 00) Ce MPEeCIuKaBajy

y npase. ITomro je g(0) = 0, npase Koje nposiaze Kpo3 0 ce npecankaBajy y mpase
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Koje mpouiaze kpo3 0. IlocebHo, peasna oca (mpaBa Koja mposasu Kpo3 (hukcHe
tadke) he durTn npecankana cama y cedbe Tpancdopmanujom g(z).

Kpyrosu koju ce mogupyjy mMajy TadHO jeHY 3ajeJIHUYKYy TadKy; CTOra ce
BUXoBe cymke Takohe gonupyjy. [locebHo, napasesnte mpase (yOIIITeHU KPYroBU
KOJU ce JIOUpYjy y 00) ce mpecinkaBajy y napaJseine npase. (Hamomena: ma-
paJjieiHe IpaBe y IPOIIUPEHOj PABHU OJIIOBapajy crepeorpadCKu KPyroBUMa Ha
cdepu Koju ce I0UPY]y V TaYKu S, MEHTPY IIPOjeKIuje. )

CaJta mpeTTiocTaBUMO /18 TPHU TadKe 2, 21, 22 HUCY KosnHeapHe. Taja he mpase
Koje Iposlase Kpo3 z; IapajelHe BEKTOPY 29Zs, H KpO3 Zp MAPAJIENHE BEKTODY
207, CEKy Ce y 21 + 2o — z. IbuxoBe cimke cy Ipase Kpo3 g(z1) napaJsesne
BEKTODY 9(20)9(22;, u Kpo3 ¢(z2) mapasenne BekTopy ¢(20)g(z1). Hbuxos nmpecek
g(z1) + g(22) — g(20) je cuka z; + 29 — zp; cTora

g(z1 + 22 — 20) = g(21) + g(22) — 9(20).

IToceduo

g(z1 £ 22) = g(21) £ g(22). (2.5)

ako 0, 21, zo HUCY KostmHeapHe. Ha ocHOBY mpeTxoHor

9(z1) —g9(2) = g(z1 — 2) = glz1 + (=2)] = g(z1) + g(—2).

nJIn

Hexka cy 0, 21, zo KoJimHeapHe, OHJIa 21 — 121, 2 &£ 1Z; HUCY HA KHCTOj IPaBOj
3ajeHo ca 0 ocmM ako je zo = Tz, IpU 4YeMy je jeJlaH cjydaj TpUBHUjajJaH, a
napyru nokpusen ca g(—z) = —g(z). Crora ce (2.5) moxe npumenntn Ha 21 — iz

U 29 121 YMECTO 21 U Zo:

g(z1 £ 29) = g[(z1 —iz1) £ (22 £ i21)]
= g(Zl — ZZl) :l: g(Zg :l: ZZl)
= g(z1) — g(iz1) £ [g(22) £ g(iz1)]

= g(21) + g(22).

32



I'VTIABA 2. UHBEP3UBHA I'EOMETPHUJA

Taxo je (2.5) Taumo 3a cBe 21 U 2.
CaJia 3aKJbydyjeMo UH/YKIIAjOM JIa je

g(nz) =ng(z),(n=0,£1,42,...).

Hexka je m doummo Koju mo3uTuBaH 1eji 0poj. Tama

NI

a cTora
g(rz) =rg(2)

3a cBakW parmonasau opoj r. Ilocedno,

g(r) = rg(1) =

Haxse, cBu pamnuonaanu 0pojeBu r cy (hUKCHE TadKe.

Cuaeneha reomerpujcka aprymenTanuja mokasyje Jga rparcdopmarmja Z = g(z)
qyBa oproronajgHocT. Heka cy [y u Iy aBe nopmasine npase. Heka cy ] u [} (rme
Iy # 1, ly # 1,). Yerupu npase ce ceKy y TeMEHHMa IIPABOYIJIOI Y€TBOPOYTJIA .
HpeceuI/I BUXOBUX CJIMKa Cy CTOr'a T€MeEHa Y€TBOPOYIJIA. HOH_ITO YeTupu TeMeHa
[IPABOYTJIOT YE€TBOPOYTIJIA JieXKe Ha KPYTy, UCTO BaXKU U 3a muxose ciauke. Crora
je u ciMKa MpaBoyraoHUKa Takohe MpaBOyraoHuK; jakie, ¢(l;) je opToroHaaHo Ha

9(ls).

Cama cirtequ 1a ce KOMILIEKCHA Oca IpecankKaBa cama y cede. Ilocedno,

g9(i) = i,

3a HEKU peasIHu OpPOj A M 3aKJbYIYjeMO

g(£1+14) = £1 + M.

Hasbe, mpuMeTuMo Jia Cy IpaBe Koje IpoJiaze Kpo3 Taduke 0 m +1 + ¢ oproro-

HAJIHE; MCTO MOpa BaXKWUTH U 3a bUXoBe cjmke (Tpancdopmanmja Z = ¢(z) dysa
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OPTOrOHAJIHOCT) Koje mpojase Kpo3 tauke +1 + Ai. Crora je A\ = +1, na 360r

Im ¢(i) >0

Taxo je g(i) =i u:

g(r+si) =r+si

3a CB€ palluOHaJIHE 7" U S.

Cama, HeKa je o mpanuoHaJsian opoj. Heka cy rg, 1, o palroHaJHI T1e je

To<r <oa<Trs.

Heka je K xpyr koju mpoJia3u Kpo3 ri, 7o u . CBU KPYTrOBH KOjU IIpOJIa3e
Kpo3 1o u « he ce cehu ca K. Crora he ce cBu Kpyrou Koju mposase Kpo3 g(«)
u g(rg) = ro cehu ca cimkom kpyra g(K), xoju ce nokmamna ca K. Kako je g(«)

peaJsiaH, TO MOAPa3yMeBa
r1 < gla) < 7.

OBo BaxXm 3a CBe MMapoBe PAIMOHAJIHUX OpOjeBa 71, Ty KOJU 3aJ0BOJbABAjY

ro <11 < a < ry. Crora je g(a) = a. Comuno, g(ai) = ai u

9(2) = g(z +yi) = g(x) + g(yi) =z + yi =2

3a cBe KomIiekcHe z. Crora je ¢(z) muenTurer u

F(2) = M~\(2) mm f(z) = M1(2).
[ ]

Jaxkite, Tparcdopmalija Koja 4yBa Kpyrose y IPOIIUPEHOj PABHU U KOja IyBa
cMucao poranuje (opujeHTanujy) y jeJHoj Tauku, Mopa outu Mebujycosa TpaHc-

dopmaruja.
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I'maBa 3

3aKJby4vaK

Y oBoM pajly cMO JleTa/bHO UCTPAXKU/IN WHBEP3UBHE TpaHcdoOpMaIje paBHH,
ca nocedbHuM porycom Ha Mebujycoe Tpancdopmarnuje. Ilogenn cmo ca ocHOB-
HUM IIOJMOBHMa M CBOjCTBHMa HHBEP3Hje y OJHOCY HA KPYI' U IIOKa3ajal KakKo
WHBEP3Uja, Y KOMOMHAIMU CA JIPYTUM OCHOBHUM TpaHCGOpMaliijamMa Kao IITO Cy
TpaHcIaImja, poTalnja 1 XOMOTeTHja, J1oBojau j10 MedujycoBux Tpancdopmalmja.

MebdujycoBe TpancdopMmalifje cy M3y3€THO 3Ha4ajHe 300 CBOje CIIOCOOHOCTH
Ja Ha jeJHOCTaBaH HAYWH OINCY]Y CJIOXKEHEe T'eOMeTPHjCKEe U AHAJUTUYKE OJIHOCE
Ha TPOIINPEHOj KOMILIEKCHO] paBHH. FbuxoBa cBojcTBa, Kao MmMITO Cy KOH(MDOPM-
HOCT W CIOCOOHOCT Ja TPEeBOJe KPYyroBe W IMpaBe y KPyroBe W IpaBe, YHMHE WX
HEOITXO/THUM aJIaTOM Y MHOTUM OOJIACTUMA MaTeMaTHKe, YKIbYdyjyNu KOMILIEKCHY
aHaauly, teopujy dyHKIuja u audepeHiujaany reomerpujy. (CioxkeHun reome-
TPUjCKH TPOOJIEMH MOTY IIOj€ITHOCTABATU W PENIUTH NPUMEHOM WHBEP3UBHUX WU
MebujycoBux TpaHcdopMaluja. JemgaH o HajBarKHUJUX pe3y/TaTa OBOI' paja je
pazMarpame DyHIaAMEHTAJHE TeOpeMe, a IheHa IIPUMeHa HUje OTPaHUYeHa CaMo
Ha TEOpHUjCKe acIieKTe, Beh ce jaB/ba U y peliaBamy KOHKPETHUX I'€OMETPHjCKUX U
AHAJTUTUIKAX ITPOOJIEMA.

[Ipasar 3a 1a/be NCTPaKNBAHE MOYXKE OUTHU IIPOYyYaBAHEe JIPYTUX TUIIOBA TPAHC-
dopmarnuja Koje ce MOTY H3BOJUTUA KOMOWHAIMJOM WHBEP3UjE €A PAIUIUTUM
reOMEeTPUjCKUM OIlepaliijamMa, Kao U HUXOBA NMPUMEHA Y HEKUM O CABPEMEHHX
00JIacT MaTeMaTHKe, Kao IITO Cy TeOpHuja JIMHAMUYKUX CUCTEMa WA IeOMETPHja
Ha pa3jnyauTuM TuUnoBuMa nospriuHa. OcuMm Tora, Moryhe je pasmarpame Ipo-
IAPEeHa OBUX KOHIENIATa Yy BUIIEIUMEH3NOHAJHAM IIPOCTOPUMAa M UCTPAKUBAIHE

IbUXOBE TIPUMEHE y (PUBUINK U THKEHHEPCTBY.
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