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,, Dok jedna grana nauke nudi obilje problema, dotle je ona Ziva.

Ovo je rekao David Hilbert' u svom obra¢anju na medunarodnom kongresu matemati¢ara u Parizu 1900.godine.

Po ovom Kriterijumu teorija grafova gotovo sigurno ne moze biti Zivlja.

' David Hilbert(1862-1943)-nemacki matematicar



PREDGOVOR

U ovom master radu opredelili smo se za izuCavanje grafova koji se isti¢u po nekom
posebnom kriterijumu ili karakteristici, odnosno poseduju neobic¢ne osobine. Oni su
interesantni jer ¢emo se baviti pronalazenjem maksimalnog broja ivica u grafu sa odredenom
osobinom ili ograni¢enjem i zbog toga su ti grafovi ekstremni, u smislu maksimalne
iskoriS¢enosti prostora za ivice unutar zadatih ogranicenja.

Prva glava ovog rada je uvodnog karaktera u kojoj ¢emo ukratko definisati pojam
ekstremalne kombinatorike i ekstremalne teorije grafova i veze izmedu ovih disciplina.

U drugoj glavi je dat pregled oznaka i osnovnih pojmova koje ¢emo koristiti dalje u
radu. S obzirom na to da ¢emo se baviti teoremama ekstremalne teorije grafova, radi
podsecanja, navedene su odgovarajuce definicije i teoreme teorije grafova.

Tre¢a glava je posvecena iskljuCivo bipartitnim grafovima. U ovoj glavi, najpre je
predstavljen pojam bojenja ¢vorova, a zavrSava se Mantelevom teoremom koja je veoma bitna
u proucavanju ekstremalnih svojstava grafova.

U cetvrtoj glavi se bavimo generalizacijom ove ideje na proizvoljno velike kompletne
grafove,tj. grafovima koji ne sadrze kompletan podgraf sa fiksnim brojem ¢vorova. Najpre
¢emo definisati pojam k-hromatskog grafa, a zatim ¢emo dokazati Turanovu teoremu i navesti
njenu primenu u kombinatornoj geometriji.

U petoj glavi ¢emo posmatrati Sta se deSava sa grafovima koji ne sadrze neke odredene
podgrafove i1 kako hromatski broj uti¢e na maksimalan broj ivica u grafu koji ne sadrzi
odreden podgraf.

Sesta glava ovog rada posveéena je odabranim zadacima.
U sedmoj glavi, u zakljucku rada, sumiracemo klju¢ne nalaze i rezultate, isticuéi znacaj

Turanove teoreme i1 njenih primena, kao i mogucée pravce za buduca istraZivanja u ovoj
oblasti.



1 UVOD
1.1 Veza izmedu ekstremalne kombinatorike i ekstremalne teorije grafova

Kombinatorika je grana matematike koja proucava diskretne strukture i kombinatorne
objekte kao Sto su skupovi, permutacije, kombinacije 1 grafovi. Bavi se enumeracijom,
rasporedom 1 analizom kombinatornih objekata, kao i proufavanjem njihovih osobina i
relacija.

Teorija grafova je danas, mozda, najrazvijeniji i najvazniji deo kombinatorike. Ona je
neverovatno koristan alat za razumevanje savremenog sveta. Ovo podrucje proucavanja
obi¢no je obuhvac¢eno Sirom oblasti kombinatorike, ali poseduje mnogo specificnih
karakteristika koje je €ine izuzetno korisnom. Sa sve ve¢om povezanos¢u sveta 1 dostupnoscéu
podataka, teorija grafova postala je klju¢an okvir za razumevanje kompleksnosti modernog
drustva.

Graf je matematicka struktura koja opisuje veze izmedu objekata i sastoji se od ¢vorova i
ivica (grana). Grafovi se mogu koristiti za modeliranje razli¢itih vrsta veza i1 procesa u
fizickim, bioloskim, socijalnim i informacionim sistemima. Tako, na primer, grafom moZemo
predstaviti prijateljstva u skupu ljudi (¢vorovi su ljudi, a ivice prijateljstva), saobracajne veze
izmedu gradova (¢vorovi su gradovi, a ivice su putevi), hemijska jedinjenja (¢vorovi su atomi,
a ivice su veze izmedu njih), itd.

Ekstremalna kombinatorika se bavi ekstremalnim problemima, tj. problemima koji se
odnose na maksimalne ili minimalne strukture pod odredenim ogranicenjima.

Ekstremalna teorija grafova predstavlja spoj teorije grafova i ekstremalne kombinatorike,
fokusirajuci se na ekstremalne probleme u vezi sa grafovima poput maksimalnog broja ivica u
grafu koji ne sadrzi odredene lokalne strukture, ili minimalnog broja ivica potrebnog da bi
graf sadrzao odredene podgrafove.

1.2 Prve ideje o ekstremalnoj teoriji grafova

Globalne karakteristike grafa poput gustine ivica ili hromatskog broja, mogu imati
znacajan uticaj na prisustvo odredenih lokalnih struktura u grafu.

Jedan od prvih znacajnih trenutaka u razvoju ekstremalne teorije grafova dogodio se
1907. godine, kada je Wilhelm Mantel® dokazao teoremu koja daje preciznu gornju granicu za
broj ivica koje graf moze imati, a da ne sadrzi trougao kao podgraf.

Zatim je 1941. godine madarski matematicar Paul Turdan formulisao i dokazao svoju
¢uvenu teoremu koja daje gornju granicu za broj ivica koje graf moze imati, a da ne sadrzi
K - kao podgraf. Ova teorema je postala osnova ekstremalne teorije grafova i otvorila je put

za mnoga istrazivanja u ovoj oblasti.

2 Willem Mantel(1835-1860)-holandski matematic¢ar



Nakon Turanovog rada, ekstremalna teorija grafova je nastavila da se razvija.
Paul Erdos® i drugi matematicari su kasnije generalizovali i prosirili ovaj rezultat na druge

vrste grafova i postavili dodatna pitanja o strukturi grafova bez odredenih podgrafova.

1.3 Paul Turan

Jedan od znacajnih matematicara ¢iji je rad imao dubok uticaj na razvoj mnogih grana
matematike, ukljucujuci teoriju grafova, bio je Paul Turan. Roden je 18. avgusta 1910. godine
u Budimpesti, Madarska, a preminuo je 26. septembra 1976. godine. PotiCe iz jevrejske
porodice koja je morala da prezivi izuzetno teSka vremena, trpec¢i diskriminaciju 1 zatim
nasilni antisemitizam. Jo§ u srednjoj Skoli, Paul je bio izuzetan ucenik pokazujuéi ve¢ tada
izvanredne matematicke sposobnosti.

Njegove ideje i rezultati su duboko uticali na razvoj teorije grafova. lako je njegova
glavna oblast rada bila teorija brojeva, njegove metode i pristupi su pronasli primenu i u
teoriji grafova.

Paul Turan je bio i ostaje jedan od najvaznijih matematiCara svog vremena, a njegovo
naslede nastavlja da Zivi kroz radove matematicara koji su inspirisani njegovim doprinosom.

Paul Turan

3 Paul Erdds (1913-1996)-madarski matemati¢ar



2 FElementi teorije grafova

2.1 Definicije osnovnih pojmova

Ovo poglavlje nas upoznaje sa oznakama, osnovnim pojmovima i klju¢nim rezultatima teorije
grafova koje ¢emo koristiti dalje u radu.

Definicija 2.1.1. Graf G je uredeni par (V(G), E(G)), gde je V(G) konacan neprazan skup
elemenata koji nazivamo c¢vorovima, dok je E(G) konacan skup neuredenih parova elemenata
iz V(G) koje nazivamo ivice (grane).

Broj ¢vorova ¢emo oznacavati sa n, a broj ivica sa m.

Ukoliko je ivica odredena ¢vorovima u i1 v tada umesto (u, v) mozemo pisati uv ili samo e,
gdejee = (u,v).

Za granu e kazemo jos i da je e incidentno sau i v.

Definicija 2.1.2. Ivice koje spajaju isti par ¢vorova se nazivaju paralelne ivice. Ivica koja
spaja ¢vor sa samim sobom se naziva petlja.

Definicija 2.1.3. Ukoliko u grafu G nema paralelnih ivica, niti petlji, njega zovemo prost graf.
Multigraf je graf u kome mogu postojati paralelne ivice ili petlje.

U ovom radu ¢emo se uglavnom baviti prostim grafovima.

Definicija 2.1.4. Dva ¢vora koja su povezana ivicom nazivamo susednim ¢vorovima. Ukoliko
nisu povezani ivicom, oni se smatraju nesusednim ¢vorovima. Skup svih suseda ¢vora
v€EV (@) oznatavamo sa NG(U) i piSemo NG(U) = {ueV(G): uveE(G)}.

Definicija 2.1.5. Stepen cvora vEV(G) je broj suseda tog ¢vora u grafu G, §to ozna¢avamo sa
dG(v) = |N G(v)|. Minimalan stepen c¢vorova oznaavamo sa 6(G), a maksimalan stepen

¢vorova sa A(G) 1 zapisujemo na sledeci nacin:

o0(G) = min dG(v) i A(G)= maxvev(a)da(v).

eV (G)

Definicija 2.1.6. Ukoliko svi ¢vorovi grafa imaju isti stepen, tada graf nazivamo regularnim

grafom.
Specijalno, ako je stepen svakog ¢vora jednak k, tada je graf k-regularan.

U regularnim grafovima vazi:

8(G) = A(G).
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Slika 2.1: Regularni grafovi

Definicija 2.1.7. Graf G nazivamo kompletan graf ako svaka dva ¢vora imaju ivicu izmedu

n

njih. Takav graf sa n ¢vorova ima (7) ivica. Oznacava sa se K .

Slika 2.2: Kompletan graf K .

Definicija 2.1.8. Komplement grafa G je graf G koji ima isti skup ¢vorova kao i graf G, a ivice
su definisane na slede¢i nacin: za svaka dva ¢vora u grafu G, ¢vorovi u komplementu grafa su
susedni ako 1 samo ako nisu susedni u grafu G.

Definicija 2.1.9. Graf u kojem nikoja dva ¢vora nisu povezana naziva se prazan graf.

Slika 2.3: Prazni grafovi



Definicija 2.1.10. k-partitan graf G(X1’ X, X k) je graf u kom ¢vorove delimo u k
disjunktnih klasa X v X2, e X . gde ivice povezuju iskljucivo ¢vorove iz razliCitih klasa.

Bipartitan graf je vrsta k-partitnog grafa kod kojeg je skup ¢vorova podeljen u dve disjunktne
klase.

Dakle, ako se ¢vorovi grafa G mogu podeliti na dva neprazna skupa tako da nijedna ivica ne
spaja dva ¢vora u istom skupu, onda je G bipartitan graf.

V] Vg Vg VT
GX Y
X: {Vlr V3, Vi, VT}

Y=1{w, vi, %}

Va Vy V&

Slika 2.4: Bipartitan graf

Definicija 2.1.11. Kompletan k-partitan graf K (nl, Ny e nk) je k-partitan graf

G (X " X o X k), |X i| =n,u kojem izmedu svaka dva ¢vora iz razlicitih klasa postoji ivica.

Slika 2.5: Kompletan 3-partitan graf

Definicija 2.1.12: Grafovi G ) 1G , su izomorfni, §to se oznacava sa 61562, ako postoji

bijekcija f: V(G 1)—>V(G 2) koja ocuvava relaciju incidencije, tj. ako vazi:

quE(G1) ako i samo ako f(u)f(v)EE(GZ)



Preslikavanje f zove se izomorfizam. Tako su grafovi G1 i G2 (slika 2.6) izomorfni jer je
: - i .
f:(v Uy Vs v4) (ul, U, U, u4) izomorfizam

U3
Vy Vs

V] Vi (251 Uy

Slika 2.6: Izomorfni grafovi

Definicija 2.1.13. Ako su G 1 H grafovi za koje vazi V(H)SV(G) 1 E(H)SE(G), tada je H
podgraf grafa G.

Ako, StaviSe, V(H) = V(G), tada je H prekrivajuci podgraf.

Na slici 2.7. je prikazan prekrivajuci podgraf H L grafa G.

Definicija 2.1.14. Neka je V' neprazan podskup od V(G). Podgraf grafa G ¢iji je skup ¢vorova
V' 1 ¢iji skup ivica ¢ine sve 1vice iz G Cija su oba kraja u V', nazivamo podgraf indukovan
skupom ¢vorova V' 1 oznacavamo sa G[V'].

Analogno, ako je E' podskup od E(G), podgraf grafa G ¢iji skup ¢vorova ¢ine krajevi svih
ivicaiz E' 1 €iji je skup ivica E', nazivamo podgraf indukovan skupom ivica E' 1 oznatavamo
sa G[E'].

Na slici 2.7. je prikazan indukovani podgraf H 5 grafa G.

G: Hl: HZ:

Slika 2.7: Prekrivaju¢i i indukovani podgraf grafa G

Napomena: U Sirem smislu, pojam podgrafa se koristi kada graf G sadrzi podgraf koji je
izomorfan grafu H. Tada takode kaZzemo da je H podgraf od G.

Definicija 2.1.15: Setnja u grafu G je kona¢an neprazan niz W = v.ev.ev, . ..ev u kojem
se alternativno smenjuju ¢vorovi i ivice iz G, pri ¢emu su ¢vorovi v, 1 v krajevi grane e za
svako 1<i<k. U $etnji se i &vorovi i grane mogu ponavljati. Cvor v, je pocetni, a ¢vor v,
krajnji ¢vor Setnje W. Setnja sa pocetnim &vorom v, 1 krajnjim ¢vorom v, ZOve se (vo - vk)
-Setnja 1 kaze se da spaja ¢vorove v, 1 v,. Broj k je duzina Setnje W i predstavlja broj grana u

w.
Kod prostih grafova Setnja je jednozna¢no odredena nizom ¢vorova.



Takoje W = VU, eV, Y, Setnja, gde je v,V granau G za svako 1<i<k.

Definicija 2.1.16: Staza je Setnja u kojoj su sve grane razliite, a ¢vorovi se mogu ponavljati.

Pojmovi (vo — vk)-staza 1 duzina staze se definisu sli¢no kao za Setnju.

Definicija 2.1.17: Put je staza u kojoj su svi ¢vorovi, a prema tome 1 grane, svi razliciti.
Pojmovi (vo — vk)-put i duzina puta se definiSu sli¢no kao za Setnju. Put duzine k — 1

oznacava se sa Pk.

Vs !
Vs V4 " .
Vs "3
k] ] vl v:
¥ Lo
VI VI VIV Va V5 W) Py =v1v3vavs

Slika 2.8: Staza i put

Definicija 2.1.18: Dva ¢vora u 1 v grafa G su povezana ako postoji (u — v)-putu G.
Povezanost ¢vorova je relacija ekvivalencije na skupu V(). Klase ekvivalencije indukuju
komponente povezanosti ili kratko komponente grafa G.

Graf je povezan ako ima ta¢no jednu komponentu.

Definicija 2.1.19: Ako se pocetni i zavrsni ¢vor Setnje, staze ili puta poklapaju imamo
zatvorenu Setnju, zatvorenu stazu, odnosno konturu. Graf koji nema kontura je acikli¢an.
Kontura je parna, odnosno neparna ukoliko je parne, odnosno neparne duzine. Kontura duzine
k zove se k-kontura i oznacava sa C r

Na slici 2.9. je prikazana kontura C LU grafu G.

Vs Vi Vs
Vb VB
V3
¥ Vy 4 Ve
G Cq = V1 Val515 1)
Slika 2.9.



Definicija 2.1.20: Uklanjanje ¢vora vEV(G) iz grafa G vrsi se tako Sto se ¢vor v odstrani iz G
i sve ivice koje su sa njim incidentne. Oznacavamo gasa G — v.

Ako umesto jednog ¢vora uklanjamo skup ¢vorova V'€V (), onda iz grafa odstranimo sve
¢vorove iz skupa V' kao 1 sve ivice koje su incidentne sa bar jednim ¢vorom iz V', i takav graf
oznacavamo sa G — V'1ion je prema definiciji 2.1.14 indukovan podgraf G[V (G — V")].

Definicija 2.1.21: Uklanjanje ivice e€E(() iz grafa G vrsi se tako $to se iz G ukloni ivica e, a
njeni krajevi ostaju u skupu ¢vorova grafa G. Oznacavamo gasa G — e.

Lema 2.1.1. (Lema o rukovanju): Zbir stepena ¢vorova grafa jednak je dvostrukom broju
1vica.

Dokaz: Neka je uv proizvoljna ivica grafa G. Ona doprinosi sumi stepena ¢vorova dva puta,
jednom za u 1 jednom za v. Posto to vazi za svaku ivicu imamo:

Y dw)= 2|E(G)].

uel ()

Posledica: Broj ¢vorova neparnog stepena je u svakom grafu paran.



2.2 Pojam bojenja ¢vorova
Uvodimo pojam bojenja ¢vorova koji ¢e biti koriS¢en za analizu strukture grafova i njihovih

svojstava.

Definicija 2.2.1. Bojenje ¢vorova grafa G je dodeljivanje po jedne boje svakom ¢voru grafa G
, odnosno to je preslikavanje f: V(G)—Z, gde je Z = le, Zy o Z, skup boja.

Definicija 2.2.2. Pravilno bojenje ¢vorova grafa G je pridruZivanje boja ¢vorovima grafa G,
tako da su susednim ¢vorovima pridruzene razlicite boje, tj.

ako uv€E(G) tada je f(w)#f (v).

Bojenje u kojem je upotrebljeno k boja nazivamo k-bojenje.

VN NN

6-bojenje 3-bojenje 4-bojenje 3-bojenje

Definicija 2.2.3. Hromatski broj grafa G je najmanji broj k za koji je graf G pravilno k-obojiv
i obelezava se sa x(G). Ako je x(G) = k, za G kazemo da je k-hromatski graf.
Na slici 2.9. su dati primeri 3-hromatskog grafa.

Teorema 2.1.2. X(Kn) =n

Dokaz:

Hromatski broj kompletnog n-partitnog grafa jednak je n zato Sto svaki ¢vor u n-partitnom
grafu pripada tacno jednoj od n disjunktnih particija, i svaka od ovih particija mora biti
obojena razli¢itom bojom kako bi se izbeglo bojenje dva susedna ¢vora istom bojom.

Teorema 2.1.3. Ako je H podgraf grafa G, tada je x(G)=x(H).
Dokaz:

Neka su x(G) 1 x(H) hromatski brojevi grafova G i H. To znaci da se graf G ne moze pravilno
obojiti sa manje od x(G) boja, i sli¢no graf H se ne moze pravilno obojiti sa manje od x(H)
boja.

Po definiciji podgrafa imamo da su svi ¢vorovi i1 ivice grafa H sadrzani u grafu G.
Pretpostavimo da je G pravilno obojen sa x(G) boja. Ovo bojenje mora biti pravilno i za svaki
podgraf H grafa G. Dakle, podgraf H moze biti obojen sa najvise x(G) boja. Posto je x(H)
minimalan broj boja potreban za pravilno bojenje podgrafa H sledi da je x(H)<x(G).

10



Teorema 2.1.4. Ako je KnCG, tada je x(G)=n.

Teorema 2.1.5. x(G) = 1 ako i samo ako je G prazan graf.

Ako je graf G obojen sa k boja, svi ¢vorovi koji su obojeni istom bojom ¢ine hromatsku klasu.
Nikoja dva ¢vora iste hromatske klase nisu susedna. Za takve ¢vorove kazemo da su
nezavisni.

Zbog toga je hromatski broj grafa G jednak minimalnom broju disjunktnih podskupova,

hromatskih klasa, na koje se skup ¢vorova V(G) moze razbiti, tako da su ¢vorovi svake klase
nezavisni.

11



3 Analiza bipartitnih grafova i Mantelova teorema

3.1 Hromatski broj i bipartitnost

U prethodnom poglavlju smo spomenuli grafove €iji su ¢vorovi obojeni na nacin da izmedu
¢vorova iste boje ne postoje ivice. Ako koristimo samo jednu boju, takvo bojenje ¢e biti
moguce samo za prazne grafove.

Prvi interesantan slucaj se javlja kada imamo dve boje. Ovaj slucaj je sam po sebi veoma
intrigantan, Sto objaSnjava zasto ima svoj poseban naziv, a to je bipartitno bojenje, gde se
¢vorovi grafa dele u dva disjunktna skupa tako da nema ivica unutar istog skupa.

U ovom radu ¢emo istraziti bipartitno bojenje grafova, zajedno sa Mantelovom teoremom
koja pruza klju¢ne uvide u strukturu i osobine bipartitnih grafova. Ova teorema je centralni
rezultat u ekstremalnoj teoriji grafova i igra klju¢nu ulogu u razumevanju grani¢nih slucajeva
za bojenje grafova.

Podsecanje: Graf G je bipartitan ako se moze podeliti na dva disjunktna podskupa ¢vorova
tako da nijedna ivica ne povezuje dva ¢vora unutar istog podskupa.

Teorema 3.1.1. x(G) = 2 ako 1 samo ako je G neprazan bipartitan graf.

Dokaz:

(=): Neka je x(G) = 2.
Treba da dokaZemo da je graf G neprazan i bipartitan graf.
Ukoliko bi graf G bio prazan, ne bi imao nijednu ivicu pa bi mogao biti obojen jednom bojom
Sto bi znacilo da je x(G) = 1. Medutim to je u suprotnosti sa pretpostavkom pa sledi da je graf
G neprazan.

Posto je x(G) = 2 odatle sledi da mozemo obojiti cvorove grafa G sa dve boje (dve hromatske
klase).
DefiniSimo preslikavanje f: V(G)—Z gde je Z={1, 2} skup boja.

Neka skup X ¢ine svi ¢vorovi koji su obojeni bojom 1, a skup Y ¢ine svi ¢vorovi koji su
obojeni bojom 2, odnosno:

X ={weV(Glf(v) = 13iY = {veV(6)|f(v) = 2}.
Tada je xy€E(G)=x€X, y€eY ili x€Y, yEX.

Dakle, ne postoji ivica izmedu bilo koja dva ¢vora u klasi X, niti izmedu bilo koja dva ¢vora u
klasi Y. Odatle sledi da je graf G bipartitan sa disjunktnim klasama X 1 Y.
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(&): Neka je G(X, Y) netrivijalan bipartitan graf.

Kako je G netrivijalan, postoji bar jedna ivica, odnosno E(G)#®, $to znaci da ne moze biti
x(G) = 1. Dakle mora da vazi x(G) > 1.

Definisimo skupove X i Y tako su oni disjunktni skupovi ¢vorova grafa G, pri ¢emu svaka
ivica u grafu G povezuje ¢vor iz skupa X sa ¢vorom iz skupa Y.

Tada pravimo bojenje f(v) = {1, vEX 2, veY = x(G) = 2.

Ova teorema uspostavlja direktnu vezu izmedu hromatskog broja i bipartitnosti, potvrdujuci
da svaki graf koji se moze obojiti sa dve boje bez konflikata medu susednim ¢vorovima mora
biti bipartitan i obrnuto.
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3.2. Karakterizacija bipartitnih grafova i njihova ogranicenja

Teorema 3.2.1.: Graf G je bipartitan ako i1 samo ako ne sadrzi konturu neparnog reda.
Dokaz:

(=): Pretpostavimo da je graf G bipartitan, $to zna¢i da mozemo podeliti skup ¢vorova
u dva disjunktna skupa X i Y, tako da nema ivica unutar istog skupa, ve¢ samo izmedu
¢vorova iz razli¢itih skupova,tj.
XUY =V (G) i XnY = 0.

Dalje pretpostavimo da postoji kontura C u grafu G ¢ija je duzina neparna, tj.

C=vv, .v i imamo da je vV +1€E(G).

12 2n+1 2n

Neka je bez umanjenja opStosti v EX.
Posto ne postoje ¢vorovi u skupu X koji su susedni, sledi da v 2EY. Indukcijom se pokazuje da

je v2k+1€X za svako k€{0, .., n}i v, €Y za svako k€{1, .., n}.

Sada imamo v_€X i takode v. €X.PoStov v, €E(G) ioba ¢vora su u skupu X $to je
1 2n+1 1 2n+1

kontradikcija jer smo pretpostavili da je graf G bipartitan.
Dakle, pokazali smo da, ako je graf bipartitan, ne sadrzi konturu neparne duzine.

(&): Pretpostavimo da graf G nema konture neparnog reda.
Po¢nimo od bilo kog ¢vora v, i obojimo ga crvenom bojom.

Za svaki ¢vor vEV(G)\{vO} obojimo ga u crveno (odnosno plavo) ako je rastojanje od ¢vora

v, do ¢vora v parno (odnosno neparno).

Napomena: Rastojanje izmedu dva ¢vora u grafu G je duzina minimalnog puta koji ih
povezuje.

Neka je A skup svih crvenih ¢vorova u grafu G, a B skup svih plavih ¢vorova u grafu G.
Treba da dokazemo da je G bipartitan graf sa klasama A i B.

Pretpostavimo da postoje dva ¢vora v, weA tako da je vweE(G).
Iz pretpostavke da ¢vorovi v, weA sledi da su oni na parnom rastojanju do ¢vora v,
Neka je Pv:=vovlv2 wV

P =vww, ..w_w najkraéi put od ¢vora v, do ¢vora w.

Tada je P=v v v, .v,_vww .. wwwy, zatvorena Setnja u G neparne duZine jer su

k i [ iste parnosti (parni su) i P sadrZi ivicu vw.
Primetimo sada, da ako iz P uklonimo sve ivice koje istovremeno pripadaju putevima P i P .

v najkraci put od ¢vora v, do ¢vora v i neka je

dobijamo konacan broj razlicitih kontura ¢iji je zbir duzina neparan, $to znaci da mora
postojati bar jedna kontura neparne duzine $to je kontradikcija.

Ukoliko pretpostavimo da imamo dva susedna ¢vora u skupu B, do kontradikcije se dolazi na
sli¢an nacin.
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Dakle ako nema konture neparnog reda, moguce je obojiti graf G sa dve boje tako da nijedna
dva susedna ¢vora nemaju istu boju, Sto znaci da je graf bipartitan.

Teorema 3.2.2.: Neka je n > 2 ineka je G prost bipartitni graf sa n ¢vorova. Tada G ima

. ey .. . n
najvise a(n — a) ivica, gdejea = |5 |.
. ve . e v v . . ey n2 ..
Drugim re€ima, bipartitni graf sa n ¢vorova ne moze imati vise od = lvica.

Dokaz:

Neka jen > 2 ineka je G prost bipartitni graf sa n ¢vorova. Pretpostavimo da graf G
ima a ¢vorova crvene boje in — a ¢vorova plave boje. Tada se maksimalan broj ivica postize
ako su svi ¢vorovi crvene boje povezani sa svim ¢vorovima plave boje, Sto omogucava grafu
G daima a(n — a) ivica.

Posmatrajmo funkciju f(a) = a(n — a) i ho¢emo da vidimo kada ona dostize svoj
maksimum.

f(a) =— a’ + an

Funkcija f(a) dostize svoj maksimum kada je a = % iraste za 0 < a < %, a opada za
n

a > -

Posto a mora biti ceo broj onda ako je n paran broj onda stavimo a = %, ako je n neparan

broj stavimo a = [%j.
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3.3. Pregled osnovnih principa ekstremalne teorije grafova i Mantelova
teorema

Prilikom analize bipartitnih grafova, posebno je zna¢ajno razmotriti kako se broj ivica u
takvom grafu moze maksimizovati. Prethodni dokaz pokazuje da se maksimalan broj ivica
postize kada su dva skupa ¢vorova bipartitnog grafa skoro jednake veli¢ine. Ovaj zakljuc¢ak

c e e v . .. _ _ .y . . . _n
proistice iz ¢injenice da funckija f(a) = a(n — a) dostize svoj maksimum kada je a = -

ako
je n paran broj, odnosno a = [%J ako je n neparan broj.

Medutim, interesantan aspekt koji se moze istraziti je uticaj zabrane odredenih
podgrafova na strukturu bipartitnog grafa.

Na primer, postavljanjem ograni¢enja na odredeni tip podgrafa, moZemo ograniciti
dostupne ivice u grafu, Sto moze dovesti do promene u maksimalnom broju grana koji se
moze pojaviti u grafu.

Postavlja se pitanje: Kako ¢e se struktura grafova promeniti ukoliko zabranimo
pojavljivanje odredenog podgrafa, kao sto je trougao?
Odgovor na ovo pitanje pruZza Mantelova teorema.
Dve naredne definicije ¢emo koristiti u dokazu Mantelove teoreme.
Teorema 3.3.1(Cauchy-Schwarz): Za realne brojeve XXy X [ Yp Yy, vazi:
2
n n n

(X xy) =Xx Xy,

2Kk 2k 2Tk
Ako je xith za barem jedan i, onda imamo jednakost ako i samo ako postoji realan broj A

takav da je:

Yy, = ?\xk, k=1,.,n

Definicija 3.3.1: Skup ¢vorova u grafu, od kojih nikoja dva nisu susedna, naziva se
nezavisan (il stabilan).

Slika 3.1: Nezavisan skup u grafu, oznacen plavom bojom.
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Definicija 3.3.2: Najveli nezavisan skup je nezavisan skup najveée moguce veliCine za dati
graf G.

Mantelova teorema: Neka je G proizvoljan graf sa n ¢vorova, n>3, i m ivica koji ne sadrzi
2

trougao. Onda je maksimalan broj ivica u tom grafu [nTJ.

Dokaz:

Posmatrajmo graf G = (V, E) sa n ¢vorova, n=>3, gde je m broj ivica, e(G) = m i
pretpostavimo da G nema trouglova.

Primetimo da ukoliko postoji ivica u grafu G izmedu ¢vorova u i v, onda oni ne mogu imati
nijednog zajednickog suseda, jer bi u suprotnom postojao trougao. (slika 3.2.).

Cod
e

ey

Slika 3.2.

Na slici 3.3. je prikazano kako ¢e izgledati skupovi svih suseda za dva ¢vora koja su susedna:

Slika 3.3

Susedni ¢vorovi imaju disjunktne skupove suseda u grafu bez trouglova.

Za svaku ivicu uv€E(G) vazi d(u) + d(v)<n.

Ukoliko bi vazilo d(u) + d(v) > n imali bismo bar jedan ¢vor koji je brojan dva puta. To bi
znacilo da taj ¢vor pripada 1 skupu suseda ¢vora u 1 skupu suseda ¢vora v, odakle bi sledilo da
imamo trougao.

. v « 2
Sada posmatrajmo Sta je suma kvadrata stepena ¢vorova ). d(u) .
uevy
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Svaki d(u) se pojavljuje onoliko puta koliko ¢vor u ima suseda,tj.jednom za svaku granu u
kojoj ucestvuje, dakle pojavljuje se taéno d(u) puta.

Mozemo preformulisati sumu kvadrata stepena svih ¢vorova kao sumu doprinosa svih grana:

Y dw’ = ¥ dw) + dv))

uevy UVEE

Dalje imamo da je:

Y dw)’= Y (dw+ dw) < ¥ n<e(G)n = mn.

uev uveE uvekE

Dakle, zato Sto je zbir stepena susednih ¢vorova u grafu bez trouglova ogranic¢en sa n, ukupna
suma doprinosa svih ivica je ograni¢ena sa mn.

Sta jo§ znamo?

Znamo da je ukupan zbir stepena svih ¢vorova u grafu jednak dvostrukom broju ivica, jer
svaka ivica ,dodiruje” ta¢no dva ¢vora (Lema 2.1.1- lema o rukovanju):

Y d(u) = 2m.

uevy

Dalje koristimo Kosi Svarcovu nejednakost koja nam omoguéava da procenimo gornju
granicu za kvadratne sume 1 dobijamo sledece:

2
4m’ = (Y dw) < ¥ 1° ¥ dw)’ = n(z d(u)z)Smnz—WnSnTz.

uevy uevy uevy uey

2
. . . . n
I naravno, posto je m ceo broj, onda imamo m<|—-|.
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Sada ¢emo dati joS jedan dokaz Mantelove teoreme.
Dokaz 2:

Neka je G = (V, E) graf koji ne sadrzi trougao kao podgraf i neka je v ¢vor sa maksimalnim
stepenom u grafu G.

Posto G ne sadrzi trougao, skup suseda N(v) ¢vora v mora biti nezavisan skup. Oznaci¢emo
gasa A.

A=N®) B

Slika 3.4.

Neka je B komplement skupa A, odnosno B = V\AiV = AUB.
Posto je v ¢vor sa maksimalnim stepenom imamo:

d(x)<d(v) = |A|, za svako x€V.

Posto je A nezavisan skup (odnosno ne postoji ivica koja ima oba ¢vora u A) svaka ivica grafa
G ima bar jedan kraj u B.
Sada imamo sledeée nejednakosti:

|E| < ¥ d(x) < |B|ld(x)<|A||B].
XEB
Objasnjenje:
Neka B ima ¢vorove b1’ bz' . bk. Tada je

Y d(x) = d(bl) + d(bz) + o+ d(b)<d() + d(x) + ... + d(x) = |B|d().

XEB

Maksimalni stepen bilo kog ¢vora u B ne moze biti ve¢i od stepena ¢vora v jer je to ¢vor sa
maksimalnim stepenom u grafu G. Zbog toga je |B|d(x)<|A||B].
Sada ¢emo primeniti nejednakost izmedu aritmetiCke 1 geometrijske sredine

A|+|B
AZHEL > 41 1B].

. . |A|+|B] + 2
Kvadriranjem obe strane dobijamo (——) = |4||B|.
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Posto je |A| + |B| = n, imamo:

2 2
E|< % d() < |Al|B| < (L5 = 2

XEB

Postavlja se pitanje, Sta nam ovaj dokaz govori o slu¢aju kada se dostiZze jednakost?

Da bismo imali jednakost u Mantelovoj teoremi, u prethodnoj nejednakosti moramo da
imamo sledece:

e |E|= ) d(x), Vx€EB, sto implicira da nijedna ivica nije striktno unutar B, tj. da je B
XEB
nezavisan skup.

e Y d(x)=|A||B|, sto implicira da je svaki ¢vor u B povezan sa svakim ¢vorom u A.
X€EB

e I nakraju, A 1B treba da budu iste veliCine (ili skoro iste veli¢ine, kada je n neparan)
da bi vazila jednakost u nejednakosti izmedu aritmeticke i geometrijske sredine.

2

v - . .. .. .- . " no. .
Dakle u slu¢aju jednakosti imamo da graf koji ne sadrZi trougao, a ima ta¢no =~ ivica

mora biti izomorfan kompletnom bipartitnom grafu sa dva jednaka ili skoro jednaka
dela. Oznaci¢emo ga sa Tn .

Na slici 3.5. je prikazan primer jednog takvog grafa.

Slika 3.5: Graf sa 8 ¢vorova, bez trouglova, sa maksimalnim brojem grana
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4 Turanova teorema

4.1 Motivacija — Sta se deSava sa grafovima koji ne sadrze kompletan
podgraf?

Sada kada smo razmotrili reSenje za grafove koji ne sadrze trougao, prirodno je postaviti
pitanje Sta se deSava ukoliko zabranimo kompletan graf K - 1? Koji je maksimalan broj ivica u

grafu sa n ¢vorova koji ne sadrzi K 1 kao podgraf?

Posmatrajmo kompletan graf sa Cetiri cvora K r
Primer koji smo razmotrili u prethodnoj teoremi ne sadrzi K . jer ne sadrzi trougao.

Ali mozemo postici jo§ bolje rezultate.

Umesto da razmotrimo dve particije, mozemo razmotriti viSe particija.

Za K v ukoliko uzmemo tri particije, svaki sa % brojem ¢vorova (ako n nije deljiv sa 3,

zaokruzimo ga na ve¢i ili manji broj) i dodamo sve ivice izmedu razli¢itih particija, mozemo
videti (na slici 4.1) da ovakav graf ne sadrzi K .

Slika 4.1: Turanov graf T'(10, 3)

Pitanje je da li je ovo najveci moguci broj ivica koji moZze imati graf, a da ne sadrzi K 4?

Ispostavice se da je odgovor potvrdan, a to ¢e nam pokazati sledeca teorema.

Turédnova teorema generalizuje prethodni rezultat Mantela, koji tvrdi da maksimalan broj ivica
% . . nz v ’ . r
u n-vorovnom grafu bez trouglova iznosi —-. Kada dokazemo Turanovu teoremu vide¢emo

da je Manteleva teorema poseban slu¢aj Turanove teoreme zar = 2.
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4.2 K-hromatski graf

Prvo ¢emo definisati pojmove koji su nam potrebni.

Definicija 4.2.1: Kompletan multipartitni graf je prost graf G €iji se ¢vorovi mogu podeliti u
skupove tako da su dva ¢vora susedna ako 1 samo ako nisu u istim multipartitnim skupovima.

Za k>2, kompletan k- partitni graf sa multipartitnim skupovima veli¢ina Ny, .mn,

oznacava se sa K ,

L

oo

Graf 3-partitni graf kompletan 3-partitni graf

Definicija 4.2.2: k-hromatski graf je graf koji zahteva tacno k razli¢itih boja za bojenje
njegovih ¢vorova tako da nijedna dva susedna ¢vora nemaju istu boju. Drugim re¢ima,
najmanji broj boja potreban za pravilno bojenje grafa je k. Broj k se naziva hromatski broj
grafa.

Bilo bi interesantno i korisno istraziti koji su najmanji i najveci k-hromatski grafovi sa n
¢vorova.

Koji je minimalni broj ivica k-hromatskog grafa sa n ¢vorova?

Tvrdenje 4.2.1. Svaki k-hromatski graf sa n ¢vorova ima barem (%) 1vica.

Dokaz:

k-hromatski graf ima k-bojenje ¢vorova, gde svaki ¢vor dobija jednu od k boja, tako da
nijedna dva susedna ¢vora ne dele istu boju.

k-bojenje mozemo posmatrati kao particiju skupa ¢vorova u k delova, gde je svaka
particija nezavisan skup (tj. nijedna dva ¢vora u istoj particiji nisu susedna). Ova particija je
zapravo k-particija skupa ¢vorova.

Pretpostavimo da imamo pravilno k-bojenje k-hromatskog grafa, $to znaci da svaka boja
oboji jedan nezavisan skup ¢vorova.

Za bilo koje dve razli¢ite boje, recimo i 1 j, tvrdimo da u grafu postoji bar jedna ivica
koja povezuje ¢vorove obojene bojama i i j. Ako ne bi postojala takva ivica, to bi znacilo da

¢vorovi obojeni bojama i 1 j nisu susedni, §to znaci da bi ove dve boje mogle biti
kombinovane u jednu boju.

Posto bi ovo novo bojenje koristilo manje boja, to bi bilo u suprotnosti sa naSom
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pretpostavkom da je graf k-hromatski (ne moze se obojati sa manje od k boja).
S obzirom da postoji (%) razli¢itih parova boja onda mora postojati bar (%) ivica jer svaki
par boja mora biti povezan bar jednom ivicom.

Koji je maksimalni broj ivica k-hromatskog grafa sa n ¢vorova?

Pretpostavimo da imamo pravilno k-bojenje grafa. Ovo znac¢i da smo ¢vorove grafa podelili u
k nezavisnih skupova (particija), gde ¢vorovi unutar istog skupa nisu medusobno povezani.

Cilj nam je da pronademo maksimalan broj ivica koje mozemo dodati grafu bez povecanja
hromatskog broja iznad k.

Sve dok moZemo pronaci parove nesusednih ¢vorova sa razli¢itim bojama, mozemo nastaviti
da dodajemo ivice izmedu tih ¢vorova. Dodavanjem ivica izmedu ¢vorova iz razlicitih
particija ne pove¢avamo hromatski broj, jer bojenje ostaje pravilno — ¢vorovi unutar istih
particija i dalje nisu medusobno povezani.

Optimalan nacin da se ovo postigne je konstruisanje kompletnog k-partitnog grafa, poznatog
kao Turanov graf T(n, k).

T(n, k) predstavlja graf sa n ¢vorova i k boja (particija) koji ima najve¢i moguci broj ivica, a
da je hromatski broj jednak k. Turanov graf je optimalan jer maksimizuje broj ivica

odrzavajuéi k-hromatsko svojstvo.

Dakle, ako zelimo k-hromatski graf sa najve¢im brojem ivica, Turdnov graf je najbolji izbor.
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4.3 Turanov graf i Turanova teorema

Definicija: Prost, kompletan, k-partitan graf sa n ¢vorova, ¢iji su delovi iste ili skoro iste
veli¢ine ([%J ili [%]) se naziva Turanov graf'i obelezavamo ga sa T(n, k).

Primer: Turdanov graf T(7, 4)

n=7 k=4

Imamo Cetiri nezavisna skupa sa priblizno jednakim brojem ¢vorova, tj. recimo tri sa 2 ¢vora,
a jedan sa jednim ¢vora.

Svi ¢vorovi iz razli¢itih particija su medusobno povezani, dok ¢vorovi unutar iste particije
nisu povezani.

Hromatski broj grafa:

Da bismo obojili ovaj graf, potrebne su nam 4 boje, jer ¢vorovi unutar iste particije nisu
medusobno povezani.

Dakle hromatski broj grafa je 4.

Na slici 4.2.prikazan je Turdnov graf K 2gq 22 sluéajn = 7, k = 4.

Slika 4.2: Turanov graf T(7, 4)
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Lema 4.3.1: Medu prostim r-partitnim grafovima (tj. grafovima koji su r-bojivi) sa n
¢vorova, Turanov graf an je jedinstven graf sa najvise ivica.

Dokaz:

Prethodno smo naveli da u grafu mozemo dodavati ivice bez povecanja hromatskog broja sve
dok graf ne postane kompletan multipartitni. Posmatrajmo kompletan r-partitni graf sa
partitivnim skupovima ¢ije se veli¢ine razlikuju za vise od 1.

Neka je A najveci takav skup veliCine i, a B je najmanji veli¢ine j, pri ¢emujei — j > 1.
Uzmimo ¢vor vEA i premestimo ga u B.

Sada imamo da se broj ivica izmedu A i1 B koje nisu povezane sa v ne menja kao direktan
rezultat premestanja ¢vora v, ali ukupan broj ivica u grafu se menja jer u skupu A v dobija

[ — 1 suseda, a u skupu B gubi j suseda Sto znaci da se dodaju nove ivice izmedu v i1 ¢vorova
skupa B i oduzimaju ivice izmedu v i ¢vorova skupa A.

Postojei — 1 > j, broj ivica se povecava.

Dakle, dobi¢emo maksimalan broj ivica samo kada su svi partitivni skupovi jednaki ili se

razlikuju najvise za jedan ¢vor, kao u T .

Postavlja se pitanje Sta se deSava ako Zelimo da dodamo viSe ivica nego $to je u Tn T?

Analizira¢emo $ta se deSava sa hromatskim brojem grafa.

Iz Manteleve teoreme znamo da grafovi sa hromatskim brojem 2 ne sadrZe trouglove 1
2
. . . ey n . .
imaju najvise —- ivica.
2

. . v n . . - . . .. . .
Ukoliko imamo viSe od =~ ivica u grafu sa n ¢vorova, hromatski broj mora biti najmanje

3 i graf mora imati trougao kao podgraf.

U prethodnoj teoremi smo pokazali da an ima najvise ivica medu r- partitnim

grafovima sa n ¢vorova, a u sledecoj teoremi (4.3.2.) ¢emo videti da dodavanje ivica zahteva
povecanje hromatkog broja 1 pojavu vec¢ih kompletnih podgrafova.

Sada ¢emo navesti dve teoreme koje su povezane i1 zajedno ¢ine osnovu Turdnove teorije
o ekstremalnoj teoriji grafova.

Obe teoreme se bave problemom maksimizacije broja ivica u grafu sa odredenim
ogranicenjima.

Konkretno, one se fokusiraju na ekstremalna svojstva grafova koji ne sadrze odredene
kompletne podgrafove K o
Prva teorema (teorema 4.3.2.) postavlja gornju granicu za broj ivica u takvim grafovima, dok
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druga teorema (teorema 4.3.3.) identifikuje specifi¢nu strukturu grafa koji tu granicu dostize.
Teorema 4.3.2: Neka je G proizvoljni graf sa n ¢vorova, koji ne sadrzi Kr+ - Onda graf G ima

2
najvise (1 — %)nT ivica.
Dokaz: Koristimo indukciju po n. Fiksirajmo broj r.

Baza indukcije:

Ako je n<r, ovaj graf sigurno ne moze sadrzati K . kao podgraf, jer ima manje ¢vorova od

njega. Graf G ima najvise (—-| ivica, pa imamo:

n)_ nm-1) _ (-Dn® _ 1(, 1\ 2_ 1(, 1) 2
(2)_ 2 T _2(1 n)nsz(l )n

Sto se 1 trazilo.
Indukcijska hipoteza:
Pretpostavimo da je n > r i da teorema vazi za sve grafove sa manje od n ¢vorova, tj. svaki

2
- .. .- . ey 1\m . .
graf sa m<n ¢vorova koji ne sadrzi K " kao podgraf ima najvise (1 — T)T 1vica.
T

Indukcijski korak:
Pokaza¢emo da teorema vazi za graf sa n ¢vorova.

Neka je G graf sa n ¢vorova bez K oy i neka G ima maksimalan broj ivica.
T

Ovo implicira da G sadrzi K . kao podgraf. (podgraf koji je izomorfan kompletnom grafu K r).

Ako G ne bi sadrzao K e tada bi postojala bar jedna ivica koju mozemo dodati izmedu dva
¢vora koja nisu medusobno povezana, bez stvaranja K et

Dodavanjem te ivice bismo povecali broj ivica u G, §to bi bilo u kontradikciji sa
pretpostavkom da G ve¢ ima maksimalan broj ivica medu svim grafovima sa n ¢vorova koji
ne sadrze K .

r+1

Dakle, G mora sadrzati K -

Neka je A skup ¢vorova koji formiraju K -aB = V\A je ostatak ¢vorova.

Svaki ¢vor vEB ima najviSe r — 1 suseda u A.

Z.aSto ovo vazi?

Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji ¢vor v u B koji ima r suseda u A.
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1z toga §to je A skup ¢vorova koji formiraju K . sledi da su svi ¢vorovi u A medusobno

povezani.
Ako ¢vor vEB ima r suseda u A = v je povezan sa svih r ¢vorova u A.
Dodavanjem v u Kr formira se kompletan graf Kr+ o jer ¢e svih v + 1 ¢vorova biti

medusobno povezani, a to je u kontradikciji sa pocetnom pretpostavkom da G ne sadrzi K e

Dakle, svaki ¢vor vEB moze imati najvise r — 1 suseda u A.

Tada za ukupan broj ivica u grafu G imamo:

e(G) < (§)+ (r — 1)|B| + e(B)

gde je (%) broj ivica unutar A, (r — 1)|B| je maksimalan broj ivica izmedu ¢vorovau A i B,

i
e(B) je broj ivica unutar skupa B.

Po induktivnoj hipotezi imamo da za skup B vazi naSa teorema, koja nam kaze da graf B sa
n — r ¢vorova (n —ukupan broj ¢vorova u grafu G, r —broj ¢vorova u podgrafu K r) ima

2
ey 1 (m—r)y . .
najvise (1 — =) 1vica.
r 2

-1 14 (n-r)°
e+ (r - D(n - N+ (1 -

2 2
r —r 2 r—1 (n—r
=— tm-1r —n+r+ rLzL

2 2 2
_ rz—r +rn — T'2 —n+r+ (r—Dn —2nr§:—1)+r (r—1)

2 2 2
=rz_r+rn—r2—n+r+£21l—(r—1)n+r_r
r 2

e 2 . y .
Grupisanjem izraza uz n, n, i slobodan ¢lan dobijamo:

2

@< (1-1)4%
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Teorema 4.3.3(Turanova teorema): Medu prostim grafovima sa n ¢vorova koji ne sadrze
K 1 kao podgraf, Turanov graf T ima maksimalan broj ivica. Ovde, K 1 predstavlja

kompletan graf sar + 1 ¢vorova, dok an oznacava Turanov graf sa n ¢vorova i r particija.

Napomena: Kada kazemo da graf ne sadrzi K 1 kao podgraf, mislimo da ne postoji nijedan

skup od r + 1 ¢vorova unutar grafa koji su medusobno povezani.

Dokaz Turanove teoreme:

Svaki r-partitni (ili r-bojivi) graf, ukljucujuéi Turanov graf T(n, r), nema r + 1- kompletan
podgraf, jer svaki partitivni skup moZe doprineti najvise jednim ¢vorom svakom kompletnom

podgrafu.

Ukoliko dokazemo da maksimalan broj grana postize r-partitni graf, lema 4.3.1. implicira da
je trazeni graf T(n, ).

Dakle, dovoljno je dokazati da za svaki graf G koji nema r + 1-kompletan podgraf, postoji r
-partitivni graf H sa istim skupom ¢vorova kao G, tj.

V(H) = V(G),
1 sa najmanje isto toliko ivica tj.

e(H)=e(G).

Dokaza¢emo indukcijom po 7:
Baza indukcije: v = 1

Ako graf nema K , 0 znaci da nema parova ¢vorova koji su povezani, §to ga ¢ini praznim

grafom (grafom bez ivica). Ovakav graf je trivijalno 1-partitni.
Dakle, u ovom slucajuje H = G.

Indukcijska hipoteza:

Pretpostavimo da tvrdnja vazi za sve cele brojeve < .

Indukcijski korak:

Neka je r=2 i1 dokazujemo da tvrdenje vazi za 7.
Pretpostavimo da je G graf sa n ¢vorova koji ne sadrzi K e
Neka x€V (@) bude ¢vor maksimalnog stepena k = AG (¢vor u grafu G koji ima najveci broj
suseda) i neka podgraf G' bude podgraf grafa G indukovan skupom N(x), gde je N(x) skup
suseda ¢vora x.
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Napomena: Podgraf G' indukovan skupom N (x) sadrzi sve ¢vorove koji su susedi ¢vora x i
sve ivice izmedu tih ¢vorova koje postoje u grafu G, ali ne ukljucuje ¢vor x, ni ivice koje
povezuju x sa njegovim susedima.

Dakle, imamo:
1)Skup ¢vorova od grafa G": V(G') = N(x)
2)Skup ivica od grafa G': E(G") sadrzi sve ivice (u, v)EE(G) za u, vEN (x).

Tvrdimo da ako G nema Kr+1, tada G' nema K R

Pretpostavimo da G nema K e

Posto je x sused svakog ¢vora u G', ako bi G' imao K, tada bi G imao K . . Sto je
kontradikcija sa pretpostavkom da G nema K 1
Dakle, G' nema Kr.

Sada mozemo primeniti indukcijsku hipotezu na G':

Posto G' nema Kr onda postoji (r — 1)- partitni graf H' sa istim skupom ¢vorova kao G t.
V(H') = V(G') 1 najmanje toliko ivica tj. e(H'")=e(G").

Znamo da je V(Hl) = V(G') = N(x).

Posto u N(x) ima k ¢vorova :>V(H ) = N(x) = k.

Konstrui§emo graf H tako §to uzmemo graf H' i ostatak ¢vorova, pa je skup ¢vorova grafa H:
V(H) = V(H)U (VO\V(H)) = N@)UV(G)\N())

V(G)\N(x) ¢emo obeleziti sa S.
Dakle, skup S se sastoji od ¢vorova koji nisu susedi ¢vora x u grafu G'.
U H nema ivica izmedu ¢vorova iz N(x) i ¢vorova koji nisu u N(x), a koji se nalaze u skupu

S.

S je nezavisan skup od (n — k) ¢vorova (nezavisni skup je skup ¢vorova u kojem nema ivica
medu ¢vorovima u tom skupu).

Posto su ¢vorovi iz N(x) povezani samo sa ¢vorovima iz S, a ne medusobno, i posto je H
r — l-partitni graf, ivice dodate izmedu N(x) i1 S nece stvoriti dodatne kompletne podgrafove
unutar ovih skupova.

Time ¢e H biti r-partitan.
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Jos treba da pokazemo da je e(H)=>e(G).

1z konstrukcije grafa H imamo da je broj ivica jednak broju ivica u grafu H b plus broj novih
ivica dodatih izmedu N(x) i S tj.:

e(H)= e(H)+ k(n — k).
Takode, imamo e(G)Se(G') + ) d G(v), jer se razlika u broju ivica izmedu G 1 G' sastoji

vES

samo od onih ivica koje imaju bar jedan kraj u skupu § = V(G)\V(G").
Napomena: Ivice sa oba kraja u skupu S se broje dva puta.

Posto je A(G) = k, imamo dG(v)Sk za svaki vE€S (¢vorova koji nisu u G').

KakojeS = n — k, imamo ), dG(v)Sk(n — k).

VES

Dakle,
e(G)=e(G)+ k(n — k)<e(H)+ k(n — k) = e(H).
Time je e(H)=e(G) Sto zavrSava dokaz.
Dakle, pokazali smo da H ima sve osobine Turdnovog grafa, $to znaci da je H zapravo an.

Turanova teorema daje jasnu sliku o tome kako izgleda graf sa maksimalnim brojem
ivica koji ne sadrzi K i1 kao podgraf.
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4.4.Primena Turanove teoreme u kombinatornoj geometriji

Kombinatorna geometrija se bavi kombinacijama i rasporedima geometrijskih objekata.
Rezultat Turanove teoreme je relevantan 1 za probleme u kombinatornoj geometriji, gde
mozemo posmatrati tacke u ravni kao ¢vorove grafa, a njthovo medusobno rastojanje kao
kriterijum za povezivanje ivicama.

Definicija: Precnik skupa tacaka u ravni je najvece rastojanje izmedu dve tacke tog skupa.

Teorema 4.3.4: Neka je S skup n tacaka u ravni, €iji je precnik 1. Onda je broj parova tacaka
2

. wee . . , 1 IV
1z S C1ye J€ rastOJanJe vece od — najvise ——.

2 3
Dokaz:

Uvedimo graf G(S, F) takav da je § = {X v X . Xn} skup n tacaka u ravni (gde svaka tacka
skupa S predstavlja ¢vor u grafu G) i X l,X],EE ako 1 samo ako je |X in| > %

Da bismo mogli da primenimo Turdanovu teoremu za r = 3, potrebno je da dokazemo da graf
G ne sadrzi K v Prema Turdnovoj teoremi, ako graf ne sadrziK . onda broj ivica u tom grafu
2

v I oy 1\n n2 , iy .
moze biti najvise 1 — ? T = T Ova teorema nam omogucava da ogranicimo bI’O_] parova

taCaka u skupu S ¢ije je rastojanje vece od %
Ako bi G sadrzao K T postojale bi Cetiri tacke X " X . X . X 4(ES tako da su svake dve tacke na

.. . 1
rastojanju ve¢em od —.

ﬁ

Razmatrac¢emo sledeca tri slucaja:

Prvi slucaj: Tacke X Y X 2 X - X . obrazuju konveksan ¢etvorougao.

Bar jedan od uglova u ¢etvorouglu je tup ili prav (ne mogu sva cetiri ugla biti manja od 90°,
jer je zbir uglova u ¢etvorouglu jednak 360°).
Neka je bez umanjenja opStosti <IXjX l_X 1290".

Sada moZemo primeniti kosinusnu teoremu na trougao X X X ;
J 1

|Xle|2 = |Xin|2 + |Xin|2 - 2|Xin||Xin| cos cos <X X X,

2 e o x> (2) + () =2+ 2=
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Dakle, dobili smo da je |XjX l| > 1 $to je kontradikcija sa time da najvece rastojanje medu

tackama skupa S nije vece od 1.

Drugi sluéaj: Neke tri tacke iz skupa S obrazuju trougao, a Cetvrta tacka se nalazi unutar
ovog trougla.
Neka je bez umanjenja opstosti X inX , trougao a tacka X , S€ nalazi unutar ovog trougla. Tada

je bar jedan od uglova <X l_X ka, ¢:XjX kX p <X zX kX . vedi ili jednak 120° (jer je zbir ova tri

ugla jednak 360°).
Neka je bez umanjenja opsStosti <X l,X kaZ 120°.

Koristeé¢i kosinusnu teoremu imamo:

|Xin|2 - |XiXk|2 n Xij|2 — 2|x x| |Xij|cos<IXiXka

= |XiXk|2 + |Xij|2 - 2(= %)

xx] k%]
- |XiXk|2 + |Xij|2 + XiXk| Xij|
1.2 1.2, 1 1
> e
et

Sto je kontradikcija.

JO

Tredi slucaj: Tacke X ’ Xj, X r X , Su kolinearne.

Neka je bez umanjenja opstosti raspored tacaka: X ;T Xj - X P X . Tada vazi:

— 3

1
YR T

0= P i+ L

1
J \2 +

Sto je kontradikcija.

Dokazali smo da je G graf sa n ¢vorova koji ne sadrzi K ,ha mozemo da primenimo Turanovu

teoremu:

Dakle, problem u kombinatornoj geometriji koristi principe iz Turanove teoreme za

.o . . ¥ - . 1
odredivanje maksimalnog broja parova tacaka na rastojanju ve¢cem od —.

\2
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5 Grafovi bez odredenih podgrafova

5.1. Grafovi koji ne sadrze opsti podgraf

Prirodno je postaviti pitanje Sta se dogada ako pokuSamo da zabranimo druge podgrafove
osim kompletnih grafova.

Time ¢emo se baviti u ovom poglavlju.

Definicija 5.1.1: Za dat pozitivan ceo broj n 1 graf H, definisa¢emo ekstremalni broj za H kao
maksimalan broj ivica u grafu sa n ¢vorova koji ne sadrzi graf H kao podgraf.
Oznaci¢emo ga sa ex(n, H).

Definicija 5.1.2 (Turanova gustina): Turanova gustina grafa H je definisana kao

‘lT(H):ZM.

()

Za svaki fiksiran graf H, niz % je monoton i ograni¢en izmedu 0 1 1, pa konvergira kako

n

2
broj ¢vorova n tezi ka beskonacnosti. Taj limes je definisan kao Turanova gustina t(H).

Uglavnom ¢emo se baviti samo asimptotskim ponasanjem ex(n, H) kako n raste, tj. to znaci
da istrazujemo kako se maksimalni broj ivica u H-slobodnom grafu menja kada se broj
¢vorova u grafu povecava.

Turanova teorema je prva koja daje odgovor na pitanje za slucaj kada se zabranjuje kompletan
podgraf K e gde vazi:

2

ex(n, Kr+1) = e(Tn,T) = (1 - % + o(l))nT.
gde 0(1)—0 kada n—oo.

Da bismo odgovorili na pitanje koji je maksimalan broj ivica u grafu G sa n ¢vorova koji ne
sadrzi graf H posmatra¢emo hromatski broj grafa H.

Razmatra¢emo situaciju kada je hromatski broj x(H) = r + 1 za neki graf H.Tada je Tm graf
koji ne sadrzi H kao podgraf. Ovo vazi jer znamo da je x(TW) = r pa imamo r-bojenje grafa
Tn,r, a ako je H podgraf grafa Tn'r, to b1 indukovalo 7 —bojenje grafa H takode.

Dakle vazi:

2

ex(n, H)Ze(TW) = (1 - % + 0(1))717.
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Mozda bismo pomislili da mozZemo posti¢i bolje rezultate, ali zapravo ovo je najbolji
asimptotski rezultat.

Sledeca teorema, zajedno sa Turanovom teoremom, daje potpunu sliku o tome koliko ivica
moze imati graf koji ne sadrzi odredene vrste podgrafova, bilo da su to kompletni podgrafovi
ili grafovi sa ve¢im hromatskim brojem.

Teorema 5.1.1. (Erdos-Stone-Simonovits, 1946.): Za svaki graf H, kada n—oo vazi:

1 n2
ex(n,H) = (1 ~ -1 + 0(1))7.

[li moZemo zapisati kao

1

Odavde imamo da je Turanova gustina za graf H: t(H) = 1 — -1

Napomena: U knjizi ,Graph Theory and Additive Combinatorics”, Yufei Zhao, je dokazano
kako se ova teorema izvodi iz Turdnove teoreme.

Poznavanje hromatskog broja na neki na¢in odreduje koliki treba da bude ekstremalni broj.
Sve S§to smo do sada dokazali, Mantelova teorema, Turanova teorema se slaze sa
Erdos-Stone-Simonovits formulom.

e Neka je H trougao, tada je x(H) = 3 pa dobijamo da je

ex(n,H) -1 - 1
C3) x(H)—-1

Slaze se sa Mantelovom teoremom.
e NekajeH = K4, tada je x(H) = 4 pa dobijamo da je

ex(nH) __ 1
> X(H)—1

Slaze se sa Turanovom teoremom.
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Sta se desava ukoliko imamo neki podgraf H koji je prili¢no komplikovan?

Slika 5.1: Petersenov graf

e Neka je H Petersenov graf, tada je x(H) = 3 pa dobijamo da je

ex(n,H) -1 - 1
) x(H)—-1

— 1_
=1-—>=—

lako Petersonov graf izgleda komplikovano, mozemo primeniti Erdos-Stone-Simonovits
teoremu jer hromatski broj grafa potpuno upravlja ponaSanjem ekstremalnih brojeva.

Napomena: Erdos-Stone-Simonovits teorema odreduje asimptotske vrednosti Turanovih
brojeva ex(n, H) za sve grafove za koje je x(H)=3.

o Ako je x(H) = 2tj. ako je bipartitan, tada imamo da je

ex(n,H) =1 - 1
6] x(H)—1

Ovo nam ne daje informaciju koliko brzo ekstremalni broj opada u odnosu na n.

Ispostavlja se da je za vecinu bipartitnih grafova H ovo veoma tezak problem za koji se i dalje
ne zna odgovor.

Mozemo samo da dokazemo gornje granice za ekstremalni broj u ovom slucaju.
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5.2. Grafovi koji ne sadrze kompletan bipartitni graf

Ovde ¢emo se baviti odredivanjem ex(n, K . t), maksimalnog broja grana u grafu sa n ¢vorova

bez kompletnog bipartitnog grafa (s 1 t predstavljaju veli¢ine delova bipartitnog grafa).

Teorema Erdos-Stone-Simonovits reSava pitanje odredivanja ex(n, H) za mnoge grafove H,
ali ne kaZe niSta o bipartitnim grafovima H.

Precizna asimptotska procena ex(n, KS t) je tema Zarankiewicz problema koji predstavlja

otvoren problem u ekstremalnoj teoriji grafova.
Iako je tako, postignut je znacajan napredak sa sledeCom teoremom (Kovari-Sos-Turan).

Ova teorema pruza gornju granicu za broj ivica u grafu sa n ¢vorova koji ne sadrzi odredeni
bipartitni podgraf K o

Prvo ¢emo dokazati sledecu lemu.

Lema 5.1: Ako je H1 c H2 onda vazi ex(n, Hl)Sex(n, Hz)'

Dokaz:

Neka je H | € H 5 1 pretpostavimo suprotno, tj. da ne vazi ex(n, H 1)Sex(n, H 2). Tada imamo

da je ex(n, H1) > ex(n, HZ).

Neka je G graf sa n ¢vorova koji ne sadrzi H L 1 ima maksimalan broj ivica. Tada je
e(G) = ex(n,H 1) > ex(n, H 2). To znaci da graf G ima vise od ex(n, H 2) ivica. Sada prema
definiciji ekstremalnog broja za graf H » graf G mora imati podgraf koji je izomorfan grafu
H . Ali H L E H , ba bi graf G imao podgraf koji je izomorfan grafu H L Sto je kontradikcija sa

pretpostavkom da graf G ne sadrzi H %

Svaki bipartitan graf H je podskup nekog kompletnog bipartitnog grafa K o Ako je HEK o
onda zbog prethodne leme vazi da je ex(n, H)<ex(n, K . t). Zbog toga, razumevanjem granice

za ekstremalni broj kompletnih bipartitnih grafova, dobijamo gornju granicu za ekstremalni
broj opstih bipartitnih grafova.

Napomena: U dokazu teoreme ¢emo koristiti slede¢u Cinjenicu. Ako je funkcija konveksna
n Y X,

ondavazi 3, f(x)=nf ).
i=1
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Teorema (Kovari-Sos-Turan): Za pozitivne cele brojeve s<t, postoji konstanta C = C(s, t),

tako da za svako n vazi:

g1

ex(n, Ks,t)SCn °.
Dokaz:

Neka je G graf sa n ¢vorova i m ivica koji ne sadrzi K o kao podgraf.

Zelimo da vidimo koliko ima K U grafu G.

Na primer, ako je s = 4 graf K 1 izgleda ovako:

Obelezicemo broj grafova K U grafu G sa #K o1 1 koristi¢emo dvostruko prebrojavanje.
Naci ¢emo gornju i donju granicu za broj grafova K o1 Posto je K o1 kompletan bipartitan graf,

skup od s ¢vorova ¢emo nazvati desna strana, a skup u kojoj je samo jedan ¢vor leva strana.
Za dobijanje gornje granice za #K U grafu G posmatracemo desnu stranu.

Svaki podskup grafa G, koji se sastoji od s ¢vorova, ima najvisSe t — 1 zajedniCkih suseda.
Ukoliko bi postojalo t zajednickih suseda imali bismo 1’(S o pretpostavili smo da je G graf

koji ne sadrzi K -
S,

Dakle imamo:
n
#K < (t - 1)(7).

Za dobijanje donje granice za #K U grafu G posmatrac¢emo levu stranu.

Za svaki ¢vor vEV(G) imamo da je

#K = 3 (%)

veV(G)

Ovo vazi jer je d(v) broj ¢vorova koji su povezani sa ¢vorom v i za svaki N(v) mozemo
izabrati s ¢vorova 1 time dobijamo ukupan broj podgrafova K U grafu G.
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Dalje imamo

1
w X d) om
HK = Z (d(v) )Zn VeV (6) — Tl( n )
5,1 N N
veV(G)

gde smo ovu nejednakost dobili koriste¢i konveksnost xl—>(%) Ovde posmatramo (%) kao

polinom stepena s. Funkcija (%) je konveksna za x>s — 1.

Kombinujuéi gornju i donju granicu dobijamo:

2= € - ()

Posto (%)~% (1 + o(1)) za fiksirano s:

@™y

n
|

N

n—tl (1 + o(1)=(t — (1 + o(1))

n(ZTm)SS(l + o't — 1)

1 1

m<(+ + o(D))(t - 1)°n *

m<Cn
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5.3.Grafovi koji ne sadrze konture

Ovde ¢emo se baviti odredivanjem ex(n, C l), maksimalnog broja grana u grafu sa n ¢vorova

bez l-kontura.
Slucaj 1: Neparne konture, [ = 2k + 1

Tada x(C,, . .) = 31iprema Erdds-Stone-Simonovits teoremi imamo:

2k+1

ex(n, C2k+1) =(1+ 0(1))"72.

msluéaju, H = C_ .
U ovom slucaju, 2t

Ako je n dovoljno veliko (kao funkcija od k), tada je ekstremni graf kompletan bipartitni graf
K e bas kao i u slucaju trouglova.

n
22

Teorema: Neka je k pozitivan ceo broj. Tada za dovoljno veliki ceo broj n vazi:

2
n

ex(n, C2k+1) 4"

Slu¢aj 2: Parne konture, [ = 2k.

. L . . . . 2
Posto je C - bipartitan graf, znamo iz Kovari-Sos-Turan teoreme da je ex(n, C Zk) = o(n )

Sledecu gornju granicu odredili su Bondy* i Simonovits® (1974).

Teorema: Za sve pozitivne cele brojeve k=2, postoji konstanta C tako da vazi:

C <C 1+,
ex(n, 2k)_ n

Kroz teoreme Turdana i Erdos-Stone-Simonovits moZemo videti kako izbegavanje
odredenih podgrafova utice na maksimalan broj ivica koje graf moZe imati, kao i na
njegov hromatski broj.

4 John Adrian Bondy(roden 1944. godine, jo$ uvek ziv) - engleski matematicar
5 Miklos Simonovits(roden 1943. godine, jo$ uvek Ziv) - madarski matemati¢ar
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6 Zadaci

Zadatak 1: Pokazati da je hromatski broj ve¢i ili jednak od 3 ako i samo ako G ima
neparnu konturu.

ReSenje:

(&): Ako G ima neparnu konturu, onda to nije bipartitan graf, pa na osnovu Teoreme 2.1.5 i
teoreme 3.1.1 dobijamo da je x(G)#1, 2=x(G)=3.

(=): Neka je x(G)=3. Ako je x(G)=3 znaci da su potrebne najmanje tri boje da bi se
¢vorovi obojili tako da nijedna dva susedna ¢vora nemaju istu boju.

To znaci da graf nije bipartitan, jer bipartitni grafovi mogu biti obojeni sa najvise dve boje.

Iz Teoreme 3.2.1 sledi da graf sadrzi neparnu konturu.

Zadatak 2: Neka je G graf sa maksimalnim stepenom k. Dokazati da je hromatski broj
ne vedi od k+1.

ReSenje:
Indukcijom po n.
Baza indukcije: Za graf sa jednim ¢vorom je dovoljna jedna bojax(G) =1 < k + 1.

Indukcijska hipoteza: Pretpostavimo da za svaki graf sa manje od n ¢vorova vazi da se moze
obojati sa najviSe k + 1 bojom gde je k maksimalni stepen ¢vora u tom grafu.

Indukcijski korak: Hocemo da dokazemo da tvrdenje vazi za graf G sa n Cvorova i
maksimalnim stepenom k.
Uklonimo neki ¢vor vEG i sve njegove incidentne grane i dobijamo graf G  san — 1 ¢vorom.

Po induktivnoj hipotezi graf G ) moze biti obojen sa najvise k + 1 bojom.
Nakon §to obojimo graf G ) vrac¢amo uklonjen ¢vor v u graf G.

Cvor v ima najvise k suseda jer je stepen ¢vora v maksimalno k. Ovi susedi su veé obojeni sa
najviSe k boja (po indukcijskoj pretpostavci). Dakle, postoji barem jedna boja medu k + 1
bojama koja nije koriS¢ena za susede ¢vora v. Obojimo ¢vor v tom preostalom bojom.

Zadatak 3: Dokazati da je kontura bipartitan graf ako i samo ako je duZina konture
parna.

ReSenje:

Nekaje C = VU, .V U, kontura.

(=): Pretpostavicemo da je C bipartitan graf sa delovima X i Y. Neka je bez umanjenja
opstosti, U1EX' Onda je UZEY, 173EX itd.

Kako je v 1EX , imamo da je vnEY zato Sto su v ) 1 v susedni ¢vorovi.
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vnEYﬁn je paran, zato Sto ¢vorovi koji pripadaju X su indeksirani neparnim brojevima, a

¢vorovi koji suu Y su indeksirani parnim brojevima.

(&): Sada, pretpostavimo da je C parne duZine, tj. n je paran ceo broj. Tvrdimo da je C
bipartitan.
X = {vi: ije neparan}

Y = {vi: ije paran}
Svaka grana ima jedan kraj u X, a drugi u Y. Time smo dobili bipartitan graf G(X,Y).

Zadatak 4. Neka je G graf sa n ¢vorova koji nije bipartitan i ne sadrzi trouglove. Tada
-1

. o ew n—1 : P
on ima najviSe ——— + 1 ivica.
ReSenje:

Neka je G graf sa n ¢vorova koji nije bipartitan i nema trouglove.
Posto nije bipartitan sledi da mora postojati kontura neparne duzine na osnovu teoreme 3.2.1.

Ako uklonimo jedan ¢vor iz neparne konture, dobijamo graf sa n — 1 ¢vorom koji je
bipartitan. Razlog zbog kojeg graf nije bio bipartitan je bila kontura neparne duzine.
Uklanjanjem jednog ¢vora iz te neparne konture znaCi da ostatak grafa viSe nece imati
neparne konture odakle sledi (iz teoreme 3.2.1.) da graf postaje bipartitan.

n-1°
4

Ako dodamo uklonjeni ¢vor nazad u graf'i povezemo ga tako da ne stvorimo trougao,
2

dobijamo najvise [LTLJ + 1 ivica §to je trebalo pokazati.

Prema Mantelovoj teoremi, takav graf moze imati najvise | | ivica.

Zadatak 5: Neka je G graf sa 2n ¢vorova i ima visSe od n’ ivica. Dokazati indukcijom da
G sadrzZi trougao.

ReSenje:
Indukcijom po n.

Baza indukcije: Kada je n = 2 to znaci da imamo 4 ¢vora i vise od 4 ivice.
Kada imamo detiri ¢vora, prema Mantelovoj teoremi imamo da je najveci broj ivica

n’ 16

— =, = 4 a da ne sadrZi trougao, odakle sledi da kada dodamo jo§ jednu ivicu moramo

imati trougao.
Indukcijska hipoteza: neka tvrdenje vazi za sve grafove sa manje od 2n ¢vorova.

Indukcijski korak: sada posmatramo graf G sa 2n ¢vorova i vise od n’ ivica.

Uzmimo jednu ivicu grafa G, sa krajevima A i B. Ako je suma stepena ¢vorova od A i B
najmanje 2n + 1, onda A i B imaju najmanje jednog zajedni¢kog suseda (jer bi zbir stepena
¢vorova A i B bio veci od ukupnog broja ¢vorova u grafu) i time bismo dobili trougao.
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U suprotnom, uklonimo A i B i sve ivice koje su susedne njima.. Preostali graf ima
2n — 2 = 2(n — 1) ¢vorova i najmanje

2
41— 2n - 1)= +1-2n+1= (n — 1) ivica, pa po indukcijskoj hipotezi
sadrzi trougao.

Ovaj dokaz je sli¢an dokazu Mantelove teoreme, ali predstavlja specijalan slucaj za grafove sa
parnim brojem ¢vorova.
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7 Zakljucak

U ovom radu smo istrazili razlicite aspekte ekstremalne teorije grafova, sa posebnim fokusom
na Turdnovu teoremu i njene generalizacije.

Sustina Turanove teoreme je da daje gornju granicu za broj ivica u grafu koji ne sadrzi
odredeni podgraf. Generalno, teorema pruza vazne uvide u strukturu grafova, omogucavajuci
nam da odredimo koliko ivica maksimalno moZe imati graf koji ne sadrzi kompletan podgraf
K o Ovo je kljucni rezultat u ekstremalnoj teoriji grafova koji pomaze u razumevanju kako

zabrana odredenih podgrafova utic¢e na ukupnu strukturu i osobine grafova.

Pocevsi od osnovnih pojmova 1 istorijskog pregleda, analizirali smo kako se ova teorema
moze primeniti na razli¢ite vrste grafova, kao $to su opsti grafovi, kompletni bipartitni grafovi
i konture.

Dok su neki klju¢ni rezultati, poput Erdos-Stone-Simonovits teoreme postignuti, i dalje ostaje
mnogo otvorenih pitanja, posebno za bipartitne grafove, gde jos uvek nije utvrden tacan red
asimptotskih brojeva. Ovo istrazivanje, ne samo da doprinosi teorijskoj matematici ve¢ i
podsti¢e razvoj novih metoda i pristupa koji mogu prosiriti nase razumevanje ekstremalnih
osobina grafova.

Pored teorijskog znacaja, ekstremalna teorija grafova ima S§iroku primenu u mnogim
oblastima kao Sto su racunarske nauke, bioinformatika, teorija kodiranja, optimizacija i
drustvene mreze. Turdnova teorema takode omogucava prakti¢éne primene koje poboljsavaju
efikasnost 1 pouzdanost u razliitim sistemima i procesima.

Na primer, u optimizaciji mreza, moze se Koristiti za izbegavanje zagusenja i obezbedivanje
otpornosti na kvarove, u bioinformatici za modeliranje proteinskih i genetskih mreza, u
drustvenim mrezama za analizu strukture i Sirenja informacija itd.

Daljim istrazivanjem i1 primenom ovih teorema mozemo ocekivati nove napretke koji ¢e

dodatno prosiriti nase razumevanje i sposobnost da reSavamo kompleksne probleme u
razli¢itim nau¢nim i tehnoloSkim domenima.
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