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HacaoB macTep paga: BejioBa Teopema o paBHOMEPHO] pacriopeheHocTr un HeKe

IIpUMeHe

Pe3ume: Y oBom macrep pajay mokazahemo teopemy Bejna o ekBuauctpudynuju
(momjemnakoj pacrnopehenocrn). Hajupe hemo pasmorpuru jenan yBoJIHEH IpuUMep
3a Koju heMo HgaTu ejeMeHTapHUje KOMOMHATOPHO pemreme. Teopema Bejma maje
IIPUPOJIAH METO/T 3a pelllaBabe IpodieMa I'yCTUHE U PacIojiesie HEKUX HU30Ba, IIPH-
poaaux OpojeBa. OBO je jeman nmpumep aydOKe TeOpeMe MOTUBHUCAHE 33 AIIMa Pa-
3yMJBUBHUM yUE€HUIMMA CPEIIbUX, 1A U CTApUjUX pa3pe/ia OCHOBHUX MIKoja. Pajt
HaKOH YBOJHUX IIpUMepa KOjU MOTHBHUIINY YBOheme I0jMOBa €KBUIUCTPHUOYIH]jE
(jemnake pacrnopehenocrn) cazapku dopMmysanujy u J0Ka3 TeopeMe Bejuia u yor-
mTeme oBe TeopeMe. /latu cy OpojHUu IpUMepH KOjU WIYCTPY]y IPUMEHY U 3HAYA)]
oBe Teopeme. Tema je rmorojgHa 3a J0JaTHU PaJl Cca YIEHHUIIUMA CPEIIHbUX ITKOJIA
KOjU JI0OpO TIO3HAjy eJleMeHTe MHTerpaJHOr padyHa. Mako ce oBjie ocBpheMo mipe
cBera Ha IIpUMEHe Y 3a/IallMa BE3AHUM 33 CPEJIEHOIIKOICKY apUTMETHKY U HU30BE,
TeopeMa Bejiia je mpupoiHO TIOBe3aHa U ca JyO/bUM I'paHaMa MaTeMaTUKe Koje ce

1 JJaJbe pa3BUjajy.

Kipyune peun: anaan3a, KOMOMHATOPUKA, HU30BU, PABHOMEPHA paciiopeheHocT,

TyCTUHA
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YBO

No sector of a circle is so small that two such mobiles
could not conjunct in it at some future time and could
not have conjuncted in the past (Hujenan siyk xpykuure
HUje TOJUKO MaJId JIa Ce JIBe TIOKPeTHE TauKe He OU MOorJie
CIIOJUTH Y FeMYy y HEKOM OyaylieM TpeHyTKY, a Ja ce HUCY

CIIOjUJIe Y TIPOILIOCTH ).
Nicole Oresme (c. 1360)

YV MmareMaTuiu, peTkKu Cy KOHIENTH KOJU MCTOBPEMEHO Hocedyjy dpyHIaMeH-
TaJIHy IPUPOAY U IIUPOK CIIEKTap IIPUMEHa. JeJaH TaKas je paBHOMEPHa Pacliope-
benoct nmsosa. Hus opojesa &1, &s, - -+ ,&,, - -+ u3 unTepBasa [0, 1) je paBHOMEPHO

pactiopeljen ako 3a csaku noguaTepBat (a,b) C [0,1) Baxu:
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OBa wuueja, HaM3IJIE[ jeJHOCTABHA, IIPOXKUMA PA3/IMYNTE IpaHe MaTeMaThKe U
HaJla3u IPUMEHY y OPOJHUM 0OJIACTUMA.

V oBoM MacTep pajy JaTa je mpesentanmja Bejimose ! Teopeme u apyrux Teo-
pema Koje cy OJIMCKO ImoBe3aHe ca oM. Kako Ou Omta miaycTpoBaHa HBUXOBA MON 1
Pa3HOBPCHOCT yIIOTpede, HaBeJIEH je BeJIUKN OpOj MpUMepa, KAKO PadyHCKUX, TaKO
U IIpUMepa TOKA3NBabha pa3anduTux pedyarara. [locedbHo je 3aHnM/bUBaA TTPUMEHA
OBUX PE3yJITATa HA PAIMOHAJHE U UPAIUOHAJIHE OPOjeBe, IJIe Ce BUM PA3IUIUTOCT
TEeXHUKAa Yy JIOKa3UBamby KOja Jaje YBUJ y PasyMeBambe CHelu@UIHOCTH HUPAIHO-
HaJIHUX OpojeBa.

Osom Temom ce mpsu 6asuo Opesmo 2. On je mokazao Ja he, ako ce IodHe
0J1 IIPOM3BOJbHE TAYKEe Ha KPYKHUIIM M OHA Ce POTHPAa 3a MPAIMOHAJIAH yrao oec-

KOHAYHO MHOTO 1yTa, pe3y/aTyjyhe Tauke Outu rycro pacrnopebene 1o 1esoj Kpy-

"Hermann Klaus Hugo Weyl (1885 — 1955) - HemMauku MaTemMaTHdap
2Nicole Oresme (1325 — 1382) - dpanmycku MmareMaTuaap



CAJIPKAJ

»xuuima. OBaj pesysiTaT je Io3HAT Kao mocedan caydaj Kporekepose ® Teopeme u3

1884. rogaune, Koja Kaxe Ja je Hu3 ({na}) rycr y [0,1] ako je a mparmonasan

neN
opoj.

Hapemau 3nauajan pesynrar gao je Beji. On ce daBuo pa3zuuMm rpanama Mare-
MaTHUKe W TOKOM HCTPaKhBamba Teopuje perpe3eHTaruja, 1909. roguae je oTKpHO
TeopeMy O paBHOMEPHOj pacriopeheHoctu Hu3oBa. ledbununuja paBHOMeEpHE pa-
criopehenocTu je jaum ycJioB o7 OHOT Koju Jaje KponekepoBa Teopema — KaxKe Jia
KOjU TOJI JIe0 MHTEpBaJa y3MeMO 3HAMO Jia he y HmeMy UMaTh ejeMeHaTa HUu3a
cpa3MepHO JIy:KWHU TOT' UHTepBaJja. BejiioBa TeopeMma Jaje KapaKTepus3alujy paB-
nomepre pacropehenoctu nusa ({ny}), .y Aosoxehu je y diucky Besy ca Tum Ja
JI je vy uparuoHajaH opoj. BejiioB Kpurepujym, Jaje aHAJIUTHIKA HAYUH J1a CE
IIPOBEPH Jia JIX je HU3 paBHOMEPHO paciiopehen miam He — cBojiehn jeiHy 0CcOOMHY
ca KOJOM je TeIIKO JUPEKTHO PAJUTH Ha PadyH.

OBaj macTep paJi caJpKu YeTUPH TOTJIaB/ba. ¥ IIPBOM IOTJIAB/BY j€ IMIPE3EHTO-
BaHa opMmyJianuja u jjoka3 Kponekepose Teopeme, Koja je mpaheHa mpumMepuma ca
pa3HuUM KOHKpeTHUM BpegHocTuMa. OHfa cy IpuUKa3aHu MPOOJIEMH KOjJU ITOKa3yjy
rocJieiuIle U IpUMeHe TeopeMe, Koje Takohe mpare npumepu. Jlpyro morsasibe
MIOYHIH-€ TPUMEPOM HU3a KOjH je TYCT, ajlu HUje paBHOMepHO pacriopehen. [lasbe je
npuKazana Teopema Bejia u men goka3, 3a crnerudbudan Hu3 odmmka ({ny}), ey
re je v mparmonaJsian opoj. Tpehe nornassbe canp:ku BejnoB kpurepujym, yor-
mreibe BejioBe TeopeMe 3a MPOM3BO/bAH HU3 peaJIHUX OpOjeBa, Kao U IpUMep
npuMeHe oBor Kputepujyma. Hakon Tora je nasenena Ban nep KopmyTosa * ema
3a KOMILJIEKCHE OpOjeBe W 3aJilaTakK y KoM ce mpuMembyje. Ha kpajy je 3agarak
KOju mpuKa3zyje npumeny BejioBor kpurepujyma Ha mosimHOMe. DuHAIHO IOryIa-
BJb€ je CHHTE3a IPETXO/IHUX Pe3yJITaTa y KOM ce WIycTpyje Kopuiiheme Bejiosor
kpurepujyma. Ha Kpajy je mara kapakrepusanuja BejiioBor kpurepujyma 3a BU-
e INMEeH3UOHe HUZO0BE.

[Ipukazyjyhu oBe Teopeme m HUXOBE IPUMEHE, PaJi UMa 33 I[IUJb 00JhE PasyMe-
Balbe KOHIIETITa PABHOMEPHE PACIoOpeheHOCTH KOju MMa JAJIEKOCEXKHE IIPUMEHE Y

PaSHUM I'paHaMa MaTeMaTHuKe.

3Leopold Kronecker (1823 — 1891) - Hemaukn MaTeMaTmIap
4Johannes Gaultherus van der Corput (1890 — 1975) - XoaH/cKn MaTeMaTuIap



I'maBa 1

KponekepoBa Teopema

Hedbununuja 1 Ileo geo peaanor dpoja x je najeehu ueo dpoj mareu uasu jegrar

09 T u 03HaYABA Cce ca |T].

Hedbununmja 2 Passommenu geo peasnot dpoja x oznawasa ce ca {x} u gedu-

nuwe ce wa caegehu nawun: {r} =x — |z].

IIpumep 1 Baowcu ga je: |0] = {0} =0; |2,9] =2; {2,9} =0,9; |—-1,5] = —2;
{~1,5} =0,5.

Nanycrpanuje dyHKnuja

Cnuka 1.1: OyHKIMja 11€0 J1e0



I''TABA 1. KPOHEKEPOBA TEOPEMA

/1
T T T T T m

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Cnuka 1.2: @yukimja pa3jioMIbEHH J1€0

Teopema 1 (/Jupuzaeos ' dpunuyui) Axo n+ 1 Upegmetia Wpedba cmecluiiu y n

KYWUJG, OHGA HATMAIE JegHa KYTUIG CAGPAHCY §6G UM BUULE TPEGMET.

Hoxka3z. llpernocraBumo cympoTHO Jla CBakKa KyTHja CAJIPKU TAYHO jeJIaH IIPejl-
Met. Tajza he y n xkyruja dutu cMmerireno n npeamera. Kako ykymHo nma n + 1
IpeaMeTa, IIpeTIocTaBKa Huje Tadna. Jlakiie, mocToju KyTHuja y KOjoj je JiBa WIn
BHIIIE IIPEIMETA.

g

Teopema 2 (Kpownexep) Huz ({na}),.y je wcw y [0,1] axo je a upayuonanan
opoj.

Hoka3. Heka je a € T u k > 1 neo 6poj. Ilomemumo wmuTepBan [0,1] Ha k
HOJMHTEPBAJIA jeJHAKuX JyzKuHa. [Ipema InpuxiaeosoM npunnumy y nupsux k + 1
unanoBa Husa ({na}),.y HOCTOje Dap JBa Koja HPHIAJAjy UCTOM IIOJMHTEPBATY.
Heka cy To {nia} u {nsa}. IlpermocraBumo na je ny > ny, Taga je ny —ny > 0.

Baxkn na:
e {(no —mn1)a} € [0,1], axo je {nia} > {noa};
e {(no —mni1)a} € [1—1,1], axo je {nia} < {nqa}.

Kako je a uparnmonasan 6poj, Baxku na je {(ny —ny)a} # 0. Y3MUMO BpeIHOCTH
{n(ny —ny)a}, 3an € N. V cBakom oz k mHTepBasa MOpa OUTH HeKa OJ] OBUX
spejuoct. Jaxme, nus ({na}), . je rycr y [0, 1].

O

!Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805 — 1859) - memauku MaTeMaTHdap



I'VIABA 1. KPOHEKEPOBA TEOPEMA

Ipumep 2 Hexa je a = /2 u k = 5. Baoicu ga je:

e {V3} =0.41€¢ [2,3]; e {4v2} =0,65€ [2,1];
e {2V2} =0,82¢€ [2,1]; e {5v2} =0,07€ [0,}];
e {3v2} =0,24€ [L2]; e {6v2} =0,48 € [2,%].

Bugumo ga V2 u6v/2 uputagajy uctom unttepsany. Hexa jeny =1 uny = 6.
1
{2 =n)v2} = {5v2} 0,07 ¢ [o, g]

Ha caegehem upteorcy tpuraszane cy 6pegroctiiv {5n\/§}, 3an € [1,150].

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Ciuka 1.3: Bpeanocrn {5n\/§} ,n € [1,150]

Ipumep 3 Hexa je a = /3 u k = 5. Baowcu ga je:

e {V3}=0,73¢€ [2,¢]; o {43} =0,92 € [£1];
- {2v8) =046 € [2.2]; - {5v3} =066 [2.1];
e {33} =0,19€ [0,1]; e {6v3}=0,39€ [} 2].

Bugumo ga V3 ubV3 uputagajy uctom unitepsany. Hexa jen; =1 uny = 5.
4
{(n2 — ) \/3} - {4\/5} — 0,92 ¢ {5, 1}

Ha caegehem uptieorcy tpuraszane cy 6pegroctiiv {4n\/§}, 3an € [1,150].

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Cnuka 1.4: Bpennocru {4n\/§} ,n € [1,150]

Y crenehem npumepy mposepaBaMo Kako mu3riefa uu3 ({na}),., Kazia je a

parnmroHaJian opoj.
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IIpumep 4 Hexa je a = %
en=1:{na}={1-1} ={3} =0,5;
en=2:{na}={2-1} ={1} =0;
. n:3:{na}:{3-%}:{%}:0,5;
en=4:{na}={4-1} ={2} =0.
Osaj nus nuje wyew y [0,1], jep uma camo gee epegrociiu.
Jlema 1 3a ceaxo a € N u cearo b € R warso ga je {b} < L eaocu [ab] = a [b].

Hoxka3s. 3a cBaku peasan dopoj r Baxku r = |r| + {r}. Heka je a € Nu b € R.

Tana Baxkn:
Lab] = [a([b] +{b})] = a[b] +a{b}].

Kako je a € N'i |b] meo 6poj, onna je a |b] meo dpoj. Taxobe, 30or Tora mro je
{b} < %, Baxm maje a{b} < 1. Cremm ma je:

lab] = [a [b]] = a|b].

IIpumep 5 IIposepasamo GpetrogHy Aemy 3G PA3AUNUTIE 8PEGHOCTUY a U b.

Hexa je a = 2.
eb=1,2:12-1,2|=1(2,4] =2wu2-]1,2]=2-1=2;
eb=14:|2-1,4]=1(2,8] =2u2-|1,4]=2-1=2;
eb=1,5:|2-1,5|=1[3|=3u2-[1,5] =2-1=2;
eb=1,8:|2-1,8/ =1(3,6] =3 u2-[1,8 =2-1=2.

Bugumo ga je 30 a = 2 jeguakocti |ab| = a |b] wawna y upumepuma tge je {b} < i.

Hexa je a = 3.
eb=1,1:13-1,1]=1(3,3] =3u3-[1,1]=3-1=3.
eb=1,3:13-1,3/=1(3,9]=3u3-[1,3] =3-1=3.

eb=11:(3-13|=|3-3] =4 =4 u3-[1}| =3-1=3;



I''TABA 1. KPOHEKEPOBA TEOPEMA

eb=14:[3-1,4] =42 =4u3-[1,4] =3-1=3.
Bugumo ga je 3a.a = 3 jeguakocti |ab| = a |b] @wawna y upumepuma ige je {b} < %.
Y cnenehem 3amaTky hemo npukasaru jeHy nocjaeauiy KpoHnekepose TeopeMe.

Bamarak 1 /Jlokasatwiu ga Hu3 (Ln\/ 2003J)n N

mpujcme ﬂpoz‘pecuje ca Upou360.HbHO BEAUKUM KOAUYHUKOM.

cagpotcu, Upou3eoLHo gyie Teome-

Pememe. Ilpema siemu 1 Baxku |ab] = a|b] 3a a € N u b € R rakBo ja je
{b} < é Heka cy p,n, k € N ¢ukcupann, taksu ga je 1 < k < n. Kako p,k € N,
onma je p* € N. Tamasa b€ Ru {b} < - samm: [p*b| = p* [b].

Tpaxxkumo my € N TakBo 11a je b = mev/2003 u 1a Basku:

kamO\/QOOBJ — pF me/ZOOZ%J sal<k<n.

OBo he Baxkutu ako je {mm/ 2003} < z%'
IIpema Kponexeposoj Teopemu, uus ({na}), .y je rycr y [0,1] axo je a uparmo-
najan 0poj. Kako je v/2003 € I, onmga je ckym ({m\/2003})m€N rycr y [0, 1],
OJTHOCHO:
(Ve > 0) (Ve € [0,1]) 3t e <{m\/2003}> tako da je |z — ] < e.
meN

1>1 H : _ _ 1
= —. Hekajex =0 ume = —
pk_pn J pn

nocToju ty TakBo ja je |ty < 1%’ OJIHOCHO 1y < #, jep je to > 0.

Kako je 1 < k < n, onuga je . I3 mperxoHOT,

Haxkue, mocroju my € N TakBo J1a je {mm/ 2003} < #. Cnenu ma BaxKu

{p’“mox/2oo3J — pF {mO\/QOOBJ 1<k<n.

Hus p* me/ 2003J ,1 < k < n, je IOAHU3 TIOYETHOT HU3a U jeJIHA TE€OMETPHUjCKa

mporpecuja JyKUHE N, ca KOJIUIHUKOM P.

U
Jlema 2 Bpoj yugapa apupogrotr dpoja m je 1+ |log,om|.

Hokas. Hexka je m € N obimmka m = @1as...a, n p 0poj mudapa ox m. Tpeda

nokazaru na je p = 1+ |log,om|, ogrocHo |log,,m| =p — 1.
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Heka je r € R TrakBo na je r = logyym —p + 1, onna je logjgm =p—1+ru

|logy,m] = [p—1+r]. Kako je p € N, noBospHO je mokasaru ga je r < 1.

_ _ m m
log,om = logy, <10p . > = log,, 107" + logy, T P~ 1 +logyg 1001

m
10p—1

Hodujamo na je r = logg 15,-7- Baxu r < 1 ako je logg 155=1 < 1, 1j. 1551 < 10.

OgBaj ycioB je ucnymen 3a m < 10P, mTo je TavHOo jep jep m odJnKa:
m=a;-10°"" +ay- 10°7% + ... +a, - 10°.
Hakse, r < 1 u Baxu:
logyym] =|p—1+7r]=p—1=p=1+ [log,ym].
OJ
JIlema 3 Bpoj popmupar og tapsux k yupapa tpupogrot bpoja m je LlOk’H{l"glO m}J .

Hoxka3z. Heka je m € N u p opoj mudapa ox m.

B
m=Ga1a3...0, = Q1 ...0k0k11 .- Qp = a1 ... - 10P7" + @51 a,

JHememeM 0de cTpane jemnaxocTu ca 10P~% 10dmja ce:

m Ap41 -+ - Qp
— =ar. gt
10p 10»

m . k41 .- Qp
= LIOP*’fJ B {al”'aﬁ 100+ J '

Bbpoj dopmupan ox npsux k mudapa Opoja m je npupoman opoj. Taxobe, Opoj

aj41---Qp
10p—k

dopmupan o ocranux mudapa uma p — k mudapa, na je < 1. To 3naum

Ja je:

m .« ... a

Haxke, 0poj ¢popmupan o npsux k mudapa opoja m je:

m
ay...a = {10})ka .

Tpeda nokasarn fa je | ooy | = [10F~1Hlog0m) |
[Tpema nemu 2 je p = 1+ |logy, m], oguocuo |log,, m| = p — 1. Takobe, 3a cBaku

peasan opoj b Baxkn: {b} = b — |b]. Onna je:

Llok—l-l—{loglom}J — Llok—l—f—loglom—LlogmeJ — Llok—1+logwm—p+lj —
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— O m — (0] m m
= UO’“ p+logig J — LlOk P . 10810 J — LlOP*’fJ

= ;... ap = Uok‘—l'i'{logw m}J )

U
JIema 4 3a csaxu peasan bpoj x > 1 eaorcu: |logy, |z]| = [logy z].
Hoxka3s. Heka je x > 1 peanan 6poj u |log,, x| = k. Taza je:
k<logr<k+1=10" <z < 10" = 10" < |z| < 10"
=k <logy|z] <k+1=|logy|z]] =k
= |logyg [z]] = [logo ] -
U

3anarak 2 [locmattipajmo Gosutiusar ueo opoj k u peasan dpoj a > 1 wWwaxas ga
je log,, a upayuonanran. Hexa je 3a ceaxo n € N 6poj x,, dopmupan og tpsux k
yugpapa dpoja |a"]. oxasatiu ga wus (r,),, nuje Gepuoguyar Goues og HexoT

YAAGHA.

Pentemwe. IlpernocraBumo cynmpoTHO Jia je HU3 TEPUOAWYAH II0YEB O] HEKOT
enmemenTa, Tj. 3 1T € N TakBO 12 je X 1 = Xp, 33 JJOBOJHHO BEJIMKO 7.

Taxobe, mocroju r € N takso 1a je x,r > 10", Jla &ucmo oBo moxazasm,
IPETHOCTABIMO CYIIPOTHO Ja 3a cBako r € N Baxkn x,r < 107!, Kaxko je 6poj
mudapa x;, 3a cBako | € N, jeanak k, najmarsu wian ausa Moxe ontu 10571, 3aro
je I0BOJLHO IMPETHOCTAaBUTH Ja 3a cBako r € N Baxku o, = 10871,

[Ipema nevu 3 Bazku: T,r = LlOk_”{logm WTJ}J, Crnenu na je:

Llok—l—l—{logm La"‘TJ}J — 10]6—1. (11)
Ba cBako b € R Baxu: |b] =b— {b} u {b} < 1. Tana je (1.1) ekBuBasICHTHO ca:

10k~ 1+{logio [’ |} _ {10’“_”{1"310 L“TTJ}} = 10*!

o 10F {0z ]} _ {10k71+{log10 L“TTJ}} 410k

o 10k—1+{10g10 LGTTJ} < 1+ 10k71' (12)
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[Tpumenom JsorapurMa ca ocHoBoM 10 Ha OBy HejegHAKOCT, 100Hja ce Ja je (1.2)

C€KBHUBAaJICHTHO Ca.

log,o 105~ Hoz0 [« [} < Jog, o (14 1081
& k—1+ {log,y|a|} < log,q <10“ (1 + 101 1))
&k —1+ {log [a™"|} < logy10¥7" + logy, (1 + 101 1)
&k — 1+ {logy [a""]} <k —1+logy <1+ 10i 1)

1
& {log10 L TTJ} < logyg (1 + 10— 1) .

3a cBaknu peasan Opoj z Baxku ga je v — 1 < |z, nma je: log,, (x — 1) < log,, |x] .

N3 osora u jgeme 4, ciean:

1
logy (1 + 10k~ 1> > {loglo LarTJ} = logyg LGTTJ - Uogw LQTTH >

> logyy (@™ — 1) — |logyga™ | =
=logy, (@ — 1) — (logyga™ — {log,ga’™"}) =
= logyo (" — 1) —logjga’” + {logyga’”} =
= {rTlog,ya} — (logyya™" —logy, (" — 1)) =

arT
= {rTlog.na} —lo .
{ goa} €10 o T — 1
Heka je m € N. Kako je log;ya € I, npema Kponekeposoj Teopemu je Hu3

({mT logyg a’})mGN rycry [07 1]; T):

(Ve > 0) (Vx € [0,1]) 3t € ({mT'logyya}),,cy Taxo ma je |z —t| <e.
Heka je x = 1 u e = % Tana mocroju té ") raxBo Ja je

1- té”) =, jep je to €[0,1). CJIem/I na je té M1 i ILaKne, OCTOJH (7)), cn

1
—~, OJIHOCHO

TakaB Ja je {rnT loggal >1— 2.
rpT

a 1
m>1—ﬁ—10g10

1

1 1 amt
:>10g10 1+1Ok1 +ﬁ+10g10m>1,vn€N

10
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Baxmn na je log,, (1 + 10’@;—1) < log,y 2, a apyru un Tpehn cadbupak Texe 0 Kama n
Texku OeckoHauHocTu. (OBa HEjeIHAKOCT HUje TadHa, A MPETIOCTABKA HE BarKMW.
Haxkse, mocroju r > 0 TakBo ga je x,7 > 10571,

Heka je 2,7 = Znr, 32 n > 7. Onga je: x,p > 10F71.
Tnr = LlO’“‘”{l"g”L“"TJ}J > 1041, ma je 1081 +{lemo[ "]} > o514 1,
[Ipumenom Jsroraputma ca ocHoBoMm 10 Ha OBY HejeIHAKOCT, JI00Hja ce:

k—1+ {loglo LanTJ} > logg (10k_1 + 1)
1
Sk—1+ {10g10 \_anTJ} > logy (10k_1 (1 + W))

1
Sk-1+ {10g10 LanTJ} > log;y 10" +log,g (1 * W)

1
T

1
= {logw \_a”TJ} > loglo (1 + W)

1
o810 (1 " T) < {logy [a"]} = logy ["] — [logyy [a""] ]

N3 neme 4 cieqn na je

Lloglo La”TH = Lloglo a"TJ .

Taxkobe je,

logyg LanTJ < logga™”.
1 n n
logy, <1 + W) < logya™ — |logyya" | = nTlog,ya — |nT logyyal

10]’»‘71

Kaxko je nT' € N u log,,a € I, npema KpornekepoBoj Teopemu je Hu3

({nT log a})neN

rycr y [0,1]. akie, mocToju HEKN e€JIeMEHT TOT HU3a KOjH je MAarbH O]

1
logm (1 —+ W) .

IIpernocraBka He BaxKu, Ha HU3 (T, ),y HAje HEPUOIUIAH.

1
= log (1 + —> <A{nTlog,,a} ,3acen >r.
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I''TABA 1. KPOHEKEPOBA TEOPEMA

Jlema 5 Hexa je a € 1 u b € R. Axo je nus ({an}), .y wew y [0,1], onga je u

nus ({an +b}), oy wew y [0, 1].

Hoxkas. Hexa je a € Iu b € R. Hus ({an}), oy je rycr y [0, 1], 1j.

(Ve > 0) (Vx € [0,1]) 3t € ({an}), oy Taxo maje |z —t| <e.

Iokasyjemo ma je mm3 ({an 4 b}), .y ryer y [0,1]. Hexa cy € > 0 u 29 € [0,1]

mpou3BosbHU. Tpaxkmmo ng € N TakBo j1a je
|zg — {ang + b}| <€, 1j. ma {ang+ b} € (xg —€,x0+€).

Bes ymamema onmrrocru npernocrasumo fga b € (0,1), jep {an + b+ k} = {an + b},

3a k € Z nn € N. Takobhe, Baxke ycjaoBu:
1. {an+ b} = {an} + b, ako je {an} + b < 1, 3a cBako n € N;

2. {an+0b} =b— (1 —{an}) = {an} + b — 1, ako je {an} + b > 1, 3a cBako
n € N.

Hpyru ycnos Baxu jep {an},b € (0,1), nacy |an] u [an + b| y3acrounu &pojeBn
ako je {an} +b > 1.
Kako je mu3 ({an}),.y rycr y [0,1], onma je mus ({an} +b), .y Tycr y [b, 1+ 0],

jep ce moduja TpaHCJIAIMjOM IIOYEeTHOr Hu3a 3a b.

e Heka je xy € [0,0). Tama mocroju ny Takso na je {an;} + b > 1 u nanasu ce
y okosimnu 1 + zy. U3 ycmosa 2 caequ: {any + b} = {an1} +b — 1. Kako je
{an,}+by okonuuu 14z, ouna je {an; }+b—1y okosnunu z, na je {an; + b}

y oKoJmHU xg. Jakie, nocroju ny takso ma {an; + b} € (g — €,z + €).

e Hexka je xy € [b, 1]. Taga nocroju ny Takso ma je {ans}+b < 1 u Haa3u ce y
OKOJIMHE Zo. 13 ycioBa 1 crenn: {any + b} = {ans} + b. Kaxo je {ans} + b
Y OKOJIMHU Ty, oHJa je {ang + b} y okomuuu xy. lakie, 10CTOju Ny TAKBO

na {any + b} € (zg — €, 0 + €).

0

Jlema 6 Hexa je a € T ub e R. Axo je nus ({an + b}), oy wew y [0,1], onga je
u nus (1 — {an +b}), .y wew y [0,1].

12



I''TABA 1. KPOHEKEPOBA TEOPEMA

Hoxkaz. Hexa je a € I u b € R. Hus ({an + b}),, o je rycr y [0, 1], To 3naxm:

(Ve > 0) (Vz € [0,1]) 3t € ({an +b}), o Tako ga je |z —t| <e.

Heka je # = 1 m € > 0 dukcupano. Iocroju ny Takso ga je ‘% —{angy + b}‘ < €,
1j. {any+b} € (% — €3+ e). Tama u 1 — {any + b} € (% — 6,%+€), OJIHOCHO
nocToju ny Takeo ga je |3 — (1 — {ang + b})| <e.

0

Banarak 3 Hexa je (a,b) @ap peannux bdpojesa u F (a,b) nus wuju je otwiuu

waar ¢, = |an + b|. Ilponahu cee wapose (a,b) Wakse ga:
F (z,y) = F (a,b) = (z,y) = (a,b).

Pememe. Heka cy z,y,aube Ru F(a,b) = (lan + b)), . Hdokazyjemo ma:
F(z,y) = F(a,b) = (z,y) = (a,b).

Heka je F (x,y) = F (a,b). Tama je |zn+y| = |an +b], Vn € N. Jlememem oBe

jeJIHaKOCTH ca n, J00uja ce:

lan+y) _ lan+b] w3

n n

Kako 3a cBaku peasan 0poj r Baxku r — 1 < |r| < r, onua je:

an+y—1 - lan + y| Lty

n n - n
Baxxu na je
. rn+y—1
lIlm ——————— =2z u
n— o0 n
. In—+y
lim =z
n—o00 n

[Ipema Teopemu o JiBa MOJUIIAjIIA je:

lzn +y]

lim ——= =1z.
n—o0 n
Ha cimuan nagun ce moduja:
. |lan+b]
lim — =a
n—o0 n

13



I''TABA 1. KPOHEKEPOBA TEOPEMA

[Tpumenom mMeca Kaja n Texkn deckoHavHOCTH Ha jegnakoct (1.3), mobuja ce ma
je x = a.

Heka je a € Q. Taza je a = §, p,q €Zuq#0, nmu3 (an),  je odImuKa:

p 2p a
SRR y—— =D,
q q q
(¢+Dp (¢+2p  latap _,
q ) q ) ) 9
(2¢+1)p (2¢+2)p (2Q+Q)p:3p
q ) q PR ] q )

ITokazyjemo aa je {@} = {%p}, 3a ¢ukcupano k € Nu s € NU{0}.

(o)) - (2
Jlaxsie, BasKu: }:{(q+1)p}:{w}:m7
{%}{@}{@}...,
q q q
(1) () {5 -

Hus ({an}),cy y3uma ¢ pasmrunrux spegmoctu. Takobe, m nus ({an +b}), oy

Y3UMa ¢ PA3IHIUTHX BPETHOCTH, jep BarKI:
—1- _Jp
en=1:{an+b} = {q—l—b},

o nz?:{an+b}:{2p+b},...,

o n=g:{an+b}={2+p} = {p+0},

en=qg+1:

{an-l—b}:{(q%l)p—l-b}:{%+§+b}:{p-l-g-l-b}:{g-l-b},...

14



I''TABA 1. KPOHEKEPOBA TEOPEMA

ITokazyjemo Ja mocroju maso r > 0 takso ja Baxu F' (a,b+r) = F (a,b). Kako

3 ({an + b}), o y3uMa KoHagaH Opoj BPEHOCTH, HOCTOjU £y TAaKBO Ja je

to = max ({an + b}),,cn-

1

Baxwu na je tg < 1. Heka je r = tho 3a ceako n € N je:

{an + b} <t
<:>{an+b}+r§to+1_t0
@{an+b}+r§w
S {an+b}+r < t0;—1. (1.4)

Kako je tp < 1, onna je n % < 1, ma je (1.4) ekBuUBaJICHTHO ca:
{an+b}+r <1
e r<l—{an+0b}. (1.5)
Honasamwem an + b Ha 00e crpane jennakocru je (1.5) eKBUBaJIEHTHO ca:
an+b+r<an+b+1—{an+0b}

San+b+r—1<an+b— {an+b}. (1.6)

Ba cBaku peasian opoj r Baxu: || =1 — {r}, na je (1.6) ekBuBaJeHTHO ca:
an+b+r—1< |an+b]

< lan+b] > |lan+b+7r| +{an+b+7r} —1
& lan+b] > lan+b+7r] —(1—{an+b+1}).

Kako {an+b+r} €[0,1), onmau 1 — {an +b+r} € (0,1].

Baxu na |an +b|, lan+ b+ 1| € Z, na caequ na je [an +b| > |an + b+ r].

Ca zpyre crpane, 3a r > 0 Baku an+b < an+b+r, naje [an +b| < lan+b+r].
Uz lan+b] > |lan+b+r| u |lan+b] < |an+ b+ r| cienu na je

lan +b] = [an+ b+ 1] ,¥Vn € N.

To 3uauu na je F (a,b+ 1) = F (a,b). Mehyrum, kako je b+ r # b, Huje ucnyrmen

YCJIOB 3aJlaTKa 3a JATU HU3 PeaJHux opojesa (a,b).

15



I''TABA 1. KPOHEKEPOBA TEOPEMA

Hexa je a € I. Taya je npema Kponekeposoj teopemu mus ({an}), .y rycr y [0,1].

Heka cy x; u x5 npou3Bo/pbHE peajiHu OPOjeBU TaKBH Ja je x1 < To. Taja je
an + x1 < an + xy,3a cBako n € N.
[Tokaszyjemo ja 3a JI0BOJBHO BeJIUKO N 1ocToju m € N TakBo J1a je
an +x1 <m < an + Z».

Kana ce ma an + x; 1oma BpeaHOCT T — 1, KOja je Beha ox 0, moduja ce an + x,.

[TpBu 1eo 6poj mocse an + x1 je 1+ |an + x1]. TlorpedHo je ma:
xo —x1 > 1+ [an + 1] — (an + x1)

Sry—x1>1+an+x —{an+x1} —an —
Sxo—x >1—{an+z1}.

Kako je mu3 ({an}), .y rycr y [0, 1], npema stemu 5 je mm3 ({an +b}), . Tycr y
[0,1], a mpema stemu 6 je mm3 (1 — {an + b}), .y Tycr y [0,1]. Tazma mocroju ng

TakBo Ja je xo — x1 > 1 — {ang + x1}. Coenn na je
ang + xy < 14 |ang + x1] < ang + 2.

Haxne, F (a,x1) # F (a,xs), na je pememe cBaku nap (a,b) takas jga a € I u
beR.
]

Hedbununuja 3 Bpojesu ri,Ta, ..., Ty YuHe GOWAYH Cuctiem ochatnara GO Mo-

JyAY M aKO gajy padauvuilie ocTWatKre UPu genery ca m.

Bagarak 4 Hexa jer € (0,1) u S (r) ckya GosuusHnux yeaur dpojesa n 3a Koje
(nr,nr 4+ r) cagporcu Wauno jegan yeo dpoj. oxazawiu ga je r € I axo u camo axo

3a cearxo M € N toctioju Gowtyr cuctiem octamiara o mogyry M cagporcarux

yS(r).

Pemteme. UurepBan (nr,nr -+ r) Moxe cajp:KaTh HaJBHIIE jeJaH 1e0 OPOj, jep
r e (0,1).

Hexa je r parmonasan 5poj. Ysmmmo fa je M mmenuman of r, Ha IpEMep 1 = 17
3ap € N. Heka je n = kM, 3a k € {0,1,2,...}. Tanma je uarepsaa (nr,nr+r)

00JTIKa (k:p, kp + %) Bumumo ma vu 3a jenmno n € N BpemgnocT oduka kp He
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I''TABA 1. KPOHEKEPOBA TEOPEMA

ylajla HU y jemaH uHTepBaj. Baxku na je kp = kMr. Kako je n = kM, onna
je kp = nr. IHakne, 3a n odnuka kM, HUjeIHO nr He yHajga y WHTEPBAJI, IITO
3Ha4H Ja HujeaHo n odsnka kM me npunaga S (r). Kako je kM = 0 (mod M), To
HUjeJaH Opoj Koju Jaje ocrarak 0 mpu Jesbemy ca M we npumaga S (r). Jakie,
HOTIIYH CHCTEM ocTaraka 1o Moxayiny M wuje campxkan y S (r).

Heka je r € I, Tasia je n % € I. IIpema KponekepoBoj Teopemu HU3 ({n%})neN je
rycr y [0,1]. ¥Y3mumo 1ieo dpoj m takas ja je 0 < m < M. Taga nocroju k' € N

/
ﬁ§{§}<m+1.

TaKBO J1a je:

M r M

Heka je s = L’%J Tana je:

m kK m+1 kKM kKM
=

Mo i s —sM <m+1< m+sM < < m-+1+sM.

Heka je KM =k u m + sM = n. Tana je
nr<k<(n+1)r

To snauu na k € (nr,nr +r). akie, mocroju 1meo O6poj y JATOM UHTEPBAJLY, Tj.
n € S(r). Kako je n = sM +m u m € [0, M) npousBo/bHO, TO je HOTIYH CUCTEM

ocraTaka cagpxkan y S ().
U

4

IIpumep 6 Ilocmatupajmo jegar payuonanan 6poj v. Ha upumep, r = z. Taga je

p=4uM =5. Humiepsan (nr,nr +r) je obauka (in,2n+ 3).

en=0:(nr,nr+7)=(0,%),
en=1:(nr,nr+7)=(%%),
en=2:(nrnr+r)=(§12),
en=3:(nrnr+r)= (2 %),
en=4:(nrnr+r)= (% 2)= (18 y),
en=>5:(nr,nr+r)=(2,2) = (4,2), uag
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I''TABA 1. KPOHEKEPOBA TEOPEMA

1 2 3 ) 6 7 9 10

Cauka 1.5: UnrepBanu odnuka: (nr,nr +r)

Bugumo ga 0,4, 8, ... ne yuagajy nu y jegar unittiepsan. To cy dpojesu odauxa kp,
3a k €{0,1,2,...}. Baowcu ga je:

e 0=0-3%,
e4=5-2,
08:10-‘51,

e 12=15-32, uumg. ..

Jaxane, 3a cee n € {0,5,10,15,...} saorcu ga n ne apuuapaga ckyay S (r). To cy
ceu dpojesu n = 0 (mod 5).

3amarak 5 Hexa cy xy,xa, ..., T, peaanu dpojesu u € > 0. [lokazatiu ga GOCTOJu
UOBUTUBAH 1Ueo HPOJ N U YeAu Opojesu pi,Pa, . .., Pk WaKeU ga |nx; — p;| < €, 3a
ceaxo 1 <1 < k.

Pemmeme. Tpeba mokazaru j1a Kajia MaMO KOHaYaH CKYII PeaJIHUX OpojeBa, aKo
UX MMOMHOXKHUMO TTO3UTUBHUM IIEJIUM OpOjeM, T00hjaMo OpojeBe KOju Cy JTOBOJHHO
O3y natuMm resauMm opojeBuma. Heka je € > 0 u x1, X9, ..., T, peaJHu OPOjeBU.

Heka je N > % nieo opoj. Ilomesmmo unrepsas [0,1) Ha N jegHaKuX JEI0BA.

N s—1 s
[0, 1) = U Jsy Js = {Ta N)
s=1
Hexa je n = N*+1. Csaxom q u3 ckyna {1,2,...,n} nogemyjemo Hu3 k mo3uTHB-
HIEX IeJINX OpojeBa aq, Qi . .., (g, TAKBUX Ja je a; = § aKo U caMo ako {qx;} € Js.
Tume ce moduja n HuzoBa. Kako cBaku ox k OpojeBa y Hu3Y npuiiaja HekoMm oxa N
HHeTpBaJja, HajBuire Moxke outu N* pazmrunrnx mHmzosa. Ilpema JIupuxieosom
MIPUHIIAITY TIOCTOje Oap JIBe BPEJIHOCTH U U v, TakBe Ja je 1 < u < v < n, Kojuma
je momespen mctu Hu3. To 3maum nma 3a cee 1 < i < k Baxku ma {uz;} u {vz;}

HpHnagLajy nCcTOM HMHTEPBAJIy, OJHOCHO:
1
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I''TABA 1. KPOHEKEPOBA TEOPEMA

Kako cy BpeanocTuMa © 1 v J10JIe/b€HU UCTH HU30BH, OHJA he ce MOYeB O] HEKOT

HI30BU TOHaB/bATH. JI0OBOBHO je m3abparn na je n = v —u u p; = |vx;| — |uz;],

1<i<k.

0

IIpumep 7 Ilpetitioctiasumo ga je € = %L, ry = 1,4 uxy =m. Hexa je N = 5.

Hnwepsan [0,1) wogeaumo na b jegnaxur geaosa.

5
s—1 s
0,1 :| lJS,JS: , =

s=1

I ] ] ] ] ]
i 1

0 02 04 06 0,8 1

Cruka 1.6: Ilogena unrepsana [0,1) Ha 5 jenHakux meoBa

Baotcu ga je
n=>5+1=25+1=26.

Csaxoj epegroctiu, q uz ckyua {1,2,...,26} gogemyjemo Hu3 GOBUTUUSHUT YEAUT

bpojesa (o, as).

19



I'VIABA 1. KPOHEKEPOBA TEOPEMA

q qr qra {q$1} {QIQ} aq | 02
1] 1,4 | 3,41 0,4 0,41 | 3 | 1
2| 2,8 | 6,28 0,8 0,28 | 5 | 2
3| 4,2 | 9,42 0,2 0,42 | 2 | 3
4 | 5,6 | 12,57 | 0,6 0,57 | 4 | 3
5) 7 15,71 0 0,71 | 1 | 4
6 | 8,4 | 18,8 | 0,4 0,8 | 3 | 5
7198 21,99 | 0,8 0,99 | 5 | 5
8 | 11,2 | 25,13 | 0,2 0,13 | 2 1
9 | 12,6 | 28,27 | 0,6 0,27 | 4 | 2
10| 14 | 31,42 0 0,42 | 1 | 3
11 | 15,4 | 34,56 | 0,4 0,56 | 3 | 3
12 1 16,8 | 37,70 | 0,8 0,70 | 5 | 4
13| 18,2 | 40,84 | 0,2 0,84 | 2 | 5
14 1 19,6 | 43,98 | 0,6 0,98 | 4 | 5
15| 21 | 47,12 0 0,12 | 1 1
16 | 22,4 | 50,27 | 0,4 0,27 | 3 | 2
17 | 23,8 | 53,41 | 0,8 0,41 | 5 | 3
18 1 25,2 | 56,55 | 0,2 0,55 | 2 | 3
19 |1 26,6 | 59,69 | 0,6 0,69 | 4 | 4
20| 28 | 62,83 0 0,8 | 1 | 5
21 129,4 6597 | 0,4 0,97 | 3 | 5
22 1 30,8 69,11 | 0,8 0,11 | 5 1
231 32,2 | 72,26 | 0,2 0,26 | 2 | 2
24 1 33,6 | 75,40 | 0,6 0,40 | 4 | 3
25| 35 | 78,54 0 0,64 | 1 | 3
26 | 36,4 | 81,68 | 0,4 0,68 | 3 | 4

Hatomena. V xoaonama qre u {qrse} Upukasane cy 6pegroctiu 3G0KPYHCEHE HA
gee geyumane.
Bugumo ga toctioje nexu u u v, 1 < u < v < n, Kojuma je gogemer UCu HU3.
Hexa je, na apumep, u = 3 u v = 18. Bpegnocwiu {ux;} u {vr,} uputagajy
unwepsany Jo, gox epegnoctiu {uxs} u {vrs} uputagajy untuepsany Js. Baostcu
ga je:

fua) — {ozs}| < % <eic{1,2).
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I''TABA 1. KPOHEKEPOBA TEOPEMA

Bupamo: n=v —u u p; = |vx;| — |ux;], i € {1,2}.
n=18-3=15

pL=[25,2] — [4,2] =25 — 4 =21

o = [56,55] — [9,42] = 56 — 9 = 47
15-1,4— 21| = |21 - 21| =0 < ¢
|15 - 7| ~ 47,12 — 47| =~ 0,12 < €

amarak 6 Hexa cy x1,Ta,...,Tonr1 pearru 6pojesu ca caegehum ceojctlieom: 3a
cearo 1 < 1 < 2n+ 1 moty ce natpasuiiu gee Tpyte Go n Opojesa xopuushervem
ceux Tj,j # i, Wakee ga je 36up dpojesa y ceakoj pyuu uctiu. Jokasaliu ga ceu

wu Opojesu Mopajy OUTUY JegHAKU.

Pemtemwe. [lpermnocraBumo sa cy x1, To, . . ., To,y1 ey OpojeBu. llokazyjemo naj-
IIpe Jia CBU TU OPOjeBH MOpajy OMTH UCTe ITapHOCTH, Ja OU BarKUJIO JIATO CBOjCTBO.

Heka je

Jloka3yjemMo ja je s ucre MapHOCTH Kao T; 38 CBaKo i, 1 <1 < 2n+ 1. @ukcupajmo

x;,. Octaje DpojeBe 1OJEIMMO y JIBe I'DyIle 110 n OpojeBa, Tako Ja je 30up ode

S1 = E ZI;.

iio

Tama Baxku 2|s1, ma je s = x;, (mod 2). OmHOCHO, S je MCTe MAPHOCTH KAO Tj,.

rpyne uctu. Heka je

Kako je x;, Ipon3Bo/bHO, TO BaxKu 3a cBe X;, 1 <4 < 2n 4+ 1.

AKo cy cBu mapHwm, MOJEJIMMO CBaKHU OpOj ca 2 u jo0ujaMo HU3 OpojeBa KOju nMa
HCTO CBOJCTBO Kao MOYETHU. AKO Cy CBU HENApPHM, HOBH HHU3 JIOOMjaMO TAKO IIITO
o1 cBakor x;, 1 <1 < 2n+ 1 omy3memo 1, a 3arum nogesumo ca 2. OBaj mocTymnak
IoHaB/baMO cBe JIOK He Jjiohemo 0 0. Ilpumenom wmHBep3HUX olepaludja Ha HUA3
HyJIa, ¥ CBAKOM KOpaky he CBU eJleMeHTHU HHU3a OUTU je THAKU.

[IpermoctaBuMo 1@ ¢y Ty, X, ...,Tonpsr1 PaloHa HU OpojeBu. MHOXKemeM 0BUX
OpojeBa 3ajeTHUYKUM UMEHUOIEM, JI00Mja ce HU3 IeJIMX OpojeBa Ha KOJU Ce MOXKe
IPUMEHUTH TTPETXOIHU CJIyYaj.

[IpermocTaBumMo cajga Ja je dap jedaH o JaTux OpojeBa mpamnuoHaJan. [Ilpema 3a-

JaTky 5 3a € > (0, IOCTOjU TTO3UTUBAH 110 OPOj M U IEJTU OPOJEBU Pi, P2,y - - - » Pontl
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I''TABA 1. KPOHEKEPOBA TEOPEMA

TakBU Ja je |mxz; —p;| < €, 3a cBe i. TBpaumMo Ja 3a JOBOJFHO MAJoO € OpO-
JEBU P1,P2, ..., Poni1 UMAJy UCTO CBOJCTBO KAO U X1,XL3,...,Taur1- Jla ducMo To

IIOKa3a.Jid, CbI/IKCI/IpajMO HEKO io 1 yCJIOB 3a/laTKa 3allMIIIIMO Ha CJIe,ZLehI/I Ha4Y1H:

2n+1 2n+1 2n+1

E aiojmxj =0 nan E a,;oj(mxj — p]) = — E CLinpj,
j=1 j=1 j=1

J#io J#io J#io

upu demy a;,; € {—1,1}. Tazna je:

2n—+1 2n+1
E QioDj| = E aj,j(mx; —pj)| < 2ne.
=1 =1
J#i0 J#i0

Ako m3adbepemo € < %, BaXKIW:

2n+1
Z Ao Pj < 2ne < 1.

=1
J#iQ

Kako cy p; mesm dpojesu, BaxKu J1a je

2n+1
g Qi05P5 = 0,
j=1
J#i0
OJHOCHO P1,P2," " * ,Poni1 AMAJY UCTO CBOJCTBO KO T1,T3,. .., To,t1, A& U3 TPBOT

Jiesia JIoKa3a CJIeU Ja MOpajy OUTHU jeTHAKHU.
Hakie, mokazam cMo Jia 3a om0 Koje N > 2n mocroje my U py TaKBU Jia je
Imyx; — pn| < %, 3a 1 <1< 2n+ 1. Baxu ga je:
Imya; — py — (myx; — pn)| = [myxi — py — mya; + py| =
= |myxi — myz;| < [myllz; — ;).

Ca gpyre cTpane je

1 1 2
imyz; — pn — (myz; — pa)| < Imyz; — py| + [myvz; — py| < N + NN
30or Tora je
2
|my| rriz;mx|xz -z < N
Kako je [my| > 11 £ < 1, cienu za je
max fe; — ;] = 0,
irj
IIITO 3HAYU Jia Cy cBU T;, 1 < ¢ < 2n + 1, jeqnakw. O
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I''TABA 1. KPOHEKEPOBA TEOPEMA

Bamarak 7 Hexa cy aq,as, ..., Qo7 Peasnu OPOJESU ca CBOJCTUEOM: Oe3 0063UpPa HaG
Koju Havur ce uadadepe 13 dpojesa mehy rwuma, octioju 8 dpojesa og 2007 warsux
90 UMY UCTY aPUUMETTUYKY cpequny xao 13 udabparux. loxazatiu ga cy ceu

Wy Opojesu JegHaKu.

Pememe. IIpernocraBumo jia cy dpojeBu ay, as, . . ., ooo7 Heau. bupamo 13 dpo-

jeBa by, by, ..., bi3. IlocToju 8 bpojesa cy, Ca, . .., Cs TAKBUX JIa BaXKU:

bl+...+blg_01+...+68

13 8

& 8(by+ -+ bi3) =13(c1 + -+ - + ¢3)
< 13| (by + -+ + bi3).

Hakise, cyma 13 dpojeBa jebuBa je ca 13.

3abepunmo aBa Opoja a; U a; U HEKa Cy L1, T2, ..., T2 HEKU aj, TaKBU 113 je k # 1
uk # j. Tama Baxku na cy a; + 21 + ... + 212 U a; + 1 + ...+ T12 Jepusy ca 13.
Kako je x1 + ...212 = 21 + ... + 212 onga Baxku: a; = a; (mod 13). CBu dpojesu
najy octarak 1 upu Jebemy ca 13. Hosy konekrujy 2007 dpojeBa j100ujamMo Tako
mTO OJ1 cBakor a;, 1 < i < 2007 omy3memo r u nogenumo ca 13. Hosa kosekiuja
OpojeBa 3aJ10BO/baBa IMOYETHO CBOjcTBO. [loHaB/bameM mcTe IMpOIEeIype T0JIa3UMO
J0 Kojekiuje Hysaa. l[IpuMenoMm wHBep3HWX ollepaliija BUAUMO Jia e y CBAKOj
KOJIEKITMj OUTH jeJITHAKH OPOjeBU.

[IpermocTaBuMo Jj1a cy OpojeBu peasiHu. AKO Cy CBU PallMOHAJIHU, TIOMHOYKHAMO CBE
OpojeBe u3 KOJIEKIINje 3ajeIHIIKUM UMeHnoreM. Tume ce qoduja KOJIEKIINja, 1eIuX
OpojeBa Ha KOjy ce MOKe ITPUMEHHUTHU MPETXOTHU €0 PEIlerha.

[IperniocraBumo 11a je dap jemam o OpojeBa uwparumonajan. Heka je € > 0
npon3BosbHO. Kako cy OpojeBum peasjHm, OHJ/Ia TOCTOjU HEKO 7T U TIEJIU OpPOjeBU
D1, P2, - - - P2007 TAKBU Jla Baxu |na; — p;| < €, 3a cee 1 < i < 2007.

Komneknuja dpojesa na; 3a10Bo/baBa UCTO CBOjCTBO Kao U a;, 3a cBe 1 < 7 < 2007.
Hexka je:

ail—l—...—l—ails _ajl—}—...—i—al-s

13 8
MHoxkemeM OBe jeTHAKOCTHU ca n J00uja ce:

na;, +...+na,; naj + ...+ na

13 8
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I''TABA 1. KPOHEKEPOBA TEOPEMA

Heka je x; = na; — p;, 1 <i < 2007. Tana je |z;| < € u na; = z; + p;, 1 < i < 2007,

na je (1.7) eKBUBAJIEHTHO ca:

Tiy T Piy + oo Tiyg + Digg _ Ty +p]'1 +"'+xj8 +pj8

13 8
$i1—|—...—|—$i13 p21++p213 xj1+"'+xj8 pj1+"'+pj8
4 =
13 * 13 8 + 8
@pzl—{——{—pm—pﬁ—k—|—pJ8:a:]1—|——|—a:j8_x“—{—+x“3
13 8 8 13
o pl1++p113_p]1++pj8 _ .CEJI++.CEJ8_.CC“++.T“3
13 8 8 13 '
$J1++$]8_$11++$213 < [Ijjl—f——f—.fljjg —|— xil+"'+$i13
8 13 - 8 13
8 1
Bel 4 113¢] _ o
8 13
Cnenu,
p’i1+"'+pi13_pj1+"'+pj8 < %
13 8
@‘8(pz~1+---+pi13)13—;3(pj1+---+pj8) o

< 8(piy + -+ piys) —13(pj, + ... +Dpjs)| <2e-13-8.

Kaxko cy p; nenn opojesu, 1 < ¢ < 2007, on1a ako

8 (pis + -+ +Pin) = 13 (pj + -+ 4 pjs)|
HUje HyJIa, MOPa Ja BayKu:

18 (piy + -+ +Dis) — 13 (pj, +- .- +pj)| = 1.

1 ‘e
Bupawmo € < 1715. Tana je:

A |8(pi1+"'+pi13)_13(pj1+"'+pj8)’ =0
= Piy + - 4 P _pj1+”’+pj8

=0
13 8
<:>pi1_|_"'_|_pi13_pjl—}_"'—}_pjg -0
13 8
<:>pi1+"'+pi13 :pj1+"'+pj8‘
13 8
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I''TABA 1. KPOHEKEPOBA TEOPEMA

Jakse, p; mMajy UCTO CBOjCTBO Kao a;, 1 < ¢ < 2007. Kako cy To menu Opojesn,

BaXKM JIa J€ P1 = P2 = ... = Pago7-

ITocmaTpajmo na; u naj, 3a HeKe UHIEKCE ¢ U J.
|na; — na;| = nla; — ajl
Ca apyre crpame je:
Ina; —na;| = |z + pi — x5 — pi| = |z — 2y,

jep je p; = p;, 3a dmiio koje ¢ u j. Hakie,

1

nla; — ajl = v, — ;] < o] + ;] <2, za €< 16 -13

2e
= |a; —aj| < —.
n

2e

Kaxo = Mozke OMUTH IPOU3BO/LHO MAJIO CIIEJIH Jla je a; = aj, 3a cBe ¢ u j.Jlaxre,

a; = as = ... = a2007-
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I'maBa 2

BejioBa Teopema

Hedununmja 4 Hus odpojesa &1,&, -+ ,&n, -+ u3 unwmepsaaa [0,1) je pasho-

mepro pactopehen axo 3a ceaxu toguntiepsan (a,b) C [0,1) sasrcu:

{1<n<N&€(ab)}] _

lim b—a.
N—oo N
1nal2nl23@n12 - -
Ilpumep 8 Hus0,3,0,3,%,0,7,%,4,0,%, £, jectie pasromepro pactuopeher na

unimepsany [0,1).

}—0—0—0—0—0—0—0—.—.—{

2 1 3 4
0 5 2 5 5 1

Wi
~lw

1
3

ot
=

Cauka 2.1: Ilpukas eemenara HE3A

Jla bu osaj nus bduo paswomepro pactopehen na [0,1) Gowpedro je ga ce y
C8aKOM TUOJUHTUEPBANY HAAA3YU HEKU HeET08 TOGHUS.
Hexa je [a,b) C [0,1). Hnwmepsan [a,b) cagporcu nexu payuonanan opoj. Iogesumo
06a] UHWEPBas Ha gea jeguaka. Jlodujamo uniuepsane [a, “TH’) u [“T“’,b). Csaxu
0g 06UT UMTEPBAAG CAGPAHCU HEKU payuonanar opoj. Hexa cy wo b6pojesu x u
y. Ilpumetiumo, 6poj Koju je apuilMeTUKa Cpequmra opojesa T u Yy UpUULAJa
unwepsary [a,b). Osnwawumo ta ca z. Taxohe, z uma 6ehiu umeHuray 0g T U
Y, Ga ce uojasmyje Kacnuje y nudy. Cauuwno, duso K0ja KOHGEKCHA KOMOUHAUWLIA
(1 —a)z+ay, e o € [0,1], aputaga untmepsany [a,b) u narasu ce y GowewHom
nu3y. Onu ca eehum umenuouem cy “waano8u Huda ca sehum ungexcom. laxae,

waj Hu3 jectie pasromepro pactopehen wa [0,1).
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I'/IABA 2. BEJJIOBA TEOPEMA

IIpumep 9 Hexa je {r,} ouno koju wu3 payuonaarur opojesa y [0,1).
Hus gepunucan ca
£ - { rno cmo.]e n UapHo
0 , axo je n neuapHo
Huje pasromepro pactopehen, jep je torosura waanosa Huda jeguara 0. Ca gpyre
cpare, osaj wua jecte wycw y [0,1), jep je wu3 payuonaanuzr bpojesa Tycii vy
[0,1).

Jlema 7 Axo je pynrxuyuja f metupexugha u taepuoguuna ca tepuogom 1 u vy upa-

YUOHAAGH OPOJ, Onga je

Hoxka3z. IIpukazahemo mokas jieme Kpo3 Tpu KOpaka.

Kopax 1. IlpoBepaBamo TBpheme ako je f HeKa 0/ eKCIOHEHINjaHuX (DyHKITja:
2mix 2mikx

1,e™ ... e e

e Hexka je f (x) = 1, ognocuo f (ny) = 1.

N
1 1
]&if;o—zfm = iy 21 = Jim V=

n=1

1 1
f(:v)dx:/ldx:x]ézl—O:l
0 0

Hakie, TBpheme BazKu.
e Heka je f(x) = €™ za k # 0.

N _ 2mikNy

1 omikny _ 1 I eyl —e _
]&ﬁnﬁifm dm, gy 2 = i, e G =0

Jpyra jelHAaKOCT BaxKu jep je

N
E 62m’kn’y

n=1

2miky

reOMETPUjCKH PeJ Ca HPBUM dWianoM e2™*Y p KOJmIHHKOM e Kako je v

upanmonaian, onga je e?™* £ 1. Taxobe, e*™*7 n e?™*N7 cy orpanmyenn, na

BaXK! Ja je qumec jeaHak (.

/01 f(z)dx = /01 e dg = /01 (cos (2mkx) + isin (2wkx)) dox =
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I'/IABA 2. BEJJIOBA TEOPEMA

! sin (2rkx) |!
= 2rkx)dr = ————| =0
/0 cos (2mkz) dx Gy

Cnenn na je

lim —Zf ny) / f(x)dz, 3a f(z) = *** 3a ke {0,1,2,...}.

N—ooco N

Kopax 2. Axo dyukimje f u g 3aj0BosbaBajy jemy, ouga u Af + Bg 3ajg0Bo/baBa
semy 3a cBe A, B € C.

Kako f u g 3amoBosbaBajy JjieMmy, BasKu:

1Y !
lggON;f(m)=/o f (z) de u

Nliggo%Zg(m):/O g () de.

ngr;%z Af (ny) + Bg (ny)) = lim — <2Af ny) Z (m)) =

n=1

J\}I—I&NZAJC ny) hm —ZBQ ny)

—A]\}gr;o—Zf ny) +ma —Zg ny) /f d:1:+B/ g(x)dx =

:/0 Af(x)d:c+/0 Bg(x)dx:/ (Af (2) + By (2)) da

0
IIpema Kopaky 1, mema Baku 3a CBe TPUTOHOMETPHjCKE TIOJIMHOME ODJIMKA,

N
= E ce?™ ¢, e C.
n=1

Kopax 3. Heka je € > 0 u dpyHKIMja f HEIpeKnIHA 1 TEPUOUIHA Ca TTEPUOIOM 1.

Mozkemo nzabparu [7| TpuroHomerpujcku moauHoM P takaB na je

sup | («) - P(x)] < .

z€R

[Ipema kopaky 1 3a cBe N Baxku:

%;P(Wy)—/o P (z)dx

< S
3
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I'/IABA 2. BEJJIOBA TEOPEMA

Haxkue,

<|x 20 = P | 32— [Pyl +
[ @+ P@)d
<y L) =Pl | 32 m) ~ [P wyaa +

—l—/o |f () + P (x)|dx < e,

IIpU YeMy HejeJIHaKOCTH Barke Ha OCHOBY HejeJIHaKOCTU TPOYIJIa U ciiejehe HejeI-

HaKOCTU 3a UHTEerpaJie:

x) dx

/‘f ) dz < (b—a) sup |f (x)|, rue je a < b.

z€[a,b]

Cnenn na je

g

Teopema 3 (Beja) Axo je v upayuonanan, onga je Hu3 pa3AOMMDEHUT JeN08a

{7}, {2v},{37}, ... pasromepro pacuopehen y [0,1).
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I'/IABA 2. BEJJIOBA TEOPEMA

Hdoxkaz. ®ukcupajmo unrepsai (a,b) C [0, 1) n HeKa je X (4,p) (%) KAPAKTEPUCTHIHA

dyHKIIja TOT HHTEPBAJIA.

B 1, T € (aa b)
X(ap) () = { 0, x€[0,1)\ (a,b)

0 a b 1 X

Cumka 2.2: Kapakrepuctuuna dbyHKuja narepsasia (a,b)

[Ipomxyxxumo oBy dyukIiujy Ha R nepuonumdso ca mepuojom 1 u 03HAUUMO ca

X(a,b) (IE) :

-5 -4 -3 -2 -1 o0ap1 2 3 4 5 7T

Ciuxa 2.3: Ilepuogmana dbyHKIIjA X (qp) ()

Kao nocnemura nedununuje kapakrepucTudie pyHKIIje BayKh:

H1<n< N:{nvy} € (a,b)}| = ZXab ny)

Kako GyHKIHIja X (q,p) () HHEje HEIPEKUH A, 38 HEKO € > 0 SupaMo [Be HeIpeKuIHe
bynknuje 7 (x) n fF (x) koje ce anpokcumMupajy GYHKIHIJOM X (qp) () 010310 1
onozmo Ha maTepBady [0,1). Heka cy ose dynkuumje nepromndne ca mepuojom 1
u orpanndene Bpenomhy 1. Taxobe, nokmnamajy ce ca dyHKIMOM X (qp) (), OCHM

Ha mHTEepBaJUMa Jy2KHWHE 2€.
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I'/IABA 2. BEJJIOBA TEOPEMA

Yy
+
1 ‘ E_(x) ‘
0 a—€ @ a+e€ b—e b b+e 1

Cnuka 2.4: Tlpukas dbyuxmuja f- (z) u f (z)

Bazxu ma je f7 (2) < x@p) (x) < fF (x). Crenu:

1 & 1Y 1 &
— — < — + :
N g <% ; X (17) < ; £+ (n)
O3HaYUMO:
N
Sy = N Z X(ap) (nY)
n=1
Taza je:

Hasbe, padyHaMO BPEeJIHOCTH HHTETrPaJia

/f ) da H/f+
/0le dx—/ fo (z)dx + Ef;(ar:)dac-l—

+ f()drc+ f‘(:z:)da:+ £ (x)de =

b—e b

—€ b 1
/ Odx + / fo (x)dx + / ldz + fo(x)dx + / Odx =
b—e b

b
—0+/ fi(x)de+b—€e—a—e+ fo(x)dx+0=

b—e
—b—a—26+/ fo(z)dx + f;(x)dw

Dyuxiyja f- (x) je mo3nTHBHA, A BaXKN:

b
/ fo(x)de >0 n fo (z)dz > 0.



I'/IABA 2. BEJJIOBA TEOPEMA

Tana je:
1
/ fo(z)dz >b—a— 2e.
0

/01 £ (x)dxz/oa_efj (x)dx+/aa6fe+ (x) do+

b b+e 1
+ / frayde+ [ fr@des | fF (@) de =
a b

b+e

a—e a b b+e 1
= / 0dz +/ () dx +/ ldx + fF(z)dzx + / Odz =
0 a—e a b b

—+€
b+e

=O—|—/ fF(x)dz+b—a+ fF(z)dz+0=
a—e b

b+e

—bat [ f@des [ £ @
a—e b
Baxku na je:

/ fj(x)dmg/ ldt=a—a+e=¢€ u

—€

b+e€ b+e€
/ fj(m)dxg/ lde=b+e—b=ce.
b b
Tasa je:
1
/fj(x)da;Sb—a%—Ze.
0

Hwusz Sy je orpanundeH, ma moctoje juMec HHGMEPUOP U JIUMEC CyIepuop W BaXKH:

b—a—2¢ <liminf Sy u limsupSy <b—a+ 2e.

N—oo N—oo

Kako oBo Baxku 3a cBako € > 0, ciemu ja je:

liminf Sy = limsup Sy = b —a, oxsocuo lim Sy =b—a.
N—o0 N—so0o N—o0

To 3Haum na je:

N

) 1

lim — Y Y@y (n7) =b—a
n=1

N—oco N
Crnenn na je:
1<n<N: b
i LSS Ni{mpe (@b},
N—o0 N
[Tpema nedbununuju, Baxu na je uu3 {v},{2v},...,{nvy},... paBHoMepHO pacmo-

peben na uaTepBasy (a,b). Kako oo Baxku 3a cBaku moguarepsan (a,b) C [0,1),

TeopeMa je JoKasaHa Ha IejoM uaTepBaty [0,1).

g
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I'maBa 3

BejioB Kpurepujym

YV mperxoiHOM IOIJIaBIbY NPUKA3aH je CJIydaj paBHOMEPHE pacropeheHocTu

crenudumyanor Huza ({nvy}),cy, 1pu demy v € L. Osue hemo mpuxasaru ommmTn

cJIy4aj, OJIHOCHO JIoKazaheMo paBHOMEpPHY pacrnopeheHOCT MPOU3BOJLHOT HU3A pe-

aJTHIX OpojeBa.

Hedbununuja 5 Hus (a,),~, je pasnomepro pactuopehen Go mogyay 1 axo je nus

pazaommerur geaosa ({a,}),~, pasnomepro pacuopehen.

Jlema 8 Hexa je (aj)jeN nu3 peaanuxr opojesa y [0,1). Taga je nus ()

pasHomepro pactopeher axo u camo axo je

3a cee Ppynryuge f xoje cy Puman untuerpadbuane na [0, 1].

Hoka3z. Weja nokasa je cimvdHa Kao y TeopeMu 3.

(<) : Hexka je [a,b) unrepBan takas ga je 1 < a < b <1 u Heka je

1, x € [a,b)

f(x):{ 0, =€0,1)\ [a,b)

KapakTepucTuIHa PyHKIUja uHTepBasia |a,b). Tama je:

1 CH{1<k<n:a€la,b)}
E;f@l‘k)_ n !

b 1

/Of(x)dxz Oaf(x)der f(@)dz+ | f(z)de =

a b

JEN
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I'VIABA 3. BEJJIOB KPUTEPUJYM

1 b 1
:/de—f—/d:c—l—/ 0dz =0+ z|°+0=">b—a.
0 a b

Kaxo je

cJIeSIA J1a je

OIHOCHO,

<k<n:
lim H1<k<n ake[a’b)H:b—a.

n—oo n
[Ipema nedununuju 4, Hu3 (aj)j oy Je paBHOMepHO pacriopebhen na [0, 1).
(=) : IIpermocraBumo fa je Hu3 (aj)jeN pasHoMepHO pacropeben y [0,1). Tana
3a cBaku uHTEpBaJ [a,b) C [0,1) Baxu:
. H1<k<n:a€lab)}

lim =b—a.
n—00 n

To 3naun na jeHAKOCT

1l [
J;%E;f(ak)—/o f(z)da

BayKW 3a KapaKTepUCTUIHY (DYHKIUjy HHTEpBasa |a,b). 300r JuHeapHOCTH BaxKn
1 3a OWJIO KOjy JIMHEpaHy KOMOMHAIMjy Kapakrtepucruunux dyukmmja y [0, 1].
Axo je f Puman unrerpabuina y [0, 1], omma 3a cBako € > 0 Moxkemo Hahwu jiBe

JINTHeapHe KOMOWHAIMje KapaKTepucTuInnx (pyHkmnuja f; u fo Takse 1a je

F<f<fn /O(fz(a:)—fl(x))dw<6- 9]

Kako slema Baxku 3a dpyHkIimjy fi, To je:

n 1 1
i S he)= [ h@d [ @

3a JI0BOJHHO BeJIMKO 1 Ouhe:

I !
_Zfl () >/ f(x)dx — 2e.
o 0

Cauano mpodujamo:

n 1
%;fl(ai)</0 f () dx + 2e.
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Hakie, BaxKu:

1 1 1
/0f(m)d:v—2e<ﬁizlf1(ai)</0f(x)dx+25

1 !
<:)—2G<E;f1(ozi)—/o f(z)dx < 2e¢

& < 2e.

LS hite)— [ fia)ds

Ha cinyan HauWH 32 JIOBOJHHO BEJIUKO 7. JIOOUjaMO:

1 — 1 Lo )
E;fé(ai)>/o f(z)dr —2em ﬁ;ﬁ(ai)</0 f(z)dz + 2e.

Haxkue,
n 1
%;fg(ai) —/0 f(2) dz| < 2.
Kako je fi < f < fo, Baxu:
I !
ﬁZf(a,) -/ f(z)dz| < 2e.
i=1

To 3naunm na je:
n 1

g;ngogizm: s

quMe je JjeMa JloKa3aHa 3a cBe Puman mHterpadumine (pyHKIMje Ha WHTEPBAJLY
0,1].
O

Teopema 4 (Bejaos xputmepujym) Hexa je (,Bj)j oy Hus peaarux dpojesa. Taj nus

je pasromepro pactopehen o mogyay 1 axo u camo axo je

1 n
lim — § e?mimBi = (),
n—oo M
j=1

3a ceaxo m € Z \ {0}.

Hoxka3.(=) Hexa je (ﬁj)jeN paBHOMEPHO pacropeheno 1o momyrty 1 u Heka je o

pasiiomsbern Jieo of f3j, 3a j € N. Ilpema nedununuju je nus (aj)j < PaBHOMEPHO

35
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pacriopehen y [0,1). Heka je f(z) = e*™™* m € Z\ {0}. Osa dyuxunuja je
HenpekuaHa 1 Puman uarerpadmina Ha [0, 1). Ilpema semu 8, Baxku na je:

n 1

1 ] 1 ) e2mima
im = 2 :627rzmaj — e27rzmxdx — :
n—oo 4 0 2mim
]:

jep je €*™™ = cos (2rm) + isin (2rm) = 1,3a m € Z \ {0}.
Kaxko je o; = B; — | B;], cienu na je B; = o; + | B;] , 3a j € N. Hexa je k; = |5;],
3a j € N. Taga je:

_ 1 2mim _
- 2mim (6 1) =9

0

n n

lim — e2mmbi — lim = e
n—oo M n—oo M
=1 j=1

2mima; 627rimk’j o 0
)

2mimk

IpHU YeMy IOCJIeIba je JTHAKOCT BaKH jep je e 7 OrpaHUYEHO.

(«=) : [IpernocraBumo ja je

. 2mwimfB;
i > e =0,
j=1
3a ceako m € Z \ {0}.5 :

n
lim Y e*™mer =,
n—o0

=1

IpHu 4eMy je o J1epUHUCAHO Kao Y IPETXOIHOM eIy JOKa3a.

Tpeda ma mokaxkemo J1a BaxKu
1 — !
fim > flan) = [ fla)da
LD 0

3a cBe Puman unrerpaduine dyukuuje y [0, 1].

[Ipema mpeTmiocTaBIM OB jeIHAKOCT BazKW 33 (DYHKIIHje
fx)y=1n f(z)=em" mecZ)\{0}.
30or JimHeapHOCTH BaxKu he U 3a CBe TPUTOHOMETPHUjCKE TIOJIMHOME ODJIMKA!
ag + (ag sin (2mx) + by cos (2wz)) + ... + (ay, sin (27z) + by, cos (27x)) ,

a;,b; €C, 3a 1 <j5<m.
Cpaka nepuoandsa (byHKIHja ca MEePHOJOM 1 MOXKe ce allpOKCHMUPATH TPUTOHO-
METPHjCKUM TIOJTMHOMOM. 3a € > ( [OCTOju TPUTOHOMETPUjCKHU MOJUHOM f, ()
TaKaB Ja je

sup |f (z) — fe ()] <e.

z€]0,1]
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I'VIABA 3. BEJJIOB KPUTEPUJYM

Heka je fi = f. —en fo = f. + €, Tako na je

HhH<f< fam /0 (f2(x) — f1(z))dz < 2e.

Heka je f nuneapna komOmHanmja KapakrepuctudHux ¢dyHkimja wa [0,1]. Y
noka3y BejiioBe Teopeme BUIeIM CMO J1a ce KapaKTepPUCTHYHA (DYHKIMja MOXKe
AITPOKCUMHPATU C€a JIBe Iepuojndne (PyHKIHMje, Ma UCTO BAaXKU U 3a JIMHEAPHY

kombunanujy. akse, mocroje dyuknuje f; u fo Takse ja je:

f<f<fu /O(fz(ar)—fl(:v))dw<6-

Kopucrehn uctu nocrymnak kao y goka3zy jeme 8 100djaMoO jeTHAKOCT

1 !
Ji%ﬁ;f(ai) =, [ (@) dx
1=
BaxKu 3a OWUJIO KOjy JINHEAPHY KOMOUHAIIA]Y KapaKTepUCTHIHNX (hyHKIMja. Puman
uaTerpadmina gysakimja y [0, 1] Moxke ce anpoKCHMUpPATH JIMHEADHUM KOMOMHA-
njamMa KapakTepucTuanux dpyakiumja. /lakie, jeITHaKOCT BaXKu U 3a MTPOU3BOJbHY
Puman unrerpaduiany dbyuknujy y [0, 1].
O

Teopema 5 Hexka je £ upayuonanan o6poj. Taga je nuz (né) DPABHOMEDPHO Pa-

neN
cuopehen o mogyay 1.

Hoxka3z. Heka je £ € Tum € Z\ {0}. Hedbunumunmo w := mé. Tlokazyjemo na je:

1 n
lim — E e2riiv — ().
n—oo N, <

J=1

Kaxo je £ € I, cnequ ja w ¢ Z u €™ # 1. Baxu:

n
E 627rijw
Jj=1

2miw(

1 — e27riwn 27iw 2miw(n+1)

e — €
1 — 627riw

2

omi
e < |1_€2m'w"

1 — eQm'w

i g e n+1) orpaHHYEHO 110 AIICOIYTHO] BPEIHOCTH.

jep je e
Kaxo je

n
E 627rijw
Jj=1
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I'VIABA 3. BEJJIOB KPUTEPUJYM

OTPAHUYIEHO, CJE/IN A je

lim l e2miv — ()
n—oo M ’
Jj=1
OJIHOCHO
1 n
lim — ) ™M =
n—oo 1 ’

j=1
na je npema BejioBom kpurepujymy Hu3 (n€),eny paBHOMEPHO pacropeber.

g

Hedbununmja 6 Hexa je S C N u A(N) = [{ne€ S:1<n< N} opoj ceur n
u3 S koju cy maru uau jeghaxu N. Ipupogna wyctiuna ckyta S gedunuwe ce na

caegehu Havum:

A(N
d(s) = J\P—I};o %, axo wWaj Aumec UOCWOJU.

Bamarak 8 Ogpeguitiu TycWuny TO3UTMUSHUT Ueaux Opojesa N 3a Koje 2" Touuree

ca 2006.

Pemtemse. Heka je S ckym cBuX MO3WTHUBHEUX IEeJIMX OpojeBa m 3a Koje Opoj 2"

nountbe ca 2006. Bpoj 2", 3a Heko n € N, mounme ca 2006 ako u camMo ako IOCTOju

Heko p > 1 n nudpe ay, as, ..., a, Taxse ga je 2" = 2006a;as . . . a,. Omarie caenn
aa je:
2006 - 10P < 2™ < 2007 - 10P. (3.1)

[Tpumenom siorapurma ca ocaoBoM 10 moduja ce ja je (3.1) ekBUBaJEHTHO ca:
log;, (2006 - 107) < log,, 2" < log;, (2007 - 107)

& log;, 2006 + log,, 10 < nlog,,2 < log,,2007 4 log,, 10?
& logy,2006 + p < nlog, 2 < log;, 2007 + p. (3.2)

[Ipema ocodbunama joraputamcke (pyHKIHAje BayKu:

e log,,2007 = 3 + m, 3a neko m € (0, 1).
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Caenn ja je (3.2) eKBUBAJIEHTHO ca:
log,p2 4+ 3 + p < log;;,2006 + p < nlog,2 < log,, 2007 +p <3 +m+p

Slogp2+3+p<nlogy2<3+m+p
& |logp2+ 3+ p| < |nlog,2| < [3+m+p]. (3.3)

Kako je log;,2 < 1,m € (0,1) u p € N, Baxku 7a je (3.3) eKBUBAJIEHTHO ca:
3+ p<|nlog2] <3+p.

& [nlogy2] =3+ p.

3aMeHOM y TOYeTHY HEjeHAKOCT JT00MjaMo:
log,,2006 + p < |nlogy, 2| + {nlog,, 2} < log,,2007 + p

& log;2006 + p < p+ 3+ {nlog,, 2} < log,,2007 + p
< logy,2006 — 3 < {nlogy, 2} < log,,2007 — 3

2006 2007
< logyg (m) < {nlog,; 2} <logy, (m)

2006 2007 .
1000 log, —1000). Kako je log,, 2 upa-

nuonasan opoj, onma je ({nlog;2}),-,, mpema Bej1osoj Teopemu, paBHOMEpHO

Hakie, ako n € S, onga {nlogy 2} € [logy,

pactiopeben. Ilpema medununujun paBHOMepHe pacropeheHocTr BaxKu:

lim |{1 <n < N,{nlog,,2} € [lOglo (%)710g10 (%%))H -
N—o0 N o

2007 2006
2007
=1 — .
810 (2006)

[Ipema nedunumju rycrure ckyna, J00HMjaMo Jia je TYCTUHA CKYyIa Pa3JIOMJHEHUX

JleJIoBa jetHaKa logy, (%), mma je 3000 eKBUBAJIEHINje U T'yCTUHA CKyIia S UCTa.
O
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I'VIABA 3. BEJJIOB KPUTEPUJYM

Jlema 9 (Bune'! - Kowujes * ugentuuitiewi) 3a xomuaexcre bpojese a;, by, c; u dj,
apu wemy je 1 < i < n,n € N, saotcu:

<i CLZ'C1'> (i bjdj) = <i a1d1> <i bjCj) —+ Z (aibj — (ljbi) (Cidj — dei) .

1<i<j<n
oxkas.

Z (aibj — Cljbi) (Cidj — dei> =

1<i<j<n
= Z (aibjcidj — aibjdei — Cljbicidj + ajbidei) =
1<i<j<n
= Z (aibjcidj + ajbicjdi) — Z (aibjcjdi + ajbicidj) =
1<i<j<n 1<i<j<n

= Z (aibjcidj + Gjbidei) + Z aibicz-di—
=1

1<i<j<n

— Z (aibjdei -+ ajbicl-dj) — Z aibicidi =
=1

1<i<j<n
n n n n
= Z Z aibjcidj — Z Z Gibjde,i =
i=1 j=1 i=1 j=1

(35 (50) (5500 (500)

Ipu 9eMy II0CJIeJba je,ZLHaKOCT BazK1 Jep Cy UHIEKCH y CyMaMa HE€3aBUCHU. C.JIe,ZLI/I,
n n n n
<Z aici> (Z bjdj) = <Z CL,Ld,L) (Z bjCj) + Z (aib]- — ajbi) (Cidj — dei) .
i=1 j=1 i=1 j=1 1<i<j<n

g

JIema 10 (Kowwu - Ilsapuosa > nejegnarocti) 3a womuaexcue bpojece w; u z;,

apu wemy je 1 <1 < n,n € N saorcu:

n 2 n n
i=1 i=1 i=1

1Jacques Philippe Marie Binet (1786 — 1856) - dbpamiyckn MaTeMaTHaap
2Augustin Louis Cauchy (1789 — 1857) - dbpaniyckn MaTeMaTHIap
3Karl Hermann Amandus Schwarz (1843 — 1921) - HemMauxku MaTeMaTHIap
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I'VIABA 3. BEJJIOB KPUTEPUJYM

Hokaz. Heka jen € Nu a;,b;,¢;,d;, 1 <1 < n npou3BO/bHI KOMILJIEKCHUA OPOjEBH.

= (i azdz> <i bjCj) + Z (aibj — Cljbi) (Cidj — dei) .

1<i<j<n

[Ipema nemu 9 Bazku:

Hexa je a; = w;, b; = Z;,¢; = w; n dj = z;. Tazga je:

(3] (%) -

= (Z wz) (Zz—j w?) + Y (0 - wiE) (W — Wiz) -

j=1 1<i<j<n

[Ipema ocodbmHaMa KOMILIEKCHUX OpOjeBa BaryKU:

(350) () -

) (Z wz) <Z m) + Y (wEm - wE) (W5 - E)

1<i<j<n

() (%) -

=( w) (zzjwj)+ S w5 —wm) (55 =)
i=1 1<i<j<n

(Z\wﬁ) (zw)
i=1 j=1

> fwiz —wiE >0,

1<i<j<n

() (5

+ Z \wiZ; — w7 .

1<i<j<n

iZi

Kaxko je

BazKM J1a je:

n
E W;iz;
i=1
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Jlema 11 (Bawn gep Kopuytw) 3a cee xomurekcre dpojese z1, 2o, . .., 2, U cee h €
{1,...,n} caegeha nejegnaroctu je wavwna (y3 xonsenyujy ga je z; = 0, 3a cee i

Koju He upuuagajy ckyay {1,...,n}):

h—1 n—r n
<(n+h—1) IZZ(h—r)Re (Zzﬁ> +h2|z,-|2] .

r=1 =1

n 2

P

=1

h2

Hoxka3z. 3a koMmiuiekcue dpojese z;, 1 < 1 < n, BaxKu:

n+h—1 h—1

hZzi: Z ZZZ',J'.
i=1 i=1 j=0

Hawume, 3a dukcupano j, cyma mo ¢ cajgp:kahe cse z;,1 < i < n. Heka je, Ha

npumep, n =5 u h = 3. Taza je:

5
3Zzz~:3(21—|—z2+23+z4+z5) u

i=1

2 7
Z Z Zi_j = Z (Zi + Zi—1 + Zi_g) =

=1 7=0 =1

=z +20+21)+(2t+2z+20)+ (3+20+21) + (2a+ 235+ 22) +
+(2z5+ 24+ 23)+ (26 + 25 +24) + (27 + 26+ 25) =
:Z_1+2ZQ+3Z1+322+3Z3+3Z4—|—3Z5+2ZG+Z7=3<Z1+22+23+Z4+Z5).

Buanmo na jetHakocT BaxKu.

Takobhe Baxku:

=h

n
h Z Zi
i=1

n
>
i=1

2

n
>4
=1

n+h—1 h—1

>y
=1 =0
n+h—1 h—1

i=1 §=0

= h

2

= 2 =

n
PO
i=1

[Ipema Kommu-IIIBapioBoj HejesHAKOCTH je:

n+h—1 h—1 2 n+h—1 nth—1
> (1) (X)X
7=0 =1 =

2

i=1 =1

h—1
E Zi—j
=0
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2

n+h—1|h—1
i=1 |j=0
[Tocmarpajmo cymy:
n+h—1|h—1 2
> Do w
i=1 |j=0
Baxu:
nth—1|h—1 2 pth-1 /h-1 h—1
E E Zi—j Zi—j Zi—k | =
i=1 |j=0 i=1 =0 k=0
h—1h—1 h—1

n+h—1 /h—1 h—1 n+
= E Zi—j Zi—k | = E g Zi—jRi—k,

i=1  \j=0
IIPU 4eMy IIOCJIe/IHha jJeJITHAKOCT BaXKM jep Cy MHJ/IEKCH He3aBUCHU.

Heka jep=i1—juq=1i—k. Tanaje j =i —pu k =i — q. 3aMeHOM UHJIEKCA,

Joouja ce:
n+h—1 h—1 h—1 nth—-1 i i
E E E Ri—jRi—k = E E E sz_q-
i=1 j=0 k=0 i=1 p=i—h+1g=i—h+1

Axo je p = q, 1j. j = k 3a durcupaHo i, BaxKu:

n+h—1 7 7 n+h—1 ) n+h—1 7
— — 2
E, E E ZpRq = E E RpZp = E E |2 -
i=1 p=i—h+1qg=i—h+1 i=1 p=i—h+1 i=1 p=i—h+1

Kakojek=i—p,zap=i1—h+1jek=h—1,a3ap=1ijek=0. Cremn:

n+h—1 % n+h—1 h—1 n
2. 2 =3 D lmal =R lal
i=1 p=i—h+1 i=1 k=0 i=1

Heka je cama p # q, 1j. j # k, 3a dpukcupano i. Y Tadejgama UCIOJ Cy TPUKAZAHE

BPEIHOCTU UHJIEKCA P U ¢, Y 3aBUCHOCTU OJ1 ¢, u k3an=5u h = 3.

S I N NG
N | W w
DO | Qo |
W | = | Ot ot
N S I N NG
=N | W w
DO | Qo

MM
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Ca x cy o3HaYeHe BDPEJHOCTH UHJEKCA KOju He mpunajajy ckymy {1,2,...,n}.

[TocmaTpamo cymy:
n+h—1h—1 h—

—_

3a dukcupaHo ¢ mocMaTpaMo oapeheHy KoJIOHYy y 0de Tadesie.

e 3a i = 1 HeMa cabupaka;

e 3a i = 2 m00ujamMo: 29Z7, 2123;

® 3a 1 = 3 JOOMjaMO: 237%3, 2321, 2223, 2221, 2123, 2122}

e 3ai=4 ,Z[OSI/IjaMOI 242_3; Z4Z_27 Z3Z_47 232_27 Z22_47 222_3;

® 3a i = 5 JOOUJaAMO: 2524, 2523, 2425, 2423, 2325, 2324}

e 3a ¢ = 6 100MjaMoO: 25Z4, 2425,

e 3a i = 7 HeMa cadupaxa.

Bunnmo na 3a cBe nHJEKce p M ¢ BaXKH Jla aKO ZpZ, IPHUIaja CyMH, OHIA U 242,

npunajga cymu. Takohe, Baxku:
2pZq + 242p = 2Re (2,%) -

Casa je moTpedHO rpymnucatn cabupke Ha JApyru HaunH. [Ipmmernmo ma cy Bpes-
HOCTHU 3a p U ¢ Ha JujaroHaJiama jegHake. Heka je r = g — p, upu demy je q > p.
Tama je r > 1. Ako mocmaTpamo BpeHOCTH 3a p y ojapehenoj nujaronasu, 3a pa-
3JIMYAUTE T TOCMaTPajMO BPEJTHOCTHU 3a ¢ y JAWjaroHa N Koja je 3a r Kopaka U3HAJ.

Hexka je r = 1. Taua:
e 3a ¢ = 1 HeMma cadupakxa;
e 3a i = 2 100MjaMo: z1Z3;
e 3a i = 3 m00UjaMo: 2523, 2123;
e 3a i = 4 nodujamo: 23Zy, 2223;
® 3a 1 = 5 JIOOMjaMO: 2475, 2324;

e 3a ¢ = 6 ;00MjaMO: 24Z5;
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e 3a ¢ = 7 HeMa cabupaka.
Hexka je r = 2. Tana:
e 3a ¢ = 1 HeMma cadupaxa;
e 3a i = 2 HeMa cadupaxa;
e 3a i = 3 modUjamMo: z1Z3;
e 3a i = 4 n0dujamMo: 25Zy;
e 3a ¢ = b j0o0ujamMo: 2375;
e 3a ¢ = 6 HeMa cadupaxa;
e 3a ¢ = 7 HeMa cadupaka.

Heka je r = 3. Tazga 3a dusio koje ¢ Hema cadupaxa.
Amnajiorno ce 100mjajy BpeaHOCTH 3a P > ¢, KOje ce cjaaxy ca mocrojehmm, tako
aa je:
2pZq + 247 = 2Re (2,7g) -
Taxobhe, BuIuMO /18 ce CBaKM cadUpak mojaBibyje h — r myTa. 3aTo BaXKu Jia je:

n+h—1 h—1 h—1 -1

Z Z Z Zi %k = (h—r) Z 2Re (2:Zitr) =2 i (h—r) Z Re (z:Zi7r) -

i=1 j=0 k=0 1

>

%
I

Cnajamem ciiydaja Kajia je p = ¢ U caydaja Kaja je p # q joduja ce:

2

n h—1 n—r n
R 2| <(n+h-1) IZZ(h—r)Re (Zzﬁ> +hZ|ZZ.|2] .
i=1 r=1 i=1 =1
U
Banarak 9 Hexa je (), Hus peaanuz opojesa Wakas ga je Hu3 (Tnip — Tn), sy

pasromepro pacuopeher 3a cee p > 1. Taga je nus (x,),~, Wakohe pasromepro

pactopehen.

Pememe. [Ipema Teopemu 4 n0BOJbHO je IMOKa3aTu Ja je

n

lim —Ze%”p” =0, zasve p>1.
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®ukcupajmo p, npupoman opoj h n € € (0,1). Heka je z; = €*™%. Taza je
|z;| = 1. IIpema nemu 11 je:

n

2
1
w2

h—1 n—i n
1 —
h? S—(n—}-h—l [22 —1i)Re (ZZij+i) +hZ|Zi|2]
=1 j=1 i=1
1 n 2 1 h 1 n—i
n+ . _
j= 7=

IIpema ocodbmHaMa KOMIIJIEKCHUX 6p0JeBa BaXKMH:

n—i n—i n—i
Re | Y 27 | =Re | Y ™ 2mmsi | =Re (Y el | g

j=1 j=1 j=1
n—i n—i
Re (Z €2i7rp(a:jx¢+j)> < 2imp(T;—Tj44)
j=1 J=1
Kaxo je Hu3 (2,4; — @,),~, paBHOMepHO pacuopeben 3a i € {1,2,...,h—1}, Baxn:
1 n—1i 62 n—1i 7’1,62
- e2imp(ej i) | < — Tj, Z e2imp(ej—wjpi) | <
n < 3 , 3
7=1 7j=1
BamMeHoM y HejeaHAKOCT, J100uja ce
h—1
1 & 1n+h—1 ne?
— zi| < — 2 h—1i)— 4+ hn| =
n Z | T n? h? ( ) 3
]:]_ =1

n? h? 2 3
In+h—1[_h(h—1)ne In+h—1 ne
_ 9 e - rrmr=- 1) == -
S e [ 5 3 —I—hn] R R {h (h—1) 3 + hn
n+h—1 €? n+h—1 €
S iy P R S S (A G A
12, h [B(h )+] e +3(h )]<
<2 1 h_g_i <2_|_2_62< 2
h 3 3)]-h 3~

3a JIOBOJbHO BEJINKO n. bupamo h > 6%. Tanma je:
n

%

;| <€, ommocuo, Hu3 (,),-,; je paBHOMEPHO pacuopehen.
=1
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Bamarak 10 Axo je f Goaurom ca peasrum KoePhuuujeHuUMa U UPAUUOHGAHUM

sogehum Koeduyujentiom, onga je nus (f (n)),>, pasnomepro pactiopehen.

Pememe. OBo pemreme heMo prKa3aT METOIOM WHIYKIIHjeE.
Heka je f nomunom cremena 1. Taga je f(n) = an+ b, tne jea € Tu b €
R. Tlocmarpajmo um3 (an +b),.,. Ilpema Bejmosom xpurepujymy mososbHo je

nokazaTu jaa je 3a neko m € Z \ {0}

1 N
lim — Z e27rim(om+b) —0.
n=1

N—oo N
1 — 1 — 1 —
lim — E e27rzm(an+b) — lim — § e27rzma,n—i—27mmb — lim — E e27rzman62mmb —
N—ro00 N—o0 N—ooo N
n=1 n=1 n=1
N .
) 1 ) ) 1 ) 1 — eQmmaN
— 627rzmb lim — E eZﬂ'zman — e27rzmb lim _627rzma : =0
N—ooo N . N—ooco N 1 — e2miman
n=
Bumaumo na je
N
2 e27‘riman
n=1

reOMETPHjCKH PeJl ca IMIPBUM UaaHoOM e2™™? i kosmanukoM e? ¢, Kaxko je a € 1,

BasKu 11a je eZ™man £ 1 Takobhe, e2™™ma y e2mmaN oy orHhaHUYeHd 10 AIICOJIYTHO]
9

BpeHOCTH, I1a je jgumec jeaHak 0.
[IpermocraBumo caja ga TBpheme BaxkKu 3a IMOJUHOM cremeHa k, k > 1.

[Tokazyjemo ja Baxku u 3a mosimHOM creneHa k + 1. Taja je monunom f obsmka:
k+1 k
f(n)=apn™ +apn® + ...+ an + a,

rie je agy1 € I, a ag, ..., a1,a09 € R.

Kao mro je rmokazano y 3ajaTKy 9 JIOBOJbHO je JIOKa3aTH Ja je HU3
(f (n+p) = f (1)
paBHOMepHO pacropeben, 3a HeKo p > 1.
fFntp)—F(n)=an(n+p)" +ar(n+p)+... + a1 (n+p)+a—

— (akﬂnkﬂ +apn® 4+ ..+ am+ag) =

= api1 (n+ ) 4ar (n+ p)+. . +ar (n+ p)tag—ap T —arnt—. . —ain—ay =
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= Qi1 <(n+p)k“—nk+1>+ak ((n-l—p)k—nk>+...+a1(n+p—n)

Bugumo ma he ce y cBakoM cadUpKy WIaHOBU ca HajBehuM CTEIIEHOM N CKpa-
tutu. Jlakmie, ;100Wja ce TMOJMHOM HUXKEr CTelleHa, a 4Yhju je Bojehm Koeduiim-
jent ayy1. Ilpema mnmyxmmjckoj xunoresu, sazku 12 je uus (f (n+p) — f(n)),>,
paBHOMepHO pacnopeben, a nmpema 3amarky 9 3ak/pydyjemo ga je uHus (f (n))n21

paBHOMEPHO pacropeheH.
O
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I'maBa 4
3agamnu

Bagarak 11 Hexa je x upayuonasar époj u f(t) = min ({t},{1 —t}). Ioxa-

sawu ga 3a gawo € > 0 Goctoju Tosuthuear yeo 6poj n wakas ga je f (n?z) < e.
Peniemwe. Heka je € > 0. Baxu na je
f(nQ:Jc) <e=0< {nzx} <eV0< {l—an} < €,

OJIHOCHO,
f(nzx) <es0< {71237} <eVl—e< {nzzz;} < 1.

2 3a/10BOJbaBa yCJIOB 3a/JaTKa 10 u3 ri1ase

Kako je z € [ u momuuom P (z) = zn
3, oHJIa je HuU3 ({n%})n21 pasHoMepHO pacnopeben y [0,1), ma 3a garo € mocroju
n € N 3za koje {n’z} € (0,¢) U (1 —¢,1).

4

Jlema 12 Hexa cy a u [ upauonasrnu dpojesu Wakeu ga je é + % = 1. Ckyuosu
A ={|naln>1} u B = {|nB]||n>1} gajy weplivyujy ckyta Go3uTUSHUT

ueaux opojesa.

Hokaz. IlpermocraBumo ma ce meku 0poj k € N Hamasm y oda ckyma. Taza
nocroje uHeku i, j € N raksu ma je |ia] = [jB] = k. Kako ¢y « u 8 upanuonasnuu,
BazKu:

kE<ia<k+1un k<jpf<k+1.

Jle/bemeM OBUX HejeTHAKOCTH Ca (v, OJTHOCHO [3, moduja ce:

k . k+1 k . k+1
—<i< - <j<-—.

B B

49



TJIABA 4. BAJIAIIA

Hambe je
kE kK E+1 Ek+1
—+—<i+j<L+L,
a p o B

OJITHOCHO
kE<i+jg<k+1.

Ogo uwmje moryhe, jep i,j € N. Jlakyie, ceaku npupojian Opoj Moxke OUTU caMo Y
jEeJTHOM OJT OBa JIBa CKYIIA.
Ca/ta TOKaKnNMO JIa ce CBaKM IMPUPOJaH Opoj mojasibyje jequaom. lIpermocraBmmo
Jla ce Ipupojian Opoj k He mojaBsbyje HU y jesiHOM HuU3Y. Tajia 3a cBako m,n € N
BaXKH:

Ima| <k-1,[(m+1)a| >1;

In8] <k—1,[(n+1)8] >1.

m n

Baxu na je ma < k u nf < k. Cuneaun na je i > 2o % > 7. Opasne je
1,1 + . omet
E+B>mkn,T‘].%<1.

: LS| m+1
Ca apyre crpane je (m+1)a>k+1u (n+1)8>k+1. Cremn na je - < 755

1 1 1,1 2 2
I/IBSZ—L. O,ZLaB,ZLeCJIe,ZLI/I,ZLaJeE—{-BSme;—, j. TR > L

Hobujamo ma je m+n < kum+n > k — 1, mro je memoryhe. Jlakie, cBaku
IIPUPOJIaH OPOj ce TojaB/byje Y jeTHOM OJ1 CKYIOBA.
O

Samarak 12 Axo je a upayuonasrar 6poj u P Hnexoncaniarn GOAUHOM €A UeAo-
OpojHUM KoeduuujeHTTUMA, OHGA TOCTLOJU HECKOHAYHO MHOTO TUAPOBA UEAUT OPOjesa

(m,n) waksuzx ga je P(m) = |na].

Permtemse. Bes ymamema onmrTocTu, MpeTIocTaBuMo jga je a > 0.

e Heka je a < 1. IlocmarpajMo mHTEpBAJ (%m), P(mT)H>, 3a IPOU3BOJBAH II€0

opoj m. Osaj uaTepBaJ je ayxuHe Behie o 1, a CUIYpHO CajpKU HEKHU 110 OPOj
N, 32 KOJU Baxu Ja je |n,a| = P(m). Jakie, 3a cBaKO m MOCTOjU HAJMAaHe

jemHo n,, TakBo na je P (m) = |n,a.

e Heka je a > 11 f = 5.

B = {[nf] |n > 1} najy naprunujy ckyna HO3UTUBHUX IeJIUX OpojeBa.

ITpema semu 12, ckynosu A = {|na]|n > 1} u

JloBo/bHO je mokKazaTu TBpheme 3a moJnHOME ca MO3UTUBHUM BojehmMm koedwuiim-
jeurom. Tama je, moueBmm oj HEKOT my, BpeanocT P (m) je mosuTuBaH 1e0 Opoj
Koju npunaja ckyny A win ckyny B. IIpernocrasumo na jennaunna P (m) = [na]

“Ma KOHAYHO MHOTI'O pellema. 1o 3Ha4YM Ja 3a JOBOJHPHO BEJIUKO M BaXKd Ja je
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P (m) € B. Onnocro, 3a neko N mocroju Hu3 (Ny,),,. y Takas 1a P (m) = |n,3].

OBo 3HAYM 12 je {%J =n,, — 1. Taga je 3a T0BOJLHO BEJIUKO M:

(202} 2 2 2.

Kako Baxku jga n,, — 20 ¢ (O,%), OHJIA {M} € (1 = %,1). Taxobe, %P

B B
3a/0BoJbaBa ycJoBe 3agarka 10 us3 riase 3, ma je Hu3 ({@}) rycr y [0, 1].
m>N

To uwuje moryhie, jep ce ¢BM OCMM KOHAYHO MHOI'O YjIaHOBA HAaJa3e y WHTEPBAJIY
(1 -1 1).
0

JIema 13 (Ojaep ! - Maxaopenosa gopmyaa ?) Hexa je xo peasan 6poj u
f i ]xg,00) = C

Heupexugro gugpepenyujadburna yrwkyuja. Taga 3a cee uene dpojese n > m > xg
saotcu:

n

1
S 7@ =5 () f )+

m

f(z)ds + /mn ({m} - %) ' (z) da.

Banarak 13 [loxasawiu ga je 3a cearxo a # 0 u o wakxeo ga je 0 < o < 1, nu3

{an?} pasnomepro pactuopehen y [0,1).

Pememe. IIpema BejimoBom Kpurepujymy, JT0BOJBHO je JI0Ka3aTH Jia je, 3a CBaKO
k > 1 ucnymweno
1N
= 2mikan®
N Z e — 0, N — .
n=1

Oznaunmo ka = a. N3 Ojnep-Maxkiopenose dopmyite je:

N N 2mic 27iN° N
E g2mian ——/ g2riow dac+—e 26 +/ ({x} — 5) ™ ooz d.
1 1

n=1

Baxwu na je

N 1 - N
/ ({x} - —) e*m o dmiqox” tdx| < /
1 2 1

Leonhard Euler (1707 — 1783) - mBajapcku MaTeMaTHIap
2Colin Maclaurin (1698 — 1746) - mKoTCKI MaTeMaTIIap

1
{z} — 5‘ 2racx’ tdr <

o1
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N:wa(N”—l):O(N”),(N—>oo).

1

N
y (el
/ 627rzcxm dil?
1

1 .
VYBohememMm cMmene ¢ = 2%, OHOCHO & = {7, 100Uja ce:
) )

N N° 1 )
7"" o 7"— _
/ 62 o df[f - / 62 Zat—t" 1dt
1 1 0

. . 1_ ; .
[Tpumenom maprujajine uHTErpaluje 3a u = %trf Lu dv = e*™ldt, noduja ce:
NO'

N©° 271 N7 2mi
/ griatLytagy €T 1 —/ G (L P
1 o 1 1 2miao \ o

e27riaN‘7NUle" _ e2m‘a 1 N7
/ ‘
1

o2rao (N, x’
< 2’ dr = rao —
2 1 o

Pemasamo naTErpal

2miao 2miao o
2miaN° nT1—0 2mio N7
€ N7 —e 1 1-0a p2miaty L2
2miao 2miaoc o 1

Hasbe je

N 1— N°
- N 7741 1 1- 1
/ griaz da:‘ < + + U/ to2dt =
1 1

2rao 2raoc O

o

N
N 41 1 1-0 to!

2T 2t O %—1

N?=

Nl_al 1 1—0o
)

2roo 2rao

1
B lea_kl_*_lea_l B lea

~ 0 (N'"),N - .

2rao Tao
Opapme coenu ma je
N
Z e2rikan” — O (N?) + O (Nl—f’),N — 00,
n=1
OJTHOCHO
N
N Zezmkanf’ =0O(N")+0(N7)=0(1),N — c.
n=1
Haxe,

LN
N Z g2mikan” _y 0, N — oo.
n=1
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Bamarak 14 /[a au nus sin (n?) + sin (n?®) xoneepiupa?

Pememwe. [Ipumernno na je 3a k > 1
;N
27, 1 2
N Z e k2" 5 0, N — oo,
n=1

1

s=n? MMa upanuonaias Bogehn Koe-

npema 3aaTKy 10 u3 ryiase 3, jep IMOJUHOM

durujenr.
Cnuano je u

1N
2701 3
— 2™k 5 0, N — oo.
N )
n=1

Wmarusapuu jiesioBu jecy paBHoMepHO pacnopebenn wa (—2,2), ma HU3 HE KOH-
Beprupa.
U

3agarak 15 Hexa cy a,b u ¢ Gosuttiusnu peasnu dpojesu. Jokasativ ga cKyuosy
A= {[na]|n>1}, B={|nb]In>1} uC ={|nc||n> 1} ne mory dopmupatiu

TAPWUYUUJY CKYTG TOSUTUUBHUL UEAUT OHPOJESA.

Pentemwe. I[lokazahemo j1a oBa Tpu cKyna He MOTY OUTH JIMCjYHKTHA, OJIAKJIE
cjeu Ja He MOTy (hopMUpaTH MapTHUI]jy TO3UTUBHUX IEJINX OpojeBa.

Hexka je k > a, b, c ieo 6poj.

[TocmaTpaMo Tadke 0OJIMKa ({ﬁ} , {%} , {;—i}), 3a i =0,1,2,...,k% Bap nase ox
oBux k3 +1 Ta"aka mpuiaIajy KOIKH CTPAHHUIIE % Heka cy To Tauke 3a BpegHOCTH

1 u j, upu gemy je ¢ > j. Osnmaunmo ¢ — j = h. Tama Baxku na je Hé} — %’ < %

[TocToju neku 11€0 OpOj p = VJ — HJ, TakaB J1a je ‘% — p| < % Ha cnuaan naunu

a a

ce m00Uja J1a 3a HEKe Iejie OpojeBe ¢ U I BaXKU: % — q} < % u |% — r‘ < %
Kako je k > a,b, ¢, ouna je |h — ap|,|h — bq|,|h — cr| < 1, mro 3naqn ga je cBaka
oz BpennocTu |ap|, |bq|, |cr| jennaxa h wim h — 1.
Jlakjte, dap JiBe 01 OBe TPU BPEIHOCTH CY jeJIHaKe, 1a CKYIOBU HUCY JIMCjyYHKTHH.
O
Y mapemaHoM npumMepy omhe HaM IOTPeOHO pa3yMeBarbeé paBHOMEPHE pacIiope-

benoctu y R™.
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Hedununuja 7 Hus {a;},., ca epegroctiuma us [0,1)" je pasromepro pacio-

pehen axo 3a ceary woury Q uz [0,1)" saorcu:

{k:0<k<N-1a€Q}

li = .
o, N <l
Teopema 6 Cuaegeha twephera cy ek6UBANEHTUHA:
1. Hus {ay} ., je pasHomepHo pacuopehen.
2. 3a ceaxy mawmry Pynwugy [ uz [0,1)" sasrcu ga je:
N-1
]\}gI;O—Zf(ak)z (@) d
=0 [071)
3. 3a ceaxo m € 7"\{0} esaorcu:
N-1
1
li i 2mimay,
Novao N ¢
k=0
Teopema 7 (Kumnecka weopema o ocmayuma) Hexa cy my,mo, ..., my Go Gapo-
BUMA Y3GJAMHO TPOCTHU TPUPOGHU OPOJESU U A1, Ao, . . . , A OUAO KOJU UEAYU OPOJESU.

Taga Goctoju jequHCTU6EH, TGO MOGYAY My . .. My OPOJ T WaKas ga je
x=a; ( modm;), 3al<1i<k.
Bamarak 16 Heka cy a u b wosutiusnu peasnu d6pojesu Wakxeu ga je
{na} +{nb} < 1,
3a ceaxo n € N. [lokazatwiu ga dap jegar og osux dpojesa mopa OUTU YEO.

Pememe. 1. IIpernocrasumo ga a,b € 1. Heka je k = (ki,k2) € Z*\ (0,0) u

(an) ey = ((na,nb)), .. O3nauIMO:

2

SN — e2ﬂ'i<k,an>

1
N

I
o

n

i

1— eQWiN(k:1a+k?2b)

N (1 _ e27ri(k1(l+k2b)) ’

1 N-—
627Ti(k1na+k2na _ E : 2min(kia+kab) —
N
n=0

S
Il
o

04



TJTABA 4. BAJTAIIA

IpU 9eMy TIOC/Ie/Iha jeTHAKOCT BayK! Jep je

N-1
627Tin(k1a+kzb)
n=0
TeOMETPH]CKH peJi ca IpBUM wiaHOM 1 m KosjmaumkoMm e?T(F1etk2b)  Takxobe je
e2mithiatha) £ 1 jep je kya + kob € I. Kaxko je |e?™N(Frathb) | — 1 paxn:

e
N (1 _ 627ri(k‘1a+k‘2b))

|Sn| = — 0, N = 0.

1— 2miN (k1a+kad) 2)
' < N |1 _ ezwi(k1a+k2b)|

IIpema Teopemu 6 uus ({an}),.y je paBHOMepHO pacnopeben y [0, 1)2. Jaxue,
nocroju Heko n € N rakso ma {na} € (3,2) u {nb} € (3,2). Taza je

{na} + {nb} > 1.

Kaxko ycioB 3aj1aTka Huje HCIYHEH, CJIeJIH Jda 0ap jemaH oj OpojeBa a u b mopa
OUTH paImOHAJIAH.

Ako je kia + kob € 7Z, 3a ueke ki, ko € N Tasta mpodsieM 1mocraje jeHoMMeH310H,
Ha [pUMep 10 a U TBpheme ce JIoKa3yje CJUIHO.

2. IIpernocraBumo, 6e3 ymamema ommroctu, 1a a € Q u b € I. Heka je a = %, npu
qemy cy k,l € N y3ajamuo npoctu dpojesu u [ > 1. 3a HeKO n odauka n = al + 3,

re cy « u 3 IPpUPOJHU OPOjeBU, BaXKMU:

- {irent)- {5} ()

mto je Behe min jemHako o %
Ca apyre crpane, Hu3 {nb} je cyna rycr y [0,1), na mocroju n = al + (3 3a koje
je {nb} > 1 — 1. Hakue,

1 1
{na}+{nb}>7+1—7:1.

Bupmmo na ycioB 3ajiaTKa HUje UCIIYH-€H.
3. IIpernocrasumo cama na a,b € Q. Heka je a = % nb= ’l“—,/, k, I,k I € N, rie cy

k,l, kao u k',l" y3ajamuo npoctu. Ilorpedno je mahu n Takso xa je:
nk=Il—14+mln

nk' =0'—1+m'l,
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3am,m’ € Z. Kako cy k ul, xkao u k' u !’ y3ajamuo npoctu, mocroje ¥y, 6o, Y, 4 6,
TaKBH J1a je:
")/0]{5 + 50l =—1m

ok + Sl = 1.

Axko 3amenmnmo na je v =g+ al,0 = dg — ak,y =y, + ' u 6’ =6, — 'K, vne
a, o’ € N, nmahemo:
vk +6l=—1mn

YK + 6K = —1.
Kako ducmo mocrurym v = 4/ 10BOJBHO je m3adbparu Opoj n = vy = 7 Koju mpu
Jlesberby ca | Jjaje ocTaTak 7o, a IpH Jebemy ca [’ ocratak .

Ako cy [ u I’ y3ajamHO mpocTH, TaKBO N MOCTOju, IpeMa KuHecKoj TeopeMu O

OCTaIlMa, 114 jeé UCIIYEE€H yCJIOB
nk=Il—1+mln

nk'=0—-14+m'l'.

Tana je

{mﬁ:{l—%+m}:1—%ﬂ

1 1
na je

1 1
{na}+{nb}:1—?+1—ﬁ21.
Bumnmo na ycimoB 3ajiaTKa HUje HCIYHbEH, [1a HEe MOry oda Opoja a u b dutu
PAIMOHATHH.

. . /
Axo [ u I’ Hucy ysajaMHO NIPOCTH, JOBOJ/LHO je MPUMEHUTH IIPETXOHO Ha é u ZE,

rie je d = H3/1 (1,I'). Haume, tama je l =dm u ' = dm/, (m,m') = 1 u Baxu:

o= (i 35} ) )

na ysumajyhu n = dn’ 3a n’ n3adpano Kao y TOpmUM PEJIOBUMA, J00MjaMO YKeJbeH!

pe3yJTart.

Haxkte, dap jeman oJ1 OpojeBa a u b Mopa OuUTH I1€0.
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