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МИХАИЛО ПЕТРОВИЋ 

РОђен 24 JV 1868, умро 8 VI 1943 

На дан десетогодишњицесмрти Михаила Петровиhа, правог 
члана Српске академије наука, професора математике београдског 
Универзитета, Математички институт САН одржао је свечану 
комеморацију, којој су, поред чланова МаТ,ематичког института, 
присуствовали аt<адемици, дописници, професори Универзитета и 
великих школа, наставници средњих .школа, студенти и многи 

пријатељи и поштоваоци покојникови. 

Комеморацију је отворио, у свечаној сали Српске академије 
наука, у 18.15 ч., управник Математичког института Р. Кашанин 
овим речима: 

"На данашњи дан, пре десет година, преминуо је Михаило 
Петровиh, прави члан Српске академије наука, професор матема
т,ике београдског Универзитета. Математички институт Српске 
академије наука желео је да га се скромно, какав је и он увек 
@ио, сети овом комеморацијом, иако нема дана а да се име 
Михаила Петровиhа не помене у Институту. 

Са Михаилом Петровиhем наша математика излази пред 
светску јавност и у овој се јасно и сигурно афирмира. Свршивши 
Велику школу у Београду, Петровиh одлази у Париз, гд~ је дипло
мирао и докторирао на Сорбони, као питомацчувене Ecole Nor
таlе Superieure. Ту је стекао и опсежна математичка знања, код 
тадашњих чувенихматематичара, и општу ерудицију, а уједно и 
широк круг познаника; с овима је одржавао до краја живота 
сталне и присне везе. Плодан као писац, објављивао је своје 
радове не само у Београду, на српском језику, веЬ и у многоброј
ним страним часолисима широм целог света, и стално је.учество
вао на свима интернационалним и покрајинским конгресима мате
матичара. Он је био научник светске класе. 

По~а столеhа је без прекида и неуморно радио на Универ
зитету и створио у Београду математичку школу. Уз 'њега су се 
изградили ,наши математичари,његови ученици и сарадници, који 
се труде да његовраднаст.аве и 'пр-ошире. У том - колико зама
шном и тешком толико и деликатном -послу он је био, како у 
~ваничним тако и у приватним односима, и учитељ и друг. 
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Оно што одмах пада у очи у раду Михаила Петровиhа, то 
је огромна количина објављених радова (расправа и књига). Али 
још више пада у очи разноликост материје коју је у тим радо
вима обрађивао. Подухватао је проблеме из најразноврснијих 
области математике, из механике, из астрономије, из физике, из 
хемије, из филозофије - доводеhи често у незу ствари на први 
поглед врло диспаратне. Непрестано у покрету, жива и радознала 
духа, пропутовао је цео глобус, од северног до јужног пола, и 
о томе врло вешто и занимљиво писао. Људи с таквом амплиту
дом'у раду ни у његовој. генерацији није било на свету много; 
сада, у доба све јач'ег 'дифеР'енцирања и с'ве ужег специјализи
рања у појединим научнимдисциhлинама,једва да их има. 

, Данас, десет година откако нас је оставио, Михаило Петровиh 
веЬ припада историји, 'оном херојском добу, кад је мала, Србија 
стварала своју културу и успевала да и својим кулrурним'ПОСТИГ
нуhима продире у свет. Десет година је како нас је остаВИО,али 
га још сви памтимо', и знамо, многи је од нас веhи део свог 
живота с њим провео, и увек нам се чини као да је ту, међу 
нама, са својим широким знањем и широким срцем, научник и 
човек, учитељ и друг. 

Слава му!"' 

у чме Преrседништва САН поздравио је комеморацију ака
демик А. Белиh, претсер;ник САН, овим говором: 

»Мени је нарочито мило да поздравим у име Претседништв8. 
Српске академије наука данашњу комеморацију. Михаило Петр(ј~ 
виh био је један од најистакнутијих чланова Академије; он је 
био и њен понос и украс. Велики стручњак, сарадник страних 
научних часописа, познат у научном свету, он је ,просто својим 
присуством И радом у Академијиним публикацијама дизао углед 
наше установе. А, с друге стране, својим човечанским особинама, 
и као човек, и као учитељ, и као члан Претседништва Академи
јина, уносио је необично значајне хумане особине и у рад Ака
демијин и у њене односе према људима. За хармоничан рад једне 
установе то много значи, и нестанак Михаила Петровиhа оставио 
је празнину која се и данас још осећа. 

Непосредност Михаила Петровиhа, његова необична скром
ност, каква се може наhи само КОД великих научника и великих 
људи, који су далеко изнад ситница и ситничарства, његова сваг
дашња ведрина и готовост да свему нађе и позитивне стране, 
све га је то издизало до необичне висине међу људима тадашњег 
времена. Као ретко ко, он је ишао стално право, и својим 
научним и животним путем. То је код њега,била једна целина. 
Он је живео, да би могао успешно научно радити, а научно је 
радио, са великом љубављу и марљивошhу, да би стекао право 
да удеси свој живот онако како жели. 

И тако је урадио. Хармонију својих духовних особина он 
је унео и у свој свакидашњи живот, трудеhи се и ту да буде 



IX 

\<ористан и друштву и народу. Насмејан и расположен, он је 
ширио атмосферу узајамног поштовања и љубави. и међу своје 
другове математичаре и све друге са којима је долазио у додир. 
~aдa је радио своју феноменологију, хтео је лингвистику да 
укључи у своја rtoсматрања и да јој да математичку обраду. 
Час ове које сам са њим провео разговарајуhи о томе остали су 
незабрравни замене и по лепоти његова духа и користи коју 
сам и· с те стране од њега имао. И данас када се са различних 
страна покушава, нарочито у Америци, да се· математика или 
физика примене на лингвистику - мени се његове речи о немо
гуhности тога стално враћају. У језику има сувише слободних 
компонената, говорио је он, да би се могле сврстати у матема
тичке схеме, ма како оне биле гипке и многостране. Али ја нисам 
о томе хтео говорити. Ја сам овим неколиким речима хтео да 
истакнем да се данас, после десет година од смрти Михаила 
Петровиhа, сећамо, још можда јасније него одмах после смрти 
његове, и великог научника, и значајног академика и изванредног 
човека. Наше поштовање према његовој успомени само је пора
сло за то време, што најбоље показује колико је био потпун и 
као човек и као друштвени и научни радник. А у томе је права 
величина и научних и културних трудбеника". 

Потом је академик М. Миланковиh, потпретседник САН, 
евоцирао тренутке из последњих дана живота М. Петровиhа и са 
његове сахране, на којој је држао посмртни говор. 

На крају је академик А. Билимовиh, члан Научног савета 
Математичког института, одржао свој говор о научној делатности 
М. Петровиhа у области математике: 

"ОД краја прошлог столеhа па наовамо математика се толико 
разгранала, можда и више од других наука, да је данас скоро 
немогуће бити »математичар целокупне науке". Она је толико 
проширила свој обим и обогатила свој садржај, како методама 
расуђивања тако и начинима излагања, да је постало скоро немо
гућно не само да неко ради и ствара у диспаратним областима 
без претходног вишегодишњег изучавања тих области, већ и да 
један специјалиста разуме радове другог специјалисте. Има при
мера чувених математичара који нису у стању ни да читају 
радове других математичара. 

Садржај математике се проширио од Т.зв. математичке 
логике са љеним оrступањима од обичне логике, - да наведем 
само закон искљученог п-тог, место закона искљученог треЬег, -
преко теорије множина и топологије, па преко целокупне већ 
саме по себи обимне класичне математике, како анализе тако и 
геометрије, до тензора и матрица у вишедимензионалном простору, 
теорије група и разних, чак потпуно апстрактних, теорија про
стора, где се готово губе особине нашег обично схваћеног про
стора. Свака поједина грана, свака посебна математичка област 
још је отежана својим применама и својом важношhу у вези са 
оним проблемима које постављају друге дисциплине - механика, 
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физика, астрономија, затим разне гране технике и, најзад, прак
тични живот - например преко статистике. У непосредној бли
зини стоји и филозофија математике, којом се баве математичари 
који имају склоност ка филозофији и филозофи који знају нешто 
математике. 

Овим сам само у грубим цртама окарактерисао обим мате
матичких дисциплина. Природно је сад да поставимо питзње: у 
коју област математике спада научна делатност проф. Михаила 
Петровиli.а. . 

У предратној СрБИЈИ Петровиli. је био једини професор чисте 
математике Филозофског факултета, па је према томе, стицајем 
околности, морао заступати целокупну математику. На тај начин, 
у области наставе он је играо улогу "лекара целокупне медицине" 
у срезу. Таква улога би у потпуности окупирала просечног про
фесора, али Петровиli., са својим огромним математичким тален-
том, није могао остати у положају "среског математичара". . 

Његов математички талент, са имnулсом добивеним у фран
цуској математичкој школи 'из доба Поенкареа, Пикара, Пенлевеа, 
и других чувених француских математичара, подигао је Петро
виli.а на положај математичара познатог целом свету. Покушајмо, 
ма и у кратким цртама, да окарактеришемо облик Петровиli.а 
математичара, с једне стране као специјалисте у својој области, 
а с друге стране као HaycIНOГ радника широког хоризонта који 
се, у иСтО време, интересовао и радио и у областима ван своје 
специјалности. 

Пре свега, Петровиli. спада у такозване класичне математи
чаре. Његова главна област - теорија функција комплексне про
менљиве са теоријом обичних диференцијалних једначина и теОDИ
јом редова - то је његова и главна област. Она, у облику у којем 
ју је Петровиli. обрађивао, спада у класичну математику. У тој је 
области радио Петровиli. кроз цели свој живот, од прве своје ноте 
у Comptes Rendus и тезе, и створио у Београду математичку 
школу на истој бази, на бази теорије функција и теорије обичних 
диференцијалних једначина. Његови ученици и наследници могу 
детаљније описати и окарактерисати Петровиhеве радове у тој 
оБЛ:lСТИ, И треба то да ураде. Али, сем те уске области, Петро
виh је улазио и у друге, врло далеке од ове. Он је стварао 
и нарочите математичке апарате (например, теорију спектара), 
помоhу којих је желео да што дубље уђе у могуhности примена 
математичких образаца на проучавање различитих веза између 
величина. Без обзира на то што је Петровиh био углавном 
"математичар образаца", и то класичних образаца, њега је при
влачила и област математичких концепција, где обрасци. играју 
С'lоредну улогу. У његовој "Феноменологији" ('лавну ул?гу играју 
математичке аналогије; тој об.1асти јепосветио више СВОЈИХ радова. 

Не радеli.и Ј\иЧНО у другим, . некласичним оБЛ'зстима, Петро
виh се увек. интересовао и за друге м~тема'f~~К~ffРОблеме. Пам
тим какав Је интерес показао за Godel-ol!re pa~OBe у вези са 
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проблемом решљивости, а то· је најсуптилније питаље са.времене 
математичке- ЛОFике. 

Да пређем сад на другу страну карактеристике ПетровиhеВ'а 
м·атематичког рада: на анализу метода расуђиваља КОЈе је Петро
виh примењивао· при свом математичком CTBapaffiY.!i,' '. 

Насупрот логистичкој методи, где се на прво место стаgљз 
логичка строгост и узас1'ОПНОСТ на бази примљених аксиома, 
методи која је у примени на анализу добила назив епсилонтике, 
методи која лицима недовољно упуЬеним у методе математичких 
наука изгледа као једино могућа (иако у својој савршеној форми 
она још није до краја спроведена ни у једној математичкој 
дисциплини), - постоји друга метода, такозвана конструктивна 
метода, метода нових, можда још и непроверених идеја, нових 
алгоритама - још непрецизираних, нових облика - још магловитих. 

Петровиh се углавном служио конструктивном методом. 
Разуме се, и на странама његових радова можемо наhи чувено 
епсилон (без овога се сада не може), али логичко мишљење и 
прецизирање свих услова, такозвана Вајерштрасовштина - била 
је апсолутно туђа Петровиhу. С богатом математичком интуици
јом, он је тражио ново, ново и ново. Образложење старог, до те
ривање суптилних места, попуњавање ЛОГИElКИХ празнина - за 

све то Петровиh није имао нимало укуса. Према томе, Петровиhа 
треба сматрати као изразито конструктивног математичара. Де
таљнију анализу Петровиhевих радова са тог г ледишта такође би 
требало да изврши један од његових ученика. 

Најзад, што се тиче форме излагања, Петровиh се придр
жавао само класичних форама. У нову симболику, чак ни теорије 
множина, није хтео улазити, не из разлога што је ову сматрао 
неподесном, већ је говорио: »Доцкан је". Није се хтео служити 
ни векторским ни тензорским рачуном. 

Што се тиче технике математичких трансформација и владања 
математичким 'рачуном уопште, Петровиh је био прави мајстор. 
То мајсторство је понекад прелазило у виртуозност. Довољно је 
погледати његову релативно елементарну књигу .Рачунање с број
ним размацима", да бисмо видели какву је имао Петровиh моћ 
владања у постављању односа између величина. 

Поред тога што је био велики математички талент, Петро
виh је био и велики математички трудбеник: не може се без 
великог труда написати математичка КЊ!llга од 774 стране, велики 
број мањих књига и стотине чланака. Скроз је погрешна прет
става о Петровиhу као писцу који је писао своје математичке 
радове тако у пролазу, надохват. Можда је било и тога; Поен
каре, како је сам причао, решио је главну тешкоhу једног од 
својих најзначајнијих радова кад је ставио ногу на папучу ауто
буса за време екскурзије по Алжиру. Али да се то деси, чак и 
Поенкареу, треба претходно добро и студиозно проучити одго
варајућу област. Да би штампао толико велики број радова, 
великих и малих по обиму, Петровиh је морао седети за својим 
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великимписаhим столом: сатима. . и сатима (често ми је причао 
како устане у четири сата ујутро и седне за свој JIи~аhи сто), и 
од ру.кописа је преносио поглед само на своју вољену Саву и на 
Дунав, с тим да се опет, с новом мишљу,врати рукопису. И баш 
је за тим писаiiИМСТОЛОМ· било право његово уживање. После 
предаје РУКQписа у штампу ништа га више није интересовало .. 
Није волео да прегледа чак ни коректуре својих радова. Да је 
тежио -неком научном успеху, да је пратио неке рецензије, да је 
тежио некој научној слави - од свега тога није било код њега ни 
трага. Научно стварање само по себи, психолошка преживљавања 
за време стварања, научне емоције - то је била база његовог 
научног рада и основна црта његова карактера, скромног у свима 

областима рада и понашања у животу. 

Петровиh је, као што знате, свирао на виолини, свирао мај
сторски, с тачним и непогрешивим музикалним слухом и с пора

жавајуhом меморијом. Он је уживао у својој музици, у музици 
са својим друговима, али никад није тежио да постане велики 
музичар, музичар за естраду, за славу. Не, музика је била за 
Петровиhа нарочита област стварања и извор његових мајстор
ских уживања. Требало га је видети са каквим је уживањем 
свирао чак и "циганску марсељезу". 

Карактt::ристика Петровиhа не би. била потпуна ако не бисмо 
нагласили да је у Петровиhу било два човека. Петровиh озбиљан, 
дубок, бескрајно предан свом послу. Такав је био Петровиh, пре 
свега, као математичар, научник и професор. Такав је био Петро
виh и у својим другим пословима. Такав је био Петровиh и као 
истраживач и путник. Такав је био Петровиh и рибар. "Не мислите 
да сам толико благ и са својим рибарима; не, посао је посао", 
казао ми је једном Петровиh поводом неког попуштања ђацима. 
- И други - весели Петровиh, пријатељ свега смешног, екстра
вагантног, чак шаљивчина, али јако обдарен и у својој шали. 

Петровиh нематематичар чак је популарнији од Петровиhа 
математичара. Причати о Петровиhу нематематичару много је 
занимљивије за широку публику него писати о Петровиhу мате
матичару. Мика Алас је популарнији од Пеrровиhа матемаrичара. 
Нас, праве Петровиhеве пријатеље, математичаре, чак и непри
јатно дира оно првенство које додељују Петровиhу нематемати
чару. Многобројни Петровиhеви ђаци, који су осетили огромну 
његову бригу о талентованој математичкој омладини, треба да 
се побрину о свестраном разјашњавању оне огромне улоге коју 
је Петровиh одиграо у подизању математичке културе у овој 
земљи". 



MICHEL PETROVIТCH 
1868-1943 

ХIII 

А l'occasion du dixieme anniversaire de lа mort de Michel 
Petrovitch, membre de l' Academie des Sciences serbe, professeur а 
lа Faculte des Sciences de l'Universite de Belgrade, l'lnstitut Mathe
matique de l'Academie des Sciences serbe а tenu, 'lе 8 juin 1953, 
une seance commemorative а laquelle ont assiste les membres et 
correspondants de, l' Academie des Sciences, les professeurs de l'Uni
versite, des Hautes Ecoles, des Lycees de Belgrade, ainsi que de 
nombreux etudiants, anciens disciples et amis de Michel Petrovitch. 

La seance, qui eut Heu а lа Grande Salle de l' Academie des 
Sciences, fut ouverte, а 18 h 15, par М. R. Kasanin, Directeur de 
l'lnstitut Mathematique. Prenant ensuite lа parole au пот de lа Presi
dence, М. А. ВеНе, membre et president de l' Academie des Sciences 
а rendu hommage а l'eminent membre de notre Academie des Scien
ces. Puis М. М. Milankovitch, membre et Vicepresident de l' Academie 
des Sciences а evoque les souvenirs des derniers moments de vie 
de Michel Petrovitch. Ensuite М. А. Bilimovitch, membre de l' Аса
demie des Sciences, еп terminant, а evoque l'oeuvre remarquablc de 
l'eminent mathematicien que fut Michel Petrovitch. 



ЗборниЈ( радова С.А.Н. ХХХ V - МаlliемаlliиЧЈ(и инсlliиШуlli С.А.н. J(1fJ. 3, 1953 
Recueil des travaux de [' Academie Serbe des Sciences ХХХ V 

InstJtut Mathematlque .м 3, 1953 

МИХАИЛО ПЕТРОВИЋ 

СТЕРЕОМЕТРИСКЕ НЕЈЕДНА ЧИНЕ * 

Кад се једна количина V, из буди каквих разлога, не може 
тачно израчунати, од интереса је напи такве две количине М и N 
да се може поуздано тврдити да вредност Х није вепа од М, ни 
мања од N. То се рачунски изражава двосl11ру1СОм. неједначином. 

(1) 

а геометриски на тај начин што се на бројној линији, која се 
пружа од -.ХЈ до + оо, означи да тачка Х лежи између двеју 
тачака М и N, или се са којом од њих поклапа. 

До двоструких неједначина (1) долази се на разноврсне 
начине, према задатку са којим се има посла. Један од општијих 
начина, који се може искористити пrи стереометриским израчу
навањима, основан је на употреби ових правила: 

Прво Правило: кад су а и Ь два броја од којих ни један није 
негативан, увек је 

о < аЬ < (а + Ь)2 
= = 4 ' 

што непосредно следује из идентичности 

1 
аЬ = - [(а + Ь)2 - (а - Ь)2]. 

4 

Друго правило: кад од п бројева а, Ь, с, ... ниједан није нега
тиван, увек је 

(а + Ь + с + ... )2 __ 2 Ь2 2 < (Ь )2 
П ~a + +с +'''= а+ +с+ ... , 

* Овај чланак пок. М. Петровиhа требало је да буде штампан као прилог 
у уџбенику ГЕОМЕТРИЈА за VI разр. гимн. од А. Билимовиhа и Т. Анђелиhа. 
Петровиh је предао писцима члана ... фебруара 1941 год., а сачувао га је Т. 
Анђелиh. 
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што непосредно следује из двеју идентичности, лаке за прове
равање 

п (а2 + Ь2 + с2 + ... )~ (а+Ь +с + ... )2+ (а - Ь)2+ (а - с)2+ (Ь - с)2+ ... 

fa2+b2 +с2 + ... -(а + Ь +с+ ... )2 - 2 (аЬ + ас+ Ьс + ... ). 
у стереометриским задацима се често наилази на изразе у 

којима се налазе производи двеју количина, или збирови квадрата 
двеју или више количина. Кад се на такве изразе примене горе 
наведена правила, долази се до сШереомеШРUСIlUХ неједначuна које 
могу имати своје занимљивости и интереса. То Ье се видети из 
примера што следују. 

1 Пример: задатак да се израчуна запремина V зарубљене 
купе, кад јој се зна висина h и полупречник р њеног средњег 
круга, не може се ни на који начин тачно решити. Али, као што 
се зна, ако се са r и r' означе полупречници кружних основица 
купе, а са h њена висина, биhе 

(2) 

а 

Па пошто је, према горњим правилима, 

(г+г')2 
~_~ <г2 +г'2 < (г+г')2, 

2 

г+г' 
р=--, 

2 

(г + г')2 
О <гг' :::;: --'--""""'---

4 

то се према обрасцу (2) добива да је 

и 
тсћ 

V>з (2 р +0), 

према чему се за запремину V добива двострука неједначина 

2n h 2 < v < 5n h 2. 
3 Р= =3 Р 

Из тога се на пр. изводи закључак да не постоје две заруб. 
љене купе које имају исти средњи круг и исту висину, а од којих 
би једна била, по запремини, више од 21/2 пута веЬа од друге. 

II ири.мер: задатак да се израчуна запремина V лоптиног слоја, 
кад се зна висина h слоја и полупречник р 1Ьеговог среД1Ьег круга, 
такође се не може решити. Али, као што се зна, ако се са г и 
г' означе полупречници кругова што ограничавају слој, биhе 

(3) 



Стереометриске неједначине 

Пошто је r + г' = 2 (1, а према горњем правилу је 

2 р2 ~ г2 +г'2 < 4 р2, 

то се према обрасцу (3) добива да је, 

3 

Покушај да то искажеш у облику геометриског правила. 

ЈП пример: задатак да се израчуна збир 

S а: а2 + ~2 + у2 

квадрата углова ма каквог сферног троугла таКОђе је нерешљив. 
Али, као што се зна, збир (a+~+y) увек је веhи од 1800, а мањи 
од 5400, или (кад се услови изразе у деловима равнога угла), тај 
је збир увек веhи од п, а мањи од 3тс. 

Према горњем правилу за п = 3 је 

Пошто је 

а+ ~+y < 3тс, a+~+y>тc, 

то је 

(a+~+y)2 > тс2 
3 3 

из чега се изводи двострука неједначина 

Из тога се на пр. лако изводи закључак да не постоје два 
сферна троугла таква да је збир квадрата углова једнога од њих 
више од 27 пута веhи од збира квадрата другога троугла. 

у стереометрији има доста таквих тачно нерешљивих зада
така, али за које се могу на показани начин поставити двоструке 
неједначине, што бар приближно одређују непознате вредности. 
Покушај да сам нађеш који од ових задатака. 
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SUR LES INEGALIТES STEREOMETRIQUES 
par 

М. PETROVIТCH 

Par des procedes tout-a-fait elementaires, I'auteur parvient а 
donner des limites entre lesquelles se trouvent certaines grandeurs 
stereometriques telles que: уоlиmе d'un сапе tronque dont оп 

соппаН lа hauteur et lе rayon du cercle mоуеп; уоlиmе d'un аппеаи 
spherique dont оп соппаН lа hauteur et lе [ауоп de son cercle 
mоуеп; somme des carres des angles d'un triangle spherique quel
conque. 
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ВОЈИСЛАВ В. МИШКОВИЋ 

ГРАФИЧКИ РАЦИОНАЛИЗАТОР 

Успомена на Михаила Петровиhа 

Објављујемо овај мали прилог, ма да није био намењен да 

бу де објављен, као успомену на професора ПетровиПа. Писан и 

његовом руком, оживеhе нам у сеЬању, истина, не Петровипа 

специјалисту за дифереНЦИјалне једначине, теорију редова и 

функција или творца математичких спектара, веп - Петровиhа 

који се радо разонођавао, покаткад, елементарном и нумеричком 

математиком. А оживеhе нам за тренутак у сеЬању, тих неколико 

Петровиhевих редака, и некадањи клуб математичара Београдског 

универзитета, који је он толико волео, можда баш з!tто што 

није имао никакав формални карактер, ни писане статуте, чак ни 
неки званични назив, али је радио интензивно, предано и успешно, 

тако да су се њиме поносили и његови чланови и наш Универзитет. 

Ова Петровиhева нотица датира из доба првих радних саста

нака нашег предратног клуба математичара. На једном од њих 

аутор ових редова приказао је идеју о квазиидентичним опозици

јама планетоида и њихову улогу У идентификовању недовољно 

посматраних тих објеката. За примену идеје требало је одредити 

периоде, за сваки од Познатих планетоида, после којих се они 

враЬају у опозицију са Земљом у исти, или приближно исти 

положај као и у извесној, произвољно изабраној, почетној опо~ 

зицији. Другим речима, требало је, за сваки од познати.х плане

тоида - а у то време било их је око 1200 познатих - апрок

симирати однос средњих сидеричких дневних кретања (или рево
луција) планетоида и Земље што је могуЬе простијим разломком, 

то јест са што мањим апсолутним вредностима и бројиоца и 
имениоца. Усто је требало јОШ, за сваку апроксимацију, оценити 

(у данима) и њено отступање од тачне вредности. 
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Дакле, већ и само одређивање периода квазиидентичних опо

зиција, за све нумерисане планетоиде, претстављало је позамашан 

нумерички посао. 

Два-три дана после тога састанка клуба пресрео ме је у 

Семинару професор Петровиh, мало насмејан, са: "Имам за ону 
вашу ствар згодан графички поступак". И пружио ми је овај 

листиh. 

~ГЦ с.о. .. ~~ ~~ '}.......,.. 4; ~, ~~ ,..... ~ 
~ ~ UJJ.O..J~ ~ 3- /(Л .щ,...: ..... ~ а,:;' " ч. -~ k}. 

~~"~~(." ...... ....,<>-s~....;t:.....~~ ~ <.o..,}...-.~.~ 
~ (L,ч ""-........~<. -~ ...... tr--- ~~~. 1 ~4 ~ ~ 
~~~~"-~(<14,,'7 t"J ~~~ ..... ~c..' 
~·~~J~~~~~~<,~~A, 
Ј..А .;y...S~ л = .!.. 

кр 

u;.." ~! tt..;,. ~ ~ <АЈ..-. ~~ ~ ~ А - ~, <:-'- ~tL 
~ (\ д- !-р. . , АА 

"!f-VJ -1iP ( l}c. Јс. р= ~ ~ ~ ~ "r-e-. ~ с...-.) 

~~~J' 

Сл. 1. Аутограф Петровиhева Графичког рauионализатора 

Уз листиh је била приложена и сличица квадранта са ква

дратном мрежом (в. сл. 2). Прочитао сам текст и видео одмах у 
чему је поступак. Једино ми, у том тренутку, нису биле јасне 

границе 0,7 и 1,7. И запитах професора Петровиhа: "Откуд баш 
0,7 и 1,7"? Он се насмеја мало, па ће реhи: "Тако му најбоље 
дође, видиhете" I 

* 
Ево укратко у чему се поступак састоји. 

Претпоставимо да је дат разломак л= MJN, (М < N), где су 
М и N цели, вишецифрени бројеви. Треба тај разломак апрокси

мирати другим, рецимо q/p, где су р и q цели, но што мањи 

бројеви и - оценити приближно његово отступање од дате 

вредности. 
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Место да дати разломак развијамо у верижни разломак, 

поступно одређујемо приближне вредности и, за сваку од ових, 

израчунавамо отступање од датог разломка, може се ово, по 

Петровиhеву поступку, краЬе, овако постиhи. 

Дати разломак л= M/N можемо схватити као коефицијент 

правца праве у,." л х што пролази кроз почетак координатног 

система Оху. Са овим координатним системом можемо, међУТИМ, 

90 80 a:s 
10 

9 

8 

7 

б 

'} 

4 

3 

2 

о 2 3 4 5 б 7 8 9 10 

Сл. 2. Графички рационализатор 

извршити ротацију око координатног почетка. Извршим о је тако 

да у новом координатном систему коефицијент правца буде "л, 
и то тако да овај падне између 0,7 и 1,7. Другим речима, фактор 
k бираhемо тако да yrao између праве и нове апсцисе не буде 
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мањи од 350, ни веhи од 600. А ово Ьемо увек моhи постиhи, тј. 
МQhи цаhи такво k. 

Замислимо сад да квадрант новог координатног система 

покријемо квадратичном мрежом, оивиченом поделом кружне 

периферије на степене (в. сл. 2), како бисмо могли непосредно 

са ње читати нагибе правих према апсцисној оси. Та слика прет
ставља Петровиhев графички рационализатор, чија је употреба 

изложена у аутографисаном упутству (в. сл. 1). 
Објасниhемо је овде на једном нумеричком примеру. Узмимо 

да треба упростити разломак Л, у којем је М = 2583, N ~ 35796. 

По Петровиhеву поступку, за фактор k могли бисмо узети 

било који цео број од 10 до 24. Узеhемо, наравно, најмањи, јер 

је овај и са гледишта рачуна најпОГОДНИји. У том случају је 

k л=tg а=0,7216, дакле а= 35049'=350,8. 

Повуцимо из почетка графичког рационализатора праву, под овим 

углом са апсцисном осом, до саме издељене периферије. Потра

жимо затим координате теме на квадратиhа мреже кроз који про

лази ова права, односно, темена н а ј м а њ е удаљена од те праве. 

Видимо да је то окружено теме чије су координате р = 7 и q=5. 
Према томе, тражена приближна вредност датог разломка је 

м q 5 
1.=-=-=-=0,0714, 

N kp 70 

са отступањем 

м q 
---~O 0722-0 0714=0 001. N kp' , , 

Да је за k узето 20, било би 

k l.~tg а = 1,4432, дакле а:=550 17'=550,3. 

Права повучена из почетка рационализатора под овим углом 

дала би р = 2, q =~. Према томе, за приближну вреднuст датог 

разломка добили бисмо 

м q 3 
1.=-=-=-=0,075. 

N kp 40 



Графички рационапизатор 

За отступање налазимо 

рачунски: 

графички: 

м _~= 0,0722-0,0750=0,003; 
N kp 

м q 8 0,1 1 -
---=-=-=-=0,003. 
N kp kp 40 400 

9 

Петровиhев . графички рационализатор има две практичне 

предности. Прво, омогућује да се непосредно види и да ли се 

дати разломак аl1роксимира оздо (подбаченом) или озго (преба

ченом приближном вредношhу). И, друго, омогућује да се рел'а
тивно брзо и лако, са графика, не само нађе тражена приближна 

вредност датог разломка, веь. да се и оцени његово приближно 

отступање од тачне вредности. 

Што се тиче степена тачности који се графичким рациона

лизатором може постиhи, овај, наравно, зависи од његове вели

чине и прецизности са којом је израђен. 

Најзад, још једна напомена. Са графика се види и смисао 

граница 0,7 и 1,7. То су, уствари, само заокругљене приближне 

вредности коефицијената праваца, којима је Петровиh хтео да 

ограничи И, на свој начин, ограничио онај сектор на којем ће се 

координате р и q моhи са п о Д ј е д н а к о м и н а ј в е h о м тач
ношhу са графика одређивати. 

RATIONALISATEUR GRAPHIQUE 
Souvenir de М. Petrovitch 

par 

V. V. MICHKOVIТCH 

L'auteur fait соппаНrе ип procede graphique, jusqu'ici inedit, 
de М. Petrovitch, destine а simp1ifier 1а rationalisation d'un nombre 
donne л < 1. Le procMe consiste а multip1ier 1е nombre donne par 
ип nombre entier k te1 que 0,7 < k л < 1,7. А l'aide de k л=tапg а 
ainsi calcu1e, avec quatre decima1es, оп determine l'ang1e а. Puis оп 
trace, sur 1е graphique (Fig. 2), 1а droite passant par I'origine et 
faisant avec l'ахе des abscisses l'angle а. 
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Еп remontant lа droite ainsi tracee, оп cherche lе sommet du 
сапе lе plus proche de lа droite. Si оп designe par р et q 1es 
coordonnees de се sommet (encercle sur lа Fig. 2), оп aura, pour 
ипе valeur approchee du nombre donne, 

л=..!L. 
kp 

L'erreur о a1OS1 commise peut etre еуаlиее soit par lе саlcиl, еп 

prenant lа difference л-!L, soit а l'aide du graphique еп prenant 
kp 

fJ = q - ~ , ~ etant l'ordonnee du point d'intersection de lа droite et 
kp 

de l'ordonnee du sommet du сапе choisi. 
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МИЛУТИН МИЛАНКОВИЋ 

О ПТОЛЕМАЈЕВУ ИЗРА ЧУНАВАЊУ БРОЈА ~ 

У своме "Зборнику астрономије" * Клаудије Птолемајос нам 
саопштава да опсег круга стоји према круговом пречнику у 

размер и 

38' 30": 1 

То ваља разумети овако. Птолемајос се служио сексагези

малним бројним системом не само за премеравање углова и лукова, 

веЬ и за изражавање његових тригонометриских функција од којих 

употребљава само тетиве. При томе дели периферију круга, као 

и ми, у 3600 степена, степен у 60 минута, а минут у 60 секунада. 
При изражавању тригонометриске функције, тетиве, дели пречник 

круга у 120 делова, које назива "партес" а ове дели у минуте и 

секунде. Зато добивамо, преводеhи горе саопштени број у деци
мални систем, да је размера опсега круга према његовом преч

нику, дакле број :п:, прем Птолемајову рачуну једнака 

8 30 17 
~=3+-+--=3--. 

60 3600 120 

Птолемајос нам у своме делу не саопштава како је дошао 
до тог свог нумеричког резултата који, прерачунат на наш деци-

* Des Claudlus Ptolemiius Handbuch der Astronomie. Uebersetzt уоп К. Мапј
tius. Zwei Biinde. Leipzig, В. О. Teubner, 1912, 1913. 

Спомеиуто место иалази се у првом тому дела, љеговој шесто] књизи,. 

седмом поглављу, иа страиама 384 и 385. У Неibегg-овом издању, то место сс: 

иалази иа стр. 513. 
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мални бројни систем даје :п: =3,14167 и који је, својом тачношhу, 
премашио израчунавања свих научника Антике. Желим да овом 

расправицом покажем како је Птолемајос дошао до саопште

ног броја. 

При томе Ьу се послужити нашим садашњим језиком мате

матике да бих њим изразио и замисли наших претходника. 

Уцртамо ли у круг радиуса r правилан полигон од п стра
ница, па пишемо ли 

3600 
а=--, 

п 

то нам се предочава центрични угао сваке странице, тако да је 

њена дужина једнака 2 r siп сеј2, а опсег полигона једнак 

О 2 . СЈ. 2 . 1800 
п = П r sш - = п r sш -- . 

2 п 

Опсег круга је 

0=2:n:г. 

Када број п расте у бесконачност, опсег полигона прибли

жава се до потпуности опсегу круга. Зато је 

Нт (О - оn)=о, 
n-too 

дакле 

1
. . 1800 

'It= lтпsш--. 
n-too П 

Ова једноставна једначина даје нам могуЬност нумеричког изра

чунавања броја'lt из нумеричке вредности sin (1800јп) уз довољно 

велику вредност броја п. 

Применимо ова расуђивања служеhи се таблицом тетива што 

ју је Птолемајос израчунао, а која се налази на странама 36 до 
40 првог тома Манициусова превода Птолемајова Зборника. 

Са се= 10, тј. п=360, налазимо у тој таблици 'да је дужина 

тетиве у односу према пречнику круга дата овим бројем 
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Опсег полигона је п пута толики. Зато је 

о - 360 (1 ~ ~) п - 120 + 60 + 3600 . 

Како је опсег круга 0=2 1[ Г, то одатле следује 

1[= 377 ~3~ 
120 120 ' 

дакле тачно онај број који је, као што је напред речено, Птоле

мајос у своме зборнику саопштио. Нико пре њега, а дуго времена 
и после њега, није дошао до тако тачног резултата. 

UEBER DIE AUSRECHNUNG DES CLAUDIUS PTOLEMAUS 
DER ZAHL ~ 

von 

М. MILANKOVIТCH 

Iп seinem Werke nHandbuch der Astronomie", ubersetzt уоп Karl 
Manitius, Band 1, Seite 384 und 385, Leipzig, В. О. Teubner, 1912, 
giЬt Claudius ptolemaus fйr den numerischen Wert der Zahl ~ fol
gende Zahl ап: 

8 30 
~=3+-+--

60 360' 

d. h. auf unseres Dezimalsystem umgerechnet 

17 
~=3 ---3,141666 ... , 

120 

ohne mitzuteilen, wie er diese Zahl berechnet hat, die durch ihre 
Genauigkeit аНе ubrigen Berechnungen der antiken Autoren Ubertrifft. 
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Der Verfasser dieser Abhandlung zeigt, dass Ptolemaus zu dieser 
Zahl gelangt ist mittels der in unserer gegenwartigen mathematischen 
Sprache leicht zu beweisenden Formel 

1. . (1800) 
1t = lт п s1П -- , 

n~"" П 

indem er in dieselbe п = 360 eingesetetzt hat und den zugehorigen 
numerischen Wert уоп sin Р800/п) seinen auf den Seiten 36 bis 40 
des ersten Bandes seines Werkes mitgetei1ten Sehnentafeln епtпоm

теп hat. 
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МИЛОШ РАДОЈЧИЋ 

О ПРОБЛЕМУ РИМАНОВИХ ПОВРШИ 

1. Ри.манова uоврш и Риманова област. - Реч је о конфор
мном пресликавању области које припадају Римановим површима. 
Занимаhе нас питање руба тих области. Ограничиhемо се на кон
формно пресликзвање једноструко uовезаних отворених области. 
Но пре него што пређемо на предмет овог излагања утврдимо 
извесне називе, не износеhи строгих дефиниција. Разликоваhемо 
наиме Ри.манову (или риманску) uоврш * од макакве вишелuсне 
области. Та се разлика увек не поставља јасно, али често прет
поставља. 

Имајуhи на уму да се листовима називају извесне области
које нигде не покривају раван више од једанпут, ми ћемо сваку 
отворену или затворену област разастрту над једном равни у 
смислу Риманових површи, - област за коју можемо сматрати 
и да настаје аналитичким продужавањем неке мултиформне анали
тичке функције - називати напросто Римановом или вuшелuсном 
облашhу. Опште посматрано, таква област покрива раван негде 
више, негде мање пута, а неге ни једанпут. У том смислу једно
лuсне области су посебна врста Риманових области. 

Римановом uовршu називаhемо пак у овом излагању више
лисну област само ако се она не може сматрати nправим" делом 
друге (шире) вишелисне облати (ако се дакле, међу осталим, ана
литичко продужавање изврши до крајњих могуhности). 

Према томе, сваку вишелисну област можемо сматрати делом 
неке Рима нове површи. ** Обичне тачке и алгебарске завојне тачке 
су увек унутарње тачке Риманових површи, трансцеl;щентне завојне 
тачке образују (ако их има) њихове рубове. *** 

* Употребљавамо реч iiОВРШ за геометриски лик iкоји се у нас обично 
назива површином (surface, Flache) а реч iiовршuна за величину или меру површи 
(aire, Fli!cheninhalt). 

** Под Римановом површи подразумева се често макаква област екси
стенције неке мултиформне аналитичке фУНКЦr!је, у којој је ова униформа, дакле 
макаква вишелисна област. Оправдана је и таква употреба назива, но тада би оно 
што сад називамо • РЯмановом површи" требало друкчије назвати (нпр .• потпуном 
Римановом површи', за разлику од осталих, .непотпуних"). 

*** Завојна ii1ачка или ii1ачка rpaHalba = Windungspunkt (Verzweigungs
punkt), point de ramificatiol1. 
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2. Основни ClliaB конфор.мног иресликава1Ьа. - Пођимо од тзв. 
основног става конформног пресликавања једнолисних, једноструко 
повезаних отворених области. Њиме се изражава неограничена 
могуЬност конформног пресликавања таквих области међу собом, 
под условом да разликујемо llipu Bpcllie тих области: 1. области 
чији руб садржи више од једне тачке, 2. области чији се руб 
састоји само из једне тачке и 3. област која нема руба, која се 
дакле састоји из целе бројне равни укључивши и бесконачно 
далеку тачку. Постоји наиме став који потиче још од Римана 
[В. Юеmаnn, 1, 1851 Ј, али је тек доцније потпуно доказан [D. Hilbert, 
1-3, 1900-1909; R. Courant, 1--4, 1910-1914; Р. КоеЬе, 1, 2, 
1912--1915; С. Caratheodory, 1, 2, 1912-1914 и др.Ј и по коме се 
свака једнолисна јеДНОСlliруко иовезана olliBopeHa облаСlli .може ире
сликаlliи оБОСlliрано једнозначно и конфор.мно на сваку другу lliaKBY 
облаСlli исте врсте. 

у ствари доказује се прво став по коме се свака једнолисна 
једноструко иовезана olliBopeHa област равни .може иресликати 
обострано једнозначно II конфор.мно на једну од три отворене 
области w-равни: 

на кружну облаСlli I w I < R <оо 

I1ли на целу отворену раван I w I < оо 
или на целу заlliворену раван I w I < оо 

ире.ма шо.ме да ли се 1Ьен руб састоји из вишеlliачака, или са.мо 
из једне lliачке, или ниједне. Из овог става следује претходни непо
средно. Једва је потребно споменути да у другом и треЬем слу
чају прt:сликавања врше линеарне функције. Само у првом слу
чају функције које врше пресликавања су опште природе. 

3. Конфор.мно йреСЛU1сава1Ье вишелисних једносlliруко iiовезаних 
06ласlliи. - За вишелисне једноструко повезане отворене области 
може се унапред очекивати аналоган став, уопштење претходног. 

Заиста постоји [КоеЬе, 3, 4, 1909; Соигаnј, 1-4, 1910-1914Ј сле
деhи општи став: 

Свака вишелисна једноструко йовеаана отворена облаСlli .може 
се iiресликати обосlliрано једнозначно и конфор.мно на једнолисну 
једноструко iiовезану отворену облаСlli. 

Али питање: којој Ье од три поменуте врсте припадати та 
једнолисна област, није потпуно решено ни до данас. Свакако, 
постоје извесни лаки случајеви кад се одговор на ово питање 
може одмах дати. Можемо их скупити у следеhа два става. Први 
се односи на области које можемо сматрати деловима затворених, 
тј. алгебарских једноструко повезаних риманских поврти; тада је 
лако разликовати којој Ье од три врсте припадати уочена више-
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лисна област. Други се односи на извесне области које не можемо 
сматрати деловима затворених риманских површи, него само 

отворених. 

1. Свака вишелисна једноструко Повезана отворена област 
која ПриПада једној затвореној Римановој површи може се Пресли
кати обострано једнозначно и конформно на унутраШ1Ьост круга, 
или на целу отворену бројну раван, или на целу затворену бројну 
раван, или на целу затворену бројну раван, Према томе да ли се 
1Ьен руб са'стоји из више тачака, или из само једне тачке, Llли 
ни из једне. 

//. Свака вишелисна једноструко Повезана отворена област 
која се може сматрати делом само једне отворене једноструко 
Повезане Риманове iiоврши, али која има рубних тачака Me~y уну
таР1Ьим тачкама те површи, .може се пресликати обострано једно
значно и конформно на унутраШ1Ьост једног круга. 

Како је садржај првоr става једноставна последица споме· 
нутога Риманова става, докажимо само други став. Претпоставимо 
да унутрашња тачка а дотичне Риманове површи припада рубу 
уочене вишелисне области д. Како се та површ може конформно 
пресликати на неку равну област В у z-равни, а површ је отво
рена, област В има известан руб Ь (који се састоји из једне или 
више тачака). Но а је унутарња тачка површи, дакле одговара 
јој унутарња тачка а области В. Област д је једноструко пове
зана, дакле одговара јој у z-равни једноструко повезана област 
D, садржана у В и чији руб d садржи како тачку а тако руб Ь. 
Дакле руб d садржи најмање две тачке и према томе D, дакле и 
д, може се конформно пресликати на унутрашњост једног круга. 

4. Проблем тиПа Риманових ПОВРШ/l. - Према претходном, 
тешкоhе чине само области отворених риманских површи које 
немају рубних тачака површи, тј. "целе" отворене Риманове површи. 
Питање конформног пресликавања вишелисних једноструко пове
заних области, које још чека на С130је потпуно решење гласи 
дакле: када ће се једноструко Повезана отворена Риманова ПЈВРШ 
йресликати на круг а када на целу отворену раван? Другим речима: 
када ће се отворена Риманова ПОВРШ МОћи сматрати као ПОВРШ 
функције инверсне функцији мероморфној у целој отвореној равни, 
а када као ПОВРШ функције инверсне функцији мероморфној у неком 
кругу и којој је тај круг есенцијална линија? 

Кад се Римамова површ пресликава (обострано' једнозначно 
и конформно) на унутрашњост круга кажемо да је та површ 
хиперболна или хиПерболног тийа; кад се пресликава на целу отво
рену раван кажемо да је йараболна или йараболног типа; а кад 
је Рима нова површ затворена, кад се дакле пресликава на целу 
затворену раван, кажемо да је елийсна или елиiiсног тиЙа. Ови 
називи стоје у вези с теоријом линеарно аутоморфних одн. поли
морфних функција, које су у неку руку карактерисане истоиме
ним линеарним супституцијама [Р. Кlein, 1, 1878; 2, 1882]. С тим 
Збориик 2 
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називима питање гласи: кад ће једноструко Повезана ошворена 
Риманова површ бити хиПерболног а када Параболног тиПа? 

Отуд се овај проблем назива и Проблемом тиПа Риманове 
површи. На њему се у новије време доста радило и налазили су 
се разни услови (критеријуми) за Параболни или хиПерболни тиП. 
То је уствари Проблем руба у конформном пресли/(ава1ЬУ једно
струко Повезаних вишелисних области или, тачније, основно питање 
које би се у том проблему имало решити пре свих других. То је 
дакле један од битних састојака општег и средишњег задатка 
теорије аналитичких функција: испитивања конформног преслика
вања општих области. 

Овде Ьемо изнети известан преглед тих услова, који се не 
може сматрати потпуним, али би могао послужити ради првог 
СНClлажења у проучавању тог предмета. 

5. Пшсаров став о изузетним вредностима као кришеријум 
тиПа. - На првоме месту може се навести познати nикаров 
став [1, 2, 1879] о-изузетним вреднuстима у близини есенцијалних 
сингуларности као став који даје довољан услов да Рима нова 
површ буде хиперболног типа. Општи Пикаров став казује да 
функција узима у близини усамљене есенцијалне тачке (тј. есенци
јалне тачке у чијој је околини функција регуларна сем у поло
вима) сваку вредност бескрајно много пута, изузев, највише, две 
вредности. Но како се у овом излагању ограничавамо на једно
СТРУКО повезане области, довољно је узети у обзир Пикаров став 
за функције мероморфне у целој oTBopeffoj равни, који Т'ща казује 
да таква функција узима сваку вредност бескрајно много пута, 
изузев, највише две. Дакле, ако постоје више од две изузетне 
вредности, функција не може бити мероморфна у целој отвореној 
равни. Према томе може се изреhи следеhи довољни услов за 
хиперболни тип: 

А /(0 изнад три или више тача/(а бројне равни једноструко 
Повезана отворена Риманова Површ нема унутаР1Ьих тачака ни на 
једном листу, или само на КОIЮЧ1/0 много 1Ьих, та површ је хиПер

БОЛIlОГ тиПа. 

6. Иверсенова два сшава. - Изнесимо још неке довољне 
услове за хицерболни тип Риманове површи, замишљајуhи да је 
површ распрострта изнад комплексне w-равни. Постоји следеhи 
став [Р. Iversen, 1, 1914, стр. 18Ј: 

Уочимо ма коју (унутарњу) та'//(у једне ПараБО-1не Риманове 
површи, којој одговара у w-раВfLU тачка wo, и нека је w1 ма /(оја 
друга тачка ~v-равнu (Wo Ф "'1)' f)бе у конаЧНО.ti делу равни. Тада 
постоји на тој Површи неПре:сuдан лук (састојеhи се из самих њених 
унутарњих тачака) који Полази из уочене т.ачн:е Wo те Површи а у 
равни сПаја Wo са W1 не излазећи изван круга I w - W1 I < [Wo - ~VI ј. 

Обртањем Иверсенова става добијамо следеhи услов за хипер
болни тип риманске површи: 



о проблему Рима нових површи 19 

Ако на једносШруко iiовезаној Римановој liоврши liосШоји Шачка 
W o и у w-равни још једна Шачка w1 (wo =f= w1) иа ако не iiосшоји 
нейрекидан лук на liоврши, који iiолази из Wo на iiоврши а у w·paBHll 
сйаја Wo са WJ осШајУћИ у Ј(.ругу I w - w1 I < I Wo - w1 1, Шада је Ша 
Риманава iiОВрШ ХИiiерболног Шuiiа. 

Очигледно, лук поменут у овом ставу не мора постојати у 
случају ка.!!, на површи има извесних сингуларних линија. Дакле 
по Иверсенову ставу ако на површи има сингуларних линија, она 
је хиперболна. Тиме је обухвеhен став 1I у бр. 3. 

Из Иверсенова исказаног става произлази лако следеhи, на 
изглед општији став [lversen, 1, 1914, стр. 24]: 

Уочимо у некој Шачки Wo елеменШ функције инверсне меро
морфној функцији и нейрекидну криву g (у 'w-раВНll) која сйаја Wo 
са неком другом Шачко.и w/. Тада йосШоји йуШ (на Римановој 
површи) који из Wo води ка w', садржан у iiроизвољно узаној Шраци 
шШо садржи криву g, а дуж кога се уочени еле.4tенШ може анали

Шички iiродужиШи до W/. 

Сад се обрнути став може изреhи овако: 

Ако на једносШруко iiовезаној Римановој iiоврши, iiолазеhи од 
извеС!fе 1tJI'He Шачке изнад Wo не можемо оiiисаШи нейрекидну криву 
која се у равни удаљује iiроизвољно мало ма од кОга даШог 

нейрекидног лука који сйаја Wo са којом било Шачком wt у w-равни, 
Шада је ша Риманова liОВРШ ХИiiерболног тиiiа. 

7. Гросов сШав. - Иверсенов став утврђује могуЬност ана· 
литичког продужавања дуж ма које, у равни изабране КОНТИНУИ
раве криве, с произвољно малим удаљавањем од ње, али не кззује 
ништа у погледу на униформност продужавања, тј. не тврди да 
пут којим се на површи креЬемо нема у равни вишеструких 
тачака. Одређенији у том смислу је следеhи Гросов став [W. Oross, 
1, 1918] који се односи на аналитичко г.родужавање дуж правих 
у разним правцима. Њиме се такође добија један критеријум за 
хиперболне површи. Став гласи: 

Из сваке обичне тачке једне i1араболне Риманове i10BPlUll могу 
се iiOBYh.u на шој iiоврши у iiравцима који са извесним iiочеШним 
йравцем заклаiiају ма који угао ср (О ~ ср < ~ п) iiолуiiраве на тој 
liоврши, које се састоје из самих обичних тачака површи - сем 
можда у извесним Йравци.ма за које мноштво вреДIlОСШи ср и.ма 
меру једнаку нули. 

Вреди напоменути следеhи став, садржан у суштини у Гро
сову ставу, мањег домета, али елементарније природе, јер не 
употребљава појам мере неког мноштва: 

Уочuмо на iiараБОЛНОј Ри.иановој iiоврши кОју бllЛО Шачку и у 
w-равни који било круг са средuштем у тој тачки. Тада у сваком 
исечку тога круга иостоји на iiОВРШU uсечак llcillora круга, са 

среДllште.м .у реченој тачки и који се састоји из са.иих 1tJeHUX 
обичних тачака. 
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Обртањем Гросова става и претходноrа добијамо опет 
довољне услове за хиперболне Риманове површи. Тако настаје из 
Гросова става следеhи: 

Ако се из неке обичне тачке једноструко i10везане Ри.манове 
i10врши не .могу Й0ВУћи на тој i10врши i10луi1раве у йравцима за које 
Й0менути угао ср, који их одре!уује, образује мноштво вредности 
коме је мера i10зитивна, тада је та Риманова i10ВрШ хийерболна. 

8. Ставови из теорије линеарно аутоморфних функција. -
Међу ставове који имају карактер критеријума за тип Риманових 
позрши можемо унети и следеhе ставове, који садрже елемен
тарне чињенице из теорије линеарно аутоморфних функција [Р. 
Кlejn, 1, 1878; 2,1882 и Н. РОјпсаrе, Ј, 1882; итд.]: 

Ако на једноструко i10везаној риманској i10врши и0стоји (на 
њој униформна. линеарно i10лиморфна функција и ако гьена груйа 
линеарних супституција садржи макар само једну хиi1ерболну суи
ституцију, та uоврш је хиi1ерболног тийа; ако не садржи хийер
болних суйституција, али садржи макар само једну uараболну суи
ституцију, i10ВРШ је i1араболног тица; ако садржи са.ИО елиi1сне 
суйституције, i10ВРШ је елиДсног тиЙа. 

Напоменимо да је тај став прилично опште природе, јер су, 
по дефиницији, линеарно аутоморфне функције у појединим 
• основним областима« општег мероморфног карактера. 

9. О тийу i1равилно разгранатих Ри.манових i10врши. - Тео· 
рија линеарно ауrоморфних функција даје и тачније податке о 
разгранатости Риманових површи сва три типа. Реч је о i1равилно 
разгранатим површима чије су завојне тачке изнад коначно много 
тачака w·равни, рецимо, изнад а1 , а2, ••• , aq (q > 2). Ред завојне 
тачке изнад а" нека буде за сваки лист т" (v = 1,2, ... , q). То значи 
да се око а" пермутује увек по т" листова. 

Ако је q=2 то су, очигледно, Риманове површи функција 

(
W - а1 )1.. 

z= w-a
2 

п или (
W - а Ј ) z=lg -- . 
w-a1 

у ПРВОМ, алгебарском случају поврщ је елипсног типа, у 
другом случају је парабалног типа. 

Ако је q=3 имамо Шварцове .функције троугла" [види нпр. 
Кlejn, 3, 1890]. Опишемо ли затворену линију, рецимо круг, кроз 
тачке а" а2 , аз , цела риманска површ је подељена на об~асти 
тако да две суседне области увек сачињавају цео један њен лист. 
Тим областима одговарају у z-равни кружни троугли чији углови, 

~ '7t ~ 
као што се лако увиђа, имају величине _1 , ~, 2. Као што је 

т1 т2 та 

познато из теорије аутоморфних функција, тип Рима нове површи 

,/ 
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зависи од величине тих углова: ако је он веhи од '!t површ је 
елипсна, ако је једнак '!t параболна је, аl<О мањи од :rt хиперболна. 
Према томе: 

А ко је ирав:.ЈЛНО разгранаша Ри.манова i10ВРШ разгранаша 
изнад Шри й1ачке а ј , а 2 , а в бројне равни а ред й1их завојних й1ачака 

је т 1 , т2 , тв, i11ада је i11a иоврш елиисна, иараболна или хииерболна 
ире.ма il10.ме да ли је 

1 1 1 
или -+-+-=1 или 

тј т2 тв 

Једноставним рачуном налазимо да постоје свега четири слу
чаја елипсног типа, као што показује схема 1 (у схеми п значи 
2,3,4, ... ). Исто тако постоје свега четири случаја кад је површ 
пара болног типа, као што показује схема 11. I 11 

У свим осталим случајевима (кад је 
q = 3) којих има бескраЈНО много, тип је 
хиперболан. 

Ако је q = 4 постоји само један случај 
у коме је површ параБОЛН8, наиме кад је 
тl~т2=тз=т4=2. у сваком другом слу
чају, а исто тако и кад год је q> 4 површ 
је хиперболног типа. 

2 

2 

2 

т 1 1 т2 1 т з 

2 2 оо 

2 3 6 

2 4 4 

3 3 з1 

Све случајеве регуларно разгранатих површи можемо дакле 
сажети у следеhи став (види нпр. R. Nevanlinna, 2, 1936, стр. 278 
и след.): 

А ко је иравилно разгранаil1а Ри.манова иоврш разгранпй1а изнад 
q il1ачпка равни (q>:2) а ред il1их й1ачака грана1Ьа је тј' т2 , . .. , mq, 

Шада је Ша иоврш еЛllисна, иараболна или хииерболна ире.на il10.ме 
да ли је збир 

q 1 
s= ,,

LJ щ. 
1 

ве/ш, једнак или .ма1Ьи од q - 2. 

10. Неванлинин криil1ерију.м за Ри.манове иоврши иОil1иуно раз
гранаil1е изнад коначно .много il1ачака. - Као што произлази из 
општи х ставова о мероморфним функцијама, које је доказао 
R. Nevanlinna [1, 19321 претходни став о римащ:ким површима 
линеарно полиморфних функција Допушта значајно уопштење у 
случају хиперболног типа. Реч је ма о каквим једноструко пове
заним риманским површима потпуно разгранатим изнад коначно 

много тачака. 

Каже се да је Рима нова површ иОillЙуно разгранаil1а изнад 
неке тачке бројне равни ако је то завојна тачка за сваки њен 
лист. Али Неванлинин став Допушта да тај појам схватимо шире: 
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да површ ~MaTpaMO потпуно разгранатом изнад неке тачке и ако 

је то заВОЈна тачка за сваки њен лист сем највише за коначно 
много листова. Тада се став може једноставно изреhи овако: 

Ако је једноструко Повезана Риманова површ, потпуно разгра
ната изнад коначно много тачака ан а2, ••• , aq (q;> 2) тако да 
ред завојних тачака изнад av није Ма1ьи од mv (а може бити и 
бескрајан) Па ако је 

q 1 
~-<q-2, 
L.,; mv 

1 

та Површ је хиперболног тиПа. 

ИЗ претходних разматрања (бр. 9) следује одмах да постоје 
свера Пет разних случајева кад је по Неванлинину ставу површ 
хиперболна, према приложеној схеми. 

q 

3 

3 

3 

4 

15 

тl l т2 1 тзl mil ms 

2 3 7 - -

2 4 5 - -
3 3 4 - -
2 2 2 3 -

2 2 2 2 2 

Разуме се, сваки од тих случајева под
разумева бескрајно много разних, различито 
разгранатих риманских површи, јер услов је 
само да ред завојних тачака не буде мањи 
од т, .• 

Кад је q = 3 може се нпр. узети да су 
све завојне тачке изнад а1 , а2 , а з логаритам
ске (оо, оо, оо). Но тада добијамо Пикаров 
став (бр. 5). Дакле Пикаров став је Посебан 
случај тога Неванлинина става. 

11. Алфорсово уойшшење Неванли;шна сШава. - Могло се 
унапред очекивати да Ье Неванлинин став остати тачан и кад се 
уочена Риманова површ непрекидно деформише у извесним гра
ницама, ако се дакле и завојне тачке, које се налазе изнад извесне 
тачке равни и сачињавају једно место потпуне разгранатости, 
помере из те тачке, али не предалеко. Алфорс је успео да у том 
погледу Докаже став [L. Ahlfors, 2, 1932] који можемо изреhи 
следеhим речима: 

Уочимо q једносшруко Повезаних обласШи бројне равни, 0]1 
02' ... , О q' /Соје су једна изван друге, и liрешпосшавимо да проду
жујУћи аналиШички ма коју грану аналиШичке функције којој та 
Површ Прийада, а осшајУћU у О v наилазимо на завојну таЧlfУ чији 
ред није мањи од ту, Ако је Шада 

q 

}:
1 
-<q-2, 
mv 

1 

Ша површ је ХllперБОЛf/ОГ тиПа. 
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12. Неки криlПеријуми за параболни lПиП. - Пре свега, Р. Неван
лина је год. 1932 објавио доказ да су све Риманове Површи с ко
начно много lПрансценденlПних и алгебарских завојних lПачака Пара
болног lПиПа [R. Nevanlinna, 1, 1932]. 

ОД разних ставова који дају критеријуме за· параболне Рима
нове површи с изолованим за војним тачкама споменимо затим 
Алфорсов став за једноструко повезане Риманове површи које у 
коначноме имају само алгебарских завојних тачака, а у бескрајно 
далекој тачки могу имати и трансцендентних завојних тачака 
[Ah/fors, 1, 1931]: 

Нека је п (р) број завојних тачака, рачунајуhи сваку онолико 
пута колики је њен ред (или тзв. степен гранања, тј. ред смањен 
за јединицу) до којих се по тој Римановој површи може доспети 
на путовима краhим од р. Ако инlПеграл 

оо 

Ј 
dp 

рп(р) 

дивергује, Риманова Површ је параболна. 

Ако површ нема ни у бескрајно далекој тачки трансцен
лентних завојних тачака, критеријум се може пооштрити: 

Ако су све завојне lПачке алгебарске и ако се налазе у ограни
ченом делу бројне равни I w I < 11, довољно је диверговаНЈе интеграла 

оо 

Ј 
dp 

п (р) - п (р - 11) 

да би Површ била йараболна (Радојчић, 4, 1937). 

Ако замислимо да је Рима нова површ разастрта над Рима
НОвом сфером (ако дакле удаљеност р меримо сферном мером) 
сличан интеграл вреди кад год су све завојне тачке алгебарске, 
тј. из дивергенције интеграла 

оо 

Ј 
dp 

п (р) - п (р - 1t) 

следује да је тQf(ва Риманова Површ Параболна. 

Наместо претходна два интеграла може се узети и 

оо 

Ј pdp 
п (р) , 

тј. ако Шај интеграл дивергује ПОВРШ је ПараБОЛНОГ тиПа [Ahlfors, 
3, 1936; Радојчић, 4, 1937]. 
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13. КрИlliерију.м за Параболни тип у облику збuрq. - Из прет
ходнога следује непосредно још један критеријум за Риманове 
површи које имају само алгебарских завојних тачака: 

Ако је Vk број завојних тачака, рачунају/ш сваку онолико Пуйiа 
колики је НЈен ред, а до којих се По површи .може до/ш на Пуlliови.ма 
краћим од (k + 1) я а не краћим од (k - 1) 1t. и ако је бескрајни збир 

дивергеНlliан, Површ је f1араболног lliuf1a [Ahlfors, 3, 1936Ј. 

За одређивање типа можемо се ослонити и на начин како 
се испреплиhу ЛИСТОви Риманове површи. Нека је површ поде
љена на известан начин (који овде изближе не описујемо) на 
листове континуираних рубова. Пошавши од извесног листа .назо
вимо укупност листова који имају заједничких рубова с полазним 
листом f1PBOM генерацијом листова; укупност даљих листова који 
имају заједничких рубова с првом генерацијом назовимо другом 
генерацијом, итд. Нека је (3 (V) број листова у V-ТОј генерацији 
[А. Speiser, 1, 1930Ј. 

Ако су, задржавајуhи претходне услове, сферна растојања 
завојних тача.ка, мерена на површи, изнад извесне позитивне вели
чина € и ако њихов ред није веhи од целог броја р, може се 
поставити следеhи критеријум: 

Кад бескрајни збир 

оо 

~ (3 (О) + ... : (3 (m v) , 

где је 

т =v [J!...]+(V + 1) (6p)c-l 
v 2 6р-1 ' с= e~1t], 

дивергује, Ри.манова f10ВРШ је f1араболног lliuf1a [Радојчић, 7, 1950Ј. 

Забележимо следеhу последицу, која постоји под условом 
да је низ бројева (3 (v) монотоно несилазан: Ако бескрајан збир 

дивергује, uоврш је f1араболна. 

Ово посматрање се може проширити и на случајеве кад 
нема ограничења за ред завојних тачака и за њихова растојања. 
Нека је р" највиши ред свих за војних тачака на рубовима листова 
првих V генерација, а 8" најмање растојање за све те тачке. 



о проблему Риманових површи 25 

Лако је показати да тада из ;т.ивергенције бескрајног збира 

с = [5'!tJ 
v 8v ' 

следује да је Риманова 110ВРШ l1араболног ши Па [Радојчиh, 7, 1950, 
стр. 52]. 

14. Кобајашијев кришеријум за l1араболни тиП. - Z. Kobayashi 
[1, 1935] дао је став који обухвата све врсте Рима нових површи 
с усамљеним завојним тачкама. При томе се ослања о мрежу која 
на површи настаје на следеhи начин: Одредимо на површи око 
сваке завојне тачке њену околину која се састоји из свих тачака 
површи ближих тој завојној тачки него другим завојним тачкаМI!. 
Рубови свих тих околина састоје се, очигледно, из тачака површи, 
које су једнако удаљене од, најмање, две завојне тачке; они 
образују тзв. Кобајашијеву мрежу. Ова се може претставити топо
лошким дрветом [Speiser, 1, 1931] којим се тополошки приказује 
на прост начин узајамна повезаност листова Риманових површи. 
Као и тополошко дрво, Кобајашијева мрежа се састоји из »Дужи" 
које су међу собом спојене у својим крајњим тачкама, »чворо
вима" мреже. Дуж сваке »Дужи" састају се околине двеју завој
них тачака. Из обих тих тачака види се та »Дуж" (или неки њен 
део) под извесним углом. Овај угао називамо угаоном мером те 
дужи (или њеног дела). Тада можемо дефинисатн угаону раздаљину 
ма којих двеју тачака на мрежи као збир угаоних мера оних дужи 
преко којих су те две тачке мрежом повезане; при томе бирамо 
онај пут повезаности на коме је тај збир најмањи. Нека је е 
угаона удаљеност које било тачке на мрежи од извесне полазне 
тачке. Означимо са п (е) број тачака Кобајашијеве мреже, чија је 
угао на удаљеност од полазне тачке једнака е. Тада Кобајашијев 
став гласи: 

Једносшруко 110везана Риманова i10ВРШ са самим изолованим 
завојним шачкама (алгебарским или шрансценденшним) је l1араболног 
шиl1а ако дивергује иншеграл 

Ј 
dp 

!n(Э)dЭ 
о 

15. Још један кришеријум за Риманове i10врши с бескрајно 
много шрансценденшних завојних Шачака. - до засебне врсте кри
теријума за тип једноструко повезаних Рима нових површи дола
зимо кад претпоставимо да ја Риманова површ подељена на 
листове. Под листовима подразумевамо при томе области површи, 
које покривају бројну раван свугде само једанпут (једнолисне 
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области) тако да не преостане ниједна област равни непокривена. 
Из начина како су листови узајамно повезани може се под извесним 
условима закључити коме тицу припада површ. Да бисмо избегли 
непотребне заплете претпостављамо да је руб сваког листа конти
нуиран и да околина сваке тачке на по врши припада само коначном 

броју листова. За врло општу врсту "неограничених" Риманових 
површи може се доказаши МОГУћНОСШ Поделе на шакве лисшове и 
оПисаши оПшши начин НЈихове КОНСШРУlCције. [М. РаДОјчић, 1, 1929; 
3, 193]; 2, 1930 и Т. Shimizu, 1, 1931]. 

Посматрајуhи Риманову површ на којој је аналитичка функ
ција z (w) мероморфног карактера, уочимо какав било прост лук 
(а Ь) који полази из тачке w = а, где је извесна грана функције 
z (w) регулаrна, а завршава у w = Ь. Нека је Qe област која се 
састоји из свих тачака равни чија је удаљеност од тачака лука 
(а Ь) мања од произољно малог броја 8. Ако у Qe постоји. просш 
лук (а Ь') који спаја тачку а с тачком Ь', удаљеном од Ь за мање 
од 8, а дуж кога се функција z (w) може аналитички продужити, 
кажемо да је та Рима нова површ неограничена.* По Гросову ставу 
(бр. 7) Риманове uоврши свих функциiа инверсних мероморфним 
фУНlCцијама су неограничене [Shimizu, --1, 1931; Радојчић, 2, 1930]. 

Према томе критеријум за тип о коме је сада реч односи се 
на неограничене једноструко повезане Рима нове површи. Постоји 
тада овај општи став: 

AICO у z-равнu лисшовима одговарају обласшu с неПреlCидним 
рубовима, ако вашим на рубу сва/{ог лисша, сем можда коначно 
много лисшова, има шрансценденшних вавојних шача/{а и ако је 
МIЮШШВО ших завојних шачака коначно, или а/{о је бесконачно али 
у цикличном расПореду редукшибилно, шада је Риманова Површ 
Параболног ШиUа. [Радојчић, 5, 1938]. 

Циклични· распоред трансцендентних завојних тачака може 
се пак једноставно дефинисати овако: Нека је А која била уну
тарња тачка дате Риманове површи. Опишимо на површи конти
нуирану просту линију lv(v= 1, 2, ... ) од А до сваке трансцендентне 
завојне тачке W v тако да сем А те линије немају заједничких 
тачака. Тада, очигледно, можемо на површи описати око тачке А 
у њеној једнолисној околини, затворену континуирану линију с, 
која сваку линију lv пресеца у само једној тачки Lv• Под ци/{ЛllЧ
ним распоредом завојних шача/{а W v подразумевамо циклични 
распоред тачака L v на линији с [Радојчић, 5, 1938; онда се даје 
еквивалентна дефиниција цикличног распореда одговарајуhих 
nтрансцендентних праменова" у z-равни]. 

* Радојчuh, 1, 1929; 3, 1931. У тим цланци ма дефиниција је дата мање 
прецизно. у вези с тим, доказ да је површ функције инверсне мероморфној 
неограницена је недовољно прецизан. Онде сам се служио Иверсеновим ставом, но 
само применом Гросова става може се доhи до циља, као што је показао Шu.мU.1У 
[1, 1931). У том смислу треба исправити и моју напомену у цланку 6, стр. 12. 
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Кад је мноштво трансцендентних завојних тачака коначно, 
претходни став је садржан у Неванлинину ставу поменутом на 
почетку бр. 12. 
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,SUR LE PROBLEME DES TYPES 
DES SURF ACES DER RIEMANN 

par 

М. Radojcic 

L'auteur donne ип арен;и elementaire des criteres сопсеrnапt Ies 
types des surfaces de Riemann, sans pretendre а ипе liste соmрШе. 

Sous-titres: Surface de Riemann et domaine de Riеmапп. -
Theoreme fondamentaI sur Iа representation conforme. -- Repre
sentation сопfогmе des domaines simplement connexes des surfaces de 
Riemann. - Le probleme des types. - Le theoreme de Picard sur 
Ies valeurs exceptionnelIes, соmmе critere des types. - Оеих ЉеО

remes d'Iversen. - Un theoreme de Gross. - Quelques propositions 
de lа theorie des fonctions liпеаiгеmепt automorphes. - Le critere 
de R. Nеvапliппа pour les surfaces сотрletетепt ramifiees a.u-,dessus 
d'un nombre fini de points. - La generalisation d' Ahlfors du theo
[ете de Nevanlinna. - Quelques criteres pour lе type parabolique. 
Certains criteres pour Је type paraboIique, еп forme de somme. -
Le critere de Kobayashi pour Је type parabolique. - Encore uп 

critere pour Ies sщfасеs ayant ипе infinite de points de ramification 
transcendants. 
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РАДИВОЈЕ КАШAt-IИН 

ИНТЕГРАЛИ ДИФЕРЕНЦИЈАБИЛНИХ ФУНКЦИЈА 

1. Диференцијабилне функције 

1.1. Као што је познато*, каже се да је функција 1 (х, у) 
диференцијабилна у тачки (х,·у) ако постоје А (х, у) и В (х, у) 
независно од h и k, тако да је 

(1) 
t (x+h, y+k) - 1 (х, y)=h А (х, y)+k В (х, у) +<18, 

Нт 8 = и. 
(!~O 

Одатле непосредно излази да је функција 1 (х, у) у истој тачки 
непрекидна и да има у овој делимичне извqде првог реда: 

'х' (х, у) = А (х, у), 1/ (х, у) = в (х, у). 

Ако је функција диференцијабилна у свакој тачки неког подручја, 
каже се једноставно да је диференцијабилна у том подручју. 

Из саме егзистенције делимичних извода не може се закљу
чити диференцијабилност. Може се закључити ако су делимични 
изводи непрекидни. Но, тај услов је и сувише строг. Диферен
цијабилност је осигурана и онда кад је само један од њих непре
кидан, а други постоји. Ако функција I iX, у) има у тачки (х, у) 
изводе Ix' (х, у) и !v' (х, у), да би она у истој тачки била дифе
ренцијабилна, потребно је и довољно да буде 

(2) lim! [1 (х+ ћ, у + k) - I (х + h, у)-1 (х, у + k) + 1 (х, у)] =0. 
(!~O cr 

Извесне теореме изведне под претпоставком да функција 
има непрекидне делимичне изводе 'х' (х, у) и Ј/ (х, у) важе и под 
широм претпоставком да је она диференцијабилна; на пример, 
правило о диференциџању сл()жених функција. Циљ овога рада 

. је да извесне интегралне теореме прошири на диференцијабилне 
функције, и то служеhи се што елементарнијим средствима анализе. 
Изричиli10 Преli1Посli1ављамо да се ради о једнозначни.м. функцијама. 

* Р. Кашаllин: Виша математика I (3-ће изд. 1949), Х2 172. 
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1.2. На диференцијабилне функције наилази се и при раз
матрању функција једне комплексне променљиве. Доказаhемо, 
наиме, ово: 

Да би фуюсиија 

f (z) =и (х,у) + i v (х, у) 

комПлексне Променљиве z = х + i у, дефинисана у ошвореном uодручју 
D, имала у шачки z шог подручја извод, uошребно је и довољно да 
функције и (х, у) и v (х, у) буду у шачки (х, у) диференцијабилне и 
и да за њих у шој шачки важе Коши-Риманове једна чине 

ди дv ди дv 
-=-, 
дх ду 

-=--
ду дх 

Из дефиниције првог извода 

f'(z)=lim f(z+Az)-f(z) 
Az-tО Ll z 

излази, наиме, 

(4) f (z + Ll z) - f (z) = f' (z) . Ll z + у . Ll z, Нт у = О. 
AZ-+O 

Обрнуто, ако постоји С (z), независно од д z, тако да је 

f (z + Д z) - f (z) = С (z) ·11 z + у . Ll z, 

онда функција f (z) има извод f' (z) """ С (z). Ствар стоји, дакле, као 
и код функција једне реалне променљиве. 

Раставиhемо комплексне променљиве и функције у реалне и 
имагинарне делове: 

z=x+iy, Llz~h+ik, у=е+јч, 

f (z) = и (х, у)+ј v (х, у), t' (z) = А (х, у)+ј В (х, у). 

Тада (4) даје у подручју D две једначине: 

и (х + ћ, y+k) - и (х, у) = h А (х, у) - k В (х, у) + h е - k Ч, 

v (х + ћ, у + k) - v (х, у) = h В (х, у) + k А (х, у) + h fj +k е. 

Ставимо ли d = + 1/ ћ2 + k2 , можемо писати 
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Како у = 8 + i I'j -+ о кад d = I L\ z I -+ о, и како је I ћјб I < 1 и i k/d I < 1, 
то 81 -+ О и 82 -+ О кад d -+ О. Према томе, ако постоји /' (z), биhе 

и (х +ћ, у +k) - и (х, у) =ћ А (х, у) - k 8 (х, у) + d 81 , 

V (х + ћ, у + k) - V (х, у) = h 8 (х, у) + k А (х, у)+ d 62 , 

lim 81 = О, Нт 82 = О. 
а-+О а-+О 

Одавде закључујемо, прво, да су и (х, у) и V (х, у) диферен-
цијабилне функције, и друго да је 

ди ди 
-=А(х,у), -=-8(х,у), 
дхду 

дv дv 
дх =В(х,у), ду =А (х,у). 

Имамо, дакле, (3). 

Уз~имо обрнуто: функције и (х,у) и V (х, у) су у ТЗчки (х,у) 
диференцијабилне и важе за њих једначине (3). Тада је 

u(x+h,Y+k)-u(х,у)=hu'х(х,у)+kU'у(х,у)-td8 1 , liт8 1 =0, 
"~O 

v(x+h,y+k)-v(x,y)= - ћи'у(Х, у) + ku'x(X,y)+d82 , 

На основи тога, 

t (z + L\ z) - / (z) = [и (х + ћ, У + k) - и (х, у)] + i [У (х -t ћ, у + k) - v (х, у)] = 

= и'х (х, у) !Ј. z - i и'у (х, у) L\ z + d (81 + i 82) , 

/ (z +!:Ј. z) - / (z) = и'х (х. у) _ i и'у (х, у) -+ ~ (81 + i 82)' 

!:Ј. z ~z 

како је Id/(!:J.z) 1= 1, то се одмах види да постоји /'(z) и да је 

(5) f' (z) = и'х (х, У) - i и'у (х, у). 

Тиме је наведено твгђење доказано. 

'1.3. Извешhемо једну општу особину диференцијабилних 
функција: 

А/(о су фун/(ције / (х, :/) и g (х, У) диференцuјабuлне У затво
реном Подручју S, онда за сваки дати позишuван број е uociLoju 
Подела подручја S V Под-йодрvчја Sl1 S2' .... ' S .. ове особине: у CBa/(o.11 
од ових йод-подручја Sk или на ,ьеговој КОflшури посш6ји шачка 
(xk , Yk) тако да је за свако х, у из Sk 

1 I [t (х, у) - / (Xk' ћ)] - [(Х - Xk) /'Ј (Xk' Yk) + (у-Yk) /'у (Xk' Yk)] I < € б.:с. 

(6) \ I [g( Х",у) - g(Xk,Yk'\] - [(х - '~k\ g'. (Xk, Vk) + (у - Yk) g'y (Xk,Yk'] 1< 8 d k • 

(dk= +нх . Xk)~+(Y - Yk)~)' 
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Доказ је ово. Поделимо подручје S еквидистантним правима 
паралелним х - и у - осовини У делове. Ако том поделом 
постигнемо да релације (6) буду испуљене, ствар је у реду. Ако 
у неком од ових делова бар једна од тих релација није испуљена, 
поделиhемо га на исти начин у делове. Итд. 

Доhи вемо тако до низа подручја S'1' S'2' S'8' .... ' који тежи 
ка некој граничној тачки (хо, Уо) у подручју S, а у којима наше 
тврђеље не важи. Према дефиницији диференцијабилности, постоји 
око те тачке подручје S' тако да је за сваку тачку (х, у) из S' 

I [t(x, у) - f (хо , Уо)] - [(х - хо) {'х (хо , уо) + (у - уо) {'у (хо , уо)] I < 860' 

I [g (х, у) - g(Xo,yo)] - [(х - ха) g'x (ха, Уа) + (У - Уа) g'y (ха, Уа)] I < 860' 

Међутим, ако узмемо то довољно велико, сва подручја S'm код 
којих је т > то лежаhе у S' те ве ове две неједначине важити 
и за те S'm, што је у противречности с претпоставком да у љима 
наше тврђење не важи. 

Јасно је да се ова особина може пренети и на три, четири' .... 
функције (коначан скуп њих). Наравно да важи и за једну функцију. 

2. !<РИВОЛИНИСI\И интеграл 

2.1. Доказаhемо овај став: 
ПретпостаВRе: 10 Функције Р (х, У) и Q (х, У) дифереllција

билне су У отвореном liодручју D; 

.20 У D је д Q = дР ; 
дх ду 

30 Затворена Жорданова крива линија К лежи 
У D и може се ректифицирати; 

40 Затворено liодручје (К), чија је контура 
К, део је liодручја D и може се разложитu У коначно много liодручја 
нормалних u с обзиром на х - и с обзиром на У - осовину. * 

Твр1јење: 

(7) Ј р dx + Q dy = О. 
к 

Доказ је сличан класичном доказу који је дао Гурса за 
Кошијеву теорему. 

Узмимо произвољно € > О. Према 1.3 поделиhемо (К) у п 
под-подручја у којима важи (6); означиhемо њихове контуре са Ck • 

Растојање између правих којима је подела извршена нека буде 6. 
Узеhемо поделу тако фином да при том буде изведено и разла
гање предвиђено у претпоставци 40. На основи претпоставке 10, 
можемо на Р (х, У) и Q (х, У) применити (6): 

, Подручје је нормално с обзиром на х-осовину ако му контуру чине 
праве х=а и х=Ь и криве у=/1 (х) и y=t2(X), где су функције 11 (х) и 12 (х) 
непрекидне за а < х < ь и 11' (х) < {2 (х). Аналогно за у-осовину. 



Интеграли дИференцијабилних Функција 

Р (Х, У) = Р (Xk. Yk) + (Х - Xk) Р'х (Xk. Yk) + 

+(У - Yk) Р'у (Xk. Yk) + Bk Gk. 1 8k 1< 8; 

Q (Х, У)= Q (Xk. Yk) + (Х - Xk) Q'" (Xk. Yk)+ 

+ (У - Yk) Q'y (Xk. Yk) + I]k ak. I I]k I ::. в. 

33 

Како су, на основи претпоставке 1 о, функције Р (Х, У) и Q (Х, У) 
на Ck непрекидне, ТО,-на основи претпоставке 30, постоје криво
ли ниски интеграли 

f Р (Х, У) dx~P (Xk, ћ) r dx+P'x (Xk' Yk) Ј (Х - Xk) dx + 
~ 4 ~ 

+Р'у (Xk' Yk) Ј (У - Yk) dx + Ј 8k ak dx, 
Ck Ck 

Ј Q (Х, У) dy= Q (Xk' Yk) Ј dy + Q'x (Xk' Yk) Ј (Х - Xk) dy+ 
Ck Ck Ck 

+ Q'y (Xk' Yk) Ј (У - Yk) dy+ Ј I]k Gk dy. 
Ck Ck 

Међутим је 

Ј (У - ћ) dy = Ј d 1/2 (У - ћ)2 = О. 
ck Ck 

Затим је, на ос'нови претпоставке 30, 

If Bk Gk dx I < 8 а У2 lk' I Ј f}k Gk dy I < Е 3 У2' lk' 
Ck Ck 

где је lk дужина контуре Ck (сл. 1). 
Напослетку, на основи претпоставке 
40, над подручјима (К) и (Ck ) може се 
извршити квадратура, а површина по

следњег је 

pk = r xdy = - Ј ydx . 
Ck Ck 

Према томе је 

оо 
Сл. 1 

!kP (Х, У) dx = - Pk Р'у (Xk' Yk) + 6k 8 -У2' lk, I ek I < 8; 

Ј Q (Х, У) dy = pk Q'x (Xk, Yk) + II.t а v2 lk, I II.t I < 8. 
Ck 

з Зборник 
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Сабирањем добивамо 

(8) { Ј р dx + Q dy = pk [Q'x (Xk. Yk) - Р'у (Xk. Yk)l + 2 (J.k 8 "'/21k 
~ . 

!akl<e. 
Ако је испуњена и претпоставка 20, биhе 

f Р dx + Q dy = 2",/2 8 Ik(J.k • 
Ck 

Но свакако је 
le~;;, 4 8 + Sk , 

где је Sk дужина оног дела криве К који учествује у контури Ck • 

Према томе је 

f Р dx+ Q dy=-=2"'/2 (482 +8 Sk) ak, lak 1< 8. 
Ck 

Саберемо ли ове једначине од k = 1 до k=n, поништиhе се 
на левој страни интеграли по трансверзалама и добиhемо 

Ј Р dx + Q dy = 2 У2 (4 п 82 + 8s) а , I а ! < 8 , 
Ск 

где је s дужина контуре К. Број п 82 је збир површина квадрата 
који леже у (К) и на контури К. Он је сигурно мањи од повр
шине с2 једног довољно великог квадрата у ком се налази (К); 
онда је и 8 < с. Према томе је 

I f Р dx + Q dy I < 2 "'/2 (4с2 + cs) 8, 
К 

где су с и s одређени бројеви. И тако, посматрани КРИВОЛl'Iниски 
интеграл је, по апсолутној вредности, мањи од сваког унапред 
датог позитивног броја. Он је, дакле,. нула. 

Тиме је тврђење (7) доказано. * 
Уобичајеним поступком може се изведени став пренети и на 

вишеструко повезана подручја. 

2.2. Из става 2.1 лако је извести ово: 

Претпоставке: 10 Фующи7е Р(х,у) и Q(x,y) диференциiа6илне 
су у отвореном једноструко uовезаном uодручју D; 

20 У D' aQ _ дР 
Је ах--ду" 

30 г и г' су једноставне Жорданове криве 

* Претпоставка 20 тврђења интервенише у поништавања збира првих чла
нова десне стране једначина (8). Стога је довољно претпоставити: у D је 
дQ дР _ . _ _ . . 
дХ'= ду • осим евеншуално у Једном скуиу шачака ЧUJа Је мера нула. 
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линије које СПајају Шачке М и N, леже У D и .могу се реКШифицираШи; 
40 ЗаШворено подручје (К), чија је конШура 

К = Г + Г', део је подручја D и може се разложиШи у коначно много 
подручја нормаЛ1lих и с обзиром на х - и с обзиром на У - осовину. 

Тврђење: 
Ј Р dx + Q dy = Ј Р dx + Q dy . 
Г Г' 

ТО значи да тада интеграл зависи само од почетне и 
завршне тачке. 

2.3. Став 2.1 Допушта овакву инверзију: 
Претпоставке: 10 Функције Р (х, У) и Q (х, У) диференција

билне СУ У ОШвореном подручју D; 
. 20 ЗаШворена Жорданова крива линија К~лежи 

У D и може се рекШифицираШи; 
30 ЗаШворено Подручје (К), чија је l€оншура 

К, може се разложиШи У l€оначно много uодручја нормалних и 
с обзиром на х - и с обзиром на У - осовину; 

увек је 
40 Ма Kal€O изабрали К (уз услове 20 и 30), 

Ј Р dx + Q dx = О . 
к 

Тврђење: AI€O је даШо 1) > О, У CBal€OM Под-Подручју D' ПОД
ручја D има бар једна ШаЧl€а (х', у') у l€ojoj је: 

(9) I Q'x (х', у') - Р'у (х', у') I < 1) • 

Наиме, доказујуhи 2.1, дошли смо, под садашњим претпо
ставкама 10, 20 и 30, до једначине (8). Поделу Ьемо извршити тако 
фином да се у изабраном под-подручју D' налази један квадрат Ck • 

У њему, према (8), постоји тачка (Xk, Yk) тако да је 

Ј Р dx + Q dy=82 [Q'x (Xk, Yk) - Р'у (Xk, Yk)]+8V2 82 ak, I a:k 1< 8, 
Ck 

јер је сад Pk = 82, lk = 48. Међутим, према садашњој претпоставци 
~O, кр.:;,волиниски интеграл на левој страни је нула. Дакле, 

Q'x (Xk, Yk) - Р'у (Xk, Yk) = - 8 -У2 ak, I a:k I < В. 
Узмемо ли в < '1)/8V2, тврђење је доказано . 

. Из (8) не излази да је Q'x (Xk. Yk)= Р'у (Xk, Yk). Још мање 
се сме тврдити да је у свакој тачки подручја D, под наведеним 
претпоставкама, Q'x=P'y. 

2.4. Н. Loomann у својој расправи »Uber die Cauchy-Rie
mаппsсhеп Differentialgleichungen« (Обtt. Nachr. 1923, р. 97-108) 
доказао је ово: 

"Нека буду р (х, у) и q (х, у) две једнозначн~ у О дефини
сане функције од х и у које задовољавају ове услове а) р (х, у) и 
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q (х, у) су непрекидне у (х, у); б) У свакој тачки постоје ~~ и 

в) изузевши једног скупа мере нула важи :~ == ~~. Тада је 
f pdx+q dy=O 

дуж сваког оног правоугаоника са странама паралелним осови

нама чија унутрашњост и контуре падају у О". . 

Претпоставке су овде шире него у 2.1: не тражи се дифе
ренцијабилност функција р и q, веЬ само егзистенција извода 
др/ду и aq/ax и непрекидност функција р и q. Но, резултат је ужи 
него онај у 2.1: код Ломана је К специјална крива линија, наиме 
правоугаоник чије су стране паралелне координатним осовинама. 

3. I.(оши-Риманове једначине 

3.1. У отвореном подручју D функције и (х, у) и v (х, у) нека 
бу ду диференцијабилне и нека у свакој тачки тог подручја задо
вољавају Коши-Риманове ~једначине 

(1 О) 
ди av 
-=-, 
дх ду 

ди av 
-=--
ду' дх 

Ако У диференцијабилним функцијама и (х, у) и v (х, у) пре
ђемо са правоуглих координата х и у на поларне р и 'Р, можемо 
због диференцијабилности применити правило О диференцирању 
сложених функција: 

ди ди ди . 
-=- COS q> + - SШ 'Р, 
др дх ду 

аи ди . ди 
- = - р - SШ q> + р - COS q> , 
дq> дх ду 

av av av . 
- = - COS q> + - S1П 'Р, 
др дх ду 

~av д~' . av 
- = - р - S1П q> + р - COS q> • 
aq> дх ду 

Одавде се види да и и V имају изводе по р и 'Р. 

Променимо ли р и q> за А р и А 'Р, промениhе се х и у за h 
и k, а ако А р и А q> теже ка нули, тежиhе и h и k ка нули и 
обрнуто. Према томе, ако су и и V диференцијабилне функције 
од х и у, биhе то и с обзиром на р и 'Р. 

Даље је 

рди _ av = р (ди _ aV) cos q> + р (ди + aV) sin q> , 
др aq> дх ду ду дх 

р :~ + :: ~ р (:; + ::) cos q> - р (:~ - :;) sin q> • 
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Према томе, услов (10) повлачи З8 собом 

ди av ди' av 
р-=-, 

др дер 
-=-р-, 

дер др 
и обрнуто. 

На тај начин, еквиваленција једначина (10) и (10bis) изведена 
је под претпоставком о диференцијабилности функција и (х, у) и 
v (х, у), а не о непрекидности њихових извода првог реда. 

Лако се директним рачуном уверити о овом: ако функција 
g (х, у) има у подручју D непрекидне делимичне изводе првог и 
другог реда и при том је 

a2g a2g 
дх2 + ду2 = О, 

а функције и (х, у) и v (х, у) су у истом подручју диференција
билне функције и задовољавају Коши-Риманове једначине (10), 
онда су и функције 

(11) { Р (х, у) = и :: - v :: ' 

Q(x,y)=u
ag 

+v ag 
дх ду 

у D диференцијабилне и задовољавају Коши-Риманове једначине 

дР aQ дР aQ ----, -- =--
дх ду ду дх 

3.2. На основи 2.1 излази одмах ово: 

Претпоставке: 1 о Функције и (х, у) и v (х, у) дuференцијабилне 
су у отвореном i10дручју D и задовољавају у љему Коши-Риманове 
једначuне (10); 

20 Затворена Жорданова крива линија К лежи 
у D и може се ректифицирати; 

30 Затворено i10дручје (К), чија је контура К, 
део је i10дручја D и може се разложити у коначно много i10Д-ПОД
ручја нормалних и с обзиром на х - и с обзиром на у - осовину. 

Тврђење: 

(12) S и dx - v dy=O, Ј v dx+u dy=O. 
к к 

Тако је (12) изведено претпостављајуhи диференцијабилност 
функција и (х, у) И V (х, у), а не непрекидност љихових извода 
првог реда. 

Уопштавање на вишеструко повезана подручја евидентно је. 
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3.3. Пошавши од оног што смо рекли у 2.1 за (11), извеш
Ьемо ово: 

Претпоставке: 1 о Функције и (х, у) и V (х, у) диференцијабилне 
су у ошвореном i10дручју D и задовољавају у 1Ьему Коши-Риманове 
једна чине (10); 

20 Зашворена Жорданова крива линија К лежи 
у D и може се рекшифицираши; 

30 Затворено i10дручје (К), чија је контура К, 
део је i10дручја D и може се разложиши у коначно MHoro i10дручја 
нормалних и с обзиром на х - и с обзиром на у - осовину. 

(13) 

Твр1јење: У свакој шачки (Е, Ij) из (К) која не лежи на К је 

21t и (Е, Ij) ~ 

= ф[{Х-~) v(x,y)-(y-Ij) и (х,у)] dx+[(y -Ij) v(x,y)+(x-~) и (х,у)] dy , 
(х - ~)2 + (у - Ij)2 

К 

21t V (~, Ij) = 

= ф[(х-~) v(x,y)-(y-I) и (х,у)] dy - [(Y":'Ij)v(x,y)+(x - ~)и(x,y)] dx . 
(х - ~)2 + (у - Ij)2 

К 

Узеhемо, наиме у (11) 
g(x,y)= -Iogr, г= +V(X-~)2+(Y-Ij)2, 

јер ова функција задовољава услове у D осим У тачки (~, Ij). 
опишемо ли око те тачке круг у тако да он лежи у (К), моhи 
Ьемо на функције Р и Q из (11) применити (12): 

Ф Р dx - Q dy = Ф Р dx - Q dy , 

к у 

Ф Q dx + Р dy = Ф Q 1х t Р dy . 

к у' 

Међутим је 
дg х - ~ дg у-!} -=---, 
дх г2 

-=---, 
ду г2 

па је, према (11), лако видети да су 

Pdx-Qdy и Qdx+Pdy 

баш изрази који стоје под интегралом у (13). 

На кругу у они Ье се упростити, јер је ту 

х - ~=Ro cos Чr, у - Ij=Ro sin Чr, r=Ro; 

dx= -RоsiпЧrdЧr, dу=RосоsЧrdЧr. 
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Према томе, на контури у имамо 

Дакле, 
Pdx-Qdу=и(х,у)dЧr, Qdх+Рdу=v(х,у)dЧr. 

2:11: 

f р dx - Q dy = f и (~+ Ro cos Чr, 1") + Ro sin Чr) d Чr, 
у о 

2:11: 

f Q dx + Р dy = f v (~+ Ro cos Чr, 1") + Ro sin Чr) d Чr. 
у о 

Но, како су, због диференцијабилности, и (х, у) и v (х, у) 
непрекидне функције у D, можемо Ro узети тако мало да буде 

I и (~+ Ro cos Чr, 1") + Ro sin Чr) - и (~, 1"}) 1 < Е, 
I v (~ + Ro cos Чr, 1") + Ro sin Чr) - v (;, 1"}) I < Е, 

ма како изабрали е > О. На основи тога је 

I 2 п и (~, 1"}) - ф р dx - Q dy I < 2 п Е , 
К 

12 п v (~, 1"}) - ф Q dx + Р dy I < 2 п Е • 
К 

Како Е може бити произвољно мален позитиван број, то је тиме 
(13) доказано. 

3.4. Ако у отвореном Подручју D диференцијабилне функције 
и (х, у) и v (х, у) задовољавају Коши-Риманове једна чине, оне у свакој 
тачки тог Подручја имају неПрекидне изводе По х и у свих редова. 

Наиме, око ма које тачке (~, 1"}) отвореног подручја D можемо 
повуhи криву која ће задовољавати услове из 3.3, па написати 
формуле (13). У интегралима на десној страни сматраћемо е и 1) 
као параметре. Одмах се види да функције под интегралима имају 
непрекидне изводе по ; и 1) свих редова и да се може применити 
правило о диференцирању под знаком интеграла. Тиме је тврђење 
доказано. 

3.5. Став 3.2 Допушта овакву инверзију: 

. Претпоставке: 1 о Функције и (х, у) и v (х, у) су непрекидне у 
отвореном подручју D; 

20 Затворена Жорданова крива линија К лежи 
у [) и може се ректuфицирати; 

30 Затворено Подручје (К), чија је контура К, 
може се разложuти у коначно много Подручја нормалних и с обзиром 
на х - и с обзиром на у - осовину; 

40 Ма како изабрали К (уз услове 20 и 30), 
увек је 

f и dx - v dy = о, f v dx + и dy = О . 
к к 
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ТВРђење: Функције и (х, у) и v (х, у) су у D диференцијабилне' 
и задовољавају Коши-Ри.м.анове једна чине (10). 

Јер на основи претпоставке 40, интегралима 
(х. у) (х,у) 

Р(х,у)= f udx-vdy, О(х,у)= f vdx+udy 
(хо. у.) (,,(о. у.) 

једнозначно су дефинисане у D функције Р (х, у) и О (х, у), за 
које, према претпоставци 10, имамо 

дР дР да да 
-=и 
дх ' 

-=-V' 
дх ' 

-=V, 
дх 

-=и. 

дх 

Одмах се види да је 
дР да -=--, 
ду дх 

тј. да функције Р и О задовољавају Коши-Риманове једначине. 
Осим тога, како су u и v, према претпоставци 10, непрекидне 
функције, сигурни смо да су Р и О диференцијабилне функције. 
На основи 2.4 постоје, дакле, непрекидни изводи 

ди д2Р д2О ди д2Р д2О 
-=-=--, -=--=-; 
дх дх2 ду дх ду дх ду ду2 

дv 

дх 

д2Р д2О 
---=-, 

ду дх дх2 

дv д2Р д2О 
-~ - --=---
ду ду:: дх ду 

Одавде излази да су функције и иv диференцијабилне и да је 

ди дv ди дv 
-=-, -= --, 

дх ду ду дх 
што смо и тврдили. 

Кад су, дакле, испуњени услови 10 - 40, можемо на функције 
и и v применити став 2.4. 

3.6. Узевши у (13) за К круг са средиштем у тачки Мо (хо , Уо) 
који лежи у подручју О, добиhе се за сваку тачку М (~, 1'}) из уну
трашњости тог круга познати развоји у конвергентне бес ко
начне редове 

оо 

и (~, 1'})= ао + L (ау cos v q> + Ьу siп v <р) рУ, 

(14) 
v=l 

оо 

V (~, 1'}) = - ЬО + L (ау siп vq> .,.. Ь у cos v q» ри , 
v=l 

где је 
~ = хо + р cos q> , fj = Уо + Р siп <р • 
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Исто тако, за сваку тачку М (~, ч) из кружног прстена око тачке 
Мо (хо , Уо) који лежи у D добивају се развој и 

оо 

U (~, ч) = L (a v cos v <р +bv siп v :р) рl!. 

(15) 
v=-QO 

оо 

V (~, ч) = L (a v siп v ср - bv cos v ср) pv . 

v=-QO 

Све то под претпоставком да су функције u (х, у) и v (х, у) у D 
диференцијабилне и да задовољавају Коши-Риманове једначине (10). 

Под истим претпоставкама, на основи 3.4, закључујемо да 
функције u (х, у) и v (х, у) задовољавају Лапласову једначину 

д2 u д2 U _ +--=0. 
дх2 ду2 

3.7. Хармониска функција И (х, у) дефинише се овако: постоје 
непрекидни делимични изводи првог и другог реда и при томе је 

И"х" + И"уу = о . 
На основи 3.4 види се да у овој дефиницијИ има више услова 

него што је потребно. Можемо, наиме, дефинисати овако: За 
функцију И (х, у) реhи Ьемо да је у отвореном подручју D хармо
ниска ако задовољава ове услове: 10 она има у D диференција
билне изводе првог реда И'" и И'у (према томе, постоје И"х)., И"ху; 
И"ух, И"уу); 20 У CBaK~j тачки подручја D је 

И"УХ= И'ху, и"уу = - И"хх. 

Јер, ако ставимо u = И'х и v = - И'у, биhе функције u (х, у) и 
v (х, у) у подручју D диференцијабилне и задовољаваhе КоIUИ
Риманове једначине, па можемо применити 3.4: и изводи другог 
реда функције И (х, у) су непрекидни. 

4. Функције комплексне променљиве 

4.1. На основи 1.2 и (14) одмах се може извести да се 
функција t (z), ако има извод у свакој тачки неког отвореног 
подручја D, може у једном кругу око сваке тачке zo тог под
ручја развити у цео ред по z - zo, тј. да је аналитичка. Одатле 
излази да у свакој тачки подручја D она има изводе свих редова 
ако има у њима извод првог реда; уосталом, ово излази и из (5), 
на основи 3.4. 

Применивши (15), добиhемо за t (z) Лоранов ред, па онда 
можемо увести и појам сингуларнчх тачака и њихово разврста
вање. Тако се може изградити цео диференцијални рачун ком
плексних функција и без појма интеграла тих функција. 
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Кад се уведе појам интеграла и код комплексних функција, 
(12) даје Кошијев став, (13) Кошијев интеграл, а 3.5 Морерин став. 

Подлога за све то је став 2.1. 

4.2. Ломан, у напред цитираној расправи (в. 2.4) доказао је 
ово: Ако су функције и (х, у) и v (х, у) у отвореном подручју D 
непрекидне и имају изводе 

ди ди дv дv 

дх' ду' дх' ду 

који у D (осим евентуално у једном скупу мере нула) задовоља
вају Коши-Риманове једначине (10), функција {(z) = и (х,у)+ i v{x,y) 
је у D аналитичка. За извођење овог става Ломан, а после њега 
и остали*, претпостављају да је веЬ изграђен интегрални рачун 
комплексне променљиве (дефиниција интеграла, Коши-Гурсаов 
став, Морерин став) и служе се теоријом скупова и Лебеговим 
интегралом (осим К. Мајера**, који место Лебегова интегралн 
употребљава виша средства из теорије комплесних функција). 

Према 1.2. из Ломанова става излази сигурно ово: 
Ако су функције и (х, у) и v (х, у) у отвореном Подручјv D 

непрекидне и имају изводе 

ди ди дv дv 

дх' ду' дх' ду 

/сОји у D задовољавају Коши-Риманове једначuне (10), функције 
и (х, у) и 11 (х, у) су у D диференцијабилне. 

Кад би се овај став могао непосредно и што елементарније 
извести, онда би Ломанов став био брза последица онога што 
смо рекли у 1.2. У основи, требало би из претпоставки Ломанова 
става извести да важи (2) у 1.1. 

ој: В. и D. Menchojj: Les conditions de mопоgепеitе (Paris. Неrmапп et бе) 1936. 
** К. Meieг: Zum Satz vоп Lооmапп-Мепсhоff (СОmm. Math. Helveticl25 

(1951), р. 181-195) .. 
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LES INTEGRALES DES FONCTIONS DIFFERENTIABLES 
par 

R. KASANIN 

Оп admet соmте соппи qu'une fonction t (х, у) est dite dif
ferentiable аи point (х, у) 10rsqu'i1 existe des fonctions А (х, у) et 
В (х, у) telles qu'on ait, independamment de h et k, 

t (x+h, У+ k) - f(x,y)=h А (х, y)+k В (х, у) + с:1 е, 

cr = V h2 + k2
, Нт е = о. 

а-+ 

Il s'ensuit directement que lа fonction t (х, у) est continue аи mеmе 
point et possede еп се point les derivees partielles du premier ordre 

'х(х.у)-А(х,у), t'y(x,y)-B(x,y). 

Le but de lа presente note est d'etendre certains theoremes 
integraux аих fonctions differentiables еп пе faisant intervenir que 
les theoremes d'analyse les plus elementaires. La condition essentielle 
est que les fonctions soient uniformes. 

L'enonce du theoreme fondamental est "donne dans 2.1: 
Hypotheses: 10 Les fonctions P(x,y)"et Q(x,y) sont dif

ferentiables dans le domaine ouvert D; 

20 Dans lе domaine D оп а дQ = дР; 
дх ду 

30 La courbe fermee К de Jordan est situee 
dans D et est rectifiable; 

40 Le domaine ferme (К), ayant pour contour 
К, est ипе partie du domaine D et est decomposable еп ип nombre 
Ппi de domaines normaux а lа fois par rapport а х et par rapport а у*. 

Оп affirme qu'on а alors 

f Pdx + Q dy=O. 
к 

La demonstration de cette affirmation est semblable а lа demonstra
Ноп classique du theoreme de СаисЬу donnee par Goursat. Оп пе 
suppose pas lа continuite des derivees. 

Еп admettant сеlа, si les fonctions и (х, у) et v (х, у) sont dif
ferentiables dans le domaine ouvert D et у satisfont les equations 
de Cauchy-Riemann, оп aura, ауес les memes conditions sur lа 
courbe К е! le domaine (К), 

r и dx - v dy = о, f v dx + и dy = О, 
[К к 

sans supposer lа continuite des derivees. 

* Le domalne est dlt normal par rapport а I'axe des х si son contour est forme 
par les droites х==а et х=Ь et les courbes У=/l (х) et y=12(X). les fonctions 11 (х) 
et 12 (х) etant continues pour а < х < Ь et It (х) < 12 (х). De m~me pour I'axe des у. 
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Pour ces memes fonctions sont valabIes les formules (13), 
donnees dans 3.3, а l'aide desquelles оп parvient аих conclusions 
suivantes: si dans le domaine ouvert D les fonctions differentiabIes 
u (х, у) et v (х, у) satisfont les equations de Cauchy-Riemann, elles 
possedent еп chaque point de се domaine des derivees contil1ues 
раг rapport а х et у de tous les ordres. 

Еп prenant dans (13) рош К ип сегс1е ayant son centre аи 
point Мо (хо , Уо), situe dans 1е domaine О, оп aura роиг chaque point 
М (s, 1]) situe а l'interieur de се сегс1е, des deve10ppements еп series 
infinies convergentes connus (14), et роиг l'аппеаи circulaire des 
deve10ppements (15), - tout сесј ауес 1а supposition que 1es fonctions 
u (х, у) et v (х, у) sont differentiabIes dans D et satisfont les equations 
de Cauchy-Riemann. 

Ces considerations permettent de definir ипе fonction harmonique 
de lа maniere suivante: ипе fonction U (х,'у) sera dite harmonique 
dans lе domaine ol1vert D si еllе satisfait 1es conditions suivantes: 

1 о еВе possede dans D les derivees differentiabIes du premier 
ordre, И'х et и'у (раг consequent existent les И"хх, и"ху, И"ух, и"уу); 

20 еп chaque point de D оп а 

и"ух = и"ху , И"уу = - и"хх. 

Les resultats precedents sont immediatement applicabIes аих 
fonctions des variables complexes еп vertu de 1а propriete (1.2) 
suivante: 

Pour que lа fonction d'une variabIe соmр1ехе z = х + iy, 

f(z)=u (x,y)+iv(x,y), 

definie dans lе domaine ouvert О, ait аи poiot z de се domaine ипе 
derivee, il faut et il suffit que les fonctions u (х, у) et. v (х, у) soient 
аи point х, у differentiabIes et qu'en се point les equations de Caиcby~ 
Riemann soient valables рош ces dernieres. 

Оп peut de cette fa<;on developper tout lе саlcи1 differentie1 
des fonctions complexes (existence des derivees d'ordres superieurs; 
series de Taylor et de Laurent, notion de points singuliers) sans 
mеmе lа notion de l'integrale de ces fonctions. Еп introduisant lа 
notion de l'integrale aussi pour lE:'S fonctiops complexes, lа formule 
(12) donne lе Љеогеmе de СаисЬу, lа formule (13) l'integrale de 
СаисЬу, et 3.5 le theoreme de Morera. Tout сесј repose sur lе 
theoreme 2.1. 
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ЈОВАН КАРАМАТА 

О АСИМПТОТСКОМ ПОНАШАЊУ НИ30ВА ДЕФИНИСАНИХ 

РЕКУРЕНТНИМ РЕЛАЦИЈАМА 

1. У саопштењу "О геометријској интерпретацији М. Милан
ковиhа конвеџгенције бесконачних редова" [2], показао сам да се 
поменута геометријска интерпретација конвергенције бесконачних 
редова своди на решавање једначине 

x=t (х) 

методом сукцесивне апроксимације, тј. низом узастопних прибли
жних вредности хп одређених рекурентном релацијОМ облика 

ХП +1 = f (хп) , n=О, 1,2, ... , (1) 

као и да брзина конвергенције посматраних редова, тј. низа Хп , 
зависи од реда додира у тачки пресека криве 

y=f(X) 
са правом 

У=Х. 

Том приликом, поред осталих примера, навео сам и општи став 
који даје брзину конвергенције низа приближних вредности (1) 
кад је поменути ред додира k> 1 и који гласи 

Став 1. 'не1&а је 
а>О, k>l, 

f (Х) = х + а (w - X)k + О {( w - x)k} , Х -+ W - О, 

и низ Хп дефинисан са (1); ако је w - Ха > О и довољно .мало, тада је 
Хп = W - a*jnk" +0 (ljn k*) , п -+ оо , 

са 

k*=I/(k-l) и a=lj(k-l)ak*. 
У вези са овим ставом цитирао сам аналоган став који се 

налази код О. Р61уа и О. Szеgб [8, стр. 31, зад. 174 и 173], али 
је тај став нешто ужи, јер не само што претпоставља да је 

f(x)=x+a(w-х)k+Ь(w-х)l+о{(w-х)I}, x-+w-O, са l<k, 
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веЬ се и у доказу имплицитно претпоставља .да је и функццја 
f (х) монотона у близини тачке х = w. 1) 

Доказ става 1 у овом општем облику дао је А. Островски 
[7]. У истом раду он даје и преглед ставова ове врсте, упоређује 
их и проучава њихову ефикасност. Због доцније примене навешhу 
први од ових ставова који је основни став ове врсте, јер даје 
најопштије услове које треба да задовољава функција! (х) да би 
низ (1) конвергирао. Без ограничења могу ставити да jew = О, 
а тада овај став у нешто измењеној транскрипцији гласи (види 
напр. [1] и [6]). 

и 

Став 11. Ако је 

! (х) >- О за 0:( х < с 
inf {t - ! (t)} > о за свако О < х < с . 

x~t~c 

(2) 

(што је исйуљено ако је !(х) нейрекидно и 0< !(х) < х за О<х<с) 
тада низ хn, дефинисан рекуренШном релацијом 

x n +1=f(xn), п=0,1,2, ... , са О<хо<с, 

монотоно ойада и тежи нули кад п'...; оо • 

Доказ овог става је непосредан, јер из (2) следи да је 
хn > Хn +1, тако да хn мора тежити неком ~>- О, па 

а ово се противи претпоставци (2) ако је ~ > О. 
Што се тиче доказа става 1, напоменуо бих само да се он 

може непосредно свести на специјалан случај где је 

f(x)=x+a(w-x)k, а>О, k>I,' (3) 

ако се има у виду ова лема: 

Нека су ср (х) и Ф (х) монотоне функције које не ойадају за 
О :( х :( с, и нека је 

tn +1=CP(tn), Тn + 1 """Ф(Тn),' п=О,I,2, ... ; 
тада из 

ср (х) :( f (х) < Ф (х), О < х < с, 
1) Наиме у скици доказа примера 174, на стр. 188, аутори се ослањају на 

поступак Е. Jacobsthala наведен у примеру 173, који се односи на исти став, 
али са специјалном ,функцИјОМ f (х)=siп х. Том приликом на стр. 188, у другом 
и трећем реду одозго, аутори из siПN х > cjVN+a закључују да је siп (sinN х» 
> sin (c/VN+a), чиме имплицитно уводе претпоставку да функција f(х)=slп х 
монотоно расте. 
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и 

следи 

tn < хn < Тп , за п=о, 1'2' .... (4) 

Доказ ове леме· добива се непосредно индукцијом, јер ако 
претпоставимо да је за неко п (4) испуњено, биhе 

tn +1 = ср иn) < q> (х,,) <1 (хn) = хп + 1 , 
као и 

Став I се, међутим, може проширити и на случај кад ред 
додира k није чист степен. Довољно је да се претпостави да се 
функција 1 (х) - х у близини тачке додира "правилно понаша", 
тј. да буде 

1 (х) - х N axk L (х), х -+ + О, 

где се L (х) "споро мења", што значи да је L (х) > О и да 
L(ux)jL(x)-+l кад х-++О, 

и то за свако и> О. Дефиницију и особине функција које се 
правилно понашају дао сам у радовима (3Ј и ·(4Ј, а оне о~обине 
које Ье нам у овом излагању бити потребне навешhу у тачки 2. 

Прецизно формулисано ово уопштење става I дато је ставом 
III у тачки 3. У овом случају се, међутим, доказ не може више 
свести на иаведену лему и специјални случај (3), али се може у 
главним цртама применити Островсков поступак. 

Ако се у ставу 111 функција f (х) замене функцијом ljg(ljx), 
добива се непосредно у тачки 4 наведени став IV. Овај став даје 
тада асимптотско понашање низа УП који тежи бесконачносrи са 
п и који је дефинисан рекурентном релацијом об.lJика 

Yn+1=g(yn), n=O,1,2, ... , 

и казује како се ово асимптотско понашање може добити И3 
асимптотског понашања функције g (у) кад У -+ оо. Ставови ове 
врсте су од нарочитог интереса у многим проблемима анализе, 
а примера ради, навешhу у тачки 5 један случај где се такав 
став јавља. 

Напомињем да је у ставовима III и IV изричито претпостав
љено да k буде веће од 1, односно r < 1. јер не само да наве
дени поступци у доказу не важе кад је k = 1, односно г- 1, већ 
би се и одговарајуhи став битно разликовао, а претпоставке о 
функцији L (х) морале би бити много прецизније. 
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2. Пре него што пређем на поменуто проширење става 1, 
навешhу овде оне од особина функција које се правилно пона
шају које ће ми у доказу става III бити потребне. 

Претпоставка да се извесна функција h (х) правилно понаша 
у близини тачке х = + О своди се на чињеницу да она има облик 

h (x)=xr L (х), 

где је r коначан реалан број, а L (х) функција која се у близини 
тачке х= +0 споро мења и која се може написати у каноничном 
облику 

при чему 

C(X)-tСјО а e(x)-tО кад x-t+О. 

Према томе, ако се функција h (х) правилно понаша у бли
зини тачке х = + О, тада можемо увек ставити да је 

h(X)NCXrL(x), са СјО, x-t+О, 

и, без ограничења, за компаративну функцију L (х) можемо прет
поставити да има облик 

L(x) ~ ехр ( !B~t) dt 1. 
односно да је 

xL'(x)=o{L(x)} кад х-++О. 

у томе случају је функција 

xr L (х) за r > О 
монотона у близини тачке х= +0. Према томе, за довољно мало 
х постоји увек њена инверсна функција, која тада има облик 

x1fr L* (х), 

где се L * (х) таКОђе споро мења у близини тачке х = + О. 

Како и овде L* (х) служи само као компаративна функција, 
то није потребно дати њену тачну вредност и довољно је наhи 
само најједноставнију функцију која се асимптотски подједнако 
понаша. За одређивање таквог једног израза можемо се у многим 
случајевима таКОђе послужити сукцесивном апроксимацијом. Ако 
наиме ставимо 

LT (х) = L-r. (xr.) 
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и 

где је 
L;+l(X)=L -r. (xr• L: (х», п= 1,2, ... , 

,*= Ј/г, 
тада су 

уп = L: (х), п = 1,2, ... , 

узастопна приближна рещења једначрне 

у = L -r. (ХТ· у), 
а која се за z=xr• у своди на 

zr L (z)-x. 

Дакле, ако овај поступак конвергира, тада 

[: (х) N L* (х) кад п -+ОО. 

Међутим, како се овде тражи само што једноставнији израз 
који се асимптотски понаша као L· (х) и како се L (х) споро 
мења у близини тачке х = + О, то често већ прве од функција 
L~ (х) имају ову особину. Ово наступа чим је за неко n=k 

јер се тада и 
[~+1 (х) N [: (х), (5) 

ц (х) N И (х) за свако п> k, 
тако да се и 

L·(X)NCZ(X) кад x~+O. 

Према томе се у овом случају можемо задрж:ат·и на првој од 
функција Ц (х) за коју важи релација (5), и као компаративну 
функцију уместо функције [. (х), можемо узети ову функцију. 

Тако, наПр., ако је 

L (x)=(lg l/х)Р са произвољним р, 
биhе већ 

па је 
Ц(Х)NЦ (х)", 

L * (х) N Ц (х) = (Ig х-г·грг• = Fpr. (1g l/x)-pr., х -+ + О, 
Ако је, међутим, 

L (x)~e(lg 1/ж)С са О < с < 1 , 

и ако краткоће ради ставимо 

б.иhе 
у = 19 l/х, 

Ц (х) = ехр { - г1-с уС} , 

а (х) = ехр { - г1-с (у + г-с усУ} , 

LJ (х)'= ехр { - г1-с [у + ГС (у + гс усУn ' 
4 Зборник 
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о<с< 1/1., 

LHx)NL~(x), 

-l-с 
L*(X)NLf(X)= e-r ус, 

lј2<с < 2/3, 

Ц(х) NL;(x) , 

L * (х) N L~ (х) N e- г- 1- С (УЧСГ- Сyl!С-1). 

Уопште, ако је 

тада је тек 

па 'је 

тек за 

k-l k 
-~c<-', 

k "'" k+ 1 ' 

Ц+1 (х) N Lr (х) , 
L*(X)NLt(X), X~+O, 

k=[lj(I- с)]. 

Отуда можемо закључити да не мора увек постојати коначно 
п тако да се нека од функција L~ (х) асимптотски понаша као 
L * (х), а ово наступа нарочито кад L (х) сувише брзо тежи нули 
илибесконачности. 

3. На основи наведених особина функција које се правилно 
понашају можемо сад преhи на доказ уопштења става 1, а 
које гласи 

Став 111. Нека је функција f (х) дефинисана у близини тачке 
х = + О и нека се у близини ове тачке функција х - f (х) uравилно 
uонаша, тј. нека је 

rде 

u 

Ако је 

f(x)=x ~ а (х) x k L (х), 

а (х) ~ а =F О, х ~ + О, 

xL'(x)=o{L(x)}, x~+O. 

а>О и k>l, 

u ако је хо довољно .мало, тако да буде 
" 

f (х) > О за О < х < хо , 
u 

iпf{х-f(х)}>О за свако O<~<xo, 
!;~x~xo ' ' 

(6) 

(7) 

(8) 

(9) 

( 10) 
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тада из 

хn + 1 =Ј(хn), п=0,1,2, ... , 
следи да је 

хn СХ) а* п-Н L * (l/n) , п -t оо , 

где је 
k*= 1j(k '71) и' а* = (k*ja)k*, 

а 

х',* L * (х) 
инверсна фующија фующије 

X k - 1 L (х). 

Д о к а з. ИЗ (10) и става II следи да 

хn -t О кад п -t оо • 

Ако ставимо 

Ј(х)=х-ћ(х) и k=l+Q, 
тада је, према (9), 

а према (6) и (7) 
q >0, 

h (~) = а (х) x1+q L (х) N а x!+q L (х), х --.+0, 

па је, према (11) и (14) 

. хn - Хn + 1 = h (хn ) N а x~H L (хn), п --'00. 

Према томе се 

Даље је 

x~L (xn)-х~+IL (хn + 1)= 

=(x~ - x~+д L (xn)+x~+I{L (хn) -L (Хn +1)) =-= 

(11 ) 

(12) 

(13) 

(14) 

( 15) 

(16) 

= q (хn - хn+!) ~~-1 L (x/l) + X~+1 (хn - хn+l) L' (11n), (17) 

при чему се ~n И 11n налазе У размаку (хn + 1 • хn). Како се, према 
(16), хn и Хn + 1 асимптотски подједнако понашају, то је, дакле, и 

~XnN~nN11nNXn+1. п--.оо, 

а отуда је, на основу особина функција које се споро мењају, и • 

L (хn) N L (11n) N цхn + 1), п -t .00. 

Из ових релација и (15) добивамо за први члан обра~ца(17) 

q (хn - хn.ч) ~~-1 цхn ) N aqx~q (L2 (хм» N 

N aqx~ XZ+l L (хn ) L (хм +1)' п --. ОО, 
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а за други члан 

х41 (хп - хп + 1 ) L' (rtn) N ax~+l X~+1 L (хп) L' (I)n) N 

q q L( )L( )I)nL'(I)n) 
~aXnXn+l ХП ХП + 1 , n~oo. 

. L (I)n) 

Према томе се, с обзиром на (8); релација (17) своди на 

1 1 
.. ~ aq кад п ~ ОО, 

x~ L (Х,,) 

тако да се 

-:----- N aqn кад п ~ ОО, 

X~ L (Хп ) 
па се 

X~ L (Хп ) N l/aqn кад п ~ ОО. 
Ако сад са 

x.k* L* (Х) 

означимо инверсну функцију функције 

xq L (Х) = Xk- 1 L (Х), 

то добивамо коначно (види, напр. [5, стр. 116-120Ј), с обзиром 
на (13), 

Хп N 1 L* (_1_) N а* n-k* L* (l/n), п ~ ОО, 
. (aqn)k* aqn 

чиме је ·тврђење. (12) става Ш .Доказано. 

4. Ако У ставу Ш изв~шимо CMe~e. 

Х = l/у и f (Х) = 1/8 (у), 

тада се претпоставке (6), (7) и (8) своде на чињеницу да се 

g (у) - у 

правилно понаша кад Y.~ ОО, .. тако да функцију g (у) можемо 
написати у облику 

где 

g.(y) = у+А (у) у' L (у), 

А (у) ~ А *' О, y.~ ОО:, 

yL'(y)=o.{L {y}},y~ оо, 

(18) 

(19) 

(20) 
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и где је, с обзиром на (9), 

А>О и г<l. (21 ) 

Заиста, према (6) је 

g(y)-y= у -у= 
, 1 - а (l/у) yl-k L (l/y) 

а (l/y) 2-k L (1/ ) 
1 - а (l/у) y1-kL (l/y) У У , 

тако да се, ако ставимо 

А (у) = а (l/у) , 2 _ k = г, 
1 - а t1/у) y1-k L (l/у) 

и L (l/y) заменимо са L' (у), релације (6), (7) и (8) своде на (18), 
(19) и (20), а УСJIОВИ (9) на услове (21). 

Ако затим ставимо 

тада И3 

x-f(x)=g(y)-y 
yg (у) 

следи да ће услови (10) бити испуњени ако је уо довољно велико 
да буде 

inf {g (у) - у} > О за СЬако I} > Уе' 
h~У~Ч' . 

Даље се рекурентна релација (11) своди на 

Уn+l =g (Уп), П = 0'1'2' .... ' 

и најзад тврђење (-~2) на 

уп N А * П'· L * (п), п -+ оо I 

где је 
;*=1/(1-;), 'А* = (А/г*У*,. 

,а 

х'* L * (х) 
инверсиа функција 'функције , 

",1-, L (х) . 
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Овим добијамо ставу III аналоган став' :који гласи . 

Став IV. Нека је функција g(y) дефинисана за велике вредности 
од у и нека се g (у) - у uравилно llонаша кад у ~'ОО, тј, нека је 

где 

u 

Ако 1е 

g (у) = у + А (у) yr L (у); 

А (у) -t А ор а, . у ~ ОО , 

У L' (у) =d{L Су)} ,y-t оо, 

А>О, г<l, 

u ако је уо довољно велико Шакода буде 

тада ИЗ 

следи да је 

где је 

а 

inf {g(y)-'y} >0 за свако q>yo, 
yo~y~q 

YnNA*nr*L*(n), n";~,' 

г* == 1/(1 - г) , А * =(A/r*)r* , 

yr* L* (у) 
инверсна функција функције' 

.yl-r L(y). 

, . 

(22) 

5. Илустрације ради. навешhу овде joЏl поступак КОЈИМ је 
Б. Поповии [9] 'показао да постоји таква функција А (t) која се за 
бескрајно много вредности од t понаша као 

с t1+ 8 , () < е < 1, С > О , 
а при томе не опада сувише брзо, тј. задовољава услов 

А (t+h)-A (t»-Mh, 

за свако t> о и 0< h < ho• где су М и ho коначни и пози
тивни бројеви, и поред тога што њена" Laplace-ова трансформа
ција, тј. 

.. ~ 

ао ао 

Ј (<1)= Ј e-at d А (t)-<1 Ј e-at А (t) dt 
о о " 

остаје· ограничена кад <1 -+ О. 
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При образовању ове функције јавља се низ бројева Уп који 
је дефинисан рекурентном релацијом облика (22) са специјалном 
функцијОм облика 

g (у) = у + 2yr и г < 1. 

Иако за сам поступак није битан експлицитни облик овог низа, 
ипак је од интереса да се напомене да овај низ не расте сувише 
брзо, .јер се, прем~ ставу III он понаша c~lrf0 као, ~~веста~степен 
од п кад п ~ оо. Према томе, за конструкцију овакве функције 
А (1) није потребно да овај низ расте сувише брзо, као што је 
то обично случај код многих. сли~них проблема. Али, ако желимо 
да образујемо функцију А (t) која се местимично понаша као Ct, 
ово би се евентуално могло постиhи само низовима УП који теже 
бесконачности брже од маког степена од П, уколико таква функ
ција уопште постоји. Ово се најбоље увиђа И3 . самог начина 
образовања функције А (t); стога ћу овај поступак изнети у 
нешто сажетом облику и том приликом штавише показати да се 
наведени услови које мора задовољавати функција А (t) могу још 
нешто сузити, и то овако: 

постоји таква функција А (t) чији извод остаје ограничен, Шј. 

I А' (t) 1< М, за свако t> о, (23) 

чија Laplace-ова трансформација тежи' нули,U ШО тако да буде 
со 

Ј (а) = <1 Ј e-at А (t) dt= О (Gk), а ~ О; 
о 

. ',,; (24) 

.ма колико велик био број k, а која се -при томе иПак местимично 
Понаша као Ct1-&, тј. постоји низ бројева tn такав да је 

(25) 

са С > О и произвољно мало е > о. 
Да бисмо ово показали, образујмо најпре фун~цију Н (t), 

.која у размаку (- 1, + 1) има одређен извод и ове особине: 

10 Н(-l)=Н(+I); Н'(-l)=Н'(+l), 
20 функција 

+1 
К (х) = Ј е-хl Н (t) dt 

-.1 

има у тачки х = О нулу . .најМIIње q'TOr реда, тј. 

+1 

(26) 

(27) 

К<У) (О) = ( - 1)У f tv н (t) dt = о' r за v = О, 1, '.:. , q - 1. (28) 
-1 , .. ,', 
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Из (28) с.цеди :да је 

2q К 
I к (х) 1 < __ xq - 1 (ех - е-Х) за свако х> О, ; (29) 

q! ' 
где је 

IH(t)I,<K за -1<t<+I. 

Заиста; парциј~лiщ~ интеграцијом интеrрала (2ђДОбивамо, 
према (28), .,' , 

" +1 
К (x)=x iI Ј е'-х! Hq (t)dt, 

-1' ' 

где Је Нq(х)q~ти интеграл функције Н (х), тј. 

+1 

тако ,да је 

Нч (х)= 1 Ј' (х - t)q-l н (t) dt, 
(q -1)! 

-1 

K2q 

I Hq (х) 1< -- за свако - 1 < х < 1, 
q! 

шт,Ф црема (30) даје неједначину (29). 

(30) 

Једна таква функција Н (t);ОСФја има особине 10 и 20 је, 
например, полином (q + 8)·ог степена, 

н (t) =.(1- (2)2Р (1),. 

где је Р(ђ Лежандров полином (q +4'-тогстепена. 

,Помоhу функције Н (t) образована функција 

, t-y~* '. , 
А (t) = ZN Н( ---z,,-)зз уп ~J< УП+l, n=о, 1, ... , (31) 

са 

Z - УП +1 - У п У - О 
n-,-~·' 0-' 

испуњаваhе сва три услова (23), (24) и (25) ако низ УП образујемо 
тако да -буде ',' .:', .'. '. , ' . . ., 

уп+! = Уп+ 7 (уп)р/(н 1), п = 1",~, ... , у1 = 1, (32Ј 

где је р произвољан позитиван број < q + 1. 
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Заиста, према (26) функција А (t) има одређен изводза 
свако t f:. О, а из (31) следи 

I А' (t) 1= /H,(t-Yn*)I < Мах I Н' (!) 1, 
ZN -1 Е;; t Е;; 1 

што казује да је услов (23) задовољен. 

Даље је 
оо 

Ј (а) =СЈ f е-а' А (t) dt = 

о 

оо УЏ+l 

= <1 L Zv f га! Н e~:џ*) dt = 

v=o У, 

~ +1 
=<1 L Z~ е-ауџ* Ј e-аЏ Н (t) dt, 

џ=о -1 
па је према (29) 

оо 

I Ј (б) I < 2
q 
К dq ~ Z:+1 е-ауџ* (eazv_e-azv)= 

q , ~ . . 
. р=о . 

~ 

2q K ~ < --dq ~ Z~+I (e-;-аУу-е-:аУУ+l). 
ql џ-о 

Из. (32) међутим следи да је 

'ZnQ+1 = Уп Р за п - 1 . 2 - , , ... , 
а 

::. ; 

Како је овај последњи збир р!јБР (види, напр. 
образац 22]), то је . 

2q р' "к 
'Ј(б) 1< _. к dQ-Р+- d q , 

. q! '. - 2'ql·. 

[5, стр. 82-83, 

~. . 
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што казује да је и услов (24) задовоље н ако само изаберемо р 
и q тако да буде 

k=q-p. (33) 

Најзад, ако означимо са С апсолутни максимум функције 
Н (t) за - 1 < t < + 1 и ставимо о 

С =Н (t*) , 
тада се за 

tn = уп * + t* Zn = уп + (1 + t*) Zn = zn(q+l)/ р + (1 + t*) Zn (34) 
и 

(35) 

тачке са апсцисама tn и ординатама Тn=А (џ налазе на кривој 

(T/c)(q+l)/p+(l+t*j ~ =t, 

коју добивамо елиминацијом Zn из (34) и (35), а за коју важи 

TN С tp!(q-r1) = с (1-" , t -t оо . 

Према
О 

томе је задовољена релација (25) ако за низ 'n узмемо 
вредности дате обрасцем (34) и ако ставимо 

0q _ р+ 1 
10= . 

q+l 
(36) 

Из (33) и (36) видимо да заиста можемо изабрати k произ
вољно велико, а е произвољно мало, ако само q - ТЈ и q изаберемо 
довољно велико, али тако да им количник буде довољно мали. 
Уосталом, из (33) и (36) добивамо за р и q ове вредности: 

k+l 
P=--k-l 

6 ' 

k -1- 1 
q=--l 

6 ' 

а што је требало показати. 

У наведеном поступку за конструкцију функције А (t) је 
битно да низ Уп задовољава рекурентну релацију (32). Ова рела
ција, међутим, је типа (22) става II1, са 

оО 

g (у) = у + 2 уР!{9+ 1 ) , 
тј. са 

A(y)~A=2, L(y)=l и r=p/(q+l)<l, 
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тако да су сви услови овога става задовољени, па је 

q+l q+l 

(2 Q-P+l)q-P+l q-p+1 
УП N п, 

Q+l 

Како ову релацију с обзиром" на (36) 
у облику 

Уп N (2 е)l/& n 11& , п -+ оо , 

П-+ОО. 

можемо написати и 

то отуда и из (25) јасно видимо да УП мора утолико брже да 
расте уколико су амплитуде функције А (!) веЬе, и да би оно 
морало да расте брже од маког степена од п да би функција А (t) 
могла местимично да се понаша као Ct. 
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OBER DAS ASYMPTOTISCHE VERHALTEN- DER FOLGEN,' 
DlE DURCH IТERA TION DEFINIERT SIND 

Ј. KARAMATA 

Ansch1iessend ап einen in [2], [8, Aufgaben 173-41 und (71 
behandelten Satz wird hier die folgende Erweiterllng gegeben. 

Sei f (х) in der Umgebung des Punktes х = + О definiert und ver
halt sich daselbst die Funktion х- f (х) regular (vergl. (31 u. (4]), d. h. es sei 

lJ'оЬеј 

ulld 

gesetzt werden kапл. 

Sei weiter 

f (х) ... х - а (х) x k L (х), 

а (х) .... а t-= О; х ~ +0, 

xL'(x)-о{L{х)}, X~+O 

а>О, k>1 

und хо genagend klein gewiih/t. damit 

und 
f (х) > О 'иг' о <х < Хо . 

inf {x'-f{x)} >0 'иг jedes о<е<,хо, 
;~x~xo 

gШ, dann folgtaus 
Хn +1 = f (хn), п =0,1,2, ... , 

dass 

ist, wo 

k*= l/(k-l) und a*-={k*/a)h* 

lst, und wobei xk*,L*(x) dieinverse Punktion detFunktion Xk - 1 L(x) 
bedeutet. 
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МАХМУД БАЈРАКТАРЕВИЋ 

о НИ30ВИМА ДЕФИНИСАНИМ ЈЕДНА ЧИНОМ 

XV = 80 f (е1 f ( .•• (81' f (О» .•. ) 

Предмет овог рада је испитивање особина низова де фини
caH~X једначином (2). Специјалан случај низа ове врсте, гдје је 

f (х) = '12 +х , испит"ван је и у страној [IЈ и у домаЬој литератури 
[2] и [3]. У отсјеку 1 овог рада дате су неке опште особине низова 
(2), а у отсјеку 11 наведен је извјестан број критерија за конвер
генцију ових низова. 3а илустрацију резултата добивених у 1 и II 
наведена су у отсјеку III два примјера, од којих први претставља 
генерализацију мало час наведеног специјалног низа. . 

Функција f (х) нека буде у затвореном размаку [- а, + а] 
(а > О) непрекидна и нека у том размаку монотоно расте у ужем 
смислу. Нека је осим тога, f( - а)= Ь > О, f (х) > х (1 х I < а), f(а)=а. 

Сваки број z затвореног размцка Ј = [0,21 претставиhемо у 
облику 

(1) 

v=O 

гдје бројеви dv (v=O, 1,2, ... ) за свако z имају одређену вриједност 
О или 1. 

Сваком броју z из Ј одговара једнозначно један низ бро-' 
јева облика 

xv=eo f(e1 f( ... (ev f(0» ... » (v-=O, 1,2, ... ), (2) 

гдје бројеви €.v (v =0, ],2, ... ), дати једначинама 

. 1 - 2 dv ( 1 2 
€.v= v= , , ... ) 

1-2dv - 1 

(3) 

за свако z из Ј, имају одређену вријед.ност + 1 или - 1. При томе 
пар низова (2), односно пар низова (3), који одговарају коначном 
.ДиаДном разломку z =p/2Q (о < р <2Н1, q > О) сматрамо само 
једним чланом скупа НИЗ0ва (2), односно скупа низова (3). 
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Под овим условима вриједи: 
А. - Сваки низ (2) има највише 'Двије тачке' нагомилаваН:1а : 

~1 = Нт Х џ , е2 = Нт Хџ (~1' <: е2). Према томе, ~t и е2 СУО8им, i?дначд-
V--t<х> v--t<x> 

нама дефинисане као функције од z у размаку 1: ~1 = ~1 (z), е2 = ~2 (z). 
В. - Функције ~1 (z) II ~2 (z) монотоно ОПадају у ужем сми

слу од а до - а, и то тако да је 
.; : .-

а:> ~2 (z):> ~1 (z) > ~2 (Zl):> ~1 (ZJ):> - а (О <: z < Zl < 2). 

С. - Функције ~1 (z), sz (z) имају особину 

~1 (2,- z) +~2 (z)=O (О <: z <: 2), 

ШЈ. ове функције су меf)усобно симеШрЩlНе у односу на тачку (1,0) 
као центар симетрије. . 

D.- У свакој тачки размшса (О <:z < 2), ~1 (z} је неирекидна 
функцпја са десне стране. У свакој тачки размака 0< z-<'2, ~2 (z) 
је неПрекидна са лијеве стране. - Посљедица: Ако је ~1 (zJ~ f~ lz.) 
за свако z размака 1, тада је ова функција неПрекидна у том 
размаку. У овом случају је f(-а)=Ь=О. 

Е. - Ако постоји макар једна тачка z размака 1 за коју је 
~2 (z) > ~1 (z), онда су свуда у том раз.иаку тачке дисконтинуи" 
тета функција е1 (z) и ~2 (z) густо раСUореаене а има llX пребро
јиво много. 

Док ази. 

А. - Навешhемо претходно неке чињенице које се могу 
лако доказати: 

1. - Сваком коначном низу бројева 80,81' ... , 8 v' (v=O, 1,2, ... ) 
У којем сваки члан има или вриједност + 1 или вриједност - 1, 
одговара одређена функција Хџ и) дефинисана у затвореном размаку 
[-а, + а] једначином 

Xv (t) """ 80 f (81 f ( ... (8v f (t») ... » (v=O, 1, 2, ... ). 

Функција Xv (t) је непрекидна функција, и у наведеном размаку 
монотоно расте или монотоно опада у ужем смислу, према To~e 

да ли је 

8081'" 8џ = 1 или -1. 

2. Ако ставимо да је X v = XV (О), тада је: 

за 80 81 ... 8у = +1 { X v < X~+1 за 8 V + 1 = + 1, 

Х џ > ХЏ + 1 за 8 џ + 1 = - 1 ; 

за 80 81 ... 8у = - 1 ( X v > X V +1 за 6 Џ +1 ~ + 1, 
Ху < xV + 1 за 8џ + 1 = - 1 . 

Из ових чињеница и из претпоставки учињен·их. о функцији 

f (х) слиједи да се за свако z:j:. p/2q (0< р < 2q+1
; q >'0) oдгo~ 

варајуhи низ. (2) С~СТ9ји од ДB~ дијеЛ(i: jeДHO~. Kojli моно.ТОНО 
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расте у ужемсмислу и друг.ог који МОнотоно опада у ужем 
смислу, при чему је сваки члан првог дијела мањи од сваког 
члана другог дијела. Чланови низа (2) могу се груписати у 
групе облика 

ХАг1 , XAk , XAk + 1 ,· .. , XAk+1- 2 (k=O,1,2, ... ), 

гдје смо претпоставили да зџ, низ, БРојева Е; и=о, 1, 2, ... ), који 
одговара броју z, вриједи . 

Е;=-l за i~Лkf i>O;k=O,1,2, ... ; 
Ео, . 

Е; ~ + 1 за i 1= Лk Лk < Лн l' Ло;> 1 , 
(4) 

тако да свака група за непарно k (парно k) припада првом дијелу 
низа (2), а свака група за парно (непарно) k другом дијелу тог 
низа. ако је уз то Ео = + 1 (Ео = - 1). Јасно је да су оба дијела кон
вергентна, јер су оба монотона и ограничена. У случају кад је 
Ло> 1, наведеним групама треба додати и групу чланова чиЈи су 
индекси мањи од ЛО - 1. Изузетак чине случајеви z-o и z=2, 
када је В;= 1 (ј= 1, 2, ... ), а одговарајуhи низ (2) монотоно расте 
према граничној вриједности а, односно монотоно опада према 
rраничној вриједности - а. 

За z = p/2Q из (3) добивају се два низа бројева Еу облика 

I Eq=+1, 
Ео, Е 1 , .. ·, Eq - 1 , Ен1 = -·1, Eq+;=1(i=:Z,3, ... ; q;>O) (5) 

Eq = -1, 

који се разликују само по члану Eq , . а сваком од њих. одговара 
по један конвергентан низ (2), јер 

f (Ен:! f (Енз f ( ... (Ен ; f (о» ... ») ~ а 

кад i ~ оо (q ;> о). Први од ових низова монотоно опада (расте) у 
ужем смислу, а други монотоно расте (опада) у ужем смислу, 
апстрахујуhи чланове Х; (i < q), кад је 

Eo B1 ,,·Bq=1, ЕоВЈ ... 8q=-1 (Bo E1 ... Eq=-1, Eo B1 ... 8q=1). 

Граничне вриједности ових низова су 

е' = Ео f (Е1 f ( ... (E q - 1 f (Ь» ... » и ~"= Ео f (Е 1 f ( ... (B q _ 1 f ( - Ь» ... ». 
Ако ова два низа сматрамо дијеловимасамо једног низа, 

онда су ~' и е" његова горњна и доња тачка нагомилавања ~~ и 
еl, за које вриједи 

~'=~1<Xq-J<~2=~" за BOEj ... Eq=-l, Eo Et .. ·E q =+l, 

е"=~1<Хq-Ј<~2~~' за Eo E1 ... Eq=+1, EoE1 ... 8q= -1. 

Знак једнакости важи за Ь = f ( - а) = о. - Овим је доказана тврдња А. 
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В. - За докззивање тачности тврдње В поступиhемо овако. 
Нека су дата два броја. из 1: 

Тада је увијек могуће наhи један индекс q такав .да је 

dv.=.dv, (v=0,1,2, ... ,q-l), dq=O" dq =1. 

Из (З) слиједи 

d _ 1 - 80 8\ ••. 8у 
у- 2 (v=O, 1,2, ... )~ (За) 

Претпоставимо да је 8081 ••• 8 q- 1 = - 1, тј. да је, према (За), dq- 1 = 1. 
Тада је, према (З), 8 q -= - 1, 6q = 1, гдје цртица изнад ознаке озна
чава да дотични број одговара броју Zp Функција X q- 1 (ђ, према 
А, монотоно опада у ужем смислу. Како је пак 

8 q t ( ... (8 q +i f(0» .. ;) < О < ~ t ( ... (еНј /(0) ... ) (Ё=О, 1,2, ... ), 

то је 

ХНј > x q- 1 =Xq- 1 > ХНј (i=O, 1,2, ... ). 

За i ~ оо добивамо 

Међутим, оба знака једнакости не могу заједно доhи у обзир, 
јер би то значило да је 

z=Z1=L (0<p<2 q +
1

, q;;;;;:'O), 
2q 

што се противи претпоставци да је z < ZI' Према томе је заиста 

~1 (z) > ~2 (ZI) (z < Zl)' 

На потпуно аналоган начин доказује се да је ~1 (z) > ~2 (zJ 
(z < ZI) и у случају кад је 8081'" 8 q- 1 = 1, тј. кад је dq- 1 = - 1. 

Специјално: 

за z=O је dv=O, 8у = 1 (v=O, 1,2, ... ), те је ~1(O)=a; 

за z = 1 

do=l, dv=O (v=1,2, ... ) и 60=81= -1,8у =1, (v=2,З, ... ), 

те је ~1 (1) = - Ь; 

do~O, dv-l (v=1,2, ... ) и 81= '-: 1,t:o=8v =1, (v=2,З, ... ), 

Teje~2(1)=b; 
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за z~2 је dv~1 (v=O,1,2, ... ) иео =-1,еv =1 (v=1,2, ... ), те је 
~2 (2)= - а. 

Овим Је доказана тврдња В. 

С. - За доказивање тачности тврдње С користиhемо се 
слиједеhим помоhним ставом који је лако доказати: Да би се два 

низа 6у И Еу (v~O, 1,2, ... ), који одговарају респективно бројевима 
z и Zt из 1. разликовали само по члану са индексом нула, тј. да 

би било ~ = - ео, е; = еј (i = 1,2, ... ), потребно је и довољно да 
бројеви z и гl задовољавају релацију z+zl=2. Ако је г=р/2Ч, 
под одговарајуhим низом бројева 6ј (ј =-= 1, 2, ... ) треба подразуми
јевати пар низова (5). 

Нека су сада дата два броја Z и гl из 1, Z -f Zt = 2. Тада за 
низове (2) који одговарају овим бројевима, на основу помоhног 

става, вриједи Xy~ -Ху (v=O,I,2, ... ). Одавде за v~oo слиједи 
liтхи = -limxl', тј. ~2(г)= -еt(Zt) односно e1(2-z)= -e2(z). Овим 
и-.оо и~oo 

је доказана и тврдња С. 

D. - Нека је z = do. d1 d2 ... Из оног што је речено у 
А о природи низова (2), слиједи да је за свако е > О могуЬе 
увијек наhи довољно велик број N (е) такав да је за бесконачно 
много вриједности индекса v > N (€) 

(6) 

Нека су vl и v2 таква два индекса и нека је v2 > v1• Тада је 
Ху < Ху < ~1 (z). 

1 2 

Нека је, најприје, 

Онда је 

Z=L (р и q цијели; O<p<2 Q
+

t
; q>O). 2q 

z= ~~ гдјеје dq =l, dq+I=O (ј=1,2, ... ). 
~2и 
и=О 

Из овог слиједи да је 

eo €t .. • eq=-I, €q+1--1, €q+i=1 (ј=2,3, ... ). 

Према томе, одговарајуhи низ (2) Ху (v = q, q + 1, ... ) монотоно расте. 
За v1 и vz можемо, дакле, узети ма која два броја веЬа од q, тј. 
q < v1 < v2 • Нека је, даље, 

оо 

Zl = ~ ~~ (dv = dv, v < v2 ; ~2+1 = + 1, 
и=О 

5 Зборннк 
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dv +i , i = 2, 3, .. ' 
2 

(7) 

низ бројева О и 1 узетих ма који'd редом). Тада за одговарајуhи 
низ бројева еу вриједи: 8у =еу v <: V2 ; еу = 1, Бv +1 = -1, те Ј'е 

I 2 2. 

Ху < Хџ +i < Ху (i= 1, 2, ".) . 
1 2 2 

(8) 

Множењем ове неједначине са -1, додавањем сваком њеном члану 
брОја ~1 (z), за i -+ оо, с обзиром на (б), добива се да је 

(9) 

Како је пак по дефиницији броја Z1 

јер је, по претпоставци, избор низа (7) сасвим произвољан, то је 
(9) испуњено за све вриједности Zl из затвореног размака 

Како се мјесто V2 може узети ма који број V2 + i (i = 1, 2, ",), то 
се на тај начин добива низ затворених размака, који заједно чине 
један размак 

Овај за i -+ оо прелази у размак [z, z + 1/2У2]. Овим је доказано да 
је ~1 (z) непрекидна функција од z с десне стране у свакој тачки 
z=p/2Q размака 0< z < 2. Слично се доказује тачност ове 
тврдње и за z = О. 

Нека је сада z:/= p/2Q, 0< z <: 2. Како је X v +1 > Xv то 
2 2' 

мора бити или ео ... е" = + 1, ev +1 = + 1, и према томе dv = О и 
2 2 2 

dy +1 = О, или ео ... ev ~ -1, еу +1 = -1, и према томе dv = 1 и 
2 2 2 2 

dV2 +1 = О. Ако и сада са (7) дефинишемо Zl' биhе опет испуњене 
неједначине (8) и (9). Како је пак, по дефиницији бројева z и ZI' 

У=Џ2+ 1 џ. + 2 
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то је (9) испуњено за све вриједности од Zl из затвореног размака 

(10) 

Ако је још и X v < Ху + 1 < ~1 (г), може се V2 замијенити у 
2 2 

(10) са V2 + 1. Ова два затворена размака, уствари, чине један 
затворени размак 

За свако Zl овог размака је испуњена неједначина (9). Ако је пак 

Хџ < Ху +, < ~1 (z) < XV +А-I < ." < Ху +2 < Хџ +1 (л;> 2), (11) 
2 2А 2 2 2 

може се V2 У (1 О) замијенити са V2 + А, те имамо да је (9) испу
њено за свако Zt из затвореног размака 

(12) 

Међутим, лако је доказати да је десна граница размака (12) 
једнака лијевој граници размака (10). Из овог слиједи да је (9) 
испуњено и за свако Zl затвореног размака који се састоји из 
оба размака (10) и (12). 

ИЗ свега овог, резонујуhи даље слично као и у случају кад 
је било z = p/2Q, слиједи да је (9) испуњено за свако Zl из размака 

Овим је у потпуности доказано да је ~1 (z) непрекидна функција 
од Z са десне стране у свакој тачки размака О < Z < 2. 

На потпуно сличан начин доказује се да је ~2 (z) непрекидна 
функција од Z с лијеве стране у свакој тачки размака 0< Z < 2. 
- Ако је ~1 (z) = ~2 (z) за свако Z размака 1, онда је, према оном 
што је речено у В, 

Овим је доказана тврдња О. 
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Е. - За доказивање тврдње Е поступиhемо овако. Нека је 
z тачка у којој, по претпоставци, ~1 (z) и ~2 (z) имају прекид. 
То је, с обзиром ка особине В и О, могуЬе онда и само онда 
ако је ~j (z) < ~2 (z). Нека су Zj и Z2 (О < Zl < Z2 < 2) крајеви 
ма каквог размака који не садржи тачку z. Бројеве: k; (4. ёi,.. "') (4-1 
можемо увијек изабрати тако да 

бу де тачка затвореног размака [Z1. Z2]' У тачки z морају ~1 (z) и 
~2 (z) имати прекид, јер из општег члана низа (2), који одговара 

броју Z, ХК+ј = ХК_Ј (X l ) због монотоније и непрекидности функције 
Хк-1 (t), слиједи за i ~ оо да је ~1 (z) < ~2 (Z). 

Да је број тачака дисконтинуитета функција ~1 (z) и ~2 (z) 
пребројив, слиједи из особине монотоности тих функција. Овим 
је доказана тврдња Е. 

11 

у овом дијелу навешhемо неколико критерија за непрекид
ност функције ~1 (z) (а према томе и функције ~2 (z)) У размаку 0< z < 2, У ком случају је, за свако z тог размака, ~1 (z) = ~2 (z) 
И одговарајуhи низ (2) конвергентан. 

А. - Да би ~l (z) била неuреICидна фУНICција од z у размаICУ 
0< z < 2, uотребно је и ДОВОЉНО да буде Ь = t (- а)=О и да 
XV+l-ХV~О "ад v~oo. 

В. - Да би ~1 (z) била неiiреICuдна фУНICција од z у размаICУ 
О < z < 2, uотребно је да једначина 

- 1 = t ( - t (/) (- а < t < О) (13) 

има само једно рјеше1Ье ~o и да је Ь = f ( - а) =0. 

у слиједеhим критеријима претпоставиhемо да функција t (Х) 
има први извод {' (х) у свакој тачки размака - а < Х < +а и да 
је b:ocf(-а)=О. 

С. - Да би ФУНICција ~1 (z) била неiiреICидна ФУНICција у 
затвореном размаICУ [0,2], uотребно је да је {' (so) < 1; ~o је тако
ђер (једини) коријен једна чине t = - { (t). 

О. - Да би е! (z) била нейрекидна функција од z у [0,2], 
ДОВОЉНО је да је f' (Х) < q < 1 (- а < Х < +а, q> О). 

Е. - Нека је функција {(Х), задржавајУћи све досад учи-
1Ьене иретиоставке о 1Ьој, у размаку - а < х < + а конвексна 
одоздо. Тада је ~1 (z) неПрекидна функција од z. 

Прије него што наведемо остале критерије, боље преглед
ности ради, учиниhемо ово: 
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1. - Увешhемо нову ознаку једначином 

y/v} (t) =8ј 1 (8, +1 1 ( ... (8v 1 (t) ... » и=О, 1,2, ... ); 
специјално је: Yo(v} (t)=xv(t), y}v} (t)=8"v 1 (t). (14) 

2. - Примијениhемо став о средњим вриједностима на разлику 

xV+1 - х" = х" (8v+ 1 1(0» - х" (о) =8v + Ј 1 (о) . х' v (~(V», 
гдје је 

(15) 

3. - Увешhемо ознаку: f'j.v=I'(y,(v)(~(v». 

Осим тога Ьемо претпоставити да је 1 (х) за - а < х <; + а 
стално конкавна одоздо, задржавајуhи и све остале претпоставке 
учињене досад о њој. . 

F. - Нека је за сваlCО z (о < z <; 2), У.1евши у о(Јзир (4), 

AK+l-
1 

V I N' k О 1 k l' ] V> , --=" ... , v - Ј 
.п !'i.v<q<l, Пf'i.v<Q, Akv=MaxAk; Q>O 
I=Ak ј=АК" Ak~ V 

тада је ~1 (z) неliрекидна фУНlCција од z (о <; z < 2). 

Уводеhи постепено нова ограничења, добива се слиједеhи 
низ све једноставнијих али и све ужих критерија који гласе: 

О. - Ако су за свако z (о < z <; 2) исйуњени услови: 

тада је ;1 (z) нейрекидна функција од z (о < z < 2). 

Н. - Да (Ји ~l (z) (Јила неliреlCидна функција ОД z (о < z < 2), 
довољно је да је исuуњен услов 

о 1 2 п 

l' (-7<7<7( ... (l (о» ... »))). [{'(О)Јn < q < 1 (п =0,1,2, ... ). (16) 

1. - Функција ~J (z) је неuрекидна функција од z у размаку 
[0,2Ј, аlCО је исйуњен услов 

!' (х) < q . l' (о) . (1 + : У' 

{ q<l; -a<x<-a(l- "(а»; 1t=_lOg!'(O)}. (17) 
log!, (а) 
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Докази: 

А. - Тачност тврдње А слиједи непосредно из особина низа 
(2) наведених у ЈА и 10. 

В. - Доказ за В слиједи непосредно из IВ. 10 и из слије
деЬе чињенице: да би низ хо = -/(0), xv +1 = -/(xv) (v=I,2, ... ) 
био KOHl;lepгeHTaH, потребно је и довољно да једначина (13) 
има само један коријен~о; ~o је уједно и једини коријен једна
чине t= - 1 (t). 

С. - Претпоставимо да је l' (~n) > 1. Тада ~o није једино 
рјешење једначине (13), те, према II В, ~1 (z) не може бити непре
кидна функција у размаку о::;;;: z < 2. Овим је доказана тачност за С. 

D. - Према (14) и (15) добива се 
11 

Xv+I-ХV=tоt1 ... tV-r1·/(О)· П l'i'~"I'(~(V», (0::;;;:z<2) (18) 
ј= 1 

те 1 xv+ 1 - Xv I < 1 (О) . qv+ 1 --) О за v --) оо. Према 11 А, ~1 (z) је непре
кидна функција. Овим је доказано D. 

Е. - Из дефиниције функције 1 (х) слиједи да је: l' (х) < 1 
(- а < х <+а), l' (а) < 1. Разликоваhемо два случаја према томе 
да ли је tj= -1 а) за коначно много, Ь) за бесконачно много ври
једности индекса i. У случају а), према оном што је речено у I А, 
одговарајуhи низ (2) је конвергентан. У случају Ь) могуЬе је за 
свако N наhи један број п (N) ,такав да за свако ~,> п (N) постоји 
најмање N вриједности индекса i<, v за које је tj = - 1. За свако 
такво v можемо писати да је, с обзиром на (14), (15), (4) и осо
бине извода l' (х), 

N v 

IX V+1 - xvl = I(О)·П l'Ak' v . П {'" v' l' (~(v» < 1 (О) . [1' (O)]N --) О за N --) оо. 
k=O ј= 1 

i-:f:.Лk"';;' ЛN 

Овим је, према II А, доказано Е. 

F. У овом случају, због l' (х) < l' (х;> О), вриједи, с обзиром 
на (18) и (4), 

. 10-1 kv - 1 Ak+t-1 V 

I xv+1 -xv 1=/(0)· П/'ј,V' П П I';,v' П I';,v' (' (~(v» < 
i = 1 k = О i = Лk i = Akv 

< 1 (О) . 1 . qkv . Q. l' (s(v» --) О кад v --) ОО. 

Ако је у (4) k = 0,1, ... ,п, гдје је п коначан број, одговарајуhи 
низ (2) је таКОђер конвергентан, како је то у ЈА веЬ раније 
утврђено. 
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О. - Доказ слиједи непосредно из 11 F и из чињенице да 
је [' (!) < [' (Т) < 1 (t> О). 

Н. - Да би се доказала тачност за Н, довољно је доказати 
да су испуњени услови из 11 G ако је испуњен услов (Ј 6). ~ 
Заиста из (16) за n=О слиједи f'(So)<,q< 1. с друге стране, 
лако је доказати да је 

о 1 2 п+l 

['Ak. v < [' ( - n{({( ... (f (О» .. »», n= Лk+l - Лk - 1. 

Према томе, ако је испуњен услов (16), онда је тим прије испу
њен други од услова 11 G зат = О. Надаље, због s(v) < [(О), имамо 

о 1 п.l 

['Ak
v

' v < f' ( - Т<{( ... (ј(о» ... ») , п=- v - Лkv ' 

Према томе из 

о 1 п+1 

[' ( - 1(1( . ./](0» ... ») . [1' (О)]п <, Q, 

слиједи да је тим прије 

n=v - Лk v 

f'Ak ,V' [!' (О)]" < Q, п = v - Лkv ' 
V 

Међутим, замијенивши у (16) п са n+ 1, подијеливши, затим, 
добивену неједначину са [' (О) и ставивши qlf' (О) = Q, добива се 

о 1 п+l 

[' ( - 7<1( ... (1(0» ... ») [[' (О)]" <, -q- = Q. 
['(О) 

Овим је доказана тврдња Н. 

1. - у циљу доказивања ове тврдње користиhемо се функ
цијом q>(x)=kx+c, k=-['(a), c=a(l-k). Једначина y=kx+c је 
једначина тангенте криве у=[(х) у тачки (а, а), те је 

[(х) <rp(x) (-а<х<,+а), [(a)=rp(a). 

Потпуном индукцијом лако се доказује да је 

о 1 п 

{(1( ... (/со» ... » < а (1- k"+l) (n=О, 1,2, ... ). 

Из ове неједначине, због конкавности функције [(х), слиједи 

о 1 п 

[' ( -/({( ... (I (О» ... ») < f' [ - а (1 - k"+l)] (п == 0,1,2, оо.). 
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Према. томе, ако· је 

l' (- а (1 - kn+ 1
)]. ({' (О)]n <; q < 1 (п = 0,1,2, ... ), (19) 

Онда је тим прије испуњен услов (16). Услов (19) јемногр једно
ставнији од услова (16), али је по обиму нешто ужи. МеђУТИМ, 
(19) се може замијенити још ужим и једноставнијим условом 

f'[-а(l-kt)]·[t'(О)]t<q.f'(О), (q<l; t~I), (20) 

гдј.е је t непрекидна променљива величина (t;> 1). Извршивши 
СМЈену х= - а (1 - kt ) и ставивши да је %= -Iog l' (O)jlog I'(а), 
услов (20) прелази у услов (17). .. 

III 

За илустрацију закључака добивених у отсјецима 1 и 11 
навешhемо овдје слиједеhа два примјера. 

Примјер 1. - Ако је 

а m __ 

I(Х)=т- Уа+х, т >0, 
У2а 

онда у размаку О <; z < 2 

10 за О < т < 2-1 функције ~1 (z) и е2 (z) имају пребројиво 
много тачака дисконтинуитета свуда густо распоређених у HaBe~ 
ден ом размаку; 

20 за 2-1 ~ т < 4 функције ~1 (z) и ~2 (z) су непрекидне: 

~1 (z) = ~2 (z); 

30 за т> 4 питање остаје неријешено. 

Д о к а з, -:- Посматрана функција 1 (х) испуњава све претпо
ставке из 1. За О < т < 1 она је конвексна одоздо, за т > 1 она 
је конкавна одоздо и за m=1 је 1 (х)=-(х +а)ј2, 1'(x)-=2-1~ Да би 
био испуњен и услов {(х) > х (Ix I <а), у случају т < 1, потребно 
је и довољно да је т;> 2-1. Према томе, а на основу 11 D и 11 Е, 
за 2-1 < т < 1 одговарајуЬе функције ~1 (z) и е2 (z) су непре
кидне функције од z у размаку 0,« z <; 2. За О < т < 2-1 једна
чина 1 (х) = х има осим корјена х = а још један коријен х = а' 
(О < а' <а). У овом случају функција 1 (х) (- а' < х <; а') испу
њава све претпоставке наведене у 1, при чему је још 

т 

"'Ја-а' 
ь = 1 (- а)-а т > О. 

"'Ј2а 



о низовима дефинисаним јеДН1I-ЧИНОМ Xv= ео f (е! f (", (ev f (О» .. ,» 'IЗ 

За т > 1, примијенивши (17), добивамо услов 

( ) 

1 ( log 2
m-

1 
) ( 

1 > q > 1 +: т 1 - log 2 т , т > 1; <> < 1 +~<_1_), 
а 2m 

Да би овај услов био испуњен, потребно је и довољно да буде 

1 <т < 4. 

Примјер 2. - Нека је t(Х)=С+ЛХ, ),,:<2-1, с=а(l-Л). Тада 
је, с обзиром на (За). 

За v -+ оо добива се, незави.сно од вриједности величине t, 

с k 8' с k 8" 
~1 (z) = --, ~2 (z) = --, (- 1 < 8' < 8" < + 1) . 

k-l k-l 
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SUR LES SUIТES DEFINIES PAR L'EQUAТION 
XV = Ео t (Е 1 t ( ... (e v t (О) ... )) 

рас 

М. БАЈRАКТАRЕVIС 

Chaq ие nombre z du segment / = [0,2Ј peut etre represente sous 
Ја forme 

z= ~ ~'~' (0< z <2), (1 

v=o 



74 Махмуд Бајрактаревиh 

1es nombres dv (v=O, 1,2, ... ) ayant, pour chaque z, la va1eur deter
mјпее О ои 1. А tout nombre z de 1 correspond univoquement ипе 
suite de nombres de 1а forme 

X v=80 f (81 f( ... (8џ f (о)) ... )), (2) 

ои 1es nombres 8 v , dоппеs par les equations 

1- 2d 
80= 1- 2do, 8 џ = _. __ џ_, 

1- 2dv_ 1 

(3) 

рош chaque z de 1, оп! 1а va1eur determinee + 1 ои - 1. Les deux 
suites (2), respectivement 1es deux suites (3), qui correspondent 
аи nombre 

sont considerees· соmmе ип е1еmеп! de l'ensemble des suites (2), 
respecti~ement de l'ensemble des suites (3). 

L'auteur etudie 1es proprietes des suites definies par l'equa
tion (2). Dans 1а partie 1 оп donne que1ques proprietes genera1es 
des sui1.es (2). Dans 1а partie Ноп а cite ип certain nombre de 
criteriums pour 1а convergence de ces suites. Рош i1lustrer 1es 
resu1tats obtenus dапs 1 et 11 оп donne, dans 1а partie 111, deux 
exemp1es dont 1е premier represente 1а generalisation de 1а suite 
particuliere 10rsque f (х) = '/2+ х et qui а ete etudiee par p1usieurs· 
auteurs. 
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ВЛАДЕТА ВУЧКОВИЋ 

ЈЕДНО ПРОШИРЕЊЕ УСЛОВА КОНВЕРГЕНЦИЈЕ КОД 

СТ АВОВА Т АУБЕРОВЕ ПРИРОДЕ 

За примену ставова Тауберове природе потребно је имати 
што општији облик услова конвергенције, како би се став могао 
применити на што ширу класу функција. Осим тога, истраживања 
у овом правцу дају дубљи увид у структуру инверзних ставова, 
показујуhи границе за класу функција које дозвољавају инверзију. 

Циљ овог рада је да у том смислу настави нека проучавања 
Ј. Карамате, и то нарочито она из расправа [3] и [4]. 

1. Најпознатији облик услова конвергенције за ставове Тау
берове природе је Шмитов: 

(УК-1) Нт inf Min [t (х') - t (х)] ;> - оо (В) ~ О, В ~ о . 
. х=ео x'::;:;x'~X(x,E) 

При томе је t (х) подинтегрална функција, а Х (х, В) функција 
којом се одређује дужина рззмака конвергенције. Тако, на пример, 
за (С-1)- и А-збирљивост је Х (х, В) = (1 +в) х, за В-збирљивост 
Х (х,в) = Х + в1/х итд. 

Карамата, који се у низу радова бавио проширавањем 
Шмитова услова, дао му је општи облик 

(УК-2) lim inf Min p(x')t(x')-р(х)t(Х»_(ј)(В)~О, E~O, 
x~eo x~x''::;:;X(x,e) р(х) 

где је р (х) функција која не опада и осим тога задовољава још 
низ накнадних услова (в. нпр. Карамата [5]). Авакумовиh [1] је у 
случају А-збирљивости (па према томе и (С-k)-збирљивости) 
показао да су сви ти услови непотребни и да је довољно да 
р (х) припада класи R - О, тј. да је р (х) функција дефинисана за 
х ;> О и да и да задовољава услов* 
(1.1) р (х') Х р (х) униформно за х < х' < Х (х,в). 

* Знак F (х) х О (х) значи да постаје две константе О < !t < М тако да је 
Р(х) 

p.~ -о '::;:;М кад x~eo. 
(х) 
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с друге стране, у тежњи да обухвати један услов конвер
генције који је дао Боас [2], Карамата је у [4] проширио Шмитов 
услов код (с-) - збирљивости дајупи му облик 

(УК-3) Нт iпf Мјп {Ф [1 (Х')] - Ф [t (х)]} >-(1) (е) -t О, Е -t О, 
х=со х ~ х'':::; Х (х,Е) 

где је фУНКЦИЈа Ф (х) непрекидна и стварно расте на целој реалној 
оси (- оо < Х < оо). . 

у овом раду ипи пемо за тиме да Караматин услов конвер
генције УК-3 ПРQШИРИМО на сличан начин као што услов УК-2 
проширује услов УК-1, као и да том проширењу дамо неке спе
цијалне облике. 

2. У о!Зој тачки увешпемо неке ознаке које пемо стално задржати. 
За функцију Ф (х) казапемо да припада класи Ф ако је Ф (х) 

непрекидна и стално расте у целом размаку ~ оо < Х < оо. 
За' функцију р (х) реи и пемо да припада класи R'- о ако она 

припада класи R - О и -ако уз то задовољава и услов 

(2.1) liт sup Мах !P(~')=-_~(x)! =0(1), e-tО. 
х = со х':::; х'':::; Х (џ) Р (х) 

С обзиром на финитну форму збирљивости којупемо проучавати, 
имаhемо углавном да је Х (х, е) = х + е. 

Слично пемо за низ Uп репи да припада класи R - О ако је 
задовоље н услов 

(2.2) Uп' х Uп униформно за п < п' < N (п, е) , 

а да припада класи R - о ако је поред (2.2) задовољен и услов 

(2.3) ,. Нт sup Ma~ ! Uп,-Uп ! =0(1), e-tО. 
n= со п':::; п'':::; N(n,r.) UП 

3. Основни став овог рада је 

Став Ј. Нека је за х> О: 
а {х) ФУН1щијакојанеоиада,- ШеiJICибеСКQначносШu·кад х -t оо и нека је 

(3.1) а (х)=а (х +0); 

ср (х) нека је инверзна функција функције а (х) и нека је . 

(3.2) ср (х) ~ ср (х - О); 

Х = Х (х,е) нека је нај'\ш1ЬU број такав да буде 

(3.3) а (х) > а (х) -+ е,е > О, 
тј. 

(3.4) х (x,e)=q> [а (х)+е]; 
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нека фующија Ф (х) uрнuада класи Ф, а функција р (х) класи R -- о 
и нека је функција f (х) иншеграбилна у односу на функцију ct (х). 

Тада из 

(3.5) 

следи 

(3.6) 

х 

Jf(t)dct(t)=o(I), X~oo. 
о 

f(x)=o(I), x~oo 

кадгод је задовољен услов конвергенције 

(УК 4) 1· . f М' Р (х') Ф [t (Х')] - Р (х) Ф [t (х)] (1) О 
- lт ш 1п > О ,Е -+. 

x=cox~x'~X(x,e) р (х) 

4. Да би доказали став 1 довољно је доказати само да је 

(4.1) f (x)~ О (1), х ~ оо. 

Наиме из (4.1) следи тада да услов УК·4 добива облик 

(4.2) Нт inf МјП {Ф[t(х')]-Ф(f(х)]} > 0(1), e~{), 
х=со x~x'~X(x,5) 

који је потребан за о-инверзију*. То се лако увиђа из неједначине 

Ф [t(х')]-Ф [t(X)]-М/ р (х') - р (Xl/ < р (х') Ф [f(x')] - р (х) Ф [t(x)] < 
р (х) р (х) 

< Ф [t (х')] - Ф [t (х)] + М I р (x~ ;~ (Х) I ' 
узевши у обзир да из / (х) = О (1) следи и Ф [t (х)] = Ф [О (1)] = О (1), 
х ~ ОО. 

Без ограничења општости, нека је Ф и) > о (иначе посмат
раћемо функцију Ф (t) + К). Из услова УК-4 следи да је за х > ХО 

р (Х) 
Ф [! (t)] > р (!) {Ф [t (х)] - оо (е) -е'}, 

па по услову (1.3) 

х < t < Х (х,е), 
w (5) ~ О кад 5 ~ О, 
е' ~ О кад х ~ со , 

Ф [/ (t)]> м (е) IФ [! (х)] -оо (е) - е'} , 
тј. 

(4.3) f (t) > 0/ {М (е) [Ф [t(x)] ~ оо (е) - е/]}, х < t < Х (х, 8) 

где је t (t) инверзна функција функције Ф (t). 

* о-инверзију веЬемо доказивати, јер се ова врши потпуно аналогно као 
код Карамате у [4]. 
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По једначини (3.5) је за произвољно q> О 
Х (х, 8) 

q> 1 !f(f)da;(t»-q, 
а (Х)-а;(х) 

х 

па је, узевши у обзир (4.3) и леву страну неједначине (4.4), 

тј. 

(4.5) 

q> t {М (в) [Ф [t (х)] - w (Б) - е']}, 

Ф(q) >Ф(f(х)]-оо(е)-е'. 
М (е) 

Ако У (4.5) пустимо прво да х -t ОО, а онда е -t О, добивамо најзад 

(4.6) Нт sup Ф [t (х)] < Ф (О) = С, 
х=оо . М (О) 

при чему је по (1.3) М (О) :f О. 

Слично, из услова 

(4.7) Нт iпf Мiп р(Х)Ф[f(Х)]-р(х')Ф[f(х')] >0(1), B-tО 
х=оо x:S:;x':S:; Х (x,€.) Р (Х) 

који је еквивалентан са условом УК-4, и из десне стране неједна
чине (4.4) добиhемо 

(4.8) јјт inf Ф [t(x)]:> С1 • 
Х=Ф 

Из (4.6), (4.8) и из непрекидности функције Ф (t) закључујемо да је 

(4.9) f(x)~O(l), X-tОО. 

Тиме је завршена О-инверзија. 

Према примедби на почетку ове тачке, сада је лако извр
шити о-инверзију и добити да је 

(4.10) f(x)=0(1), X-too. 

чиме је завршен доказ става 1. 

5. Став 1 садржи уопштења веhине ставова за интеграле и 
функције из Караматине расправе [3]. Ми их овде нећемо наво
дити сем једног, који нам се чини нарочито погодним да осветли 
природу уопштења које се постигло условом УК-4. 
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Уопштавајуhи више ставова Ландауа и Харди-Литлвуда, 
Карамата је у наведеној расправи доказао и следеhи став: 

Ако фунција Р (х) има своја Прва два извода, тада из 

(5.1) Р(х)-+А, х-+оо 

а услова 

(5.2) СР'(х)+Р"(х) > 0(1), х -+00, 

г де је с Произвољна константа, следи 

(5.3) F' (х) -+ О, х -+ оо . 

(в. Карамата [3], став 2.) 

Извешhемо сада једно даље уопштење овог става. То је 

Став 5.1. Из (5.1) следи (5.3) кадгод је задовољен услов 

(5.4) с Ф [Р' (х)] + ф' [Р' (х)] . Р" (х) > 0(1), х -+ ОС, 

где је с Произвољна константа, а Ф (х) приПада цаси Ф и има у 
свакој тачки први извод. 

Јасно је да се за Ф (х) = х услов (5.4) своди на услов (5.2). 
Став 5.1 специјалан је СЈЈучај става 1, и то ако се узме да је 

х 

Х(х,е)=х+е, р (х)=ехр (сх), а(х)=х и Р(х)=ј f(t)dt+A. 
о 

Да бисмо показали да је услов УК-4 заиста задовољен ако 
је задовољен услов (5.4), помножимо (5.4) са еСХ и скупимо чланове 
са леве стране. Тад услов (5.4) постаје 

(5.5) {еСХ Ф [Р(х)] ј' > - МеСХ • 

Интеграцијом неједначине (5.5) од х до х' =х + е и деобом са еСХ 

добивамо, стављајуhи р' (х) = f (х), 
еСХ ' Ф [t (х')] - еСХ Ф [t (х)] еСХ ' - сх 
----"'--'-~--~~ >-М 

еСХ 

Како је, за х' < х+е, 
еСХ' - еСХ е 
----<е -1-+0, e-tО 

еС" 

следи да је услов УК-4 заиста задовољен за р (х) = еСХ• Остале 
замене су очевидне, те их не морамо детаљно изводити. 
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6. Да би у ставу 1 од функција прешли на низове, ставиhемо 

п 

ех (х) = Qn = L: q" за п < х < п + 1, п = 1,2,3, ... 
v=l 

р (Х)=Рn за п-8<х<п+I-8, 0<8<1 

f (х) = аn за п - 8 < х < п + 1 - 8 . 

Тако Ьемо добити 

Став 1'. Не«а је за п = 1, 2, 3, ... аn дalйи низ Произвољних реалних 

п 

бројева; Qn = L q v низ бројева «оји не ОПадају и lйеже бес«онач-
v=l 

Hoclйи са п, lйj. 

(6.1) 

број N = N (п, е) дефинисан «ао нај.мањи цео број «оји задовољава 

неједначину 

(6.2) 

Рn низ «оји ПриПада «ласи R - о и Ф (t) фун«ција «оја ПриПада 

«ласи Ф. 

Тада из 
п 

(6.3) L а у qv~o(l) , п --) оо 
у=1 

следи 

(6.4) аn = 0(1), п --) оо 

«адгод је задовољен услов «онвергенције 

(УК-4') Нт inf МјП 
П=<Ю n~n~N(n,E) 

и овај став садржи проширења веhине ставова за низове из 

Караматине расправе [3], од којих Ьемо навести само једно; 
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7. Приметимо пре свега да је услов УК-4' увек задовољен 

ако је О < qn -+ О, П -+ оо, log (Рn-l/Рn) = о (qn), п -+ оо И 

(7.1) Рn+l Ф (an+l) - Рn Ф (аn) < о (Рn qn), п -+ ОО, 

(в. Карамата [3] стр. 220). 

Ставимо ли qn ~ 1/0n , аn = ОП U п И претпоставимо ли да је 

On-On~1=O(1), n-+оо. 

тада ставу l' можемо дати следеhи облик: 

Став 7.1. Под Претпоставком да за п = 1,2. 3,... низови ОП 
и Рn заДОВОЈЬавају следеhе услове: 

0< Рn, Рn - Рn-l = О (рn/Оn) , п -+ оо 

и да функција Ф (t) l1рипада класи Ф, из 

п 

L: Uv=o (1), n-+ оо 
v=1 

следи 

ОN иn -+ О, п -+ оо 

кадгод је заДОВОЈЬен услов 

(7.l) Рn+1 Ф (Оn +1 иn + 1) - Рn Ф (ОП иn) < о (~:), п -+ ОО. 

Ставимо ли у овом ставу Рn = n-)Ј. , ОП = п , п = 1, 2 ... 

и Ф (ђ) = t1/(2k+l) , k = О, 1,2, ... он прелази у 

Став 7.2. Из конвергенције реда L Uv са l1роиЗВОЈЬним реал-
v = 1 

ним члановима Uv следи да 

nиn-+о са 1/n 
6 Зборник 
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/Сйдгод је зйдовољен УСЛОВ 

(7.2) 
1 

U2k+1 
n+1 

1 

U~k+1 М 
--+---

п 1+_1_ 
п 2k+1 

где су р. и М произвољне /CoHci11aHi11e. 

Напоменимо да услов (7.1) не добива одмах облик 

1 1 

U2k+1 U2k+1 < U n + М 
n+1 - п р.- ---, 

п 1 
n1

+2k+1 

веп постаје 

1 

u~H1 М 
---1~, - < 1+"}1' 
пЈ1 - 2k+1 п 

1 
Помножимо ЛИ ову неједначину са (п + 1)Ј1-2Ц1 И одузмемо ли лево 

1 

и десно u~H1, она постаје 

1 
Сменивши р. - -- са р. (због произвољности броја р.) одавде 

2k+ 1 
се лако добива облик (7.2). 

у случају да желимо општи закључак, наиме да 

па иn --t О, ,а> О, п ~ ()() , 

у услову (7.2) мења се само други члан са десне стране, који у 
овом случају добива облик 

м 
2(k+a) 

П -2-k+1 • 

Став 7.2 је уопштење става Ж' из наведене Караматине 
расправе. Караматин услов 

И И Un М 
n+l- n<р.-+-;

п п2 

добива се из услова (7.2) за k=O. 
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UNE ЕХТЕNSЮN DE LA CONDIТION DE CONVERGENCE DANS 
LES THEORl~:MES DE NATURE TAUBERIENNE 

par 
Vladeta Vuckovic 

Par ип procede analogue а сеlиј de Karamata dans [41 оп montre 
que lа condition de convergence pour Ia sommabilitee d'un type 
»finite" 

Нт inf: Min {Ф [t (х')] - Ф [1 (х)} > о (1), 8 ~ О 
х = оо х =s;;; х' =s;; Х (х,в) 

peut etre generalisee sous lа forme 

1· . f М' Р (х') Ф [1 (х')] - р (х) Ф (f (х)] > (1) 
lffi 1п 1п О , 

х = оо Х ~ х' ~ Х (х, в) Р (х) 
е-+О, 

оu р (х) est ипе fonction а croissance reguliere c'est-a-dire ипе fon
ction satisfaisant les conditions (1.1) et (2.1). Du theoreme general 1 
ауес cette condition de convergence, sont tires, сотте simples cor
rolaires, les theoremes suivants: 

Тћеогеmе 5.1. Soit F (х) цnе lоnспоn qui admet ses deux deгivees 
pгemieгes, de F (х) -+ А, х -+ оо il s'ensuit que Р' (х) -+ О, х -+ оо S'il 

existe иnе lоnсиоn Ф (ђ, avec Ф' (t) > О dans tout interval/e (- оо, оо) 
tplle que lа condition de convergence 

с Ф [Р' (х)] +ф' [Р' (х)] Р" (х) > О (1), х -+ оо 

soit геmрие, avec с quelconque. 
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Тћеоrеmе 7.2. De lа convergence de lа serie ~ Uv et de lа соn

dition de convergence 

I 

U2k+1 
п+l -

1 
1 2k+l М 

U 2k+1< ИЛ 
п ј1---- + ~--1-' 

П n1+--
2k+l 

avec ј1- е! М quelconques, il s'ensuit que 

nUn--tо avec l/n. 
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МИОДРАГ ТОМИЋ 

О ЈЕДНОМ СТАВУ Л. БЕРВАЛДА 

1. У свом раду [IJ, као специјалан случај једног општег 
става ([1] став 2, стр. 67, види такође [5]) л. Бервалд је доказао 
овај став, који садржи познати Какејев став: 

Allo 1l0ефицијенши реалног Uолинома 

(1) 

задовољавају неједначине 

О > со > сl > ... > Ck-1 , 

(2) Ck > Ck-1 > ... > сп , 
О < k < п + 1, С-1 = СП +1 = О , 

шада Uолином f (х) има на јединичном IlPyry највише uросшу нулу 
х = 1, у унуiIiрашљосши јединичног Ilpyra k или k - 1 нула йрема 
шоме да ли је f (1) > или <; О ([1] став 3, стр. 70). 

За доказ свих ставова ове врсте поменути аутор користи 
више помоhних ставова, између осталог један Фејеров став ([IJ 
Hi1fssatz 1, стр. 62-63) који се односи на косинусне полиноме са 
конвексним коефицијентима. 

Овде Ьемо доказати овај став користеhи један прост геоме
триски принцип који смо и раније употребљавали за доказ сличних 
ставова [3Ј, [4]. Сем тога користим још и чињеницу да су нуле 
Uолинома неUреllидне ФУНllције 1l0ефицијенаШа. 

Истим геометриским принципом доказаhемо и следеhи став 
А. Брауера ([2Ј, став 2) који не следи из Бервалдових ставова: 

Полином 

(8) 

г де су ai цели 1l0ефицијенши 1l0;U задовољавају услове 

(4) 

има све нуле сем једне у јединичном IlPyry. 
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Преко једног става О. Перона, А. Брауер [2] изводи из овог 
.става да је Полино.м. (3) са цели.м. рационални.м. ноефицијенти.м.а ноји 
задовољавају (4), несводљив у рационално.м. или квадратно.м. и.м.аги
нарном Пољу. 

2. Гео.м.етриска интерПретација и њене особине [3], [4]: 

А. Нека су 

(5) 

п 

(6) zo~o, Zn+l=LаvеvЭi, n=О,I, 0<8<1t, 
v=o 

Kv кругови из чијих се тачака дуж Zv ZV+l види под углом 8/2. 

К. 

Сл. 1 

Тада је (в. сл. 1) 

1 о Ко ~ К1 ~ К2 ~ '" ~ Кп . 

20 Тангента у тачки Zn на круг 

Кп заклапа угао - 8/2 са Zn-t ZN. Спе
цијално тангента у почетку Zo' чини 
угао - 8/2 са реалном осом. 

В. На исти начин се образује 
систем кругова и изводе њихове осо

бине 1 о и 20 ако је 

О < ао < а 1 < а2 < ". <;: аn • 
у овом случају биhе, например, осо
бина 1 о изражена са 

1 о Ко ~ К1 ~ К2 ~ '" ~ Кп . 

3. Доказ Бервалдова става . . 
Написаhемо (1) са условима (2) у облику 

- t (х) = - со - С1 Х - ••• - Ck-l Xk- 1 - xk (Ck + Ck+ 1 Х + ... + СП Xn- k ) .• 

Због првог услова (2) према В 10 за х=еGј (8'1 о) збир 

- СО - С1 Х - ••• - Ck-l X k- 1 , 

налази се у систему кругова Ко С К1 С К2 С ... С Kk - 1 , односно 
на кругу Kk - 1 (в. сл. 2). 

Због другог од услова (2) за х = ее ј (8 '1 о) вектор 
_xk (Ck +Ck+1 х+ ... + СП xn - k ) 

је у систему кругова К'о:Ј К'l :Ј ... :Ј IOn-k' Кругови Kk- 1 И К'о 
-~ 

имају заједничку тангенту МТ, тј. дnдирују се споља (в. сл. 2). 
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Ово следи из А 20 и В 20. Отуда је f (e6i ) f. О за 0< 8 ~ Я, јер 
--+ 

је крај вектора f (e6i ) увек изнад МТ, тј. изван круга Ко (на Ko~e 
лежи О). Нека је сада, например, 
f (1) > О. Ако на непрекидан на
чин првих k коефицијената со' 
С 1 , .,. Ck-l теже нули, а при томе 
услови (2) остају стално испу-
њени следи да f (х) има п - k нула /' 
изван круга I х I =-= 1. У ствари, тада / 

I 

- f(x) -+-xk (Ck+Ck+1X + ... + cnxn - k), " 
I 

а овај последњи полином има ~K._, 
према Какеја ставу [3) п - k нула \ 
ван Ixl~l, па је то случај и у \ 
почетном положају (где је f (х) '" 
дато са (1». Ово следи из чиње- ...... 
нице да је услов (2) по претпо- ------
ставци стално испуњен, тако да Сл. 2 
ни једна нула приликом варија- . 
ције Су (v=O, 1,2, ... , k - 1) не може доhи на круг I х 1=1 догод је 
8 f. О. (За свако 8 f. О и Су постоји слика 2.) Сем тога, када 
Сџ;, v = О, 1,2, ... , k - 1 теже нули (например монотоно) биhе стално 
- f (1) < О као у почетном положају, па нуле не могу преhи ни 
кроз реалну осу. f (х) има још једну реалну нулу у (0,1) ако је 
f (1) > О, што се непосредно види из f (О) = Со < О и f (1) > О. 

Ако је f (1) "О, резоновање је потпуно исто, само треба 
пустити да последњих п - k коефицијената ck, Ck+l' ... , cn-k теже 
непрекидно нули. 

Доказ Брауерова clllaBa. За 8 f. о, I х I > 1 (х = I х I е6 ј) лако се 
види да је ср (х) дато са (3) f. О. Довољно је да ср (х) напишемо 
у облику 

- ср (х) = ап + .. , +- а1 хп-1 - хп • 

Први збир овог израза налази се у систему кругова (сл. 2) КО, 
КЈ , ... , Кп-1 , који се могу и сви поклапати (ако је а1 "'" а2 = ... = ап), 

а члан- хп на правој MR, дакле изван К о' Тиме је доказано да 
је ср (х) f. О за 8 f. О и I х I > 1. Функција ср (х)јхП има само један 
реалан корен у (1,00), јер ср(х)јхп -+l за х-+оо и ср(I)<О (јер 
су ај бројеви *0) и најзад извод од {ср (х)јхп ) је позитиван за 
х> О. Дакле, (п - 1) корена од ср (х) су у кругу I х I = 1. 
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SUR UN THEOREME ОЕ L. BERW ALD 
. par 

МЮDRАG TOMIC 

Еп utilisant ипе methode geometrique elementaire, deja exposee 
dans [3] et [4], оп deduit ипе simple demonstration du suivant Љео
reme de L. Berwald ([1] th. 3, р. 70): 

Si les coetticients d'un polynome (1) satis/ont аих conditions (2) 
alors (1) .possede sur lа circonterence du cercle d'unite аи plus ип zero 
simple х = 1 е! dans lе circle d'unite k ои k - 1 zeros suivant que 
/(1) > ои < О. 

La тете methode geometrique donne immediatement lе suivant 
heorem ~ d ~ А. Bra uer ([2], th. 2): 

Le роlупбmе (3) dont les coe/ficients sont des nombres entiers 
satis/aisant аих (4), а tous ces zeros, а l'exception d'un, dans lе 
cercle d'unite. 

La demonstration du theoreme de L. Berwald exige encore le 
ait Ыеп соппи, que les zeros d'un роlупбm е sont des fonctions 
continues de ses coefficients. 
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ШЕФКИЈА РАЉЕВИЋ 

О ЈЕДНОЈ ПРАВОЈ И ЈЕДНОЈ КАРАКТЕРИСТИЧНОЈ ДУЖИ 

У ПОЛИГОНИМА НУЛА ПОЛИНОМА 

1. Нека су Zv, v=1,2, ... ,p<n, различите нуле полинома 
п-тог степена 

п 

Р'Ј (z) = L ak zk, аn -=1 О, 
k=O 

(1) 

и нека је ред вишеструкости сваке од њих, респективно, mџ , 
v=1,2, ... p, тј. нека је 

р 

Рn (z) = аn П (z - zv)mv ; 

v = 1 

р 

n= 2:mџ. 
џ=l 

(2) 

Тада је тежиште ~1 нула полинома Рn (z), које ћемо ради крат
коће у изражавању називати Г а у с о в о т е ж и ш т е полинома, 
одређено релацијом 

р 

Lmvzv 
r _ џ=l аn- 1 
-1 - -р-- = - -;:za , 

Lmv п 
1 

(3) 

а тежиште ~2 полигона нула полинома Рп (z), које ћемо за раз
лику од тежишта (3) називати г е о м е т р и ј С'к О Т е ж и ш т е 
полинома, релацијом 

(4) 

Гаусово тежиште ~'1 изводног полинома Р'n (z), гдје је 

(5) 
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одређено је релацијом 

q 

~m'j Z'J 
у, __ 1___ аn-1 
'01- q """ --n-а-n-' 

~m'j 

његово геометријско тежиште релацијОМ 

* 

1 q 

~'2=qLZ'j 
;=1 

а Гаусово тежиште ~1 полинома 

р А л 

(6) 

P*(z) ,= Р'n (z) / п (z - Zy) mу-l = П (z -Z'Ј)m'ј, L m'ј=Р - 1, (8) 
У=.1 ј= 1 1 

чије су нуле оних р - 1 нула иаводног полинома (5) које нису 
идентичне са нулама полинома (2), одређено је релацијом 

А 
~ , , 

* ~тj zJ 1 ) 
~1 = А· =--L m'jZ'j. 

. ~ т'Ј р - 1 ј= 1 
1 

(9) 

Очигледно је да је Гаусово тежиште (3) полинома Рn (z) 
идентично са геометријским тежиштем (4) само у случају кад 
.све нуле тога полинома имају исти ред вишеструкости, тј. кад је 

(10) 

у сваком другом случају та два тежишта су. различита и одре
ђују праву 

(11) 

у равни комплесних бројева. 

у тачки 2 Ьемо показати да права (11) има за распоред 
нула полинома (2) значење слично оном што га има реална оса 
за распоред нула оних полинома чији су коефициенти реални 
бројеви. 

у тачки 3 Ьемо доказати: 

Став 1. АICО се Гаусово ii1ежишii1е ~1 и геомешријсlCО ii1ежишii1е 
1;2 iiолинома Рn (z) не iiОlCлаiiају, шада се ша два ii1ежишii1а и 
Гаусово ii1ежишii1е ~r iiолинома Р * (z), чије. су нуле оних р - 1 
нула изводног iiолинома Р'n (z), ICоје нису иденii1ичне са нулама 
nолинома Р п (z), налазе на једној иСШ0ј йр ав ој. При Ш0ме ii1ежишii1е 
~1 дијели сйоља paCii1oja1tJe ii1ежишii1а ~2 и ~1 у односу 1 :р. 
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Ако, Поред тога, иолином Р п (z) нема једноструких, а иолином 
р * (z) нема вишеструких нула, тада се и геометријско тешиште ~'2 
изводног uолинома р' п (z) налази на иравој (~1' ~2)' ири чему тежи
ште ~'2 дијели сиоља растојање тежишта ~2 и ~1 у односу 1: 2 р. 

У тачки 4 доказујемо: 

Став 2. У случају р = 3, Праву (~1. ~д треба схватитu као 
генералисану Ајлерову uраву, а дуж ~1 - ~j" као генералисану 
Ајлерову дуж. 

2. Узмимо праву (11) за реалну осу и ставимо 

zv=xv+yvi, v=1,2, ... ,p. 

Тада ћемо, поред односа 

" ~ mv Yv= О, 
v=l 

који слиједи из (3), добити још и однос 
р 

~Yv=O, 
v=l 

(12) 

(13) 

(14) 

који слиједи из (4), што значи, да су нуле иолинома (2) распоре
t;eHe са једне и са друге стране ираве (11), тако да је збир удаље
ности нула од те Праве са једне НЈене стране једнак збиру удаље
ности нула са друге стране. 

у случају кад полином (2) има само једну нулу реда т1 , 
а све остале нуле истог реда т2 , различитог од т1 , тј. кад је 
т2 = тв = ... = тр f. т1 • тада се нула реда т1 налази на правој (11). 
То слиједи отуда што је, према (3) и (4), 

одакле је 

р 

~t [т 1 +(р -1) т2Ј = тЈ Z1 +т2 ~ zv, 

р 

т2 Р ~2 = т2 Z1 + т2 ~ Zv , 
v=2 

v=2 

(15) 

Једнакост (15) показује не само да тачка Z1 лежи на правој 
(11), већ и у каквом односу стоје величине дужи Z1 - ~1 И ~1 - ~2' 

3. Измеljу нула полинома (2) и нула полинома (8Ј постоји 
однос 

(16) 
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те, у вези са (3), (4) и (9), имамо 

,.i+ _ Р ~2 - ~1 
"'1- , 

р-l 
односно (17) 

.;ео и. 

(~2 - ~~) : (~1 - ~~) = 1 : р. 

Ако је при томе још свако ту > 1, v = 1,2, ... , р, а полином 
(8) нема вишеструких нула, тада је 

q р р-l 

). = Р - 1, q = 2 р - 1, L Z'j = L Zv + L Z'j 
1 1 1 

те је 

односно (18) 
(~2-~'2):(~1-~'2)=1 :2р. 

Из (17) и (18) слиједи став 1. 

4. Кад је р = 3, тачке ZI' Z2' Zз, У којима су смјештене 
истоимене нуле полинома (2), и Гаусово тежиште ~1 тога поли
нома одређују, у општем случају, један потпуни четвероврх у 
равни комплексних бројева. Средине страна 

1 1 1 
Е1 =-(Z2+ ZЗ)' Е2 =-(ZЗ+Z1)' ~S=-(Z1+Z2)' 
222 

(19) 
1 

Ijv=2"(ZV+~l), v=1,2,3 

и дијагоналне тачке 

ZfI< = (тј Zj+ mk Zk)/(mj +mk) , ј, k= 1,2,3 (20) 

тога четвероврха налазе се на конусном пресјеку девет тачака 
[1; стр. 84, 11 О, 12 Ј ] 

(21) 
.:. 

С друге стране, тачком ~1 као центром и тачкама ZlI Z2' Zз. 
одређен је, у општем случају, један и само један конусни пресјек 

описан око Ll (Z1 Z2 Zз). 

Из (3), (4), (17) и (19) имамо редом 

~ 1 
~2 - ~~ = 2" (~! - ~2) • 

(22) 

(23) 
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* 
Zy - ~1 =!Jv - Еу, v = 1,2, 3 , 

одакле произилази: 

(25) 

(26) 

(27) 

а) геометријско тежиште ~2 дијели изнутра растојање 
Гаусових тежишта ~! и ~1 у односу 1: 2; 

Ь) центар конусног пресјека девет тачака (21) налази се на 
средини дужи ~ 1 -~! ; 

с) конусни пресјеци (21) и (22) су двоструко хомотетични, 
а њихови хомологни елементи се односе као 1 :2. 

у специјалном случају, кад је ту = v· т, tg.q: Zv = v, (v = 1,2,3); 
Гаусово тежиште полинома (2) се поклапа са ортоцентром тро
угла (Zl Z2 ZS) (слиједи из [2; стр. 113]), а Гаусово тежиште 
полинома (8) са центром круга описаног око тога троугла. У том 
случају је, дакле, (21) Фајербахов круг, (22) круг описан око 
t::. (Zl Z2 ZS), а дуж ~I - ~1 Ајлерова дуж у том троуглу. 

Одатле, као закључак, Став 2.* 

5. Напоменимо на крају да је полином (2) само специјалан 
случај функције 

,. 
f(z)=аП(z-zу)тv , mv~O, 

V= 1 

(28) 

да у том случају нуле полинома (8) одговарају нулама функције 

,. 
F(z)=d[1og !(z)]/dz= ~~ 

~Z-Zy 
(29) 

v=l 

и да, и у том случају, вриједе односи (16), (17) и (18), тј. да и 
за функције (28) и (29) вриједе ставови 1 и 2, уз одговарајуће 
измјене у значењу појмова Гаусово и геометријско тежиште, 
дефинисаних (и у овом случају) са (3), (4), (7) и (9). 

* Ако тачке 61,62, 6з, (19), схватимо као геометријска тежишта система 
одређених са р-l од Р датих тачака, тада слична генерализација Ајлерове праве 
и Ајлерове дужи вриједи и за р> 3, и не само за тачке у једНОј равни, веЬ и 
за тачке распоређене макар како у простору. 
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Ова чињеница, за случај р=3 на примјер, омогућује врло 
једноставну геометријску конструкцију фокуса Марденових [3; 
стр. 8] конусних пресјека, уз претпоставку да је познат положај 
тачке ~1 = (т1 Z1 +т2 Z2+тз Zз'/(т 1 +т2+тз) у односу на дати 
Д (Z1 Z2 zs)· 
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SUR UNE DROIТE ЕТ SUR UN SEOMENT CARACTERISTIQUE 
DANS LES POL YOONES DES ZEROS DES POL YNOMES 

par 

SEFКlJA RALJEVIC 

Sоiепt: (3) Је сепtге de gravite de.s zeros et (4) lе centre de 
gravite du polygone des zeros du роlупбmе (2); (7) lе centre de 
gravite du polygone des zeros de lа derivee (5) du роlупбmе (2), 
et (9) lе centre de gravite des (р-1) zeros du роlупбmе (5) qui пе 
sont pas identiques аих zeros du роlупбmе (2), ои, се qui revient 
аи mеmе, lе centre de gravite des zeros du роlупбmе (8). 

Les deux сепtгеs de gravite (3) et (4) пе sont identiques l'ип 
а l'autre que dans lе cas (10), tandis que dans tous les autres cas ils 
determinent lа droite (11). Pour cette droite оп dОIше les deux 
theoremes suivants: 

ТМогете 1. Si (10) n'est pas уаlаЫе, les trois centres de gra
vite (3), (4) et (9) sont situes sur ипе mеmе droite, lа droite (11), et 
а lа fois (17) est valable. 

Si encore ти > 1, pour chaque v = 1,2, ... , р, et si les zeros du 
роlупбmе (8) sont tous differents, lе centre de gravite (7) est aussi 
situe sur lа droite (11), mais, dans се cas, (18) est aussi valabIe. 

ТМогете 2. Dans lе cas р = 3, il faut considerer lа droite (11) 
соmте lа droite d'Euler gепегаlisее et lе sеgmепt ~1-~1* соmmе lе 
segment d'Euler generalise. 
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БОГОЉУБ СТАНКОВИЋ 

РЕШЕЊЕ ЈЕДНЕ ХОМОГЕНЕ ИНТЕГРАЛНЕ ЈЕДНАЧИНЕ 

1. У овом раду посматраhу линеарну хомогену интегралну 
једначину 

1 ЈСХ> t' t (х)= V1rX е- 4% t и) dt (1) 
о 

која има следеhе физичко тумачење. 

Распоред топлоте у линеарном проводнику дат је једначином: 

де д2 е 

дt дх2 

Нека је проводник неограничен са оба краја и задовољава почетне 
услове 

{ 
t (х) за 

8(х,0)= О 
за 

х;>О 

Х<О. 

Тада је решење парцијалне једна чине провођења топлоте 
дато релацијом 

со 

1 , (х-и)" 
е (х, t) = ]г:::. е-4t t (и) du. 

2y1tt~ 
(2) 

о 

Нека је поред почетног услова дат и nгранични", наиме· нека 
је у тачки:х=О распоред топлоте дат за свако t;> О и то тако да је 

е (О, t) = ~ t (t) , 
где је 1. произвољан параметар. Питање је која функција t (t) 
може, на основу релације (2), да задовољи ове услове. Налажење 
функције t (х) се тада своди на решавање интегралне једначине (1): 

Једначину (1) можемо сматрати и као карактеристичну секу· 
ларну једначину интегралне трансформације са језгром 

1 t' 
--=е-4х, 
YrtX 
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тј. трансформације 

1 [ОО t" 
G (о) = V те6. е4а f (t) dt. 

о 

(3) 

Због сличности овог језгра са језгром Гаусове трансформације, 

1 (; - t)2 

V'ltO е4а, 

ову трансформацију назваhемо g-трансформацијОМ, иако се она 
једноставним сменама своди, у извесном смислу, на Лапласову. 
Према томе, решења једначине (1) су карактеристичне (сопствене) 
функције g-трансформације, и циљ овога рада је да покаже да 
је спектар карактеристичних (сопствених) вредности А ове транс
формације непрекидан, као и јединственост њима одговарајуhих 
карактеристичних функција f и) (тј. јединственост решења сингу
ларне интегралне једначине (1)), ако при томе претпоставимо да 
се исте правилно понаша ју било за t = О, било за t = оо и то у 
тачки 2 наведеном смислу. Ако међутим за ова решења ништа 
не претпоставимо, једначина (1) има још бескрајно много решења 
као што се види из примедбе на крају рада. 

Једначину (1) решавао је М. Пароди [1] симболичким рачу
ном. Лапласовом трансформацијом, 

оо 

ср (s) = S e-st f (t) dt, 
о 

. свео је интегралну једначиtlу (1) на функционалну једначину 

и показао да су за А= 1 и А=2 решења једначине (4) 

qJ (s) = ~ , 
s 

односно 

Јп s 
ср (s)~-. 

s 

(4) 

Према томе, f (t) = 1 је решење једначине (1) за А=-= 1, а f (ђ = Јп t+c 
за A~2, где је с Ојлерова константа. 

Овде ћемо, међутим, показати да свакој позитив~ој вред
ности А одговара одређено решење како интегралне једначине 
(1), тако и функционалне једначине (4) и да су она, до на једну 
мултипликативну константу, једин::! решења која се у тачки t=O 
или t- оо правилно понашају. 
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2. За функцију q (х) казапемо да се правилно понаша у бли
зини тачке х = О (односно х = оо) ако задовољава релацију 

q (х),....., ха L (х) кад х .... О (односно х .... оо), 

где је L (х) позитивна и непрекидна функција за х> О, која при
пада класи споропроменљивих функција, тј. задовољава услов да 

!:Ји х) .... 1 
L (х) 

за свако и> О кад х .... О (односно х .... оо). 

Наведимо овде само оне особине овако дефинисане класе 
функција q (х) = ха L (х) које Ьемо користити у даљем раду 
(в. Карамата [2, 3]). 

А. 

В. q (х) .... О , а > О, х .... О; 

q (х) -1 ОО,' С'. < О , х .... О; 

С. Ставимо 

Р1 (у) = Мах {х! L (х)} , 
O~x~y 

Рl (у)= Min {хУ L (х)}, 
х>у (у>О) 

Р2 (У)= Мах {x-УL(х)}, Р2(У)= Min (x-УL(х)}. 
x~y O~x~y 

Тада је, кад х ~ О, 

а. Р1 ,....., хУ L (х), 

Р2 ,....., х-У L (х); 

Ь. Рl (у) ,....., хУ L (х) , 

Р2 (у) ,....., х-У L (х) . 

Према томе су Рј (у) И Р; (у) функције које се такође правилно 
понашају за х=О, а при томе су обе функције монотоне. 

3. Обележимо са ср (s) Лапласову трансформацију функ
ције f (t), 

ср (s) = r e-st f (t) dt 

и докажимо најпре став Абелове врсте који се односи на пона
шање функције ср (s) кад s -1 ОО. 

7 Зборннк 
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Став 1. АIlО се t (х) Понаша Правилно у близини х = О, НЈена 
Лаi1ласова трансформација ср (s) се правилно Понаша у близини 
s = оо; Прецизније из 

следи 

СПецијално из 

следи 

за сваllО ~. 

t(X)r-.Jq(х)=хаL(х), а>-l, x~O, 

s ср (s) "" Г (а + 1) q (l/s), s ~ оо. 

t (х) r-.J Iln х 111 L * (Iln х 1), х ~ О, 

Scp(S)r-.JlПllsL*(lпs), s~oo 

(6) 

Овај је став формулисао Деч [4],. али га не дока
зује, веn само указује на главне црте његовог доказа [5]. Осим 
тога, став 1 је у извесном смислу дуалан ставу који је доказао 
К. Кноп [7], где је "х ~ О, s ~ оо" замењено са "х ~ ОО, S ~ О", 
а који гласи 

Став 1*. АIlО је L (х) СUОРОПроменљива ФУНllција, а > - 1 и 
q (x)~xa L (х) тада из 

следи 

t (х) "" q (х), . х ~ оо , 

scp(s)""r(a+l)q(~), s~O. 

Да бисмо доказали став 1, докажимо претходно овај по
моnни став: 

Паманни став. АIlО је L (х) сПороuромеf(љива функција и 
а > - 1, тада је 

оо 

S e-f1a ,а L (!) dt"" Г (а t 1) Cfrt+l L (Cf). 
О 

Доказ. Нека је а>О и О<у<а+l; тада је 

~ а 

Ј(а)= 1 je-tlаtrtL(t)dt=-_l_је-ttа-У(Cft)У L(Cft)dt+ 
Cf«+1 L(Cf) CfY L (Cf) . 

О О . 

~ 

+--l--Ј е-! ta+Y (Cft)-r L (Cf t) dt, 
Cf-УL(Cf) 

о 
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па је на основу особине 2.С.а. 

а отуда 
а оо 

Нт sup Ј (о) :( аУ Ј е- ! ta.-y dt+ а-У Ј е-! /а.+У dt. 
,,=0 о а 

Како ово важи за произвољно мало у > О то можемо пустити 
да у -+ О, па је 

оо 

Нт sup Ј(о):( Ј e-tta.dt=r(ct+l). 
,,=0 о 

Сличним поступком из особине 2.С.Ь. следи да је 

Нт iпf Ј (о) > Г (а+ 1), 
,,-о 

а тиме је помоhни став доказан. 

д о к а з с т а в а 1. Према (6) можемо ставити: 

f (х)=х« L (Х)+6 (х) ха L (х) 

тако да 

6 (х) -+ О , х -+ О. 

А . 1. 
ко ЈОШ ставимо S = (Ј' тада Је 

оо оо 

ср (1/0) = Ј e-t/" ta. L (t) d/ + Ј e-t/" 8 (t) ta L (t) dt , 
. о о 

па се, према помоhном ставу, тврђење става .Ј своди на 

оо 

Ј e-t/"s(t)tаL (i)dt-o {oa.+lL (о)}, 0-+0. (7) 
о 

Нека је 6> О И 11 тако изабрано да буде 

/ 6 (t) / < 6 за О ~ t ~ "",' 
г (" + 1 ) ~ ~". 
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тада је 
ОО 

I f e--t/g 8 (t) ta L (!) dt I < 
о 

11 ОО < f e-t/a I8 џ) I t a L (!) dt+ f e-t/a I8 (t) I t a L (ђ dt < 
о ~ 

< 8 Ге-tlаtаL(t)dt+о(е-~/а)< 
Г(а;+l) о 

<8ба+1 L(б) + о {ба +1 L (о)}, б~О, 

што доказује релацију (7), а тиме је и став 1 доказан. 

Посматрајмо, сада, g-трансформацију (1) и извршимо У њој 
смене 

1 
-=s, t=V~. 
4б 

Тада је 

или 

о (~) = '/ s ЈОО e-s"С {(,~1:) d-r 
4s ~ 3't "v 't' 

О 

ОО 

q> (s) = Ј e-s"С g('t') d-c, 
о 

() 1 Гrr.- О ( 1 ) g, ( ... ) = {~~-;1:) . 
ср s ~ V s 4's' , • v • 

Према томе за g-трансформацију важи аналоган став ставу 1 
који гласи: 

I 

Став 11. Нека је g-шрансфор.мација конвергеншна за О <б < бо и 

{(х),....., х ll L (х2) , ~ > -1, х ~ О, 

где се L (х) си.оро .мења, шада је 

О (б)""'" 2~г (13+ 1) бllЈ2 L (б), 
'J'fГ. 2 

б~О. 

Наведимо овде још два гранична случаја ставова 1 и П и то: 

Став 111. Нека је ср (s) Лаiiласова шрансфор.мација функције 
{(х). Ако је {(х) неирекидна за х=О шада је и scp(s) неирекидно 
за s= оо, Шј. из 

следи 

{(х) ~ { ( + О), х ~ О, 

scp(s)-+{(+O), s~oo. 
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Став JV. Нека је G (о') g-трансфор.м.ација функције f (х). Ако 
је f (х) неfiрекидно за х = О, тада је и G (о') неfiрекидно за х = О,тј. из 

следи 

f (х) -+ f( + О), х -+ О, 

G (б) -+ f ( + О), б -+ О . 

4. При обради интегралне једначине (1) користиhемо се 
решењима функционалне једначине 

чг (s) = л Ф (VS> 
која претставља специјалан случај Шредерове 

чг (s) = л чг [а (s)) . 

(8) 

Између низа радова о Шредеровој функционалној једна
чини напоменуhемо овде испитивања П. Апела [6] који је посма
трао једначину 

F [а (х)] = Р(х) 

као уопштење једна чине која дефинише периодичне функције. 
П. Апел наводи као пример случај када је а (х) = х2 што одго
вара једначини (8) за л -= 2 и добија решење у облику реда 

F (х) = L х2n +1 (1- х2n)2, I х 1<1. 
-оо 

Међутим, лако је непосредно проверити да се опште 
једначине (8) може написати у облику 

!!!..ЈЕ.!. (1 п 1 п s ') 
чг (s) = А ln 2 (1) -2- , 

/п 

решење 

(9) 

г де је w (t) произвољна функција периоде 1, тј. задовољава релацију 

ш(х+l)~ш(х). 

5. Вратимо се једначини (1). Ако претпоставимо да је функ
ција десно непрекидна, тада је на основу става IV 

f ( + О) = л f (+ О) • 

Ова, пак, релација за f ( + О) i= О може бити задовољена само ако 
је л = 1. Према томе, само ако је л = 1 једначина (1) допушта 
решења која су десно непрекидна и различита од нуле З8 х = О. 

Потражимо ова решења ако при томе још претпоставимо да 
је за s > 80 функција е-ех f (х) интеграбилна у размаку (О, оо). 
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Лапласовом трансформацијом једначина (1) своди се на функ
ЦИОiiалну 

1. lГ 
q> (s) = -VS q> (у s ) 

која, када се стави 

s q> (s) = Чr (s) , 

прелази у једначину (8) чије је решење (9). За 1. = 1 решење(9) 
се своди на 

Чr (s) = w (/п /п s) . 
• /п 2 (10) 

Како, на основу става IlI, непрекидност функције f (х) за х = О 
повлачи за собом непрекидност функције Чr (s) = s q> (s) за s = оо, 
то непрекидном решењу за х = О једначине (1) одговара непре
кидно решење (10) за s = оо. На основу периодичности функције 
оо (х) то је могупе само ако је w (х) = сопst. тј. q> (s) = l/s, 
односно f (х) = 1. 

Став v. Једино решеfbе f (х) једна чине (1) за 1. = 1 која има 
особине да је 

1. неирекидно и различито од нуле за х = О, 
2. e-SX f (х) интеграбилно у размаку (О, оо) за s > so, 

јесте f (х) ~ 1. 

Претпоставимо, даље, да је 

f (х) ""' xtl L (х2) ; 

тада на основу става 11 и једначине (1) следи 

{(х) ""' 2tl1. Г (~ + 1) xtl/2 L (х). 
V 11: 1 

Да би обе ове релације могле да постоје мора да буде 

а. ~=O, 

Ь. L (х
2

) -+ 1. х -+ О. 
L (х) , 

Ставимо у релацији Ь. х = е-У и L (е-У) = R (у). Она се тада 
своди на 

R (2 у) -+ 1. У -+ оо 
R (у) , , 

а . ова последња је увек задовољена када је R (у) облика 

R(y) = yv L* (у). 
Према томе, ако је 

L(x)=I/nxlv L*(llnxl) 
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релација Ь. Ье бити увек задовољена ако је при томе л = 2v• Како 
v може бити макакав број, то следи да је спектар карактери
стичних вредности g-трансформације непрекидан. 

Потражимо карактеристичне функције које одговарају карак
теристичним вредностима л = 2". Како је наш циљ да нађемо 
решење једначине (1) које се правилно понаша за х = О, то се на 
основу става 1, мора правилно понашати и Лапласова транс
формација тог решења. Решење (9) једначине (8), пак, може се 
правилно понашати за s = оо само ако је ОЈ (х) = const., па је, 
према томе 

а одакле следи даје 

lп lп S 

t (s) = А /ii2 = lnv s , 

1 
ср (s) = -lnv s 

s 

Став VJ. Једино реше1Ье једна чине (1) за л = 2v које и.41а особине 

1. t (s) "" x~ L (х2) , ~ > - 1, х .. оо , 
2. е-ВХ f (х) иншеграбилно у размаку (О, оо), S > so, 

јесше f (х) ::Ј ...!..lnv s. 
s 

Видели смо да је основа читавог расматрања био став 1 који 
даје понашање Лапласове трансформације за s = оо под претпо
ставком о понашању t (х) за х = О. Међутим, ако пођемо од става 
1*, доhи Ьемо до истих закључака и основни став који би одго
варао ставу VI гласи: 

Став VI*. Једино реше1Ье једна чине (1) за A=2v, које има 
особuне 

1. t(x)""X~L(X2), ~>= 1, х .. оо, 
2. е-ВХ t (х) иншеграбuлно у размаку (О, оо) за свако s > О 

lnv s 
јесше f (х) ::Ј - . 

s 

б. Покажимо на крају како се може одредити функција t (х) 
која је одређена са једначином 

оо 

Ј e-st t (t) dt = + lnv s. 

о 

а) ~v.= k . цео број :> О. Да бисмо у овом случају нашли 
lnv s 

L-функцију t (t) која одговара l-функцији ср (s) = -, пођимо од s 
интеграла 

. 1 ЈОО 
S-X - e-st tx- 1 dt . 

Г (х) 
о 
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k-ти извод леве и десне стране релације, за х= 1, даје 

k . оо 

( - l)k /n
k 

s = L( ~ Ј' [_~.J(j) f e-st (ln t)k-i dt 
s 1 Г (х) Х=l 

{=о О 

тако да је тражена функција f (х) дата изразом 

:,'; ·.:)~г,:'-" '/ (х) = (_ 1)~":± (~) Уј(!П x)k~<'" 
i==O 

.• ј,. 

где смо ставили 

1 оо хј 

Г (1 +х) = L УјјЈ' 
(==О 

Ь) v < О. Ставимо v = - р., }1 > о и користиhемо след~hу везу 
за Лапласову трансформацију [8] 

оо 

f х! r и) dt:J~ (ln s) 
r(t+l) s g , 

О 
tl1-1 

где r(s):Jg(s). У нашем случају је g(s)=s-l1, па јег(t)=Г(}1) 

а одатле следи да је 
оо 

f (х)=-- dt:J - !п-11 s. 1 f xt fl1-1 1 
Г(}1) r(t+l) s 

О 

с) v произвољан позитиван број. У случају а), за v = k цео 
број ;> О имали смо 

k 

!n
k 

s """ (k) " -s-c ( - l)k L.." i YI (ln XY-l = fk (х) , 
i=O 

а у случају Ь), за" v = -}1 :( о 
оо 

--с- df=q>I1(x), СРо(Х)=О. 1 1 f х! fl1- 1 

sln l1 s Г(џ.) r(t+l) 
О 

Нека је сада v;>O. Ставимо k=[v-O]+I, k-}1=v>О и обра
зујмо композицију од fk (t) и СРЈЈ. (t), тј. 

t 

ln
k 

., ._l_с СР; (t) f'k (f) = f 'Р11 (t- '() fk ('t) d't, 
S S /пЈ1 S 

О 

~. 
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односно 

1 /n
у 

s * ( ) f* ( ) - --с <рЈ1 t k t . 
s s 

Према томе је тражена функција 

1 f (х) -::Ј - /nУ s, v> о, 
s 

дата изразом 

f (х) = ~ {<p~ (хННх) } . 
dx 
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Примедба. Др Ј. Карамата дао ми је пример функције која 
задовољава једначину (1), а која се не понаша правилно за х = О 
или х ~ ОС. 

Ако ПОђемо од релације 

г (~:и) = v:x Ј<ХЈ е- /: -г-(-/-:-и2-и-) dt (11) 
о 

па је помножимо са функцијом 

иЈ1-1 (1) е: ~), (1) (х+ 1)=(1) (х), 

и интегришемо по и у границама од О до ос, добиhемо функцију 

<ХЈ 

f (х) = r ха иЈ1- 1 (1) (ln иј/п 2) du 
~ Г(и+l) 
о 

која задовољава једначину (1) са 1. = 2-Ј1 , а не понаша се пра
вилно. Или ако релацију (11) претходно диференцирамо довољан 

број пута, па је затим помножимо са истом фукцијом иЈ1-1 (1) (ln и) 
/n 2 

добиhемо решење једна чине (1) са произвољно 1. > О. 
Исто тако ми је Др. Ј. Карамата указао да се ре"зултати из 

6 а, Ь, с могу на сличан начин добити директно из релације (11). 
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SOLUТION D'UNE EQUAТION INTEGRALE HOMOGENE 

par 

BOGOLJUB STANKOVIC 

Еп рагtапt des theoremes de паtuге аЬеliеппе sur Ја tгапsfогmаtiоп 
. 

ао '. 
G (а) = 1 f е - : а t (1) dt , 

Уn с1 
о 

dопt queIques-uпs sопt dеmопtгеs dапs cette поtе, оп раtviепt, sur 
l'equatiol1 iпtеgгаIе 

л Ј<?" t
2 

t(x) = Уnх ,е- 4ж t(l)dt, 
о 

аих resultats suivапts: 
1. Le spectre des vaIeurs caracteris1iques de cette еquаtiоп iпtе

graIe est сопtiпu. 
2. Оп а mопtrе I'ехistепсе des fопсtiопs caracteristiques de cette 

еquаtiоп iпtеgгаlе аiпsi que Ieur uпiсitе si оп se limite а Ја cIasse 
des fопсtiопs "se соmрогtапt геguliегеmепt" аи vаisiпаgе de х = О 
ои х - оо. 

3. Оп еп а dоппе aussi les sоlutiопs. 
Ј. Karamata а dоппе uп сопtгеехеmрlе mопtrапt que, si l'оп пе 

se limite pas аих fопсtiопs "se соmрогtапt геguliегеmепt", des fопс
tiопs caracteristiques correspondant а uпе valeur caracteristique i1 еп 
existe еп поmЬге iпfiпi. 

L'еquаtiоп iпtеgгаlе а aussi sa signification physique. Si par 
8 (х, t) оп dоппе lа repartition de chaleur dans uп conducteur lineaire 
ilIimite аих сопditiопs iпitiаlеs sui vапtеs: 

9(х,0) = {{(Х) pourx;>O 
О роиЈ х <О, 

te les "сопditiопs limites" 

8 (О,ђ = ~ t(x), 

l'еquаtiоп iпtеgгаlе dоппе alors lа fопсtiоп t (х). ' 

,.,;о,.,. 

,;~ 
'.-јо 
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РАНКО БОЈАНИЋ и ВЛАДЕТА ВУЧКОВИЋ 

О СОПСТВЕНИМ ФУНКЦИЈАМА ГРАНИЧНОГ ЗАДАТКА 

МАЛИХ ОСЦИЛАЦИЈА ЕЛАСТИЧНЕ ПЛОЧЕ 

0.1 (i) Нека је S произвољна отворена и ограничена област 
х, у - равни са непрекидним и глатким рубом S'. Нека су дал,е 

1.1' 1.2 , ... , лn , ••• 

сопствене вредности поређане тако да образују низ који монотоно 
расте, а 

Ф1 (Р), Ф2 (Р) , ... , Фn (Р) , ... 1) 

одговарајуће ортонормиране сопствене функције граничног задатка 

~.1и - ли = О, Р Е S 
(А) 

ди 
и = О, - = О, Р ES', 

дп 

при чему дЈдп означава извод у правцу нормале на рубу S'. 

У овоме раду испитиваhемо асимптотско понашање суме 
квадрата и производа сопствених функција граничног задатка 
(А), тј. асимптотско понашање функција 

Е (л) = L Ф~ (Р) и 1 (л) = L Фn (Р) Фn (Q) . 

Овим проблемом бавио се специјално А. Плејел [1, стр. 89-98], 
који је, уопштавајуhи Карлеманов метод, доказао да је 

(1') 
1 -

Е (л)--Vл, л -t оо , 
4:rt 

(П') 1 (л) = О (yi) , л -t t:)4I • 2) 

1) Са Р, Q, т, П, итд. означаваhемо, као што је уобичајено, тачке области S. 
2) Овај образац непосредно слеJl.И из претходног применом Коши-Шварцове 

неједначине. 



108 Ранко Бојаниh и Владета Вучковиh 

Овде ћемо дати другу апроксимацију асимптотског понашања 
функције Е (1.), као и прецизнију неједначину за функцију 1 (1.). 
Другим речима, Доказаhемо да је 

1 _ 4_ 

(1) Е (1.) = --;г;t -ул + о (v 1.), 1. -+ оо , 

4 

(П) 1 (1.) = О (1/1.), 1. -+ оо . 

Из неједначине (1) поред осталог следи да је 
4 

(III) Фn(Р)=О(Vn) , n-+оо. 

Осим тога навешhемо неколико особина ~-функције граничног 
задатка (А) која је за довољно велико R (s) дефинисана редом 

~ (Р, Q; s)= L Фn (Р) Фn (Q) 1.-;;S. -
п = 1 

(н) Карлеман-Плејелов поступак за процену асимптотског 
понашања суме квадрата и производа сопствених функција гранич
ног задатка (А) у најкраhим цртама састоји се у следеhем. Ако 
са а (Р, Q; 1.) означимо Гринову функцију граничног задатка (А), 
а са а (Р, Q) Гринову функцију граничног задатка 

(А *) 
дДи=О, РЕ8, 

и'= О, ди = О, Р Е 8', 
дп 

тада је а (Р ,Q; -1.) резолвента језгра а (Р, Q) [2, стр. 120], па је 
према томе 

оо 

а (Р , Q) - а (Р, Q; -1.) = 1. L Фn (Р) Фn (Q) . 
. п = 1 лn (лn + 1.) 

Међутим, а (Р , Q) је симетрично, позитивно дефинитно и огра
ничено језгро, па се према Мерсеровом ставу [2, стр. 117] може 
развити у апсолутно и униформно конвергентан билинеарни ред 

према томе је 
оо 

а (Р , Q; -1.) = L Фn (Р) Фn (Q) . 
n= 1 лn +1. 
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Означимо са fPQ растојање тачака Р и Q. Како је, према 
дефиницији Гринове функције [1, стр. 92], 

(1) G (Р, Q; - 1.) = R (Р, Q; -1.) ~ Н (Р, Q; -1.), 

где је 
оо 4 

R (Р Q" -1.) = _1 -= f е- '{i: r PQ [/У2 sin (У): r t/(2) df - = 
"27tV1. PQ Vf2 -1 

1 

1 1 1 
= --= - - г2 19 -- + ... 

8 VЛ 8" PQ г PQ 

тзв. сингуларни део Гринове функције G (Р, Q; -1.), а Н (Р, Q; -1.) 
решење једначине 

~) 44и+1.и=0 

које на рубу S' задовољава услове 

Н (Р, Q; -1.) = R (Р, Q; -1.), Р Е S' , 
(4) 

то је 

д Н (Р, Q; - 1.) 
дп 

д R (Р, Q; -1.) , 
дп 

PES' , 

со Ф 2 (Р) 
L--П -=Нт {R(P,Q;-1.)-H(P,Q;-1.)} = 

1.п +Л P=Q 
п=l 

(5) 
1 

~ -= - н (Р,Р;-1.). 
8У1. 

Применом класичних Гринових образаца Плејел је показао да је 

(6) 

+ f [R (T.Q; -1.) д!:Ј. R ~T~Q; -1.) _ д R (T~ ~; -1.) !:J.R(T,Q; - л)]d S'T 4) 

81 

где је једноставности ради стављено 

') Криволиниски интеграл дуж руба S' означаваhемо са 

Ј (·.·Ј d S'T. 
81 

Слично томе ! ( ... Jd ST 

претставља површински интеграл по области S. У оба случаја Т је променљива 
интеграције. 
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F[HQ, HQ]=S {[~Н(Т,Q;-1.)ј2+1.Н2(Т,Q;-1.)}dSт, 
s 

Док се процена криволиниског интеграла у обрасцу (6) 
изводи доста једноставно, јер се под интегралом јавља функција 
R (Р, Q; - л) и њени изводи, дотле се за процену асимптотског 
понашања израза F [HQ, HQ] мора применити поступак сасвим 
друге природе" јер се ту под знаком интеграла налази функција 
Н (Р, Q; - л) чиiе се асимптотско понашањетражи. ., 

За процен'у асимптотског понашања~зраза F[m~Q] Плејел 
је искористио варијациони рачун. Он је, наиме, приметио да је 
функција Н (Т, Q; - л) решење варијационог проблема који се 
састоји у томе да се нађе минимум израза 

Р[У, V]=f[(~ V)2+ 1. V2]dST , 
s 

при чему се за функцију V (Т) претпоставља да је заједно са 
својим изводима до ~eTBpTOГ реда непрекидна у области S, а на 
рубу S' задовољава услове 

(7) V (T)=R(T, Q; - 1.), 
д V (Т) 

дп 

Одатле непосредно следи да је 

(8) 

д R(T, Q; - л) 

дп 
TES'. 

где је V (Т) произвољна функција која има непрекидне изводе до 
четвртог реда у области S, а на рубу S' задовољава услове (7). 
Таква функција је, на пример, 

V (Т) =R (Т, Q; - 1.) 1) (rTQ)' 

где функција 1) (rTQ) има особину да је у довољно МI!ЛОМ кругу 
са центром у тачки Q једнака нули, а ван њега јединици и да су 
јој четврти изводи непрекидни у области S. У том случају из 
неједначине (8) и обрасца (6) добија се 

(9) I н (Q, Q; - л) I ~ ~ 1.-3/4, 

где је IQ најкраће отстојање тачке Q од руба S'. Према томе је 

ф~ (Р) =~+ О (1.-3/4), Л ~ оо , 
1.n+1. 8VA 

оо 

L 
п=l 

тј. 
оо 2 

"'" ФП (Р) 1 f::t Аn +1. .,.." 8V1:' 1.~ оо. 
Одавде, применом класичног Харди-Литлвудовог става Тауберове 
природе [1, стр. 6], следи (1') и као непосредна последица (11'). 
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Уместо Харди-Литлвудовог става може се употребити Ике
харин став, као што је то код аналогног граничног задатка дру-
гог реда . 

(В) ~ и+ 1. и = О, Р 6 S, 

и=О, РЕ S', 

показао Т. Карлеман [3]. Међутим, било да се употреби Харди
Литлвудов било Икехарин став, тим путем се не могу добити пре
цизнији резултати од (1'), односно (11'), јер се ни један ни други 
став, као што је познато, не могу побољшати. 

(Ш) Поступак којим ћемо се овде служити за извођење нејед
начина (1) и (п) заснива се с једне стране на прецизнијој процени 
асимптотског понашања функције Н (Р, Q; -1.), а с друге стране на 
једном ставу Тауберове природе који омогућава да се та прециз
нија процена у потпуности искористи. 

(10) 

У првом делу овог рада доказаhемо: 

Став 1. За фиксирано Q и iiроизвољно Р обласши S је 
4 

I Н (Р, Q; -1.) 1< с e-1Q Y2:12Y2, 

где је IQ најкраће ошсшоја1Ье шачке Q од руба S' и где консШанШа 
с зависи само од Q и од обласliiи S. 

Овај став доказаhемо сличним поступком који је Плејел 
употребио за извођење неједначине (9), који се, као што смо напо
менули, заснива на варијационом рачуну, за разлику од дводимен
зионалног случаја, где процена експоненцијалног типа за функцију 
Н (Р, Q; -1.) непосредно следи из чињенице да решење једначине 
~и-Aи=O достиже своју највећу, односно најмању вредност на 
рубу посматране области. 

Затим ћемо у другом делу доказати поменути став Тауберове 
природе који у извесном смислу претставља уопштење једног 
става В. Г. Авакумовиhа [4; а, Ь], помоhу кога је он добио најбоље 
могуће процене за асимптотско понашање суме квадрата и произ
вода сопствених функција граничног задатка другог реда (В). 
Став који ћемо доказати гласи: 

Став 2. Нека је S (и) ограничене варијације у сваком коначном 
размаку и нека инliiеграл 

оо 

f (х) = fd {S (и)} 
и+х 

о 

конвергuра за једно, йа йрема Шоме за свако х > О. Тада из 
4 

(а) t (х) = О (e-сУ;-), х -+ ОО, (с> О), 
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и услова конвергенције 
4 

(Ь) S (v) - S (и) > - т VU за и < v <, и;- и3/4 

следи 
4 

S (и)~ O(vu) , и -+ оо. 

(iv) Из qI~ВОЩI 1 и 2 непосредно следе неједначине Џ).и (11). 
Наиме, из неједначине (10) која важи за свако Q Е S, па'према 
томе и за Q = Р, с обзиром на (5) добијамо најпре 

(11 ) 
~ 4 

Е* (1.) = L ф ~JP) = ~ + о (e-сУi) , 
п= 1 1.п +1. 8 "'1. 

где је с == (p/V 2. Ако ставимо 
\ 

биhе 

L 1-S(u) == Ф~(Р) __ Vu, 
4л: 

лп~u 

оо 1 4 

Jd{S(U)} =Е*(1.)- -=- =0 (е-сУ}:) ,1.-+ оо , 
и+1. 8Vл 

о 

тако да је услов (а) става 2 задовољен. Осим тога, S (и)' очевидно 
задовољава услов конвергенције (Ь), па је на основу става 2 

"'" 2 1 - ~-S(u) = ~ Фп(Р)- - Уи=О(,и), и-+оо. 
4л: 

лп~u 

Тиме је неједначина (1) доказана. 

Да бисмо доказали неједначину (11), приметимо најпре да је 

4 

I R (P,Q; -л) 1< ,~_ е- У2: r PQ/V'i , 
v1. . 

(в. [1], стр. 96). Из ове неједначине и неједначине (10) за функцију 
Н (Р , Q; - 1.) непосредно следи да је за Р =1= Q 

~ 4 

(12) 1* (1.)= L Ф~ <:) ФП (Q)=O(e-сУ1:\ 1.-+ ОО, 
п= 1 ЛП + 1. 

где је с = Min (rPQ/V2, lQ/2 'Ј2). Како је 
оо . 4 

Ј d {I (и)} =1* (1.) = О (e-сУ1:\ 
и+1. 

о 
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то је услов (а) става (2) очевидно испуњен. Даље, из 

и (1) добијамо 
4 

1 (v) -/(u) = O(Vu) за и:( v < и+и3/4• 

Према томе, услов конвер!'енције(Ь) је и у овом случају задо
вољен, тако да применом става 2 добијамо непосредно нејед
начину (11). 

0.2. Прецизност добијених асимптотских процена за функције 
Е* (А), Е (А), 1* (А) и 1 (А) омогуЬава нам да добијемо податке 
о асимптотском понашању п-те сопствене функције граничног 
задатка (А), као и да испитамо неке особине kфункције тог 
граничног задатка. 

(i) Неједначина (111) је' непосредна последица обрасца (1). 
Наиме, из 

и (1) следи 

тј. 
8 

Фп(Р)=О(v}:п), n-+оо. 

Тиме' је неједначина (111) доказана јер је, као што је познато [5], 

(
41'1: \2 

Ап "" - n2
, 

, d / 
(13) n,-+ оо , 

где је d површина области S. 

(н) Из неједначине (111) и обрасца (13) између осталог следи 
да билинеарни ред 

ао 

(14) 
п=l 

којим је, као што смо рекли, за довољно велико R (s) дефинисана 
kфункција граничног задатка (А), конвергира апсолутно ако је 
R (s) > 3/4. Меljутим, веЬ из Плејелових резултата (1') односно (11') 
8 З(lориик 



114 Ранко Бојаниh и Владета Вучковиh 

следи да ред (14) конвергира за R (s) > 1/2. Наиме, у том 
случају из 

ао оо 

~ ФП (Р) Фn (Q) ):;;В = S rгB Ig А d {I (л)}, 
n~1 1 

c~eHOM 19) .. = u И. парцијалном интеграцијом, добијамqг\",. 
,~7· .. 

ао ао 

~ Фn (Р) Фn (Q) А:;;В s= s S е-В" [(е") du, 
п;1 О 

одакле следи да ред (11) конвергира за R (s) > 1/4, јер је према 
неједначини (II) 

(Ш) Наведимо најзад неке особине функције ~ (Р, Q; s) које 
следе' из . неједначина (11) и (12). Контурном интеграцијом (в. [3]) 
добија се 

• оо 

(15) S1П1С S S ь (Р, Q; s)=-тc- л-В [* (л) dл+F(s), 

8 

где је е> О и 

2" 

F (s) = _1 e1- s езt I(в+1) S [* (е е/е) е/е (1-в) d 8. 
2 те о 

Из (15) и неједначине (12) следи да је Ь (Р, Q; s) цела функција 
са нулама у тачкама s=0,-1,-2, .... Кад је P=Q, добија се 
сличним поступком, с обзиром на (11) 

ь (Р, Р; s)'"" sin тcs _1_+ sinтcs G (s) + Н (s), 
41t 2 s-l 1t 

где је G (s) цела функција и 

2" 

H(s)=_l е1-В е Л Цв+1) S·E*(eeie)eie(I-S)d8. 
21t о . 

Према томе је Ь (Р, Р; s) мероморфна функција са полом. у та'lКИ 
s= 1/2 и резидуумом 1/8тс. ОСим тога, Ь (Р, Р; s) има нуле· у 
тачкама s·--= О, - 1, - 2, ... . . 
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Процена аСИМПТОТСl(ОГ понашања фУНl(циј е 

Н (Р, Q; - л) 

1.1. Неједначuна за Н (Р, Q; - л). Ако је V (Т) регуларно 
решење једначине (3), тада је 

V(P) = J[aAOr~ Т;-л) V(T)-АО(Р,т;-л)д ~~T)+ 
SI 

Како је према (1) и (4), с обзиром на симетрију Гринове функције, 

а (Р, T;-л)=О, 

то је 

д а (Р, Т; - Ч=О, Т Е S', 
дп 

V(P)- Ј [д А а (:~ Т; -л) v (т) - АО (Р, Т; - л) д~~Т)]dSlт. 
::'1 

Ако ставимо овде V (Т) = Н (Т, Q; - л), биhе 

Н(Р,Q;-л)= 

= Ј[дА а (=~T; - л) H(T,Q; _ л) _ А а (Р, Т; _ л) дН (T~~; - Л)]dSIт • 
SI 

.Из овог обрасца, с обзиром на (1) и (4), добијамо 

Н(Р,Q;-л)= 

=Ј[д AR(P, Т; - л) R(T,Q; _ л) _ AR(P,T; _ л) aR(T, Q; -Л)]dSIт+ 
дп дп 

SI 

+ f [АН (Р, Т;- л) дH(T~;; -л) - дAH(~,nT; - л) Н(Т, Q; -Л)]dSIт • 
SI 

Ставимо ли, краткоЬе ради, 

F [Нр, HQ]~ 

~ S [А Н (Р, Т; - л) А Н (Т, Q; - л) +л Н (Р, Т; - л) Н (Т, Q; - л)] d ST, 
S 
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тада из Гриновог обрасца 

(1.1) f џ~. и ~ V - и ~ ~ V) d S = f (~V ~ ~ - и д ::) d S' 
s . ~ . 

непосредно следи 

P[Hp,HQ]= .".' . 

= ј[дн(р, Tj_}...)дH(T~;j·-}...)_ д~H(:~T;-}"') H(T,Qj -}...) ]dS'T' 

а, 

па је према томе 

н (Р, Qj-}...) = P(Hp,HQ]+ 

(1.2) 

+ f[дДR(~,nТј - ~) R (Т, Qj -Ј..) - ~ R(P, Тј-}...) д R(T~;; - }...)] d S'T. 
~ . 

Овај образац за Р = Q своди се, због симетрије функција 
R (Р, Q; - Ј..) и Н (Р, Qj - }...), на образац (6). 

Да бисмо применом Плејеловог поступка добили прецизније 
неједначине за функцију .н (Р, Q ј - л), како у случају Р = Q тако 
и за р*, Q, приметимо најпре да је 

(1.3) I Р[Н р, HQ ] I < plf2 [Нр, Нр] • Рl{2 [HQ , HQ]. 

Према томе, процена асимптотског понашања израза Р [н р, HQ] 
СВОДи се, с обзиром на симетрију функције Н (р, Q; - }...), на про
цену израза F [НП, нп], где је најпре П = Р, а затим П = Q. 

За функцију Ч (rpQ) из тачке 0.1 (н) узеhемо функцију дефи-
нисану на следеhи начин: . 

Нека је П произвољна тачка области S и нека је lл најкраЬе 
отстојање тачке П од руба S'. Ставимо . 

где је 

ц (г)~. [ 

1 , г">lп, 

х (г) 
1/2 lri (, r =<.П, --, 

х (lл) 

о , r =< 1/2 Iл , 

г 

Х (r) ~ Ј (t- 1/2 Iл)4 (t~ lл)4 dt. 

1/2 1л 
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Функција 

R (Т. П; - л) = R (Т, П; - л) I) (Гтп) 

је непрекидна у области S заједно са својим изводима до четвртог 
реда, а на рубу S' очевидно задовољава услове (7), па је према (8) 

О<Р[Нп,Нп] < F[Rп, Rп]. 
Коначно, из (1.2), (1.3) и ове неједначине следи 

( 1.4) 
I Н (Р, Q; - л) I < рl/2 [Rp, Rp] Рl/2 Й'Q, RQ ] + 

+ Јl дДR(:~Т; -л) R(T, Q; - л)- д R(P, Т; -1) дR(Т~~;-l) I d S'T' 

S, 

1.2. Процена асимишошсног ilонашања uзраза Р [R'п. Rп] и доназ 
сшава 1. (i) Из Гриновог обрасца (1.1) непосредно следи 

F[V, VJ = f V(.1.1 v+л V)dS+ f (v дддnV - ~~ д v) d S'. 

S SI 

Ако овде ставимо V (Т) = R (Т, П; - л), онда се, на основу дефини
ције функције 1'] (Гтп), површински интеграл по области S своди на 

JR (Т~П; -л) [дд R (Т, П;-Л)+Л R(T, П; -1)] d ST=11 , 

SП 

где је SП област између два концентрична круга чији се центри 
налазе у тачки П, а полупречници су им 1/2 Iп и {п. КриволинискtI 
интеграл по рубу S' очевидно је 

![R(T п·_л)дДR(т,П;-Л)_дR(Т,п;-л) ДR(Т П'-l)}dS' =1 
, , дп дп ' , т 2 

SI 

јер је на рубу R(Т,П;-Л)-R(Т,П;-l). Према томе је 

F [RJ1, Rii] = 

(1.5) "'" !R(Т,П;-л) [ддR(Т,П;-l)+lR(Т,П;-л)}dSт + 
sл 

+ Ј [R(Т,П; - л) дДR (~·nП; - л) _ д R (~~; - л) J).R (Т,П; - 1) ]dS'T= 

S, 
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Остало је, дакле, да видимо како се понашају интеграли 11 и 12 
кад 1. -+ оо. При томе ћемо користити следеhе неједначине за 
функцију R (Р, Q; -1.) и њене изводе [1, стр. 96], које важе за 
0<1.0<1.<00 и 0<'<'0<00, где је '='PQ и где је С кон
станта која не зависи од 1., али која не мора бити увек иста: 

дSR(~~;-1.) ј< ~е-i~гivз;1 д4R(~,,~;-1.) 1< ~2е-УIГIr'З. 
На основу претходних неједначина налази се да· је 

4 

I R (Т, П; -1.) 1< ~Сlе-У}: ГтпIVЗ , 

4 

I L\ L\ R(T, П; - 1) + 1 R (Т, П; -1.) 1< С (VI+lg1.) e-У2:.гтп1VЗ• 

Према томе је 

(1.6) 

4 _ 

111 1< С S e-VТ,.гтпУЗ d ST < 
. Sn 

4 

----- С е-У}.: lп/УЗ """ . , 

јер је у области Sп увек ,тп>1/2 Iп . 

(1.7) 

За криволиниски интеграл 12 налази се лако да је 

4 

1/21 < С S e-vI ГТt1УЗ dS'T < 
S' 

Коначно, из (1.5), (1.6) и (1.7) следи 
. 4. 

F [Rп, Rп] <.С е- У}:lп/V'[. 

. }.:: 
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(Н) За кривоnиниски интеграл у неједначини (1.4) добија се 

ЈI а~R(:~Т;-1.) R(Т,Q;-л)-~R(Р, т;_л)дR(~;ј-Л)ldS'т < 
S' 

4 

(1.9) <,с S е -У}., (г рт+ г TQ)/Y'i d S' т < 
S' 

(Ш) Из добивених неједначина (1.8) и (1.9) непосредJIО следи 
процена асимптотског понашања функције Н (Р, Q; - л). Наиме, из 
(1.8) најпре следи 

4 

Pl~ [Rp, Rp] • РI{2 [RQ,i~-Q] <: се - 'г}.. (!p+1Q)/21{2 •. 

Из ове неједначине и (1.9), с обзиром на неједначину (1.4) добll
јамо коначно 

4 4 

I н (Р, Q; -1.) 1<: с е -fI (lp+1Q)/2V2 + се -ут. (lp+1Q)rV2 <; 

Одавде следи да је, за фиксирано Q и произвољно Р Е S, 

4 

I н (Р, Q; -1.) I < с e-V"I 1Q f2V2 , 

а тиме је став 1 доказан. 

Један став Тауберове природе 

2.1. Овде ћемо доказати став 2, на основу кога смо доБИЛII 
процене асимптотског понашања функција Е (1.) и 1 (А). Без 6гра
ничења можемо претпоставити да је у услову (а) с-= 1. 

Сам доказ заснива се на следеhим лемама. 

Лема .1. За у;> х > О је 
4 

(2.1) S (у) - S (х) > - т 'Јх ~ т' {'Ју - 'ЈХ}. 

д о к а з. Нека је 

4 

а (х)=е Y-;i, . ~ (x)=lg4 Х. 
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Како је 
~ [р. а; (х)] = x+41g р.. х3/4 + О ("ух) , 

тО можемо одредити једно р. > 1 таК<Ј да је за довољно велико х 

~ [р. а (х)] < х + х3/4 • 
Тада је према (Ь) . 

(2.2) "\ $ (х') - S (х) > -т ~x, iJl! .. , х -< X~~ ~ [~a; (х)] . 
. '.~. ~... ' ..: ,:;. , 

Нека је у> х и 

XV+1~p[p.a;(xv)]:.=~[p.va(x)], v=0,·],2, ... ,n. 

Sj>oj 'fl из~браtiемо тако ,да јехn < у < хn + l' Из нејед~ачин~ (2.2) 
следи тада да је' '_ 

4 

и 

S (хоР) -S(Х v;-1) >.- т V xv-~ ,~"':' 1, 2, ... , п:-l , 
4 

• f , (~ ,$ (у).- $ (хn) > - т V хл . 
Сабирањем ових неједначина добиhемо, с обзиром на то да је хо = Х; 

Како је 

то је 

, , ,,[ " , ,n-l'l 
. 4' 4 

S (у) - S (х) >- т -ух - т L y-;:;-~ r-[p.-v а;--'(""'-;х)-'-] • 
\1 v=·I: 

n-l 4 п 4 

L V~{p.va(x)[-<f V-:;-~-:-"[p.""""ta;-(-:-"-x)=] dt= 
v=1 . О 

1 ['- -Ј <-- УХn - 'Ух., 21g р. ',. 

4_ т __ 
S (у).,., S'(x) >,-IЏ -УХ'2 Ig~[V Хn 7 V::t], 

а, OД~B~e џепосредн,о слеДИј (2.1)~ јер је :хn ~ у. 
,Из не;едliачине (2.1) .сл.еди да J~;~a [и( v ~ u+l 

(2.3) 8 (v4) .:.. S (u4J>':"" m1 П. 

Лема 2. Из (а)* и услова конвергенције 

S(v) - S (и) >-m2 -Уа, и < iJ < i.u, л> 1,** 

* Довољно је, шта внше, само да је 
ао 

f S(u) du ( 1 ) 
(u+х)2 =0 Ух ' ,х.-+ос. 

о 

** Из (2.1) непосредно 'Сllеди да S(u) 'задовољава овај услов конвергенције. 
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следи 

(2.4) S(u)=O(Vu), и~oo. 

д о к а з ове леме добија се једнос:жоавном транскрипцијом 
доказа једног Сасовог става [6]. 

На основу (2.3) и (2.4) добијамо да је за и < v < и + 1 

(2.5) ~ S (v4) -~ S (и4) > - тв. 
v и 

Ова неједначина очевидно следи И3 

-S(v4)_-S(u4)==- {S(v4)-S(u4)}- --- S(v4). 1 1 1· (1 1) 
V и и и v 

Наиме, према (2.3) је први члан десне стране> - тр а И3 (2.4) следи 

(~ -+)S(v4) =0(1), и+l >v~OQ, 

јер је у том случају 1/и - l/v== О (1/v2). 

За доказ става 2 потребна нам је још позната чињеница да 
је, кад x~ О, 

оо 

(2.6) '(х) ==Jd{S(U)} ~ O(~). 
и+х х 

о 

2.2. Д о к а з с т а в а П. Због (а) и (2.6) постоји 
оо 

(2.7) q>(s) = 1[l
s
f !(x)e-sVz/У2siп{s ~xIV2}dx. 
о 

У тачки 2.3 доказаhемо да се у овом интегралу сме изменити 
ред интеграције, тако да је 

оо оо 

1 Ј 1 f ~-/'I- 4_/ - dx cp(s)=-; d{S(u)}-;- e-sr:сr2siп{sVхV2}х+u' 
о о 

Како је за s > О 

то је 
оо 

{2.8) ~(s)= ~j e~S;i/d{S(U)}. 
{) 
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Доказ се сада своди на то да покажемо да је функција ~(s) 
регуларна у десној полуравни укључивши и тачку s = О. Да је 
функција ср (s) регуларна за R (s) > О следи из чињенице 'да 
интеграли (2.7) и (2.8) конвергирају за реалне и позитивне s што 
је непосредна последица неједначине (2.4). Да бисмо показали 
да је функција ср (s) регуларна у тачки s = О, доказаhемо да инте· 
грал (2.7) апсолутно конвергира ако s лежи у довољно малом 
кругу око нуле. То, међУТИМ, неПОСQ~д.но слеДИ.IlЗ (а), (2.6) и 
неједначине .... \"*' ..•. 

I 
sin Z I ~ 2 e1zl 

Z ~ . , . 
која важи за свако комплексно z. 

4, 

Парцијалном интеграцијом' интеграла (2.7) и сменом 1/u lu 
добијамо 

Ако ставимо 

тада је функција 

ОО 

ср (s) = Ј e-su S (и4) du. 
о 

оо 

'1t(s)= Ј cp(t)dt, 
s 

'1t (s)= ЈОО e-suS (и4) d: 

о 

регуларна у десној полу равни укључивши и тачку s = О. 

Тиме је д.оказ става 2 заврше н, јер из (2.5). и регуларности 
функције '1t (s) у тачки s = О следи 

и-+cio, 

као што то произлази из познатог става Ј. Карамате.[7, стр. 
28-36.]. 

2.3. Промена реда интеграције. Остало је још једино да дока
жемо да се у интегралу (2.7) сме изменити ред интеграције. 

(ј) Нека је 

4 . 4 

F(x)=e-sf'%N'i sin {s УХ/{2}. 
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Како је за коначне R1 и R2 

R, Њ Ra R, 

Ј Р(х) dx f ~;; -Ј dS (и) ! :~x~· dx, 
о о о о 

то је 

со Ra R2 R, 

! F (х) dx ! dS (и) = Нт ! dS (и)! F (х) dx. 
и+х R,-<ю и +х 

о о о о 

Доказаhемо најпре да је 

R2 R, R2. со 

lim f dS(U)! Р(х) dx-! dS(U)! Р(х) dx. 
R, =CD и+х u+х 

о о о о 

За фиксирано R2 нека је· 

Тада је 

R1 со R2 RJ 

D 1 "", JdS (и)! F (х) dx _ JdS(u)j F (х) dx= 
и+х и+х 

о о о. 

R. . со - Ј dS(u)J F (х) dx. 
и+х 

о R, 

I1рема томе је 

се R. R, со 

Ј р (x)dx Ј dS.(U.) ,.. Ј dS(u) Ј F (х) dx. 
и+х и+х 

о о· о о 

123 
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(ii) Кад R2 ~ оо, биhе 

оо оо 

f dS(U)'f Р(х) dx= 
и+х 

о о 

оо R2 

[ Р(Х) dx f dS(u). 
• и+х 
о , о 

·';f::'5ii: 
Остало је, дакле, да докажемо да је ' 

оо R. оо оо 

f Р(х) dx f dS(u) = јр(х) dx f dS (и). 
и+х и+х 

о о о о 

Нека је 

оо оо OOR2 

D2 = ЈР (х) dx Ј dS (и) - ЈР (х) dx f dS(u) = 
и+х. ' и+х 

о о о о 

оо оо 

f F (х) dx Ј dS (и) '. 
. и+х 

о R. 

Ставимо 

оо • t 

!(х)= JdS(U) и g(t)= JdS(U). 
и+х и+l 

о о 

Тада парцијалном ин:теграцијом добијаМQ 

оо оо 

r dS(U)=!(1)_g(R2)1+R2 +(I-Х) f g(t) dt, 
. и + х х + R2 · (х + ђ2 
~ Љ 

тако да је 

·00 -

О2= јр(х) ciх {. ! (1) - g (R2) 1 + R2 +(1-х) ј. ~ (t) dt}. 
. ., х+Rз . (X+t)2 

о' Љ 
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Како је I g (t) I ~ м за t> R2 , то је 

ЈСО I l+R(' ЈСО /1-xl' ID
2
1< ,Р(х)' /(I)-g(R2)--2 dx+M IF(x)I--dх. 

х +R2 R2 +x 
О о 

0значимо са Ј1 и Ј2 интеrрале на десној страни ове неједначине. 
Ј2 очевидно тежи нули кад R2~ оо. Доказапемо да то исrо 
важи и за Ј1 • 

За довољно велико R2 је 

g (R2 ) = / (1)+0 (1), 

тако да је 

Према томе је 

СО СО 

IJ1 1<1/(I)1 IF(x)I---dх+о(l) IF(x)I--2 dх< f Iх-ll f I+R 
x+R2 x+R2 

О О 

СО оо 

< 1 /~:JJ f (х+l) I Р(х) I dx+o (1) Ј' Р(х)ј dx, 

о о 

тј. 
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OBER DIE EIGENFUNKTIONEN DER SCHWINOENDEN PLATTE 
о;,' 

RANKO BOJANIC und VLADETA VUCKOVIC 

(i) Sei S ein offenes und beschranktes Oebiet der х, у - ЕЬепе 
und S' der Rand уоп S; S' sei glatt. Ferner bezeichne Р"n} die Eigen. 
werte und {фn (Р)} die orthonormierten Eigenfunktionen der Randwert· 
aufgabe 

(А) 
LlLlи-ли=О, PE.S, 

ди 
и = О, - = О, Р Е S'; 

дп 

dabei bezeichnet Р, ebenso wie nachher Q, einen Punkt aus S. 

Nach А. Pleijel [1] ist 

(1) 

woraus sich аи! Orund des bekannten Hardy.Llttlewoodschen Satzes 
Tauberscher Art ergiЬt dass 

(1') 

ist. Ausserdem folgt aus (1') dass 

(II') l(л}= :Е фn (Р) фn (Q)=O (VI), Л~ оо 
Лn.s;:;л 

-ist. 
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Will тап аЬес fur Е ("-) und 1 (л) scharfere Abschatzungen als (1') 
bzw. (11') erhalten, so mussman, wie dies V. О. Avakumovic [4,Ь], bei 
der Behandlung der Randwertaufgabe zweiter Ordnung bemerkt Ьа! 
anstatt des Hardy-Littlewoodschen Satzes einen anderen Satz Tauberscher 
Art verwenden. Um diese Beweisanordnung auf die Randwertaufgabe 
(А) ubertragen zu kбппеп ist es notwendig einerseits die Pleijelsche 
Abschatzung zu verscharfen, anderseits einen пеиеп, dem Avakumo
vicschen analogen Satz Tauberscher Art zu beweisen. 

Durch die Verscblirfung der PleijeIschen Beweisanordnung Шr die 
Abschatzung der Greenschen Funktion werden foIgende asymptotische 
Formeln 

(2) 
оо ф2 () 1 4 

L п р О ( - ,/-:-) --'--"--=--=+ е СЈ л , 
лп+л. 8Vл 

п=l 

л -+ ОО, 

(3) 

bewiesen. 

Dann wird foIgender Satz Tauberscher Art bewiesen: 

Satz 2. Sei S (и) von beschrankfer Schwankung аи! jeder endlichen 

Sfrecke und 

(4) 

оо 

!(х)= fd {S (и)} 
и+х 

о 

konvergenf !йг ејп (und somif !йг alle) х > О. 

Wenn ! (х) der Bedingung 

(а) !(x)~O (е-схl /4), х -+ оо 

(с> О) und S (и) der Konvergenzbedingung 

4 

(Ь) S(v) -S(u) > -т 'Ји !йг alle и < v < U+U'/f 

genugf, so ist 

~ 

S(u)=O({u), и-+ оо. 
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4 

'ј (А)=О (V"i:), 

Die Abschatzung (1) folgt aus dem Satze 2 wenn mап 

S(u)- ~ Ф~(Р) __ 1_ vu 
41t 

ln~u 

setzt und beachtet dass аuУ Grund von (2) das Stieltjessche Integral (4) 
4 

О (е-с 1'1:) ist. 
(11) folgt аuУ dieselbe Weise indem mап direkt S (и) = 1 (и) nimmt. 

,'~;;; 
; 

?~ 
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СТАНИМИР Ф ЕМПЛ 

О НЕКИМ РЕДУКЦИЈАМА ПОТПУНОГ НОРМАЛНОГ 
ЕЛИПТИЧКОГ ИНТЕГРАЛА ТРЕЋЕ ВРСТЕ 

Означимо са F (k, ср), Е (k, ср), П (п, k, q» нормалне елиптичке 
интеграле 1, 11 и Ш врсте са модулом k, амплитудом ср и пара
метром п: 

ср 'Р 

F(k )- J~ ,ср- Ll(cp) , E(k,q» = f Ll(q»dq>, 

о о 

ср 

П(n,k,ср)= . , f dq. 

(1 + п sin2 ср) Ll (q» 
о 

• 
при чему је 

(1) 

Означимо надаље са Р, Е и ПО одговарајуЬе потпуне интеграле. 
Јакоби је показао [1, §§ 49 - 50, стр. 139] да је 

'!t 

"2 

Ј k2 sin а. cos а Ll (а.) sin
z 

q> dcp = Е (k, а) F _ F (k, а.) Е. 
(1 - k2 sin2 а sin2 Ч» д (ч» 

о 

Интеграл на левој страни се може изразити помоhу интеграла 
ПО, јер је 

о 

9 Зборник 

П (п, k, ч» - F(k, ч» 
k2 sin2 а 
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(параметар п = - k2 siп2 а) ~ . Из тога следи да је 

tga 
По=F+-- [h(k,a)F-F(k,а)Е], 

А (а) 
(2) 

што значи да се потпуни нормални елиптичкиинтеграл III врсте 
може изразити комбинацијама потпуних и непотпу~х н·ормаЛНRХ 
елиптичких интеграла 1 и 11 врсте. ·Овиме је OMOryft~HO израчуна
вање потпуних нормалних елиптичких интеграла 11 врсте помоhу 
постојеhих таблица за елиптичке интеграле [2] . 

У специјалном случају а "",О , тј. п =0, је 

По=F, 

док' i~e' за случаја;"'1С/2, тј. n7" - k2 , лако можемо. уверити да је 

Е 
П =--

о 1 _ k2 

У ова два позната случаја, потпуни нормални интеграл III врсте 
изражава се само потпуним интегралима 1 и 11 врсте. 

Може се поставити питање: За које вредности пара метра се 
потпуни нормални интеграли III врсте могу свести на изразе у 
којима се појављују само потпуни нормални интеграли 1 и 1I врсте? 

Питање је утолико пре од интереса, што се - како ће се 
показати - у таквим изразима нојављују само нормални интеграли 
1 врсте. 

У овом раду, решавајуhи делимично то питање на основу 
ниже наведених ставова, хтео бих да укажем на једну методу 
добијања везе између пара метра и модула, применом које се 
решава постављено питање. 

. 1 

Параметарски угао интеграла III врсте 

. v - п 
a=afC sш-

k 

има реалну вредност само у случају 

- k2<, П <, О; (3) 

једино у том случају, за оно што следи, биhе употребљива фор
мула (2) која, иначе, важи за све вредности а. Услед тога, бипе 
потребно напи подесне формуле за случај позитивног п и за случај 
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- 00< п < -k 2 • У овом другом случају, кад п лежи у размакУ 
( - оо, - 1), подинтегрална функција интеграла П о има дисконтину-

. 1 Т' 1. итет за q> = arc SIП -=-. а вредност q> Је реална и лежи измечу 
-у-п 

интегралних граница, па је интеграл дивергентан. Стога, осим 
случаја (3), У обзир долазе још само случајеви 

и 

За случај (3), због 

. -у-п 
SШа= --, 

k 

добива се из једначине (2) 

(4) 

(5) 

(6) 

-[ Е (k, асс sin -v ~ п) F _ F (k, arc sin -v ~ п ) Е]- (7) 

За случај (4) може се употребити једначина [3, стр. 134] 

из које следи 

(8) 

где је 

Р1 = F ( k', arc sin V п +\2) , 
при чему је k' комплементаран модуо модула k : 

k'=-Vl-k2 • (10) 

За случај (5) је 
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Ако се сада интеграли 

..;-::N ..;-::N 
k k 

w
l = Ј V(1-Z2~;I-k2Z2" w = Ј У=-l -_-::k~2 -Z-';-2 dz 

2 l-z2' 
О О 

узму дуж праволиниске путање, обилазеhи· при томе критички 
сингуларитет z = 1 по једном полукругу са центром у тачки z = 1, 
интеграли дуж полу круга конвергираhе према нули кад полу· 
пречник путање тежи ка нули, тако да Ье остати 

биhе 

I 

F (k 
. у-=п) f dx ,аrсsш __ = F(k а) = V + 

k ' (1- х2)(1- k2 x2
) 

о 

1 

( у-=п) Ј 1/1 - k2 х2 
Е k,arcsin-

k
- =E(k,a)= V l-х2 dx+ 

О 

y:n 
k 

+..!.. { 1 ft=k9 dx. 
i V х2 

- 1 
( 

Ако се у другим интегралима десне стране изврши смена 

1 
х - -;г===:=:===
-Vl-k'Z t2 ' 
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Како због - 1 ~ п =< О излази - п k2 =< k2
, тј. П k'2 =< П + k2, одакле 

n+k2 
следи k'2 > -- и 

п 

~ 1/n+k2 =< 1, 
k' V П 

то се види да је горња граница последња два интеграла реална 
и да није веЬа од јединице. Зато се, после смене t = siп <р, добива 

(11) 

arc sio .!. ,/11 +k9 

k' У 11 

E(k,a.)=E-ikl2! cos1cpdcp 
, . (1 - k'2 siп2 ср)З/2 

О 

Како је [4, стр. 301Ј 

и како је у овом случају 

1

У
-2 

sin 0/=- п + k , 
k' п 

kV-cos ,1,=~ П + 1 
'1' k' ' -п 

то је 

па је 

Ако још 0значимо 
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последња једнацина гласиhе 

Е (k, а);""Е - i [Р2 - Е2 + У(n + 1);n + k
2

) Ј

а једнацина (11), 

F (k, a)=F - i Р2 • 

Уношење!d ових вредности у једнацину (2), због (6},fИ због 

i 
COS а=-V =- (п +k2 ) , 

k 
тј. 

ова постаје 

по=,1 п (Е2 Р+Р2 Е-Р2 Р), V (п + l)(n +k2
) 

где Е2 и Р2 имају знацење (12). 

II 

(13) 

Према начину излагања, ставове ћу поделити у две групе. 

1 група ставова 
Нека је п i1арамеmар i10mпуног нормалног елиптичког ин те

грала III врсте ПО, НЈегов модуо нека је k и нека је F потПуни 
нормални елиптиЧ1€и инtIlеграл 1 врсте са истим модулом. 

Став 1. За 
n= - (1 - k') (14) 

је 

П = 1 +k' Р. -<- (15) 
о 2 k' 

Став 2. За 
n-k (16) 

је 

п- 11: 
1 

(17) +-р 
0- 4(1 +k) 2 

Став 3. За 
n>= - k (18) 

ie 
11: 1 (19) П =-= +~P. 

о 4 (1- k) 2 
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Код доказивања ових ставова послужиhу се адиционим тео
ремама за елиптичке интеграле 1 и 11 врсте које гласе [5, стр. 
327-28]: 

Кадгод између три амплитуде ср, '1' и а постоји веза 

cos а = COS ср COS t - sin ср sin '1' d (а), 
увек је 

F(k, ср) + F(k, '1')=р (k, (1) 

и 

(20) 

, (21) 

Е (k, ср) + Е (k, '1')~E (k, б) + k2 sin ср sin '1' sin а. (22) 

Из ових теорема следи за '1' ~ ср и а = 1Г./2: 

1 
F(k,cp)=-F, 

2 

1 k 2 

Е (k, ср) =- Е + - sin2 ср, 
2 2 

а амплитуда ср, због А ( ; ) = k', мора задовољавати једначину 

тј. 
cos2 ср - k' sin2 ср = О, 

1 
tg2 ср=-. 

k' 

Доказ става 1. Узимајуhи за ср вредност 

. 1/ - п 
ср=асс Sll1-

k
- , 

једначина (25) се своди на 

1 
=-, 

k' 

одакле следи вредност за п: 

n= -(I-k'). 

(23) 

(24) 

(25) 

(26) 

(27) 

Величина п је у овом случају негативна, а како из k' > k'2 следи 
- 1 +k'>-l + k'2, то је - 1 +k' = п >_k2 , па величина п припада 
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случају (3). Услед тога се ПО може изразити у <?блику (7).~ Како 
Је сада,према једна чини (23), , .. ' . 

, arc S1П _____ - - , F (k . 1/-=П ) - 1 F 
'. k. 2. 

а због 

према једна чини (24), 

(

" ,1- 1 1-k' 
Е k,arc Sin~)=-E+--

k 2 2 

и како је за вредност п из једна чине (27) 

v (п+ 1)-(~+k2) = ~, , 

то се једначина (7) своди на облик (15), што је требало показати. 

Доказ става 2. Означимо: 

р' = F (k'~) Е' = Е (k' .::...). 
'2 ' .' 2 

(28) 

Тада за комплементаран модуо k' једна чине (23), (24) и (25) доби
вају облик 

F (k', ср) = ~ Р', 
2 

1 k,2 
Е (k', ср) ~-- Е' + - sin2 ср, 

2 2 

1 . 
tg2 ср =-. 

k 

Узимајуhи за ср вредност 

ср = arc sin 11 п , 
V n+k2 

једначина (31) се своди на 

п 1 
-=-

одакле излази вредност за п: 

(29) 

(30) 

(31) 

. (32) 
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Овде је п позитивно, те припада случају (4). Услед тога се 
интеграл ПО може изразити у облику (8). Како је према једначи
нама (9) и (29) 

F(k" arc sin 11 п.) =Р. Ј =~ Р', 
V п + k2 2 

а због 

према једначинама (9) и (За), 

( 
-- 1 nk'2 

Е k', arc Siп\I_П_) =Е1 =-Е' +---
Vn+k2 2· 2(n+k2

) 

и како за вредност п из једначине (З2) следи 

k2 k nk'2 l-.k 
--=--, 
n+k2 1 + k 2(n+k2) =-2-' 

·1 f п 1 
V (п + 1) (п + k2) = 1 + k ' 

то се једначина (8) своди на облик 

По=~F+ 1 (Fi'F+F'E-F'F). 
2 2(1+k)· .. 

По познатој Лежандровој релацији [6] је 

Е' F + F' Е - Р' F = ~- . 
2 

(ЗЗ) 

(З4) 

Зато се једначина (33) своди на облик (17); што је требало 
показати. 

д о к а 3 с т а в а З. Узимајуhи за 'fI вредност 

'Р =arc sin- ~, lv~ 
k' п 

једначина (Јl) се своди на 
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одакле следи вредност за п: 

п- -k. (З5) 

Величина п се у овом случају налази између - 1 и - k2 , те при
пада случају (5). Услед тога се интеграл ПО може изразити у 
облику (13). Како је сада, према једначинама (12) и (29), 

а эбог 

F (k' . arc sin Ј... 11 п + k
2

) = F = ~ F' 
, k' У п 2 2 ' 

k'2 • 2 П +k2 

sш ср=--, 

п 

према једначинама (12) и (ЗО), 

Е k', arc sIП- __ = Е2 = ~E'+ --, ( 
. 1 V п + k2

) 1 П + k2 

k' Il 2 п 

и како је за вредност п из једначине (35): 

n+k2 1-k 
~"""'-2-' 

то се једначина (13) своди на облик 

ПО ~ 1 (Е' F + р' Е - р' р) + Ј... р. 
2(I-k) 2 

Услед релације (З4) , ова једначина добива облик (19), што је 
требало показати. 

11 група ставова 

Нека је п Парамешар ПошПуног нuрмалног елиПшичког иншеграла 
1I врсте ПО, НЈегов модуо нека је k и нека је F пошйуни нормални 
елиuшички иншегал 1 врсше са исшим модулом. Нека је надаље 

3 

А (л) = Y~~):2) (36) 

и 

N (л) = t [ 1 - V 1 + А (л) + V 2 - А (л) + 2 V 1 - А (л) + А 2 (л) Ј. (З7) 

Став 4. За 
(38) 
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је 

По=~[l+ 1 ] Р. 
3 1-N(k) 

(39) 

Став 5. За 

n= ~k'2N(k') _ ~ (4-k'2) + k'2 (40) 
2 4 8N(k')-4 

је 

По=~ V2N(k')-1 _~[N2(k')-N(k')-2]F. (41) 
6k' 3 

Став 6. За 
(42) 

је 

'It 1 
по = 6k'V2N(k')-1 + з[1+N(k')]F. (43) 

За доказивање ових ставова послужиhу се једним поступком 
који следи из мултипликативне теореме за елиптичке интеграле 
1 врсте [4, стр. 338]. Ако, наиме, три амплиту де fPm-1' 'Рm, ЧIm н, 
задовољавају једначине 

F (k, q>m-1)=(m - 1) F (k, ср), 

F(k,r.pm)~m F(k, ср), 

F(k,q>m+J)=(m+1)F(k,q», 

онда између тих амплитуда мора постојати веза 

'(44) 

(45) 

при чему се полази од q> о = О и r.p 1 = ЧI. (КраткоЬе ради, овај 
поступак није примењен на доказивање прва три става). 

Зауставиhу се на случају т = 2 . 
Из једначина (44), (45) и (46) добива се 

F (k, cpJ)-=2 F (k, "р), (47) 

F(k,q>8)=3F(k,q», (48) 

tg r.p + ср, = А (ср) tg "Р2 • (49) 
2 
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За СРз = ~ , из једначина (48) и (49), следи 

1 
F (k, ср) = - F , 

3 

tg (; + :) =,1 (ср) tg СР2 • 

Како још за m=l из једначине (46) излази 

tg ~ = д (ср) tg СР , 
2 

то услов (51) постаје 

( СР 1t ) 2 ,12 (ср) tg СР 
tg -2 +-4 = 1 - ,12 (ср) tg2 <р 

'(50) 

(51) 

(52) 

(53) 

На сличан начин МОГУ се свести и интеграли II врсте. Став
ља јуftи Чr = <р и б = СР2 У једна чини (22), добива се 

Е (k, <Р2) = 2 Е (k, <р) - k2 sin2 <р sin СР2' 

Како је' на основу адиционе теореме (22): 

Е (k, СР2)+Е (k, ср)=Е (k, <рз)+k2 sin СР sinCP2 sin <fIs', 

то за СРз~ ~, обзиром на једначину (54), следи 
2 

Е (k, ср) = ~ Е + ,,
2 

sin СР sin СР2 (1 + sin <р) , 
33' 

а ова једначина, због једначине (52), постаје 

(54) 

Е (k, ср) = ~E + ~ siпср (1 + sin <р) tgcp д (ср) • (55) 
3 3 1 +д2 (ср) tg2 СР 

Види се, дакле, да се уз услов (53) елиптички интегр.алц 1 и 11 
врсте, (50) и (55), могу изразити помоhу одговарајуhих потпуних 
интеграла. 

Из услова (53) следи 

k2 sin5 СР - k2 sin4 <р :- 2 k2 sin~ ср.+ 2 sin2 СР + sin СР - 1 = О. 

Како у обзир долазе вредности СР које се налазе између О и 1t/2, 
ТО отпада корен sin 11 = - 1 последње једначине. На тај начин, место 
T~гa услова добива се услов 

(56) 
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У обзир би дошла једино она вредност за sin q> која се налази 
између О и 1. Примењујуhи, рецимо, Штурмову теорему, лако 
се показује да постоји само једна таква вредност за sin q> . 

Сменом 

sin q>= J...(t+ 1), 
2 

горња једначина се своди на облик 

Како кубна резолвента ове једначине 

има један реалан и два комплексна корена, то ако се стави 

због 

1 (k) Z2=1- 1-2i 'ЈЗ А (k), Zl= +А , 

реални корени једначине (56) су 

Ка"о је 

а овај израз је реалан, то је 

(57) 

Како је још sin q>1 < О, то у обзир. долази друга вредност sin q>2' 

па је 

sinq>=~ ll-VЈ+А(k)+V2-А(k)+2VI-А(k)+А2(k) Ј (58) 

тражена вредност. 
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Доказ става 4. Узимајуhи 

п= -k2 sin2 ср 
тј. 

п= - :2 [1 - '/1 +А (k) tV2 -А (k)+2 '/1-А (k)+A2 (k)T, (59) 

имаhемо случај (З), а на основу једначина (50) и (55), израз (7) 
за ПО постаје 

(k2 sin4 ср - 2 k2 sins ср - 1) - 2 
ПО = , Р. 

З (k2 sin4 ср - 1) 

У след једначине (56), овом изразу се може дати једноставнији 
облик 

ПО = l+sinrp ',Р 
sincp(1-k2 sin2 rp) З' 

при чему sin rp има вредност (58). Да би се избегли компликовани 
изрази, последњи се разломак може још поједноставити, ако се 
прошири са 2 - sin ср, а затим се на именилац примени једна
чина (56). На тај се начин добива 

П _ (1 + sin ср)(2 - sin ср) Р 

0- (k2 sin4 ср - 2 k2 sins ср + 2 sin ср) - sin2 ср з' 
или 

по =F(1+ 1 ). 
3 1 - sin ср 

(60) 

Према једначинама (З6), (З7) и (58), једначина (59) добива облик 
(З8), дОК једначина (60) добива облик (З9), што је требало 
показати. . 

Д о к а з с т а в а 5. За комплементаран модуо k', једначине 
(50), (55) и (56) добивају облик 

1 
Р (k', ср)=зР', (61) 

Е (k', ср) =~ Е'+ 2k~2 sin qJ (1 +sin ср) tg ср '/1 - k'2 sin2 ср, (62) 
З З 1 +(1- k'2 sin2 cp) tg2 <р 

k'2 sin4 ср - 2 k,2 sinS ср + 2 sin ср - 1"", О, (63) 

при чему је (в. (58» 

sin cp=~ [1 - '/1 +А (k') + У2 - А (k') +2 '/1 - А {k')+A2 (k')=N (k'). 

(64) 
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и овде је 0<; sin q> <; 1. Узимајуhи сада 

У
-

. п 

q> = arc sш n+k2 ' 
(65) 

тј. 
k2 • 9 

П = k2 t 2 = sш~ ср 
grp 1 '2 ' 

-sш q> 
(66) 

величина п припада случају (4). Да би се израз за п поједностае
нио, последњи разломак прошириhемо са k'2 (1- siп ср)2 и узети у 
обзир једначину (63). Биhе 

(k '2 sin4 ср - 2 k'2 siп S ср) + k'2 siп2 q> =Ј.... k'2 siп2 rp - 2 siп ср + 1 
- (k/2 siп4 ср - 2k'2 siп 3 ср) - k'2 (2 siпip -1) 2 sin ip -1/2 

тј. 

1 k'2 . 1 (4 k'2) k'2 n=- slПip-- - +----
2 4 8 sin ip - 4 

На основу једначина (36), (37) и (64), величина п добива облик (40). 
Смењујуhи сада у једначину (8) вредности (66), добиhемо 

sin rp 
По=Fсоs2 q>+ (EtF+PtE-FtF). 

1/ 1 +k2 tg2 q> 

Због једначине (65), леве стране једначина (61) и (62) претстав
љају величине Рј и Е1 (в. (9», а према овим једначинама, на основи 
Лежандрове релације (34), израз у загради добива облик 

Уносеhи ову вредност у последњу једначину, због 

1/1 k'2 . 2 
V 1 + k 2 t 11 = V - sш q> 

g q> cos ip , 
ова постаје 

П 1с siпipСОSrp ,(k'2SiП4q>-2k'2SiпЗср-1)-2F 2 
0"""- , Т. COS <р. 

6 1/1- k'2 sin2 ср 3 (k '2 sin4 ср -1) 
(68) 

Да би се добио што подеснији облик за рачун, и први и други 
члан десне стране могу се упростити применом једна чине (63). 
Биhе 

sin q> cos q> 1 Vk'2 siп4 q> - k'2 sin2 ~ 1 11 О' 1 
~=:=.:==:===== - = - v ~ sш q> - • 
1/ 1 - k'2 sin2 ср k' k'2 sin2 ip - 1 k' 

(69) 
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Коефицијент уз Ј_ F COS2 ср постаhе 
3 

1 +sin t;p 

(1 - k'2 sin2 :r) sin ср , 

а кад се овај разломак прошири са ~. - sin ср и поново примени 
једначина (б3), добиhе се ",,', 

2 + sin ср - siп2 ср 2 + sin ср - sin2 ср 

(k '2 sin4 ср - 2 k'2 sins t;p + 2 sin ср) - sin2 ср cos2 ср 

Кад се ова вредност и вредност (б9) унесу у једначину (б8), добиhе 
се подеснији израз са по: 

ПО = ~ v 2 sin t;p - 1 +!... (2 + sin q> - sin 2 ср). 
бk' 3 

На крају, ако место sin ср ставимо његову вредност (б4), обзиром 
на (37), последња једначина примиhе облик (41), што је требало 
показати. 

Доказ става б. Узимајуhи 

(П = arc sin- ~ 1~~k2 
т k' п' 

(70) 

биhе 

(71) 

Како је sin ср позитивна величина која није веЬа од јединице, лако 
се показује да се разломак у (71) налази измеђУ - 1 и - k2 те 
да, стога, величина п припада случају (5). Услед тога, за одре
ђивање величине ПО узеhе се једначина(13). 

Израз за п може добити простији облик ако се последњи 

. 1 2' . 2 
разломак наЈпре прошири са -- slП ср + slП ср, а затим примени 

k'2 

једначина (б3). Добиhе се 
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Ако овде за sin ср ставимо његову вредност (64), израз за п, обзиром 
на (36) и (37), добива облик (42). Смењујуhи сада у једначину (13) 
вредност (71), добиhе се 

Због једначине (70), леве стране једначина (61) и (62) престав
љај у величине Р2 и E~ (в. (12», а према овим једначинама, на 
основу Лежандрове релације, израз у загради добива облик (67). 
Уносеhи ово у последњу једначину, добива се 

П =~ 11 k'2 sin2 q> - 1 _ ~ siп ср (1 + sin ({Ј) (1 - k'2 sin2 ({Ј) F 
о 6 k' V k'2 sin4 <р - k'2 Si1l2 <р 3 k'2 sin4 <р - 1 ' 

а ако се још код сваког имениоца примени једначина (63), биhе 

ПО = 1t + F (1 + sin ((Ј). 
6 k' '12 sin ср - 1 3 

Ако место siп ср ставимо његову вредност (64), обзиром на (37), 
последња једначина добива облик (43), што је требало показати. 

ш 

Из излагања у Н, јасно се види пут за изналажење онаквих вред
ности параметра п интеграла ПО код којих се тај интеграл изра
жава само помоhу п о т п у н и х нормалних елиптичких интеграла 
1 и II врсте. Разумљиво је да ће се, при сваком даљем кораку, 
једначине компликовати. Али, на основи досадашњих резултата, 
ипак се могу извуhи неколико општих закључака. 

а) За један низ вредности параметра П, израженог као функ
ција модула k, потпуни нормални елиптички интеграл Ш врсте 
Лежандровог типа може се свести на израз у коме се појављују 
само потпуни нормални еJIиптички интеграли 1 и П врсте са 
истим модулом. 

Ь) Изузев случаја п ~ - k2 , сви се овакви интеграли могу 
изразити помоhу ПОТПУlЮГ нормалног елиптичког интеграJIа 1 врсте 
са истим модулом. 

с) За све овакве вредности параметра, модуо и параметар 
увек су међусобно везани алгебарским једначинама. 

10 Зборннк 
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. UBER EINIGE REDUKTIONEN DES VOLLSTANDIGEN 
ELLIPTISCHEN NORMALINTEGRALS III GATTUNG 

STANIMIR FEMPL 

Es ist bekannt, dass sich vol1stii.ndige elliptische Norma1-
integrale III Gattung durch Kombinationen von vollstii.ndigen und 
unvollstii.ndigen elliptischen Normalintegralen I und 11 Gattung aus-
drilcken lassen. . , 

In dieser Abhand1ung stellt der Verfasser zwei Gruppen von 
Bedingungen auf, die der Parameter und der Modul befriedigen 
miissen (Formeln (14), (16), (18), und (38), (40), (42», damit das 
Legendresche vol1standige elliptische Norma1integra1 III Gattung auf 
das vollstandige Norma1integral I Gattung mit demseiben Modu1 
zuriickgefilhrt werden kann (Formeln (15), (17), (19) und (39), 
(41), (43»). 

Die Aufstellung dieser Bedingungen weist auf ein Verfahren 
hin, auf Grund desse тап Relationen zwischen Modu1 und Parameter 
ableiten kann, welche die Reduktionen im obigen Sinne еrmбg
lichen. Dabei sind Parameter und Modul immer durch algebraische 
Glеichiшgеп verkniipft. 
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ВОЈИСЛАВ Г. АВАКУМОВИЋ 

О ТЕМЕНИМА ЗАТВОРЕНЕ КРИВЕ 

1.1. Најједноставнија теорема диференцијалне геометрије у 
великом је несумњиво она коју је дао Mukhopadyaya [1, стр. 
17-18]: 

Теорема А. Кривина затворене конвексне криве у равни има 
најмаНЈе четири темена. 

При томе се теме нима криве зову оне тачке у којима извод 
кривине по луку мења свој знак. 

ова теорема је више пута доказивана и у разним правцима 
уопштавана. Између осталога, показано је да споменута теорема 
важи већ и онда ако је кривина непрекидна, у ком случају се 
под теменом криве подразумева она тачка у којој кривина пости
зава своје највеће одн. најмање вредности. Поред тога, закључак 
теореме А важи и онда, као што је то приметио D. Fog [2], ако 
уочена крива нема двојних тачака а лежи у равни или на лопти. 

Уопштења, одн. аналогони теореме А које ћу овде доказати 
леже у једном другом правцу. 

1.2. У овоме раду ја ћу се бавити кривима које имају особину 
да је први извод њиховог вектора положаја стално различит од 
нула-вектора а четврти извод непрекидан. 

Затворену конвексну криву у простору дефинишемо овако: 

Затворена крива у ПРОСiIlОРУ је затворена конвексна крива ако 
кроз ма које две тачке на кривој Пролази најМЙНЈе једна раван која 
са кривом нема других заједничких iIlачака. 

Вектор положаја криве обележаваћу са t 1 а дужину њеног 
лука са s, дакле tl =1:1 (s). 

t одн. п одн. Ъ означавају ортове тангенте O~H. главне 
нормале одн. бинормале криве ti' ')(. одн. t' означаваЈУ кривину 
одн. торзију криве fl' Ако крива t 1 лежи на некој површини онда 
')(.N одн. ')(.i означавају кривину нормалног пресека одн. геодезијску 
кривину криве с обзиром на површину у којој крива лежи. Цртице 
обележавају изводе по s. 
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1.3. Како смо претпоставили да "С\ има четири непрекидна 
извода, екстремне тачке скалара ~, ", 'X.N И 'X.g су оне тачке у 

којима 'Х.', ,,', 'X.N' И ~g' мењају свој знак. 

Циљ овог рада је да се докажу следеhе две теореме. 

Теорема 1. Ако је "Сl = "С 1 (s) затворена конвексна линија криви не, 
тада 'X.g и 'X.N имају uајмање четири екстремне тачке. 

у равни и на лопти је свака крива линија'·кривине; поред тога' 
у равни је ~-'X.g, а на јединичној лопти је 'X.~= 1;- ~~. Према томе' 
теорема 1 садржи као специјалан случај теорему А и њен анологон 
на лопти. 

Теорема 2. Ако је "С! =t1 (s) затворена Ilрива а 
s 

"С2 (s)=t2 (0)+ f п d s 
о 

затворена конвекСна крива, тада " и ~ имају најмање четири 
екстремне шачке. 

Ради лакшег разумевања навешhу прво неке дефиниције и 
обрасце везане за појам појаса криве [1, стр. 12-14]. 

1.4. Ако је за неку криву "Сl =t1 (s) везан неки помични орто
гонални триједар 

n1 =n1 (s), n2=n2 (s), nз==nа (s) 

десне оријентациЈе, а такав да се дуж целе криве орт nз покдапа 
са ортом тангенте криве, онда се оБВОјница фамиnије површина 
дефинисаних ортовима аl и а2 зове појас уочене криве; крива "С1 
се зове носач појаса а орт аа нормала појаса. 

Као што је познато ортови појаса задовољавају пФренеове 
једначине појаса": 

Скала р 

n'l = * 
n'2=-ksal * +k1 nS 

п' s = + k2 n1 - k1 n2 * 

k1 = k1 (s) се зове торзија, 

k2 =k2 (s) се зове отступање, 

ks = ks (s) се зове кривина 

носача с обзиром на уочени појас. 

На оtнови Френеових једначина, скалари kt , k2 и kз могу 
се изразити помоhу образаца: 

k1=n'2 nз = -n'з n2, 
k2=n's n1 = - n'l аа, 

kS =a'l а2 = -а'2 а1• 



о теменима затворене криве 149 

а. Ако је дуж носача 

појас се зове "кривински појас" а носач "линија кривине" појаса. 
У том случају је 

При томе се t'q, 'X.N И 'Xg односе на појас одн. површину у КОЈОЈ 
крива лежи. Триједар појаса је природни триједар површине, тј. 

где 9l означава орт нормале на површину, 

Ь. Ако је дуж НОС8ча 

k2 =O, 

појас се зове "ОСКУЛ8ТОРНИ појас". Уочени триједар појаса је 
уобичајени природни триједар криве, тј. 

а,. = t, а2 = П, аа = Ь. 

У том случају је 

с. Ако је дуж носача 

ks =0, 

појас се зове "геодетски појас" а носач "геодетска oЦ~H~ja" појаса 
односно површине у којој крива лежи. У том случају се орт 
главне нормале носача поклапа са ортом нормале појас~ па је 

k1 = t, ka = - 'Х., ks = 'Xg = О. 

2.1. Доказаhу оваГ'помоhни став: 

Лема 1. Означuмо са а7 -а7 (s) (ј= 1,2,3) ICриву. 

.$ 

ai(s)-аi(Q) + f ај d s 
о 

где су аl' n2' Па OpillOBU орillогоналног illрuједра Појаса ICриве t J =t1 (s) . 
• (ДDlCле n! -t1 (s». 
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Ако је tl затворена крива дужине 1 а с .ма какав сталан 
вектор, онда за CBallU Uојас носача t1 важе обрасци: 

I с a~ k' ј1 d s ~ с k ј1(0) (a~ (l) - аНО)) - с f ај1 kv d s, v =F р. , 
Ку 

где Ку означава да је интеграл узет дуж Ilриве a~. 

Д о к аз~ ДОВОJQНО је да докажемој~дан од ових шест обра
заца, јер се осталих пет доказују на потпуно исти начин. Узмимо, 
на пример, v=2 и р.=3. Тада парцијалном интеграцијом добивамо 

f с a~ k's d s=c ka (О) (a~(l) - а2 (0))- fc а2 ks d s. 

K v 

Због ks = - а'2 а1 , а на основу Лангранжевог идентитета, добива се 

-- Tca2kadS= f(саз)(а'за,)dS 

= §(сх а'2) (~X аЈ) d s + §(с а1)(а'2 а2) d s 

= - f (с Х а' 2) аз d s , 

јер је аз х а1 = - аs , а вектор а'2 је управан на . вектор а2' Због 
с Х а'з = (с Х аz)' добива се парцијалном интеграцијом 

1 

~ f(tXa'2) аа d s=·~(сха2)аз \+Т<lха2) al~d s. 

о 

с обзиром на треЬу Френеову ·једначину је а'з Х а2 = k2 аз , па је 

-f (с Х а' 2) аз ds = - f с аз k2 d s 

s 1 s 

= - с f аз k2 d s I + f с' d s f аа k2 d s 

о о о 

= - с f аз k2 d s , .. 

јер је с'=О. 
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2.2. Доказ теореме 1.1) Уочимо кривински појас криве 1:1. 

Тада је, као што смо рекли, k2=-XN> ks-xg и ai =1:1' За v=l, 
f1~2, 3 обрасци помоhног става 1 гласе према томе овако: 

(1) 

(2) 

>јер је дуж носача кривинског појаса, тј. дуж линије кривине, k1 == О. 

Како су 'XN·· И 'Xg периодичне функције, то се њихове 
екстремне вредности појављују у парном броју. Отуда следи: 
ако претпоставимо да теорема 1 није тачна, 'XN .и 'Xg Ье имати 
тачно две екстремне вредности. 

Претпоставимо да 'X'N и X/g мењају свој знак у тачкама 
S=S1 и S=S2 (то не значи да су бројеви S1 и 82 исти У односу 
на Х'" И на Xg ; но како је доказ за 'Х", независан од доказа за Xg , 

то можемо усвојити овај скраhени начин изражавања). 

По претпоставци, кроз тачке 
S1 и 82 пролази најмање једна 
раван П која са кривом нема других 
заједничких тачака. 

Како су интеграли (1) и (2) инва
ријантни С обзиром на избор почетка 
О вектора 1:1' то ћемо тачку О иза
брати у равни П. Стални вектор с 
нека је управан на раван П. Тада 
изрази с 1:1 X'N И С 1:1 X'g не мењају 
знак (види сл. 1 са i = 1, тј. а1= 1:1)' 
Стога је 

што се противи једначинама (1) и (2). 

Сл. 1 

Д о к а з т е о р е м е 2. Уочимо оскулаторни појас криве 1:1' 

Тада је као што смо видели k1 =t', . ks::::'X и· а2 =п, па је a~ =t2 • 

Лре~атоме, ако је 1:2 .затворена крива,; обрасци пОмОhнЬг. става 1 
гласиhе за v=l, р.=2,З овако: 

1) Овде употребљени поступак проширује познати поступак О. Herglotz-a 
[1, стр. 17-18] 
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(3) 

(4) 
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f С 1:З f1 dS= -cfa1 k2 ds=0, 

f с 1:2 ~' d s = - с f СЗ k2 d s = О, 

јер је дуж оскулаторног појаса k2 == О. Истим поступком као и 
напред, а водеhи рачуна о томе да је 1:2 затворена конвексна 
крива исте дужине као и крива 1:1' ДОШЛИi.~бисмо, под претпо
ставком да t' и Х имају тачно две екстремне тtlчке,-ДО закључка да 

с "Сз' '(' и· С r2 х' 

не мењају свој знак (види сл. 1 са i = 2, тј. а1 =1:2)' Као и напред, 
види се да је ово у контрадикцији са једначинама (3) и (4). 

На место оскулаторног појаса могли смо за доказ употре
бити и геодетски појас. 
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OBER DIE SCHEIТEL DER;"OESC,HLOSSENEN KURVEN 
VOJISLAV о. AVAKUMOVIC 

D е f i п i t i о п: Eine viermal stetig differenzierbare geschlossene 
Kurve 1:1 = 1:1 (s) wird konvex genannt falls durch је zwei auf der 
Kurve liegende Punkte mindestens еiПе ЕЬепе geht die mit der 
Kurve sonst keine gemeinsame Punkte hat. 

Verfasser beweist: 1. Ше geoda1.ische Krummung 'Xg und die пос
male Krummung ~N einer geschlossenen konvexen Krummungskurve 
ЬаЬеп mindestens vier Extremalwerte. 

2. Es sei 1:1 = 1:1 (s) eine geschlossene Kurve und 
s 

1:2 (s) = 1:2 (О) + .r п d $ 
о 

(wobei П die Hauptnormale der Kurve tl bezeichnet) eine geschlos
sene konvexe Кисуе. Џв.ппЬаЬеп die Krummung 'х und die Windung 
" der Kurve 1:1 mindestens vier Extremalwerte. 

.. 1 , 
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МИЛОРАД М. ЈОВИЧИЂ 

НЕПОСРЕДНА ГРАФИЧКА РЕСТИТУЦИЈА 

КОСЕ АКСОНОМЕТРИЈЕ 

Посшављање llробле.ма. Два основна задатка Нацртне геоме
трије су да се омогуhи за сваки 0l1. различитих начина пројекто
вања јединичног ортогоналног триедра: 

1) непосредно цртање жељене пројекције триедра кад је 
дата величина јединичног вектора и међусобни положај триедра, 
центра пројектовања и пројекциске равни, и 

2) непосредна графичка реституција дате пројекције триедра 
-- непосредно графичко одређивање праве величине Јединичног 
вектора и положаја трие.дра" и центра пројектовања према :равни 
слике. 

Исшорuскu развој. За брзу и лаку израду перспективних слика 
које Ье створити потребан перспективан-дубински утисак најпо
деснија пројекција је коса аксонометрија, па су у току изграђивања 
графичких поступака Нацртне геометрије објављени многобројни 
радови -- и данас се још објављују -- у којима се предлажу 
различита решења горња два задатка за косу аксонометрију. 

Карл полке је 1853 г. формулисао решење првог задатка 
теоремом: за косу аксонометрију координатног пuчетка и три 
краја јединичних вектора ортогоналног триедра могу се узети 
четири произвољне тачке на цртежу, под условом да нису све 

на истој правој. Полке није објавио доказ своје теореме, нагласио 
је само његову сложеност. Како је исправност теореме оспоравана, 
пуБЛИ'КОlJао ју је Јакоб Штајнеру Journal/ur гејпе und angewandte 
Mathematik 55 (1858), стр. 356-378, као проблем који треба 
решити. После неуспелих радова Дешвандена и Кинкелина, први 
је Полкеаа.ученвк Шв~р.д_ доказао ИСПР!lВНОСТ теореме, решивши 
елементарним аналитичким апаратом општији проблем: за дати 
тетраедар произвољног облика може се одредити правац пара
лелног пројектовања и положај пројекциске основе тако да про
јекција тетраедра буде слична датом четворотеменику у равни. 

Сви каснији докази Полкеове теареме су претежно анали
тички и своде се на Шварцову примену сличних фигура упро-
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ћену афином сродношhу. Ни један од њих није дао непосредну 
и прихватљиву графичку реституцију. То се покушава овим радом. 

Решеfbе i1роблема. Постављам ортогонални јединични триедар 
О Х У Z У произвољан положај према пројекциској равни П са 
почетком О у П, и пројекту јем га ПРQИЗВОЉНИМ паралелним 
зрацима s у косу аксонометрију О Xk Yk Zk' (сл. 1) Да бих раван 

Zk 

f. А • 

. Сл. 1 

о Х У триедра положио у П, о'брhем га најпре ·око ~eKTopa О Х 
док вектор О У не дође у П У положај О УЈ' При томе стално 
пројекту јем триедар зрацима э, па се тачке У и Z пројекту ју у 
крајевеспрегнутих ·'полупречника ели псе . - пројекције круга 
обртања. Нова пројекција триедра је О Xk У1 Z1 ". Затим обрhем 
триедар' око вектора О Уl'дОК не доведем и вектор О Х У П У 
положај О Х 1 • При томе стално пројекту јем тачку Z YZlk' а Х 
паралелним зрацима у низ тачака Х;. . . 
. .Лр,?јекцисi<и зрац~ ~ачке Z' обра~ују е-':!иптички K<?Hyc~a 
врхом ,Z1 k.If:>eroB кружни пресек - круг обрта,ња тачака . Zи 
х - управа н је на П, па је П раван главног пресека конуса кроз 
малу осовину, праве Xi Zlk и .~: Х 1 Zlk су изво.цнице конуса у П,а 
дуж Z~k О је пречниК'конуса спрегнут равни круга. ТачкеZ и Х 
су спрегнуте на кругу,. па зраци тачке Х паралелни'изводницама 
конуса образују једнограни троосни хиперболоидкЬме је средиште 
тачка О, а конус асимптотски транслаторно померен за дуж 
О Z1k' Пресек хиперболоидаи пtе низ пројекција Х; тачке 
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. . 
х - хипербола ЧИЈе су асимптоте /( и /(( паралелне са Х ј Zlk' - X1X1k. 
Ова хипербола и горња елипса имају два једнака а управна полу
пречника О Х1 и О У1 , а њима спрегнут полупречник О Zlk је 
заједнички, па су им тангенте у тачкама Х1 и У1 паралелне. Имају 
и заједничке носаче осовина, јер су ови симетрале угла асимтота 
уједно паралеЛН}f симетралама угла правих Х1 Zlk и -Х 1 Z1k , које 
су два зрака афинитета за елипсу и круг над пречником У1 , - Уј' 

Елипса О У1 Zlk може бити коса пројекција круга над ма 
којим њеним пречником, тј. сваки полупречник елипсе може се 
сматрати јединичним вектором ортогон~лног триедра коме је други 
вектор у П једнак и управа н првом, а коса пројекција треЬег 
вектора је спрегнута првом на елипси уједно спрегнута другом на 
хиперболи. За све овде могуЬе 
триедре сви положај и других 
вектора образују елипсу кон
груентну елипси првих вектора 

и обрнуту према овој за 900. Ова 
друга елипса је ортогонална 
трајекторија породице хипер
бола, јер у пресечним тачкама 
Х1 има са њима управне тан
генте. Како имају и заједничке 
носаче осовина, конфокалне су. 
Стога је за пресечну тачку Х1 
збир потега велика осовина 
елипсе, а разлика истиЈС потега 

реална осовина хиперболе, па је 
одавде величина једног потега 
збир а другог разлика полу
осовина елипсе и хеперболе. Сл. 2 

На . О,снови овога изводим графички поступак непосредне 
реституције дате косе аксонометрије О Х" У" Zk: 

Усвајам два вектора, на сл. 1 О У" И OZk, за спрегнуте 
полупречнике елипсеи одредим графички њене осовине, 2 а, 2 Ь, 
окренем их око средишта О за 900 и нађем жиже F, Р1 на великој 
осовини А А1 окренуте елипсе. Треhи вектор О Х" је полупречник 
хиперболе конфокалне елипси, и помоhу потега тачкеХk одредим 
реалну осовину 2 с, хиперболе. Потезима а + с и. а - с одредим 
тачку Хр пресек елипсе и хиперболе, и тачку У1 спрегнуту Х 1 
на кругу. Дуж О Х1 је права величина јединичног вектора триедра, 
а .права О Xt је ортогонална пројекција праве ОХ. 

Да бих одредио правац пројекциских зрака s и положај 
триедра П, УЩ)там најпре тачку Zj k спрегнуту тачки Х 1 хиперболе 
уједно и тачки У1 елипсе УА: Z". Тачке Zik и Х" су спреtнуте тачке 
елипсе - косе пројекције круга- управног на П, са заједни,чким 
пречником - Х1 , Х1 • Помоhу афинитета одредим на кругу, оборе

ном у П око -Хр Х1 , афини пар спрегнутих тачака zg,xg и про-
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јектујем их спонама обртања у Z'2,X'2' 'ортогоналне пројекције 
тачака Z, Х кад је У у П. Овим је одређен положај тачке Х и 
зрак s=X Xk • Орто.гоналне пројекције У'В и Z's тачака .У и Z 
одређујем из тачака У k, Zk зрацима S помоhу јединичне лопте 
или на пр. помоhу афинитета елипсе О Уј Zl k на којој су тачке 
Yk , Zk, И елипсе О У1 Z'2' на којој су тражене ОР1:.0гоналне пројек
ције У'з, Z'з тачака У и Z . 

. ' Осим овако одређеног положаја триедра, ~Ta коса аксоно
метрија одређује још један положај триедра (сл. 2): TaqKe Xs , Ys , Zs 
симетричне тачкама Х, У, Z обзиром на раван кроз средиште О 
управну на зраке S, дају нов орrогонални триедар супротне диспо
зиције, који се истим зрацима пројектује у дату косу аксономе
трију. Кад се одреди њему симетричан триедар Ха, Уа, Za обзиром 
на П, овај треhи триедар је симетричан другом, дакле има исту 
диспозицију осовина као и први и пројектује се у дату косу 
аксонометрију зрацима Sa симетричним S обзиром на П. 

UNМIТТЕLБАRЕ GRAPНISCHE RESTIТUTION 

lN DER SCHIEFEN AXONOMETRIE 

MILORAD М. JOVICIC 

Еа wird еiп gћlрhisсhеs Verfahren der Restltution und damit 
zugleich еiп Беwеis des Роhlkеsсhеп Satzes јп folgender Weise 
durchgefuhrt: 

Sei ОХ YZ ејп гесhtwiпkligеs gleichschenkliges Асhsепkгеuz, 
dessen Апfапgsрuпkt О iп der БildеЬепе П епthаltеп ist, utrd St die 
Sehrichtung. Zuerst wird das Achsenkreuz uт ОХ gedreht, biS ОУ 
in П fal1t; es sei dапп Zl k die Projektion von Z. ОапасЬ wird еа 
uт ОУ gedreht, Ыа аисЬ ОХ in П fallt. Беi der ersten Drehung 
bewegen sich У und Z lапgs eines Kreises, dessen ZU Sj parallele 
Projektion eine gewisse Ellipse ist. Беi der zweiten Drehung proji
ziere тап Z und Х parallel ао, dass sich Z stetsnach Zj k praji2:jert; 
dann bewegt sich die Projektion van Х langs einer Hyperbel. Dщсh 
die Беtгасhtuпg jener Ellipse und dieser Hyperbel gewinnt der Autor 
sein Verfahren: 

Ist О Xk Yk Zk die gegebe.ne '6сЫеЈе Projektion des- Achsenkreu
zes, so bestimme тап die Achsen der Ellipse, dessen konjugierte 
Halbmesser z. Б. О Yk und О Zk sind und drehe sie иm 900 um den 
Punkt О. ОаI1П ist О Xk Halbmesser. einer konfokalen Hyperbel, also 
mап ",bestim.me,-ihre- Hauptachse7\1nd.sQdann..d.en Ясhџittрцnkt'Х 1 уоп 
ЕЩрsе und Hyperbelj О Х1 ist die wahre Grбssе von ОХ. Da Zt k 

Endpunkt des zu О Хј konjugierten Halbmessers der Hyperb~l ist, 
ermi1telt тав leicht аисЬ die Richtung Sl' 
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СЛОБОДАН АЉАНЧИЋ 

О АСИМПТОТСКОМ РАЗВИЈАЊУ А-ЗБИРЉИВИХ 
ЛИНЕАРНИХ ФУНКЦИОНЕЛА 

ТЕЗА 

Ј Увод 

11 Проблематика и резултати 

III Докази ставова 
ЈУ Примене 

Ј У В О Д 

1.1. У Математичкој анализи се још почетком ХIХ века 
оперисало са дивергентним редовима, ово тим пре што су и 

нумерички резултати давали задовољавајуhу тачност (у Астро
номији). Тек појавом Абела и Кошиа, који су дали основе 
модерне Анализе, почело је да се устаЈьује схватање да докази 
не смеју почивати на операцијама са дивергентним редовима. Али, 
самим тиме, указала се 11 потреба да се протумачи зашто и дивер
гентни редови доводе до прихватљивих резултата. Коши [4] је 
то учинио на примеру Стирлинговог реда. Основна Кошиева 
идеја долази до изражаја и на следеhем једноставном примеру. 

Нека је 

f
~-u 

Р(х)= -du 
х+и ' 

о 

х>о. 

Ако овде ставимо 

1 1 u и2 и" и" + 1 __ = ___ + __ ... +( _1)n __ +{1)n+l __ 6, 
х+и х х2 х3 хn + 1 хn + 2 

где је 

е 
1 ---, 

1 +и/х 
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па према томе О < е < 1, и интегришемо члан по члан, налазимо 

1 1 21 пl 
Р(х)=---+ - - ... +( -1)n_--+Rn, 

х х2 ХЗ хn + 1 
(1.1.1) 

где је 

Кад п -+ оо, ред (1.1.1) дивергира за свако х, али ипак може 
послужити за приближно израчунавање функције F (х) за велике 
вредности х. Наиме, за дато х» 1 чланови реда по апсолутној 
вредности прво врло брзо опадају, да би затим неограничено 
расли. Један од њих, дакле, по стиже минимум. Ако се, према 
томе, у реду задржимо на члану који претходи минималном, 
отступање од тачне вредности F (х) биhе, на основу облика остатка, 
само један део минима.'1НОГ члана. А овај може бити врло мали, 
често и довољно мали за тражену тачност. Наравно, отступање 
се за дато х не може учинити произвољно малим, јер је оно 
с доње стране ограничено апсолутном вредношhу минималног 
члана. То је битна разлика (у погледу нумеричког рачуна) оваквих 
дивергентних редова од конвергентних, а тиме се и објашњава 
зашто су они понекад погоднији од конвергентних за.нумерички 
рад: довољно је да минимални члан нема сувише велики индекс. 

1.2. Стилтјес [22 а] и Поенкаре [18] су једновремено, независно 
један од другог, увели појам семиконвергентног односно асим
птотског реда. У литератури је преовладао последњи термин. 

Ред, био он конвергентан или дивергентаIt, асимптотски прет
ставља функцију t (х) за велике вредности х, 

(1.2.1) 

ако за свако п=О, 1,2, ... 

(1.2.2) хn {! (х) - (со + ~ + ... + ~;)} -+ О, х -+ оо . 

Док се Стилтјес у свом раду задржао на овој дефиницији и 
дао примере, Поенкаре је отишао много даље. Он је показао да 
се, под извесним условима, на асимптотске редове могу приме

нити алгебарске и инфинитезималне операције, и да свакој од њих 
примењеној на асимптотски ред одговара аналогна операција при
мењена на функцију {(х). 

Нека је 

и 



Тада је: 

10 

о асимптотском развијању '" 

L 
аа +ВЬ 

a/(x)+~g(x)-- У. У, 
XV 

1 (х) g (х) -- "" ~, 
~ X V 

v 

Cy~ Lam Ьу-m • 
m=О 

159 

30 Ако је R (У1' У2, ... , Ур) рационална функција аргумената 
У1' У2, ... , Ур и функције 11 (х), 12 (х), ... , Ip (х) имају асимптотске 
развитке, тада и функција 

има асимптотски развитак, под претпоставком да именитељ од R 
не тежи нули кад x~ оо. Овај асимптотски развитак се израчу
нава формално као да су развици функција l; (х) конвергентни 
редови. 

40 Ако 
g (х) = ао + а1 х + ... + аn хn + ... 

има полупречник конвергенције г> О, и 

I(x)"""'''''~, x~oo, 
~xy 

тада и функција F (х) = g (1) има асимптотски развитзк, под претпо
ставком да је I ао 1< г. Израчунава се као да је ред L av/xv кон
вергентан. 

50 Ако је функција 1 (х) непрекидна за х> хо и 

1 (х) .,.." ""!!У..., x~ оо , 
~xv 

тада је 
оо оо 

f {I (t) - ао - !!l.} dt -- "" а" ,х ~ сх> • 
t ~ (v - 1 ! xv- 1 

х _2 

Одавде следи: Ако, сем наведених претпоставки о 1 (х), 
постоји непрекидан извод f' (х) и овај Д о п у ш т а асимптотски 
развитак, онда је 

оо 

I/(х) ~ _. "" ~, х ~ ОО. 
~ xv+ 1 

v=l 

Тек благодареhи томе што су наведене операције са асим
птотским редовима дозвољене, могла је љихова теорија и примена 
да ДОђе до пуног замаха. У томе је Поенкареова заслуга. 
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1.3. Ако функција {(х) има асимптотски развитак, оваЈ је 
Стилтјесовим алгоритмом (I. 2.2) једнозначно одређен (мада се 
често, на тај начин, не може и ефективно израчунати). Обрнуто, 
међутим, не важи јер функције {(х) и {(х)+е- х имају исти асим
птотски развитак. Тиме се пред теорију асимптотских редова 
постављају два основна проблема: 

1 о Егзистенција асимптотског развитка када је дата функција 
. и његово практично изналажење. 

20 Како ограничити класу функција да би, када је дат асим
птотски ред, овом одговарала једна једина функција. 

Оба ова питања нису у потпуности и на' задовољавајуhи 
начин решена. 

(i) За асипмптотско развијање функција постоји читав низ 
метода, више или мање практичних, у зависности од облика у 
коме је дата функција. Први асимптотски развици добивени су 
из Ојлер-Маклореновог збирног обрасца, више-мање случајно. Али, 
тек се Лапласова [14] метода .. функција великих бројева"!), коју 
је Коши проширио, на комплексно подручје2), с правом може 
назвати првом методом асимптотског развијања. Базирала је 
дуго на једној плаузибилној примедби, наиме, да за велике вред
ности п интегралу 

Ј f (х) [g (х)]n dx 

у првом реду доприноси најужа околина максимума функције 
g (х). Ригурозност долази тек са Пероном [17], а даља усаврша
вања у радовима Дебиа [6] и Ватсона [24с]. 

Дарбуова [5] метода користи зависност асимптотског 
понашања низа {п (п -+ оо) од сингуларитета које његова функци
ја-генератриса 

има на кругу конвергенције. Хар [8] преноси овај поступак на 
функције {(х) (х -+ оо), где улогу функције-генератрисе преузима 
Лапласова трансформација од f (х). 

Не мање значајне су метода Лјувила и Стеклова [21], која 
даје асимптотски развитак за решење линеарне диферецијалне 
једначине, и метода Барнса [2а], Форда [8] и Њусама [16], која 
се односи на асимптотско развијање (х -+ оо) функција дефини
саних Тајлоровим редовима специјалног типа 

ХN 
~--, &:;:0,-1,-2, ... 
L.J п! (п+&) 

1) Fonctions des gгапdsпоmЬгеs. 
2) Sattelpunktmethode, metlJod of the steepest descent. 
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Први по~ушај. да се бар један значајнији број метода асим
птотског развијања сведе под један општи принцип учинио је 
Деч [7]. Нека функционална трансформација Т пресликава функ
цију F на функцију f, тј. 

(1.4.1) f= Т(Р). 

Тада, из асимптотског понашања једне од функција F и f, можемо 
закључити- о понашању друге у околини извесне тачке. Ако из 
F закључујемо о f имамо асимптотику Абелове природе, у обр
нутом случају Тауберове. Најзад, постоји и трећаврста, индирек
тна Абелова асимптотика,у _ случају да трансформација (1.4.1) 
до пушта инверзију 

р= Т-l (1), 

з закључује се о функцији F . 

(ЩУ погледу другог проблема наАеденог на почетку ове 
тачке први допринос дао је Стилтјес [17 ЬЈ. Стилтјесова основна 
идеја састоји се у томе да дивергентном реду 

( 1.4.2) 

када Cv испуњавају одређене услове, преко конвергентног вери
жног разломка 

1 
а 1 х+- --

1 

1 
азх+---

координира одређени интеграл 

оо 

Ј .JJ~dU х+и 
о 

и овај сматра сумом реда (1.4 .2). Одређивање позитивне функције 
ј(и) из коефицијената реда (1.4.2) своди се на чуве.ни Стилтје
сов проблем момената. 

Доцније су Ватсон [19b], Неванлина [11] и Карлеман [ЗЬ] 
дали низ услова под којим се из 

11 Збор нн к 

. Cv {(х) -=- ~ - , Х ~ оо , 
.LJ XV 
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једнозцачно може одредити f (х) ако је ова функција реrуларна 

у -n/2 а; < ср < n/2 а;, r > R (х = r еЈ'Р). Ти услови су ,типа 

I хn { t(x) _ ~ :~} 1< (-~ )n1k e-n1kpn(k>a;) 
о 

за довољно велико п и погодно р > О" 

1.4. Потенцијални асимптотски редови, какве су увели 
Поенкаре и Ст~лтјес, претрпели су у своме развоју низ генера
лизација. 

у случају да функција Нх) не испуљава већ први (п-О) 
услов (1.2.2), Поенкаре проширује појам асимптотског реда на 
тај начин што погодним избором функција g (х) и h (х),' уместо 
t (х) развија у асимптотски ред функцију 

f (x),--g (х) ,..., "" bv , 

h(x) k Xv 

и тако добија уопштени асимптотски развитак 

Ь 
f(x).,..,g(x)+h(X) ""..2, x~oo . 

.L,,; XV 

Променљива х може узимати и комплексне вредности. Но тада 
се мора прецизирати у ком правцу, односно у ком углу важе 

услови (1.2.2) кад I х I ~ оо, па према томе и асимптотски развитак. 
Ова генерализација на комплексно подручје омогуhила је Неван
лини [15] да употпуни круг дозвољени х операција са асимптот
ским редовима. ОН је показао да се диференцираљем асимптот
ског реда добија асимптотски ред извода, али само код асимп
тотских редова који важе у читавом углу а не само .цУ)i{ кривих 
линија. , -- - ' -. 

Карлеман [За, Ь) је први увео асимптотске редове облика 

со (х) + С1 (х) + С2 (х) + ОО' , 

Х х2 
x~ оо , 

где коефИЦ\iјенти Cv (х) нису константе већ периодичке функције 
по х. 

Најзад; Шмит [20 а, Ь) испитује ~СИМlIтотскеред.оне са 
општом, не више потеНЦИЈалном, скаЛQ~ функција {qv},' тј. 9бл~ка 

Со (х) С1 (х) С2 (~) --+--+--+ ... ј x~oo. 
qo (х) ql (х) q2 (х) 
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Су (х) су периодичке функције а низ функција скале {qy} мора 
задовољавати следеhа два услова: 

(1.3.1) 

и 

(1.3.2) qv (х) ~ О, 
qv+! (х) 

х .... оо. 

V~O, 1,2, ... 

Целисходност ових генерализација огледа се у првом реду 
у томе уколико су и које операције са таквим асимптотским 
редовима дозвољене. Тако већ множење код општих скала долази 
у питање, јер формалним множењем добијамо производе облика 
(qx qx)-l који сами не морају имати асимптотски развитак по 
скали {q~}. Због тога Шмит издваја из општих скала оне које, 
например, дозвољавају множење, тј. код којих за свако Х, ')(.=0,1, ... 
важи 

( 1.3.3) 

затим оне који дозвољавају диференцирање, итд. 

Тиме је питање примене основних операција и на асимптот
ске редове по општим скала ма решено. Међутим, сложеније опе
рације, на пример, општи гранични прелаз примењен на асимптотске 
редове, нису досада ни код асимптотских редова са потенцијалном 
скалом испитивани, ако се изузме случај униформних асимптот
ских редова, тј. таквих код којих сваки гранични прелаз (1.2.2) 
важи униформно. Ми ћемо се овде бавити и таквим сложенијим 
операцијама примењеним на асимптотске редове по општим ска
лама. Прецизније, испитаhемо услове под којим се на линеарну 
трансформацију датог асимптотског реда сме применити општи 
гранични прелаз. 

11 ПРОБЛЕМАТИКА И РЕЗУЛТАТИ 

2.1. Под фуltlщионело.м. подразумева се функционална транс
формација која сваком елементу 1 (х) (свакој тачки) функци
оналног простора F придодаје одређен број А [1] тела реалних 
или комплексних бројева К. Функционела је линеарна ако је 

за свако 

11 И 12 Е F и за свако С1 и С2 Е К. 

Функционела је ограничена ако је (горња граница) . 

sup I А [/] I 
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конацна за свако 1 Е. р за које је норма 11111< 1. Ако ову горњу 
границу обележимо са МА тада је за свако 1 Е. р 

I А [Л I < МА' 11 1 11 • . 
Века је рс простор свих у размаку (а, Ь) непрекидних функ

ција у коме је норма· дефинсана са 

11/\1= Мах lt(x)l· 
a~x~b 

Ф. Рис (19] је показао да свакој линеарној и ограниченој 
функционели А [tJ дефинисаној у простору РС одговара одређена 
функција ограничене варијације а: (х) (иста за свако f), тако да 
се линеарна функционела А [Л да претставити Стилтјесовим 
интегралом 

ь 

А [1]= Ј f (t) d a:(t). 
а 

При томе је 

а: (х) је генератриса линеарне функционеле А И. Размак (а, Ь) 
може бити и бесконачан. - Сличне тврдње постоје и за друге 
функционалне: просторе, на пример за простор L-интеграбилних 
функција. 

Ф. Рис [19] је дао. и један значајан став о граничном про
цесу код низа линеарних функционела у простору РС' Наиме, 
нека су А ј [!], А2 [{Ј,· .. ,А (fJ линеарне и ограничене' функционеле 
и нека су а:1 (х), а:2 (х), 'ОО , а: (х) њихове генератисе које задовоља
вају услов 

Да би тада 

за сваку функцију f која припада Р" потребно је и довољно да 

.. .. 
20 Ј аn (/) dt -+ Ј а (t), п -+ ОО, . а. <х < Ь; 

а . а . 

30 да варијација генератрисе а:n(х) .Остане ограничена, тј . 
.. 
W~{o:n(x)}=O(l), n-+ОО. 
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2.2. Проблематика овог рада односи се на развијаље лйне
арних функционела 

(2.2.1 ) 
Q() 

А n [1] = Ј f (t) dan (t), 
о 

где п не мора бити цео позитиван број, у асимптотске редове 
(п -+ оо), и то ПО општим скалама. Прецизније, које потребне и 
довољне услове мора З8довољавати генератриса аn (t), да би 
линеарна функционела А n [Л имала асимптотски развитак по скали 
{qv(n)}, тј. 

(2.2.2) 

где је 

(2.2.3) 
Q() 

cv=f f(t)d~v(t), v~O,I, ... 
о 

Сукцесивном применом напред наведеног Рисовог става нала
зимо да је за то потребно и довољно да 

% Q() % 

10 Јаn (t) dt,..-..-~ _1_J~1' (t) dt, n-+ оо, х> О; 
~y о qv(n) 

о = о 

k-l 

20 Нт (qk (п) [I.%n (t) - ~ 1t
v(t) ] Ј -+ Нт ~k (t); k = 0,1 ... 

t=<r> ~ qv(n) t=oo 
v=o n-+оо 

k-l 

30 ~ { qk (п) [аn (t) - L ~: ~~)J}= 0(1), n-+ оо; k~O, 1, ... 
у=о 

Самим тиме што овај став важи за сваку функцију f Е РС, У 
њему су садржана знатна ограничења за генератрису аn (х) лине
арне функционеле, тј. класа ових је прилично уска. О томе говори 
веп сама чињеница да генератриса аn (х) мора бити таква да кон
вергира не само (2.2.1) за свако позитивно п, веп да конвергирају 
и сви несвојствени Стилтјесови интеграли (2.2.3) (v = 0,1 ... ). Међу
тим, баш у применама, конвергенција ових последљих долази у 
питаље. Зато се поставља проблем да се на неки начин прошири 
класа линеарних функционела на које се може применити горљи 
став. У ТОм погледу може се ипи у два правца. и.ци, класу лине
арних функционела проширити на уштрб њеног дефиниционог 
поља, тј. сузити функщюнални простор РСЈ или, што је од вепег 
интереса, а за конкретну' примену шта више и неизбежно, про
ширити појам саме линеарве функционеле. Ово на тај начин, што 
би се уместо конвергентних линеарних функционела, увео појам 
А -збирљивих линеарних фуикционела, тј. таквих које се осни-
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вају на Абеловом збиру несвојствених Стилтјесових интеграла и 
код којих постоји 

Аналогни став за развијање А-збирљивих линеарних функци
онела у асимптотске редове, почиваhе на ставу који је сличан 
Рисовом ставу о граничном прелазу, али се односи на А-збир
љиве линеарне функционеле. 

Нека је 

"" А n [а,!] = Ј e-<1t 1 (t) d аn (t), а> О, 
О 

што можемо написати и у облику 

"" Аn [а, tJ = Ј e-<1t 1 (t) d ~n (а", t), cr = о' + а", 
О 

где је 
t 

~" (а", t)= Ј e-<1"~ d аn (~). 
О 

Ако онда функција е-<1Х 1 (х) и генератриса. Sn (а, х) испуњавају 
услове 10 - 30 Рисовог става, и то за свако (ј.> О, тада Ье 

(2.2.4) 

и то за свако а> О и за сваl<У непрекидну функцију 1 (х), за коју 

е-<1Х 1 (х) ~ О, п ~ оо за свако а> О. 

Претпоставимо ли да оба израза који се јављају у (2.1.4) 
имају граничну вредност када (j~+0, тј. 

lim Аn [0,1] = Аn [+0, t] 
<1=+0 

и 

lim А [а,ј]=А [+0;/], 
<1=+0 

т;ща се основно питање састоји у' томе под којим Ье условима 

Аn [+0, tJ ~A[ +0, ј], n,~ 09., 

На овако општем . ставу почивало би асимптотско развијање 
А~збирљивих линеарних функционела. Изгледа да у природи не 
лежи да се дају потребни и довољни услови под којим овакав став 
важи и стога овде дајемо извесне довољне услове, и то претпо
стављајуhи да функција 1 (х) има специјалну структуру 

l(x)=-=е:-itХt (х) 
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и' функција 'lr (х) задовољава извесне услове које ћемо накнадно 
навести. 

Прецизније, проблем који ћемо овде третирати, а који ћемо 
одмах' формулисати за асимтотске редове, своди се на питање 
под којим у'словима ће А -збирљива линеарна функционела 

2l [e-I'tt 'lr (t)] = lim (,е-а! e-I'tt 'lr (t) d ср (t; 1.), ' 
0=+0 О 

чија генератриса ср (t; 1.) допушта асимтотски развитак по општој 
скали {qp. (1.)} 

1 

(2.2.5) ср (t; 1.) = L Ор. (t) + 0(_1_) ," 1. ~ оо , 
р. = О qp. (1.) q 1 (1.) 

сама имати аf,ИМТОТСКИ развитак по скали {qp. (л)} 
1 

(2.2.6) 2l[г l'tt'lr(t;]=L Pp.(-r) + 0(_1_), 1.~00, 
р.=0 qр.(Л) ql(1.) 

где се коефицијенти 

(2.2.7) Pp.(-r) = Нт (e- at e-itt'lr(t) d Рр.и), р.=0,1, ... ,/, 
0=+0 О 

израчунавају формалном применом операције 

(2.2.8) Нт /e~ate~ i'tt 'lr (t}d{ 
0=+0 О 

члан по члан на асимптотски развитак језгра ср џ; 1.) . 

2.3. Да би прегнатнијемогли формулисати услове под којим 
важи горе наведено тврђење, претходно ћемо дефинисати једну 
класу функција и прецизирати извесне појмове. 

Са О;: означиhемо класу функција облика 

(Ођ F (t) = шо (t) 1tm (t) + Ш1 и) 1t"._1 (t) + ... + Шm (t) , 
где су 1[" (t) полиноми" p.~TOГ степена по t, a~p. (t) периоди~к~" 
функције периоде h > О.Специјално када w,,(t) 'дегенеришу у 
константе, класа O~n се своди на класу полинома т-тог степена. 

За функцију t (t) казаhемо да припада класи Е>! ако се може 
приказати Лаплас-Стилтјесовим интегралом 

оо 

t (t) = S e-t и d а (и), t;;;:. О, 
О " 

где је а: (t) ограничене варијације у (О, оо). Слично дефинишемо 
класу E>v и код низова 

оо 

av = f e- VU da(u), v= 0,1, ... 
О 
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Специјално ако је t иЈ тотално монотона функција у размаку 
(О, оо), тј. ако је 

(2.3.~) д~ t (t)~t џ) - (ћ t (t + h)+ ... +( - 1)k (~) t (t.+k h» О 
за свако цело' позитивно k и за свако' h> О, тада она припада 
класи 81. Наиме, на основу једног Хаусдорфовог [10] става, 
класа тотално монотоних функција је еквивалентна са класом 
функција које се могу приказати Лаплас-Стилтјесовим инrе
гралом наведеног облика са' позитивним неопадајуhим језгром 
а (t). - Аналогно важи за тотално монотоне низове av код којих је 
(2.3.1) (са av=a (~I») испуњено за свако цело позитивно k и за h= 1. 

2.4. Сада ћемо формулисати услове под којим важи асим
птотски развитак (2.2.6) са (2.2.7). 

Нека t (t) припада класа 8 t и нека коефицијенти Р)l (t), 
}1. = О, 1 , ... , 1 асимптотског развитка (2.2.5) припадају класи О'!: .Ако 
тада постоји цео број К> т тако да је 

(2.4.1) 

оо 

ЈГ Id{д:~(t-Кh;л)}! = о (._1_), л-+оо, 
ql (л) 

О ' 

важиhе (2.2. б), и то униформно по '[' У размаку (2 s rr./h + €, 

2(s+1).'r;/h-e), О<е <7t/h, s=O,.± 1, ... 

Нешто прецизиније и за прим~ну погодније услове добијамо 
ако, задржавајуhи осталt: претпоставке, уместо услова (2.4.1) 
захтевамо да варијација W к~тедиференције функције ~ (t ; л) 
задовољава у размаку (О, Т) УСЛОВ 

т к· М. Wo { Ah ср (t; л)} < --, м не зависи од л, 
.' ql (л) 

и ако за '> Т И л> А 
,1: ср (t ; л) .МОНОТОНО -+ О када t -+ оо . 

Како је функционела Щ [e-i,;f t (t)] дефинисана Стилтјесо
вим интегралом, то одавде следе аналогни ставови за А-збирљиве 
Ltирихлеове редове 

оо 

Нт L а~Ьv(л) e-(,,+i';)Лv , Р,У / оо), 
0= о 0=0 

па специја.цно и за .А-збирљиве тригонометриске редове 

оо 

Нт """ а у bv (л) rV eve/. 
r=! LJ 

v=O 
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За ове последње формулисаhемо одговарајуЬе ставове за 
асимптотско раэвијање. - Нека низ av , v=O.I,... припада класи 
Е>. и нека низ Ь• (л), v = о, 1, ... допушта асимптотски развитак по 
општој скали {q}1 (л) } 

1 

(2.4.2) "" Р}1 (v) (1) Ь• (л) = ~ -- + о -- , л ~ оо , 
}1=-0 q}1 (л) ql (л) 

где су коефицијенти P}1(v) , р.=о, 1, ''', 1 полиноми степена т по v. 
Ако је за неко цело К > т 

оо 

(2.4.3) LlдК+1ЬV_К_l(л)l=о(_I_), л~оо, 
v=o ql (л) 

тада за О < э < 2" постоји гранична вредност 
оо 

'!~ L а • Ь• (л) г" evei =~ { Ь• (л) } , 
г=о 

и асимптотски развитак од ~ { Ь • (л)} добија се формалном при
меном операције 

}= Нт 
г=1 

v-o 

члан по члан на асимптотски развитак (2.4.2). Добијени асим
птотски развитак важи униформно по в у о < е < в < 2 1t - е. . 

Специјално можемо, задржавајуhи остале претпоставке, уместо 
(2.4.3) захтевати да за л:> А и v:> vo К-та диференција дК Ь• (л) 
монотоно тежи нули, тј. 

(2.4.4) дК Ь• (л) :> дК bV + 1 (л) ~ о, v ~ ОО. 

Први став ове врсте дао је за тригонометриске редове Кара
мата [12 а], претпостављајуhи тоталну монотонију низа а• и услов 
(2.4.4), и тиме потстакао и овај наш pa.l(. 

Ако функција ср (t; л) има R-интеграбилан извод Х џ; л) по t, 
добијамо аналогне ставове за Рима нове интеграле. За примену је 
нарочито од интереса случај када функција Х (1; л) има изводе по 
t до реда К и (- I)К д Х (t. л)/дtК монотоно тежи нули, а коефи-

, t 

цијенти Р}1 (t) асимптотског развитка функције f х (и; л) du су 
о 

полиноми по t. Тада област важења 'добивеног асимптотског 
развитка садржи само једну изузетну тачку t' = О. 

2.5. Изложена метода асимптотског развијања доводи с једне 
стране до нових асимптотских развитака, а с друге стране обједи-
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њује различите асимптотске развитке једне исте функције, који 
су до сада, углавном, добијани применом различитих метода. Наиме, 
ако је једном утврђено да се на дати ред или интеграл сме 
применити поступак, онда је са (2.2.5) и (2.2.6) У ствари дато 
пресликавање асимптотских развитака, тј. сваком асимптотском 
развитку функције q> (t; л) одговара један развитак функције 

'll [e- Jrf t (t)]. . 
У последњем делу овог рада применили>.смо нашу методу 

на ултрасферне полиноме ptt> (cos Э), 0< э < ')'1;,за п ~ оо. Полазна 
тачка је тригонометриски ред [23 Ь; 1] 

РОЈ ( 6) 2 Г(2 1.+ п) (2 . Э)1-21. 
п cos = sш· 

Г2 (А) п! 

(n+v)1 sin(n+2v+l)6, 
(А) <П+Нl) 

где су уведене ознаке 

(x)(v)=x(x+1) ... (х+ v-1), (х)(О)=l; 

(2.5.1) 
(x)(v)=x(x-1) ... (x-v+1), (х)(о)=l. 

(n+v)1 . 
Развијајуhи , v = 0,1, ... по различитим скалама (а, 

(A)<n+v+l) 

.{3, у параметри) 

(A)<n+v+!) 

k (1.)1)1).' 
=В(А,п+а+1)""(-1»)1(v-а) . ( +0 (n-1.- k ) , 

.L-, . р. (п+а+А+ 1)}l) 
)1=0 

= в (л, п + а+ 1) ± (P-v) (л)(}l) +0 (П-Л-k)·,'· 
)1=0 ,р... (п + ~)I}l) . 

1 (л) Lk 
(X)(}l) Q\P (v. - у +, 1) 

=__ (-1)}l-- г +o(n-1.-k ) , 
(п+у) 1. р.! (п +у)\Ј. 

)1=0 

где је Q~) дефинисано са 

(
х' 1. с/:) Q(1.)() 

еУХ _. _) = "". ~L х)1 , 
еХ - 1 . .L-, р. ! , 

)1=0 



о асимптотском развијању . ~ . 171 

добијамо за функцију p~)J (С08 е) следеhе асимптотске развиткеL 

10 p~)(cose)=_2- Г(2А+п}Г(п+а+l) (2 siп Э)1-2А • 
Г(}.) Г(п+l)Г(п+а+А+ 1) 

k 

(2.5.2) . L (-1)}1 (А)(}1) (1-А)(}1) nP(Э) +0 (ПА-k-1), 
}1=О (п+а:+А+l)(}1)р.! 

где је 

fJ: (е) + Ј F ( - р., а; А - р.; 1 - е- 26 i ) , 
) 

{ 

е(llt2}1+1)Эi } *) 
,.. (1_e2ei)}1-A+l 

(а параметар; Р хип~рrеометриска функција). 

20 p~(cose)=_2- Г(2А+П)Г(П +~+1) . 
Г(А) Г(n+l)Г(n+~+A+l) 

k 

(2.5.3) . L (A)(j1)(l-A)(j1) g~(е)+О(ПА-k-l), 
ј1=О р.1 (п + ~)(j1) 

где је 
[(11 + 2, -11)6 - (А +ј1) Лf2Ј i 

g (A) (е) =Ј {i е F ( - р. л - (.! - l' л -}1; 1 - е2Эi)} , 
11 (2 sin Э)А+}1 '1'" 

(~ параметар; F хипергеометриска функција). 

30 ~ (cos Э) = 2 Г(2 л+п) (2 sin е)1-2/,. 
Г(л)п! 

k 

(2.5.4) .. L (- 1)ј1 (л)(}1) Ј {е(Il+ЛЭ i h~J (е2Эi)} +0 (ПА-k-1), 
}1=О р.! (п +у)ј1+А 

где је h~ (z) дефинисано са 
ао 

e(l-Y)x (_Х _)А (1 _ z eX)2,-1 = L h~ (z) х}1. 
ех -l р.! 

}1=О 

Асимптnтски развици 1 0_ 30 важе униформно у размаку О < € < 
< э < 1C-€. 

За специјалне вредности параметара а, ~, у (<<=0, ~=A-l, 
у = О) асимптотски развици 1 0_ 30 своде се на познате развитке 

ултрасферних полинома (в. Сеге [23 а, стр. 191 и 206]). 

*) R {z} и Ј {z} су реални одн. имагинарни део од z. 
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у тачки 4.5 дајемо асимnтртски развитак интеграла 

Zv ('., х)= j:i'f (У -'Ј2 (1 + 2t
x )V-'f"dt, 

о 

када је х ~ оо. Специјално за t' = 1 следе одавде асимптотски 

развици (х ~ oO}~a Ханкелове функције H~l) (х) и H~2) (х). 

Најзад у тачки 4.6 изводимо познати Стирлингов образац за 
функцију Г (х), х ~ ОО. 

ш ДОКАЗИ СТАВОВА 

3.1. Претходно Ьемо доказати неколико лема да доцније не 
би прекидали излагање. 

Лема 1. Hella су а (ђ и ~ (t) ограничене варијације у раз.маllУ 
(а, Ь) и Hella. је f (t) S-иншеграбилна у односу на а и) и Р (ђ. 
Тада из 

f (t) > О за а < t < Ь 
следи l / f (ђ 1 d а (t) 1-/1 (t) 1 d ~ (t) 11 </1 (t) 1 d { а (t)- ~ (t) } 1· 

До К,а з. Пре свега, t и) је S-ИНl'еграбилна и у односу на 
cf. (t) - ~ (t), јер је тада и функција а (t) - Р (t) ограничене вари
јације, а од дисконтинуитета може имати највише све дисконти.
нуитете функција а (t) и Р (t), који се, према претпоставци, не 
поклапају са дисконтинуитетима функције 1 (t). С друге стране 
(в. Карамата [12 Ь, стр. 54-55]), функција 1 (t) интеграбилна је и у 
односу на тотаЛIiУ варијацију функција а (t), ~ (t) и а (t) - ~ (t), тј. 

п Ь 

S~cx) = L 1 (.,,) I а (џ - а (tv- 1) 1 ~ f 1 (t) 1 d а (t) I , 

у=l а 

п Ь 

s~ ) = L 1 (" _) I Р (Ц - ~ (tV-1) 1 ~ f 1 (t) 1 d ~ (t) I ' 
у=l а 

п 

\1==1 

ь .. Ј 1 (t) 1 d { а (t) ~. Р џ) } I , 
а 
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када при подели 

a~/o < 11 < ... < tn = Ь размвка (а, Ь) 
и 

tv_ 1 <t'v<tv, v=1,2, .... ,n, 

дужина највеЬег размака 

8n = Мах {tv - tV- 1 } -+ О, п -+ оо , 
l'::;;v'::;;n 
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тако да све тачке дисконтинуитета функција а (t) и ~ (t) падну у 
подеоне тачке. 

Ако онда у 

11 ' 

S~a-p) ;> L f (t'v) 11 а: (tv) - а (tV-l) 1 - I ~ (џ - ~ (tv-j) 1/ > S~a) - S~r) I 
V=I 

извршимо гранични прелаз п -+ оо, следи тврђење леме 1. 

Лема 2. Нека је функција Ф (t) ограничене варијације у сваком 
коначном размаку и Ф (t) = Ф (О) за t < О. За неко фиксирано h > О 
и r = 1, 2,... clliaBllMO 

r 

Ah Ф (t) = L (-1)v(:) ф Џ+ v ћ). 
V=O 

1 ада из 
т 

(3.1.1 ) Ј I d {L1h ф (t - r h ) } I < м тm, т ~ О, 1, ... , 
о 

следи 
т 

(3.1.2) Ј 1 d Ф и) I < м тm + r • 
О 

к онстанта М не зависи од Т. 

д о к а з потпуном индукцијом. Константа М не мора бити 
иста на сваком месту где се појављује. 

(О Нека је r = 1 . На основу леме 1 следи тада из (3.1.1) 

т 

М1m > Ј 1 а { Ф (t-h) - Ф (t) } 1;;;;. 
о 

I 
т· Т I > [1 d Ф (t - ћ) '-! 1 d Ф (i) 1 = 

т 

(3.1.3) > Ј 1 d Ф (t) 1· 
T-h 
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Одредимо цео број п тако да је 

(3.1.4) (n-1)ћ<Т<,nћ. 

Тада је на ОСНОВУ (3.1.3) 

т h 2h nh 

Јјdф(t)I<,Ј +Ј + ... + }.< 
о о h (n-'-l)h 

< м hm 
{ 1 т + 2т + ... + nт } < 

МеђУТИМ, према (3.1.4) 

1+11 
п = -ћ-' О <, 11 < h, 

те је 

(3.1.5) /1 d Ф и) I < м ( т + 11 ) т + 1 < М Тт + 1. 

О . h 

(Н) Претпоставиhемо да ТВРђење важи за једно г:> 1, па 
Ьемо доказати да оно тада важи и за г + 1. Заиста, нека је 

т 

Ј I d {дћН Ф [t - (г + 1) h Ј } I < м 1т • 
о 

Тада, слично као под (i), добијамо аналогон ·обрасца (3.1.3) 

т 

Ј ј d { Дћ ф (t - г h) } I < м Тт , 
T-h 

а. одавде, на исти начин као што смо под (i) извели образац (3.1.5) 

т 

Ј I d { Д~ ф (t - г h) } 1< м Тт+l. 
о 

МеђУТИМ, по претпоставци, ТВРђење важи за г, те из последње 
неједначине следи 

т 

Ј I d Ф (t) I < м Тт + 1+ r 
О 

што је требало доказати. 
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Лема 3. Нека је Ф (t) ограничене варијације у сваком конач

ном размаку и Ф (t) = ф (О) за t < О. 
Ако је за фuксuрано h > О и једно k (-= 1,2, ... ) . 

(3.1.6) 
со k 
Ј I d { .1" Ф (t - k ћ) } 1< ()() , 
о 

тада за R [ z ] > О важи 

(3.1.7) 

д о к а 'З. Полазимо од идентитета 

(3.1.8) 

где је 

(3.1.9) 

т 

(e- hz -1)k Ј e-zt d Ф (t)
о 

k T-(k-v)h 

=L(-1)v(:)е-(k-V)hZ f e-ztdФ(t) + Rk(T), 

y~ о о' 

k Т 

Rk (Т)= L (-l)и ( ~) e-(k-v)hZ Ј e-zt d Ф (t). 
v = О T-(k- -v)h 

Ако У првој суми на десној страни у (3.1 .8) ставимо t+ (k - v) h I t 
и водимо рачуна да је Ф (t) = ф (О) за t < О, добијамо 

т 

(е-М - 1)k Ј e-zt d Ф и) = 

о 

т 

= ± (-1)и ( ~) Ј e- zt d { Ф [! - (k - v) ћ] } +Rk (Т) = 

у=о О 

(3.1.10) 
т 

= Ј e-zt d { A~ Ф (! - k ћ)} + Rk (Т). 
о 
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Међутим, 

k Т . 

I Rk (Т) i < 2: ( :) e-(k-v)hRlzј Г e-R1zJtldФ (t)! < . 
V= О T-(k-v)h 

k т 

< 2:( ~)e-R[Z]T f1dф(t)I< 
v=O T-(k-v}h 

k Т 

< 2 L ( ~ ). e-
R1zj т Ј I d Ф (t) I , 

v=o О 

а на оснону леме 2 

IRk(nl <MTke-R[zјТ. 
На основу ове процене за Rk (Т) следи тада из (3.1.10), када 
Т -t оо, тврђење леме 3. 

Лема 4. ОПШlliе реше1Ье диференцне једначине 

дашо је са 

(3.1.11 ) f сп ~ ОЈ 1 (t) 'ltk-1 (t) + ОЈ2 (t) 'ltk_2 (!) + оо. + OJk (t), 

где су 'ltp. Полиноми стеПена 11 По t, а Шр. (t) Перuодuчке функције 
Периоде h. 

За фУfl/{ције облика (3.1.11) казаhемо да ПриПадају .класи o~-'I. 

До I< а з потпуном индукцијом. 

(i) За k= 1 тврђење је тривијално. За k~2, једно решење 
диференцне једначине 

Д~ f (/) = Ап f (1) - дп f (1 + ћ);" О 

је пол-ином првог степена по t, '1tl (1), тј. 

дћ '1t1 (t)-Ah '1t1 (t+h)=O.· 

Ако са F (t) означимо ма које друго решење, онда је количник 
Аћ F (t)/дll 1t'1 (t) због 

AhF (t) . Ап F (t+h) =----, 
дп 'lt1 (t) дп '1t1 (t+ h) 



о асимптотском развијању '" 

периодична функција периоде ћ, (1)1 џ), тЈ . 

или 

.1ћ F (ђ~(1)l (ђ.1ћ '11:1 (ђ 

F(t)-F(t+h)=(1)1 (t) {'I1:1 (ђ-те1 (t+h)}. 

Ако ово напишемо у облику 

F (t) - (Ј)1 (t) '11:1 (t) = F (t + ћ) - (1)1 (t + ћ) '11:1 (t + ћ), 
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увиђамо да је и F (t) - (1)t (t) 1t1 (t) периодична функција периоде ћ, 
одакле следи 

F (t) = (1)1 (t) '11:1 (t) + (Ј)2 (t). 

(Н) Претпоставимо да тврђ,ење важи за једно одређено k. 
Тада из 

према претпоставци, следи 

Међутим, ако ово напишемо у облику 

односно 

f (t)-(1)1 и) п; (t) - '" - (1)k (t) 1tj (t)= 

"'" f (t + ћ) - (1)1 (t+ ћ) те; (t+ h)- .... - (1)k и+ ћ) тсј (t+h), 

увиђамо да је 

f и) - (1)1 (t) 'I1:k(t) - ... - (!)k (t) 1ti (t) = (!)Н 1 (t), 

где је (Ј)Нl (t) периодична функција периоде ћ. 

3.2. У овој и следеhој тачки извешhемо основне ставове 
3 и 6 У којима је садржано тврђење (2.1.3) о инверзији асимпто
тике и операције (2.2.8). У оба случаја претходно доказујемо 
извесне прелиминарне ставове. 

Став 1. Нека је Ф (t; л) ограничене варијације у сваком ко
начном размаку и 

ф (t;Л)=ф (О; л) за t<O 
и нека 

(3.2.1) ф (t; л) -t Ф (t), л -t оо за t> О. 
12 Зборник 

• 
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Ако су k-ше диференције A~ Ф (t; л.) и A~ Ф (t) (ћ >0) ограни
чене варијације у размаку (О, оо), тј. 

оо 

f !d{А~Ф(t-kh;л.)}I<оо, 
О 

(3.2.2) 
оо 

Ј I d {A~ Ф (t - k h) } 1< оо 
О :~ 

и 

оо 

(3.2.3) f Id{А~[Ф(t-kh;л.)-Ф(t-kh)]}I'" О, ).. ... 00' 

тада 

о 

1 о за· б > О конвергирају иншеграли 

F (б, '(; л) = /' e- af e- lrt d Ф (t; л), 
О 

20 за ,,-::Р2 s '1C/h, s=O, ± 1, ... и0стоје гранuчне вредности 

Нт F(б,-r;Л)"",F(f;л.), 
а=О 

Нт F ( cr , '() = F (-r) ; 
а=О 

унuформно за 2sзт/h+6~'t<2(s+1)'7t/h-е, O<e<'7t/h, s=U, 
± 1, ... 

д о к а 3. На основу леме 3 је 

F (а, "; л.)=[е-(О+l't)h -l]-k Ге-О' e- irf d {д~ Ф (t-kh; l)}, 
, о 

(3.2.4) 

F(a,'t)~[e-(a+lr)h_l]-k Ге-оfе-iт:f d {д~ Ф (t-kh)}. 
о 

Прво тврђење под 1 о тада следи И3 (3.2.2), јер је 

I F (а, "; л) 1< I e-(o+lr)h -11- k ЈОО I d { l1i ф (t - k ћ; л.)} 1· 
О 

Слично се доказује и друго . 

• 
~ " 
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Како интеграли у (3.2.4) конвергирају и за а-О, то на основу 
Абелова става постоје граничне вредности F (Т, л) и F (Т) за 
'с =1= 2S1t/h, s=O, ± 1, ... 

Да би доказали ТВРђење 30, ставимо 

(3.2.5) qr (t; )..) = ф (t; )..) - ф (t). 

Тада је 

I F (а, Т; л) - F (а, ") 1'"' I e-(a+lr)h -11-k /)1 d { ДZ чr (t - k ћ; л) } 1, 
о 

и ако овде пустимо да а -t О добијамо 

оо 

IF(т;л)-F(т)I'"'lе- t т:h":'li-k f Id{AZW(t-kh;1.)}I< 

о 

I 
е h /-k {ОО 

'"' 2 sin 2" ~ I d { д~w (t- k ћ; 1.) 11, 
о 

за 2s1t/h+e<'C,",2(s+1)1t/h-е, O<e<1t/h, s=O, ± 1, ... 

Према (3.2.3) је, дакле, 

Нт sup I Р(т; 1.) -р (Т) I '"' О 
1.='" 

униформно по f У назначеним рззмацима. Тиме је ззврwен доказ 
става 1. 

Уопштење става 1 даје следеhи 

Став 2. Нека Ф (t; л) и Ф (t) задовољавају услове става 1 
и нека је за t > О 

'" (3.2.6) Чr (t)=J e- tu da (и), 
о 

r де је а (t) ограничене варЩацuје у размаку (О, оо) . 

Тада, 

1 о за cr > О конвергuрају инlliегралu 

о (О',т;л) = j"'e-ate- i • f Чr(t) dФ(t;л.), 
о 

G (0', Т) = (е-О! е- IТ! Чr (t) d Ф (t); 
о 
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20 З(l"f"* 2s~1 h, s = о, ± 1, ... постоје грани чне вредности 

Нт О (а, 'Сј л) = О ('t'j 1.), 
0=0 

lim О (a,'t')=O ('t')j 
0=0 

30 
О ('t'j 1.)~0 ('t'), 1.~oo, 

унифор.мно за 2srcjh + е -< 'с< 2 (s+ 1) ~/h - 6, О < е < ~/h, s =0, ± 1, ... 

Доказ. Ако F(б,'t'ј1.) и F(a,'t) означавај'у функције из става 1, 
тада је за а> О 

О (б,'t'ј Л)"'" Г е-аfе-Јт:t {/,e- tu d а (и)} d Ф (t; л)= 
о О 

(3.2.7) "" -= Ј F (а + и, 'С; л) d а (и) 
О 

и слично 
ОО 

0(0', '<)= Ј F (б+и, '<) d а (и). 
О 

Измена поретка интеграла је очигледно у оба случаја дозвољена. 

Међутим, на основу леме 3 је 

I F(б+и, 't' ј 1.) 1 <: 1 e-(o+u+lr)h -11- k Ј
ОО

' d {д~ Ф (t-k h ј1.)} 1 <: 
О <: м (л) (1 - e-Oh)-k, 

и ова ае;едначи.на важи за а > О, и;> О и 't' произвољно. Према 
(3.2.7) је онда 

оо 

I О (а, '<ј А) 1< м (л) (1 - e-Oh)-k Ј Id а (и) I , 
О 

чиме је доказано прво тврђење под 10. Слично се доказује и 
друго. 

Показаhемо сада да 
ОО 

(3.2.8) О (О','L;Л) ~ ЈF(и,'L;л)dа(и)=О('LјЛ), a~O. 
О 

у том циљу полазимо од 

I О (а, '<ј л) - О ('Lj л) 1 <: 
и 

<: Ј 1 F(a+u, '<; л) - F (и, 'с; л) 11 da (и) 1+ 
О 

, (3.2,9) 
оо ОО 

+ Ј 1 F (а + и, 'с; л) 11 d а (и) I + Ј 1 F (и, '<; Ј,) 11 d а (и) 1, 
и и 
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где Ьемо и одмах одредити. Нека је t' фиксирано и =1= 2 s тr./h, 
s = О, ± 1, ... , а I) > О, иначе произвољно. Тада је Moryhe изабрати 
и довољно велико тако да је 

(3.2.10) 

оо 

Ј 1 F (о +и, т; 1.) 11 d а; (и) 1 < 1)", 
u 

оо 

Ј 1 F (и, 'С; л) 11 d а; (и) I < l) • 
u 

Заиста, ако уочимо први интеграл, 6иhе 

оо 

IF(0+u,t;1.)I<Ie-(а+u+i.-)h-11-k fld{А~Ф(t--kh;1.)}I< 
о 

< м (л) < { 

e(a+u)h } k/2 

2 [ch(o+u)h - cos 'Сћ] 

< М (1., 'С), 

јер је функција 

сЬх- cos У 

ограничена по х за у * 2sтr.. Према томе, 
оо оо 

Ј I F(о+и,'С,~л) 11 da; (и) 1 < м (1., Т) Ј I da; (и) 1, 
u u 

а овај последњи интеграл се за довољно велико и може учинити 
произвољно малим.- Слично се може показати да се, 6ирајуhи и 
довољно велико, може задовољити и друга неједначина у (3.2.10). 

Што се тиче првог интеграла на десној страни у (3.2.9). 
примеhујемо да је функција F (х, 'С; 1.) непрекидна по х за х> О, 
а према 20 става 2 и са десне стране у х = О када је т =1= 2sтcjh, 
s = О, ± 1' .... Према томе, она је униформно непрекидна по х у 
сваком коначном размаку (О, Х) када је t' =1= 2sтr.jh, s=o, ± 1' .... 
Ако, ;r;акле, у (3.2.9) пустимо да cr ~ О, добиhемо 

~~ sup I G (cr, "(; л) - G (т; л) I < 2 Ч, 
тј. 

G(а,т;1.)~G(t';Л), a-l'О, 

што претставља прво од ТВРђења под 20. - Слично се доказује 
и друго, тј. да 

(3.2.11) 
OQ 

G(a,t') ~ JF(u,t')da; (и)=а (т) , O'~O. 
о 
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Најзад, да би доказали тврђење 30 полазимо, на основу 
(3.2.8) и (3.2.11), од . 

со 

(3.2.12) О (t';1.) - О (t')=J {Р (и, t'; А)- Р(и, t')} da(u). 
о 

Са ознаком (3.2.5) је за довољно мало 8> О И 2 s тc/h + 8 < t' < -< 2 (s+ 1) тc/h-s, s=O, ± 1 , ... 

I р (и, t'; А) - Р (и, t') I < 
оо 

< I e-(u+ir)h - ll-k Ј I d {.::\Z W (t- kh; ),)}' <: 
о 

со 

I е h I-k Ј -< 2 sin 2 I d { д~ W (t - kh; А) } I . 
о 

Према томе, 

I о ( t'; А) - о (t') I -< 
оо оо 

<:12sin S2
h '-kЈ !da(u) ,. Ј Id{Д~ W(t-kh;А)}1 

о о 

у назначеним размацима за t'. Кад овде пустимо да А -+ оо непо
средно следи тврђење 30, чиме је став 2 у. потпуности доказан. 

Сада смо у стању да из става 2 изведемо централни став о 
асимптотском развијању. 

Став 3. Нека је 
оо 

(3.2.13) '1'(t)=Je- tu dа(u), t:>O, 
о 

г ле је а и) ограничене варијације у размаку (О, оо). 

Нека фун/{.ција q> (t; А) има за t;> О асимiШlотски развитак ао 
оuштој скали {qp. (А) } 

(3.2.14) 

где функције Рр. (t), 11 = О, 1, ... , 1 йрииадају класи ~~!:' . 
Ако је за неко цело К> т 

(3.2.15) 
со 

'Ј Id{flffq>(t-Кh;А)}I=о(_l_), А-+ОО, 
q I (А) 

о 
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тада, 

1 о за t"* 2 81[/ћ, 8 = о, ± 1, ... постоји гранична вредност 
оо 

g(т;л)= Нт f e-аtе-lтt О/(t)d<р(t;Л); 
а=О О 

20 g (т; л) и.ма асu.мптотски развитак По скали {qJ1 (л) } 

где је 
о> 

РЈ1(Т)= Нт f e-аtе-IТfо/(t)dРЈ1(t) , р.=о, 1, ... ,1. 
а=О О 

Овај развитак је унuфор.ман за 281[/ h + 8 < Т < 2 (8 + 1) 1[/ h - 8 , 

О < 8 < 1[/ ћ, 8 = о, ± 1, ... 

д о к а з следи непосредно из става 2 ако у овом за функ
цију Ф (t; л) узмемо 

{ 

ф (t; л) =- ql (л) {<р (t; л) - L pJ1(t)}. 
J1~= О qJ1 (л) 

Показаhемо да тако изабрана функција Ф (t; л) задовољава све 
услове става 2. Пре свега, из (3.2.14) слеДи"да 

(3.2.16) Ф (t; л) ~ О, л ~ оо за t> о, 
тј. овде је 

ф (t) == О. 

с друге стране, како је цео позитиван број i< > т, а коефи
цијенти РЈ1 (ђ, Р. = О, 1, "'Ј 1 припадају класи gzz, то је на основу 
леме 4 Ј 

(3.2.17) 

те је са (3.2.15) испуњен и последњи услов (3.2.5) става 2. 

Због Ф (t) == О, биhе и функција G (t) става 5 идентички 
једнака нули, те, према 30 става 2,~ 

G(т;л)~О, л~оо, 

униформно за 2 81[јћ +8 < r < 2 (8 + 1) 1[/ћ - 8, О < 8 < 1[јћ, 8=0, ± 1, ... 
Одавде, ако уведемо експлицитни израз за функцију Ф (t; л), следи 

оо. 1 (t) 
ql(Л) Нт je-аtе-IТfо/(t)d{<р(t;л)- '" ~}~O, л~оо, 

а=О ~ qjl(Л) 
О jl=O 
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1 

q 1 (л) { g (Т; ~) -L р ј1 (f) } ~ О , л ~ оо , 
ј1=О q" (л) 

што прет·ставља тврђењестаџа 3. 

3.3. У овој тачки извешhемо став 6 који даје нешто преци
зније и за примену погодније у-слове неголи став 3. Претходно 
ћемо доказати два прелазна става, аналогоне ставова 1 и 2. 

Став 4. Нека је Ф (t; л) ограничене варијације у сваком конач~ 
ном размаку и 

Ф (t; ).)=ф (О; л) за t< О 
и нека 

(3.3.1) Ф (tj л) ~ Ф (t), л ~ оо за t:> О. 

Ако је у размаку (О, Т) k-ma диференцuја (h > О) функције 
Ф (t; л) униформно ограничене варијације, Шј. 

(3.3.2) wl {~~ Ф .(t; л)} < М, М не зависи од л, 

и ако за t:> Т u л:> лО 

(3.3.3)&Х Ф(t, л) i1 А% (Ф(tј ч -:- Ф џ)} монотоно ~O, t~ оо , 

Шада важе тврђе1Ьа 1 о - 30 сШава 1. 

Доказ. Из (3.3.2) и првог услова (3.3.3) следи да су k-Te 
диференције A~ Ф (t; л) и д~ Ф (t) 9граничене варијације У размаку 
(О, оо). За прву од њих је, наиме, 

Слично следи и за w~ {д~ Ф и) } ,јер, на основу једног Хелиевог 
[11] става, услов (3.3.2) повлачи за собом да је и М Ф (t) ограничене 
варијације у размаку (О, ТЈ. Тиме се доказ тврђења 10 и 20 става 
4 своди на доказ који смо већ дали код доказа става 1. 

Нека је 'V и; л) одређено са (3.2.5). Ради доказа тврђења 30 
полазимо, служеhи се лемом 3, од 

(3.3.4) I F (а, -с; л) - F (а, Т) 1< 

. <'le-(<1+lf)h_ll-k/.[+khe-ate-txtd{tl% 'V(t-kh;Л)}!+ 
о 

оо 

+ I e-(a+i,;)h '-ll:-k S I d {A~ 'V (t- k hj л)}I, 
T+kh 
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одакле, с обзиром на други услов (3.3.3), следи 

I F (а, 1:; л) - F (а, 1:) 1< 

Ако У овој неједначини пустимо да cr ~ О, добиhемо 

IF(т;л)-F(т)l<; 

<; I e-i~h -11-k {I f+k\-i~t d {L\Z 'V (t - k ћ;)} 1+ ДZ \V (Т; л)}, 

185 

те је за довољно мало 8> О И 2s~/h +8 < т < 2 (s+ 1) ~/ћ - 8, 
s=O,±l, ... 

I F (т; л) - F (т) 1<; 

I h '-k {' T+kh I} <; 2sin 82 li e-irtd{д~'V(t-kh;л)} +Д~'V(Т;л) . 

Како је према претпоставци (3.3.2) д~ \V (t; л) униформно ограни
чене варијације у размаку (О, Т +k ћ), а е - ј'!; непрекидна функција, 
то је на основу познатог Хелиевог [11] става дозвољен грани'!ни 
прелаз кад л -+ оо под интегралом који фигурише на десној страни 
последње неједна'!ине. Према томе, на основу (3.3.1), 

Нт sup I F ('r; л) - F ('t") I < О, 
Л=ОО 

чиме је доказано ТВРljење 30 става 4. 

Аналогон ставу 2 је следеhи 

Став 5. Heh:a Ф (t; л) и Ф и) аадовољавају услове става 4 и 
Heh:a је 

оо 

(з.q.5) t (t) = Ј е - t а d а (и) , 
о 

где је а (t) ограничене варијације у размаку (О, оо) . 

Тада важе твр!јеН1а 1 о - 30 става 2. 
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Д о к а з. Као што смо видели при доказу става 4, услов 
(3.3.2) и први услов (3.3.3) повлаче за собом ограниченост вари
јације k-тих диференција функција Ф и; л) и Ф (t) У размаку (0,00). 
Тиме се доказ тврђења 1 о и 20 става 5 своди на доказ који смо 
дали код става 2. . 

Да бисмо доказали тврђење 30, претходно ћемо испитати 
функцију 

оо 

Е> (t, '[) = Ј ( ~;): d а (и), t:> О. 
(е - U ,; - 1 Ј k . 

О 

Показаhемо да је Е> и, '[), у и, '[)- равни из које су исечене траке 
2 s 'If./h - в < 't < 2 srt/h + в, s = О, ± 1,... ограничена и непрекидна 
по t. 

Ограниченост следи непосредно из претпоставке да је а (t) 
ограничене варијације у размаку (О, оо) : 

оо 

1E>(t,'t)I<: fle-(U:i~;~-llk Ida(u)l<: 
о 

(3.3.б) I 
е h j-k <: м 2sin 2 . 

Нека је х:> О, у;;з. О, х f:. у и 1') > О, иначе произвољно. Број 
И одредиhемо тако да је 

оо 

I е h /-k Ј 2 2 sin 2 I d а (и) I < 1') 

и 

за фиксирано h и в, што је увек могуће постиhи на основу прет
поставке о функцији а (t). Тада је у уоченом делу (t, Т) - равни 

I Е> (у, ~) - Е> (х, '[) I <: 

I Ји е-хи[е-(У - х) - 1] I I Ј"" е-уи - е-ХU I 
<: ! [e-(u+iт)h_l]k da(u) + [e-(U+iт)h _l]k da(u) <: 

о и 

II 
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Према томе 

Нт sup 1 е (у, t) - е (х, t) 1 < Ч) 
у_х 

што значи да је функција е (t, t) непрекидна по f када се t налази 
у посматранима размацима. 

Сада ћемо доказати тврђење 30. Полазимо од (3.2.12) 
оо 

а (f; л) - G (f)= Ј {Р (и, t; л) - F (и, t)} d а (и). 
о 

На основу леме. 3 и са ознаком (3.2.5) је тада 

G (т; л) - G~(t) = 

оо оо 

=Ј da.(u) J·e-utе-l~td{Аzчr(t-kh.Л)I= 
[e-(u+il')h -l]k ' f 

О О 

оо 

= Ј e(t)t)e-il'td{А~чr(t-kh;л)}, 
о 

па према томе 

1 G (т; л) - G (t) 1< 
IT+kh I <,1 e(t,t)e- i l'f d {АZW(t-kh;Л)}I+ 

+ ( I е (t, т) 11 d {A~ чr (t - k ћ; л)} 1. 
T+kh 

Међутим, на основу (3.3.6) и другог услова (3.3.3) налазимо 

I G (т; л) - G (т) I < 
\T+kh I < 1/ е Џ,т) e- i l't d {A~ чr (t-k ћ; л)} 1+ 

I 
€ h /-k +М 2siП2 . A~ чr(Т; л). 

Како је за посматрана т функција е (t, Т) непрекидна по t, а 

A~ W (t; л) униформно ограничене варијације у (О, Т + k п), то је на 
основу Хелиевог [11] става дозвољен гранични прелаз л-+ оо под 
знаком интеграла. Према томе, на основу (3.3.1), 

Нт sup I G (т; л) - G (r) I < О 
1.=00 

униформноза 2s3t/h+€<-r<2(s+1)njh, O<t<n/h, s=O,±l, ... 
Тиме је став 5 у потпуности доказан. 
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ИЗ става 5 следи, на сличан начин као што је из става 2 
изведен став 3, следеhи 

Став 6. Не/Са је 

t (t) = ј e-tu d а (и), (~ О , 
О 

r де је а (t) ограничене варијације у разма/Су (0$00). 

Не/Са фун/Сција <р (t; л) има за t;> О acиMuйloйlc/Cи развийlа/С uо 
оuшйlој с/Сали {qp. (л) } 

ср (t; л) = рои) + Pl(f) + ... + р/и) + 0(_1_) 1,.-+00 
qo (л) ql (л) q/ (л) q/ (л) , , 

где фун/Сције pp.(t), р.=о, 1, ОО' ,1 uриПадају класи Qgz • 
Ако је за не/Со цело К> тiz варијација K-йle диференције (ћ> о) 

т k М 
W О {Llh <р (t; 1.) }< -. -, м не зависи од 1., 

q / (1.) 
и за t;> Т и л;> Л 

шада, 

Mi ср (t; л) MOHOйloHO -+ О /Сада t -+ оо , 

1 о за l' *' 2s'!C/ ћ, s = О, ± 1, ... иocйlojи fранична BpeДHocйl 

g(1'; л)=liт /,-а';-е- Ы t (t) d ср (t; А); 
а=О О 

20 g (t; л) има асимптошски развиiliак По скали {qp. (л) } 

g ('С; л) _ РО ('С) + Р1 ('С) + ... + Р/ ('С) + 0(_1_), 1. -+ оо , 
qо(л) q1(Л) q/(}.) qt(Л) 

где је 

Рр. (-r) = lim ј"'е- а t е -ы t (!) d Рр. (t), Р. = о, 1, ... , 1. 
а=О о 

Овај асимПйlойlски развийlак је униформан за 2s'!CJh + е < 't'.< 
<~(s+I)'It/h-е, 0< е <'ltJh, s=O, ± 1, ... 

Примедба 1. Специјално, ако је t (t) тотално монотона функ
ција у размаку (О, оо), биhе задовољен услов (3.3.5). Наиме, Хаус
дорф [10] је показао да је класа тотално монотоних функција у 
.размаку (О, оо) идентична са класом функција које се могу при
казати Лаплас-Стилтјесовим интегралом облика 

/'e- tu d а (и) 
о 

где је а (t) ограничена и неопадајуhа функција у (о, оо) . 
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При.м.ед6а П. Ако су испуњени услови ставова 3 и о, тада 
као њихова тривијална последица следи, да се асимптотски 
развитак функције 

{е-а! e·-lтt t (t) d ср (т; л), а> о, 
о 

може добити из асимптотског развитка функције ср и; л), приме
њујуhи на овај последњи члан по члан операцију 

('е-а! e-IT! чг и) d { }. 
о 

Добијени асимптотски развитак важи, као што се то види из 
доказа ставова 3 и 6, без изузетка за свако ~. 

3.4. Како је функција g (~; л) чији асимптотски развитак дају 
ставови 3 и 6 изражена Стилтјесовим интегралом, то погодним 
избором функције ср и; л) можемо добити одговарајуће ставове 
за А-збирљиве редове, специјално З8 А-збирљиве тригонометриске 
редове, и за А-збирљиве Риманове интеграле. 

(ј) Следеhа два става односе се на асимптотско развијање 
А-збирљивих тригонометриских редова. 

Став 7. Нека је 

'"' 
(3.4.1) а,,=Ј e-VU da(u), v=O,I, ... , 

о 

г де је а; (и) ограничене варијације у (О, оо) . 

Нека низ Ь џ (л), v = О, 1, . " и.м.а аси.м.птотски развитак йо 
општој скали {qp. (л) } 

(3.4.2) Ьџ (л) = Po(v) + Рl (v) + .. 0 + р, (v) -1 0(_1_), л ... оо, 
qo (л) ql (л) q, (л) q, (л) 

г де су Рр. (v), р. = О, 1, ... , 1, Йос.м.атрани као функције iiро.м.еюьиве v, 
llолино.м.и т-тог стеЙена. . 

Ако за неко цело К > т 

(3.4.3) i I АК+1 ЬЏ- К - 1 (л) 1= о( 1(л») , л ... ОО , 

у=о q, 
тада 

1 о за О < е < 2 ""' постоји граниЧНG вредност 

'"' 
g(8; л)- Нт LGvЬv(л)гvеV&i; 

г=l 1'=0 
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20 g (6; л) има аСU.4fПШОШСКU развиШак По скали {qp. (л) ј 

g(6;л) = Ро (6) + Р1 (6) + ... + Р ! (6) +0(_1_), л-+ ОО, 
. qo (л) ql (л) qt (1..) qt (л) 

где је 

"" 
Рр.(О)= Нт L aVpp.(v)rVevet, p.=O,1, .•• ,I. 

г=l у=о 

Овај асимПШоШски развиШак је униформан за О < е < 6 <; 2'ј; - е. 

Став 7 добијамо из става 3 ако у овом за ср (t; л) узмемо 

(3.4.4) <р (t; л) = L Ьу (л), 
v~t 

тј. степенасту фУНlщију која за t = О, 1, ... ~Ma скокове дужине 
ЬО (л), Ь1 (л), ... И ставимо h = 1, тј. за коефицијенте рр. (t) асимптот~ 
ског развитка (3.2.14) функције <р (t; л) претпоставимо да припа-

да ју класи OfZ, тј. 

(3.4.5) рр. (t)= 000 (t) 'ј;m (t)+W1 (t) 'Itm- 1 (t) + ... + ООm (t), 

где су 'Itk (t) полиноми k-ТОf степена по t, а OOk (t) периодичке 
функције периоде 1. 

Тада је 

х 

Ј e-at e-it' t 1{r (t)d <р (t;л) = L г' а г/Р.!' 1{r (v) Ьу (л), 
о p~x 

и ако ставимо 

(3.4.6) 

и 

добијамо 

х 

Ј га t e-it' t 1{r (i) d <р (t; л) = L ау Ьу (л) r' 
е ре i . 

о p~x 

Кад х -+ ОО, ред на десној страни конвергираhе заједно са инте
гралом, те је 

"" "" f e-at e- it't1{r(t) d<p (t; л) = LаvЬv(Л)rVеvеi. 
о у=о 

.. т 
i 
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Према (~.4.6), граНИIJНОМ прелазу 0"-+0 одговара г-+ 1, те је 

~ ~ 

Нт f e-ate-irt'1r(t)dq>(t;1.) =liт """аvЬv(1.)гVеVЭi, 
а=О r=l ~ 

О v=O 

кадгод гранична вредност на левој страни постоји. 

с друге стране из (3.4.4) следи 

(3.4.7) Ь v (:Л)=q>(v;1.)-q>(v-l;1.). 

Како су на основу претпоставке (3.4.5) коефицијенти pf1 (v) у 
асимптотском развитку (3.2.14) 

1 

q> (у; 1.) = """ pf1 (2 + о ( 1 ), 1. -+ оо , 
~ qf1( ) ql (л) 

за целе вредности у-о, 1, ... полиноми т-тог степена по У, то 
према (3.4.7) низ Ь џ (1.), v = О, 1, ... има асимптотски развитак облика 

1 

bv (1.)=2: Pf1 (Y)-Рf1(V-l)+о( 1 )= 
f1=0 . qf1(Л) ql(1.) 

1 

_" P~ (У) + О ( 1 ) 
-~ Qf1(1.) ql (л) , 

f1=0 

где су P~ (У) полиноми (т - l),степена по у. 

Најзад, ако за диференцију .6.~ краткоЬе ради пишемо само 
.6.k, услов (3.2.15) постаје 

оо 

f Id{AKq>(t-К;1.)}I=о( 1 ), К>т. 
Ql (}.) 

О 

Да би га изразили помоhу низа Ь" (1.), примеЬујемо да се његова 
лева страна своди на ред 

01) 

2: I АК q> (У - К; 1.) - АК q> (у - К - 1; л) 1, 
џ=О 
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или, према (3.4.7), на 

L: I АК bv- K (1.) I , 
у= о 

па став 7 добијамо ако уместо т - 1 и К пишемо т и К + 1. 
За примену је нарочито погодан следеhи 

Став 8. Сва тврЬеНЈа става 7 важе ако, задржавајуhи остале 
Претпоставке о низовима а у и Ьу (1.), v = О, 1, Оо', уместо услова 
(3.4.3) захтевамо да за неко цело К > т и 1.;;;;;' А 

(3.4.8) дК Ь у (1.) монотоно ~ О када 1'0 < V ~ оо • 

д о к а з. На основу (3.4.8) је 

L: I АК+l Ьуо_ К-l (1.) 1= 
у=о 

уо+ К о() 

L I ДК+1ЬУ _Х_Оl(1.)1 + L {АК bv -K-ol (л) - А: -К (1.)} 0<: 
у=О уо + К+ 1 

(3.4.9) 
уо+к уо + к 

<L I АК bv -оК -о1 (л)1 + L! ДК Ьv-к(л)! + АК Ьуо (л). 
у=о у=о 

МеђУТИМ, како су PI1 (v) полиноми т-тог степена по v и К> т, то 
из (3.4.2) следи 

па према (3.4.9) 

о() 

q/ (л)L:!dК+1ЬУ_К-l(л)I~0, л~оо, 
у=о 

тј. испуњен је услов (3.4.3) става 7. - Став 8 смо могли, наравно, о 
добити и директно из става б. 

Ако у ставу 8 уместо услова (3.4.1) претпоставимо да је низ 
ау тотално монотон, тиме добијамо познати Караматин [12а] став. 

(н) Ако функција ср (t; л) има R-интеграбилан први извод 
Х (t; л), тада добијамо аналогоне ставова 3 и б за А-збирљиве 
Риманове интеграле. Специјално за примену је погодан следеhи 

0'0 
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Став 9. Нека је 
ао 

(3.4.10) t (t) = S e- tu d а (и) , t"> О, 
о 

г де је а (t) ограничене варијације у размаку (О, ОФ) • 

Функција Х (t; л) HelCa има изводе По t до К-тог реда закључно 
и HelCa је 

(3.4.11) 

t 1 

ЈХ (и; л) d и ~ L рр.Џ) + 0(_1_) 1 л-+ оо , 
о р.=о qp. (л) ql (л) 

где СУlCоефицијенти pp.(t), }1>=0, 1, ... , / Полиноми т-тог стеПена 
По t. 

AlCo је тада за неко цело К > т 
ао 

(3.4.12) Ј I дК Х (t; л) I d t = о (_1_), л 07 оо , 
д tK qt (л) 

о 

онда iiостоји гранична вредност 

ос 

(3.4.13) R ('1:; л)= ~~ Ј е-а! е-ј,;! t (t) х (t; л) d t 
о 

u aCUMuffioffiCICU развитаlC фУНlCцuје R ('1:; л) дат је са 

1 Т ( ) 1 
R ('1:; л)= L ~ + 0(--), ло7ОО, 

р.=0 qp. (л) qt (л) 
где је 

Tp.(-r)- ~~ ЈОС е-а! e-l,;!t (t)p'p.(t) d t. 

о 

Овај развитак је униформан По 't' У CBalCOM коначно.м размаlCУ који 
не садржи тачlCУ 't' = О . 

у место услова (3.4.11) можемо захтевати да је 

(3.4.14) wci . <--, { 
дК-l Х (t·, л) } м 

д tK - 1 qt (л) 
м не зависи од л, 

и да за t"> т 
(3.4.15) ( - 1 )К-l дК- 1 Х (t; л) монотоно 07 О lCада t 07 оо • 

д tK - 1 

13 Зборннк 
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lV Л?ИМЕНЕ 

4.1. У овој и наредним тачкама примениhемо став 8 на ултра
сферне полиноме p~}J (cos в), да бисмо добили њихов асимптотски 
развитак кад п ~ оо • У лтрасферни полиноми су дефинисани помоhу 
функције-генератрисе 

1 со 

------- = """ p~}J (cos в) ћ" . 
(1- 2 h cos Э+h2)1. ~ 

n=о 

Као полазна тачка може нам послужити један од тригонометри
ских редова за ултрасферне полиноме (В. Сеге [23 а, стр. 95Ј) 
(1. >.0, 1.:1= 1,2, ... , о < ~ < 1t) 

(4.1.1 ) 

или 

(4.1.2) . 

Р~)..)(СоSG)~2Г(2Л+П) (2siпG)1-!!)... 
г2 (л) п I 

• ~ (l-л)<V) (n+~sin (п+2 v+l)G 
~ v! (л)<n+v+l) 
у=о 

(}Ј 2 F(21.)La) (1.)М (2 л) (n+v) 
р п (cos Э) = -- • 

р (л) v ! (л) (n+v+1) 
у=О 

. cos [(п + 21. + 2 v) е - л 'ltJ . 
Рачун Ьемо изводити само за први од њих. 

Тригонометриски ред (4.1.1) написаhемо претходно у облику 

Г2 (л)п! (2siпе)2)..-lр~Ј(соsе)= 
2Г(2л+п) 

= Ј {е<n+Щi ~ (l-:i<V) (n+~ е2VЭi },... 
~ (1.)(n+У+l) 
у=О 

(4.1.3) 

где смо ставили 

(4.1.4) 
(1."> ~a) (l-1.)<У) (n+v)1 vЭi 

Sn (6) = е . 
v! (1.Уn+у+l) 

у-о 

Асимптотски развитак за p~1.1 (cos 6) добиhемо, дакле; из одго
варајуЬег за s~}J (е) . 
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Нека је, са ознакама из става 7 и 8, 

(1 - л)<у) (п + v)1 
-'-----'--- = ау и = Ьу (п) . 

vl (л)<n+V+1) 

Показаhемо да коефицијенти ау и Ьу (п) задовољавају услове (3.4.1), 
(3.4.2) и (3.4.8) става 7 односно 8. У том циљу примеhујемо да 
је према једном Хаусдорфовом ставу потребан и довољан услов 
да низ Ст П = О, 1, оо. буде тотално монотон, да се може прика
зати у облику интеграла момената 

1 
Сп = Ј tn d а (t), 

о 

где а џ) не опада и ограничена је у О < t < 1 • 
Ако коефицијенте ау и Ьу (п) напишемо у облику 

1 

( 4.1.5) а =В(Ј -л+v,л) _ 1 f tV -А(I-t)}..-1 dt 
у Г(л) Г(Ј - л) Г(л)Г(1 - л) 

о 

и 

(4.1.6) 
1 

Ь у (n)=В(v+n+l,л)=Ј tv + n (1-t)А- 1 dt, 
о 

увиђамо да је низ ау, v=O, 1, оо' тотално монотон за О < л < 1, 
а низ Ь у (п), v = О, 1, оо. за л> О. Према томе, на основу примедбе 
у тачки 2.3 услов (3.4.1) је испуњен када је О < л < 1. С друге 
стране због тоталне монотоније низа Ьу (п) и чињенице да се 

Ь у (п) -- Г(л) v-}.. ~ О, v~ оо, 

следи да је услов (3.4.8) става 8испуњен за свако К ,и n. 
Да бисмо могли да применимо став, остаје још једино да 

видимо да ли низ Ьу (п) допушта асимптотски развитак облика 
(3.4.2), чији су коефицијенти PI1 (v), f.L = О, 1, .оо, k полиноми по v. 
То Ьемо проверити посебице у сваком случају, развијајуhи Ьу (п) 
по различитим скалама {q)1 (п) Ј. 

4.2. Први од асимптотских развитака ултрасферних полинома 
p~A> (cos Э), поменутих у тачки 2.5 даје следеhи 

Став 10. Нека F означава хиl1ергео.меШрис"У функцију и нека је 

(x)<y>=x(x+l) ... (x+v-l), (x)(O)=l. 

Гада је унuфор.мно П0 Э У раз.маку О < е < Э < те - е 

Р(}..) ( l'!.) 2 Г (2 л + п) Г (п + а + 1) (2 . l'!.) 1-2 ' 
п COS '1 = -- - SIП '1 ~ • 

Г (л) Г (п + 1) Г (п + а + л + 1) 

.. "'" (_ 1)11 (л)(I1) (l-л)()1) АА> (Э)+о (n}..-l-I) , 
L.J (п + а+л+ 1)()1) f.L1 
)1=0 
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где је 

.tOJ(6)-Ј . . Р( 11. а·1. 11' l-e-2ei) . 
{ 

е(п+2]Ј-+I)е, } 
ЈјГ - (1_e 20I)]J--1.+ 1 -г" -Г' 

За сli.ецијалну вредносш Uара.м.еШра а, а=О, овај аси.м.UШоШски 
развишак своди се на li.ознаШи уоitшшени Сшилшјесов развишак за 
улшрасферне li.олино.м.е (Сеге [23а, стр. 191, став 8.21.11Ј). . 

Д о к а з. Да бисмо могли применити став 8, потребно је, према 
оном што смо видели у претходној тачки, да још проверимо да 
ли bv (1.) до пушта асимптотски развитак облика (3.4.2). У том 
циљу развиhемо bv (1.) у асимптотски ред по скали l (п + а + 1. + 1)(}1)}. 
Према (4.1.6) је 

1 

bv (n)= Ј tv+n (1- t)1.-1 dt= 

О 

1 

= Ј tn+« {1- (1- t)}v-« (1- t)1.-1 dt= 

О 

1 

= Ј tn+« (1 - t)1.-1 {± (- 1)]Ј- (v; а) (1- t)]J- } dt 

о ]Ј-=О 

и интеграцијом члан по члан добијамо асимптотски развитак за 
bv (п) у облику 

. 1 

bv (п) = В (1., п + а: + 1) ~ ( - 1)]Ј- (V - а) (1.)(]Ј-) + о (n-1.-I) . 
L..,- }1 (п +а:+ 1.+ 1)(р.) 
]Ј-=О . . 

(4.2.1} 

Одавде видимо да је задовољен и последњи услов, (3.4.2), става 7, 
јер су функције рјз. (v) у овом случају 

pp.(v) = (V ~ а) (-I)]Ј-, 

тј. полиноми }1-ТОГ степена по V, док је 

1 = (1.)(р.) ~(л, п + а: + 1) 
q]J- (п) (п + а + 1. + 1 )(р.) 

На основу става 8 онда следи да је у О < 8 " 6 < 211;- 8 
униформно по 6: 

1 (1. )(р.) 
S~1.) (6)=8 (1., п +а+ 1) ,,( -1)]Ј- Рр. (6)+ 

~ (n+а+ 1.+ 1)(р.) 

(4.2.2) + о (n-1.- I) , 
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где је 

~"" (V - ао) (1 - "-)(11) 
Рр. (Э) = lim rll е 11 6 [. 

г==1 Р. v I 
11=1 

Израз за Рр. (Э) можемо свести на коначан облик. У том циљу 

полазимо од 

"" (1 - л)(v) 
"'" zll-a: = z-a: (l-z)1.-1, z=re6t . 
.k v! 
11==0 

Диференцирајуhи р. пута леву и десну страну, налазимо 

"" (1 - "-)(11) 
"'" (v - а)(р.) ZIl-a:-l~ = 
.k v! 
11=0 

р. 

( 

11 ) (1 - z)1.-H m-1 
= "'" ( - l)т mГ (а) (тЈ (1 - л )<]Ј-т) --=---'----
.k za:+m 
т=О 

одакле 

р. 

Z)l (1 - Z)1.-)1-1 L ( - 11)(т) (а)(т) 
= (1 - л)О1) г (1- z-l)m = 

р.! (Л-р.)(тЈm! 
т=О 

Z11 (1 _ Z)l.-)l-1 
= (1 - А)(р.ј . F ( - р., а; "- - р.; 1 - z -1) . 

р.! 

Према томе 

(4.2.3) 
(1 - л)()1) . .. 

Рр. (8)= е)1 ei (1 - e6i)1.-P--1 F ( - 11, а; л - р.; 1 - е- Эt), 
р.! 
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На основу (4.1.3) и (4.2.2), асимптотски развитак за P~1.) (cos е) 
гласи 

P~1.) (cos е) = 2 Г (2 л + п) (2 sin е)1-21. . 
['2 (л) п! 

{ 

1 ЩМ } 
. Ј е(n + 1)61 В (л, П + а + 1) "'" ( - 1)\1 РЈ! (е) + о (n-1.-1) 

~ (пtа+л+l)(\1) 
\1=0 

односно, према (4.2.3), униформно за 0< 8 <: е <:1С - 8 . 

pf{> (cos е) = _2_ Г (2 л+ п) Г (п + а+ 1) (2 sin е)1-21. . 
г (л) г (п + 1) Г (п + СС + л + 1) 

(4.2.4) L
1 (л )(\1) (1 - л )(}1) 

. (-1)\1 1~1.) (е) + о (n1.-1- 1). 
(п +а + л+ 1)(J1) р.! 

\1=0 

где смо ставили 

1\1(1.)(8)=Ј { е(n+2\1+ЩI Р{-11. СС' Л-11.· l-е-261)}. 
(1 _ e261)\1-1.t1 Г" Г' 

Добијени асимптотски развитак важи, засада, само када је 
О < л < 1, јер је једино тада низ коефицијената av , v "..0, 1, оо., 
према nном шта је речено у тачки 4.1, тотално монотон. МеђУТИМ, 
није тешко проширити резултат и на случај K/iдa је s < 1. < s + 1, 
s цео позитиван број. Наиме, тада је, према (4.1.5), низ av , v = s, 
s + 1, ... тотално монотон, па ред за S~f..) (е) (4.1.4) треба поделити 

8-1 оо 

на две суме ~ и ~, и став применити на другу. 
v=O '=8 

Специјално за а ... О асимптотски развитак (4.2.4) своди се на 

P~}.) (cosO) = 2 ~ (л)(\1)(l':л){\1) соs[(п+Л+р.)е-(Л+р.)1Сј2] 
В (л, л+п)~ р.l(Л+п)(!1+1) (2sin6)1.+\1 

+0 (n1.-1- 1) . 

4.3. Други од асимптотских развиrака за p~ (cos 6) даје 
следеhи 

Став 11. HeICa F озн.ачава xuuepreOMempucICY фУНICцuју u neICa је 

(х)м = х (х - 1) ОО' (х - v + 1), (х)(о) = 1. 
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Тада је унифор.мно По е у раз.маку О < е < 6 < 1с - е 

p~JJ (С086)=_2- [(2 А + п) Г(п+ 13+ 1) 
Г(А) Г(n+l)Г(n+~+A+l) 

'L 
ј1=О 

где је 

(А)(Ј!) (1 - А)О'\) c~) (6) + о (n1.-1- 1) , 

1'-1 (п + /3)(ј1) 

199 

ОЈ {. е[(n+1.-Ј1)6-(1.+џ.)тс/2]1 . } 
СN (6)=Ј 1 (28in6)1.+J1 P(-1'-,A-~-l;A-Џ; 1-е26!) • 

Специјално за ~ = А - 1 овај аси.мППiоПiски развиliiак своди се на 
Познаliiи уоi1шliiени Дарбуов аси.мПliiоliiски развиliiак за уЛliiрасферне 
Полино.ме (Сеге [23 а, стр. 191, став 8.21.10]). 

Д о к а з. Низ коефицијената Ьу (п) развиhемо по скали {(п + ~)(J1)}' 
Према (4.1.6) је 

1 

Ьу(П)=! f v+n (1-t)1.- 1 dt= 

о 

1 

= f tn+lI (l+ 1;f(-V(1_t)1.-1dt = 

о 

1 ~ 

~ ! /"+' (1 - IJA-J[ ~ (~: ") (1- IJ' г'Ј dl 

и интеграцијом добијамо за Ь• (п) асимптотски развитак у облику 

1 

(
/3 - V) (1) (}l) 

(4.3.1) Ь.(п) = B(A,n+~+l) L --- + o(n-1.-1). 

Ј1 = О 1'- (п + ~) (Ј1) 

Са ознакама става 7, овде је 

_1_ = в (А, П+/3 + 1) (A)(}l) 
qj1 (п) (n+~)(j1) 

и 

тј. задовоље н је и услов (3.4.2) става 7. 
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Примењујуhи онда став на S~}..) (Э) добијамо 

1 (л)оЈ.) 
S~JJ (Э) = в (л, n+ ~ + 1) ~ Rl~ (Э) + о (n-1.-1) , 

~ (n+~)(p.) 
р.=о 

(4.3.2) 

униформно за О < е < 6 < 2'Jt - е, где смо ст~вили 

L:
OO 

(А - V) (1 - л)(V) ~. Rp. (6) = Нт t-' rV eV <11 • 
г=l ~ v! 

V=O 

Да ,бисмо упростили израз за Rp. (Э), полазимо од 

оо (l-л)(V) 
~ , ., z-v = Zl-1. (z - 1)1.-1, 

v. 
V= О . 

однџ.сно 

L:
OO (1--л)(V) 

~--'--Zfl-v = ZP-Hl (z-1)1.- 1 • 

v! 
v= о 

Диференцирајуhи ~ пута, налазимо 

оо (1 _ л)(v) 
~ (~- vJ(P.) Z P-V-)l = 
L.., v! 
v=o 

р. 

( 
f1 ) (z - 1) А-Нт 

= L rn (~-Л+1)(т)(Л-l)(р._т) z1.-fl+m-1 

, т=О ' . 

одакле, 

~ (~- V) (1 - л)(v) z-V = 
4..t ~vl 
V=.O 

p.-fI р. ( l)1.-р.+т-l 
=(_1)P._z __ ~ (Р )(Л--~-1)(m)(1-л)<р.-т) z- """ 

~ I ~ т Z1.-f!+т-l 
т=О 

(-1)р. LP. (_~)(m) (1-1.)(\1) (Z_1)1-Hт-l 
= Z p.-fI ' (л - ~-l)(m) ---- = 

~ I т I (л - ~)(т) z1.-p+т-l 
т=О 

=(-1)\1 (l-л)(Ј1) (1-z)1.-р.-lF(-~.Л-~-1;Л-~;1-z). 
~I 

.,. 

• 
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Према томе, 

(1 . л)(l1) 
(4.3.3) Rp. (е) = ( - 1)р. - (l - e61p..-11-1 Р( -р., л-~ -1 ;Л-р.; l_e6i) • 

р.! 

На основу (4.1.3) и (4.3.2), асимптотски развитак за p~1J( COS,e) 
гласи 

{ 

1 (л) (р.) } . 
• Ј В(л,п+~+ 1) е (n+lЩ L --- Rp.(e)+o(n-1.-t) , 

р. =0 (п +~) (р.) 

односно, водеЬи рачуна о (4.3.3), 

p~,,) cos е) = _2_ Г (2 л + п) Г (п+ ~ + 1) (2 sin е)1-21. . 
Г (л) Г(п+l)Г(п+~+л+l) 

( 4.3.4) 

униФормно за О < е < е < 1t - е, где је . 

(,,) { . е[(n+1. -]Ј.)6-(Ј.. +р.):or/21 2(ji} 
g". (е) = Ј 1 F (- 11 Л - Q - 1 . л - 11' 1 - е . 

... (2 sin ер.+11 г' Ј-' , г' 

Специјално за ~ = л - 1 асимптотски развитак (4.3.4) своди се на 

1 
ОЈ (л)(n) L (л)(ll) (1-л)()1) соs[(п+Л-р.)е-(Л+р.'1t/2] 

Рn (cose)=2-- + 
п ! (п + л - 1)(11) Р. ! (2 siп е)1.+11 

11=0 

+ о (n1.-1- 1 ) • 

4.4. Најзад, треЬи асимптотски развитак за P~1.) (cos е) даје 
следеЬи 

Став 12. Нека је ћ~1.) (г) одређено са 

'( х )А "" х11 
е(1-у)х .-- (1 - z eX )1.-1 = "" hfl-) (г) - . 

eX -l ~ р.! 
]Ј.=о 
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Тада је униформно По 9 У размаку О < е ::( 9 ::( '1t - е 

p~JJ (cos 9) ~ 2 Г(2 л+п) (2 sin 9)1-22-. . 
Г (А) п 1 

1 

• " (_ 1»)1 (л)(l1) Ј {e(n+I)Oi h~lJ (е201)}+О(П2-.-1-1). 
L,.; }11 (п + у»)1+}. . 
)1==0 

Специјално за у = о овај асимПШоiiiсuи развиiiiаu своди се на 
развиiiiаu Лјувил-Сiiiеuлов.iьева Шииа за уЛiiiрасферnе iiолиноме. (За 
случај Лежандрових полинома (л = 1/2) види Сеге [23а, стр. 205, 
образац (8.бl.7)Ј.) 

Д о к а з. Низ коефицијената Ьџ (п) развиhемо по скали 
{(п+у»)1Н}. Према (4.1.б) је 

1 1 

Ј Ј 
t~Y 

Ьџ (п) = tv+ n (1- t)2-.-1 d t = tn+Y ---- d 1, 
(1 - t)l-2-. 

О О 

одакле сменом t I е- ! налазимо 

"" 
Ьџ (п) = e-tП+У)f _____ d,t= Ј 

e-(v-У+I)t 

(1 - e-- t)l-).. 

о 

"" 

Ј ( t )1-).. 
= e-(П+У)ft2-.- 1 e-(v-y+l}f . dt. 

1- е- ! 

о 

Ако ставимо 

F ( - t, у) = ГУ! , ( 
- t )1--).. 

e-t-l 

имаhемо 
оо 

Ьџ (п) = I е-(П+У)! t}..-l F ( - t, v -.1 + 1) d t = 

о 

1 J~ t = е- ! t2,-1 F (- --, v - У+ 1) d t; 
(п + у)}.. п+у 

о 

уводеhи полиноме Qk) (у) степена }1 по у, дефинисане генератрисом 

(4.4.1 ) ( х)).. "" Q(}..)( -) 
F (х у) """ еУХ __ =" 1-' У х)1, 

, еХ - 1 L,.;}1 I 
)1=0 
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добијамо 

оо оо 

1 f L Q~1Ј(v-У+l) ( t))1 ь (п) = e- t tl-1 --- dt. 
V (П+У)1. р.1 П+У 

о )1==0 

Интегришуhи последњи ред члан по члан, налазимо асимптотски 
развитак за 

(4.4.2) 

1 

bv(n)~ Г(л) ""-"'(_I)l!(Л)(Ј1) Q~)(v-y+l) +0 (n-1.- 1). 
(П+У)Л k р.! (п + у)Ј1 

. Ј1=0 

Са ознакама става 7 овде је 

_1_ = (л)(Ј1) Г(л) ,pJ1(v)=( -lјЈ1Qff')(v-у+l), 
qJ1 (п) р. ! (п + у)НЈ1 

па је и услов (3.4.2) става 7 испуњен. 

Примењујуhи онда став на s~л) (6), добијамо 

униФормно за О < в < 6 < 2 п - в, где смо ставили 

Генератрису од hft) (z) добиhемо ако (4.4.1.) помножимо 
(1 - л)(v) 

са ZV 
v! 

(1- лУV) . ( Х)1. LOO (1 - л)<V) Q~1J (У) ZV 
.o...-~_ еУХ Zv -- = хЈ1 , 

vl eX-l vlp.! 
Ј1=0 

ставимо У= v - у + 1 и саберемо од v=O до оо 

( Х) А оо (1 - л)(v) e(l-Y)x __ ""-"' (zeX)v = 
еХ - 1 ~ vl 

v=O 

v=OJ1=o 
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односно 

(4.4.3) 

Према томе, асимптотски развитак за p~J (С08 6) гласи 

односно, према (4.4.3), униформно за О < (; <; 6 < 1t - е, 

p~) (С086) = 2 Г(21.+ п) (2 8in 6)1-21. . 
Г (л) п! 

(4.4.4) 

1 (л)!1Ч 
• "" ( -1»)1 Ј {е(П + 1)9 i h~ (e29~) + о (n1.-1- 1) , 

L.J (п + у)А+)1 јј.! 
jJ-=О 

где је h~t)(z) дато са (4.4.3). 

4.5. У овој тачки извешhемо асимптотски развитак (х ~ оо) 
интеграла 

сх> 

Zv (с, х) = f eirt tV--
1

/ 2 (1 + 2~)V_l/2 dt, -1/2 < V < 1/2' 

О 

Са ознакама става 9, овде је 

( 
t )V-1/2 

'1r (t)= tv- 1/2, х (t; х) = 1 + 2х . 

Како је за свако цело позитивно k 

( - 1)k '1r<k) (t);> О а (- l)kx~k) (t; х);> О и монотоно ~ О, t ~ оо 

то је с једне стране, на основу примедбе 1 уз став 6, испуњен 
услов (3.4.10), а с друге стране услов (3.4.15) става 9. Исто тако 
је лако увидети да је задовољан услов (3.4.14) става 9. Најзад, 
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t 

Х (иј х) du ~ -- 1 + - - 1 = Ј 2 х {( t )V+
1f2 

} 

v+ J
/ 2 2х 

о 

1 (v _ 1/) t)1+1 
= L р. 2 (р.+ Щ2х)1l. + О (x- I

) , х"+ ОО, 
Ј1.=0 

тј. коефицијенти р)1 (t) су овде полиноми (р. + 1 )-ог степена. Ако, 
дакле, применимо став 9 на функција Zv ('r, х), њен асимптотски 
развитак биhе 

1 

Zv{'t',x) = "",,(V-
1

/ 2 ) T)1(r) + О (x- I) , 
~ ft (р.+ 1)(2А»)1 
]Ј.=о 

где смо ставили 

оо 

T)1('t') = (р.+ 1) Нт Ј e-at e1rt tV+J1 -
1
/2 dt. 

CI=О о 

Међутим, како је 

то је 

оо 

e-zt ta dt = а: > - 1 Ј 
Г(а:+l) 

za+1 ' , R {z} > О, 
О 

T)1('t')=(p.+l) r(v+p.+J/2) , 'с#0. 
(- iT)V+)1+'/2 

Према томе, асимптотски развитак функције Zv ('t', х) гласи 

Z () 1 L1 (V- 1
/ 2 ) r(V+p.+1/2) ( -1) v 'с, Х = + О Х • 

(- i't')V+'12 Р. (- 2 ir х»)1 
)1=0 

Специјално за 't' = 1 добијамо одавде асимптотски развитак за 

Ханкелове функције Щ})(х) и H~2)(x), х"+оо. Наиме, за -1/2 < v< 1/2 
(14, стр. 28] 

оо 

щl)(х)= ~~(~2(~:: (~У[1_е-21Л:(V_l/2)] f e1xt (t2_1)V-
1
/2dt, 

1 

и сменом t 11 + t/x, 

щl)(х)~ r(l/2- V) [1_е-21л:(v-1/Ј] е
јх 

Zv(l,x)= 
j~Г(1/2) У2х 

(v _1/2)()1)(v+ 1/2)()1) + 
р.1 (- 2 јх»)1 

+ О (x-k.Ј/2 ) • 
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Асимптотски развитак за Н<;)(х) следи одавде ако ставимо i I - ј. 

4.6. ПримедбаII уз став 6 омогућује нам да изведемо Стир
лингов образац. Полазимо од 

log Г (х)=(х -1/2) log Х - Х + 1/21og 2п+р (х), 

где је 
оо 

р (х) = Ј е-х! (_1 __ -.!. _ -.!.) dt . 
1 - е-! t .2 t 

о 

Асимптотски развитак за log Г (х) добиhемо из одговарајућег за 
р (х). . 

Ако р (х) напишемо у облику 

со 

(4.6.1) р(х)- е- ! ---- -, f ( 1 х 1) dt 
1- e-t/x t 2 t 

о 

имаhемо, с ознакама става 9, 

(5=1, ,,=О, 
1 1 х 

Чr(ђ=-, хи;х)= ----
t 1- в-t/х 1 2 

Према примедбама уз став 6, испуњени су услови става 9, 
јер је llt тотално монотона функција, а према 

{
_1 __ -.!. _ -.!.}<k) _ 
1 - в-! t 2 

( - 1)" - .- - - > о {
1 1 1 }(I<) 

1 - e-t t 2 

иод извесног to, монотоно тежи нули, и то за свако k. 

С друге стране, функција Х (t; х) има асимптотски развитак 
облика 1) 

k 1 х 1 В t2 Ц-l 
-------- = " _!'-- -- + о (X-2k + 1) , Х ~ оо, 
1 - e-t/x t 2 L,; (2 р.)! х2 ]1-1 

]1=1 

те је и услов у погледу коефицијената асимптотског развитка од 
Х (t;x) задовољен. _ 

1) В!,- су Бернулиеви бројеви. 
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Према ставу 9 И (4.6.1), асимптотски развитак за р (х) гласи 

р (х) = 

k 

~ В}lГ(2]З.-Ј) +O(X-2k +1)= 
~ (211)! X2 }l-1 
}l=:1 

k 

L B}l + о (x- 2k + 1), 
(2 ]з. - 1) 2]З. х2 J.l-l 

}l=1 
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ХХШ, 1939. (Ь) ОЬег gewisse orthogonale Роlупоте, die zu ејпес oszillit:
renden Belegunsfunktion gеhбгеп. МаЉ. Annalen 110 (1934), str. 501-513. 
(с) Asymptotische Entwicklungen der Jacoblschen Роlупоmе. Schrlften der 
КбпigsЬегgег Geselfschaft, naturwlss. Кlasse, 10 (1933). str .. 35-112. 

[24Ј W а t s о п О. N. - (а) А theory of asymptotic series. Тгапз. о! the Royaf 
80с. 01 London (А) 211, str. 279-313. (Ь) Ргос. London Math. 80<:. (2) 17 
(1918), str. 133. 

ASYMPTOТISCHE ENTWICKLUNGEN A·SUMMIERBARER 
LINEARER FUNКТЮNЕLLЕN 

SLOBODAN ALJANCIC 

. Es sei рс der Funktionalraum aHer stetigen Fuпktiопеп, f (t) Е рс 
und аn (t) УОП be8chrankter Schwankung јп (О, оо). Es ist nicht schwer, 
durctl 8ukzessive Anwendung des bekannten Rieszschen [19} Satzes, 
einzusehen, unter welchen notwendigen und hinreichenden Bedingungen 
ејпе уоm (пјсы notwendig ganzzahligen) Parameter п abhangige 
Нпеасе Funktionelle 

с() 

А n [[] = Ј f (!) da.n (t) 
о 

eine пасЬ allgemeiner Skala {qp. (п)} fortschreitende a8ymptotische 
Entwicklung 

с() 

А n [f{t)] "-<L ~, п -. оо , 
jJ-=О qp. (п) 

gestatten wurde, wenn ејпе solche ihre Erzeugende аn (1) besitzt. Da 
aber hier der Spielraum der Funktionen f (t) ziem1ich weit i8t - der 
ganze Funktionalraum рс - i8t dadurch derjenige der Erzeugenden 
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«п (t) wesentlich gekurzt. Es sei bloss darauf hingewiesen, dass von 
der Struktur der Erzeugenden пјсЫ пис die Konvergenz des uneigent
НсЬеп StieItjesschen Integrals (*), sondern аисЬ derjenigen J1neigent
lichen . Integrale welche die Koeffizienten Ср. der asymptotischen 
Entwicklting (* *) bestimmen, abhangt. Oeswegen ist es nahe1iegend, 
den Begriff der liпеасеп Funktionelle јп dem Sinne zu егwеitегп, 
dass тап пјсЫ пис konvergente, sondern аисЬ A-summierbare Stiel
tjessche Integrale, d. Ь. solche Ьеј wеlсhеп 

. '" 'Лn [!] = l1т Ј e-ot ! (t) d а .. (t) 
о-О О 

existiert, zulasst. Оа iп disem Fal1e vоп ејпес аhпliсhеп Aussage 
иЬес asymptotische Епtwickluпg, die поtwепdigе uпd hinreichende 
Веdiпguпgеп enthalten wurde, kaum die Rede sеiп kбппtе, Ьеgгепzеп 
wir uns Ыес auf ејпе speziel1e Кlasse A·summierbarer 1iпеагег Fuпk
tiопеl1еп uпd gеЬеп gewisse hiпгеichепdе Веdiпguпgеп Шг deren 
asymptotische Епtwickluпg. 

Es sei а (!) vоп Ьеsсhгапktег Schwankung iп (О, оо). Wir betrach
ten А -summierbare I.iпеаге F~Ј]ktiопеIIеп, Ьеј wе1сhеп 

!(t)=e-l'Сt 0/ (t), т reelJer Parameter, 
тИ 

'" o/(t)=J e- tu da(u) 
о 

ist. Speziell, kапп also 0/ (t) der Кlasse der јт Iпtегvаl (О, оо) total
топоtопеп Fuпktiопеп апgеhОгеп. 

Bevor wir ZlH FогmuIiегuпg uпsегег Satze ubergehen, gеЬеп 
wir еiпigе Erklarungen. Es bezeichne 7tp. (t) еiп Роlупот p.-ten 
Grades uпd Шр. (!) ејпе periodische Fuпktiоп der Periode h > О . 
Wir sаgеп dапп, dass F (t) der Кlasse' Qh' angehore, wепп es die Form 

F (t)~шо иЈ пm (t) + Ш1 (t) пm - 1 (t) + .. , + шrr. (1). 

hat. F џ) aus fJh' gепugt der Оiffеге.пzепglеichuпg 

A/:1+1 и=о, 
wo 

. A~ U Шг и (!) - (1) U (i + ћ) + ... + ( - l)k (~) U (t + h k) 

gesetzt ist. 
Es sei qp. (п), р. = О, 1, .. , еiпе Fuоktiопепfоlgе, die fоlgепdе 

Веdiпguпgеп erfilIIt: 

qp. (п) ~ О, п ~ оо uпd qll '(п) 1'= О (р.=0, 1, ... ) 
QP+l (п) . 

Wir sаgеп dапп, dass {qp. (п)} еiпе аJIgеmеiпе Skala bildet. 
14 Зборннк 
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Nun gehen wir zu Sаtzеп iiber asymptetische Entwicktung 
A-sul11mierbarer Ипеагег Funktionellen ubef. Die .Funktion q> (t;л) 
gestatte qie asymptotische Entwicklung пасћ aHgemeinerS~ala {qp. (А)}: 

ср (t; л) = po(t) + Pl(t) + ... -tРt(t) + 0(,_1_. ), л~'оо, 
, qo (л) ql (А) , qt (li.)q/ (л) , 

wodie Koeffizienten Рр. (ђ, 'џ.""'О, 1, ... , 1 der КIasse йИZ angehOren. 
Оапп existieren fur "f= 2s1'/h; s=O, ± 1, ... die Grenzwerte 

Нт /' e-at е- /'Ct 'I}I (t) d q> (t; л) = g (";А), 
б=О о 

"" Нт Ј e-at e-/'Сt'l}l (ђ d рр. (t)=Pp. (r), p--O!I, ... , I, 
б=О,О " 

und es gi1t ' 

g("; л) = РО (,,) + Р1 (,,) + ... + Р/ (,,) + 0(_1_), л~ ОО, 
qo (л) ql (л) q/ (л) q/(л) , 

gleichmassig in 2s1'/h + е <" < 2 (s+ 1) Щh - е; О < е < rt/h, s= О ± 1, ... , 
wenn fur еiп ganzzahliges К> т, entweder 

(ј) die Schwankung W 

WO' {А: ср (t; л)} = 0(_.1_), л ~ оо , 
q( (л) 

oder" (Н) 
wI {А: q> (t; л)} <~, м frei von л, 

_ q/ (А) 
und rur t> т 

д: q> (t ;л) 'monoton ~ О, t~ оо. 

Hieraus folgen, mit zweckmassiger Obertragung unserer. Erklarungen, 
analoge Satze Шг Reihen, speziell Шг A-summierbare trigonometrische 
Reihen, und fur Riеmаппsсhе I:ntegrale der Fо:гщ 

оо 

Нт L ау bv (л) rV ev6/ 
г= 1 у=О 

und 
"" Нт Ј e-Gte-irt 'Ijt (t) Х (t; л) dt. 

б=О О 

Fur А -summierbare trigonometrische Reiben bewies bereits Prof. 
Karamata [12 аЈ einen diesem Ideenkreis апgеhOгigе,й" Satz, welcher 
auch Шг diese Arbeit Anregung gab. Im Falle Riemann${;her Integrale, 
wenn( -l)Кх (t;л) ејпе K-te partielle Ableitung nach't, die >0 ist und 
monoton gegen Null streЬt, besitzt und, die Коеffizi~ћfеп p\l (ђ Роlупоте 
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јп t sind, gelten analoge Aussagen und ihr Giiltigkeitsbereich besitzt 
јт Endlichen nur r=O als Ausnahmestelle. 

Die dаrgеstеШе Meihode der asymptotischen Ent\vicklung 
zeichnet sich dadurch aus, dass sie, wenn ејптаl iiber ihre 
Anwendbarkeit entschieden ist, unbegrenzt ујеlе verschiectene asympi.o
tische En1wicklungen einer А -summierbaren linearen FunktioneIle 
liefert. Namlich, jede asymptotische Eutwicklung der Erzeugenden 
spiegelt sich јп einer der 1inearen Funk1ionelle. So z. В. erhielten 
wir fur ultrasphiirische Роlупоте Р':) (cos О), уоп ihrer trigonometri
schen Darstellung (4.1.1) oder (4.1.2) ausgehend, drei verschiedene 
asymptotische Entwicklungen (п -+ оо). Wenn F die hypergeomefriscbe 
Funktion bedeutet, а, ~, у Parameter sind und der Kiirze halber 

"".,. 
(x)(v)=x(x+l) ... (x+v-l), (х)(О)=l; 

(x)(v)=x(x-l) ... (x-v+l), (х)(о)=l; 

gesetzt wird,' so ist gleichmassig јп О < 8 < э < '7t - 8 

...tA)( 6) 2 Г(2л+п)Г(п+а+l) (2 ' 0)1':"21.' rii' cos = -- slП 
Г(л) Г(п+l) Г(п+а+л+ 1) 

l 

(ј) 
"" (Л)(Ј.!.) (1 - л)(1Ч • ~ ( -1»)1 j}t>(o) + о (n1.- l- 1 ) , 
)1=0 (п+tX+Л+ 1)()1) р.1 

) {е(П+21.+ 1) 8 i 

Лt(е)~з (1_e28i )"--1.+ 1 Р(-р., а; Л-р.; 1 - е- 28ј) } ; 

(1.)( 6) 2 Г(2л+п)Г(п+~+1) 
РП cos = 

Г (л) Г (п + 1) Г (п + ~ + л + 1) 
l 

(Н) 
"" (л)()1) (1 - л)()1) . ~ g?:,) (9) + о (пЈ..-l-l ) , 
)1=0 р.1 (п + ~)(Jl) 

~A)(0)=3 i , F(-р.,Л-~-1;Л-р.;1-е28i); { 
e[(n+1.-!1)8-(1.+)1)1t/2Ji } 

)1 (2 slП 9)1.+)1 

Р(А) ( 9) 2 Г(2 л+п) (2 . 6)1-21. 
п cos =---- slП . 

Г(Л) пl 
l 

(Ш) 

(л)()1) . . L (-1»)1 3{е(п+ О8 ihffJ(е2&i)}+О(п1.-l-1 ), 
)1-0 р.! (п +,»)1+1. 

wobei h?:') (z) durch 

e(l-Y)X(~_)1. (1-zex)1.-1= ± h?:1(z) хЈ1 • 
еХ - 1 )1=-0 р.1 
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'bestimmt ist. Fiir spezielle Werte der Parameter· «, ~, у (0;=0, 
~ = л - 1, У =0) gehen diese Entwicklungen јп bereits bekannte (s. 
Szеgб [23а], S. 191 und 206) uber. 

Als Beispiel asymptotischer Entwicklung A-summierbarer Rie
mannscher Integrale, Шhrеп wir die Entwic~lung der ·Funktion 

Zv(,c,x)= J~/rtiv-1/2(1+ ;x)V-lftdt , _1/S<V<1/2 , 

о 

ап. Es ist 

gleichmassig Шr I t' 1> 8> О, woraus fiir t'-= 1 und -1/2 < V < 1/2 
die bekannte asymptotische Entwicklung der Hankelschen Funktion 
H~) (х) folgt. 
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РАНКО БОЈАНИЋ 

АСИМПТОТИКА РЕШЕЊА ЛИНЕАРНИХ 
ДИФЕРЕНЦИЈАЛНИХ ЈЕДНА ЧИНА 

-ТЕЗА-

УВОД 

0.1 Класични проблем малих осцилација еластичне мембране 
састоји се у томе да се у извесној области S, х, у-равни нађу 
решења једна чине 

(0.1) du+лu=О, 

која на рубу S' посматране области у најједноставнијем случају 
задовољавају гранични услов 

U = О. 

Као што је познато, таква решења постоје само за специјалне 
вредности ~apaMeTpa А или, ~ругим речима, једначина (0.1) има 
решења КОЈа нису идентички Једнака нули у области S само кад 
је А такозвана сопствена вредност. Свакој сопственој вредности 
одговара највише коначно много сопствених функција, односно 
решења посматраног граничног задатка. 

Велики број проблема механике и физике, нарочито оних у 
вези са осцилацијама, своди се на решавање сличних граничних 
задатака. Са математичке тачке гледишта сваки такав проблем је 
или проблем егзистенције или проблем процене сопствених вре
дности и сопствених функција неког граничног задатка . . ~ . 

Проблемима егзистенције сопствених вредности и сопствених 
функција граничних задатака парцијалних диференцијалних једна
чина бавили су се многи математичари. Ти проблеми у радовима 
Рима на, Шварца, Поенкареа и нарочито Хилберта заузимају цен
трално место. Међутим тек почетком овог века могло се приhи 
проблему њихове асимптотске процене који је са гледишта меха
нике и физике од далеко већег значаја. Физичари Н; А. Lоrепz 
[1] и А. Sommerfeld [2Ј први су дошли' до закључка да довољно 
велике сопствене вредности мембране која трепери не зависе од 
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облика мембране већ само од њене површине. Непосредно затим 
је Н. Weyl [~, на осцову теорије линеliРJ:l.QХ Jfнтегралних једначина, 
ДОЮiЗ~9 да Је 

8 
N (t) ,..., - Ј, t -t оо , 

4'11: 

где је N (t) . број сопствених вредности које су мање од t,a 8 
површина посматране мембране, што је показало да су претпо
ставкефизичара биле тачне. R. Courant [4, стр. 321-380] је 
касније, помоћу варијационог ра.чуна, добио много прецизније 
резултате.~nец,,~мно, у СЛУЧliју ме~бране Ј;<оја трепери он је 
доказао да Је . 

. 8 
N(t) = 41tt+OCV-[lgt), t-too. 

0.2 Међутим, за физичара значајнији, а и са гледишта тео
РИСlfе математике дубљи и тежи пробл€м асимптотског понашања 
српствених функција подухватили су тек тридесетих година овог 
века А. Hammerstein [5] и нарочито Т. Carleman [6]. Док је XaMep~ 
штајн, служећи се теоријом линеаРНJfХ интегралних једнаЧ':'lJЗ, 
И,спитивао понашање сопствених функција за велике вредности 
И!lдекса п, дотле је Ю~рлеман дао један потпуно нрв иоригина,лан 
М.етод за испитивање асимптотског' понашања суме кnа.п:рата соп
ствених функција који се састоји у следећем. 

Нека је 8 коначна и отворена област х, y-рав,НИ, 8' њен руб 
и нека су {лn } сопствене вредности, а {Фn СР)} одговарајуће орто-
HOpM~PllHe сопствене функције граничног задатка . 

8u+лџ=О, PES, 

II = О, Р Е 8'. 

Ако са G (Р, Q; л) означимо fринову функцију овог граничног 
задат~а, а ~a G (Р, Q) ГP~HO!3Y фУЈннщјУ rр;щичног ЗаДатка 

Аи=О, РЕ8, 

U:ОС О, Р Е 8' 

т.ада је, као ЩТО је познато, 

л ~ Фn (Р) Фn (9) :ос G (Р Q) - G (Р Q' - л). 
~ лn (l"n + л) , , , 
n"",l 

Овај образац б~о је основа на којој је Карлеманизградио свој 
поступак за процену суме квадрата сопствених функција .. Он је 
најпре доказао да је 
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оо 

(О 2) л "'" Ф~ (Q) 1 -с r'~) 
. L.,., лп(лп+л) ~ 4~Igл+Ь+О(е ,/...-+00, 

п=1 

где су Ь и с > О константе које не зависе од л. Доказ овог 
обрасца своди се очевидно на процену асимптотског понашања 
фущщије О (Р, Q; - л) кад Ј. -+ .:х:>, а почива на елементарним особи
нама Гринове функције. Како је, наиме, 

1 -
О(Р,Q;-л) ~ -Ко (rPQ Vл)-Н(Р,Q;~л); 

2~ 

где је 

- -' гСХ> е- r'i: rpQ t 
Ко (rpQ -ул) = dt, 

-. -Yi2 -1 
1 

а Н (Р, Q; - л) регУ.тщрнорешење једначине 

(0.3) Аи-ли = О 

које на рубу S' задовољава услов 

(0.4) 
1 -

H(P,Q; -л)= -Ко (rPQ -Ул), 
2~ 

РЕ S', 

и слично томе 

то је 

, 1 1 
О (Р, Q) = -lg-- Н (Р, Q), 

. 2~" TPQ 

-со 2 

Л "" ~(Q) -
L.,., лп (лп +л) -
п=1 

1 t 1 - } =-. Нт Ig--КО(ГРQVЛ) -Н(Q,Q)+Н(Q,Q,;-л)= 
2~p=Q fPQ -

=_1 Igл+у-Ig2-Н(Q,Q)+Н(Q,Q;-л), 
4~ , . 

где је у АјЛЕ!рова константа. На основу Парафовог става свако 
. решење једна чине (0.3) достиже'своју ња1мању, односно највећу 
вредност на py6y_S'. Стога је, према' (0.4), за утврђено Q и 
произвољно Р Е S -

1 -I н (Р, Q; -л) 1< - Мах Ko(TPQ Vл) <, 
2~ peS' 

1 - -
<, - КО (lQ 'Ул), 

2~ 
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где је lQ најкраће отстојање тачке Q од руба S'. Специјално 
за P=Q је 

IH(Q, Q;-л)1 < _1_ КО (lQ '/"5:.)=0 (e- 1QY}:), л-tоо, 
2'1t 

а одатле непосредно· следи (0.2). 

Други део Карлемановог поступка састоји се у примени 
ставова Тауберове природе помоhу којих се коначно добија про
цена асимптотског понашања суме квадрата сопствених функција. 
Наиме, из обрасца (0.2) следи да је функција 

ао 

qJ (s) = ~ Ф~ (Q) л;s 
n=!· 

регуларна у цеЈюј равни осим у тачки s ~ 1, где има пол првог 
реда са резидуумом 1/4 'It, а одатле на основу познатог Иi<ехариног 
става следи да је 

(0.5) л-t оо . 

0.3 На овај Карлеманов рад надовез~о се низ радова 
А. Pleijel-a [7] и S. Мiпаkshisuпdащm-а [8] који су се бавили углав
ном генерализацијама Карлемановиi( реЗУ~l.'аJiа; Плејел и Минакши
сундарам, који је независно од -КаРЛ~r'l~Ј1~· дошао од сличних 
резултата, проширили су Карлеманов метод на општије класе 
парцијалних диференцијалних једначина елиптичног типа, добија
јуhи на тај начин као и Карлеман, прву апроксимацију за асим
птотско понашање суме квадрата сопствених функција посматраног 
граничног задатка. Овим испитивањима биле су обухваhене парци
јалне диференцијалне једначине вишег степена, парцијалне дифе
ренцијалне једначине поларног типа, као и једначинеМ8ЛИХ осци
лација у Римановим просторима, где Белтрамијев оператор игра 
ону улогу коју у Еуклидовом простору игра Лапласов оператор. 

ИЗ радова Карлемана, r1лејела и Минакшисундарама произ
лази да је за добијање прве аПРОКСИМ<iције асимптотског пона
шања суме квадрата СОПС1;вени~. функција довољна процена потен
цијалног типа за [PJ;lHOBY функцију. Међут~м,.познато је да 
Гринова функција опада експоненщфшном брзином~::iд л -t оо, што 
се не искоришhава у потпуности 8и код једног става Тауберове 
природе кога они употребљавају. Јасно је према томе да је за 
добијање прецизнијих резултата био потребан један нов став 
Тауберове природе. Тај проблем подухватио је још Т. Carleman 
[6] и он је дао један став те врсте, али је тек В. Г. Авакумовиh [91 Ј 
дао став који је стварно омогуhио да се експоненцијална процена 
Гринове функције у потпуности искористи. Његов став гласи: 
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Нека је S (и) ограничене варијације у сваком коначном размаку 
и нека инmеграл 

оо 

!(х)=хј dS(u) 
и+х 

о 

конвергира за јед!tO иа ирема mо.ме за свако х > о. Тада из 
!(X)=O(e-сУХ),. Х-700, с>О, 

и услова конвергенције 

Уи {S (v)- S (и) };> - т, и < v < и + Уи 
следи 

S (и) = О ( I/Уи) , и ~ оо • 

Применом овог става код дводимензионалног проблема 
уместо (0.5) Авакумовиh је добио 

L Ф~ (Q) = 4111: Л + О (У1) , л -7 оо , 
Лn'::; " 

L Фn (Р) Фn (Q) = О (у1) , л -7 оо • 

л.n~л 

0.4 (i) Побољшавајући с једне стране Плејелов поступак за 
процену реrуларног дела Гриноне функције који се заснива на 
варијационом рачуну, а с друге стране УОПШТ8вајуhи поменути 
Авакумовићев став Тауберове природе, В. Вучковиh и аутор [10] 
показали су да се и код граничног задатка малих осцилација 
еластичне плоче може добити друга апроксимација асимптотског 
понашања суме квадрата сопствених Фующија, као и прецизна 
процена асимптотског понашања суме производа сопствених 

функција. 

Међутим при покушају да се на тај начин добију слични 
резултати за суме сопствених функција уопштеног граничног 
задатка малих осцилација k-димензионалног континуума 

.1k и - А (Р) и+л и = О, Р Е S, 

и = О, РЕ S', 

где је ~k k-димензионални Лапласов оператор и где S претставља 
отворену и ограничену област k-димензионалног простора. а 
S' њен руб, наилази се како на принципијелне тако и на техничке 
тешкоhе. За процену регуларног дела Гринове функције могу се 
и овде применити ставови аналогни Парафовом ставу, али се 
тешкоћа састоји у томе што се не зна експлицитно сингуларни 



218 Ранко Бојаниh 

део Гринове функције који је у општем случају решење једне 
нехомогене линеарне интегралне једначине Фредхолмовогтипа. 
Због тога се нарочито код примене ставова Тауберове природе 
аналогних ставу из тачке 0.3 јављају нови проблеми, као што је 
на пример проблем претстављања сингуларног дела Гринове 
функције у облику Стилтјесове трансформације. 

(ii) Да би смо што прегледније изложили овај поступак за 
процену асимптотског понашања суме квадрата и производа соп

ствених функција уопштеног граничног задатка малих осцилација, 
задржаhемо се овде на тродимензионалном проблему . 

д u - А (Р) u + л u ~ О, Р Е S 
(А) 

u = О, РЕ S'. 

Основни резултати које ћемо овде доказати су 

(1) 

(II) 

L ф~(Q) = 6~2 л3/2 +0(л), л-+оо, 
}.n~ }. 

L ФП (Р) ФП (Q) = о (л), л -+ ОО. 
1,п~Л 

Спещ(јаЩI;И случај овог граничног задатка окад је функција А (Р) 
једнака нули посматрао 'је у својој тези А.' PleiJet; [7]. ОН је ту 
поред осталог доказао да је 

L Ф~ (Q) "" -611[2 л3{2, Л -+ ОО. 
Лоп ~ ло . 

њ Г. Авакvмовиh [9Ј је l{8сније добио обрасце (1) и (Il), али опет 
у .специјалном случају кад је А (Р) == О. 

(Ш) У првој глави у тачки 1.1 даћемо, прегледно<:ти ради, 
дефиницију Гринове .функције граничног З1iдаТКа (А ) као и њеног 
сингуларног и регулар.ног деЛа. У тачки 1,2 доказаhемо егзистен
цију решења интегралне једначине 

e--v1: ГрQ r е-у1:г рт 
Г(Р, Q;-л) = -- - I --А(Т)Г(Т, Q;-л)dSт , 

4 1t r PQ ~ 4 1t r Р т 

као и да је то решење сингуларни део Гринове функције. Затим 
ћемо у тачки 1.3 дати процену асимптотског понашања сингу
ларног и регуларног дела' Гринове функције. У тачки 1.4 доказа
ћемо да се у ДОВОЛ,НО малој околини тачке Q функција г (Р, Q; - л) 
понаша као функција Г, (Р, Q; - л) која је решење једначине . 
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e-УЈ:ГрQ Ј e-УЈ:грт 
(0.6) Гг (Р, Q; -л) = 4 - -4-- А (Т) Гг (Т, Qj -1.) dST , 

тr.rpQ тr.ГPT 
K(Q;r) 

где је К (Qj г) лопта полупречника г са центром у тачки Qj за 
довољно мало г је К (Qj г) С S. Другим речима, доказаhемо да 
је за произвољно Р Е К (Q; г) 

Г (Р, Qj - л) = Гг (P~ Q; -1.) + О (e- 1/2гУЈ:) , л ~ оо. 

Функцију Гг (Р, Qj - л) увели смо зато што се једначина (0.6) 
моще решити сукцесивном апроксимацијом кад је обла.ст К (Q; г) 
ДОВ9д>i:lO мала. То даље омогуЬава да докажемо да постоји функ
ција Q (Qj и) таква .ца је 

JOC>dQ (Q; и) = ~ Нт { __ 1 __ Гг (Р, Q; -л)} 
u + 1. 1. р= Q 4тг. Г PQ 

О 

и да је 

(0.7) 
1 -

Q(Qju)=-Vu+О(l), и~oo. 
2 тr.2 

На основу тога доказаhемо 

Став 1. За утвр&ено Q Е S је 

оо 2 

~ Фn(Q) 1 l' {1 (Q' "\)} 1 М (Q) О ( _1/ гУЈ:) ~ 1. (1. л) ='1 lт -4---ГГ Р, ,-л --:;- + е 2 , 

1 
п п + л P=Q 1t г PQ л 

п". 

1.~oo, 

где је М (Q) ограничена фующuја Йро.м.енљиве Q, аг> О константа 
која не зависи од 1.. Осим тога је за Р t= Q 

ОУ) У другој глави доказаhемо следеhи став Тауберове 
природе: 

Став 2. Нека је S (и) ограничене варијације у сваком коначном 
размаку и нека инiliеграл 

оо 

{(х) = Ј dS(u) 
u+х 

о 
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конвергира за једно Па Према iПоме за свако х > О. Тада из услова 
(а) f (х) = О (е-' СУ%") , х ~ ОО, 

г де је с > О, и услова конвергенције 
(Ь) s (v) - S (и) > - т, и <, v <, и + "'Уи 
следи 

S (и) = О (1), и ~ оо . 

Први ставови ове врсте, као што смо напоменули, потичу 
од Карлемана и Авакумовиhа, док је најопштије ставове тог типа 
дао у својој тези В. Вучковиh [НЈ. Како се међутим и ту случај 

. кад је Стилтјесова трансформација реда О (е-СУ%') мора засебно 
посматрати, то Ьемо у другој глави, целине ради, дати директан 
доказ става 2-

(у) Из ставова 1 и 2 добијају се обрасци (1) и (1I) на следеhи 
начин. Ако ставимо . 

Е (и) = L ф~(Q) -Q(Q;u)+М(Q), Е(О)=О, 
л п 

тада је, према ставу 1, 
оо 

Ј d Е (и) = О (е-1,I2 rYi), л ~ оо . 
и+л 

о 

Према томе, услов (а) става 2 је задовољен. На основу обрасца (0.7) 
имамо даље да је за и < v <, и+ vli 

. 2 . 

b(v)-E(u) = L Ф~(Q) -Q(Q;ll)+Q(Q;u)-' 
п 

U~An<V 

= L Фl~Q) - 2~2 (Vv - ""и)+О (1» 
Uor:;;;;An<V 

>. - 1/2 'Jt2 (V 1 + 1/УIi + 1) + 0(1);;:' - m. 

Према томе, и услов конвергенције (Ь) става 2 је задовољен, па 
је на основу тога става 

Е(и}= L Ф~~Q} ·...,Q(Q;u)+M(Q) = .' 

л,,~u 

= 0(1), и~ оо, 
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Е*(и) "'" L Ф~ (Q) = 
. 1n 

l.n~u 

= g (Q; и) + М (Q) + 0(1) = 

1 -
= --Vu+О(l), и~oo. 

2,,"2 

Одавде непосредно следи образац (1), јер је 

1. 

L Ф~ (Q) = f и d Е* (и) = 

An~A О 

А . А 

"'" и Е* (и) 1- Ј Е* (и) d u = 

о о 

= _1_ 13/2 + О (л), 1~ оо. 
6,,"2 

Да би смо доказали неједначину (п) ставимо 

/(и)=LФn(РiФn(Q~ -G(P,Q), /(0).,0. 
п 

l.n~U 

Тада је, према ставу 1, 
01:> 

r d/(u) = о (e-I/ЗСУ'i) , л~оо, 
. и+л 
о 

тако да је услов (а) става 2 испуњен. Даље, из 

{ / (v) - / (и) }2 = { L фn (Pi:n (Q)}2 " 

u~1.n<V 

и обрасца (1), који смо мало пре доказали, добијамо да је за 

u<,v<,u+Vu 
/(v)-/(u) = 0(1), и~oo. 

Према томе, и услов конвергеНЦИЈе Је задовољен, тако да при
меном става 2 добијамо непосредно неједначину (П). 
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I ГЛАВА 

1.1 ГРИRова функција G (Р, Q; - л). (i) Нека је S коначна и 
отворена област тродимензионалног Еуклидовог простора са дели
мично глатким рубом S'. Означимо, као и раније, са {\n} сопствене 
вредности, а са {Фn (Р») одговарајуће ортонормиране функције 
граничног задатка 

d u - А (Р) u + 1. u = О, Р Е S 
(А) 

u = О, PES'. 

За функцију А (Т) претпоставиhемо да је позитивна и да је заједно 
са својим првим изводима непрекидна у области S. Тада су све 
сопствене вредности граничног задатка (А) позитивне. 

Означимо са G (Р, Q; л) Гринову функцију овог граничног 
задатка, а са G (Р, Q) Гринову функцију граничног задатка 

d u - А (Р) u = О , Р Е S , 
(А*) 

u = О, РЕ S'. 

Функција G (Р, Q; - л) је резо'лвента језгра G (Р, Q) па је према томе 

(1.1) 

(ii) Нека је Q утврђена, иначе произвољна, тачка области S. 
Гринова функција G (Р, Q; - л) за Р =t= Q је решење једначине 

(1.2) д u - А (Р) u - л u = О 

које на рубу S' задовољава услов 

(1.3) а (Р, Q; - л) = о , Р Е S' . 

Кад P-t Q, функција G (Р, Q; - л) тежи бесконачности, али тако да је 

\. Ј да (Р, Q; -лјdS ' 1 
lШ р = - , 
Е=О дг. 

% (Q; Е) 

где је ')(. (Q; в) руб лопте полупречника в ва Це'Н'Fром у таЧЮI\ Q. 
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На основу ове дефиниције конструисаhемо Гринову функ
цију G (Р, Q; - л) на следеhи начин. 

Означимо са г (Р, Q;-л) функцију која је за Р:ј:: Q решење 
једначине (1.2) и која задовољава услов . 

(1.4) lim r дГ(Р, Q; -л) dSp '= -1. 
е-О дг 

)G (Q; Е) 

Овако дефинисана функција Г (Р, Q; - л) зове се елементарно 
решење једна чине (1.2), односно сингуларни део Гринове функ
ције G (Р, Q; - л). 

Ако ставимо 

(1.5) у (Р, Q; -л) '""' Г(Р, Q; -л) - G (Р, Q; - л), 

тада из претходне дефиниције Гринове функције и њеног сингу
ларног дела следи да је функција у (Р, Q; - л) заједно са своја 
прва два иавода непрекидна, у области S и да је решење једна
чине (1.2) које на рубу области S, с обзиром на (1.3), задово
љава услов 

(1.6) у (Р, Q; - л) = г (Р, Q; - л), Р Е S' . 

Функција у (Р, Q; -л) зове се регуларни део Гринове функције. 

Ј.2 ЕГ8истенција функција Г(Р,Q;-л) и y(P,Q;-Л). (ј) 
Доказ егзистенције функције [(Р, Q; - л) коју смо дефинисали у 
претходној тачки заснива се на следеhој леми: 

Лема I.Ј Нека је S l1роизвољна ограничена облаСlIi lIiродuмен
зuоналног l1pOClIiopa. Ако са rPQ означимо paclIioja1be lIiачака Р и Q, 
lIiада је за l1роuзвољf.iУ ФУllкцuју ср (Р), uнlIiеграбцлну у обласlIiu S, 
и СЈ>О 

[ [ 

e-аГFQ ___ ср (Р) ср (Q) dS p dSQ ;> о. 
• 'PQ 
S S 

Д о к а з. За доказ ове леме потребан нам је познати ннте
грал [12, стр. 195] 
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Како је Г~Q = (х - ~)2 + (у ,- ())2 + (z - ~)2, то је, према претходном 
обрасцу, 

-Q:)-C'XI-QO 

па је за б> О 

1 (б) = Ј Ј e-оГрQ !{> (Р) q> (Q) dSp dSQ = 

s s 

МеђУТИМ, из чињенице да је 1 (б):> о за (1 > о следи да је И 
01 

Ј 1 (t) dt:> О, 
тј. а 

Ј Ј e-оГрQ . Ј Ј e-о'ГрQ 
., --' ~ (Р) q> (Q) dSp dSQ > !{> (Р) q> (Q) dSp dSQ • 

. гю Г~ 
s s s s . 

Кад у овој неједначини пустимо да б' -+ оо, добијамо коначно да је 

r J"e-ОfРQ 
._-- ср (Р)!{> (Q) dS p dSQ >0, 

, .' fPQ 
s S 

што је требало доказати. 

(Н) Ако једноставности ради ставимо 

e-v'i::fрQ 
К (P,Q; -).) = -4 -'ЈА (Р)А (Q), 

~ГPQ 
(1.7 

тада је на основу претходне леме 

Ј .r к (Р, Q; -).) q> (Р) ср (Q) dSp dSQ > О 
s s 

за сваку функцију q> (Р) која је делимично непрекидна у области S. 
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Другкм реЧl:Iма,' je~гpo К (Р, Q; - k) хомогене интегралне једначине 

(1.8) u (Р; л) >=" f к (Р, Т; - л) u (Т; 1.) dST 

S 

је симетрично и позитивно дефинитно за свако л> О. Одатле 
непосредно следи да су све. сопствене ,вредности те интегралне 

једначине позитивне [4, стр. 112]. Према томе, нехомогена инте
грална једначина 

(1.9) 

на основу Фре,цхолмових:стаВQва [4, стр. 99] има једно и само 
једно решење ,j~p,,=~ 1" није ,сопствена вредност' одговарајуЬе 
хомогене интегралне једначине (1.8). 

';, .~~o у једначини, (1.9) ~тавимо 

. u (Р; i.) "'" "ОЈ А (Р) i(P,Qi - л), 

тада је Г (Р, Q; - л) . решење интегралне јеДН8чине 

e-У}:ГPQ Ј 'e'-У}:Грт 
(l.lO)F(P,Q;-1.)= 4 - -4 -А (Т)Г(Т,Q;-Л)dSт • 

те TpQ те Грт 
s, ,.' 

(Ш) Да t?и смо доказали да је Г (P"Qi -1.) . сингуларни део 
Гринове функције О (Р, Q; ":,",л), ,треба према 1.. (Н) да докаже"о 
10 да у тачки Р = Q F(P,Q;'::' л)'има сингуларите:rкарактеристичан 
З8 Гринову функцију, тј. да задовољава услов (1.4),·и 20 да је за P:f= Q 
функција г (Р, Q; - л) решење диференцијалне једначине (1.2). 

10 Ако једначи"у, .(ЫО) ПОМllОЖИМО са А (Р) Г (Р, Q; -1.) и 
иитегришемо по' Р у области S, добиhемо' 

1 А ,{Т) г2 (T,·Q; -'л)'dSт = , ' , ~ 
s 

Ј 
e-У'i:ГТQ 

= ---А (Т)Г(Т;Q; - л)dSт ~ 
4тс fTQ" . . 

s 

ЈЈ 
е-У}:ГРТ 

- -4 -А (Т) Г(Т, Q;- л)А (Р)Г(Р,Q;-Л)dSрdSт ,. 
тe~T ' ' , 

s s 
15 Зборннк 
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КЗЈ,о:.,је,: према. лe.r,tи" 1.1, последњи. ~нтегр-ал на ·>Дt!с-ној етрани 
позитиван, то је 

Ј А (Т) г2 (T,Qj ~ л)dSт <, 
s 

.; .. 

тј. 

,,!! e(~ :yг~:)~ А (т) dS < Г' {ј А{1') г' (Т; Q; - л) dS т}' 1" 

Ј А ('Т) г2 (T~ 9j-.Л) .. dSт <" ј. ~~:~~~;Q A(T).d$T' 
s S "0._ О,. './ . 

Помоhу ове неједначине доказзhемо' најпре да је функција 
rpQ Г (Р, Qj - л) ограничена уобл.асти S. Једноставности ради 
ставимо : 

W(P, Q; - л) ~. j,'e4-У1:Грт А (Т) Г(Т, Q; - л) dST • 
1t ГРТ S .. . 

.. . 
Тада из претходне неједначине следи да је за л> о 

<, -- -2- dST . -'2- dST , А2 Ј 1· Ј" 1 ., 
(4 'It)4 ГРТ 'TQ 

S S 

где је А' = Мах А (Т). 
Tes 

• 1 ; 
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0значимо са К (С;г) лопту полупречника г са центром у тачюt 
С, а са d пречник најмање лопте која садржи област S. Како је 

то је 

Ј 1 Ј ,1 -2- dST ::;;;;; -2- dST = 
ГСТ ГСТ 

S К(С; d) 

. d 2'1t п/2 

Ј f f cos rp dp dq> d6 = 4 '1(; d , 
о ,о -п/2 

Ad': 
IW(P,Q;- ).)1< 4'1(;: 

W (Р Q ; -).) је према томе ограничена функција променљивих 
Р и Q. У том случају И3 

(1.11) 
e-if:ГрQ 

Г{Р,Q;-л)= 4 -W(Р,Qј-Л) 
я rPQ 

следи да је 
1 Ad· М' 

IГ(Р,Q;-Л)I::;;;;; 4 +-4 ::;;;;;-, 
'1(;rPQ я fPQ 

(1.12) 

тј. да је TpQ Г(Р, Q; - л) ограничена функција променљивих Р и Q 
у области S. 

Даље је, с обзиром на (1.12), 

I Ј 
e-i"i:гРТ - Хј -tl I 

IWx,'{P,Qj-).)I= - 4 2 CV).Tpt+l)--А(Т)Г(Т,Q;-),)dS::;;;;; 
I ЯГРТ ГРТ TI 

S 

< м" Ј 2 1 dST • 
rPTfTQ 

s 
Како је 

f 1 1 f rPT+rTQ 
2 dSr < 2 dST = 

'PTfTQ fPQ ГРТ 'TQ 
S S 

::;;;;; - dST + - -2-dSт ::;;;;; 1 f 1 1 ј 1 
'fJQ S' ГРТ 'rQ 'PQ ГРТ 

8-л;d <,--, 
fPQ 

то је коначно 
, м 
I WXf' (РД; - ).) 1 < --.. 

fpQ 
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(1.13) 

Из ове неједначине као последицу добијамо да функција T(P,Q; - А) 
задовољава услов (1.4). Наиме, из (1.11) и чињенице да Функција 
е-У"'К Г PQ 14 я: rpQ задовољава услов (1.4), следи да је довољно 
доказати да је ). Ј дW(Р,Q;-А) . 

lт dSp' -' о. 
е==О д, 

x(Q;e) 
. . 

Ово, међУТИМ, непосредно следи из неједначине (1.13). Према томе, 
функција Г(Р, Qj:-:1) задовољава услов (1.4)... , 

20 Доказ да је Г (Р, Q; - А) за Р #= Q решење диференцијалне 
једначине (1.2) је нешто сложени ји . због тога што функције 
e--v"'КГрQ/4nrрQ и f(P,Q;-А), као фУНКЦИЈе од Р и Q, нису огра
ничене у области S. 

Нека је Р #= Q.Ј.едностав~ости ради ставимо 

е- ",,"'КГ PQ 
.. R(P,Q;-A)= 4 • 

1с rpQ 
Тада је 

Г(Р, Q; - А) R (Р, Q; - А)' -- f R'(P, Тј - А)А (Т)Г(Т, Qj - А) dST • 

Како је 

(1.14) 

то је 

" '. S . ..- .... о'" о·. 

Rч' (Р, Т; - А) =-:' - Rt/(P,Tj - А), 

Гх/ (Р, Q; - А) = Rx/(P, Q; - А) + f Rt;/.(P, Т; - А) А (Т) Г(Т, Q; ~ А) dST • 

S 

Парцијалном интеграцијом добијамо, 

Гх/ (Р, Q; - А) ,;,. Rx/ (Р, Q,; - А) + 

+ Ј R (Р, Тј - А) cos (п, t,) А (Т) r (Т; Q; - А) dST ' -

S' 

-f R(P, Т; - А){А (Т) Г(Т, Q; - ~)}j/ dST , 

S 

где је (п, ti ) угао који спољашња нормаланарубу S' заклапа са 
t/-OCOM. Поновно днференцирање, с обзиром на (1.14), даје 
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Гх/,,;"{Р,Q;-.л) =R,,/,,;"(Р,Q;-:.л) -:-. 

-Ј Rt/{Р,Т;-.л)соs (п,tдА (Т)Г(Т,Q;-.л)dSт' + 
s, 

+ Ј љ;' (r:, Т; -.л) {А (Т) Г(Т, Q; - .л)}t/ dST • 

S 

Сабирањем ових једначина по i од i = 1 до 3, с обзиром на 

~R(P,Q;-)..)'- .лR(Р,Q;-.л) i=O, 
, '~ 

добијамо 

А.Г(Р,Q;-Л) = J...R(P,Q;-J...) -

-Ј д R (P~ ~; - Ј...) А (T)F(T,Q; -Ј...) d~T' + 

S' 

(1.15) 
3 -

+ Ј L Rt/{P,T;-J...){A (т)г(т,Q;-Ј...)}t;'dSт " 
s 1",,1 

где је дЈд п извод У правцу спољашње нормале на рубу S'." 

Означимо са S* област која се добија из области· S исецањем 
две лопте полупречника 8 са центром у тачкама Р .и Q. Руб тих 
лопти означимо са ')(. (Р; 8), односно Х (Q; 8). Тада је· 

3 . 

1 = Ј L Rt,'(P,T;-Ј...){А (Т) F(T,Q;-J...)}t;' dST = 

S 1-1 : 

3· 

= Нт Ј ~ Rt,'(P,T;-Ј...){А (T)F(T,Q; -Ј...)}t/dSт, 
8=0 ~ 

. s* 1= 1 

На последњи интеграл можемо применити Гринов образац 
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јер су подинтегралне функције као и њихови изводи непрекидни 
у области S*. На тај начин добијамо да је 

Ј;' - ~ I R (Р, Т;-Ј.) А (Т) г(т, Q; - л) dST + 
S 

+ Ј дR(Р~'~;-Л)А (Т) г (Т, Q;-л)dSт'-
s' 

-IiщlЈ + Ј ,}дR(Р'Т;-Л)А(т)г(т,Q;_Л)dSт1 • 
е=О дп 

(p;~ x(Q;~ , 

Из чињенице да функција R (Р, Q; - л) задовољава услов (1.4), као 
и да се према (1.11) Г(Т, Q; - л) понаша као 1/4 'It 'TQ кад Т -+ Q, 
следи да је 

и 

;~ Ј ~R(P~:; -л) А(Т)Г(Т,Q;-Л)dSт'= -А (Р)Г(Р,Q;-л) 
х(Р ;е) 

Нт Ј' 3 R(P~T; -'- л) А (Т) Г(Т, Q;-' л)dSr' =:= О, 
e~O П 

х (Q;e) 

па се за Ј ~оначно добија 

Ј= -лЈ R(Р,Т;-л) ~ (Т)Г(Т,Q;-Л)dS~ + 
s ' 

+ Ј д R(~~;-.л) А (Т)Г(Т,Q;-л)dSr' +'А(Р)Г(Р,Q;-Л). 
s, 

Кад ову вредност за Ј унесемо у једначину (1.15), она постаје 

t>.T(P, Q';-л) - А(Р) ЦР, Q; - л) -

=-= л{ R(P,Q; -л) - Ј R(P, T;-л)А(Т)Г(Т, Q;-л)dSт }, 
,S 

тј. 

t1Г(Р,Q;-Л) - А (Р)Г(Р,Q;-л) - лГ(Р,Q;-л) = О. 

Тиме смо доказали да је Г (Р, Q; - л) сингуларни део Гринове 
функције О (Р, Q; - л). " 

.,-,-_ ... _----_ .. _---
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" (ју) Регуларни део у (Р, Q; - 1.) Гринове функције према 'тачки 
1.1 '(Н) је решење једначине (1.'2)' које на рубу S' з'адCiI3~ља~а 
услов (1.6). Функција у (Р, Q; -1.) је према томе решење једног 
нехомогеног граничног задатка, а егзистенција решења непосредно 
следи из, чињенице да одговарајуhи хомогени гравични задатак 
нема решења. ' 

(у) На исти начи~. као у претходним тачкама може се по
казати да је СИНl'уJ.iарни део Гринове функције а (Р, Q) граничног 
задатка (А *) решење 'интегралне једначине 

r(P,Q) = 1, -Ј 1 A(T)r(T,Q)dST 
47trpQ 47tfPT 

s 

коју добијамо из (1.10) за 1. = О. Регуларни део у (Р, Q) је решење 
једначине ' 

А'и - А (Р)и = О 

које на рубу S' задовољава услов 

Према томе је 

(1.5*) , 

у (Р, Q) = Г (Р, Q), PES'. 

.6 (Р, Q) = Г (р, Q) - у (Р, Q) 

1.3 Процена асимптотског понашаlЫf<"':'кција r(P,Qj -1.) 
и У (Р, Qj -1.). (ј) За испитивање асимптотског щ>нашања функције 
Г (Р, Qj -1.) за велике вредности параметра 1. потребна нам је 

Лема 1.2 За а;> О је 

_e_~ dS
T 

<.--:: ~~_!!i. _ e-ad ; Ј 
-а г 4 {1 -а г } , 

ГРТ 'TQ а а 'PQ 
s 

сПецuјално за а "'" О је 

Ј __ 1 - dST < 4 ~ (2 d:- 'PQ), 
rpTfTQ 

s 
:I! ..• ': .' , "o~' • , _, .",'0, 

где је d liречнu/( нај"нйње" лопте ~oja' садржи област S. 

Д о к а з. Нека је К (Сј Г) лопта са 'средиштем у tачК>и'сполу
пречника Г и нека је d пречник најмање лопте која садржи област 
S. Тада је за свако Р Е S ,'" ", :',' , ': ,,' 

Ј е-агрт Ј e~aГpT , , 
.. .-' -'-' , dST < ' , " 'rfб·У::'), 

Грт 'TQ, , ГРТ 'TQ ., ," ' , 

, "';;1 

S K(P;d) 
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јер.је 8 еХ (F!;.d), Стцвимо, поче·так, координатног система у 
таЧi{У,f", тако даz-оса . пролази. кроз Ta~IJ{Y: Q,икраткоhе ·ради 
rpQ~.[. Тцда је (в. -сл.l~\.", .; ( с.::· 

.'0. (. 
2 31: _, 31:/2 , , " ,,' , . . . ., ':. 

о •• \ 

J~l Ј Ј ' е-а Р р cos ср 'd ~e d = 

. v R~. - 2[р sin ср + [2. р, _ ср . 
" '~. . 

-. о о ~31:/2. . -

d . 'ТС/2. ..' 

= 2~ Ј, е-ар р dp Ј ' COScp ~cp . 
, 'Ј р2"7" и psincp + [2 

О -31:/2 -

Како је уопште за а > О и Ь > О 
31:f2 а+Ь . " " 

Ј t (va2 
- 2 аЬ sin ср + Ь2). COS ср ~CP" , --..!.. f f,(t) dt, 

'Ja~ -.2 аЬ sш ср + Ь2 аЬ , 
-31:/2 " .' •. laC.-ЬI' 

то је 

31:/2 

т Ј . coscpdcp_ =J..(P+[_lp_lj), 
V р2 - 2 [ р sin ср + [2 [ Р 

-;:-31:/2 '>,.' . 
" па;је' .'. 'i 

" , 
d . 2~J Ј = -[ е-а р (р + [ -Јр·-::: 11> dp ~ 

о 

1 d 

= 4~H Је-аР р dp + Ј· е-ар dP} , 
о 1 

Сл. 1. 
тј. 

41С { 1- e-аГрQ } , Ј=- _е-ид. 
а: а rpQ 

Друга неједначи~а .цоказујесе на ~СТ~)l!&ЧИIl~ 
~ . . . '. .' 

'. Лем.а ,1.3 За А>ХО:.је :;' ',. . . i 

(1.16;'" Ir(P,'Q;'~A)'1 < 2~\'~ e~ti2it~r~Q. 
PQ . 

Д о к а 3. Ф~нкција rpQ Г (р, Q; - л) је према. (1.12) ограничена 
функција променљивих Р' и· 'Q у области '8. За утврђено Q и 

• I 
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л> о нека је 

Тада из (1.1 О) и О < А (Т) <. А добијамо да је-

јер је ГРТ + 'TQ > rpQ. Интеграл на десној страни lt1~жеlt10 lt1ajo
рирати помоhу претходне ЈЈеме. На тај начин добијамо да је 

1/ _. 4МА 
141tfpQe 2УА ' pQ r(P,Q; - л)1 < 1 + -л-О 

Ова неједначина важи за свако PES, па је према томе и 

4МА 
м<l+-л-· 

Изаберимо ло тако да буде 4 А < 1/2 ЛО • Тада из претходне неједна
чине непосредно следи да је М < 2 за Л > ло' а тиме је лема 
очевидно доказана. 

(н) Процена функције у (Р, Q; - л) своди се уствари на то да 
се докаже да решење једначине (1.2) до стиже своју екстремну 
вредност.на рубу посматране области S. 

Лека 1.4 За л> ЛО и произвољно Р Е S је 

(1.17) 

г де је IQ llајкраће отстојање тачке Q од руба S' . 
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д о к а з. Нека је при УТВРђеном Q 

и (Р) = y2{P,Q; - л). 
Из 

3 

Д и (Р) = 2 L y~/P, Q; - }.) + 2 У (Р, Q; - л) д у (Р, сј; -' л) 
ј= 1 

и једначине (1.2) чије је решење функц'ија у (P,Q; - л) следи да је 

3 

Ди(Р) """ 2 LУ~i(Р,Q;-Л)+2А(Р)у2(Р,Q;-Л)+2лу2(Р,Q;-Л»О. 
ј= 1 

То значи да функција и (Р) нема екстрему ма у области S и према 
томе своју највеЬу вредност Достиже 'на рубу S', тј. 

1 у (Р, Q; - л) 1 < Мах 1 у (Р, Q; - л) 1. 
P€S' 

" l' 
Одаiще, ,с оБЗиром' на (1.6) и (1.16) неiщсреДНQ следи да је"за 
л;>ло • 

1 у (Р, Q'; - л) I < Мах 1 Г(Р, Q; - л) 1 <: 
pes' 

1 1/ ,/-
~ Мах --е-, 2 r1. f pQ ~ 

P6S' 2 1f Г PQ "',, ,~, 

rде је lQHajKpane отстојање тачке Q од руба S'. Тиме' је' лека 
доказана. 

1.4 Функција Гг (Р, Q; - Л). у овој тачки Доказапемо следеhу 
лему: ' , 

Лема 1.5 Нека је г = min (lQ,1јУЛ), где је lQ најlфа'hе 'ошето
ја1Ье тачке Q од руба S',u А = Мах А (Т). Тада је за Р Е к (Q;r) 

Г (Р, Q;-л) ='Гг(Р, Q;-) .. ) + о (e- t
/ 2r 1/5::), л-+ оо, 

где је 

e-1/'i: ГPQ Ј e-1/'i: fрт . 
(1.18) Гг (Р, Q; - л) = -4-- - 4 А (т) Гг (Т, Q; - л) dST 

1t fpQ '/t ГРТ , 
'K(Q;r)' ..,'.. '. 
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. . . . . - _. 

д о к а з. Из (1.10) следи да је 

e-У"[Г рQ {Ј Jfe-у"[грт 
F(P,Q;-A) = -4--- - + -4--- А(Т)F(Т,Q;-А)dSт• 

~fPQ ~ГpT 
K(Q;r) S* 

За А;;;:' Ао према леми 1.3 је 

I Г(Т, Q; - л) 1< 1; е-1/2 y"[rTQ •. 

2 ~ 'TQ 

Како је rTQ;;;:' г за TES* (В. сл. 2), 
то је 

па је према леми 1.2 
Сл. 2 

А d _1/ г,l, 
~--e 2Јд 
~ 7t 

Према томе је 

( 1.19) 

rде је 

- А (Т)Г(Т,Q;-А)dSт , Ј 
е-У"[ГРТ 

47t ГРТ 
K(Q;r) 

Ad 
IB(P,Q;-A)I< - . 

1'с 

Нека је Р Е к (Q; г) и нека је Гг (Р, Q; - л) решење једначине 
(1.18). Ставимо .' '. , 

D (Р, Q; - А) = Г (Р, Q; - л) - Гг (Р, Qj - л) . 
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Тада из (1.18) и (1.19) следи да је З8 1.>10_ 

D (Р, Q; - А) = е-1/2Р/::;: В (Р, Q; - А) -

Ј 
e--У'i:Грт ; 

- 4 А (T)D (T,Q; -1.)dSт . 
1с грт 

K(Q;r) -

Нека је 

м = Мах' 1 D (Р, Q; - А) 1. 
PEK(Q;r) . 

Тада из претходне једна чине добијамо да је. 

ID(P Q' -1.)1< Ad, е- 1/2Г -У::;: + АМ Ј _l-dSт~ 
, " ''Jt , 4 'Jt Грт ~ 

K(Q;r) 

< _A_d_, е -1/2 r -У::;: + _А--;о-М_г_2 
'Jt 2 

јер је за Р Е K(Q; г) 

Ј ' _1_, dST ~ '2 'Jt(r2 ~.~ r2;Q)' 
, грт 3 

K(Q; г) 

Претходна неједначина, важи за свако Р Е к (Q; г) па је према томе 

М <: ~ е-1/2Г-У::;: + А M~ < 
'Jt 2 

јер је А г2 < 1, тј. ' ' 
,<, О-

М <: 2 А d e-1fsr -Y'i:, 
'Jt 

а тиме је лема доказана. 

1.5 Проблем претстављања. У овој тачки доказаhемо најпре 
да се једначина (1.18) може решити сукцесивном апроксима
цијом, а затим ћемо на основу' тога доказати да постоји функција 
Q (Q; и) таква да је ' 

ф -

(1.20) f (jQ (Q; и) "'" ~ Нт {-' 1_ - ГТ (~, Q;-X)'}' 
и +).. 1. р= Q 4: 'Jt Г PQ _ 

о ," ',_ 

r • .., ,. 



Асимптотика решења nинеарних диференцијаnних једначина 237 

за коју важи процена 

1 -
(1.21) Q (Q; и)--V и+ 0(1), u -+ ОО. 

21t2 

(i) Нека је 
" 'о I е -у1: Г РQ 

ио (Р; л) = ---- , 
4те rpQ 

(1.22) 
. 1 f е-VПГРТ+ГТQ) 

и1 (Р; л) = (4 )2 dS Т 
те 'PTrTQ 

ип (Р; л) = 

(1.23) 

(1.24) 

K(Q; г) 

е -У1: ' PQ 
ио (Р; л) = --:-4---"';' 

те rpQ 

1 e-У1:Грт иП + 1 (Р; л) ... 4 А (Т)ип (Т; л) dS T • 
теГРТ 

К( ;г) 

Ако за утврђено Q и неко·Л ред 
оо 

L ( - 1.>" ип (Р; л) 

конвергира униформно по Р, тада је 

ао 

(1.25) Г, (Р, Qi. - л)=L (-I)п ип (Р; л). 
п=О 

Заиста, према (1.23), (1.24) и (1.25) је тада 

i e-У1:Грт ~ 
~;PT А (Т) Fr (Т, Q; - л) dST = ~ (-I)П иП + 1 (Р; л) .... 

к Q; г) , 
ао 

= uо(Р;л) - ~ ( - I)П ип (Р;л) = 

е -У1: ' PQ 
= -- - Гг(Р Q·-Л). 41t 'PQ , , 
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(ii) Доказаhемо најпре да ред 

"" L( -1)n иn (Р; 1) 
n=l 

конвергира униформно по· Р ако је област К (Q; г) довољно мала. 

Из (1.22) видимо да су све функције {иn (Р; 1)} позитивне, 
а из (1.23) и (1.24) следи да је за 1.;> О 

Ставимо 

(1:26) 

. 1 
ио (Р; 1.) < -.- , 

41t TPQ 

иn +1 (Р; 1) < - -- иn (Т; 1.) dS Т' А r 1 
41С. ГРТ' 

K(Q; г) 

1 
Vo (IPQ)=--' 

. 41t fPQ 

Vn +1 (rpQ) =_1 f _1_ vn (rTQ) dST• 
41С ГРТ 

K(Q; г) 

Тада индукцијом добијамо да је 

(1.27) иn (Р; 1.) < А" vN (rpQ), п = 0,1,2, ... 

Ако даље ставимо TpQ = 1 и уведемо сферне координате, једна
чине (1.26) постају 

r 211: 11:{2 

1 
Vo (1) = 41t1 

1 Ј Ј f vn(p) р2 cos ср dp dcp dG 
Vn+1(l) "'" 41С ~p2-21psincp + 12 = 

О О -11:/2 . 

r 

= - vn (р) Р d р, п = 0,1,2, ... lfP+I-,Р-/, 
1 2· 
о 
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Коначно, из 

l r 

Vn+1(l) = + Ј Vn (р)р2 dp + Ј vn(p)pdp< 
о l 

r 

< JVn(P)PdP 
о 

индукцијом добијамо да је 

1 (Г2 )П 
VN (/) < 2г~:"2 ,П "'" 1,2, ... 

Из ове последње неједначине и (1.27) добијамо да је 

(1.28) 

Одавде међутиi'tf. непосредно следи да ред 

ос> 

~ (-1)" uп(Р;л) 
а-1 

конвергира униформно по Р за утврђено Q и произвољно л> О, 
јер г можемо увек изабрати тако да буде А г· < 2. 

(Ш) Остало је још да докажемо обрасце (1.20) и (1.21). Нека је 

и 

1 ЈSiП а У! 
ћ(а;и) = 1 - ~ t dt. 

О 
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Из I h (а; и) 1" h где константа h не зависи ни од а ни од Uј,И 
, неједначине (1.28) следи, да је 

(1.29) 

Према томе ред 

(1.30) 

п 

"ћ иn (Q;O) < 
h (АГ 2 п "2г~ 2) , u = 1,2,.:. 

"" 
_1 уи - L (-I)nи~ (Q; и) оо: g (Q;u) 
2~2 

конвергира униформно ПО и. За и = О нека је g (Q; О) = О. Како је 
даље 

~ ~ ,В 

f h (а; и) d = Ј {1 _ ..!. Ј sin а 1/7 dt} ~d~ = 
(и +1.)2 u ~,t ',' (и+1.)2 

О О О 

1 1 ,/-' '1 ~a ,/-
= ___ (1 - е-а r А) ~ -, е r А , 

.1. 1. , ' .'~Л" ' , 

то је најпре, према (1.22) 

со 

Ј и~(<{; и) du ~ 
(и + 1.)2 

О . 

"о' .. ' 
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а одатле према (1.30) и (1.25) следи да је 

= ~ Нт {_1 - - Г, (Р, Q; - л)} . 
л P=Q 4nrpQ 

Одавде коначно парцијалном интеграцијом добијамо образац (1.20). 

(iv) Из неједначине (1.29) следи да је за произвољно утвр
ђено Q Е S 

ао 

L(-I)nun(Q;u)=О(I), и-. оо , 
1/=1 

па је према (l.30) 

1 -
&!(Q;u) = -Vu+О(I), и-.оо. 

2n2 

1.6 Докаа става Ј. Кад се Р налази у близини тачке Q према 
леми 1.5 је 

г (Р, Q; -л) = Г, (P~ Q; - л) + о (e-1/2rii:), A~ оо. 

Како процена (1.17) за у (Р, Q; - л) важи за произвољно Р € S, 
то према (1.1) и (l.5) за Р Е к (Q;r) имамо да је . 

ао 

Л L Фn (Р) Фn (Q) = о (Р, Q) - ГГ (Р, Q; - л) + 
1/=1 Аn (лn+л) 

+ о (е-1/2Г У1:) + О (е--1ЏQУI) = 

='0 (Р, Q) ~ rr(P, Q;- л) +0 (e-1/2гУ1:), л-. оо, 

јер је IQ;> г. Даље, из (1.5*), 

r(P,Q) = 1 - Ј 1 А (T)F(T,Q)dS T 
4,. 'PQ 4n ГРТ 

s 
16 Зборник 
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и претходног обрасца следи да је 

где смо једноставности ради ставили 

M(P,Q)=J 1 А (T)T(T,Q)dST+y(P,Q). 
4n~T -, s . 

М (Р, Q) је очевидно непрекидна функција променљивих Р и Q. 
Према томе, кад Р --t Q добијамо да је 

оо 2 

"'" Фn (Q) 1 l' {1 (Р')] 1 .• :~:.;),.n()l.n+л)": Т J!?q 4ТCTpQ - Г, ,Q, - л - тМ (Q) + 
n=l 

где је М (Q) = М (Q, Q). Тиме је прва неједначина става 1 доказана. 
Друга неједначина става 1 непосредно следи из обрасца (1.1) 

и ррiщена(l.lб) и (i.17) које смо добили за Г(Р; Q; - л) и 
у (Р, Q; -л). 

11 ГЛАВА 

2.1 (i) Овде Ьемо доказаrи став 2 који спада у групу ставова 
Тауберове природе за Стилтјесову трансформацију која опада 
експоненцијалном брзином. Доказ става 2 као и ДОКаЗи о<;талих 
сличних ставова заснивају се у суштиtJи на једном ставу. "Ј. Кара-
мате [13] који у нешто измењеном облику гласи: . 

Нен:а је К(и) ограничене варијације у сван:ом н:оначном разман:у 
и нен:а 

оо 

F (s) - Ј e- SU к (и) du 

о 

н:онвергира за R (s) > О. Тада из услова н:онвергенције 

к (v) - К (и) > - т, и ~ l' ~ и + 1 
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и регуларности функције F (s) у тачки s = О следи 

К (и) = О (1), и ~ оо • 

(ii) За доказ става 2 потребне су нам следеhе леме. 

Лема 2.1 За у> х > О из услова конвергенције (Ь) става 2 
следи да је 

(2.1) S (у) - s (х) > - т - т1 ( Уу - ух). 

д о к а з. Нека је 1 < р. < е и 
а (х) = eY;-, ~ (х) = 192 Х • 

Тада је 

~ [ р. а (х)] < х + ух. 
Према томе је 

(2.2) S (х') - S (х) > - т, х:( х' :( ~ [р. а (х)] . 

Нека је у> х и 

хо = х 

X v = ~[p.a(xv-l)l = i3 [p.va (х)], v = 1,2, ... ,п. 

Број п изабраhемо тако да буде хn < у < Хnн ' Из неједначине 
(2.2) следи 

S(xv) - S(XV- 1» - т, V = 1,2,: .. ,п -1, 

S(y) - S(xn) > - т. 

Ове неједначине, кад их саберемо, дају 

S (у) - S (х) > - т - п т. 

Како је међутим хn < у, тј. п < (Уу - "УХ) jlg р., то је 

т - -
-пт>---(Уу-Ух), 

19p. 

одакле непосредно следи (2.1). 

Лема 2.2 Нека су 8 , У, S и и Позитивни бројеви и нека је 
Уд < s. Тада је 

(2.3) ЈСО (sin 8 VX)V sin sVx _ ,/- (Sh 8 уu )'V ---dx = 'lte srU • 
д'" х х + и 8'1 и 

о 



244 Ранко Бојаниh 

д о к а 3. Нека је 

f (z) ,." (sin 8 VZ)V esiz. 
8Vz 

Ако са С означимо контуру приказану на сл. 3, према Кошиевом 
ставу бипе 

1 f f(w) f(z) = -2 . -- dw. 
~' W - Z 

с 

Ставимо овде z = uei1t • Тада је 

Сл. 3 

1 f f(w) 
-и =- --dw' f ( ) 2 1[ј w + u ' 

с 

или 
R 

.1- Ј (Sin 8 'Јх)1I eSlYx 
е-' r и = --- dx + 

8Vx х+и 
r 

2зt 

f (Sin8vRetlI2)1I eBlYR etlf2 .' + Rlet1 dt + 
8 VRetl/2 Rett + u 

О 

r 

f (sin 8 'ЈХ)1I е-В [Ух + ---dx-
8Ух х+и 

R 

2~ 

Ј ( sin 8 "'УГ.е ti/2)1I е s [Уг etlf2 
- -_.-- гј etl dt 

8 V г etif2 reti + u ' 
О 

тј. 
R 

(2.4) ( sh 8Vu)1I e-вУа -= Ј ( sin ~ "х)1I sin s 'Јх dx + /1 + /2' 
8'1и 8vX х+и 

r 

Како је за произвољно комплексно z увек 

I sin z I ~ 2 e1zl z '<::: , 
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то је најпре 

21t 

1 I Ј (Sin 8 VR eti
/2)V еВ i YR e

tiJ2 
• . I 1/ I = - . R 1 etl dt ~ 

ј 2 'It д V R eti/2 R eti + и """ 
О 

21t ,/- t 
R Ј e-,(s-l\v)rRsiП"2 < - dt~O, 
'It V~+2Rucos t+u2 

о 

јер је 8 v < s. Даље, 
21t 

1 I Ј (sin д -УГ etiJ2 )V е s i Уг eti
/2 . t' I 1/21 = - --~-- rle l dt < 

2'1t д V r eti/2 r eti + и 
О 

21t ,/- t 
r Ј e-(s-I\v)r r siП"2 < - dt ~ О, r -+ О • 
'It V г2 + 2 r и cos t + u2 

О 

И3 ових неједначина и (2.4) непосредно следи (2.3). 

Лека 2.3 Нека је S (и) ограничене варијације у сваком кона ч
ном размаку и нека 

"" 
'(х) ~ --- du f S(u) 

(и+х)2 
о 

конвергира за једно Па Према ll10Me за свако х > О. Ако је 

(2.5) ,(х) '"'" о (lјх1+&) , x~oo, 8>0, 

ll1ада је 

"" "" 
(2.6) 1 f sinsVx Ј 1t f (х) -s-- dx = е-ви S (и2) du. 

о о 

Д о ка 3 ове леме своди се уствари на то да докажемо да је 

ас со ф оо 

f f S(u) Ј f sinsVx (2.7) sinsVxdx (и+х)2 du = S(U)dll(X+U)2 dx. 
о о о о 
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Наиме, из 
со 

Ј sin s "Х d 1t S - ,/-
Х ~ - е S Ји 

(х+ и)2 2{u 
о 

и претходног обрасца следи да је 

со ~ 

Ј -Ј ,/- du f (х) sin s " х dx = 1t S e-S Ј и S (и) 2 ,,:U ' 
о о 

одакле сменом и I и2 добијамо (2.6). 

(2.8) 

10. Доказапемо најпре да је за 8> О 

со со 

Ј (sin 8 VX)2k. "-d Ј S (и) d -
" SШ S V х х ( )2 и-

8 у Х и+х· 
о о 

.СО со 

= Ј S (и) du Ј (Si~ ~~xГ ~~П:и~: dx. 
о о 

За КОQ:ачне R1 и R2 је 

S (и) du = 
(и+х)2 

R. R, 

= f S (и) du f (sin 8 "X)2k 

~in S 'Јх dx == 
8 V х (х + и)2 

о о 

R2 со 

= Ј S (и) du Ј (sin 8 VX)2k sin s 'Јх ах -
8 V х (х+и)2 

о о 

R. со _ f S (и) du f (sin 8 VX)2k sin s 'Јх dx . 
8 V х (х+и)2 

о R, 
Како је 

со со 

I f (sin 8 VX)2k sin s 'Јх dx I < Ј du 2 1 
8 'Јх (и+х)2 (и+х) = u+R'. 

R R 
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то кад у претходном обрасцу пустимо да R1 -+ оо добијамо да је 

Я2 оо 

f f ( siп 8Vx )2k sin sVx _ 
S (и) d и ,/ ()2 dx-

8 у Х и+х 
о о 

оо ~ 

= f (sin 8Ух )2k siп s ух dx f (S (и~2 du = 
8Ух и+х 

о о 

(2.9) 

fОО(SiПSVХ)2k. '/-d Ј"" S(u) dll-
~ S1П S у Х Х ( )2 

8Vx и+х 
о о 

[ОО (sin 8Vx )2k. 'У- d Ј"" S (и) 
- 8Vx S1Пs Х Х (и+х)2 du. 

о ~ 
Нека је, даље, 

Тада из 

r оо 

S и R+ 1 2 и + 1 () du=[(I)-g(R)(--) -2(х-l) r . g(u)du 
. (и +х)2 R+x . (и + х)3 

R R 

и ограничености функције g (и) следи да је 

IfOOs(u) du/<It(1)_g(R)I(R+l)2+ /1_(R+l)2/ 1[(1)I+ 
(и+х)2 R+x R+x 

R 

+2М(Х+l)ј ~+1 du< 
иВ 

R 

< 1[(1) _ g (R)! (R; 1)2 + 

+21 [(1)1 ~~ + 1[(1) 1 х
2

+ 1 +2М(х+ 1) (~+_1_). 
R R2 R 2R2 

За R> 1 је 

ОО 

I Ј S (и) du I < 4 /t (1) - g (R) 1 + .!!' (х2 + Х + 1) . 
(и + х)! R . 

R . 
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Према томе је за k > 4 

I ЈОО ( Sin8~~X) sin sVx dx ЈОО (uS;~)2 dU/ < 
о Љ 

::;;: Ј9'( sin 8Vx )2k dx I ЈОО S (и) du I ::;;: 
""" 8Vx (и+х)2 """ 

о Љ 

ЈОО( sin 8Vx )2k 
<41t(1)~g(R2)1 .' dx+ 

, . 8Vx 
о 

+ Z~ ЈОО ( Si~ ~~x Y:k (х2 + Х + 1) dx. 

о 

Коначно, из (2.9) кад R2 --t ОО, И ове последње неједначине .непо
средно следи (2.8). 

20. Остало је још' да докажемо да се у (2.8) гранични прелаз 
8 --t О испред знака интеграла може заменити граничним прелазом 
8 --t О иза знака интеграла. При томе пемо користити познати 
Арзела-Лебегов став за несвојствене интеграле у следеhем облику: 

Нека је lјт F (х, 8) = F (х) и нека инmеграли 
б=О . 

'" оо 

(2.10) Ј F (х, 8) dx и f F (х) dx 

о о 

uостоје. Ако је за свако х > О ид> О 
(2.11) 

и ако инmеграл 

(2.12) 

постоји, тада је 

IF(x,o)I<:O(x) 

оо 

Ј о (х) dx 

о 

'" "" 
·Нт Ј F (х, о) dx= Ј' Р (х) :dx .. 
б=О 

о о 

Н . I sin х I ./ 1 . а основу неЈедначине -x-;~ ,КОЈа важи за свако реално 

х, и процене (2.6) за функцију f (х) може се лако показати да су 
сви услови Арзела-Лебеговог става на левој страни обрасца (2.8) 
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задовољени и да према томе гранични прелаз 21 -1 О испред знака 
интеграла можемо заменити граничним прелазом 8 -1 О иза знака 
интеграла. 

Да би смо доказали да је то дозвољено и на десној страни 
обрасца (2.8) ставимо 

"" 
F (и, 8) = S (и) Ј (sin 8 VX)2k sin s У·Х dx. 

8 V Х (и +х)2 
о 

Из (2.3) диференцирањем по и добијамо да је 

"" 

Ј ( sin б VX)2k sin s УХ dx = 

8 V Х (и + х)2 
О 

= ~e-Byи {(s + 2 ~) (Sh 8 "Yи)2~ ~~ (Sh О ~li)2k=1 сЬ О "Уи} . 
2Vи -Уи o-vu -Уи 8Vu 

Према томе је 

-вУи . - 2k - 2k-l 
Р(и,8) = ~S(u)~--=- {(s+2~) (Shoya)_ 2~ (Shд~U) Ch8VU}. 

2Vu -Уи дУи уи 8Vu 
Како је осим тога 

1t S ,/_. 
Р(и)= V_e-srus(u), 

2 и 

то је услов (2.10) Арзела-Лебеговог става очевидно задовољен. 

Д . /ShX/./ . аље, H~ основу неЈедначине ~ ~ еХ, КОЈа важи за свако ре-

ално Х, имамо да је 

I F (и, 8) I < 1t I S (и) I e;~~u {( s+ ~~) e25kYil + ~~ e25kYU} < 

( 
4 k') е- (s":' 2 5 k)Yu 

<тcIS(u)1 s+-= 
-Уи 2Vu 

Ако је 28 k < sj2 тада је 

I F (и, 8) 1< 1t I S (и) I (s+ 4 ~) e-
I

/

2sy
/i , 0>= О. 

-Уи 2Vu 

Из ове неједначине следи да су и услови (2.11) и (2.12) задово
љени. Применом Арзела-Лебеговог става добијамо коначно (2.7), 
а тиме је лема доказана. 
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2.2. ДОI<ав става 2. Нека је најпре s реалан и позитиван број. 
Према леми (2.3) је . 

ао ао 

1 Ј sinsVx Ј cp(s)=- {(х)-- dx= . e- SU S(u2 )du. 
. 1t S 

О о 

Функција ср (s), као функ.ција комплексне променљиве s, регуларна 
је у десној полуравни, тј. за R (s) > О, што непосредно следи из 
чињенице да се може написати у облику Лапласове трансформа-

ције. На основу неједначине I si:_~ 1< 2 e1zl , која важи за свако 
комплексно z и процене (а) за Функцију f (х) непосредно следи 
да је функција q> (s) регуларна и у тачки s=O. Коначно, из нејед
начине (2.1), следи да је 

S (v2
) - S (и2) > - т, u < v < u + 1. 

Функција S (и2) задовољава дакле услове поменутог Караматиног 
става, па је 

S (и2) = 0(1), u ~ оо. 

Тиме је став 2 доказан. 
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PROPRIETES ASYMPTOТIQUES DES SOLUТIONS DES 
EQUA ТЮNS DIFFERENТIELLES LINЕАЩЕS 

Раг 

RANKO BOJANIC 

Le probleme cJassique de Ја theorie des membranes vibrantes, 
dans Је cas Је pJus simple, consiste а trouver daIls ип domaine S du 
рlап Jes solutions de l'equation 

ди + ли ~ О 

qui s'annulent sur Је bord du domaine considere. Т. Carleman [6] а 
donne ипе methode pour l'evaluation asymptotique de lа somme de 
carres des fonctions propres {Фn (Q)} еп montrant que 

011 {лn } sont les valeurs propres du probleme considere. А. Рlејјеl 
[7) et S. Minakshisundaram [8) ont compJete et etendu cette methode 
аих cas plus generaux, mais tous ces resultats sont de Ја mеmе portee 
que сеЈиј de CarJeman quant аих evaJuations du comportement asymp
totique. ипе ameIioration dans cette direction а ete recemment donnee 
par V. О. Avakumovic* qui а montre que 

L Ф~ (Q) = 41тс л+ О (-УХ), л -+ оо 
лn Е;;л 

et 

L фn (?) Фn (Q) ~ о (-УХ), л -+ оо . 

лn~л 

:ј:- Ces resultats dесоulепt de I'evaluation de lа fопсtiоп de Green donneepar 
Carleman [6] et d'un theoreme de nature tаuЬегiеппе de Avakumovic [91]' 
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Quant аих evaluations plus precises relatives зu comportement asymp
totique des fonctions propres dans les cas plus generaux, les prob
lemes sont restes ouverts. 

Dans cette ordre d'idees, quoique la methode permet de tгзitег 
le cas а п dimensions, nous avons considere le probleme generalise 
de lа mеmЬгзпе а trois dimensions 

д u - А (Р) u + Л u = О, Р Е S , 
(А) 

u = о sur le bord de S, 

ой А (Р) est ипе fonction positive, ауес les derivees partielles du 
р remier ordre continues dans S. Pour les fonctions propres ortho
normees de се probleme nous avons montre que 

~ 2 1 3/2 
.L,... ФП (Q) ~ 61[2 Л + О (л), л -+ ОО, (1) 
An~1. 

(11) L ФП (Р) ФП (Q) = о (л), 1.-+ ОО. 
1.n~ 1. 

Dans lа methode de Pleijel le probleme central consiste dans l'еуа
luation de lа partie reguliere,c. а d. de lа compensatrice de lа fonction 
de Green. Рзг contre lа methodedont nous noussommes servirepose 
sur l'etude de lа partie singuliere de cette fonction et sur l'app1ication 
d'un theoreme de nature tauberienne, зпаlоguе а celui de Avakumovic. 

Nous avons en premier Неи demontre l'existence de lа solution 
de l'equation integrale 

е -lf'i:ГрQ Ј e-У"'[Грт 
г (Р, Qj - л) = ~РQ - 4 'It Грт А (Т) Г (Т, Qj - л) dST 

S 

оu 'PQ est lа distance entre les points Р et Q, et montre que cette 
solution est lа partie singuliere de lа fonction de Green du probleme 
аих 1imites (А). Ое се resultat оп obtient les evaluations suivantes 

1 1/-У-Ir(P,Qj -л)l< 2 е- 2 }..rpQ , Л~1.0' 
'ltfpQ . 

ainsi que 
1 1'/ ,г-[ 

1 У (Р, Qj - л) 1 < 2 'It IQ е- 2v }.. Q, 

ой у (Р, Qj - л) est lа partie reguliere de lа fonction de Green et ои 
IQ -represente lа Ьоrnе inferieure de lа distance du point fixe Q аи 
bord de S. 

l' U i 
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Еп seconde lieu, nous avons introduit lа fonction ГГ (Р, Q; - 21.), 
solution de I'equation integrale 

* e-vРРQ Ј е-У:;:ГРТ 
() Г,(Р,Q;-л)= 4 . - 4 А(Т)Г,(Т,Q;-л)dSт 

7CrpQ 'ЈСГрт 
K(Q;r) 

ои к (Q; г) est lа sphere de centre Q et de rayon г suffisamment petit, 
telle que К (Q; г) С S. Роис tout Р Е К (Q; г), оп а 

Г(Р, Q; -:-л) = Гг (Р, Q; -л) + О (e- t/2ГУi:), л >ло • 

Lorsque г est suffisamment реш, l'equation (*) peut etre resolue par 
des approximations succesives. ОП peut alors montrer l'existence 
d'une fonction Q (Q; и) telle que 

(**) 

et 

ао 

r dQ (Q; и) = ~'Hm {_1_ - [, (Р, Q; -л)} 
~ u + л л P==Q 4 'ЈС 'PQ 
о 

1 -
Q(Q;u)--vu+О(I), и-+оо. 

2'ЈС2 

Ое ces evaluations et de lа formule 

ао 

Л L ФП (Р) ФП (Q) ~ G (Р, Q) - G (Р, Q; - А) 
п=! лп(лп+л) 

ои G (Р, Q) = G (Р, Q; О) et 

G(Р,Q;-л) = Г(Р,Q;-л) - y(P,Q;-л) 

il s'ensuit que 

(***) ± _ф--,-~....:.....(Q:....;..)- = Нт {4-1 
- - Г, (Р, Q; - л) } -

п=! лп(лп t л) P=-Q 7CrpQ 

1 11 ,/-- 1:"" M(Q) + О(е- '2 Г '}..), л-+оо. 

Роис Р :f. Q оп obtient 

ао 

Л L ФП (Р) фп(Q) = G (Р, Q) + О (e- 1/2сУ:;:), А -+ ОО. 
п_! лп() .. п +л) 

ои С = min (rpQ,IQ)' 
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Еп troisH~me Неu nous avons etabIi lе theoreme suivant:f.* 

Soit S (и) а variation Ьоrnее dans tout intervalle !јnј et soit 
l'intigrale 

"" 

Ј 
dS(u) 

!(х) = и + х 
о 

convergeant роиг tout х> О. Alors de 

!(х) = О (е-СУ"2::) , x~oo, с>о, 
et 

S (v) - S (и) > - т роиг и < v <; и + "уи, 
il resulte que 

S(u) = 0(1), и~oo·. 

Pour obtenir l'evalution (1) il suffit de poser. dans lе theoreme 
precedent 

S(u) = L Ф:(Q) - Q(Q;u) + М (Q), S(O) = О. 
Аn:::;;u 1.11 

Еп tenant compte de (***) il s'ensuit que 

с. а d. 

S (и) = L Ф:(Q) - Q (Q;u) + M(Q) = 0(1), 
1.n Аn:::;;U 

" Ф; (Q) 1-LJ -- = -~ V и + О (1), и ~ оо, 
, _ 1.11 21t~ 
",n~U 

d'ou l'оп deduit l'aftirmation (1) apres uпе sommation par parties. 
La formule (11) s'obtient d'une тапНне analogue. 

** Recemment V. V u с k о v i {; (11) а donne quelques theoremes plus gel1e
raux de се genre. 
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ВЛАДЕТ А ВУЧКОВИЂ 

СТИЛТЈЕСОВА ТРАНСФОРМАЦИЈА КОЈА ОПАДА 

БРЗИНОМ ЕКСПОНЕНЦИЈАЛНЕ ФУНКЦИЈЕ 

-ТЕЗА

УВОД 

0.1. Да бих избегао понављања, навешhу ознаке које ћу упо
требљавати током целог рада. 

Са А (и) обележаваhу функцију реалне променљиве и, дефи
нисану за u > О, која је ограничене варијације у сваком коначном 
размаку. Осим тога, претпоставиhу СЈ:јуда да је А(О) = О. 

Са L (t) означиhу Лапласову трансформацију 

(0.1.1) 

која конвергира за 

(0.1.2) 

оо 

L (t) = Ј e- tu d А (и) 
о 

t> О, а са S (х) Стилтјесову 

!dA(U) 
S(x) = --

и+х 
о 

која конвергира за једно и тиме свако х > О. 

трансформацију 

Напомињем одмах да је, с обзиром на претпоставку А (О) = О, 

(0.1.1') 

и 

(0.1.2') 

оо 

L (t) = t Ј e- tu А (и) du, 

о 

оо 

Ј 
S(u) du 

S (х) = (и + х)2 . 
О 

Ови облици· добијају се лако парцијалном интеграцијом интеграла 
(0.1.]) и (0.1.2) (в. нпр. Видер [1]) и њима ћу се често користити 
у даљем раду. 
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0.2. Предмет овога рада је испитивање Стилтјесове, односно 
Лапласове трансформације која опада брзином експоненцијалне 
функције степена, нарочито с обзиром на могуЬност инверзних 
ставова. Како се у том погледу случај експоненцијалног опадаља 
разликује од осталих начина асимптоrског понашања ових транс
формација, навешhу неке познате ставове да бих ову разлику 
боље истакао. При томе Ьу се ограничити на Лапласову транс
формацију, јер је веhина најкарактеристичнијих ставова форму
лисана' у односу на њу. 

Основни инверзни став који су дали Харди и Литлву Д (2] 
односи се на случај кад Лапласова трансформација расте брзином 
степена; он гласи: 

следи 

Ако А (и) не оПада, тада из 

А Г(а+ 1) 
L (t) """ t« ' t ~ О, (а > О) , 

А (и) -- Аи« , и-? ОО. 

За веЬе брзине рашhења Харди и Рамануџан дали су такође 
један став за Дирихлетове редове који за Лапласову трансфор
мацију (в. Авакумовиh и Карамата [1]) гласи: 

следи 

Ако је А (и) Позитивна функција која не оПада, тада из 

L (t) "'""' е1 Jt, t -,> О, 

log А (и) -- 2 'Ји, и ~ оо. 

Авакумовиh [3] је проучио случај кад брзина рашhења транс
формације L (t) за t~O постаје све веЬа. При томе је као упоредне 
функције узео итерирану експоненцијалну функцију ем и) дефини-
сану са е1 (t) = ехр (t) , .................. , еп (t) = ехр [еп-! (t)] , и итерирани 
логаритам дефинисан са IglU =-= Igu, ................. , 19nu = Ig (lgn-1U)' 
НЬегов став гласи: 

Ако А (и) не оаада, тада из 

следи 

При чему 

1 
Ign+1 L (t) -- t' t ~ О 

и 

o 19n и. еп' (0 Ign и) < А (и) < :л. -1-- , 
gn и 

1 > 0 ~ 1 и 1 < :л. ~ 1 кад и -+ оо. 

Оно што је битно код овога става је чињеница да инверзни 
ставо.ВИ за Лапласову трансформацију постоје кад ова расте про
извољном брзином. Насупрот томе, из испитивања изнетих у 
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овом раду' следи да у случају кад Лапла,сова трансформацијаЬпада 
брзином експоненцијалне функције постоји гранична брзина иза 
које нема,,' више могуhности за инверзне ставове. То је, основна 
разлика о којој сам говорио у почетку ове тачке. 

у погледу Лапласове трансформације која опада спорије од 
експоненцијалне функције Геза Фројд је недавно [1] дао' један 
став који у најпростијем облику гласи: 

Ако А (и) не оиада, тад из 

L (t) = оре) , t~O, (8)0), 
следи 

А (и) = О с: и) , и -+ ~ , 
Први став за Лапласову трансформацију која експоненци

јално опада дао је Авакумовиh [1] као аналогон j~ДHOГ Карлема-
новог става за Стилтјесову трансформацију1): , 

Ако је 

L(t) = O(e~i/t), t~O, 

и ако функција А (и) задовољава услов ,конверrенцџје 

Уа [А (v) - А (и)] > -n1 за свако и <; v < и + Уа, 
тада је 

У u А (и) = 0(1), и ~ OQ • 

Касније, у [2], Авакумовиh је дао општији став који се. 

односи на брзине опадања'типа О [ехр ( -J/t6)] где је 0<6 < 1 

Свакако да се, слично као и код експоненцијалног рашhења; 
и овде може поставити питање инверзних ставова кад Лапласова 
трансформација опада брзином итериране експоненцијалне функ
ције. На њега одгщюр даје један став Деча [2, стр. 483. CT~B 6] 
који каже да из 

1+8 
L(t) = о (e- 1/t ), t~O, (8)0) 

следи 

.. А ,(и) = О, 

сем на множини нулте мере. 

0.3. Познато је да су инверзни ставови за СТИJlтјесову транс
формацију S (х) аналогни ставовима за Лапласову трансформацију, 
те су мање проучавани. Обрађ,ен је детаљно случај кад је 
S (х) '"" А/ха и З8КЉУЧЦИ су аналогни инверзним ставовима З8 Ла
пласову трансформацију са. сличним 8СИМПТОТСКИМ понашањем. 

1 Карлеманов став навешhу '.1 тачки 0.3. 

17 Збориик 
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Тек у новије време дато је, неколико ставова за Стилтјесову 
трансформацију S (х) која. експоненцијално опада кад х --t оо .:.Како 
се 'основни део мојих испитивања односи на тај случај, навешhу 
детаљно све ставове у вези ·саовом брзином опадања, тим :.пре 
што они нису многобројни. 

Први став· ,ове врсте дао је Т. Карлеман: [1.]. Његов став је 
од принципијелног значаја јер је .љиме почело испитивање 'ста
вова ове врсте. Карлеманов став гласи: 

Ако А (и) + С log и н.е оПада, тада из 

(0.3.1) S (х) = О (е-У;-) , х --t оо, 

следи да је за свако 0<8 < 1/2 

Нт х1/2'Ь[А(х+хl/2+8) - А(х)] =0. 
%--t оо . 

Н. Винер [2] је 1936 г: доказао исти став. 1950 г. је ABa~y
мовиh [1] доказао далеко оштрији став, којим је истовремено дао 
и један нов поступак за доказ сличних ставова. Његов став гласи: 

Ако А (и) задовољава услов KonBeprenqujeV,u[A (v) - А(и)] у - т 
за свако и < v < и + 'Ји, тада из (0.3.1) следи: 

'Ји А (и) = 0(1), и --t оо • 

Најзад, Р. Бојаниh и ја дали смо 'у [1] следеhи став: 
4 

Ако А (и) задовољава услов 1tOHBeprenqUje А (v) - А (и>,> - m ''Ги 
4 

за свако u <; v <: и + V иЗ, тада из 

• 
S(x)FO(e~V;'j,' ,X--too 

следи 
4 

А (и) = О ('Ји), и --t оо • 

0.4. Главни циљ овог рада је проучавање Стилтјесоветранс
формације S (х) односно реда L av / (>"v + х), који опадају експо
ненцијалном брзином, али дајем и одговарајуЬе ставове за Лапла
со ву трансформацију, које изводим или' као короларе из ставова 
за Стилтјесову трансформацију или доказујем методи ком употреб
љеном за доказ ових пос·ледњих. 

,Стилтјесову трансформацију S (х) . проучио сам у случају 
кад је 

S(x) = О (е-Х"), х --t оо ,(о: >" О), 
при чему у случају О < а <; 1/2 . поди~теграfIна функција А (и) 
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задовољава општи услов конвергенције 

(0.3.2) иll [А (v) - А (и)] > - т за свако u =< v ~ и+и1-а , 

где је 13>-a. 
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Ставови за Лапласову трансформацију изведени су за случај 
кад је 

и овај случај се поклапа са Авакумовиhевим проучавањима [2], 
али при томе ја имам општији услов конвергенције (0.3.2) за функ
цију А (и). 

и овде се поставља питање егзистенције инверзних ставова 
кад Стилтјесова трансформација опада све брже и брже. На њега 
даје одговор став 3.1 који каже да из 

1/ +8 
S(x) = О(е-Х 2 ), Х ~ оо, (е> О), 

следи 

А (и) = О 

сем на множини нулте мере. 

Значи да и у овом случају постоји највеЬа брзина опадања 
иза које престаје могуЬност инверзних ставова. Тиме је скала 
брзина опадања оних Стилтјесових трансформација за које је 
могуЬа инверзија затворена на доле. 

0.5. од методолошког је интереса приметити да основни став 
овог рада има сасвим други карактер него што га имају инверзни 
ставови, који су у ствари његове последице. Тај став, кога изводим 
у првом делу расправе, припада групи ставова теорије функција 
познатих под именом ставова о композицији. Њихова битност је 
у томе што се из извесних особина једне функције f (s) (у глав
ном) комплексне променљиве s изводе особине једне друге функ
ције F (s), која се добива из аналитичког израза за функцију t (s) 
извесном трансформацијом. Такви су, на пример, познати ставови 
Крамер-Поље, Адамара и Манделбројта за Дирихлетове редове (в. 
нпр. В. Бернштајн (1]). 

0.6. Сматрам својом дужношhу да се на овом месту захвалим 
г. професору В. Авакумовиhу, који ми је дао потстицај за овај 
рад, као и на помоhи у току рада. Исто сам тако захвалан г. про
фесору Ј. Карамати, који је прегледао цео рад и указао ми на 
могуЬност краЬег доказа леме 1.2. 
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ПРВИ ДЕО 

У овом делу Доказапу неколико ставова који се односе на 
Стилтјесову трансформацију S (х) и Стилтјесове редове 

а проистичу из основног става 1.1, који је према томе централни 
став овог дела. Прегледности ради прво Ьу навести тај став и из 
њега извести остanе. Ознаке су исте као и у тачки 0.1 увода. 

Став 1.1. Ано је 

(1.2) S(x) = О (е-ха ), х-+оо 

ао 

(1.3) Х (s) = Ј e~~U иУ А (и1/а ) du, (у> - 1), 

о 

регуларна не само у uолуравни R{s} > О вел и у ll1ачни s = О. 
Поставља се питање да ли се вредност експонента у у (1.3) 

може да смањи. То би се могло постипи интегрираiьем функције 
Х (s) по s од s до оо, али у општем случају који посматрамо то 
није могуЬе. Наиме, како је 

иУ А (и) ,....., АиУ и -+ О (А = конст.) 

то применом познатог Абеловог става (Деч (Doetsch) [1] стр. 200 
Satz, 12) сле.п.и 

г (у+ 1) 
. Х (s) ......, А sy+l ,S -t оо 

ибаш,з~ .раз~ак - 1< У < О кqји нам је потребан (да би инте
грацијО!d добили важење и у случају - 2 < У < .:.. 1, итд.) . не 

ао 

постоји Јх (s) ds, 
s 

Међутим, у случају кад је за неко произвољно мало а > О 
А (и) = О за О<и<а 

постоји став (Де ч (1) стр. 199, Satz 10) по 'коме је тада 

X(s) = O(e-аR{s}), S-+oo 

у углу I arg s 1< q> < 1С/2. Према томе се Х (s) може произвољно 
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пута интегралити. Тада је функција 

оо оо 

Х 1 (s) = Ј х (s) ds = f е-ви аУ -1.4 (а1/а) da 

s о 

регуларна такође у тачки s =0. (Овде је промена реда интегра
ције за реалне s> О дозвољена на основу Фубинијеве теореме). 
Интеграцијом функције Х1 (s) итд; долазимо до закључка да је 
и функција 

оо 

Х (s) - f е-ви аб А (и1/а ) du 

о 

где је {3 ма који реалан број, регуларна у тачки s = О. Напоме
нуЬу поново да ово важи само у случају кад је А (и) = О за 
О < а < а, где је а произвољно мали, позитиван број. Међутим, за 
Стилтјесове~ редове је овај услов YB~K испуњен, те тако долазимо 
до следеhег става: 

Став 1.2. Нека је 

о <),,1 < )..2 < . . - • <)..n ~ оо 

и нека ред 

оо 

к(х)= L ~~ 
n=l )..N + х 

конвергара за једно и тиме свако х > О • 
Ако је 

а 

к(х) = о (е-Х ), x~ ОО, 

А (и) = L аn , 
/..n~U 

тада је функција 
оо 

Х (s) = Ј e-SU иб А (ul/a:) du 

о 

r де је {3 ма какав реалан број, регуларна не само у аолуравнu 

R.{ s } > о .већ и у lD.ачкu s ':'" О. 
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С друге стране, ако је у:> О, парцијалном интег.рацијом се 
добива ' 

1 '~.' 1 "" 
+ т f e-Su. d {иУ А (и llа.)} = s f e-s/J,d {иУ А(и 1/а.)} , 

о о . 

па сменом и 1/С1. на место и следи 

1 оо 
X2(S)=-; f e-suа.d{urа.А(u)}, 
'о .'. 

где је. због у >0. И.а >0, такође уа> О. 

Применом става 1.1 добија се на тај начин 

Ста'в 1.3. Из (1.2), ири чему је О < а < 1/2' следи да је фу.нкција 

оо 

Х2 (s)';'" + f e- S
UC1. d {и' А (и)}, (t;> О) 

о 

регуларна не само у иолуравни R (s} > О већ иу iП.ачки S "'" О. 

Овај став добија нарочито једноставан облик ако се форму
лише за Стилтјесове и Дирихлетовередове; он .. тада гласи: 

Став 1.3'. Нека је 

О < "'1 < "'2 ..... < Ј..n . ..., ОО .. 
и нека ред 

"" 
g(x) = L ",na~x 

n7' 1 . 

конвергира за једно и iП.име свако х > О. 
Ако је 

ири чему је О < а < 1/2' тада је функција i1pеlliсlllаВЈЬеШl Дирихле 
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Шовuм редом 

где је '( > О, регуларна не ca.wo у йолуравнu R {s} > О вел U у 
шаЧI(U s = О. 

Напомињем да у ставу 1.3 место степена и'С може стајаТIi 

ма какав полином од U (а слично у ставу 1.3 l\feCTO A~ ма који 
полином од Аn). у том смислу би се могло ипи за уопwтавањем 
ових ставова, као и ставова 1.1 и 1.2, али пу то питање у овом 
раду оставити по страни. 

Прелазим сада на доказ става 1.1 Прегледности ради поде
,IIићу га у неколико лема, 

Лема 1.1. Нека је U > О, s > О, О < а < ј/2 U О реалан брОЈ 
такав д(1 је 

-1 < 8 < 0:0 кад је О < а < 1/2 

-1 <8<- 1/2 кад је а=1/2 . 

Тада је 

(1.4) 
ос> 8 -sx.« соsла. « . 

_1 f х е ~1П (Sx. SIП 'ltа-. 'It<» /) -su« 
-------------- dx ~ и, е 

1t и+х 
О 

д о к а з: Функцију 

/) -·sz« е- ј1lа 

') z е g~z =-----
. z+u 

интегрисапу дуж контуре која се састоји: 
1) из периферије С1 централног круга до-
вољно великог полу~речника. Rј2).из ' .. 
праволиниске путање С2 дуж реа,llне по
зитивне осе од R до р « R)j 3) из пери-
ферије Са централног круга довољно ма- Сл.' i. 
лог полулречника р и 4) из праволиниске 
лутање сф"дуж реадне,nозитивне' осе од' р до R (сл.' 1). Једини 
сингуларитет функције g (z) који лежи у области обухваћеној 

овом ,~OHTYPOM је пол u е/Л који лежи на негативној реалној оси: 
По ставу о резидууму, је џрема томе, 

_1_. . Ф . g (z) dz'~ и/) е'лб e-'--sua . 
2n 1. . 

С,+С2+С.+С, 
... 
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Даље је 
2n 

1 Ф R1+b Ј' '.':, e-sRа[соsа(е-:n:)+isiпа(6-;n;)ј 
--о g (z) dz ~ -- е/,вв dG. 
271:[ 2" R е је + и 

~ о 

следи да 

' .... ~ ф g(z)dz~O 
. 271:[ 

код R.,.oo . 

С. 

Слично се добија да 

_1_. Ф g(z)dz~O 
2" [ 

Са 

кад p~ О. 

Што се тиче интеграла по контурама С2 и С4 лако се добија да је 

_1_. {ф g.(z) dz + Ф g(z) dz} = 
271:[' 

R 

~·:n:Ы Ј xBe- sха е-јn!! d } + е ------ Х = 
х+и 

р 

-R 

e7f,BI .Г x~ e-,sx
a 

соз:n:а siп (sx a siп 71: а-71:0) dx 
1t х+и 

р 

одакле непосредно следи тврђења леме 1, кад p~ () и R ~ ОО. ' 

Лема 1.2. За и, S, а; ио као у ле:~и 1.1. нека је 

. (1.5) 

Тада је 

(1.6) 

(1.7) 

(1.7') 

х . 

Fa(x;s)~ Г.јЬ e-sta;cos:n:a sin(st~ siП71:а-~О}:dt • 
. о' 

. F а (х; s) = о (х 1+ 8), Х ~ О , 

Fa(x;s) = о (е- 1/2 sx
a cos:n:a) , x~oo, (О<а<1/2) 

Р.'2 (Х; s) = 0(1), Х ~ оо (- 1 < 8 < - 1/2)' 
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Доказ. (1.6) је очигледно. (1.7) следи лако ако је Ра (oo;s)= 
= О. Наиме, из 

оо '" 

F«(x;s)~ {Ј - ЈЈ е8 t-stасоsтr,;а.siп(stаsiп:тса_:тс6)dl 
о х 

'" 
и Ј = о добија се одмах 

о 

оо 

(1.8) Pa(x;s) = - Ј е&гst<1.соsтr,;<1.siп(st<1.siП1tа-1t6)dt, 

а одавде се (1.7) добија обичном мајорацијом. Према томе, остаје 
да се докаже да је Ра. (oo;s) = О,И то за О < а < 1/2' У ту сврху 
ставиhу у интегралу 

о + 1 место Ь и извршити гранични прелаз и ~ О, одакле одмах 
следи 

оо 

Ра (оо; s) = Ј 18 e-s t« cos п <1. siп (s '« sin 1t а - 1t 6) dl = О, О < а < 1/~, 
о 

што је и требало доказати. 

у случају K~Д је а = 1/2 лако се непосредно УВИђа да важи 
процена (1.7'). 

Лема 1.3. Нека је 
'" 

(1.9) S(x) = f dA(u) 
и+х 

функција из сШава 1.1 а Ра (х; s) функција из ле ме 1.2. Тада йосшоји 

(1.10) 1 Ј'" 1 Ј'" J"'AM~ - Ра (х; s) S (х) dx = - Ра. (х; s) dx' 
1t 1t (и+х)2 

о о о 

и у двосшруком инliiегралу;'са десне сШране једна чине (1.1 О) сме се 
йромениliiи ред иНШеграције. 
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(1.11) 

., Владета .. ВУЧКQвиh .. 

д.о к а з, Функци'ју S (х) уз'е:trу у облику 

оо 

S (х) = f А (и) du . 
(и+х)2 

о 

Према познатом ставу (в. нпр. Видер [1] стр. 331, Т. 3 с) за 
Стилтјесову трансформацију је даље 

( 1.12) s (х) = О (~ ), х -+ О + . 

На основу процена (1.2), (1.6) и (1.12) постоји 

J:rJ ., 

Ј Pa(X;S) S(x)dx. 

о 

Доказаhу сада да се у двоструком интегралу са десне стране 
једна~,ине. р .\10) ,сме променити реД, и.Н'г~фа_~и.је. 

За коначне R1 и R2 је најпре 

одакле следи 

оо Љ Љ Љ 

Ј Ра (х; s) dxf~(t1- du = Нт f Л(U}lduf~.~ (X;s) dx .. 
(и+х)2 R,=oo (и+x~2 

о о о.· о. 

Доказаhемо да је гранична вредност са десне стране једнака· 

R2 оо 

ЈА< )d f Fa(X;S)d 
.д. 11, Х. 

. (и + х)2 
О О 

У ту сврху довољно је показати да разлика 

љ оо Љ Љ 

D 1 = Ј А (и) du f Р.а (х; s) dx - Ј А (и) du Ј F а (х; s) dx = 
; (и+х)2. . {и + х)2 

о о '., о о .' 

.. '- ~ 
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тежи нули кад R1 -+ ОО. ТО непосредно следи отуда што 
ао f [Ра (Х; s)j(u + х)2] dx, а> О, конвергира, а тотална варијација 

а 

функције А (и) је ограничена за' коначно R2 • Према томе је 

ао R. Љ ао 

f f А (и) du f f Fa(x;s) 
Fa(Xjs) dx (и +х)2 = А (и) du (и +х)2 dx, 

о о о о 

одакле излази 

ао "" "" R2 

f f Fa(X;S) ' . f Ј А (u)du 
А (и) du, ( )2 dx = Ilm Ра (x;s) dx ( )2 . 

и+х R";' и+х 
о о 2~ со О О 

Доказаhу да је гранична вредност са десне стране' једнака 

Ј"" Ј"" А (и) du 
F а (Х; s) dx (и + х)2 . 

,О О 

У ту сврху посматраhу разлику 

ЈаО Ј"" А (и) du Јао JRtA (и) du 
D.= Fa(x;s)dx (и+х)2 - Fa(x;s)dx (и+х)2 

О О О О 

ЈСО ЈСХ> А (u)du 
=' Fa(x;s)dx '(и+х)2-

О Rz 

И доказати да D2 -t О кад R2 -+ оо . 

Парцијалном интеграцијом се добија 

"" со 

Ј' А Си) du= A·(R2) -+ f dA.(u) 
(и + х)2 х + R2 x + и 

R2 R. 

Увешhу, осим тога, функцију 

r 

f dA (и) 
g(t) ~ u + 1 ' 

О 

која задовољава асимптотску процену 

(1.13) g (R2) = S(l) + 0(1), R2 -+ оо. 



268 Владета Вучковиh 

На основу тога је 

= = . 

Ј dA (и) 1 + R2 Ј g (t)· . 
u+ х = S(1) - g(Rz) x+R

z 
+ (1- х) (х + ђ2 dt. 

Љ . Њ . 

тако да се D2 може написати у облику 

J=Fa.(x;s) Ј= [ 
D2 = A(R2) -;; + R

2 
dx + Fa.(x;s} S(I) - g(R2) 

О О 

1 +R2 ] 

x+R
2 

dx + 

(1.14) 
"" "" 

. + 1 Ра. (x;s)(1 - х) dx f (: ~~)2 dt. 
О R. 

У случају кад је 0< а. < 1/2' функција Fa.(x;s) задовољава е}(спо
ненцијалну процену (1.7), одакле следи (узевши у обзир (1.18) за 
процену другог интеграла у (1.14» 

"" , . , "" 
IA (R)\ Ј·' IS(I)·' f D21 < с R

2

2 е - sxO:COS1>a. dx + С R
z 

'х -11 е- SXCXCOS1>a. dx+ 
О О : 

"" 
+ 0(1). Ј 1 +~з. e-sхО:·соsnа. dx. 

х+ z 
О 

Из ове неједначине одмах излази да Dz-+O кад R2 -+ оо, јер из 
конвергенције интеграла (1.11) имам'процену А (и) =о(u), и-+OD, 
на основу које се први члан са десне стране горње неједначине 
ану лира код R2 -+ оо • 

Међутим, у случају а = 1/2 за функцију F1fz(x;s) имам само процену 
(1.ђ, која није довољна да би се могао извести закључак да 
D2 -+ О кад R2 -+ оо . 

Зато пу случај кад је а.=1/2 третирати као гранични случај 
кад а. -+ 1/2 И применити Арзела-Лебегов став за несвојствене инте
грале у следеhем облику: 

Нека је 

Нт q>11 (и) = q> (и) 
0:-+0:0-

и нека интеграли 

"" "" f q>o: (и) dil, f q> (и) du 
о о 
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постоје. Ако је за свако и>О и а:< ао 

I Та (и) 1< \}I(u) 

а ако интеграл 

оо 

Ј \}I (и) du 
о 

постоји, тада је 
ао оо 

liri1 ЈТа (и) du = Ј'9 (и) du. 
a~ao-

о О 
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у случају када је а=1/2 , биhе тим пре S(x)=O(e- Ха ) за 
9 < а < 1/2 те на основу малопредоказаног важи једначина 

'Ј оо ЈООА(и) ЈОО ЈРа (Х; s) 1 
(1.17) Fa(x;s)dx (U+X)2du= A(u)du (U+X)2dx,(O<a</2)' 
оо о о 

Ставимо 
оо 

Ј 
Ра(х; s) 

Та (и) = А (и) (и + х)2 dx. 
О 

Парцијалном интеграцијом добива се 

'" ос '" 

f Ра (Х; s) Ра (Х; s) I ЈРаl (Х; s) 
-"'---'----'-dx= - + dx= 
(и +х)2 и+х и+х 

о о о 

Ј
СО 8 -sxa; cos хес . . ) 
Х е S1П (sx a S1П ~a - ~~ d (1 _sua 

= x=~ue . 
и+х 

о 

Последњи резултат се добива на основу леме 1.1. 

Према томе је 

(1.16) 
8 а 

(јЈа;(U) =~A (и) и e- SU , 

где ћу узети - 1 < 8 < - 1/2' 

Значи 

(1.17) Нт Та (и) = я А (и) и8 е -sVu :с q> (и) . 
се -+ 1/2 
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Због А (и)- о (и), и -+ оо јасно је да постоје 
ас ас 

Ј Ј о sua 
<ра (и) du=тe А (и) и е - du 

о о 

ас ас 

Ј <р (и) du = п Ј А (и) иО е -sVu du . 

о о 
Осим тога је 

I <ра (и) I = те! А (и) I иб e- sua <; Чr (и), 
где је за О < и < оо и 1/4 <; а < 1/2 

f 

Чr(и) = 2теIА(и)lиб e-sУu 
ас 

Значи, Ј Чr (и) du постоји. Применом Арзела-Лебеговог става је 
о 

према томе (узевши 1/4 < ((. < 1/2 И ((.0 = i/2) 

се оо оо со 

(1.18) Нт ЈА (и) du f Ра. (х; 1;) dx = f А (и) du ЈР1/2 (x;s) dx. 
а-+1/2- (и+х)2 (и+х)2 . 

о о о о 

С друге стране, опет применом истог става, лако је показати да је 
оо се оо оо 

(1.19) Нт jFa.(X;S)dxJA(U)dU =ЈРl1 {X;S)dxJA(U)dU 
а-+Ч2- . (и +х)2 ~ (и+х)2 

о о о о 

Из (1.15), (1.18) и (1.19) следи да је и за а - 1/2 

оо се се со 

Ј Ра. (x;s) dx ЈА (и) d~ = Ј А (и) du ЈРа. (х; s) dx, 
(и + х)2 . (и+х)2 

о о о о 

циме је лема 1.3 у потпуности доказана. 

Лема 1.4. Ако је F а. (х; s) функција из леме 1.2, Шада је 
функција 

оо 

(1.20) x(s) = ~JFa(X;S)S(X)dX 
о 

регуларна не само у [lолуравни R {s} > о већ и у ШаЧICи s = о. 
Д о к а з. На основу процене 

I Si; s I < 2 elSI , 
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која важи за свако комплексно s, имамо 

(1.21 ) 

х 

ј F а (х; s) I < Ј i6 е' $ I t
a 

cos л а I sin (s tasin 1t а; -'7t 8) I dt < 
о 

< м I s / х 11+ 0:+ 1 е' $1 х" (cos ло: + sin i&a) , 

271 

па на основи ове неједначине и неједначине (1.2) интеграл са 
десне стране једначине (1.20) апсолутно (па и униформно) кон
вергира у кругу 

(1.22) Is/ < 1. 
cos 1t а; + s1П 1t а; 

Тиме је лема доказана. Напомињем да се област дефинисана 
неједначином (1.22) може ПрОIЏИрИТИ даље у леву полураван ако 
се у интегралу (1.21) узме R {s} уместо / s /. 

Докав става 1.1. Према ле ми 1.4 функција 

1 ЈОС> Х (s) = -;- . Ра (х; s) S (x)dx 

о 

регул.арна је не само у десној полуравни веn и у тачки s = О. 
Претпоставим ли привремено да је s реалан и позитиван број, 
биnе на основи леме 1.3 и леме 1.1 

ао ао ао ао 

Х (s) = ..!..ЈР (Х' s) dx Ј А (и) ~и = ..!..ЈА (и) duJFa(X; s) dx= 
1с а' (и+x)~ 1с (и + х)2 

о о о о 

ЈОС 1 JOOP~ (х; s) 
= А (и) du - -- dx = 

1t и+х 
о о 

оо 

= и е А (u)du. Ј 
1) -sua 

о 

Према томе, функција 
оо 

Х (s) = и е А (и) du, Ј 
в --suО: 

о . 

где је 0<а;<1/2 и 8>-1 кад је 0<а;<1/2 , а -1 <8< -1/2 
кадјеа;=1/2 , која је регуларна за R{s}>O, регуларнајеиу 
тачки s=O. 
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Сменивши ио. са и, добивам да је 

"" 6+1 

Ј 
-su --1 l/а . 

Х (s) =' е и а А (и ) du. 

о 

у слуцају О < а < 1/2 овим је завршен доказ става 1.1, јер је због 

о> - 1 и У "'" 0+1 - 1 > - 1. У случају а = 1/2 за експонент 
а . 

0+1 ] -;- - 1 важи само 

~...j...l 
-1 <--.-.:- -1~O. 

а 

МеђУТИМ, диференцирањем функције Х (s) ,по s овај се експонент 
сваки пут повећава за јединицу, те према томе може (5ити ма 
који број > - 1 . . 

ДРУГИ ДЕО 

У овом делу дајем праве инверзне ставове, који се односе 
на Стилтјесову трансформацију, Стилтјесове редове, Лапласове 
интеграле и Ј(ирихлетове редове. 

Став 2.1. Ако је 

(1.2) 

г де је О < а; ~ 1/2 и ако А (и) задовољава услов конвергенције 

(2.1) и~ (А (v) - А (и)] > - т за свако и < v ~ и+и1 -о. 

ира чему је ~ > - а, тада је 

(2.2) u~S(u)~O(l), и .... оо. 

Извешћу најпре три леме које су ми потребне за доказ 
овог става. 

Лема 2.1. Из услова конвергенције (2.1) следи да за свако 
и ~ v -< 2 и функција А (и) задовољава и услов 

(2.3) А (v) - А (и) > - т иa-~ . 

Ј( о к а з. Нека је ~ (t) = ехр џо.). Инверзна функција функ

ције ip (t) је сь (t) = (log t)l/CL. Како је 

сь [л ср (х)] ~ х + log л х 1-0. + О (х 1 - 2 а) , 
а; 



СтилТјесова трансформација 273 

то могу изабрати једно А> 1 такво да је 

<ь [1. ср (х)] < х+х1-а • 

Тада је, према (2.1), за свако х' које се налази. у размаку 
[х, <ь [1. ср (х)]Ј 

(2.4) . А (х') - А (х) > - т х -р. 
Нека је у неки број> Х. Ставиhу 

хн 1 = <ь [1. ср (х,,)] "'" <ь [1.1' IF (х)], v =-=0, 1 ,2, •• : •• , п 

и ограничиhу број п тако да је хn < У<Хn +1' Ако у (2.4) ставим 
најпре Ху место х' и ХУ- 1 место х, при чему је v = 1,2, ... , (п -1), и 
најзад у место х' и Хп место х, добиhу сабирањем свих тако фор
мираних неједначина 

п =1 

А (у) - А (х) > - т х -13 - т L {<Ь [1.У IF (х)] } -13 • 
11=1 

у случају ~ > О сума с десне стране да се мајорирати ните
гралом 

n-l 

Ј= f {<Ь [1.f ср (x)]}-j3d-r. 
о 

За IЗ ::ј:: а је 

а за {3=а је 

ех ХN ех у 
Ј= log-< log-. 

2 log А х 2 log 1. х 

Према томе, за х < у < 2 х је за {3 > О У сваком случају 

А (у) - А (х) > - т х -(3 - m1 ха -11> - m2 xo.- fJ• 

у случају f3 <о је 

18 Збории& 

n-l n-l _! 
L[<Ь[1.vср(х)]·ГIl = L[vlog1.+xCX ] а 
v-l v=1 
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где чланови збира монотоН:Ь piCTY. Но тада")е ;. . '. ~ ~ 

п -1 ,. 

2: [У log 1.+ /1.] -~/a = О [(п ~ 1) log 1. +хаг~/~+ 1 = 
'v =·1 . ,. ".. . "о • • ••••• •• ј 

= о (хn a-~) ='o'(y~:"~) 
па је и у овом случају испуњена неједначина (2.3). 

" ". -, • "!' • ~ .. ' ~ ,. . . 
Лема 2.2. Иа (1.2) (уиотребљава се само много слабија иро-

цена S (х)= О (ха -~),X-too) il услова' (2.3)' следи' 

(2.5) " А (и)~ О (иa-:-~)~ и.~ оо; . <:!.';';~ " '!~;'i:; ,-
" . До к а'З' овелеме неьу' н~водити, јер се,О.Н. )Ј.об.ИВа:,~ф~~р
шењем поступка примењеног од Саса у [1}. ' ... ' 

Лема 2.3. Фуmщија< A'(iij из става 2.1 задовољава и услов 
конвергенције ".- . . 

(2.6)v~/~ А (l'l /а} ~ _и.~/0. f1,(u}/a»-:m. ,за свако и <.. у .. ::::;;;; и + 1 . 
• • 0 • • •• ; ': ,о ••. , • _ ~ '," • _ .' 

д о к а з. Имам најпре идентитет 

l'~/a А (l' 1/0.) - u~/(J.. А (и 1 /а) = u~/a [ А (l'Но.) - А (и 1 /а )] + 
+ (v~/o. - и~/o.) А (v 1jo.). 

Из услова (2.1) следи да је први члан са десне стране > - m. 
Како је за и ~ V ::< и + 1 

. v~/a -':"~~ja. ~ о (1'-lН/0.), v ~ оо 

употребом неједначине (2.5) види се да Ье израз 

.. '.' (v~~, - u~/Cl).A'('vl/a) ... 

увек бити униформно ограничен, чиме је завршен доказ леме . 
• " ~ \ 'о 'о '.' .,.... • ... • "; / ',j~ 1,. ,. • .:': .~--", . 

Докав става 2.1. t;Ia основу става 1.1 функција 
'\ .-.; 
0)' ", t 

Х (s) = f e- su u~/a А (и1 /а) dl1., ,'" 

О 

је регуларна и у тачки s = О.(јер због ~ > - а Је: ~/a > -1), а 
из њене регуларнос.ти у.в,.УЈЈИГ~ услова.(2.6).; СЛ~:;~ непосредно 

и~/a А (u1/aj = О (1), и ~ ОО, 
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као што су . показали ,Инг~аМ. и. Караi\',:атз [2] у ,:разради' ';ставова 
Н. Винера и Х. Хајлброна - Е. лаiщауа. "', .,' 

Став 2.1 вероватно није најбољи могуь због ограничења 
~ > - а. МеђУТИМ, кад је за извесно а> О А (и) = О за О < и < а, 
могуЬе је добити најопштији могуЬ став у томе смислу да буде 
~ > - 1. Формулисан за Стилтјесове редове он гласи: 

Став 2.2. Нека је 

и нека ред 

"'" а" g(x)=~--
Аn + х 

71=1 

конвергира за једно и тиме свако х:> о . 
Ако је 

g(x) = О(е-ха}, x~oo, 

где је О < а < 1/2 и ако Ic~ефиц~iенmи реда задовољавају услов 
конвергенције 

за свако u< v <, и + и 1 -« , 

ири чему је ~ > --: ], Ј!1ада)е : 
и~ f';an'~ 0(1), и~ оо . 

л.n~U 

д о к а з овог става добија се неп()средно отуда што је на 
основу става 1.2 функција' 

оо '. ,",-i- " .• , ! . 

Х (s) = Ј e- SU и~/a А (и~(:) du , 
О" . ~ 

где је 

А (и) = L ~n, 
.~ ~ . I 

An~и 

регуларна у нули, а noдинте.гР~ЛЈiа функцИ-ја'iL~/а А (и 1 /а ) задово
љава услов конвергенције (2.6). " 
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Напомињем да је. ограничење ~>- 1 најбоље могуће, јер 
веЬ за ~- -1 став постаје тривијалан. Наиме, из саме конверген
ције реда 

следи 

L ап =-= о (и) , и -+ оо . 
1.n~U 

Из става 2.1 могуће је извести и одговарајуhи став за Ла
пласову трансформацију, који гласи: 

Став 2.3. Ако је 

(2.7) ( -1) L (t) = О ехр ta/(l-a) ' t-+ 0+, 

где је О < а < 1/2 (тј. О < ~ < 1), и ако ilодинl11егрална фуm,· 
1-« 

ција А (и) задовољава услов конвергенције 

(2.1) u~ [А (v) - А (и)] > - т за свако и < v <и +и1 - 11 

при чему је р > - « , тада је 

(2.2) и~ А (и) = 0(1) и -+ оо • 

Пре -него што изведем доказ овог става навешhу и одгова· 
рајуhи став за Дирихлетове редове који је садржан у ставу 2.3. 
То је 

Став 2.4. Нека је 

0<1.1<1.2<······ < 1.п -+ оо 

и нека Дирихлетов ред 

"" ~ -1.п S D (s) = k ап е ,(s .... d + i '['), 
п=1 

конвергира за (1 > О. Ако је 

D (а) = О (ехр ~1~a.»)' (1-+ 0+ , 
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ири че.му је О < а < 1/2 (Тј. 0< 1 : а < 1) , и ако коефицијенти 
реда задовољавају услов конвергенције 

uf3 L аn > -т за свако и ~ v < и+и1 -0.. 
U<An~V 

lipu че.му је ~ > - а, тада је 

и L аn = 0(1), и -+ оо • 

An~u 

д о к а з с т а в а 2.3. Из (2.1) следи да А (и) задовољава услов 
конвергенције (2.3). Осим тога из 

(2.8) L џ) = о (t13- a
) , t ~ 0+ , 

(што је по (2.7) увек испуњено) и услова (2.3) следи 

(2.9) А(и)=О(иа-ђ, и-+оо 

(Авакумовиh [2], Караматв [3]). 

На основу процене (2.7), постоји интеграл 

ф ф ф 

Ј e-хуL(y)dy = f e-хУdу f e-уtdА(t) = 
о о о 

ф ф ф 

= Ј d А (!) f e-У(Х+О dy = Ј dxA+{? = s (х). 
о о о 

Промену реда интеграције оправдаhу слично као у доказ 
става IЈ. 

За коначне R1 и R2 је 

Rt ~ Ra Rt 

Ј е-ХУ dy Ј e-yt d А (!) = f d А (!) f е-(Х+ОУ dy; 

о о о о 

одавде се лако добива да је 

ф RtRa ф f е-ХУ dy Ј e-yt d А (t) = I d А (t) f е-(Х+ОУ dy. 

о о о о 
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Даље је 
'. ~ 

.... " . .,; "" ",' . """ R2 

f d А (t) Ј e-(Х+ОУ dy ,~~ifa,. f. CXy'QXJ гуl d АЏ)! 
о о о о 

. , , 

па је промена 'реда интеграције оправДана ако р.а.3лика 

"" "" 
D = f е-ХУ dy f e-:yl'd A{t) 

о Rz ..... ' 
,'"' " 

тежи нули кад R2 ..... оо. 

:",;: ЛарцијаЛЦQt4 инт.~гра.цијQМ ДQрщ~а~ ЩI је 

"" "" f е-уl d A,(tJ· Ј. -, А (R2)e-:YR~ + у ЈА (t)e-Y1 dt, 

~ ~ 
тј. 

"" "" "" 
D = - А (R2) f e-(х+R2)у dy ~'J у е- xY'dy f А (t) е-уl dt = 

о о .. Rz 

Даље је 

"" оо 

IJ1 1<M I у е-ХУ dy Ј t«-,~e-ytdt< 
", о R2 

па је 

јА (R2) I м. О R 
I D I < + ..... кад 2 ..... оо 

Х + R2 . (х+ 1/2 R2)1+~-a. 

u 1 + ~ - а.> о. 

Према томе је 

(2.10) 

о о 
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Извешhу сада процену функције S(x) кад x~ ОО.,. На ОС.НЩIИ 
процене (2.7) је . .' ,., . 

[ 
- - 1 ] 

L(y) = H(~)exp уај (l-а).:. 

где је Н(у)=О(l) кад у..,.О и Н(у)=о(у) кад y~ оо. Према томе је 
оо • .' \ .' а. .. '; ; 

..... , .S(x)-.. = f H(y)exP'.{,-.~y~I~~ - XY}dY; 
,!.:О., ' . .' ......• ' .. 

Ставим ли у овом интегралу . 

у ': Сl :а)хт-а u ,. 

он f:I?CT~je . 
. s'(x) ~. [о _аа)хг- а е-ха 

-/ ехр H(l-.a)x П и --I~a +1 ~a и - С ~Ј-аЈ!Н(У)dУ 
Функција 

а 

~-(y) = U -1-а + _а_'и _-(~)I-a: __ 2-'...(1_'-_' а-,-) и = 

l...,а l-а CI: 

= и-l~a+ а u _ (_а_)I-а 
2(l-а) Ј-а 

Достиже. свој минимум за и = 2 1 -а ·и о.н И3Ј10СИ 

0/ (2 1 - а) =._1_ [2-a.~ а1 -.а(l '- ai Ј·· .. 
l-а, . 

међутим, како Је 0'< а < 1/2' то је 

а1 -а(1_а)а<_11 _<_1, 
2 -а 2" 

1 '1 . .1. (21- а)' О јер је 1 - а > а, тј. -1 - " -, па Је 't' ~. 2 -а 2а . 

томе је 

_~ а 
u 1-а + -- и-

l-а . ( 
ct )1-а а -- > и, 1 :;-.а. . ... 2(l-а) .. 

Према 



280 B.IIaдe~a ВУЧКОВlo\h . 

одакле излази 

оо 

IS(x)I~~M [ а 1 е-ха Ј ехр { - [(l-а)х]а а U)dU, 
(1 - а) х.Ј а 2 (1 - а) 

тј. 

(2.11) 

о 

S (х) =-= О (е-ха) , х ~ оо . 

Применом става 2.1 добија се одавде одмах тврђење става 2~3. 

Напоменуhу да став 2.3 садржи као специјалан случај следеhи 
став В. Авакумовиhаиз расправе [2Ј. . . 

Ако је 

(2.12) L (t) "'" О ( е х р ~e 1) ,t~ О 
где је О < е < 1 и функција А (и) задовољава услов конвергеције 

1 1 

(2.13) и1 + е [А (v) -А (и)] > - т за свако и~ v ~ и + и 1 +6 , 

тада је 

(2.14) 

1 

и! +6 А (и) =-= О (1), и~ ОО. 

а 
Стави ли се, наиме,. у став 2. е"", -- и (3 = 1 - а тад (2.7) 

1- а .. 
прелази у (2.12), (2.1) У (2.13) и (2.2) У (2.14). 

ТРЕЋИ ДЕО 

у овом делу ПР,оучаваМ'случај кадј"е експонент а веhи ОД 1/2. 
Као што сам веп у уводу навео, став који овде добијам утврђује 
да постоји гранична брзина којом Стилтјесова трансформација 
може да тежи ,нули. За веЬе брзине је поДинтегрална функ
ција увек идентички једнака нули, сем евентуално на множини 
нулте мере. 

Став 3.1. Из 

(3.1) S(x) = О(е- ха ), х-+ оо, 

ири чему је 

следи 

(3.2) А (и) == О, 

сем евентуално на множини нулте. мере. 
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и доказ овог става извешhу, прегледности ради, у неко
лико лема. 

Лема 3.1. 
ао 

g (s) = ~ f s (х) siп ~ "Х dx 
о 

је цела uарltа фующија и за R {s} > о може се .преlliсщавиlliи Лаi1ла
совим иltlliеграло.м 

ао 

(3.3) g (s) = f e-SU А (и2) du. 

о 

Д О К а з. На основи процене (3.1) је 

(3.4) S (х) = О (е-А "Х), х -+ оо , 

за свако А > О. На основи ове процене и неједначине 
I Si: s I < "" е I S I 

која важи за свако комплексно s интеграл 
ао _ 

Ј s (х) SiП:V х dx 

о 

конвергира апсолутно (па и униформно) за свако s за које је 

Is-I<A. 
Како је А ма какав реалан број > О, следи да горњи интеграл 
конвергира за свако коначно s. Поред тога, очито је да је g (s) 
парна функција. Према томе је 

(3.5) 

ао _ 

() 1 f s ( ) sin s V х d gs=-- х х 
1t: S 

О 

цела парна функција. 

Претпоставим ли привремено да је s реалан број > О, то је 
сю _ оо са 

fs( ) siПSVХd ~ Ј' ·J-d fdA(U) 
х х = - S1П S у Х Х = 

S S и+х 

(3.6) 
о о о 

OD ао _ оо 

=~! dA (U)!SiПS-vхdХ =~! e-s'iu dA (и), 
s и+х s 

о о о 
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уко~ико ~aM у OBqM ДВQ<;-r:РУI.<Q,м,; .fI~П~ГРilЛУ сме9 ПРО~~НИТ,и ред 
интеграције. Да бих' то доказао, попи пу од интеграла, .... 

(3.7) 

~ ~ ,. 

f е-'SХУСОSЛУ siu(sxY Si'n:rcY)dX! dA (и), 
" ,и+х 

о " " 'о ' , 

где је 1/4 <, У< 1/2' Као у. Доказу.става 1.,1, r.щ~е,С~ показати 
да се у (3.7) сме изменити ред интеграције, те да .. је. 

(3.8) 

ф ф 

f e-sхУ COS1t'Y siii (sxY sin 1tY) dxf' d А (и) = 
и+х 

о о 

ф ф -sхУ COS'" У' ф 
= ј dA(U)je ,.' . Yu:n~(SX S1П~У)dх{=:rcј e-SUУdА(U)}. 

о о . о 

Потпуно исто као у доказу става 1.1, применом Арзела-Лебеговог 
става, може се закључити да се овде сме извршити прелаз у -+ 1/2' 
чиме је оправдана промена реда интеграције у (3.6), јер за у = 1/2 
(3.8) прелази у средњу једначину из (3Ј».' . . . . . 

Према (3.5) и (3.6) је 

ф ф 

g(s) = + Ј e-·~Vu. dA (Ц) = + Ј ~-Sll dA.(u2
), 

О О 

одакле' се парцијалном интеграцијом добива 

(3.3) 
ф 

g (s) = f e- su А (и2 ) du . 

. о' 

Лапласов интеграл (3.3) је конвергентан за R. {s} > о ,па 
према томе претставља функцију g (s) у десној 'полуравни, што 
је и требало доказати. 

Ле ма 3.2. За све 

(3.9) 



283 

је 

(3.1 О) Ig(s)I<M(oo). 

Д о к а з. Довољно је да докажем да неједначина (3.10) важи 

у случају (Ј) < ~, јер из парности функције g (s) следи да иста 
2 . 

п 
неједначина важи и за -оо> - . 

2 

Како из конвергенције Стилтјесо~е трансформације S (х) 
непосредно следи да је А (и)=о (и), и ~ оо, то на основи (3.3), 

стављајуhи s=pe1w
; добивам одмах да је 

оо 

Ig(s)l<c!e-РUСОSWU2dU= с < __ С_, 
рВ cosS w cos~ w 

о 

чиме је лема доказана. 

Лема 3.3. За свако s функција g (s) задовољава неједначину 

2а 

(3.11 ) ( I 2a-l I g (s) I < к (а) ехр ! s ). 

Доказ. Из (3.5), (3.1) и неједначине 

добива се простом мајорацијом да је за свако s 

Сменом x=(lsl/(2a»2/(2a-l) и· добива се даље 



284 . ВпздетаВу''lКовиh 

оо 

ср (1 s 1) =- Ј е - ха + I s I УХ ""х dx = 

о 

2 2« 

- (~S~) 2.-1 f :xpH~S~)2.- ј (и· - 2 aViJ ))dU ~ 
о 

2 2 а 2а 

2а-1 (Ш)2а-1 ао I I 20:-1 

=(~S~) е2а 2а Ј ехр{- (2
S
a) (Ua -2а VU+2а>}dU. 

о . 

Слично као при доказу става 2.3. може се показати да је 
за и>О 

а - 1 
u - 2aVu + 2а>-и, 

2 
одакле следи 

2-2 а 2а 

( J!.l )2а=1 { 2 а (~.)2a-1"}' <: 2 2а ехр 2а <: 

чиме је лема доказана. 

Лем.а 3.4. Нека је функција f (s) регуларна у свим тачкама уг ла 

(3.12) 

и нека је на зрацима arc s = <90 и arc s==<9t 

(3.13) . I t(s) 1<: М. 
Нека осим тога и0стоји такав i10зитиван број ђ да је у углу 

СРо <: arc s < CPt· 
_1t __ 

8 
(3.14) 

{ 
'l'l-СРО } IHs)I<Kexp Isl" ."! 
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Д о к а З. Поља-Сеге [1] зад. 330. Став је од Фраг.м.ен-Лuнделефа. 

Докаа става 3.1. Доказаhу најпре да је функција g (s), из 
леме 3.1 ограничена у целој равни. Узмем ли да је а. број из 

2а.-l 
процене (3.1), а 8> О такво да је 2 аТ < 1, то могу одредити 

један фиксиран број 8 > О који Ье задовољити неједначину 
(3.15) 8 < ~ 2 а - 1 

2 2а(1 + 8)-6 
п 11; 

Комплексну s-раван поделиhу зрацима arc s = -"2 - 8, асс s = - 2" + 8, 

П П 
асс s = 2 - 8 И arc s = 2+8 У четири обла-
сти О1 , О2 , Оа и О4 (в. сл. 2) тако да је 

п 
D1 област дефинисана са - '2 + 8 < асс s < 

п п D.--+---D <" 2 - 8, О2 област дефинисана са -2- - 8< - • . --'----

п < arc s < 2 + 8 док су Dз И О4 њихове 

симетричне слике у односу на координатни 

почетак. 

п 
На зрацима arc s = 2 - е и arc s= 

- ~ + е, по леми 3.2, g 's) задовољава неједначииу 

(3.16) Ig(s) 1< м (8); 

како је g (s) париа функција, иста процена важи и на зрацима 

п п 
accs=-T+ e и arcs= -2-е. , 

Даље, у углу О2 , на основи (3.11) и (3.15), следи да g (s) 
задовољава неједначину 

_я __ д 

l(gs)I<К(а)ехр{lsl<РгCJIо }, 

. п п 
где Је СР1 = 2 + 8 И СРо = 2 - е. 

Применом леме 3.4 закључујем да је g (s) ограничена у Da, 
а како је она париа функција, да је ограничена и у О4 • 
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Доказаhу сада да је . g (s) ограни'чена и у области' О1 (а из 
љене парности следиhе исто за оз). Јасно је да је за довољно 
мало 11 > О g (s) ограничена на правој R {s} = 11. Како се функција 
g (s) у десној. ХIO~ур,а.вни. може пре.тстав.ити Лапласовим инте
гралом, следи да је она ограничена и' десно од праве R {s} = 1), 

тј. у целој ,об-!lас;гиl\. јер. за мале Js I ~eb се и.~, t3.б) ~~ ~aKЉY-
чити ОI'раниче~ОСТ"фУН~.ЦИЈе K(~):-'"", ; .. , '" .. ,'."., 

Према томе, g (s) Је ограничена у цеЛОЈ равни. Како Је Она 
цела функција, применом првог Лиувиловог става .. 3iIкључујем: 
'функција g(s) је константа. Како, као Лапласов интеграл, g(s)-tО 
кад s-+ +60, д6биваМ"најзад да'је ..• "'," , . ;;, 

(3.17) 

Вратим ли се на (3.3), имам . 
"{ 

"" 
Ј ~.-S~A. (Џ~) du =: О 
о 

одакле ПРИ,меном става о једнозначности Лапласове трансформа-
ције (Деч [1] стр. 35), закључујем "'. ; .... 

',; 

сем евентуално на МНОЖИЩI н.ултемере, чим~је завршен до~~з 
става 3.1. ." 

Као iliTO сам у уводу 
цију важи, с~ичан став: 

Alto је 

(.:\.19) 

где је Э> 1, тада је 
! '. "Ј ~ •... ... А Си),=: O~ :' .' ".',..; '-,' 

сем евентуално на множuнu нулте мере. 

Овај став је последица једног Дечовог става (В. Деч [2], стр, 
483i став 6);' " , '.' ;' ,. ,. '. . 

; ", ,.. :':., .' .~.~ .< .. 

А v а k u m О v i с О. v О ј i 5 I а v - [1 Ј Bemerkung ilber ејпе,п Satz de5 Непп. Т .. , Сасlе-
тап. МаЊ. Zeltschr. 53 (1950), НеН 1, 5tr. 53~58. . '. . 
[2] Einige Siitze ilber Laplacesche Integrale. РuЫ. de l'lnst. Math. de /' Acad. 
,Serbe d-e·s·8cI,.-3· (1950) -5tr .. 287.-:-'304. "; ; '."". """",,,.; 
[3] О Laplace-()vim:ciпtеgrIlЈirnа koji" se роЩlSајu,.~ао,iЩ<lfапа" еk5Fю,nепсiјаlпа 
funkcija. Glas СLХХШ (1936), 5tr 183-196. . ' 



Стилтјеtова траНСформација 287 

Аvзkumdviс V. i Karamata Ј:..с.. Ober'eiriige Taubersche"Siitze,' deren 
Asymptotik уот Ехропепtiаlсhагаktег ist. Math. Zeitschr. 41 (1936), НеН 
3, str. 345-356. 

В е r п s t е i п V 1 а d i m i r -- Lecons sur les progres recents de lа theorie des 
series de Dirichlet, Paris 1933. 

Б о ј а Н и h Р. и В у ч к о в и h В. - О сопственим вредно~тима 'гранiiч~ог за
датка малих осцилација еластичне плоче. Зборни/{ радова .иаm. инсm. САН 
3 (1953) стр. 107-129. ' ' 

W i d d е r D а v i d , Yer п о п ~, .Ihe Laplace Tr.~nsfqr!11, Princeton 1946. 
W i е п е r N о r Ь е r t - [1Ј Tauberian Theorems. Апп. 01 Math. 33 (1932), str. 

1-100. 
[2Ј А theorem о! Сасlетап. Тће Sсiеш;е Repotls 01 Nat. ТSlпg-Нuа Ипјџ. 
(А) 3 (1936), str. 291-298. ' '. 

D о е t s с h G u s t а v - (1] Theorie und Апwепduпg der Laplace-Transformation, 
Berlin 1937. 
[2] Handbuch der Laplace-Transformation, Basel.' 1950. 

К а r а m а t а Ј о v а п - (1] ОЬес ејпеп Satz уоп Н. НеЈlbсоп und Е. Landau. 
РиЫ. Math de ,1'Univ. de Belgrade 5 (193б), str,. 28-38. 
[2] Quelques theoremes de nature tauberiene. Studla Mathematica 4 (1933), 
str. 4-7.' " 

с а r I е m а п Т о r s t е п - [11 Proprietes asymptotiques des fonctions fon<!amen-
ta]es des membranes vibrantes (1934) (foto-kopija). ' 
[2Ј ОЬес die Verteilung der Еigепwегtе partieller. Diffегепtiаlglеiсhuпgеп. Ве
гјсЫе йЬег die Verh. der SёJchsch. Acad. der Wiss. 88 (1936), 119-132. 

L i t t 1 е w о о d Ј о h п Е. - The сопvегsе о! Abel's Theorem оп power Series. 
Ргос. 01 the London Math. Soc. (Ser. 2) 9 (1911), 434-448, 

Р 61 У а - S z е g 1) - АufgаЬеп und Lehrsiitze aus der Апаlуsis 1, Вегliп 1925. 
F r е 11 d G е z а - Restglied eines Tauberschen Satzes. Acta Mathematica (1952). 
Hardy О. Н. i Littlewood Ј. Е. - (1] Tauoerian Theorems сопсегпiпg Power 

Series апd Dirichlet's Series whose coefficients are positive. Ргос. London 
Math. Soc. (Ser. 2) 13 (1914), str: 174·-191.' , 
[2Ј Notes оп the theory о! series (Х!): Оп Tauberian theorems. lbid 30 
(1928), 23-27. 

DIE SТIELTJES-TRANSFORMAТION DIE MIТ DER 
GESCHWINDIGKEIТ DER.' EXPONENTIALFUNKTION 

UNENDLICH KLEIN WЩD 
VLADETA VUCKOVI<: 

Es sei А (и) eine Funktion von beschrankter Schwankung auf 
jeder endIichen Strecke und es sei А (О) ~ О. 

оо 

S (х) = Ј d А (и) 
и+х 

о 

bezeichne die Stieltjes-Transformation die fйr ејn und somit fur аНе 
х > О konvergiert; 

оо 

L (s) = Ј e-SU d А (и) 
. о 
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bezeichne die Laplace-Transformation die fiir (Ј. > О konvergiert. Dabei 
ist s = а + i т. 

(1.1) 

Verfasser beweist и. А. 

Satz 1.1. Wenn 

und О < а < 1/2' so ist die fur а> О reguliire Punktion 

"" 
х (s).., f e-SU иУ А (и 1/<1) du, (у> - 1), 

о 

noch im Punkte s = О reguliir. 

Satz 2.1. Aus (1.1) und der Konvergenzbedingung 

(2.1) ufl [А (v) - А (и)] > - т fur alle u < v < и + иl~a 
(wobei ~ > - <1.) folgt 

(2.2) ufl А (и) = 0(1), и -+ оо • 

Satz 2.3.. Aus 

L Са) = О {ехр - 1 }, а -+ О +, (О < а < 1/2)' 
аа/(l-а) 

und der Konvergenzbedingung (2.1) folgt (2.2). 

Satz 3.1. Ist 

s (Х), = О (е-х<1) , Х -+ оо 

und а; > 1/2' so ist А (и) eine Nullfunktion. 

". ..\,~ 

д. '" ~:.~; . 
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БРАНИСЛАВ ПЕТРОНИЈЕВИЋ 

ПРИМЕНА ХИПЕРБОЛНИХ ФУНКЦИЈА НА ИЗВОЂЕЊЕ 
ТРИГОНОМЕТРИЈСКИХ ФОРМУЛА ПРАВОЛИНИЈСКОГ 

ПРАВОУГЛОГ ТРОУГЛА ЛОБАЧЕВСКОВЕ РАВНИ 

ЧИСТО ПЛАНИМЕТРИЈСКИМ ПУТЕМ 

Претходна Прuмедба 

док су творци неевклидове геометије, Лобачевскu и Бољај, 
могли да изведу те тригонометријске формуле само узимајуhи у 
помоh фигуре тродимензионалног простора, дотле је немачки 
математичар Лuбман успео да те формуле изведе чисто планиме
тријски применом хиперболних функција и граничних лукова.l ) То 
извођење донекле је упростио енглески математичар Со.мервuл.2) 

У следеhим редовима писац је покушао да Либман-Сомер
вилово . извођење још више упрости, при чему му је било од 
извесне помоhи и Каганово извоljење уз руски превод "Гео.ме
шрuјскuх uсiiuшuваНЈа" Лобачевскога. В) 

Полазну тачку за ово извоljење претставља гранични лук 
код кога је тангента у једној крајњој тачци (тј. управна на осу 
која пролази кроз ту тачку) паралелна са осом која пролази кроз 
другу крајњу тачку. Тај се гранични лук означава са S, а сваки 
други гранични лук са s. 

1) Први пут је то извоljење Лuб.ман саопштио у једној расправи И3 1907-e Г., 
па затим у другом издању своје "Nichteuklidische Oeoтefгie", 1912-e. У трећем 
издању од 1923-е то се извоljење налззи на сТр. 32 ff и 55 ff. 

2) D. М. Soттeгville, The Elements of Noneukleadean Geometry, 1914 
(р. 61-74), 

З) Кэганов превод иззшао је у првој свесци новог издања целокупних дела 
Лобаqевскога од стране совјетске Академије наука у Москви 1945 г. под насловом: 
Н. М. Лобачевскuй, Геометрические иследования по теориипаралелных линиЙ. 
Перевод ... В. Ф. Кагана. 

у том преводу одговарајуће излагање .налази .се у .Приложенiе VII", 
стр. 164-166 (Т. 14 и 15). 

У следеhем биhе цитиран и мој српски превод Лобачевскога, чије је друго 
издање издала српска Академија наука у 3бирци .Класични науqни списи', књ. 
Ш, 1951 (и то биhе цитирани .Додатци", и парагра.фи). 

19 Зборник 
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у фиг • .} гранични луци АВ, СО, ОН и РЈ једнаки су и равни 
луку 8, док је гранични лук DO = s, тако да је лук CD ,;.. 8 - s, а 
лук DH = 8 + s. Даље' је (ако са О означимо тачку пресека 
двеју паралелних у бесконачности) во.1 11 Ао.1' ОО! 1I Со.1 и (према 
ставу 25-0М) Во.! 11 00.1' Ако се дуж ЕО означи са t, биhе 

Фиг. 1 

<t OED "'" П(t), пошто је Ео.2" 002' Како је <t 01ЕВ =OED, то 
је и ВЕ = t. Како је пак ро.51, Јо.о, 00511 но.5 и Ео.о" РОО, то је 
и ЕР = t (и DF = t - и). 

Ако се дуж ED означи са и, следоваhе непосредно из фигуре 
да је (пџема формули s = s'· еХ из става 33): 

S: (8 - s) = et + u, (8 + s) : 8 = et - u, 

а одавде 

8 -s = 8e-(t+u), 8 + s = 8et- u. 

Сабирањем последњих двеју једначина следоваhе 

2 S = 8 (е! е-и + е- ! е-и) 0= 

=8 е-и (е! + e- t ) , 

а одавде 

е' + е-ј 
еи = ---- =о cosh t· 

2 ' 

одузимањем (претпоследње од последње) следоваhе 

2 s = 8 (е' е-и - е-! е-и) = 

= 8 е-и (е' - e-t ) = 

2 
= 8 (е! - е-'), 

е' + е-' 
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а одавде 

et - e- r 
s = $ ~ $tght. 

et + e- t 

Ако се лук ЕК означи са s', биhе 
. sinht . 

s' = seU = Stght coslIt =$ -- cosht = $sшht. 
- cosh t 

Ако се напослетку управна DL означи са У, биhе (пошто је 
У истом односу према ЛУКУ s у коме је t према s') 

s = $ sinh у. 

11 

Тригонометријске формуле за праволинијски правоугли тро
угао Лобачевскове равни изводе се овако (хиперболне функције 
изложене су у »Додатку 11"). 

Нека је у фиг. 2 АВС праВОЛИlJијски правоугли троугао са 
правим углом С и странама а, Ь, с. Продужимо страну с иза темена 
В до тачке D тако, да управна у тачци D на то продужење буде 
паралелна са продужењем стране Ь иза тачке С, тј. да буде 
DU 11 А О. Ако растојање AD означимо са Z, биhе према томе 

ФИГ.2 

<r- Ј... =П(l). Повуцимо из темена В полуправу ВО 11 DO, тада ће 
<r-DBO бити =П(I-с). Повуцимо даље из тачака В и D граничне 
луке s и Sl+S2, чије ће осе бити паралелне СО, ВО и DO. 

Како је (на основу формула изведених у претходној фигури) 
с једне стране 

а с друге 

S1 +S2 = S tgh"Z . 

siпh а 
Sl+ S2=S +Stgh(l-c), 

cosh (1- с) 
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[пошто је 

дакле 

и 

то је 

s=8;;i~ha, eu=cosh(l::-c), 

-и sinh а 
S1= se =8----

cosh (1- с) 

S2 = 8 tgh (1- с) ] , 

8 tghl = 8 sinh'a + 8 tgh (l- с) , 
cosh (l- с) 

siпh [ 

coshl 

sinha 

cosh (1- с) 
+ 

sinh (1- с) 

cosh ([- с) 
дакле 

sinh 1 cosh (1- с) = sinh а cosh [+ sinh (1 - с) cC!sh [. 

Али како је 

то је даље 

cosh (l - с) = cosh 1 coshc - sinh [ sinh с, 

sinh (1- с) = sinh [ cosh с - cosh [sinh с, 

sinh [ (cosh [ cosh с - sinh [ sinh с) = 

= sinh а cosh l + cosh [ (sinh [ cosh с - cosh [ sinh с) , 

sinh с (cosh2 [- sinh2 [) = sinh а cosh 1, 

sinh с = sinh а cosh [. 

Ово је основна формула тригонометрије правоуглог троугла 
Лобачевскове равни, у којој се јављају само хиперболне функ. 
ције страна троуглових (а и Ь) и дужи паралелизма (угла л), а 
која је изведена чисто планиметријски, без употребе сферног 
троугла. Остале формуле изводе се чисто планиметријски на 
основу кореспонденције која постоји између правоуглог троугла 
и троправоуглог (тзв. Ламбертовог) четвороугла. 

1II 

Та се кореспонденција утврђује на следеhи начин. 

у фиг. 3 полазну тачку сачињава правоугли троугао АВС са 
правим углом у С, оштрим угловима л и 11 и странама с, а и Ь. 
Како претпостављамо да је л = П(l)и 11~П(т), то је хипотенуза с 
продужена иза тачке А' за [, и иза тачке В за т, а из крајњих 
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тачака тях продужења D Q Е ПОД8гнуте су управне .• , Даље је 
катета : а продужена Qза В тако да В01 буде 11 Е01 ,' катета Ь 

Фиг. 3 

продужена иза А тако да А02 буде 11 О02 , а из тачака А и В 
повучене полуправе АОI и В0 1 тако да је <t. 02 ВС=. cr.=П(а),. а 
<t. ОЈ АС=~=П(Ь). 

(1) 

(l ') 

Тада Ье из фиг. 3 следовати да је: 

П(с+l)=cr. -jl., 

П(с+т)=~-А. 

у фиг. 4 на хипотенузи с правоуглог троугла АВС подиг' 
нута је у тачци D, која дели хипотенузу на одсечке ОВ = с-l 
и ОА,с 1, управна ООI , тако да је 
В0 1 11 О01 и A01 !1 DO I . Даље је из 
тачке Е на хипотенузи С, која ову 
дели на одсечке ВЕ=т и АЕ= с-т, } 
подигнута управна ЕО.,. тако да је ("'JN 

В02 11 Е02 • а из тачке А повуче на vj 

полуправа АО2 I1 СО2 тако да је 
~ =П(Ь). 

Тада Ье из фигуре следовати 
да је: 

(2) 

(2') 

П(с-l}=а+jl., 

П(с-т)=~+Л. Фиг.4 

Лако се да показати да би исти резултат следовао и за 
случајеве када је l>с и !=с. 
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у фиг .. 5 катета а правоуглог троугла Аве продужена је 
иза тачке С до тачке D тако да је BD=m, а катета Ь иза тачке 

Фиг.5 

А до тачке Е тако да је АЕ = 1. Даље је катета а продужена иза 
тачке В до тачке Р тако да је ВР = т, а катета Ь иза тачке С до 
тачке а тако да је А а = 1. Напослетку у тачкама D, Е, Р и а подиг
нуте су одговарајуће управне тако да је СО, 11 D01 , С01 11 Е01 , 
С02 11 002 и С02 11 Р02 • 

Тада ће из фигуре следовати да је: 

(3) П(т-а) + П(l+Ь)=1tј2, 

(3') П(т+а) + П(l-Ь)=nј2. 

Нек!\- је У троправоуглом четвороуглу ABCD (фиг. б) АС = и, 
AB=v,BD.-w, CD=t и оштри угао =6. Ако продужимо страну t 

иза тачке С до тачке Е за дуж и' 
D И У крајљој тачци Е подигнемо 

t ГI-----;г-т---'-----т---:-:::~ уп равну, а и з тачке D овој па
ралелну DQ, биhе: 

(1) П(t+u') + П(w)=6. 
На сличан начин следоваhе 

из исте фигуре да је: 

(11) П(w+v') + П(t)=Э . 
. у фиг. 7 страна троправо-

Фиг. 6 углог четвороугла АВС подељена 
је тачком Е на одсечке и' и t - и', 

У тачци Е подигнута је управна ЕО, а из тачке D овој паралелна 
DO. Тада из фигуре следује да је: 

(1') П(t - и') - п(w) = Э. 
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На сличан начин следоваhе (одговарај.уhОМДОПУJiO~,фигуре): 

(11') П(W-V')-П(t)=е.' ',:.,. 

у фиг. 8 страна v троправоуглог четвороугла АВёDiфоду
жена је иза тачке В до тачке Е тако да је AE=u',BE=a'-v, у 

Фиг.7 Фиг.8 

тачци Е подигнута је управна ЕО, а страна w продужена иза тачке 
D за дуж DF ~ t и из тачке Р повучена управна РО. 

Тада из фигуре следује да је: 

(IIl) П(а'-'V) + п(w+t) = '1t/2. 

На сличан начин следоваhе (одговарајуЬом допуном фигуре): 

(Ш) п(v'-u) + п(t + f) ~ '1t/2. 

Како је троправоугли четвороугао одређен са два од својих 
пет комада (четири стране а, v, w и t и оштри угао е), то ћемо 
да бисмо доказали да му одговара правоугли троугао са странама 
а, Ь, с, и угловима л. и р., ставити t = с (тј. претпоставити да је 
горња страна четвороугла равна хипетонузи троугла) и а = т' 
(Тј. претпоставити да је предња страна и четвороугла равна до
пунској дужи паралелизма угла џ.). Како је тада 

П (с + т) = П (t + и') 
и 

п (е - т) = П (t - и'), 

то ће ид l' и 1 следовати 

П (е -+- т) = е, - п (w) = ~ - Л, 
а из 2' и 1': 

п (с - т) = е + п (w) = ~ + л. 
Сабирањем идентитета е - п (w) ~ ~ - л и е + п (w) = ~ + л 

следоваhе да је 2 е = 2 ~, дакле е = ~, тј. оштри угао е тропра
воуглог четвороугла ABCD биhе једнак углу П (Ь) = /3 правоуглог 
троугла АВС. А из одузимања тих идентитета следоваhе да је 
П (w) =-= Л, тј. да је задња страна w троправоуглог четвороугла 
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једН8кадужи 'Пзралетtзма 1 УI:ла А правоуглог Тр0угла .(П (1.)=1). 
Како је даље П (f) = е = ~ '"'" П (Ь), то је и f = Ь. . 

Напослетку, како је и' = т, из III н 3 следоваhе: 

П (т - v) = тr./2 - П (1 + Ь) = П (т - а), 

а одавде v = а. 

Као 'што се види, тронравоуглом четвороуглу С, т', а, 1, П (Ь) 
одговара доистаправоугл'и троугао С, а, Ь, П(l), п (т), одн. право~ 
угли троугао с, а, Ь, л, р.(фиг. 9). 

Фиг.9 

1. с, а, Ь, П (1), 

2 .. 1, Ь, т', П(а'), 

3. а' т' с' П (Ь') , " , 
4. Ь', с', l' , п (т), 

.' .. 
5. т, '1', а', П (е), 

IV 

На сдичан наqин :од
говараће.свакомод чети.ри 
ЈРQПраВОУГА8 четвор:оу
гла, који ;су још могуhи, по 
један нов правоугли тро
угао. Имаhемо према томе 
у свему следеhих пет (тзв. 
асоцираних или придру

жени х) правоуглих тро
углова: 

пет) ; 

П(е) ; 

П (1) , 
П(а') ; 

П(Ь'). 

Хиберболне формуле добијају се применом формуле 

1. sinh с = sinh, а cosh 1, 

која је изведена чисто планиметријски за троугао с, а, Ь, П (1), пет), 
на сваки од остала четири придружена троугла. На тај начин 
добијају се ове четири формуле: 

2. sinh 1 = sinh Ь cosh а' 

3. sinh а'= sinh т' cosh Ь', 

4. sin\l Ь' = sinh с' cosh т, 

'5. эiпh m= siпhl'соsh е. 

. Да бисмо дошли до дефинитивних формула, треба се <Усло'-
бодитичланова са 'Зкцентима '. (тј. 'д<Упунских дужи). То бива на 
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основу следеhе четири трансформационе Формуле: 

1'. sinh а = [cotg .7 (а) = cotg а = tg ех' = tg П (а') = Ј -. -
sшh а' 

2'. cosh а = [_1_ = _1_ = _1_ = i =]cot h а" 
siпП(а) sina COSa' соsП(а') g, 

3'. sinh а'= [cosh а =] _._1_; 
sшhа 

4'. cosh а' = cotgh а. 

Применом четврте од ових формула претвара се формула 

sinh 1 == sinh Ь cosh а' = sini1 Ь cotgh а = sinh Ь _1_ 
tgha 

у формулу 
2. sinh Ь = sinh т tgh а. 

На тај начин добијају се дефинитивне формуле: 

3. sinh а = sinh т tgh Ь, 

4. sinh с = sinh Ь cosh т, 

5. cosh с = sinh 1 snih т. 

Из дефинитивних формула 2, 3 и 5 следује нова формула: 

6. cosh с = cosh а cosh Ь 

на следеhи начин. 

Из 
sinh Ь 

sinh b=tgh а sinh 1 биhе sinh 1 = - , 
tgh а 

из 

sinh а 
sinh а = tgh Ь sinh т биhе sinlJ т = - , 

tgh Ь 
према томе из 

cosh с ~ sinh 1 sinh т . 
следоваhе заменом: 

cosh с = cosh а cosh Ь 

Кад се овако добијена формула .]римени на придружене 
троугле 2, 3, 4 и 5 добиhе се најпре формуле: 

cosh 1 = cosh Ь cosh т', 

cosh а' = cosh т' cosh с', 

cosh Ь' ~ cosh с' cosh 1', 

cosh т = cosh l' cosh а, 
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па затим дефинитивне формуле: 

7. cosh l=cosh Ь cotghm, 

8. tgh а = tgh т tgh с, 

9. tgh Ь= tgh с tgh 1, 

10. cosh т = cotgh l cosh а. 

v 
Кад се у ових десет формула, у којима се јављају само 

хиперболне функције (страна троуглових а, Ь, с и дужи парале
лизма 1 и т) место хиперболних функција дужи' паралелизма 1 и 
т уведу .тригонометријске функције одговарајуhих углова пара
лелизма П(l) и пет), одн. углова}.. и }1, што бива на основу нама 
веЬ познатих трансформационих формула (В. »Додатак Ш"): ; 

sinh l=cotg }..~cotg П(l), 

. 1 1 
coshl=--=--

sin }.. sin П(l) , 

tgh l=cos }..=cos П(l), 

1 1 
cothl=--= , 

cos}.. cos П(l) 

добиhе се следеhих десет полутригонометријских формула: 

1. sinh а = sinh с sin П(l), 

2. sinh Ь = tgh а cotg П(l), 

3. sinh а = tgh Ь cotg П(т), . 

4. sinh Ь = sinh с sin пет), 

5. cosh с = cotg П(l) cotg П(т), 

6. coshc = cosh а cosh Ь, 

7. cos П(т)= cosh Ь sin П(l), 

8. tgh а = tgh с cos П(т). 

9. tgh Ь = tgh с cos П(l), 

10. cos П(l)= cosh а sin П(т). 

у ових десет формула налази се и оних пет (одн. седам) 
формула које су изведене у »Додатку Ш" (то су формуле 6-10 
и формуле 4 и 1). 

Напослетку, кад се у ових десет полутригонометријских 
формула замене и хиперболнефункције страна оДговарајуhим 
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угловима паралелизма П (а), П (Ь), П (е), добиће се следеhих десет 
чисто тригонометријских формула за правоугли траоугао: 

1. tg П (е) = tg П (а) sin П (1), 

2. tg П (/) = cos П (а) tg П (Ь), 

3. tg П (т) = cos П (Ь) tg П (а), 

4. tg П (е) = tg П (Ь) sin П (т), 

5. sin П (е) = tg П (/) tg П (т), 

6. sin П (е) =- sin П (а) sin П (Ь), 

7. sin П (1) =, sin П (Ь) cos П (т), 

8. cos П (а) = cos П (е) cos П (т), 

9. cos П (Ь) = cos П (е) cos П (1), 

10. sin П (т) = sin П (а) cos П (/). 

у ових десет формула налазе се и оних пет чисто тригоно
метријских формула (то су и овде формуле 6-10) које је Лоба
чевски извео у §-у 35-0М (В. И "Додатак II1"). 

А~РLIСАТЮN DES FОNСТЮNS HYPERBOPQUES А. 
LA RЕDUСТЮN DES FORMULES ТRЮОNОМЕТRIQUЕS DU 

TRIANGLE RECT ANGLE DANS LE PLAN DE LOBA TSCHEWSKY 

Par 

BRANISLA V PETRONIJEVIC 

Les deux inventeurs de la geometrie non-euc1idienne n'ont pu 
deduire les formules trigonometriques du triangle гесtапglе dans leur 
plan qu'en se servant des figures spatiales. иеЬтапп etait le premier 
qui, еп appliquant les fonctions hyperboliques, а ри effectuer cette 
deduction d'une maniere purement planimetriques. Sommeгville а, qlus 
tard, simpIifie le procede planimetrique de иеЬтапп. Et l'auteur, 
dans cette etude, а voulu simpIifier encore davantage le procede 
de Sommeгville. 





INТЕRNАТЮNАL _CONGRESS OF' MATHEMAТICIANS 1954 

МЕЂУНАРОДНИ КОНГРЕС МАТЕМАТИЧАРА 1954 

Конгрес Ье се одржати у Амстердаму од четврт ка 2-0Г септ. до четвртка 
9-01' септ. (закључно) и састаЬе се у згради. ТЬе Royal Тгорјсаl Iпstitutе". Прва и 
последња седница одржаhе се у згради .СопсегtgеЬоuw· у Амстердаму. 

Сву кореспонденцИју упуhивати на Секретаријат: 2е Boerhaavestraat 49, 
Amsterdam, ТЬе Nеthегlапds. 

Као што је у првом саопштењу означено, постојаhе две категорије чла
нова на Конгресу. Редовни, који плаhају 50 форината (или уколико не прису
ствују банкету 40 форината) и кооптирани, који плаhају 20 форината (односно 
без банкета 10 форинти). 

Уплате могу бити упляhене одмах (по могућству пре 15. 11. 1954) У корист 
рачуна • ТЬе Amsterdamsche Вапk N. V., fШааl Lеidеп. 

Научнu Програм 

Од стране Организационог одбора до сада су позвани једно двадесетак 
истакнутих математичара да одрже једночасовна саопштења. Највеhи део се 
одазвао овом позиву. Организациони одбор смаТР:Ј да ће у овим саопштењима 
бити приказане најновије тековине у свима областима математичких наука. 

Од 45 стручљака, који су позвани да одрже получаСОflна саопштења, велика 
веhина их је прихватила позив. Ова саопштеља распореljена су по појединим 
секцијама на следеhи начин: 

Секција 1 Алгебра и Теорија бројева 
1I Анализа 
IJI Геометрија и Топологија 
IV Вероватноћа и Статистика 
V Математичка физика и Примељена математика 
VJ Логика и Основи 
VH Филозофија, Историја и Настава 

8 саопштења 
13 
8 
4 
6 
3 
3 

Кратка предаваља моhи ће одржати редовни чланови Конгреса који се 
претходно пријаве. Време одреljено за овакво предавање износи 15 минута. Ор
ганизациони одбор намерава да раздели примерке прикупљених сепарата ових 
предавања свима редовним члановима на почетку Конгреса. Организациони одбор 
не може се обавезати да ће пријаве које стигну после 15.11. маhи бити прихваhене. 

Извештај ће бити штампан после Конгреса. Сваки редован члан примиhе 
га бесплатно. По сниженој цени моhи ће набавити извештај и они који то изјаве 
пре 15. 111. 1954; пошто се за сада још не' може одредити обим Извештаја, ни 
цена му се не може још утврдити. 

х ой1елсн:е .могућНОСй1и 

Организациони одбор резервисао је известан број хотелских соба. Цена 
соби по категорији хотела (УICључујуhи континентални доручак) по дану и по лицу 
износи: 

А. D. Gld. 15.- ДО О. Gld. 18.
В. О. Gld. 9. --- ДО D. Gld. 14.-
С. О" Gld. -1.-- До D. Gld. 8.-
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