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Резиме

С обзиром на експанзиjу области вештачке интелигенциjе, у досадашњоj
литератури су предложене броjне хеуристике засноване на машинском учењу
(енгл. learn-heursitic), коjе користе разне моделе машинског учења да би
пронашли квалитетна решења и краће време извршавања алгоритма.

У овом раду, користе се модели машинског учења коjи представљаjу
фузиjу графова и неуронских мрежа, под називом графовске неуронске мреже
(енгл. Graph Neural Networks). Специфични модели коjи се користе су граф-
конволуциона мрежа (енгл. Graph Convolutional Network - GCN), граф-атенциона
мрежа (енгл. Graph Attention Network - GAT) и граф-агрегациона мрежа (енгл.
Graph Sample and Aggregate - GraphSAGE).

Комбинаторни проблеми коjи су у овом раду решавани поменутим моделима
машинског учења су проблем мултидимензионалног ранца (енгл. Multidimen-
sional Knapsack Problem-MdKP) и проблем тежинског максималног независног
скупа (енгл. WeightedMaximum Independent Set -WMIS). За тренирање тримодела,
користе се доступне инстанце из литературе, као и додатне генерисане инстанце.

Рад се састоjи из пет поглавља, где се у првом поглављу уводе дефинициjе
и поjмови графовских неуронских мрежа, у другом поглављу се описуjу
комбинаторни проблеми MdKP и WMIS са њиховом математичком
формулациjоми обjашњава се како семогу комбинаторнипроблемипредставити
у облику графа. У трећем поглављу се описуjе начин како су примењени модели
машинског учења, заjедно са инстанцама малих и средњих димензиjа. Четврто
поглавље садржи приказ добиjених резултата и дискусиjу о резултатима. У
петом поглављу jе дат закључак и наведени су могући правци даљег рада на
модификациjама предложених модела.



Abstract

Due to the rapid expansion of artificial intelligence, numerous learning-heuristic
methods have been proposed in the literature, which use various machine-learning
models to find high-quality solutions while reducing algorithm running time.

In this thesis, the machine learning models that combine graphs and neural net-
works, known as GraphNeural Networks (GNNs), are used. The specificmodels consid-
ered are the Graph Convolutional Network (GCN), the Graph Attention Network (GAT),
and Graph Sample and Aggregate (GraphSAGE).

The combinatorial problems solved by the aforementioned models are the Multi-
dimensional Knapsack Problem (MdKP) and the Weighted Maximum Independent Set
(WMIS). To train the three models, we use benchmark instances from the literature as
well as additionally generated instances.

The thesis is organized into five sections. The first introduces the basic defini-
tions and concepts of graph neural networks. The second section introduces the MdKP
and WMIS, presents their mathematical formulations, and explains how combinato-
rial problems can be represented as graphs. The third section provides details on how
the models are applied, and introduces small and medium-sized instances for training
data. The fourth section presents the results and their discussion. The fifth section
provides the conclusion and outlines work directions on possible modifications of the
presented models.
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1 Графовске неуронске мреже

1.1 Графови - основни поjмови и дефинициjе

Неусмерени граф jе уређен парG = (V, E), где jе V коначан и непразан скуп, аE
jе подскуп скупа свих двочланих подскупова од V . Елементи скупа V су чворови,
а елементи скупа E су гране графа G.

Усмерени граф jе уређен пар G = (V̂ , Ê), где jе V̂ коначан скуп, а Ê подскуп
скупа V̂ × V̂ . Елементе скупа V̂ називамо чворови, а елементе Ê називамо лукови.
Пошто нам у даљем разматрању неће бити непоходан усмерени граф, у даљем
тексту ћемо графом сматрати неусмерени граф.

Графови се наjчешће графички представљаjу у равни такошто се сваком чвору
додели jедна тачка, затим се тачке коjе одговараjу чворовима спаjаjу кривом ако
постоjи грана одређена тим чворовима.

v1 v2

v3

v4

v5

Слика 1: Илустрациjа графа G.

Ако за два чвора, x и y, постоjи грана xy ∈ E, онда кажемо да су они суседни.
Скуп свих суседа чвора v означавамо са N(v) = {u ∈ V |uv ∈ E}. Степен чвора v,
коjи означавамо са d(v), je броj његових суседа. На пример, за граф на слици 1,
скуп суседа за чвор v4 jе N(v4) = {v3, v5}, док jе степен чвора d(v4) = 2 . За граф G
можемо дефинисати

δ(G) = min
v∈V (G)

d(v), ∆(G) = max
v∈V (G)

d(v)

као минималан и максималан степен графа, респективно.
Граф G1 = (V1, E1) jе подграф графа G = (V, E), ако jе V1 ⊂ V и за све xy ∈ E1

важи xy ∈ E.

v1 v2

v3

v4

v5

Слика 2: Подграф графа G.

Шетња у графу G jе низ чворова тако да између два узастопна чвора у низу
постоjи грана, односно v1, v2, ..., vn такав да за свако i ∈ {1, 2, ..., n−1} важи vivi+1 ∈
E. За гране vivi+1 ∈ E, i ∈ {1, 2, ..., n− 1}, кажемо да су садржане у шетњи.
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Шетња jе

• затворена, ако су v1 и vn исти, односно v1 = vn,

• пут, ако су сви чворови различити,

• циклус, ако jе затворена и сви чворови су различити осим v1 и vn.

Дужина шетње, у ознаци dist(u, v), jе броj различитих чворова у шетњи. При-
мер шетње за граф на слици 1 jе v1, v3, v4, v5, v1, v2, v3, пример пута jе v1, v2, v3, v4, v5
и пример циклуса v1, v2, v3, v1.

Околина реда k чвора v дата jе као Nk(v) = {u ∈ V | dist(u, v) = k }, а затворена
k-околина као Nk(v) = {u ∈ V | dist(u, v) ≤ k } = ⋃k

j=0 N j(v), уз ознаке N0(v) = {v}
и N1(v) = N(v), по договору.

Помоћу шетње можемо увести релациjу

u ∼ v ⇐⇒ постоjи шетња у графу G од u до v. (1)

Класе еквиваленциjе релациjе (1) су компонете повезаности графа G. Уколико по-
стоjи тачно jедна компонента, тада за граф кажемо да jе повезан, у супротном jе
неповезан. Граф на слици 1 jе повезан, док jе његов подграф, коjи jе приказан на
слици 2 неповезан.

Стаблом ( или дрветом), називамо графG = (V, E), коjи jе повезан и не садржи
циклус. Чворови коjи су степена 1 називаjу се листови. На слици 3, дат jе пример
стабла.

v1
v2

v3

v4
v5

v6

v7
v8

Слика 3: Повезан граф без циклуса - стабло.

Граф G = (V, E) jе бипартитан уколико постоjе скупови A и B за коjе важи

• A ∩B = ∅, A ∪B = V,

• за сваку грану xy ∈ E, важи да jе jедан краj у A, други у B.

Скуповe A и B називамо партициjе скупа G. Jедан пример бипартитног графа jе
дат на слици 4.

u1

u2

u3

v1

v2

v3

v4

A
B

Слика 4: Бипартитан граф са пратициjама A и B.
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Слика 5: Истгеjт Шопинг Центр (енгл. Eastgate Shoping Centre, Zimbabve).1

1.2 Неуронске мреже

Наjбитниjе ствари у науци и уметности криле су одговор у природи, попут тр-
жногцентраИстгеjтШопингЦентр у Зимбабвеу, коjи jе приказанна слици5, где jе
тражено од архитекте да дизаjнира велику грађевину у коjоj би лети било приjат-
но и без коришћења климатизациjе, jер би увођење климатизациjе прекорачило
буџет власника. Тада jе архитекта Маjк Пирс схватио да може увидети инспира-
циjу у односу на термите и структуру њихове колониjе jер jе закључио да jе уну-
тра знатно хладниjе него напољу током летњег периода, па те jе широм центра
скицирао отворе коjи топао ваздух износе напоље по узору на канале у колониjи
термита.

У оптимизациjи jе корисно проучавати процесе и поjаве у природи како би
се креирали биоинспирисани алгоритми. То су наjчешће (мета)хеуристички ал-
горитми засновани на популациjи jединки, односно скупу решења. На пример,
генетски алгоритам (енгл. Genetic Algorithm - GA) [1] по узору на природну селек-
циjу ствара нове генерациjе решења применом оператора селекциjе, укрштања и
мутациjе, где се решења коjа учествуjу у стварању наредне генерациjе бираjу на
основу своjе функциjе прилагођености. Популациона хеуристикамравља колони-
jа (енгл.Ant ColonyOptimization - ACO) [2], опонаша тражење хране у колониjимра-
ва помоћу поjачавања или смањивања феромона, конструише решења уз помоћ
феромонских трагова, где се са испаравањем спречава прерано конвергирање,
док поjачавањем феромонских трагова усмерава алгоритам ка бољим решењи-
ма. Хеуристика колониjа пчела (енгл. Bee Colony Optimization - BCO) [3] jе инспири-
сана понашањем пчела у кошници коjе су у потрази за поленом. Скупу решења
одговара скуп вештачких пчела коjе размењуjу информациjе плесом и одлучуjу
коjи jе допустиви скуп за претраживање обећаваjући, притом напуштаjући де-
лове допустивог скупа коjи нису фаворизовани за квалитетна решења. По узору
на механизам транспорта материjе коjе пролазе кроз ћелиjске мембране где се
притом ћелиjе мењаjу или деле, конструисан jе алгоритам мембранско израчуна-
вање (енгл.Membrane computing-MC) [4]. Решења се сместе у мембране коjе имаjу
своjа правила, где се решења применом правила мутираjу или побољшаваjу, где
се комуникациjом између мембрана, решења бираjу процесом селекциjе. Креи-
ран jе алгоритам ћелиjски аутомати (енгл. Cellular automata-CA) [5] инспирисан

1Преузето са: https://earthbound.report/2020/05/15/building-of-the-week-eas
tgate-zimbabwe/
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процесом раста ткива, где се ћелиjе множе док има ресурса. Ствара се решетка
тако да на сваком пољу постоjе локални помераjи и где се на сваком пољу нала-
зи део решења. Помераjи се примењуjу док се не крше услови, попут ограниче-
ња или лошиjег квалитета решења, ствараjући систем коjи конвергира ка бољем
решењу. Створен jе алгоритам ДНК израчунавање (енгл. DNA computing) [6], ин-
спирисан специфичним спаривањем база у ДНК молекулу. Велики скуп решења
се кодира у ДНК низ и смешта се у епрувету, где се решења одбацуjу уз помоћу
филтера изводљивости и квалитета.

Познато jе да се мозак састоjи од великог броjа нервних ћелиjа, коjе су међу-
собно повезане. Информациjе коjе мозак задржава чуваjу се помоћу низа неуро-
на. Да би се стекле нове информациjе, неопходно jе да се нерви прерасподеле,
где репетициjом знања чуваjу своjу структуру. Средином двадесетог века, раз-
матрани су биолошки неурони као jединице рачунања и постављено jе питање:
шта мреже таквих jединица могу да израчунаjу? МекКулох и Питс [7] формали-
зуjу логички неурон и показуjу да мреже таквих jединица реализуjу логичка кола
и секвенциjалне машине, постављаjући темељ касниjим неуронским мрежама.
Основну jединицу грађе таквог система чинио би неурон коjи се састоjи од рачу-
нарских операциjа. Сваки неурон рачуна линеарну комбинациjу улазних подата-
ка и притом користи активациону функциjу. Структура неурона jе дата на слици
6.

x1

x2

x3
...

xk

1

∑
wi,1

wi,2

wi,3

wi,k

wi,0

g hi

Улази
Неурон

Слика 6: Структура поjединачног неурона.

Неурони су смештени у слоjеве, где први слоj називамо улазни слоj, док по-
следњислоj називамо излазни. Свипреостали слоjеви сеназиваjу скривени слоjеви.
Размена информациjа jе таква да излазне вредности jедног слоjа постаjу улазне
вредности следећег слоjа, почевши од улазног до излазног слоjа. На оваj начин,
модел ствара нове атрибуте да би разазнао поjединости обjеката и боље апрок-
симирао циљну функциjу. Структура неуронске мреже jе приказана на слици 7.
Приметимо да два узастопна слоjа чине бипартитан подграф.

Модел машинског учења h = (h0, h1, . . . , hL) се формално дефинише:

h0 = x ∈ Rd0 ,

hi = gi

(
Wi hi−1 + wi0

)
, i = 1, . . . , L,

(2)

где jе Wi ∈ Rdi×di−1, wi0 ∈ Rdi, di димензиjа за i-ти слоj, x ∈ Rd0 представља век-
тор улазних података и L броj слоjева. Овде Wi представља матрицу тежина у i-
том слоjу, док jе wi0 вектор слободних чланова, коjи се назива праг. Активациона
функциjа gi jе у општем случаjу произвољна нелинеарна функциjа.
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i1

i2

i3

...
ik

o1

...
oℓ

Улазни слоj

Излазни слоj

Слика 7: Потпуно повезана неуронска мрежа.

Следећа теорема нам оправдава конструкциjу модела.

Теорема 1 (Теорема о универзалноj апроксимациjи) Нека jе g ограничена и
строго растућа непрекидна реална функциjа. Тада за сваку реалну функциjу f ∈
C([0, 1]n) и свако ε > 0, постоjи броj m ∈ N, матрица W ∈ Rm×n, вектор w0 ∈ Rm и
вектор v ∈ Rm, тако да за свако x ∈ [0, 1]n важи∣∣∣vT g(Wx + w0)− f(x)

∣∣∣ < ε. (3)

Теорема 1 нам говори да jе скуп неуронских мрежа свуда густ у скупу непрекид-
них реалних функциjа на интервалу [0, 1]n. Доказ теореме 1 се може пронаћи у
[8].

С обзиром на на претходну теорему, активациона функциjа g(x) мора бити
ограничена и строго растућа на реалном скупу. Дуго времена у литератури су се
углавном користиле следеће две функциjе:

• Сигмоид:
σ(x) = 1

1 + e−x

• Тангенс хиперболички:

tanh(x) = ex − e−x

ex + e−x

Можемо закључити да претходне функциjе испуњаваjу услове теореме 1. Због
своjе природе, односно због своjства да се порастом вредности x брзо приближа-
ваjу константи, представљале су проблем у оптимизациjи модела. Стога jе било
неопходно дефинисати нову активациону функциjу. У пракси се показало да се
наjбоља апроксимациjа функциjе достиже када се за активациону функциjу ко-
ристи исправљена линеарна функциjа коjа jе дата формулом

ReLU(x) = max(0, x).

На основу њених своjства видимо да ниjе ограничена и да ниjе ни строго растућа
функциjа, па не испуњава услове теореме 1.

6



Оправданост коришћења активационефункциjеReLU(x) огледа се у неколико
чињеница. Прво, приметимо да jе ова функциjа диференциjабилна скоро свуда,
односно jедино jе недиференциjабилна у тачки x = 0. Додатно, користи се мо-
дификациjа функциjе коjа у околини нуле има вредности αx, за мале вредности
параметра α. Извод функциjе jе 0 или 1 на одговараjућим подинтервалима, што
значаjно смањуjе рачунску сложеност налажења извода композициjе функциjа у
коjоj она учествуjе. Графици поменутих активационихфункциjа се налазе на сли-
ци 8.

−5 5

0.5

1

x

y

σ(x)

−5 5
−1

1
x

y

tanh(x)

−5 5

2
4
6

x

y

ReLU(x)

Слика 8: Три наjчешће коришћене активационефункциjе у неуронскиммрежама.

Након постављања модела, неопходно jе дефинисати одговараjући проблем
оптимизациjе. Нека jе дат скуп

Φ = { (xj, yj) | j = 1, .., N },

где су са xi дати улазни подаци, док са yi вредности функциjе коjа се апроксими-
ра. Уколико користимо ознаке из модела (2) и дефинишемо функциjу хипотезе са
fw(x) = hL(x, w), где jе fw(x) : Rd0 → RdL, тада задатак изгледа

min
w

N∑
j=1

(fw(xj)− yj)2. (4)

Оваj проблем jе у литератури познат као метода наjмањих квадрата у еуклидскоj
норми. Минимизациjа се врши одабиром скупа тежина модела неуронске мреже.
Поред проблема оптимизациjе (4), неопходно jе пазити на процес претприлаго-
ђавања. Наиме, може се десити да модел даjе добре резултате на подацима на
коjим се тренирао, док на неким новим даjе значаjно лошиjе резултате.

Скупмогућих вредностипараметараω jе високодимензионалан, пошто за сва-
ки неурон у сваком слоjу треба изабрати посебне тежине и праг. Уколико jе скуп
података Φ мали, скоро jе сигурно да ће модел довести до претприлогођавања,
што мора по сваку цену да се избегне. Због тога jе неопходно да Φ буде довољно
велико. На питање колики таj скуп мора бити ниjе лако одговорити и зависи од
функциjе коjа се апроксимира.

Поред скупа података, неопходно jе наћи добар метод како израчунати не-
опходне тежине. Идеjа jе следећа: потребно jе ићи корак унапред, (енгл. forward
pass), где за дате улазне податке израчунава се излаз модела, након чега се одре-
ђуjе грешка излазног слоjа у односу на циљне вредности. Пошто jе циљ што боља
апроксимациjа, кораком уназад (енгл. backward pass) од последњег слоjа рачунаjу
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се грешке у слоjевима и градиjенти функциjа за сваки неурон, где се напослет-
ку адаптираjу тежине у складу са величином грешкe у претходном слоjу до пр-
вог слоjа. Оваj процес представља jедну итерациjу или епоху учења у неуронским
мрежама коjа jе приказана на слици 9.

Нека jе функциjа грешке последњег слоjа и вредности функциjе у улазним по-
дацима дефинисана као L(hL, ŷ) = 1

2 ||hL − ŷ||22. Током корака уназад, рачунаjу се
грешке на слоjевима тако што се креће од последњег слоjа ка првом и извршаваjу
се следећи кораци:

1. Израчунати грешку на излазном слоjу:

δL = ∂L
∂hL

⊙ g′
L(aL),

где jе aL = WLhL−1 + wL0, g′
L(aL) = (g′(aL,1), . . . , g′(aL,dL

)), g je активациона
функциjа последњег слоjа, a ⊙ Адамаров производ.

2. Пропагирати грешку уназад кроз слоjеве:

δi = W T
i+1δi+1 ⊙ g′

i(ai), i = L− 1, . . . , 1

где jе ai = Wihi−1+wi0, δi представља грешкуна слоjу iи g′
i(ai) = (g′(ai,1), . . . , g′(ai,di

)),
где jе g активациона функциjа i−тог слоjа.

3. Израчунати градиjенте:

∂L
∂Wi

= δih
T
i−1,

∂L
∂wi0

= δi

Kораком уназад се рачунаjу вредности градиjента, али jе потребно да се ажури-
раjу параметри у сваком слоjу

Wi ← Wi − η · ∂L
∂Wi

, wi0 ← wi0 − η · ∂L
∂wi0

, i = 1, . . . , L, (5)

где jе непоходно користити неку од метода градиjентог спуста, од коjе зависи па-
раметар η. Градиjенте методе коjе се користе приликом ажурирања параметара
су метода наjбржег спуста, метода коњугованих градиjената и Њутнова метода.
Постоjи класа стохастичких градиjентних метода коjе процењуjу градиjент осла-
њаjући се на податке из претходних корака, али оне неће бити предмет нашег
разматрања.

1. Пропагациjа унапред
x→ h1 → · · · → hL

2. Пропагациjа уназад
δL → · · · → δ1

3. Ажурирање параметара
Wi ←Wi − η · ∇WiL

итерациjа t + 1

Слика 9: Циклус учења неуронске мреже: пропагациjа унапред, пропагациjа уна-
зад и ажурирање параметара.

8



1.3 Графовске неуронске мреже

Посматраjмо проблем препознавања предмета на сликама. Пошто се свака
слика састоjи од пиксела, природно jе да улазне jединице неуронске мреже бу-
ду вредности jедног пиксела, те се за ову класу проблема користи конвулуциона
неуронска мрежа. Уколико имамо речник и ако jе задатак креирати чет-бота, ре-
чи можемо кодирати по дужини слова и да за свако слово придружимо вредности
из ASCII табеле, па су речи претворене у векторе, где се у овом случаjу могу кори-
стити рекурентне неуронске мреже. Приказ улазних података за неуронске мреже
jе дат на слици 10.

il

Слика (матрица пиксела)

Jединица улазног слоjа

(а) Jедан пиксел се прослеђуjе као улаз не-
уронске мреже

c h a t

99 104 97 1164

Вектор улаза

(б) Кодирање речи у ASCII вектор

Слика 10: Различити улазни формати за улазе у неуронску мрежу.

Међутим, у многим реалним ситуациjама, подаци имаjу структуру графа, као
што су:

• друштвене мреже, где су чворови корисници, а ивице представљаjу приjа-
тељства;

• молекули, где чворови представљаjу атоме, а гране хемиjске везе;

• мреже препорука, где су чворови корисници и производи, а ивице означа-
ваjу интеракциjе;

• транспортне мреже, где чворови представљаjу станице или раскрснице, а
гране путеве.

Фокусираjмо се на проблеммреже препоруке и претпоставићемо да jе кориси-
ник приступио платформи за гледање филмова. Уколико корисник жели да гледа
филм, али ниjе сигуран коjи наслов, платформа на основу историjе претраге и
претходних гледаних филмова може да претпостави коjи су жанрови, редитељи
и сценаристи фаворизовани код корисника. На пример, ако знамо да jе корисник
гледао филмове Мементо, Тенет, Почетак и да jе у претрази имао интересова-
ње за филм Престиж, оно што jе слично за све ове филмове jе да их jе режирао
Кристофер Нолан и природно jе да се препоруче филмови попут Међузвездани,
Опенхаjмер и Несаница. Граф препоруке jе дат на слици 11.

У оваквим случаjевима, ниjе довољно посматрати само атрибуте поjединач-
них чворова, већ и структуру повезаности међу њима. Због тога jе потребан мо-
дел коjи jе у стању да комбинуjе и обрађуjе информациjе са графовских структура,
где управо ту долазе до изражаjа графовске неуронске мреже (GNN).
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Корисник Нолан

Мементо
Тенет

Почетак

Престиж

Међузвездани

Опенхаjмер

Несаница

Слика 11: Пример препоруке у графовском моделу: гледани, претражени и непо-
знати филмови повезани са редитељем.

Графовске неуронске мреже омогућаваjу да се информациjа шири кроз струк-
туру графа, тако да сваки чвор током учења агрегира информациjе од своjих сусе-
да.На таj начин, чворовидобиjаjу контекстуалнепредставе (енгл.node embeddings)
коjе у себи садрже и локалну и глобалну структуру графа.

Формално, улаз у графовску неуронску мрежу чине:

• граф G = (V, E), где jе V скуп чворова, а E скуп ивица;

• матрица атрибута чворова X ∈ R|V |×d, где сваки ред xi, i = 1, ..., |V | предста-
вља вектор атрибута чвора vi,

• опционо, матрица атрибута грана S ∈ R|E|×q, где сваки ред sj, j = 1, ..., |E|
матрице S одговара jедноj ивици ej и представља вектор њених атрибута
дужине q. Другим речима, за сваку ивицу ej познато jе q атрибута.

Уколико претпоставимо да jе структура графа дата матрицомповезаностиA ∈
R|V |×|V |, GNN модел има за циљ да научи функциjу

f : (A, X) 7→ Z,

где jе Z ∈ R|V |×p матрица нових репрезензациjа чворова (енгл. node embeddings)
коjа се касниjе може користити за класификациjу, кластеровање, препоруке и
друге задатке.

Сваки слоj GNNмодела трансформише репрезентациjу чвора такошто комби-
нуjе вредности вектора његовог атрибута са информациjама из његове околине.
У току сваке итерациjе прослеђивања порука, слоj h(k)

u за чвор u ∈ V ажурира се
на основу агрегираних података од суседних чворова из скупа Nk(u). Дводубин-
ски приказ агрегациjе у GNNприказан jе на слици 12. Формално, трансформациjа
вектора атрибута чвора uиз слоjа k−1 у слоj kможе се записати на следећи начин:

h(k)
u = Update(k−1)

(
h(k−1)

u ,Aggregate(k−1)
({

h(k−1)
v | v ∈ Nk(u)

}))
(6)

= Update(k−1)
(
h(k−1)

u , m(k)
Nk(u)

)
, k = 1, ..., L, (7)
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A

B

C

D

E

F

Циљни чвор

(a) Улазни граф

AGGA

B

C

D

AGG

AGG

AGG

A

C

B
E

F

A

A

(b) Агрегационо стабло

Слика 12: Дводубински приказ агрегациjе у GNN: (а) чвор A и његова околина у
графу, (б) стабло агрегациjе са затвореном околином реда 2.

где jе L броj слоjева. Функциjе Update(k) и Aggregate(k) могу бити произвољне ди-
ференциjабилне функциjе. У општем случаjу, ове функциjе се разликуjу од слоjа
до слоjа, али могу бити исте. Изразm(k)

Nk(u) представља агрегирану „поруку“ из за-
творене околине реда k чвора u.

На почетку, врши се инициjализациjа као h(0) := X, тj. матрицапочетних атри-
бута чворова. У сваком следећем слоjу, за k = 1, ..., L, чворови прикупљаjу и об-
рађуjу информациjе од своjих суседа, користећи одговараjуће нелинеарне функ-
циjе и припремаjући се за наредни корак. Начин на коjи се агрегираjу ове поруке
представља кључну разлику између различитих типова графовских неуронских
мрежа, што ће бити детаљниjе обjашњено у наставку.

Ако за функциjу Update на сваком слоjу, узмемо неку од активационих фунц-
киjа коjе су обрађене у делу са неуронским мрежама и ако за функциjу Aggregate
заменимо са простим сабирањем, тада добиjамо основни облик графовских
неуронских мрежа

h(k)
u = g

W(k)
selfh

(k−1)
u + W(k)

neigh

∑
v∈Nk(u)

h(k−1)
v + b(k)

 , (8)

где су W
(k)
self тежине чвора u у слоjу k = 1, ..., L, g активациона функциjа ,док су

W
(k)
neigh тежине суседних чворова из затворене околине Nk(u) унапред дефиниса-

ног реда k.

1.3.1 Графовске конвулуционе мреже

У основном облику графовске мреже (8) користили смо суму као обично агре-
гирање. Како се у пракси показало да тако долази до преурањене конвергенциjе
и претприлагођавања, дат jе нови предлог у виду архитектуре графовске конву-
луционе мреже (енгл. Graph Convolutional Network (GCN)). Основна идеjа jе да се
репрезентациjе чворова ажурираjу путем нормализоване агрегациjе суседа, при
чему се сваком чвору придружи петља, грана коjа садржи тачно jедан чвор.

11



Ажурирање се врши по следећоj формули [9]:

h(k)
u = g

W(k) ∑
v∈Nk(u)

h(k−1)
v√

|Nk(u)| · |Nk(v)|

 , k = 1, ..., L. (9)

Формула 9 се добиjа за следећи изборфункциjа Aggregate и Update из општег GNN
модела:

• Aggregate врши нормализовано сабирање суседа:

m(k)
Nk(u) =

∑
v∈Nk(u)

h(k−1)
v√

|Nk(u)| · |Nk(v)|
, k = 1, ..., L.

• Update jе jедноставна афина трансформациjа:

h(k)
u = g

(
W(k) ·m(k)

Nk(u)

)
, k = 1, ..., L.

1.3.2 Графовске атенционе мреже

Графовске атенционе мреже (енгл. Graph Attention Network (GAT)) предста-
вља архитектуру графовске неуронске мреже коjа уводи механизам пажње у про-
цес агрегациjе суседних чворова. За разлику од GCN-а коjи користи фиксне нор-
мализоване тежине заснованена степенимачворова, GATомогућава да се тежине
везане за суседе уче током тренинга, што омогућава флексибилниjу и прилаго-
дљивиjу агрегациjу информациjа.

Механизам пажње у GAT-у има следећи концепт: за сваки чвор u и његовог
суседа v ∈ N (u) у слоjу k = 1, ..., L, рачуна се коефициjент пажње α(k)

uv коjи одређуjе
колико информациjа из чвора v треба да утиче на чвор u током агрегациjе. Ови
коефициjенти се рачунаjу по следећоj формули [10]:

α(k)
uv =

exp
(
ReLU

(
a(k)⊤

[
W(k)h(k)

u ∥W(k)h(k)
v

]))
∑

j∈Nk(u)
exp

(
ReLU

(
a(k)⊤

[
W(k)h(k)

u ∥W(k)h(k)
j

])) (10)

где jе ∥операторконкатенациjе,W(k)матрица тежина за трансформациjу угне-
жђења, а a(k) jе вектор тежина коjи се користи за израчунавање пажње.

Ажурирање представљања чвора u у слоjу k + 1 врши се као линеарна комби-
нациjа трансформисаних векторских представљења његових суседа:

h(k+1)
u = g

 ∑
v∈Nk(u)

α(k)
uv W(k)h(k)

v

 , (11)

где jе g активациона функциjа. У пракси се често користи више глава пажње
(енгл.multi-head attention), где се извршава више паралелних механизама пажње.

1.3.3 Графовске агрегационе мреже

Графовске агрегационемреже (енгл.Graph Sample andAggregate (GraphSAGE))
jе архитектура графовских неуронских мрежа коjа се фокусира на скалабилност и
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ефикасност приликом обраде великих графова. За разлику од GCN и GAT модела
коjи користе целокупно окружење чвора током агрегациjе, GraphSAGE узоркуjе
на случаjан начин фиксни броj суседа, где се за чвор u и околину Nk(u), добиjа
околинаN k(u) ⊂ Nk(u).

Основна идеjа GraphSAGE-а jе да се у сваком слоjу k = 1, ..., L за сваки чвор u:

1. Изврши узорковањеN k(u) скупа суседа v ∈ Nk(u), тако да jе
|N k(u)| = min{sk, deg(u)}, где jе sk хиперпараметар за слоj k.

2. Агрегирањихова представљањаh(k)
v користећи диференциjабилнуфункциjу

Aggregate(k).

3. Комбинуjе добиjену агрегирану поруку чвора u.

Формално, ажурирање чвора u у слоjу k+1 рачуна се по следећоj формули [11]:

h(k+1)
u = g

(
W(k) ·

[
W(k)h(k)

u ∥Aggregate
(k)

(
{W(k)h(k)

v | v ∈ N k(u)}
)])

(12)
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2 Комбинаторни проблеми оптимизациjе

2.1 Општи поjмови и особине

Често се тражи наjбоље решење за одређену ситуациjу, на пример одређивање
наjкраћег пута између два града, прављење идеалног распореда решавања оба-
веза или прављење идеалне стратегиjе у играма попут шаха или гоа.

Овим питањима се бави грана математике под називом математичка опти-
мизациjа. Задатак математичке оптимизациjе jе налажење минималне или мак-
сималне вредности циљне функциjе на допустивом скупу решења S (13). Надаље
ћемо увек тражити максималну вредност, jер jеmin f(x) = −max(−f(x)).

max
x∈S

f(x) (13)

Решење x∗ ∈ S математичког програма називамо оптимамлно решење, док
вредност таквог решења f(x∗) називамо оптимална вредност или оптимум. До-
пустиви скуп представља хиперповрш коjа jе одређена са ограничењима

S =
{

x ∈ Rn
∣∣∣ gj(x) ≤ 0, j = 1, . . . , m, hi(x) = 0, i = 1, . . . , r

}
.

Ако допустиви скуп S садржи коначно или преброjиво много елемената, тада ка-
жемо да проблем припада класи комбинаторних проблема.

2.1.1 Линеарни програм

Уколико су ограничењадопустивог скупа gj,hi ифункциjациљалинеарнефунк-
циjе, тада се ради о проблему линеарног програмирања (енгл. Linear programing -
LP). Скуп S у том случаjу називамо полиедар, а пример проблема оптимизациjе
над полиедром као допустивим скупом jе дат на слици 13.

Наjчешће се разматра канонска форма

max c⊤x (14)
при услову A x = b,

x ≥ 0,

где jе A ∈ Rm×n, b ∈ Rm, а c ∈ Rn вектор коефициjената .

Кључне особине.

• Временска сложеност: LP се може тачно решити у полиномском времену,
попут Карамаркове методе унутрашње тачке, прималне-дуалне методе уну-
трашње тачке.

• Врх полиедра:оптимум jе увек унекоj теменоj тачки (тзв. basic feasible solution),
што обjашњава ефикасност симплекс алгоритма .
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max c⊤x
x∗

LP

x1

x2

Слика 13: Линеарни програм: максимум циљне функциjе у темену x∗
LP полиедра.

2.1.2 Целоброjни програм

Када бар jедна од променљивих има целоброjну вредност, добиjамо мешови-
то–целоброjни линеарни програм. Уколико су све променљиве целоброjне, онда
добиjамо целоброjни линеарни програм.

Математичка формулациjа за целоброjни линеарни програм jе ILP,

max c⊤x

при условима Ax ≤ b,

x ∈ Zn,

(ILP)

док jе за мешовити целоброjни линеарни програм математичка формулациjа jе
MILP.

max c⊤x

при условима Ax ≤ b,

xj ∈ Z (j ∈ I),
xj ≥ 0 (j /∈ I).

(MILP)

Oграничења xj ∈ Z, (j ∈ I) моделираjу дискретне одлуке:

• да ли изградити нову фабрику (xj = 1) или не (xj = 0),

• колико камиона послати на руту (k ∈ Z+
0 ),

• редослед обилазака градова (пермутациjске променљиве).

Наjпознатиjи проблеми комбинаторне оптимизациjе попут проблема трго-
вачког путника, успостављање p-центара, p-медиjане и распоређивање послова
на jедноj или више машина, управо су проблеми целоброjног линеарног програ-
мирања.

Уколико се занемари услов целоброjности, онда се проблем своди на LP и тада
се ради о релаксациjи целоброjног проблема , као што jе на слици 14 где се види
LP полиедар (плава зона) и решетка допустивих целоброjних тачака,

• зелена тачка xLP jе оптимално решења релаксациjе, али ниjе целоброjна,

• црвена xIP jе наjбоља решеткаста тачка и оптимално решење ILP-а.

Велики броj проблема комбинаторне оптимизациjе коjи се могу представити
помоћу ILPилиMILP jеNP-тежак,што значида jе тежак онолико коликоинаjтежи
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xIP

xLP

x1

x2

Слика 14: LP релаксациjа (плави полиедар) и целоброjни оптимум xIP ; LP опти-
мално решење xLP ниjе целоброjан.

проблем у класи NP проблема. Другим речима, досад ниjе утврђено да постоjи
алгоритам чиjа jе временска сложеност полиномска тако да оваj проблем реши.

У случаjу када егзактне методе (попут метода гранања и ограничавања, гра-
нања и сечења) не даjу решења услед временског или хардверског ограничења,
проблеми комбинаторне оптимизациjе се решаваjу метахеуристичким и матхеу-
ристичким приступима, као и хеуристикама заснованим на машинском учењу.

2.2 Проблем вишедимензионалног ранца

2.2.1 Опис проблема

Проблем вишедимензионалног ранца (енгл. Multidimensional Knapsack Problem -
MdKP), представља уопштење проблема ранца (енгл. Knapsack Problem- KP). За-
дaтакKP jе одабир i предмета од n, где тежинска сума предмета не сме да пређе
капацитет b, тако да jе сума профитa предмета наjвећа [13].

Проблем KP има широку примену у пракси, попут одабира акциjа на берзи
и избор трансакциjа за блок у криптовалутама. Илустративан пример jе макси-
мални одабир приоритетних хранљивих намирница у продавници како се не би
прекорачио буџет. Уколико желимо да испланирамо диjету, у коjоj jе неопходно
пазити на калориjе, протеине имасти, примећуjемо да намKP не даjе могућност
моделовања нашег захтева.

Наведени реални проблем се може адекватно описати коришћењем модела
MdKP . За сваку намирницу придружуjемо колико има калориjа, протеина и ма-
сти. Тада jе задатак да максимизуjемо броj i намирница, тако да се не прекорачи
буџет, укупна количина протеина и масти, као и укупан броj калориjа. Оваj про-
блем jе дискретан, али jе иNP тежак. На слици 15 дат jе пример планирања диjете.

Проблем MdKP jе први пут представљен у раду [12], док jе прва формална
математичка формулациjа дата у раду [14]. У раду [15] аутори развиjаjу оптимал-
не алгоритме за решавање проблема мултидимензионалног ранца. Приступ из
рада [15] се заснива на комбинациjи методе гранања и ограничавања са ефика-
сним стратегиjама релаксациjе, као и наметодама за редукциjу величине пробле-
ма. Ови поступци омогућаваjу значаjно скраћење времена решавања у односу на
претходне методе.

У раду [16] проблем jе решаван помоћу метахеуристике генетског алгоритма
(GA). Аутори користе бинарно кодирање решења у виду хромозома где свака ген-
ска позициjа представљаизборилиизостављањепредмета.Оператори укрштања
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Слика 15: Потрошња ресурса у примеру MdKP -диjете: сва ограничења су испу-
њена, jер зелени стубићи остаjу испод плаве линиjе на 100 %.

и мутациjе комбинуjу се са хеуристиком коjа обезбеђуjе да нова решења остану
допустива у оквиру свих ограничења. Оваква комбинациjа класичних GA опера-
тора са знањем специфичним за проблем доприноси бољоj разноврсности ре-
шења и бржем проналажењу решења високог квалитета у односу на оптималне
методе из [15], посебно на већим инстанцама.

Аутори у раду [17] предлажу развоj матхеуристике засноване на меметичком
алгоритму. Меметички алгоритам комбинуjе еволутивни механизам генетских
алгоритама са локалном претрагом ради интензивирања у области решења ви-
соког квалитета. У њиховоj имплементациjи се глобална претрага спроводи GA
процедурама, док се на наjбољим решењима примењуjу процедуре локалне пре-
траге. На оваj начин се добиjа баланс између експлорациjе и експлоатациjе, што
доводи до знатно бољих резултата у односу на уобичаjне GA методе.

У раду [24] jе представљен FEPSS (енгл. Finding and Exploring Promising Search
Space), матхеуристички оквир коjи спаjа еволутивну популациjу за издваjање до-
брихделимичнихрешења са кратким, циљаноограниченимтачнимпретрагама у
потпростору коjи садржи “перспективна” решења. Поступак циклично ажурира
популациjу, а локалне процедуре покушаваjу са побољшањем “преспективних”
решења како би се убрзала конвергенциjа ка решењима високог квалитета уз кон-
тролисану рачунску цену.

2.2.2 Математичка формулациjа MdKP

Дато jе n ∈ N предмета при чему jе за i ∈ {1, ..., n}, i-том предмету придружен
профит pi, као и ранац димензиjе d ∈ N, где jе за сваку димензиjу k ∈ {1, ..., d}
дат капацитет bk. За сваки предмет i и димензиjу k, придружена jе тежина aki.
Циљпроблема вишедимензионалног ранца jе проналажењеподскупапредмета I,
тако да jе сума профита предмета из подскупа I максимална, притом поштуjући
ограничења капацитета за сваку димензиjу k.
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Уводимо следеће променљиве:

• xi - бинарна променљива коjа означава да ли jе i-ти предмет одабран, где jе
тада xi = 1, у супротном jе xi = 0.

Користећи претходну нотациjу, проблем се може записати као целоброjни лине-
арни програм [14]:

max
n∑

i=1
pi xi (15)

при условима:
n∑

i=1
aki

xi ≤ bk, ∀k = 1, . . . , d (16)

xi ∈ {0, 1}, ∀i = 1, . . . , n (17)

Израз (15) означава да jе циљ максимизациjа суме профита одабраних предме-
та. Ограничење (16) означава да укупна тежина предмета на нивоу k не прелази
капацитет bk. Oграничењем (17) обезбеђуjе се да су променљиве xi бинарне.

2.3 Проблем максималног тежинског независног скупа

2.3.1 Опис проблема

Проблем максималног независног скупа са тежинама (енгл. Weighted Maximum
Independent Set - WMIS) представља уопштењење проблема максималног незави-
сног скупа (енгл. Maximum Independent Set - MIS) [18], где jе циљ одабрати макси-
малан броj неуседних чворова графа.

Посматраjамо телекомуникациону мрежу са потенциjалним локациjама. Циљ
jе да оператер покриjе целу мрежу и да максимизуjе своj профит. Оваj проблем
се може моделовати са проблемом WMIS, где jе задатак да бирамо несуседне
чворове, тако да jе сума тежина максимална. Комбинаторни проблем WMIS je
NP тежак. На слици 16 приказано jе оптимално решењепроблема на jедном графу
малих димензиjа.

Проблем WMIS jе формулисан у раду [19]. Савремени приступи обухватаjу
више метахеуристика усмерених на брзу локалну претрагу и избегавање локал-
них оптимума. У раду [20] WMIS решаван jе убрзаном локалном претрагом за
WMIS, са циљем ефикасне примене на великим графовима.

У раду [21] предложен jе хибридни ILS са VND локалном претрагом. Дефини-
шу се две околине: (ω,1)-замена (убацивање jедног чвора уз избацивање ω суседа)
и тежинска (1,2)-замена, коjе се систематски испробаваjу до локалне оптимално-
сти, док адаптивна пертурбациjа контролише однос интензификациjе и дивер-
зификациjе.

У [22, 23] развиjена jе METAMIS, напредна меметичка/GRASP метахеуристика
коjа комбинуjе ефикасне локалнепотезе самеханизмомповезивањапутања, спа-
jањем различитих добрих решења ради проналажења нових и потезом наизме-
ничног увећања коjи омогућава ефикасниjи прелаз ка бољем независном скупу,
уз употребу брзих структура података. Оваj приступ постиже конкурентну или су-
периорну тачност на графовима великих димензиjа, са наjбољим резултатима на
великоj већини инстанци.
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У раду [25] jе представљена метода гранањa и редуковања (енгл. branch and
reduce (B&R)) заWMIS, коjа се састоjи од следећих фаза. Наjпре се граф смањуjе
низом ефикасних редукциjа, затим се на редукованоj инстанци спроводи претра-
га гранањем, а добиjено решење се врати назад на изворни граф. Аутори показуjу
да оваj приступ, нарочито вариjанта Red+HILS, даjе вискоквалитетна решења на
великом броjу графова добиjених из података стварног света.

x1

w1 = 6

x2

w2 = 2

x3

w3 = 8

x4

w4 = 3

x5

w5 = 2

x6 w6 = 2

Слика 16: Граф G са тежинама и оптималним независним скупом {x1, x3}.

2.3.2 Математичка формулациjа WMIS

Нека jе дат граф G = (V, E) и тежинска функциjа w : V −→ R+
0 коjа сваком чво-

ру vi графа G додељуjе ненегативну вредност wi коjа представља тежину чвора vi.
Циљ проблема максималног тежинског скупа jе налажење подскупа A ⊂ V та-
ко да су чворови несуседни и да jе сума тежина чворова одабраних у подскупу А
максимална.

Уводимо следеће променљиве:

• xi - бинарна променљива коjа означава да ли jе чвор i ∈ V изабран у подскуп
A.

Користећи горњу нотациjу, проблемможе бити записан у виду целоброjног лине-
арног програма [19]:

max
n∑

i=1
wi xi (18)

при условима: xi + xj ≤ 1, ∀i, j = 1, ..., n, i ̸= j, vivj ∈ E, (19)

xi ∈ {0, 1}, ∀i = 1, ..., n. (20)

Циљ проблема jе максимизациjа функциjе циља коjа представља суму тежина
чворова, што jе записано са (18). Ограничење (19) осигурава да су изабрани несу-
седни чворови. Са ограничењем (20), обезбеђуjе се да су променљиве бинарне.

2.4 Представљање комбинаторних проблема помоћу графова

Jедан од начина представљања комбинаторних проблема оптимизациjе, чиjа
jе математичка формулациjа целоброjни линеарни програм, jесте у облику графа
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коjи садржи бипартитан подграф. У таквом графу, чворови представљаjу разли-
чите компоненте као што су ограничења и променљиве, док посебан циљни чвор
одговара линеарноj функциjи коjа се максимизуjе.

Чвор коjи одговара jедноj променљивоj xi, повежемо са циљним чвором o та-
ко да jе тежина гране ci. Уколико променљива учествуjе у ограничењу, тада се на
исти начин повеже чвор коjи одговара променљивоj xi са чвором коjи одговара
ограничењу bj тако да jе тежина гране коефицjент aij. Самим тим, сада комби-
наторни задатак постаjе одабир чворова коjи одговараjу бинарним променљи-
вима x1, x2, ..., xn, тако да сума тежина грана са циљним чвором максимална, под
условом да чворови испуњаваjу ограничења. На слици 17 je дат уопштен пример
представљања целоброjног линеарног програма помоћу графа.

O

x1 x2 · · · xn−1 xn

b1 b2 · · · bm

c1 c2 cn−1 cn

a11 a21 a22 an−1,2 anm

Слика 17: Графовско представљање целоброjног програма: повезивање функциjе
циља, променљивих и ограничења.

Jедно такво представљање дато jе следећим примером:

Целоброjни линеарни
програм:

max 2x1 + 3x2

при ограничењу x1 + 4x2 = 4
3x1 + x2 = 1
x1, x2 ∈ {0, 1}

O

x1 x2

4 1

2 3

1 43
1

Слика 18: Пример представљања целоброjног програма у облику графа.
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3 Примена GNN на комбинаторне проблеме

Програмза графовскенеуронскемреже jе кодиранупрограмском jезикуPython
на рачунару са процесором i5-1155G7 на FedoraOS оперативном систему. За ре-
шавање комбинаторних проблема у облику целоброjног програма, коришћен jе
решавач CPLEX 22.1.1.

За потребе тренирања и тестирања, креиране су инстанце малих, средњих и
великихдимензиjа. Запроблеммултидимензионалног ранцакреиране суинстан-
це са називом mdkp_n_m_tx, где су параметри:

• n – броj предмета,

• m – броj димензиjа (ограничења),

• tx –фактор затегнутости, коjи представља горњу границу за коефициjент aij

у односу на bi.

Пример: mdkp_12_3_40→ 12 предмета, 3 ограничења, фактор затегнутости 40.

12 3 %броj предмета и ограничења
706 573 806 961 985 356 365 622 764 882 793 930 %профити
268 152 255 223 207 30 30 285 168 65 81 178 %димензиjа 1
17 39 31 11 33 1 53 29 21 31 3 12 %димензиjа 2
15 162 182 145 113 30 220 83 142 236 221 83 %димензиjа 3
738 136 643 % капацитети

Скуп параметра tx затегнутости за све инстанце jе {20, 30, 40}. За све инстанце
где jе броj предмета n, тада броj ограничењаm, зависи од n тако да jеm = ⌈ln⌉, где
jе l скуп параматара {0.1, 0.3, 0.5, 0.75, 1.0, 1.25, 1.5, 2.0}. Све вредности коjе се гене-
ришу насумично, користе целоброjну униформну расподелу на датом интервалу.

За мале инстанце узето jе n ∈ {10, 12, . . . , 100} са кораком 2, док се капацитети
bi, профити pj и тежине wij насумично узоркуjу из интервала [100, 1000], [50, 1000]
и

[
1, tx

100 · bi

]
, редом. Укупно инстанци малих димензиjа jе 1081.

За средње инстанце узето jе n ∈ {100, 102, . . . , 200} са кораком 2, док се капа-
цитети bi, профити pj и тежине wij насумично узоркуjу из интервала [500, 5000],
[100, 5000] и

[
1, tx

100 · bi

]
, редом. Укупно инстанци средњих димензиjа jе 1081.

За велике инстанце узето jе n ∈ {300, 330, . . . , 510} са кораком 30, док се капа-
цитети bi, профити pj и тежине wij насумично узоркуjу из интервала [1000, 10000],
[500, 1000] и

[
1, tx

100 · bi

]
, редом. Укупно инстанци великих димензиjа jе 192.

Што се тиче проблема независног скупа са тежинама, креиране су инстанце са
називом wmis_n_p_α, где су:

• n – броj чворова у графу,

• p – вероватноћа да су два чвора повезана у графу,

• α – коефициjент максималне тежине између два чвора.

Пример: wmis_10_0.3_1.5→ 10 чворова, 0.3 вероватноћа, 1.5 коефицjент.
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10 %броj чворова
0 0 0 1 1 1 1 0 1 1 %матрица повезаности
0 0 0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 1 1 1 0 0 0 0
1 0 1 0 1 1 0 0 1 0
1 1 1 1 0 0 1 0 1 1
1 0 1 1 0 0 0 0 1 0
1 0 0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 1
1 1 0 1 1 1 1 1 0 0
1 0 0 0 1 0 0 1 0 0
4 6 15 2 14 1 11 2 6 2 %тежине чворова

Вероватноћа да су два чвора повезана jе у скупу {0.15, 0.20, 0.25, 0.30, 0.35, 0.40,
0.45, 0.50}, док jе максимална тежина у скупу, tmax = ⌈αx⌉, где jе коефициjент α у
скупу {1.0, 1.5, 2.0, 2.5}. Одабир тежине чвора користи униформну целоброjну рас-
поделу на интервалу [1, tmax]. За мале истанце jе броj чворова у интервалу [10, 100]
са кораком 5, за средње инстанце [100, 200] са кораком 5 и за велике jе [300, 510] са
кораком 30. Укупан броj инстанци малих димензиjа jе 608, броj инстанци сред-
њих димензиjа jе 608, док jе броj инстанци великих димензиjа 256.

Генерисане инстанце су наjпре решаване помоћу CPLEX решавача у времен-
ском интервалу од сат времена, као што jе приказано у диjаграму тока проjекта
19. Резултати коjи су добиjени, коjа су оптимална решења за све мање и сред-
ње инстанце, представљаjу се у облику графа и користе се за скуп података на
коjим ће модели бити креирани. За велике инстанце нису добиjена допустива
решења, па самим тим нису коришћена за тренирање. За сваки комбинаторни
проблем, модели GCN, GAT и GraphSAGE се тренираjу на свом скупу података,
где се затим упоређуjу резултати и наjбољи модели се користе за тражења наjбо-
љег решења за веће инстанце из литературе. Поред скупа података генерисаних
инстанци, за тренирање модела су коришћене мање и средње инстанце са саjта
OR-LIB [27] за проблемMdKP. Димензиjе инстанци из литературе за предмете су
{6, 10, 20, 28, 39, 50, 100}, а за броj ограничења {5, 10, 30}.

Генерисање
инстанци

Решавање
инстанци
помоћу
CPLEX-а

Тренирање
модела

Решавање
великих
инстанци

Слика 19: Ток извршавањa проjекта.

Структура проjекта, коjа jе дата на слици 20, jе модуларна, где се кодови за
графовске неуронске мреже налазе у директориjуму src/gnn. Инстанце се налазе
у директориjуму data, коjе су креиране помоћу src/instance_generator. У директо-
риjуму src/cplex_solver се налазе кодови за покретање решавача на инстанцама.

У наставку су дати кодови за датотеке models.py и train.py, док се преоста-
ли део налази на Гитхаб (енгл. GitHub) репозиториjуму [26]. Коришћен jе пакет
torch коjи садржи класе за моделе графовских неуронских мрежа. У датотеци
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g MasterProject/

g data/ g src/

g cplex_solver/ g data_prep/ g gnn/

A data_loading.py A models.py A train.py A utils.py A visualization.py

g instance_generator/

g venv/ g scripts/ A requirements_txt

Слика 20: Структура проjекта.

models.py се налазе модели за GCN, GAT и GraphSAGE, где су за сва три моде-
ла, активациона функциjа jе ReLU(x) за све слоjеве, осим за последњи слоj, где
jе активациона функциjа σ(x), како би излазне вредности биле класификоване у
вредностима 0 или 1. Метода наjбржег спуста jе коришћена као градиjентна ме-
тода за ажурирање параметара модела.

Кодови за моделе GCN, GraphSAGE и GAT су, редом, приказани у 1, 2 и 3.

Алгоритам 1 DeepGCN модел
1 class DeepGCNModel(nn.Module):
2 def __init__(self, input_dim, hidden_dim, num_layers=4):
3 super(DeepGCNModel, self).__init__()
4 self.convs = nn.ModuleList()
5 self.convs.append(GCNConv(input_dim, hidden_dim))
6 for _ in range(num_layers - 1):
7 self.convs.append(GCNConv(hidden_dim, hidden_dim))
8 self.fc = nn.Linear(hidden_dim, 1)
9 self.dropout = nn.Dropout(p=0.2)
10
11 def forward(self, data):
12 x, edge_index = data.x, data.edge_index
13 for conv in self.convs:
14 x = F.relu(conv(x, edge_index))
15 x = self.dropout(x)
16 x = self.fc(x)
17 return torch.sigmoid(x).squeeze()

Алгоритам 2 DeepGraphSAGE модел
1 class DeepGraphSAGEModel(nn.Module):
2 def __init__(self, input_dim, hidden_dim, num_layers=4):
3 super(DeepGraphSAGEModel, self).__init__()
4 self.convs = nn.ModuleList()
5 self.convs.append(SAGEConv(input_dim, hidden_dim))
6 for _ in range(num_layers - 1):
7 self.convs.append(SAGEConv(hidden_dim, hidden_dim))
8 self.fc = nn.Linear(hidden_dim, 1)
9 self.dropout = nn.Dropout(p=0.2)
10
11 def forward(self, data):
12 x, edge_index = data.x, data.edge_index
13 for conv in self.convs:
14 x = F.relu(conv(x, edge_index))
15 x = self.dropout(x)
16 x = self.fc(x)
17 return torch.sigmoid(x).squeeze()
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Алгоритам 3 DeepGAT модел
1 class DeepGATModel(nn.Module):
2 def __init__(self, input_dim, hidden_dim, num_layers=4, heads=4):
3 super(DeepGATModel, self).__init__()
4 self.convs = nn.ModuleList()
5 self.convs.append(GATConv(input_dim, hidden_dim, heads=heads, concat=True))
6 for _ in range(num_layers - 2):
7 self.convs.append(GATConv(hidden_dim * heads, hidden_dim, heads=heads, concat=True))
8 self.convs.append(GATConv(hidden_dim * heads, hidden_dim, heads=1, concat=False))
9 self.fc = nn.Linear(hidden_dim, 1)
10 self.dropout = nn.Dropout(p=0.2)
11
12 def forward(self, data):
13 x, edge_index = data.x, data.edge_index
14 for conv in self.convs:
15 x = F.relu(conv(x, edge_index))
16 x = self.dropout(x)
17 x = self.fc(x)
18 return torch.sigmoid(x).squeeze()

У фаjлу train.py, модел се тренира тако да се у свакоj епохи рачуна корак
унапредикорак уназад.Повратна вредностфункциjе jе листа грешака кроз епохе.
Код алгоритма je дат у 4. Решења представљамо вектором дужине n чиjе су вред-
ности из скупа {0, 1}. Грешку по чвору i = 1, . . . , n дефинишемо ℓ(ŷi, yi) = (ŷi−yi)2,
где jе вектор ŷ ∈ [0, 1]n добиjен предвиђањем модела, а вектор jе y стварно реше-
ње. Следећи пример показуjе рачунање просека грешке по свим чворовима. Нека
jе оптимално решење скуп {1, 3, 5}, односно y = [1, 0, 1, 0, 1, 0], а n = 6.

• Ако модел врати {2, 4, 6}, онда jе ŷ = [0, 1, 0, 1, 0, 1] и

ℓ(ŷi, yi)
6 = 1

6

6∑
i=1

(ŷi − yi)2 = 6
6 = 1.0.

• Ако модел врати {3, 4, 6}, онда jе ŷ = [0, 0, 1, 1, 0, 1] и

ℓ(ŷi, yi)
6 = 1

6

6∑
i=1

(ŷi − yi)2 = 4
6 ≈ 0.667,

што jе боље jер се барем чвор 3 поклопио.

У процесу тренирања током jедне епохе, скуп података се изнова групише у
неколико група узорака са ознаком batch(b), где jе b = 1, . . . , B,B броj група у скупу
података, док jе подскуп чворова коjи одговара том узорку Vb. Грешка по jедноj
групи рачуна се као

L(b)
batch = 1

|Vb|
∑
i∈Vb

ℓ(ŷi, yi).

Нека jе епоха састављена од група b = 1, . . . , B са броjем чворова |Vb|. Тада jе губи-
так епохе за цео скуп података:

Lepoch =
∑B

b=1 L
(b)
batch |Vb|∑B

b=1 |Vb|
.

Грешка се рачуна по просеку чворова како би оцена грешке била непристрана у
зависности од величине графа.
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Алгоритам 4 Поступак обуке модела (train_model)
1 #train.py
2 def train_model(model, train_loader, optimizer, device, epochs=50, lambda_output=0.1,

lambda_capacity=0.1):
3 """
4 A simple training loop across epochs, returning a list of per-epoch losses.
5 """
6 model.to(device)
7 epoch_losses = []
8
9 for epoch in range(1, epochs + 1):
10 model.train()
11 total_loss = 0.0
12 total_nodes = 0
13
14 for data in train_loader:
15 data = data.to(device)
16 optimizer.zero_grad()
17
18 out = model(data)
19 loss = custom_loss_function(out, data.y, data,
20 lambda_output=lambda_output,
21 lambda_capacity=lambda_capacity)
22 loss.backward()
23 torch.nn.utils.clip_grad_norm_(model.parameters(), max_norm=2.0)
24 optimizer.step()
25
26 num_nodes = data.num_nodes
27 total_loss += loss.item() * num_nodes
28 total_nodes += num_nodes
29
30 if total_nodes > 0:
31 avg_loss = total_loss / total_nodes
32 else:
33 avg_loss = 0.0
34
35 epoch_losses.append(avg_loss)
36 print(f’Epoch {epoch}, Loss: {avg_loss:.4f}’)
37
38 return epoch_losses
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4 Резултати и дискусиjа

За оцењивање квалитета модела коришћени су графици коjи представљаjу за-
висност грешке у односу на броj епоха. Jедан график коjи описуjе квалитетмодела
GCN за проблем MdKP са 6 слоjа и са 10 епоха jе дат на слици 21.

Слика 21: Резултати модела GCN са шест слоjева и десет епоха.

Како би се испитало коjи модел има наjбоље перформансе, три модела се по-
реде за исти броj слоjева и исти броj епоха. Поређење jе приказано на слици 22.

Слика 22: Поређење три модела са шест слоjева и десет епоха.

Поређења су груписане на основу истог броjа слоjева, при чему су на свакоj
слици приказани графици за различити броj епоха, а исти броj слоjева. Броj сло-
jева jе у скупу {4,5,6,7}, док jе броj епоха у скупу {10,30,50,70,90,100}.
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4.1 Резултати за MdKP

За моделе са четири слоjа коjи се тренираjу на инстанцама за проблем MdKP,
дата су поређења на слици 23. Можемо закључити да jе за ову групу модела, наj-
боље перформансе имао модел GraphSAGE.

(а) 10 епоха (б) 30 епоха (в) 50 епоха

(г) 70 епоха (д) 90 епоха (ђ) 100 епоха

Слика 23: Поређење резултата за 4 слоjа.

У случаjу са пет слоjева, чиjа поређења можемо видети на слици 24 , можемо
закључити да се модел GraphSAGE наjбоље показао.

(а) 10 епоха (б) 30 епоха (в) 50 епоха

(г) 70 епоха (д) 90 епоха (ђ) 100 епоха

Слика 24: Поређење резултата за 5 слоjева.
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Наосновупоређењарезултата са слике 25,можемо закључитида jемоделGraphSAGE
дао наjбоље резултате.

(а) 10 епоха (б) 30 епоха (в) 50 епоха

(г) 70 епоха (д) 90 епоха (ђ) 100 епоха

Слика 25: Поређење резултата за 6 слоjева.

У случаjу седам слоjева, можемо закључити да jе модел GraphSAGE наjбољи за
сваки броj епоха, што можемо закључити на основу поређења са слике 26.

(а) 10 епоха (б) 30 епоха (в) 50 епоха

(г) 70 епоха (д) 90 епоха (ђ) 100 епоха

Слика 26: Поређење резултата за 7 слоjева.
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На основу претходних поређења може се закључити да модел GraphSAGE по-
стиже наjбоље резултате. Да би се идентификовао наjбољимодел у односу на броj
слоjева и броj епоха, из сваке групе формиране према броjу слоjева издвоjени
су наjперспективниjи модели и тестирани на већим инстанцама sa OR-LIB [27].
Представници тих група су GraphSAGE-4-30, GraphSAGE-5-90, GraphSAGE-6-90,
GraphSAGE-7-100.

Резултатидобиjенина већиминстанцама су упоређени са резултатимаизрада
[24] коjи су приказани у табели 1, чиjе су димензиjе 500 предмета и 30 ограниче-
ња. Наjбољи резултати модела су приказани подвученом цртом, док су резултати
коjи се поклапаjу са наjбољим познатим потамљени.

Табела 1: Упоређивање резулта GraphSAGE модела и матхеуристике FEPSS.

Инстанца FEPSS fbest GraphSAGE-4-30 GraphSAGE-5-90 GraphSAGE-6-90 GraphSAGE-7-100

500-30-0 116014 107210 107294 107294 115689
500-30-1 114810 110572 112015 112870 113420
500-30-2 116741 112445 113753 113823 113901
500-30-3 115370 108210 111410 112412 115214
500-30-4 116539 102492 108212 108673 110673
500-30-5 115741 98459 105741 105825 108200
500-30-6 114181 102284 107756 107784 109119
500-30-7 114344 101251 106121 106901 113901
500-30-8 115419 107720 110420 110931 114751
500-30-9 117116 105635 112475 113025 115193
500-30-10 218104 194514 207174 215794 211437
500-30-11 214645 202435 210435 211084 214084
500-30-12 215945 191602 208764 209210 213902
500-30-13 217910 201861 211344 211750 215031
500-30-14 215640 204005 207339 207549 211403
500-30-15 215919 200294 210108 210239 213329
500-30-16 215907 192376 204817 204952 211613
500-30-17 216542 184391 211414 215427 212319
500-30-18 217364 203086 210926 211005 216215
500-30-19 214739 211427 212049 212253 214739
500-30-20 301675 285296 294015 294720 298074
500-30-21 300055 272181 288528 289170 291497
500-30-22 305087 302279 303102 303289 305087
500-30-23 302032 274412 284002 285374 293216
500-30-24 304447 291538 292108 292571 295065
500-30-25 297012 270247 282573 283005 289219
500-30-26 303364 298305 301455 301532 303364
500-30-27 307007 281520 292073 292581 297401
500-30-28 303199 264199 265250 267071 251200
500-30-29 300572 286471 288381 288405 289307

Можемо закључити да jе наjбољи модел GraphSAGE-7-100 и да се у случаjу три
инстанце наjбоља вредност решења се поклапаjу са решењима из рада [24]. Та-
кође, увиђа се да вредност осталих решења не одступа много од наjбољих из ли-
тературе. Закључуjемо да има смисла проширити модел у погледу да се модел
прошири у виду слоjева, епохе или величине скупа података.

Време извршавања модела GraphSAGE-7-100 за добиjање решења по инстан-
ци кретало се у интервалу [10s, 115s], не рачунаjући време обуке, док jе за методу
FEPSS време било знатно дуже и кретало се у интервалу [996s, 4285s]. У поређењу
са FEPSS, коjи захтева значаjно дуже време за решавање већих инстанци како би
гарантовао оптималност на потпроблему инстанце, модел GraphSAGE остваруjе
вишеструко мању рачунску цену. Иако квалитет добиjених решења ниjе на ни-
воу методе FEPSS, предност GraphSAGE-а огледа се у могућности брзог добиjања
приближних решења, што га чини погодним за хибридизациjу са другим хеури-
стикама, jер обезбеђуjе квалитетно полазно решење за даљу локалну претрагу.
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4.2 Резултати за WMIS

За тренирање три модела на инстанцама за проблем WMIS са четири слоjа,
дата су поређења на слици 27. Moжемо закључити да jе модел GraphSAGE имао
наjбоље перформансе у овом случаjу.

(а) 10 епоха (б) 30 епоха (в) 50 епоха

(г) 70 епоха (д) 90 епоха (ђ) 100 епоха

Слика 27: Поређење резултата за 4 слоjа.

У случаjу са пет слоjева, можeмо закључити да jе модел GraphSAGE, дао наjбо-
ље резултате, што можемо видети на основу поређења са слике 28.

(а) 10 епоха (б) 30 епоха (в) 50 епоха

(г) 70 епоха (д) 90 епоха (ђ) 100 епоха

Слика 28: Поређење резултата за 5 слоjева.
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На основу поређења резултата са слике 29, закључуjемо да jе GraphSAGE наj-
бољи модел за случаj са шест слоjева.

(а) 10 епоха (б) 30 епоха (в) 50 епоха

(г) 70 епоха (д) 90 епоха (ђ) 100 епоха

Слика 29: Поређење резултата за 6 слоjева.

У случаjу са седам слоjева, дата су поређења резултата на слици 30, одакле
можемо закључити да се модел GraphSAGE наjбоље показао.

(а) 10 епоха (б) 30 епоха (в) 50 епоха

(г) 70 епоха (д) 90 епоха (ђ) 100 епоха

Слика 30: Поређење резултата за 7 слоjева.
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На основу претходних поређења може се закључити да модел GraphSAGE по-
стиже наjбоље резултате. Да би се идентификовао наjбољи модел у односу на
броj слоjева и броj епоха, из сваке групе формиране према броjу слоjева издво-
jени су наjперспективниjи модели и тестирани на већим инстанцама из реалних
примера [28]. Као представници ових група одабрани су модели GraphSAGE-4-70,
GraphSAGE-5-70, GraphSAGE-6-90 и GraphSAGE-7-100.

Резултати добиjени разматраним моделима на већим инстанцама упоређени
су са резултатима из рада [25] коjи су приказани у табели 2. Наjбољи резултати
модела су приказани подвученом цртом.

Табела 2: Упоређивање резулта GraphSAGE модела и матхеуристике Red+HILS.

Инстанца Red+HILS fbest GraphSAGE-4-70 GraphSAGE-5-70 GraphSAGE-6-90 GraphSAGE-7-100

alabama-AM2 174309 84317 91209 87310 82114
alabama-AM3 185744 107455 113274 112609 118448
district-of-columbia-AM1 196475 94301 145807 129420 131644
district-of-columbia-AM2 209132 122473 136519 140476 137210
district-of-columbia-AM3 227598 155027 146513 148094 149473
florida-AM2 230595 99738 130409 139273 137306
florida-AM3 237333 163372 159208 165170 169794
georgia-AM3 222652 140703 151729 156080 154233
greenland-AM3 14011 9002 10358 11037 13704
hawaii-AM2 125284 82145 87683 73621 93814
hawaii-AM3 141011 92540 105235 107704 109470
idaho-AM3 77145 40805 52003 54728 68015
kansas-AM3 87976 34086 47205 51520 73702
kentucky-AM2 97397 53095 51244 69127 68050
kentucky-AM3 100486 58834 64475 62800 84195
louisiana-AM3 60024 27103 35660 34705 42583
maryland-AM3 45496 22175 24596 26308 33104
massachusetts-AM2 140095 83614 95027 93580 127309
massachusetts-AM3 145866 51405 84323 97486 114417
mexico-AM3 97663 35805 44274 50408 65020
new-hampshire-AM3 116060 21591 60385 74205 93179
north-carolina-AM3 49720 17357 22093 35726 22414
oregon-AM2 165047 73445 91707 90380 141753
oregon-AM3 175078 45895 105315 106724 35903
pennsylvania-AM3 143870 53775 94837 96150 117424
rhode-island-AM2 184596 66294 103841 104451 135069
rhode-island-AM3 201758 105240 146728 147041 163824
utah-AM3 98847 14078 38305 39140 72582
vermont-AM3 63302 11749 41028 37522 48477
virginia-AM2 295867 112708 155144 157144 240759
virginia-AM3 308305 126539 204148 205652 273010
washington-AM2 305619 117305 185247 188031 227460
washington-AM3 314288 124381 205703 202850 251026
west-virginia-AM3 47927 8386 34788 31405 29730

Резултати указуjу да нису добиjена решења високог квалитета, jер jе уочено
извесно одступање од тренутно наjбољих познатих вредности. До одступања jе
дошло пре свега услед недовољне разноврсности инстанци коришћених током
обуке, што jе ограничило способност модела да се успешно прилагоди већим и
комплексниjим примерима. У великом броjу случаjева модел GraphSAGE-7-100
дао jе наjбољарешења у односуна остале, иако су идругимоделиостварилидобре
резултате на поjединим инстанцама.

За унапређење модела неопходно jе генерисати нове инстанце мањих и сред-
њих димензиjа, пошто такви скупови не постоjе у литератури.Могу се добити ре-
дукциjом постоjећих великих инстанци, како би се добили подслучаjеви са слич-
ним структурним своjствима. На таj начин модел би имао разноврсниjи и прила-
гођениjи скуп података за обуку, што би омогућило већу ефикасност на великим
инстанцама. Време извршавањамодела GraphSAGE-7-100 за добиjања по инстан-
ци припада интервалу [7s, 44s], не укључуjући време за обуку, док jе за методу
Red+HILS време извршавања по инстанци припада интервалу [0.04s, 974s].
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5 Закључак

У овом раду дат jе детаљан преглед графовских неуронских мрежа, посебно
на моделе GCN, GAT и GraphSAGE. Имплементирани су модели машинског учења
тако да решаваjу два позната комбинаторна проблема, MdKP иWMIS. Закључено
jе да jе модел GraphSAGE са 7 слоjева и 100 епоха наjбољи за проблемMdKP и да jе
наjбољи у већини случаjа за WMIS. Када се упореде квалитет решења са резулта-
тима из литературе, закључуjе се да GraphSAGE даjе решења доброг квалитета за
проблем MdKP, док то ниjе случаj за проблем WMIS. Разлог због ког су резултати
били бољи за проблем MdKP je зато што су инстанце из литературе коришћене у
тренирању модела графовских неуронских мрежа, док за проблем WMIS постоjе
само инстанце већих димензиjа из литературе коjе нису могле бити употребљене
за скуп тренирања.

Наредни корак истраживањаможе бити да се направи хибридизациjа са неком
S-хеуристиком за проблемMdKPида се прошири тренутни скупподатака како би
се креирао модел већих димензиjа зарад бољих решења. За проблем WMIS, мора
да се генерише нови скуп података на основу великих инстанци како би модели
налазили квалитетниjа решења.
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