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Наслов дисертације: Интегралне средине композиционог оператора на
просторима холоморфних функција

Резиме: Испитивање интегралних средина композиције функција
дефинисаним на јединичном диску D у комплексној равни започето је
20-тих година прошлог века, где је један од првих резултата на ову тему
Литлвудов принцип субординације.
Посматрајући норму композиционих оператора на неким просторима

холоморфних функција, природно се јавила потреба за испитивањем односа
интегралних средина композиције f ◦ φ и функције f . Литлвудов принцип,
један је од главних алата који нам помаже да направимо ову везу, међутим
није и једини. У овој тези приказане су и друге методе којима можемо
испитивати однос ових средина. Њиховом применом добијамо оцену норме
композиционог оператора Cφ на просторима са мешовитом нормом Hp,q,α

у облику K1 ≤ ∥Cφ ∥Hp,q,α→Hp,q,α ≤ K2, где константе K1 и K2 зависе од
параметара p, q, α и |φ(0)|.
Осим тога, у тези је испитана и монотоност интегралне средине

холоморфне функције f на јединичном диску D, Mp,q,α[f ](ρ,R, s), где је 0 <

p, q, α < ∞, 0 ≤ ρ < R ≤ 1 и 0 ≤ s ≤ 1. Једна од последица овог резултата
је монотоност норме функције f на просторима мешовите норме, ∥f∥p,q,α, по
параметрима p, q и α.
Један од оператора који се може приказати као интеграл тежинског

композиционог оператора Tt је оператор Хилбертове матрицеH на тежинским
Бергмановим просторима Ap

γ. Познато је да је оператор H ограничен ако и
само ако је 1 < γ + 2 < p, као и да тада важи следеће доње ограничење
за норму оператора ∥H∥Ap

γ→Ap
γ

≥ π/ sin (γ+2)π
p
. У случају када је γ > 0 и

p ≥ 2(γ + 2) познато је да је норма једнака овој константи. При посматрању
норме оператора H, применом теореме Минковског проблем се своди на
оцењивање норме оператора Tt. Као резултат овог испитивања, у случају када
је γ < 0, пронађено је ново горње ограничење норме оператора H, док је, у
случају када је γ > 0, проширен интервал на коме је норма једнака константи
π/ sin (γ+2)π

p
.

У тези је приказано пооштравање Литлвудовог принципа субординације уз
додатан услов инјективности и примене нове неједнакости у случају теореме
Рогозинског и оцени норме композиције функције на тежинским Бергмановим



просторима.
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Dissertation title: Integral Means of the Composition Operator on Spaces of
Holomorphic Functions

Abstract: The study of integral means of the composition of functions defined
on the unit disk D in the complex plane dates back to the 1920s, with one of the
earliest results in this area being Littlewood’s subordination principle.
When investigating the norm of composition operators on certain spaces of

holomorphic functions, a natural need arises to study the relationship between
the integral means of the composition f ◦ φ and those of the function f itself.
Littlewood’s principle is one of the main tools used to establish this connection.
However, it is not the only one. In this dissertation, additional methods for
studying the relationship between these integral means are presented. By applying
these methods, two-sided estimates for the norm of the composition operator Cφ on
spaces of mixed normHp,q,α are obtained in the formK1 ≤ ∥Cφ ∥Hp,q,α→Hp,q,α ≤ K2,

where the constants K1 and K2 depend on the parameters p, q, α and |φ(0)|.
Furthermore, the monotonicity of the integral mean of a holomorphic function

f on the unit disk D, denoted by Mp,q,α[f ](ρ,R, s) , is investigated, where 0 <

p, q, α < ∞, 0 ≤ ρ < R ≤ 1 and 0 ≤ s ≤ 1. One consequence of this result is
the monotonicity of the norm ∥f∥p,q,α in mixed norm spaces with respect to the
parameters p, q, α.
One of the operators that can be represented as an integral of weighted

composition operators Tt is the Hilbert matrix operator H acting on the weighted
Bergman spaces Ap

γ. Moreover, it is known that the operator H is bounded if and
only if 1 < γ + 2 < p, and in this case, the following lower bound for the norm
of the operator holds: ∥H∥Ap

γ→Ap
γ
≥ π/ sin (γ+2)π

p
. When γ > 0 and p ≥ 2(γ + 2),

it is known that the norm is equal to this constant. In studying the norm of the
operator H, after applying Minkowski’s theorem, the application of Minkowski’s
inequality reduces the problem to estimating the norm of the operator Tt. As a
result of this analysis, in the case where γ < 0 a new upper bound for the norm of
the operator H is obtained, while in the case where γ > 0, the interval on which
the norm equals the constant π/ sin (γ+2)π

p
is extended.

Finally, the dissertation presents a refinement of Littlewood’s subordination
principle under an additional injectivity assumption, together with applications
of the new inequality to the Rogosinski theorem and to norm estimates for
compositions of functions on weighted Bergman spaces.
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Увод

Један од основних појмова математичке анализе је појам композиционог
оператора. Изучавање композиционих оператора са фиксираном функцијом
која дејствује на просторе холоморфних функција, започето је средином
60-тих година прошлог века, [36]. Интегралне средине заузимају централно
место у дефинисању норме на многим просторима холоморфних функција.
Интересовање за интегралне средине функција почиње почетком 20. века,
кроз развој комплексне и хармонијске анализе. Један од првих радова на тему
проучавања интегралних средина композиционих оператора на просторима
холоморфних функција је рад Џ. Е. Литлвуда из 1923. године [31]. У том
раду Литлвуд уместо термина композиционих оператора, користи термин
субординације, видети дефиницију 1.6. Његов рад наставио је Ф. Рис у раду
[40], где уместо холоморфних посматра субхармонијске функције. Он тада
даје један од главних алата за рад са овим срединама, познат под називом
Литлвудов принцип субординације:

Нека су функције u и v субхармонијске на јединичном диску D комплексне
равни, такве да постоји холоморфно пресликавање φ : D → D са својством
да је φ(0) = 0 и v = u ◦ φ на D. Тада∫ 2π

0

v
(
reiθ
)
dθ ≤

∫ 2π

0

u
(
reiθ
)
dθ,

за све 0 < r < 1.
Заинтересовани овим проблемом, Б. Карапетровић и аутор дисертације у
раду [15], приказују побољшање ове познате теореме уз додатан услов да је
пресликавање φ инјективно.
Једна од основних особина сваког оператора је његова норма. На

тежинским Бергмановим просторима Ap
γ важи следећа оцена норме

композиционог оператора:
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УВОД

Нека је −1 < γ <∞, 0 < p <∞ и φ : D → D холоморфно. Тада је

1

(1− |φ(0)|2)
γ+2
p

≤ ∥Cφ∥Ap
γ→Ap

γ
≤
(
1 + |φ(0)|
1− |φ(0)|

) γ+2
p

.

Као последица пооштравања Литлвудовог принципа субординације, јавља
се и оштрија оцена одозго норме композиционог оператора са инјективним
симболом на тежинским Бергмановим просторима.
За одговарајуће параметре p, q, α, простори са мешовитом нормом Hp,q,α

поклапају се са тежинским Бергмановим просторима. При израчунавању
норме композиције функција на простору Hp,q,α управо се јавља интегрална
средина композиционог оператора, али у односу на Бергманове просторе,
ситуација постаје компликованија када су параметри p и q различити.
У раду [2], И. Аревало, М. Д. Контрерас и И. Родригез-Пјаца, између
осталог, показују да је норма композиционог оператора сразмерна константи(

1+|φ(0)|
1−|φ(0)|

)γ+1/p

. Аутор дисертације, мотивисан резултатом теореме 2.2.2 и
радом [2], у самосталном раду [13], показује теорему 2.3.2 која тврди да за
норму оператора Cφ, где је φ : D → D холоморфно на простору са мешовитом
нормом Hp,q,α, важе следеће неједнакости

C1
1

(1− |φ(0)|2)α+
1
p

≤ ∥Cφ ∥ ≤ C2

(
1 + |φ(0)|
1− |φ(0)|

)α+ 1
p

,

где су C1 и C2 експлицитно одређене константе које зависе од параметара
p, q, α и вредности |φ(0)|.
Још један интересантан проблем јесте одређивање норме оператора

Хилбертове матрице H на просторима холоморфних функција. У случају
Хардијевих и Бергманових простора, проблем је у потпуности решен [4], [10],
[11], [16], док у случају тежинских Бергманових простора Ap

γ, није решен у
целости. М. Јевтић и Б. Карапетровић у раду [24] су показали да је оператор
H ограничен на овим просторима ако и само ако је 1 < γ + 2 < p. У раду
[26], Б. Карапетровић је, између осталог, оценио норму одоздо константом

π

sin (γ+2)π
p

и показао да је норма једнака тој константи ако γ > 0 и p ≥

2(γ+2). Познато је да се оператор Хилбертове матрице може представити као
интеграл тежинског композиционог оператора, што нам даје један од главних
алата за процену њене норме. Користећи се том чињеницом, аутор дисертације
и Б. Карапетровић, у раду [5], приказују прву оцену одозго норме оператора
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H у случају када је γ < 0. Потом, у раду [14], приказују и нове оцене у случају
када је γ > 0, а p < 2(γ + 2).
Мотивисани радом А, Линареса и Д. Вукотића, [33], Карапетровић и

аутор дисертације посматрају интегралне средине холоморфне функције f
на јединичном диску Mp,q,α[f ](ρ,R, s), где је 0 < p, q, α < ∞, 0 ≤ ρ < R ≤ 1

и 0 ≤ s ≤ 1, погледати дефиницију 1.10. У раду [12], одређују монотоност
ових интегралних средина у зависности од параметара. У случају када је
ρ = 0, R = 1 и s = 1, средина Mp,q,α[f ](0, 1, 1) представља норму функције f
на простору мешовите норме Hp,q,α. Као последицу монотоности ових средина
добијамо и монотоност норме функције f у односу параметре p, q и α.
Садржај дисертације подељен је у четири главе.
Прва глава је уводног карактера и у њој је дат преглед основних појмова

и тврђења која се користе у даљем тексту. Осим тога, дат је преглед
новијих резултата који се тичу инклузивности простора мешовите нормеHp,q,α

проистеклих из рада [33], као и преглед рада [12].
Друга глава дисертације посвећена је норми композиционог оператора

на просторима холоморфних функција. У прве две секције дат је преглед
познатих резултата о норми на Хардијевим и тежинским Бергмановим
просторима. Док је у трећој секцији приказан самосталан рад аутора
дисертације [5], као и помоћни резултати који се тичу Форели-Рудин оцене
преузети из рада [32].
Тема треће главе је оператор Хилбертове матрице и његова норма

на тежинским Бергмановим просторима. Прво је дат преглед познатих
резултата, а потом су приказани радови који су проистекли из сарадње аутора
и Б. Карапетровића, [5] и [14].
Четврта глава ове дисертације бави се пооштравањем Литлвудовог

принципа субординације у случају када је симбол инјективан и применом
тога на теорему Рогозинског и оцену композиције на тежинским Бергмановим
просторима. У овој глави приказан је заједнички рад, [15], аутора дисертације
и Б. Карапетровића.

3



Глава 1

Основни појмови и тврђења

У овом уводном поглављу дат је преглед неких основних појмова и тврђења
која ће се користити у даљем тексту.

• Простор комплексних бројева C

Нека су x = Re z и y = Im z, редом, реалан и имагинаран део броја
z = x + iy. Просторе C и R2 можемо идентификовати придруживањем
сваком комплексном броју z уређен пар (x, y) ∈ R2. Свако z ∈ C \ {0} се
може написати у облику z = reiθ, где је r = |z| модул, а θ ∈ R аргумент
броја z. Ознака arg z представља аргумент броја z ∈ C \ {0} који се
налази у интервалу (−π, π].
(C,+, ·) је векторски простор са скаларним производом дефинисаним са
< z,w >= zw, за z, w ∈ C, где је w конјугат броја w.

• Јединични диск D у простору C

Са D(z0, r) = {z ∈ C : |z− z0| < r} означићемо диск у комплексној равни
са центром у тачки z0 ∈ C полупречника r > 0, са D = D(0, 1) јединични
диск са центром у тачки 0, а са Dr = D(0, r), за r > 0.

• Простор холоморфних функција
Нека је Ω ⊂ C отворен скуп, функција f : Ω → C је холоморфна на Ω

ако је комплексно диференцијабилна на Ω. Тада за функције Re f и Im f

важе Коши-Риманове једначине. Осим тога, важи и да је ∂f
∂z

= 0 на Ω,
користимо ознаку f ′(z) = ∂f

∂z
.

Простор свих холоморфних функција на јединичном диску означавамо
са Hol(D). Познато је да је свака холоморфна функција комплексно
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аналитичка и обратно. Односно, сваку холоморну функцију f ∈ Hol(D),
можемо на јединствен начин представити у облику Тејлоровог реда

f(z) =
∞∑
n=0

f̂(n)zn, z ∈ D, где је f̂(n) = f (n)(0)

n!
, n ∈ N0.

Ако низ Тејлорових коефицијената
{
f̂(n)

}∞

n=0
поистоветимо са

функцијом f , онда се простор Hol(D) може видети као одговарајући
простор низова.

• Хипергеометријске функције

Означимо са
Γ(z) =

∫ ∞

0

tz−1e−tdt, Re z > 0,

Гама функцију и са

B(z, w) =

∫ 1

0

tz−1(1− t)w−1dt, Re z,Rew > 0

Бета функцију. Нека од основних својстава ових функција су:

∗ Γ(z + 1) = zΓ(z);

∗ Γ(n+ 1) = n!, где је n ∈ N0;

∗ Γ(z)Γ(1− z) = π
sin(πz) ;

∗ lim
m→+∞

(m−1)!mc

Γ(m+c)
= 1 (Ојлер - Гаусова формула) ;

∗ B(z, w) = B(w, z);

∗ B(z, w) = Γ(z)Γ(w)
Γ(z+w)

.

Нека је a, b, c ∈ C, c ̸= 0,−1,−2, ... и λ ∈ D. Хипергеометријску функцију
дефинишемо на следећи начин

F (a, b, c;λ) =
∞∑
k=0

(a)k(b)k
(c)k

λk

k!
,

где је са (x)k означен израз

(x)k =
Γ(x+ k)

Γ(x)
= x(x+ 1)(x+ 2) · · · (x+ k − 1) за k ≥ 1;

(x)0 = 1.
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Приметимо да ред којим је задата функција F (a, b, c;λ) задаје
аналитичку функцију на диску D по параметру λ. Ова функција назива
се Гаусова хипергеометријска функција са параметрима (a, b, c) и добија
се као решење хомогене линеарне диференцијалне једначине другог реда

z(1− z)
d2f

dz2
+ (c− (a+ b+ 1)z)

df

dz
− abf = 0.

Неке особине хипергеометријских функција:

∗ Основна интегрална репрезентација - Ојлерова формула:
Ако је Re c > Re b > 0 онда

F (a, b, c;λ) =
Γ(c)

Γ(b)Γ(c− b)

∫ 1

0

tb−1(1− t)c−b−1(1− λt)−adt. (1.1)

∗ Нека за параметре a, b, c осим основних важи и додатна претпоставка
Re(c− a− b) > 0, онда важи

F (a, b, c; 1−) =
Γ(c)Γ(c− a− b)

Γ(c− a)Γ(c− b)
. (1.2)

∗ За λ ∈ D важи

F (a, b, c;λ) = (1− λ)c−a−bF (c− a, c− b, c;λ). (1.3)

∗ Уколико Re c > γ > 0 и | arg(1− λ)| < π и λ ̸= 1, онда важи

F (a, b, c;λ) =
Γ(c)

Γ(γ)Γ(c− γ)

∫ 1

0

tγ−1(1− t)c−γ−1F (a, b, γ; tλ)dt. (1.4)

∗ Ако c = a+ b, онда имамо

lim
λ→1−

(
Γ(a)Γ(b)

Γ(a+ b)
log 1

1− x

)−1

F (a, b, a+ b;λ) = 1. (1.5)

1.1 Шварцова лема
Једно од основних својстава холоморфних пресликавања из јединичног

диска у јединичан диск која фиксирају 0 је Шварцова лема. Прву
формулацију овог тврђења, уз додатну претпоставку да је пресликавање
инјекција, дао је Шварц 1890. године у раду [44], док тврђење које се
у литератури наводи као Шварцова лема, први је доказао и тако назвао
Каратеодори у раду [7] из 1912. године. За више информација о Шварцовој
леми погледати [6].
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Теорема 1.1.1 (Шварцова лема). Нека је φ : D → D холоморфно
пресликавање такво да φ(0) = 0. Онда |φ(z)| ≤ |z| за све z ∈ D и |φ′(0)| ≤ 1.

Штавише, уколико |φ(z)| = |z| за неко z ∈ D \ {0} или |φ′(0)| = 1, онда
постоји θ ∈ R тако да је φ(z) = eiθz за све z ∈ D.

Осим основног облика Шварцове леме, постоји и варијанта познатија као
Шварц-Пикова теорема, где није неопходан услов φ(0) = 0.

Теорема 1.1.2 (Шварц-Пикова лема). Нека је φ : D → D холоморфно
пресликавање. Тада, за све z1, z2 ∈ D важи∣∣∣∣∣ φ(z1)− φ(z2)

1− φ(z1)φ(z2)

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣ z1 − z2
1− z1z2

∣∣∣∣∣ (1.6)

и за све z ∈ D
|φ′(z)|

1− |φ(z)|2
≤ 1

1− |z|2
. (1.7)

Уколико важи једнакост у (1.6) за неке различите z1, z2 ∈ D, или у (1.7) за
неко z ∈ D онда је функција φ Мебијусово пресликавање.

Наредна пропозиција је још један од облика Шварцове леме, где је |φ(z)|
оцењено у класичном облику, али без претпоставке да је φ(0) = 0.

Пропозиција 1.1.1. Нека је φ : D → D холоморфно пресликавање. Тада је

|φ(z)| ≤ |z|+ |φ(0)|
1 + |φ(0)||z|

.

Доказ. Приметимо да за a, b ∈ D важи∣∣∣∣∣ a− b

1− ab

∣∣∣∣∣
2

= 1− (1− |a|2) (1− |b|2)
|1− ab|2

≥ 1− (1− |a|2) (1− |b|2)
(1− |a||b|)2

=
(|a| − |b|)2

(1− |a||b|)2
.

Узимајући a = φ(z), за z ∈ D и b = φ(0), на основу претходне неједнакости и
Шварц-Пикове леме, имамо

|φ(z)| − |φ(0)|
1− |φ(z)||φ(0)|

≤

∣∣∣∣∣ φ(z)− φ(0)

1− φ(0)φ(z)

∣∣∣∣∣ ≤ |z|,

7
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одакле добијамо тражену неједнакост

|φ(z)| ≤ |z|+ |φ(0)|
1 + |φ(0)||z|

.

Једна од директних последица претходне пропозиције је:

Последица 1.1.1. Нека је φ : D → D холоморфно пресликавање. Тада је

|φ(z)| ≤ (1− |φ(0)|)|z|+ 2|φ(0)|
1 + |φ(0)||z|

.

Наредна пропозиција назива се унутрашњи облик Шварцове леме.

Пропозиција 1.1.2. [37] Нека је φ : D → D холоморфно и φ(0) = 0. Онда

|φ(z)| ≤ |z| |z|+ |φ′(0)|
1 + |φ′(0)||z|

, (1.8)

за све z ∈ D.

Доказ. Нека је g(z) = φ(z)/z. На основу Шварцове леме, φ је ротација или
|g(z)| < 1 за z ∈ D.
У првом случају је |φ′(0)| = 1, па тражена неједнакост (1.8) важи

тривијално.
Посматрајмо други случај, када |g(z)| < 1. Тада је неједнакост (1.8)

еквивалентна са
|g(z)| ≤ |z|+ |g(0)|

1 + |g(0)||g(z)|
,

а претходно важи на основу пропозиције 1.1.1.

Скуп свих аутоморфизама јединичног диска означићемо са Aut(D). Једна
од последица Шварцове леме је:
Сваки аутоморфизам јединичног диска је Мебијусово пресликавање. Односно,
свако φ ∈ Aut(D) је облика

φ(z) = eiθ
z − a

1− az
,

за неко θ ∈ R и a ∈ D. Користимо ознаку

φa(z) =
a− z

1− az
.

8
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Слика 1.1: Пресликавање φa

Директним рачуном проверава се да важе једнакости

φ−1
a (z) = φa(z), z ∈ D; φ′

a(z) =
1− |a|2

(1− az)2
;

1− |φa(z)|2 =
(1− |z|2) (1− |a|2)

|1− az|2
.

Пропозиција 1.1.3. Нека је f ∈ L1(D, dmα), где је dmα(z) = (1− |z|2)α dm(z),
а dm Еуклидска мера dxdy. Онда важи једнакост∫

D
f ◦ φa(z)dmα(z) =

∫
D
f(z)

(1− |a|2)α+2

|1− az|2(2+α)
dmα(z).

Доказ. Приметмо да је∫
D
f ◦ φa(z)dmα(z) =

∫
D
f ◦ φa(z)

(
1− |z|2

)α
dm(z).

Након смене w = φa(z), односно w = φa(z), добијамо∫
D
f ◦ φa(z)dmα(z) =

∫
φa(D)

f(w)
(
1− |φa(w)|2

)α |φ′(w)|2dm(w)

Користећи својства пресликавања φa имамо

∫
D
f ◦ φa(z)dmα(z) =

∫
D
f(w)

(
(1− |w|2) (1− |a|2)

|1− aw|2

)α ∣∣∣∣ 1− |a|2

(1− aw)2

∣∣∣∣2 dm(w)

=

∫
D
f(w)

(1− |a|2)α+2

|1− aw|2(2+α)
dmα(w).

Заменом променљиве w са z добијамо тражену једнакост.
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1.2 Хармонијска пресликавања
Дефиниција 1.1. Нека је Ω ⊂ C област и u : Ω → C класе C2(Ω). Лапласијан
функције u дефинишемо са

∆u(z) =
∂2u

∂x2
(z) +

∂2u

∂y2
(z),

где z = x+ iy.

Лако се показује да важи ∆u(z) = 4
∂2u

∂z∂z
(z).

Пропозиција 1.2.1. Нека су Ω1,Ω2 ⊂ C области и нека је u ∈ C2(Ω2) и
φ : Ω1 → Ω2 холоморфно. Тада је

∆(u ◦ φ)(z) = ∆u(φ(z)) · |φ′(z)|2,

за све z ∈ Ω1.

Доказ. Важи
∂(u ◦ φ)
∂z

=
∂u

∂w

∂φ

∂z
+
∂u

∂w

∂φ

∂z
.

Како је φ холоморфно имамо ∂φ
∂z

=

(
∂φ

∂z

)
= 0 на Ω1. Онда је

∂2(u ◦ φ)
∂z∂z

=
∂

∂z

(
∂u

∂w
· ∂φ
∂z

)
=
∂2u

∂w2
· ∂φ
∂z

· ∂φ
∂z

+
∂2u

∂w∂w
· ∂φ
∂z

· ∂φ
∂z

+
∂u

∂w
· ∂

2φ

∂z∂z
.

Како важи ∂φ
∂z

= 0,
∂2φ

∂z∂z
= 0 и ∂φ

∂z
=

(
∂φ

∂z

)
, добијамо тражену једнакост.

Дефиниција 1.2. Нека је Ω ⊂ C област. Функција u : Ω → C је хармонијска
функција на Ω ако u ∈ C2(Ω) и ∆u(z) = 0, за све z ∈ Ω.

Приметимо да је реалан и имагинаран део холоморфне функције
хармонијска функција, одатле имамо и да је свака холоморфна
функција на некој области и хармонијска. Штавише, уколико посматрамо
реално-вредносну хармонијску функцију u : Ω → R, где је Ω ⊂ C просто
повезана област, онда постоји холоморфна функција f : Ω → C таква
да је u = Re f на Ω. На основу овога, можемо закључити да је свака
хармонијска функција класе C∞. Такође, на основу пропозиције 1.2.1 видимо
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да ће композиција хармонијске и холоморфне функције бити хармонијска
функција. Осим тога, за хармонијске функције важе и следећа битна својства
која ћемо навести без доказа:

Теорема 1.2.1 (Принцип максимума и минимума за хармонијске функције).
Нека је Ω ⊂ C област и u : Ω → R хармонијска функција. Ако функција
u достиже локални максмимум или локални минимум у Ω, онда она мора
бити константна.

На основу принципа максимума можемо закључити да ће неконстантна
хармонијска функција на ограниченој области Ω, дефинисана на Ω, достизати
свој максимум на граници ∂Ω. Наредна теорема приказује како се конструише
хармонијска функција на унутрашњости диска на основу њене вредности на
граници.

Теорема 1.2.2 (Дирихлеов проблем на диску). Нека је функција f : ∂D → C
део по део непрекидна функција. Нека је са

P (z, ζ) =
1

2πr

r2 − z2

|z − ζ|2
.

означено Поасоново језгро на јединичном диску D. Тада је

P [f ](z) =

∫
∂D
f(ζ)P (z, ζ)dζ

јединствена хармонијска функција на D, непрекидна на D сем у тачкама
прекида функције f , таква да је P [f ](z) = f(z) за све z ∈ ∂D у којима је
функција f непрекидна.

Напомена 1.1. Ако је f : ∂D(z0, r) → C део по део непрекидна функција.
Приметимо да увођењем смене g(z) = f(z0 + rz), z ∈ ∂D, функција h(w) =

P [g](w−z0
r

) решење Дирихлеовог проблема на диску D(z0, r). Функцију h ћемо
такође означавати са P [f ] наглашавајући диск на коме је дефинисана.

Још једна од особина хармонијских функција која их потпуно карактерише
је теорема о средњој вредности.

Теорема 1.2.3 (Теорема о средњој вредности). Нека је Ω ⊂ C област. Тада
је функција u : Ω → C хармонијска функција ако и само ако за свако a ∈ Ω и
r > 0 такво да D(a, r) ⊂ Ω важи

u(a) =
1

πr2

∫
D(a,r)

u(z)dm(z) =
1

πr

∫ 2π

0

u
(
reiθ
)
dθ,
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где је са dm означена стандардна Еуклидска мера на D.

Теорема 1.2.4 (Харнакова неједнакост). Нека је u ненегативна функција
дефинисана у затвореном дискуD(a,R) ⊂ C, a ∈ C, R > 0. Ако је u непрекидна
на D(a,R) и хармонијска у D(a,R), онда за свако 0 < r < R и θ ∈ [0, 2π) важи

R− r

R + r
u(a) ≤ u

(
a+ reiθ

)
≤ R + r

R− r
u(a).

Слика 1.2: Харнакова неједнакост

Харнакова неједнакост један је од основних алата који се користе при
процени вредности хармонијске функције у произвољној тачки. Ову теорему
представио је А. Харнак 1887. године. Ова теорема обично је исказана
у општијем облику, где се посматра позитивна хармонијска функција
дефинисана на затвореној лопти у простору Rn, n ≥ 2. За потребе ове тезе,
довољно је посматрати да је n = 2.

1.3 Гринова формула
Веза између интеграла на области и одговарајућег криволинијског

интеграла на граници те области назива се Гринова формула. Основни облик
Гринове формуле гласи:

Теорема 1.3.1 (Гаусова теорема). Нека је Ω ⊂ R2 област ограничена део
по део глатком кривом Γ. Ако су функције P,Q непрекидне као и њихови
парцијални изводи ∂P

∂y
, ∂Q
∂x

на Ω, онда важи∫
Γ+

Pdx+Qdy =

∫∫
Ω

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy, (1.9)

где Γ+ означава да се интеграција врши у смеру при коме тачке области Ω

остају са леве стране.
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Посматрајмо функцију u(x, y) која има непрекидне парцијалне изводе на
Ω и функцију v(x, y) такву да има непрекидне изводе првог и другог реда на
Ω. Дефинишимо функције

P (x, y) = u(x, y)
∂v

∂x
(x, y), Q(x, y) = u(x, y)

∂v

∂y
(x, y).

Функције P и Q задовољавају услове Гаусове теореме и важи
∂P

∂x
= u · ∂

2v

∂x2
+
∂u

∂x
· ∂v
∂x
,

∂Q

∂y
= u · ∂

2v

∂y2
+
∂u

∂y
· ∂v
∂y
.

Тада на основу (1.9)∫∫
Ω

(
u
∂2v

∂x2
+
∂u

∂x

∂v

∂x
+u

∂2v

∂y2
+
∂u

∂y

∂v

∂y

)
dxdy

=

∫
Γ+

u

(
∂v

∂x
dy − ∂v

∂y
dx

)
.

Уколико у криволинијском интегралу уведемо извод у правцу спољашње
нормале, онда

∂v

∂n
=
∂v

∂x
cos(x, n) + ∂v

∂y
cos(y, n),

где (x, n) и (y, n) представљају углове које вектор нормале заклапа са
позитивним деловима x и y осе, редом. Уколико s представља дужину лука
криве и ако се вектор нормале криве Γ креће у позитивном смеру, важи

cos(x, n) = dy

ds
и cos(y, n) = −dx

ds
.

Односно, важи
∂v

∂n
ds =

∂v

∂x
dy − ∂v

∂y
dx.

Користећи да је ∆v = ∂2v
∂x2

+ ∂2v
∂y2
, добијамо∫∫

Ω

u∆v dxdy +

∫∫
Ω

(
∂u

∂x

∂v

∂x
+
∂u

∂y

∂v

∂y

)
dxdy =

∫
Γ

u
∂v

∂v
ds. (1.10)

Уколико претпоставимо да су обе функције u и v такве да имају непрекидне
прве и друге парцијалне изводе, мењајући улогу u и v у формули (1.10) и
добијено одузимајући од (1.10), добијамо Гринову формулу∫∫

Ω

(u∆v − v∆u) dxdy =

∫
Γ

(
u
∂v

∂n
− v

∂u

∂n

)
ds. (1.11)

Када поистоветимо C са R2, добијамо следећу теорему.
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ГЛАВА 1. ОСНОВНИ ПОЈМОВИ И ТВРЂЕЊА

Теорема 1.3.2 (Гринова формула). Нека је Ω област у C, ограничена
аналитичком Жордановом кривом, тада∫

Ω

(u∆v − v∆u) dm =

∫
Γ

(
u
∂v

∂n
− v

∂u

∂n

)
|dz|,

за u, v ∈ C2
(
Ω
)
.

Узимајући да је u = 1 и v = F класе C2 на диску DR за неко R > 0 добијамо
на основу Гринове формуле

1

2π

∫ 2π

0

∂F

∂r

(
reiθ
)
dθ =

1

2πr

∫
Dr

∆F (z)dm(z), (1.12)

за све 0 < r < R. Како је функција F класе C2 (DR) можемо заменити места
интегралу и изводу ∂

∂r
са леве стране једнакости. Тада добијамо

∂

∂r

(
1

2π

∫ 2π

0

F
(
reiθ
)
dθ

)
=

1

2πr

∫
Dr

∆F (z)dm(z). (1.13)

За више детаља о Гриновој формули и њеним примена погледати [35].

1.4 Субхармонијске функције
Субхармонијске функције представио је Ф. Рис у радовима [41], [42]. Ове

функције имају централну улогу у многим гранама анализе, специјално у
теорији потенцијала и теорији комплексних функција.

Дефиниција 1.3. Функција u : Ω → [−∞,∞), где је Ω ⊂ C област, назива се
субхармонијском у Ω ако је полунепрекидна одозго, односно,

lim sup
z→a

u(z) ≤ u(a), за све a ∈ Ω,

и ако за свако a ∈ Ω постоји r > 0 тако да D(a, r) ⊂ Ω и

u(a) ≤ 1

πρ2

∫
D(a,ρ)

u(z)dm(z), за све 0 < ρ < r. (1.14)

Приметимо да је неједнакост (1.14) еквивалентна неједнакости

u(a) ≤ 1

2π

∫ 2π

0

u
(
a+ ρeiθ

)
dθ за све 0 < ρ < r. (1.15)

Често, уместо неједнакости (1.14) користимо неједнакост (1.15).
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ГЛАВА 1. ОСНОВНИ ПОЈМОВИ И ТВРЂЕЊА

Пример 1.1. Свака реално вредносна хармонијска функција је и
субхармонијска. Сума и максимум коначно много субхармонијских функција
ће такође бити субхармонијска функција. Један нетривијалан пример је
функција log |f(z)|, где је f холоморфна функција на области Ω.

Наредна пропозиција илуструје један од начина како можемо да
конструишемо нове субхармонијске функције.

Пропозиција 1.4.1. Нека је u субхармонијска функција на области Ω ⊂ C и
φ растућа конвексна функција на [−∞,∞), непрекидна у −∞ . Тада је φ ◦ u
субхармонијска на Ω.

Доказ. Како је свака конвексна функција на R непрекидна на R, функција φ
је непрекидна на [−∞,∞). На основу тога закључујемо да је функција φ ◦ u
полунепрекидна одозго.
Ако је a ∈ Ω и D(a, r) ⊂ Ω, онда за 0 < ρ < r на основу монотоности

функције φ и Јенсенове неједнакости за конвексна пресликавања имамо да
важе неједнакости

φ(u(a)) ≤ φ

(
1

πρ2

∫
D(a,ρ)

u(z)dm(z)

)
≤ 1

πρ2

∫
D(a,ρ)

φ (u(z)) dm(z).

Овим је доказ завршен.

Пример 1.2. На основу пропозиције 1.4.1, ако је f холоморфна на Ω, онда је
|f(z)|p = ep log |f(z)| субхармонијска на Ω за 0 < p <∞.

Пропозиција 1.4.2 (Принцип максимума за субхармонијске функције).
Субхармонијска функција не достиже максимум унутар повезане области
Ω, осим уколико је константна на Ω.

Доказ. Нека је u субхармонијска функција на Ω и нека је са M означен
скуп M = {a ∈ Ω : u(a) = max

z∈Ω
u(z)}. На основу полунепрекидности одозго

функције u, скуп M је затворен.
Нека је a ∈M произвољно. На основу (1.14), постоји r > 0 тако да u(a) ≤

u(z) за свако z ∈ D(a, r). Односно, u(z) = u(a) на D(a, r). Одакле имамо
D(a, r) ⊂M .
Дакле, скуп M је и отворен. На основу повезаности скупа Ω, закључујемо

да је M = Ω или M = ∅.
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ГЛАВА 1. ОСНОВНИ ПОЈМОВИ И ТВРЂЕЊА

Ако је u субхармонијска функција, а h реално-вредносна хармонијска
функција на области Ω и D ⊂ Ω диск, следећа пропозиција тврди да уколико
важи неједнакост u ≤ h на ∂D, онда је u ≤ h на D.

Пропозиција 1.4.3. Нека је u полунепрекидна одозго реално вредносна
функција дефинисана на области Ω. Тада је u субхармонијска функција на
Ω ако и само ако за сваки отворен диск D такав да је D ⊂ Ω и сваку реално
вредносну функцију h непрекидну на D, хармонијску на D, такву да u ≤ h

на ∂D, важи u ≤ h у D.

Доказ. Нека је функција u субхармонијска на области Ω и D затворен диск
такав да D ⊂ Ω. Посматрајмо произвољну функцију h, непрекидну на D
и хармонијску на D, такву да u ≤ h на ∂D. Онда, на основу принципа
макисмума за субхармонијске функције, примењеном на функцију u − h,
имамо да је

max
z∈D

(u(z)− h(z)) = max
z∈∂D

(u(z)− h(z)) ≤ 0.

Дакле, u(z) ≤ h(z) за све z ∈ D.
С друге стране, ако је функција u полунепрекидна одозго на Ω таква да

за сваку функцију h непрекидну на D и хармонијску на D важи u ≤ h на ∂D,
онда u ≤ h на D за сваки затворен диск D ⊂ Ω.
Без умањења општости, посматрајмо тачку a = 0 и претпоставимо да важи

D ⊂ Ω. Нека је φ произвољна непрекидна фунција на ∂D таква да u ≤ φ на
∂D. Онда је функција h = P [φ](z) хармонијска на D, непрекидна на D и u ≤ h

на ∂D. Дакле, u ≤ h на D. Специјално,

u(0) ≤ h(0) =
1

2π

∫ 2π

0

φ
(
eiθ
)
dθ.

Како је u полунепрекидна одозго, функцију u
(
eiθ
)
можемо видети као

инфимум фамилије непрекидних функција. Одакле важи

u(0) ≤ 1

2π

∫ 2π

0

u
(
eiθ
)
dθ.

Овим је доказ завршен, у општем случају довољно је применити претходну
неједнакост на функцију z → u(a+ ρz).
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Последица 1.4.1. Нека је u : Ω → R субхармонијска функција и z ∈ Ω

произвољно. Ако је D(z, rz) ⊂ Ω онда је функција Iu,z(r) = 1
2π

∫ 2π

0
u(z + reiθ)dθ

растућа функција на интервалу (0, rz).

Доказ. Нека је z0 ∈ Ω, rz0 > 0 тако да D(z0, r0) ⊂ Ω и 0 < r1 < r2 < rz0

произвољно. Ако је f(z) = u(z), z ∈ ∂D(z0, r2), означимо са h(z) = P [f ](z),
z ∈ D(z0, r2) решење Дирихлеовог проблема на диску D(z0, r2). На основу
претходне пропозиције u ≤ h на диску D(z0, r2).
На основу теореме о средњој вредности за хармонијске функције важи

Iu,z0(r1) =
1

2π

∫ 2π

0

u(z0 + r1e
iθ)dθ ≤ 1

2π

∫ 2π

0

h(z0 + r1e
iθ)dθ ≤ h(z0)

=
1

2π

∫ 2π

0

h(z0 + r2e
iθ)dθ =

1

2π

∫ 2π

0

u(z0 + r2e
iθ)dθ = Iu,z0(r2).

У случају два пута диференцијабилних функција, субхармоничност
можемо окарактерисати знаком Лапласијана. Да бисмо показали то тврђење,
неопходна нам је следећа лема.

Лема 1.4.1. Ако је u : Ω → R класе C2, онда је за све a ∈ Ω

∆u(a) = lim
r→0+

4

r2
1

2π

∫ 2π

0

(
u
(
a+ reiθ

)
− u(a)

)
dθ.

Доказ. Нека је a ∈ Ω и R > 0 такво да D(a,R) ⊂ Ω. Посматрајмо функцију
h(z) = u(a + z), за z ∈ DR. Тада је h класе C2 на DR и Маклоренов развој
функције h је облика

h(z) =h(0) + z
∂h

∂z
(0) + z

∂h

∂z
(0)

+
1

2

(
z2
∂2h

∂z2
(0) + 2zz

∂2h

∂z∂z
(0) + z2

∂2h

∂z2
(0)

)
+ o(|z|2).

Уколико узмемо да је z = reiθ, интеграљењем претходне једнакости по θ на
интервалу [0, 2π] добијамо

4

r2
1

2π

∫ 2π

0

(
h
(
reiθ
)
− h(0)

)
dθ = ∆h(0) + o(r).

Односно, пуштајући лимес r → 0+, имамо тражену једнакост

∆u(a) = lim
r→0+

4

r2
1

2π

∫ 2π

0

(
u
(
a+ reiθ

)
− u(a)

)
dθ.
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Пропозиција 1.4.4. Нека је u : Ω → R функција класе C2. Онда је функција
u субхармонијска ако и само ако је ∆u ≥ 0.

Доказ. Тврђење тривијално важи на основу леме 1.4.1.

Пропозиција 1.4.5. Нека је {un}∞n=1 опадајући низ субхармонијских
функција такав да, u1 ≥ u2 ≥ · · · ≥ un ≥ · · · у Ω ⊂ C, онда је u = lim

n→∞
un

субхармонијска функција у Ω.

Доказ. Лако се види да ће функција u бити полунепрекидна одозго.
Посматрајмо произвољну реално-вредносну функцију h, хармонијску на
D(a, r), непрекидна на D(a, r) и u ≤ h на ∂D(a, z), где је D(a, r) ⊂ Ω

произвољно. Ако је ε > 0, онда постоји n за које је un ≤ u + ε на ∂D(a, r).
Дакле, u ≤ un ≤ h+ ε на D(a, r). Пуштајући ε→ 0, добијамо u ≤ h на D(a, r),
одакле, на основу пропозиције 1.4.3 следи да је u субхармонијска функција на
Ω.

У наредној пропозицији показаћемо на који начин можемо да
апроксимирамо субхармонијске функције глатким субхармонијским
функцијама.

Пропозиција 1.4.6 (Апроксимација глатким функцијама). Нека је u : Ω →
R субхармонијска функција. Тада постоји низ глатких субхармонијских
функција un : Ωn → R такав да:

(i) за свако n ∈ N, Ωn је отворен, Ωn ⊂ Ωn+1 и Ω =
⋃
n∈N

Ωn;

(ii) un ≥ un+1 на Ωn и низ un локално равномерно конвергира ка u на Ω.

Доказ. Нека је χ(z) ∈ C∞(C) радијална функција, χ(z) = χ(|z|), таква да
suppχ ⊂ D,

∫
C χdm = 1 и χ(z) ≥ 0 за z ∈ C, где је suppχ представља ознаку

за носач функције χ. Један пример овакве функције је

χ(z) =

e
− 1

1−|z|2 /I, |z| < 1

0, |z| ≥ 1

где је I константа којом нормализујемо интеграл
∫
C χdm. Дефинишимо

функцију φε(z) = χ(z/ε), тада је suppφε ⊂ Dε. Нека је

uε(z) =
1

ε2

∫
Dε

u(z − w)φε(w)dm(w).
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Познато је да је uε класе C∞ у области Ωε = {z ∈ Ω : D(z, ε) ⊂ Ω} и uε

равномерно конвергира ка u на Ωε0 за ε0 > 0.
Проверавамо да ли је uε1 ≤ uε2 за ε1 ≤ ε2 на Ωε2. Како је φ(w) = φ(|w|),

имамо на основу последице 1.4.1 следеће

uε1(z) =
1

ε21

∫
Dε1

u(z − w)φε1(w)dm(w) =
1

ε21

∫
Dε1

u(z − w)φ(
w

ε1
)dm(w)

=

∫
D
u(z − ε1w)φ(w)dm(w) =

∫ 1

0

rφ(r)

∫ 2π

0

u(z − ε1re
iθ)dθdr

≤
∫ 1

0

rφ(r)

∫ 2π

0

u(z − ε2re
iθ)dθdr = uε2(z),

за све z ∈ Ωε2.
Да бисмо показали субхармоничност функција uε, посматрајмо интеграл

1

r2π

∫
D(a,r)

uε(z)dm(z) =
1

r2π

∫
D(a,r)

∫
Dε

u(z − w)φε(w)dm(w)dm(z),

где је a ∈ Ωε и r > 0 такво да D(a, r) ⊂ Ωε. Како је скуп D(a − w, r) ⊂ Ω

за свако w ∈ Dε, на основу примене Фубинијеве теореме и субхармоничности
функције u имамо

1

r2π

∫
D(a,r)

uε(z)dm(z) =

∫
Dε

(
1

r2π

∫
D(a−w,r)

u(t)dm(t)

)
φε(w)dm(w)

≥
∫
Dε

u(a− w)φε(w)dm(w) = uε(a).

Узимајући за ε = 1
n
добијамо тражени низ.

Пропозиција 1.4.7. Нека су Ω и V области у C и нека је f : Ω →
V холоморфна функција. Ако је u субхармонијска на V , онда је u ◦ f
субхармонијска на Ω.

Доказ. Нека је un низ из пропозиције 1.4.6. Онда низ un ◦ f конвергира ка
u ◦ f када n → ∞, па на основу пропозиције 1.4.5 довољно је испитати
субхармоничност функција un ◦ f на Ωn. Како је за свако n ∈ N функција un
глатка, имамо да un ◦f је такође глатко. На основу пропозиције 1.4.4 довољно
је посматрати Лапласијан пресликавања un ◦ f . Како је ∆un ≥ 0 имамо да

∆(un ◦ f)(z) = ∆un(f(z)) · |f ′(z)|2 ≥ 0,

одакле следи тврђење.
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1.5 Интегралне средине
У даљем тексту, интегралну средину субхармонијске функције ω : D →

[−∞,∞) означавамо са

Iω(r) =
1

2π

∫ 2π

0

ω
(
reiθ
)
dθ,

где је 0 < r < 1.

Дефиниција 1.4. Реално вредносна функција ϕ(r), r > 0, је конвексна по
log r ако је функција x→ ϕ (ex) конвексна. Односно, тада важи неједнакост

ϕ
(
r1−λ1 rλ2

)
≤ (1− λ)ϕ(r1) + λϕ(r2), r1, r2 > 0, 0 < λ < 1.

Лако се проверава да је функција ϕ класе C2 конвексна по log r ако и само
ако ϕ′′(r) + ϕ′(r)

r
≥ 0.

Теорема 1.5.1. Нека је u субхармонијска функција у диску DR. Тада је
функција Iu(r) конвексна по log r и растућа. Исто важи и за функцију
Ju(r) = max

0≤θ≤2π
u
(
reθ
)
.

Доказ. За фиксиране 0 < r1 < r2 < R дефинишимо хармонијску функцију
h(z) = a log |z|+ b такву да h(rj) = Iu(rj) за j = 1, 2. Дефинишимо и

v(z) =
1

2π

∫ 2π

0

u
(
zeiθ

)
dθ,

за z ∈ DR. Покажимо прво да је функција v полунепрекидна одозго.
Нека је ρ < R произвољно. На основу пропозиције 1.4.6, постоји низ

глатких субхармонијских функција un дефинисаним на Dρ тако да un ≥ un+1

и un → u, n → ∞ равномерно на Dρ. Како су функције un глатке, оне су и
непрекидне на Dρ, онда је

vn(z) =
1

2π

∫ 2π

0

un
(
zeiθ

)
dθ, z ∈ Dρ, n ∈ N

низ непрекидних функција такав да vn ≥ vn+1 и v(z) = lim
n→∞

vn(z) за све z ∈ Dρ.
На основу претходног, за свако a ∈ Dρ и ε > 0 постоји n ∈ N тако да

lim sup
z→a

v(z) ≤ lim sup
z→a

vn(z) = vn(a) ≤ v(a) + ε.
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Пуштајући да ε → 0, имамо полунепрекидност одозго функције v у тачки
a ∈ Dρ. Како је 0 < ρ < R произвољно, функција v је полунепрекидна одозго
на DR.
Да би функција v била субхармонијска неопходно је показати да

задовољава неједнакост (1.15).
Нека је D(a, ρ) ⊂ DR. Тада

1

2π

∫ 2π

0

v
(
a+ ρeit

)
dt =

1

4π2

∫ 2π

0

(∫ 2π

0

u
((
a+ ρeit

)
eiθ
)
dθ

)
dt

=
1

2π

∫ 2π

0

(
1

2π

∫ 2π

0

u
(
aeiθ + ρei(t+θ)

)
dt

)
dθ

≤ 1

2π

∫ 2π

0

u
(
aeiθ

)
dθ = v(a).

Дакле, функција v је субхармонијска на DR.
Како је v(z) = h(z) на ∂A(0, r1, r2), на основу пропозиције 1.4.3 имамо

v(z) ≤ h(z) на A(0, r1, r2). Односно, функција Iu(r) конвексна по log r.
Да је функција Iu(r) растућа по r, следи на основу последице 1.4.1.
У случају Ju(r), доказ је сличан, али за функцију h узимамо h(z) = Ju(rj),

за |z| = rj, j = 1, 2.

У раду [20], Г. Х. Харди уводи ознаку и проучава интегралне средине
модула холоморфних функција. Он их дефинише на следећи начин.

Дефиниција 1.5. Ако је 0 < r < 1, f ∈ Hol(D), интегрална средина модула
функције f за 0 < p <∞ је

Mp(r, f) =

(
1

2π

∫ 2π

0

∣∣f (reiθ)∣∣p dθ) 1
p

и за p = ∞,
M∞(r, f) = sup

θ∈[0,2π)

∣∣f (reiθ)∣∣ .
Претходна теорема нам даје за директну последицу монотоност интегралне

средине Mp(r, f) по параметру r.

Последица 1.5.1. Нека је f ∈ Hol(D) и 0 < p ≤ ∞. Тада је Mp(r, f) растућа
функција по r.

Дефиниција 1.6. Нека су u и v субхармонијске функције на јединичном
диску D. Функција v је субординована функцијом u на D ако постоји
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холоморфно пресликавање φ : D → D такво да φ(0) = 0 и v(z) = u (φ(z))

за све z ∈ D. Тада користимо ознаку v ≺ u.

Теорема 1.5.2 (Литлвудов принцип субординације). Нека су функције u и v
субхармонијске, такве да v ≺ u. Тада

Iv(r) ≤ Iu(r),

за све 0 < r < 1.

Доказ. С обзиром да u ≺ v, постоји холоморфна функција φ : D → D тако да
φ(0) = 0 и v = u ◦ φ. Нека је 0 < r < 1 фиксирано. Тада постоји хармонијска
функција U у диску Dr таква да U(z) = u(z) за |z| = r. Онда u(z) ≤ U(z) у
затвореном диску Dr и v(z) ≤ U(φ(z)) = V (z) на кружници |z| = r. Тада,

Слика 1.3: Композиција v = u ◦ φ

1

2π

∫ 2π

0

v
(
reiθ
)
dθ ≤ 1

2π

∫ 2π

0

V
(
reiθ
)
dθ = V (0)

= U(0) =
1

2π

∫ 2π

0

U
(
reiθ
)
dθ =

1

2π

∫ 2π

0

u
(
reiθ
)
dθ.

Овим је теорема доказана.

Теорему 1.5.2 показао је Ф. Рис, у раду [40], 1925. године. Он наводи да
је прву верзију ове теореме показао Ј. Е. Литлвуд у раду [31] који је написан
1923. године, али је објављен 1925.
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Теорема 1.5.3. [31] Нека f, g ∈ Hol(D) и нека је g ≺ f . Онда за 0 < p < ∞
важи

Mp(r, g) ≤Mp(r, f), (1.16)

за све 0 < r < 1.

Доказ. Функције |f |p и |g|p су субхармонијске у D, на основу доказа теореме
1.5.2 важи неједнакост (1.16).

Пропозиција 1.5.1. Нека је f ∈ Hol(D) и 0 < r < 1. Тада је функција
p→Mp(r, f) растућа на (0,+∞).

Доказ. Нека је 0 < p1 < p2 < ∞. На основу Хелдерове неједнакости за p1
p2
и

1− p1
p2
важи

1

2π

∫ 2π

0

∣∣f (reiθ)∣∣p1 dθ ≤ 1

2π
(2π)1−p1/p2

(∫ 2π

0

∣∣f (reiθ)∣∣p2)p1/p2 .

Лема 1.5.1. Нека је f ∈ Hol(D) и φ : D → D холоморфно пресликавање. Тада
за 0 < p <∞ и 0 < r < 1

M p
p (r, f ◦ φ) ≤ R + |φ(0)|

R− |φ(0)|
M p

p (R, f),

где |φ(z)| ≤ R < 1 за све |z| = r.

Доказ. Нека је |φ(0)| = c. Функција |f |p је субхармонијска на скупу DR и
непрекидна на DR. На основу претходног, постоји непрекидна функција u на
DR, тако да је u хармонијска на DR, |f(z)|p ≤ u(z) за z ∈ DR и |f(z)|p = u(z)

за |z| = R. Онда

M p
p (r, f ◦ φ) = 1

2π

∫ 2π

0

∣∣f (φ (reiθ))∣∣p dθ
≤ 1

2π

∫ 2π

0

u
(
φ
(
reiθ
))
dθ = u(φ(0)).

(1.17)

На основу примене Харнакове неједнакости у (1.17), добијамо

M p
p (r, f ◦ φ) ≤R + c

R− c
u(0) =

R + c

R− c

1

2π

∫ 2π

0

u
(
Reiθ

)
dθ

=
R + c

R− c

1

2π

∫ 2π

0

∣∣f (Reiθ)∣∣p dθ.
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Дакле,
M p

p (r, f ◦ φ) ≤ R + c

R− c
M p

p (R, f).

1.6 Неки простори холоморфних функција
Један од основних примера простора холоморфних функција на

јединичном диску су Хардијеви простори које је представио Рис 1923.
године, [39]. Име су добили по Г. Х. Хардију који је пре тога посматрао
интегралне средине холоморфних функција, које су саставни део дефиниције
ових простора.

Дефиниција 1.7. Хардијев простор Hp за 0 < p ≤ ∞ је скуп функција
f ∈ Hol(D) које задовољавају

∥f∥Hp = sup
0≤r<1

Mp(r, f) <∞.

Скуп Hp је векторски простор, а у случају када је 1 ≤ p ≤ ∞, са ∥ · ∥Hp

је дефинисана норма на Hp. Хардијеви простори за 1 ≤ p ≤ ∞ су подскупови
одговарајућих простора Lp, док за 0 < p < 1 просториHp имају лепша својства
од простора Lp. Како су интегралне средине Mp(r, f) растуће по параметру
r ∈ (0, 1) за све f ∈ Hol(D) и 0 < p ≤ ∞, испоставља се да је

∥f∥Hp = lim
r→1−

Mp(r, f),

за све f ∈ Hp. Када је 1 ≤ p ≤ ∞, важи и наредна теорема:

Теорема 1.6.1. [39] Нека је f ∈ Hp, 1 ≤ p ≤ ∞. Тада за скоро све θ ∈ [0, 2π)

постоји lim
r→1−

f
(
reiθ
)
= f∗

(
eiθ
)
, и важе следеће релације:

∥f∥Hp = ∥f∗∥p, 0 < p ≤ ∞;

lim
r→1−

∫ 2π

0

∣∣f (reiθ)− f∗
(
eiθ
)∣∣p dθ = 0, 0 < p <∞.

Доказ. Ако је g ∈ Hol(D), користићемо ознаке gr
(
eiθ
)
= g

(
reiθ
)
за 0 < r < 1, за

функцију дефинисану на јединичној кружници ∂D и ∥·∥p за норму дефинисану
на простору Lp (∂D).
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Нека је f =
∞∑
n=0

f̂(n)zn ∈ Hp тада

M = sup
0<r<1

∥fr∥p <∞. (1.18)

За 1 < p < ∞, простор Lp (∂D) можемо посматрати као дуал простора
Lq (∂D), 1

p
+ 1

q
= 1. Како је Lq (∂D) један нормиран векторски простор,

на основу Банах-Алаоглу теореме, затворена јединична лопта у Lp (∂D) је
компактан скуп у односу на слабу-* топологију. Односно, претходно нам даје
да постоји f∗ ∈ Lp (∂D) и низ rn → 1, тако да функционали Λrn дефинисани на
простору Lq (∂D) одређени функцијама frn који конвергира ка функционалу
Λ∗ одређеног функцијом f∗ ∈ Lp (∂D). Дакле, за свако θ ∈ [0, 2π), важи

lim
n→∞

∫ 2π

0

frn
(
eiθ
)
g
(
eiθ
)
dθ =

∫ 2π

0

f∗
(
eiθ
)
g
(
eiθ
)
dθ. (1.19)

Треба показати да конвергенција важи и у норми простора Lp (∂D).
Узимајући за gk

(
eiθ
)
= e−ikθ, θ ∈ [0, 2π) , k ∈ Z и ak = 0 за k < 0, имамо на

основу (1.19) за све k ∈ Z
lim
n→∞

akr
k
n = f̂∗(k),

где је f∗
(
eiθ
)
=

∞∑
k=−∞

f̂∗(k)e
ikθ, θ ∈ [0, 2π). Дакле, важи f̂∗(k) = 0, за k < 0 и

f̂∗(k) = ak, за k ≥ 0. Посматрајући решење Дирихлеовог проблема за функцију
f∗, добијамо P [f∗]r

(
eiθ
)
= fr

(
eiθ
)
. На основу својстава функције P [f∗] имамо

да
∥fr − f∗∥p = ∥P [f∗]r − f∗∥p → 0, r → 1.

Дакле, fr конвергира ка f∗ у норми простора Lp (∂D).
Слично, када је p = ∞ показујемо да је fr → f , r → 1 слаба-* конвергенција

у L∞.
Када је p = 1, дуал простора L1 (∂D) може се видети као подскуп простора

свих комплексних мера на ∂D, M (∂D). Како је M (∂D) = C (∂D)∗, на основу
Банах-Алаоглуове теореме, лопте простора M (∂D) су компактне у слабој-*
топологији.
Поново добијамо постојање лимеса µ ∈ M (∂D) као lim

r→1
fr = µ, али је овај

лимес у простору M (∂D). Односно, важиће∫ 2π

0

fr
(
eiθ
)
g
(
eiθ
)
dθ →

∫ 2π

0

µ
(
eiθ
)
g
(
eiθ
)
dθ, q ∈ C (∂D) .
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Узимајући за gk као и у случају када је 1 < p < ∞, добијамо µ̂(k) =

lim
r→1

f̂r(k), k ∈ Z. Дакле, µ̂(k) = 0, k < 0. На основу теореме браће Рис, важи
да је µ апсолутно непрекидна мера у односу на Лебегову меру dθ, а онда
на основу Радон Никодим теореме је dµ = f∗dθ, где f∗ ∈ L1 (∂D) тако да
f̂∗(k) = f̂(k) , k ≥ 0. Одакле, слично као и раније имамо

lim
r→1

∥fr − f∗∥1 = 0.

Сада ћемо показати и да је ∥f∥Hp = ∥f∗∥p за 1 ≤ p ≤ ∞.
Посматрајмо прво случај када је p <∞. Како је f∗ = lim

r→1
fr, добијамо

∥f∗∥p = lim
r→1

∥fr∥p = ∥f∥Hp .

Када је p = ∞, на основу слабе-* конвергенције имамо

∥f∗∥∞ ≤ lim inf
r→1

∥fr∥∞ = ∥f∥H∞ ,

а с друге стране како је fr = P [f∗]r, добијамо

lim sup
r→1

∥fr∥∞ ≤ ∥f∗∥∞.

Одакле, ∥f∥H∞ = ∥f∗∥∞.

На основу претходне теореме, функције f ∈ Hp(D) можемо
идентификовати са одговарајућим функцијама на једиичној кружници
f∗ са f = P [f∗].

Последица 1.6.1. За z ∈ D произвољно, функционал Fz : f → f(z) је
ограничен на Hp, 1 ≤ p ≤ ∞. Штавише, важи

∥Fz∥Hp =
1

(1− |z|2)
1
p

,

где дефинишемо 1
∞ = 0.

Доказ. Нека је z ∈ D, 1 ≤ p < ∞ и f ∈ Hp(D) произвољно. Посматрајмо
функцију

F (w) = f ◦ φz(w) ·
1− |z|2

(1− wz)2
.

Тада F (0) = f(z) · (1 − |z|2) и функција F ∈ Hp(D). На основу теореме 1.6.1,
постоји F∗ ∈ Lp (∂D), тако да lim

r→1
F
(
reiθ
)
= F∗

(
eiθ
)
и M p

p (r, F ) ≤ ∥F∗∥p. Како
је |F |p субхармонијска функција, за 0 < r < 1 имамо

|F (0)|p ≤M p
p (r, F ) ≤ ∥F∗∥p,
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односно,
|F (0)|p ≤ 1

2π

∫ 2π

0

∣∣f∗ ◦ φz (eiθ)∣∣p (1− |z|2)p

|1− zeiθ|2p
dθ.

Након смене променљиве eit = φz
(
eiθ
)
, добијамо

|F (0)|p ≤ 1

2π

∫ 2π

0

∣∣f∗ (eit)∣∣p dt = ∥f∥pHp .

Дакле,
|f(z)| ≤ ∥f∥p

(1− |z|2)
1
p

. (1.20)

Узимајући за f(w) = 1
1−zw , лаким рачуном добијамо ∥f∥Hp = 1

(1−|z|2)
1
p
, одакле

следи да се једнакост (1.20) достиже за f ∈ Hp.
Уколико је p = ∞, онда за свако f ∈ H∞(D) имамо да је |f(z)| ≤ ∥f∥H∞ .

Узимајући за f ≡ 1 видимо да тврђење важи и у овом случају.

Једно од уопштења Хардијевих простора су Бергманови просотори.

Дефиниција 1.8. Функција f ∈ Hol(D) припада тежинском Бергмановом
простору Ap

α, за 0 < p <∞ и α > −1 ако

∥f∥Ap
α
=

(
α+ 1

π

∫
D
|f(z)|p dmα(z)

) 1
p

,

где је са dmα(z) означена мера (1− |z|2)α dm(z).

Испоставља се да Hp ⊂ Ap
α. У случају када је параметар α = 0, добијамо

Бергманов простор Ap.
Простори Ap

α су Банахови простори, а A2
α Хилбертов простор. Прво се

у литератури појавио простор A2, који је увео Бергман у раду [3] из 1950.
године. Након тога, као природна генерализација простора A2 појавили су се
Бергманови простори Ap, а потом и тежински Бергманови простори Ap

α. За
више информација о Бергмановим просторима погледати [17], [22], [25], [38].
Још један пример простора холоморфних функција на јединичном диску

су и простори са мешовитом нормом.

Дефиниција 1.9. Функција f ∈ Hol(D) припада скупу Hp,q,α за 0 < p ≤ ∞,
0 < q <∞ и 0 < α <∞ уколико важи

∥f∥p,q,α =

(
2αq

∫ 1

0

r(1− r2)αq−1M q
p (r, f)dr

) 1
q

<∞, (1.21)
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а за 0 < p <∞, q = ∞ и 0 < α <∞ ако

∥f∥p,q,α = sup
0<r<1

(1− r2)Mp(r, f) <∞. (1.22)

Флет је 1972. године представио просторе Hp,q,α у радовима [18], [19]. За
дефиницију норме функције f ∈ Hp,q,α узео је модификацију претходних
израза, где се уместо израза r(1 − r2) јавља (1 − r). Лако се проверава да
се и у једном и у другом случају добијени простори поклапају. Флет је у [19]
показао да су простори Hp,q,α комплетни и да важе следеће инклузије:

• за 0 < α < β <∞, 1 < p ≤ ∞ и 0 < q1 < q2 <∞

Hp,∞,β ⊂ Hp,q1,α ⊂ Hp,q2,α ⊂ Hp,∞,α,

• за 0 < α <∞, 1 < p1 < p2 ≤ ∞ и 0 < q ≤ ∞

Hp2,q,α ⊂ Hp1,q,α.

У даљем тексту користићемо дефиниције (1.21) и (1.22). У том
случају, добијамо праву генерализацију тежинског Бергмановог простора Ap

γ,
узимајући q = p и α = γ+1

p
добијамо Ap

γ = Hp,p, γ+1
p и ∥f∥Ap

γ
= ∥f∥

H
p,p,

γ+1
p
.

Питање које се природно јавља:
Да ли важи неједнакост ∥f∥u,v,β ≤ ∥f∥p,q,α за све f ∈ Hu,v,β ∩ Hp,q,α за неке
параметре 0 < u, v, p, q, α, β ≤ ∞?
Линарес и Вукотић, у раду [33], показују да је Hp,q,α ⊂ Hu,v,β ако је p ≥ q

и да контрактивност норме важи ако и само ако q ≤ v и α ≤ β, или q > v и
αq ≤ βv.

Пропозиција 1.6.1 ([33]). Нека је 0 < u ≤ p ≤ ∞, 0 < q ≤ v ≤ ∞, 0 < α <∞.
Онда

∥f∥u,v,α ≤ ∥f∥p,q,α. (1.23)

Доказ. Претпоставимо прво да је v <∞. Дефинишимо за 0 ≤ R < 1 функцију

Φ(R) =

(∫ 1

R

2αqr(1− r2)αq−1M q
p (r, f)dr

) v
q

−
∫ 1

R

2αvr(1− r2)αv−1M v
u(r, f)dr.

Да би се показала неједнакост (1.23), довољно је показати да је Φ(0) ≥ 0.
Како је lim

R→1−
Φ(R) = 0, испоставља се да је довољно показати да је функција
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Φ опадајућа. На основу монотоности Mp(r, f) по параметру r, имамо∫ 1

R

2αqr(1− r2)αq−1M q
p (r, f)dr ≥M q

p (R, f)

∫ 1

R

2αqr(1− r2)αq−1dr

=M q
p (R, f)(1−R2)αq.

Узимајући у обзир да је v/q − 1 ≥ 0, добијамо

Φ′(R) = 2αvR(1−R2)αv−1M v
u(R, f)− 2αvR(1−R2)αq−1M q

p (R, f)

·

(∫ 1

R

2αqr(1− r2)αq−1M q
p (r, f)dr

) v
q
−1

≤ 2αvR(1−R2)αv−1M v
u(R, f)− 2αvR(1−R2)αq−1M q

p (R, f)

·M v−q
p (R, f)(1−R2)αv−αq

= 2αvR(1−R2)αv−1
(
M v

u(R, f)−M v
p (R, f)

)
≤ 0,

где последња неједнакост важи на основу пропозиције 1.5.1. Дакле,
неједнакост (1.23) важи када је v <∞.
Нека је v = ∞. Онда имамо два случаја q = ∞ и 0 < q <∞.

• Случај qqq = ∞ :

Како је u ≤ p, имамо

(1− r2)αMu(r, f) ≤ (1− r2)αMp(r, f) ≤ ∥f∥p,∞,α.

Узимајући супремум 0 < r < 1 добијамо (1.23).
• Случај 0 <<< qqq <<<∞ :

На основу пропозиције 1.5.1 и последице 1.5.1, добијамо

(1−R2)αqM q
u(R, f) ≤ (1−R2)αqM q

p (R, f)

= αq

∫ 1

R

2r(1− r2)αq−1M q
p (R, f)dr

≤ 2αq

∫ 1

R

r(1− r2)αq−1M q
p (r, f)dr ≤ ∥f∥p,q,α.

Узимајући супремум по R ∈ (0, 1), добијамо тражену неједнакост.

Пропозиција 1.6.2. Нека је 0 ≤ u ≤ p ≤ ∞, 0 < v ≤ q <∞ и αq ≤ βv. Онда
је

∥f∥u,v,β ≤ ∥f∥p,q,α. (1.24)
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Доказ. Сменом променљиве s = (1− r2)βv добијамо

∥f∥qu,v,β =

(∫ 1

0

M v
u

(√
1− s1/(βv), f

)
ds

) q
v

.

Коришћењем Хелдерове неједнакости, монотоности интегралне средине
Mt(ρ, f) по параметру 0 < t ≤ ∞, а потом и монотоности по параметру
0 < ρ < 1, добијамо

∥f∥qu,v,β ≤
∫ 1

0

M q
u

(√
1− s1/(βv), f

)
ds

≤
∫ 1

0

M q
p

(√
1− s1/(βv), f

)
ds

≤
∫ 1

0

M q
p

(√
1− s1/(αq), f

)
ds

=

∫ 1

0

2αqr(1− r2)αq−1M q
p (r, f)dr = ∥f∥p,q,α,

где претпоследњу једнакост добијамо коришћењем смене s = (1− r2)αq.

Пропозиција 1.6.3. Нека је 0 < u ≤ p ≤ ∞, 0 < v < q ≤ ∞ и 0 < α < β <∞.
Ако је αq > βv, онда инклузија Hp,q,α ⊂ Hu,v,β није контрактивна.

Доказ. Довољно је наћи f ∈ Hp,q,α тако да је

∥f∥p,q,α < ∥f∥p,q,β.

У случају када је q = ∞, довољно је посматрати функцију f(z) = (1+z2)α.
Тада је

(1− r2)αMp(r, f) ≤ (1− r2)αM∞(r, f) = (1− r4)α ≤ 1 = |f(0)| < ∥f∥u,v,β,

за све r ∈ (0, 1), где је последња неједнакост добијена на основу строге
монотоности функцијеMp(r, f) по параметру r у случају да f није константно.
Ако је 0 < q < ∞, на основу Хелдерове неједнакости за све f ∈ Hol(D)

важи
∥f∥p,q,α ≤ ∥f∥∞,q,α и ∥f∥

A
min{u,v}
βv−1

≤ ∥f∥u,v,β,

одакле закључујемо да је довољно показати да неједнакост важи у случају
када p = ∞ и када је Hu,v,β тежински Бергманов простор. Нека је w =

min{u, v}, довољно је наћи функцију f ∈ H∞,q,α тако да

∥f∥∞,q,α < ∥f∥Aw
βv−1

.
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Нека је γ ∈
(
0, α

2

)
и

fn(z) =
1

(1− z2n)2γ
,

за n ∈ N. Користећи развој

(1− x)−c =
∞∑
k=0

(
−c
k

)
(−1)kxk =

∞∑
k=0

Γ(c+ k)

k!Γ(c)
xk

и основна својства функција B и Γ, након смене променљиве R = r2 добијамо

∥fn∥q∞,q,α = αq

∫ 1

0

(1−R)αq−1(1−Rn)−2γqdR

= αq

∫ 1

0

(1−R)αq−1

(
∞∑
k=0

Γ(2γq + k)

k!Γ(2γq)
Rnk

)
dR

=
∞∑
k=0

αq
Γ(2γq + k)

k!Γ(2γq)

(∫ 1

0

(1−R)αq−1RnkdR

)
=

∞∑
k=0

αq
Γ(2γq + k)

k!Γ(2γq)
B(αq, nk + 1)

=
Γ(αq + 1)

Γ(2γq)

∞∑
k=0

Γ(2γq + k)

k!

(nk)!

Γ(αq + nk + 1)
.

На основу Ојлер-Гаусове формуле за функцију Γ постоји m1 ∈ N тако да
за све n ≥ m1 важи

∥fn∥q∞,q,α ≤ 1 +
3Γ(αq + 1)

2Γ(2γq)

∞∑
k=1

Γ(k + 2γq)

k!

1

kαq
1

nαq
= 1 +

C1(q, α, γ)

nαq
.

С друге стране, постоји m2 ∈ N, тако да за све n ≥ m2 важи

∥f∥wAw
βv−1

= 1 +
Γ(βv + 1)

Γ2(γw)

∞∑
k=1

Γ2(k + γw)

(k!)2
(2nk)!

Γ(2nk + βv + 1)

≥ 1 +
Γ(βv + 1)

2βv+1Γ2(γw)

∞∑
k=1

Γ2(k + γw)

(k!)2
1

kβv
1

nβv
= 1 +

C2(w, v, β, γ)

nβv
,

Како је q > v ≥ w и ∥fn∥Aw
βv−1

≥ 1, добијамо

nβv
(
∥f∥qAw

βv−1
− ∥fn∥q∞,q,α

)
≥ nβv

(
∥f∥wAw

βv−1
− ∥fn∥q∞,q,α

)
≥ C2 −

C1

nαq−βv
,

за n ≥ max{m1,m2}. Уз претпоставку да αq > βv, за довољно велико n

имаћемо неједнакост
∥fn∥∞,q,α < ∥fn∥Aw

βv−1
.
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Теорема 1.6.2. [33] Нека је 0 < v, q ≤ ∞, 0 < α, β <∞, 0 < u ≤ p ≤ ∞ и нека
важи да је α < β, или α = β и q ≤ v. Тада важи да је инклузија Hp,q,α ⊂ Hu,v,β

контрактивна ако и само ако важи један од следећих случајева

(1) q ≤ v и α ≤ β, или (2) q > v и αq ≤ βv.

Специјално, у случају Бергманових простора за p ≥ q, инклузија Ap
α ⊂ Aq

β

ако и само ако α ≤ β.

Доказ. Директно на основу пропозиције 1.6.2 када q > v и αq ≤ βv имамо да
је

∥f∥u,v,β ≤ ∥f∥p,q,α.

У случају када 0 < q ≤ v ≤ ∞ и α ≤ β на основу пропозиције 1.6.1 важи

∥f∥u,v,β ≤ ∥f∥u,v,α,

а на основу пропозиције 1.6.2 имамо

∥f∥u,v,α ≤ ∥f∥p,q,α.

Одакле, добијамо да важи контрактивност инклузије. На основу пропозиције
1.6.3, инклузија није контрактивна у супротном.

Дефиниција 1.10. Нека је 0 ≤ ρ < R ≤ 1. За f ∈ Hol(D) и 0 ≤ s < 1, ознака
fs представља дилатацију функције f , односно, fs(z) = f(sz) за све z ∈ D.
Дефинишимо

Mp,q,α[f ](ρ,R, s) =

(
2αq

(1− ρ2)αq − (1−R2)αq

∫ R

ρ

r(1− r2)αq−1M q
p (r, fs)dr

) 1
q

.

Мотивисани радом [33], Карапетровић и аутор ове дисертације
посматрајући следећу интегралну средину Mp,q,α[f ](ρ,R, s), у раду [12],
долазе до следећег резултата

Теорема 1.6.3. Нека је f ∈ Hol(D), 0 < p, q, α <∞, 0 ≤ ρ < R ≤ 1 и 0 ≤ s ≤ 1.
Тада су наредне функције

p→Mp,q,α[f ](ρ,R, s), s→Mp,q,α[f ](ρ,R, s),

ρ→Mp,q,α[f ](ρ,R, s), R→Mp,q,α[f ](ρ,R, s),

растуће, док су функције

α→Mp,q,α[f ](ρ,R, s), q →Mp,q,α[f ](ρ, 1, s),

опадајуће.
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Доказ. Како је функција r → Mp(r, fs), растућа, следи да је и функција
s → Mp(r, fs) = Mp(sr, f) такође растућа фунцкија. На основу претходног,
монотоности функције p→Mp(r, fs) и једнакости

Mp,q,α[f ](ρ,R, s) =

(
2αq

(1− ρ2)αq − (1−R2)αq

∫ R

ρ

r(1− r2)αq−1M q
p (r, fs)dr

) 1
q

,

закључујемо да су функције

p→Mp,q,α[f ](ρ,R, s), и s→Mp,q,α[f ](ρ,R, s),

растуће. С друге стране, важи

M q
p,q,α[f ](ρ,R, s) =

∫ R
ρ
r(1− r2)αq−1M q

p (r, fs)dr∫ R
ρ
r(1− r2)αq−1dr

,

одакле добијамо

d

dR
M q

p,q,α[f ](ρ,R, s) =
R(1−R2)αq−1M q

p (R, fs)
∫ R
ρ
r(1− r2)αq−1dr(∫ R

ρ
r(1− r2)αq−1dr

)2
−
R(1−R2)αq−1

∫ R
ρ
r(1− r2)αq−1M q

p (r, fs)dr(∫ R
ρ
r(1− r2)αq−1dr

)2 .

Претходно је једнако са

R(1−R2)αq−1(∫ R
ρ
r(1− r2)αq−1dr

)2 ∫ R

ρ

r(1− r2)αq−1
(
M q

p (R, fs)−M q
p (r, fs)

)︸ ︷︷ ︸
≥0

dr ≥ 0,

одакле закључујемо да је функција R → M q
p,q,α[f ](ρ,R, s) растућа. Тада је и

функција R→Mp,q,α[f ](ρ,R, s) растућа. Слично, важи

d

dρ
M q

p,q,α[f ](ρ,R, s) = −
ρ(1− ρ2)αq−1M q

p (ρ, fs)
∫ R
ρ
r(1− r2)αq−1dr(∫ R

ρ
r(1− r2)αq−1dr

)2
+
ρ(1− ρ2)αq−1

∫ R
ρ
r(1− r2)αq−1M q

p (r, fs)dr(∫ R
ρ
r(1− r2)αq−1dr

)2 .

Десна страна неједнакости једнака је
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ρ(1− ρ2)αq−1(∫ R
ρ
r(1− r2)αq−1dr

)2 ∫ R

ρ

r(1− r2)αq−1
(
M q

p (r, fs)−M q
p (ρ, fs)

)︸ ︷︷ ︸
≥0

dr ≥ 0.

Дакле, добијамо и да је функција ρ → Mp,q,α[f ](ρ,R, s) растућа. Сада
показујемо да је функција α→Mp,q,α[f ](ρ,R, s) опадајућа. Нека је

φ(r) =M q
p (r, fs) иχ(r) = φ(r)− φ(0),

за 0 < r < 1. Функција φ је растућа и диференцијабилна на (0, 1), па је таква
и функција χ. Дакле, χ′ ≥ 0 на (0, 1) и χ(r) =

∫ r
0
χ′(u)du, за 0 < r < 1. Тада

Mp,q,α[f ](ρ,R, s) =
2αq

(1− ρ2)αq − (1−R2)αq

∫ R

ρ

r(1− r2)αq−1φ(r)dr

=
2αq

(1− ρ2)αq − (1−R2)αq

∫ R

ρ

r(1− r2)αq−1χ(r)dr + φ(0)

=
2αq

(1− ρ2)αq − (1−R2)αq

∫ R

ρ

∫ r

0

r(1− r2)αq−1χ′(u)dudr + φ(0).

Применом Фубинијеве теореме, добијамо

M p,q,α[f ](ρ,R, s)

=
2αq

(1− ρ2)αq − (1−R2)αq

∫ R

0

∫ R

max {u,ρ}
r(1− r2)αq−1χ′(u)drdu+ φ(0)

=
2αq

(1− ρ2)αq − (1−R2)αq

∫ R

0

χ′(u)

∫ R

max {u,ρ}
r(1− r2)αq−1drdu+ φ(0)

=
2αq

(1− ρ2)αq − (1−R2)αq

∫ ρ

0

χ′(u)

∫ R

ρ

r(1− r2)αq−1drdu

+
2αq

(1− ρ2)αq − (1−R2)αq

∫ R

ρ

χ′(u)

∫ R

u

r(1− r2)αq−1drdu+ φ(0)

Односно, важи

Mp,q,α[f ](ρ,R, s) =

∫ ρ

0

χ′(u)du+

∫ R

ρ

χ′(u)
(1− u2)αq − (1−R2)αq

(1− ρ2)αq − (1−R2)αq
du+ φ(0)

= φ(r) +

∫ R

ρ

χ′(u)
(1− u2)αq − (1−R2)αq

(1− ρ2)αq − (1−R2)αq
du.

Дакле, довољно је показати да је функција

α→ (1− u2)αq − (1−R2)αq

(1− ρ2)αq − (1−R2)αq
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опадајућа, када 0 ≤ ρ < u < R ≤ 1. У случају када је R = 1, на основу
неједнакости (1− u2)/(1− ρ2) < 1, добијамо да је функција

α→
(
1− u2

1− ρ2

)αq
,

опадајућа. У случају када је 0 ≤ ρ < u < R < 1,

(1− u2)αq − (1−R2)αq

(1− ρ2)αq − (1−R2)αq
=
Aα − 1

Bα − 1
,

где је
A =

(
1− u2

1−R2

)q
иB =

(
1− ρ2

1−R2

)q
.

Приметимо да је 1 < A < B. Дакле, довољно је показати да је функција

ξ(α) =
Aα − 1

Bα − 1

опадајућа за α > 0. Функцију ξ можемо посматрати и на следећи начин

ξ(α) =
lnA
lnB

∫ α
0
Atdt∫ α

0
Btdt

,

одакле следи

ξ′(α) =
lnA
lnB

Aα
∫ α
0
Btdt−Bα

∫ α
0
Atdt(∫ α

0
Btdt

)2 =
lnA
lnB

∫ α
0
(AαBt −BαAt) dt(∫ α

0
Btdt

)2
=

lnA
lnB

Bα(∫ α
0
Btdt

)2 ∫ α

0

Bt

((
A

B

)α
−
(
A

B

)t)
︸ ︷︷ ︸

≤0

dt ≤ 0.

Овим смо показали да је функција ξ опадајућа, одакле следи и да је функција
α→Mp,q,α[f ](ρ,R, s) опадајућа.
Преостаје нам још да покажемо да је функција q → Mp,q,α[f ](ρ, 1, s)

опадајућа. Нека је 0 < q1 ≤ q2 <∞. Довољно је показати да је

Mp,q1,α[f ](ρ, 1, s) ≥Mp,q2,α[f ](ρ, 1, s). (1.25)

Како је

Mp,q,α[f ](ρ, 1, s) =

(
2αq

(1− ρ2)αq

∫ 1

ρ

r(1− r2)αq−1M q
p (r, fs)dr

) 1
q

,
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неједнакост (1.25) еквивалентна је са

(
2αq1

(1− ρ2)αq1

∫ 1

ρ

r(1− r2)αq1−1M q1
p (r, fs)dr

) q2
q1

− 2αq2
(1− ρ2)αq2

∫ 1

ρ

r(1− r2)αq2−1M q2
p (r, fs)dr ≥ 0.

Посматрајмо наредну функцију

Φ(x) =

(
2αq1

(1− ρ2)αq1

∫ 1

x

r(1− r2)αq1−1M q1
p (r, fs)dr

) q2
q1

− 2αq2
(1− ρ2)αq2

∫ 1

x

r(1− r2)αq2−1M q2
p (r, fs)dr,

где x ∈ [ρ, 1]. Довољно је показати да је Φ(ρ) ≥ 0. Добијамо

Φ′(x) = −q2
q1

(
2αq1

∫ 1

x
r(1− r2)αq1−1M q1

p (r, fs)dr

(1− ρ2)αq1

) q2
q1

−1
2αq1x(1− x2)αq1−1M q1

p (x, fs)

(1− r2)αq1

+
2αq2x(1− x2)αq2−1M q2

p (x, fs)

(1− r2)αq2
.

На основу неједнакости

2αq1
∫ 1

x
r(1− r2)αq1−1M q1

p (r, fs)dr

(1− ρ2)αq1
≥

2αq1M
q1
p (x, fs)

∫ 1

x
r(1− r2)αq1−1dr

(1− ρ2)αq1

=
(1− x2)αq1

(1− ρ2)αq1
M q1

p (x, fs),

и q2/q1 − 1 ≥ 0, закључујемо(
2αq1

∫ 1

x
r(1− r2)αq1−1M q1

p (r, fs)dr

(1− ρ2)αq1

) q2
q1

−1

≥ (1− x2)αq2−αq1

(1− ρ2)αq2−αq1
M q2−q1

p (x, fs),

одакле следи

Φ′(x) ≤ −q2
q1

(1− x2)αq2−αq1

(1− ρ2)αq2−αq1
M q2−q1

p (x, fs)
2αq1x(1− x2)αq1−1M q1

p (x, fs)

(1− ρ2)αq1

+
2αq2x(1− x2)αq2−1M q2

p (x, fs)

(1− ρ2)αq2
.

Сређивањем претходног израза добијамо

Φ′(x) ≤ 0.
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Дакле, функција Φ је опадајућа на интервалу [ρ, 1]. Одакле, следи

Φ(ρ) ≥ Φ(1) = 0.

Овим је доказ завршен.

Напомена 1.2. У општем случају, функција q → Mp,q,α[f ](ρ,R, s) не мора
бити опадајућа. На пример, за f(z) = z4 имамо

M1,q,1[z
4](ρ,R, 1) =

(
2q

(1− ρ2)q − (1−R2)q

∫ R

ρ

r(1− r2)q−1r4qdr

) 1
q

=

(
q

(1− ρ2)q − (1−R2)q

∫ R2

ρ2
r2q(1− r)q−1dr

) 1
q

.

У случају када је ρ =
√
0.3 и R =

√
0.4 користећи програм Mathematica при

израчунавању, добијамо

M1,1,1[z
4](

√
0.3,

√
0.4, 1) ≈ 0.123333,

за q = 1, док за q = 2 добијамо

M1,2,1[z
4](

√
0.3,

√
0.4, 1) ≈ 0.124086.

Одакле закључујемо да функција q →Mp,q,α[z
4](ρ,R, s) није опадајућа.

Напомена 1.3. Приметимо да у случају када је ρ = 0, R = 1 и s = 1,

Mp,q,α[f ](0, 1, 1) = ∥f∥p,q,α.

На основу претходног имамо наредну последицу теореме 1.6.3, која је
између осталог и резултат рада [33].

Последица 1.6.2. Нека је f ∈ Hol(D) и 0 < p, q, α < ∞. Онда су следеће
функције

q → ∥f∥p,q,α, α→ ∥f∥p,q,α

опадајуће, док је функција
p→ ∥f∥p,q,α

растућа.
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У специјалном случају када је p = q, важи следећи резултат који такође
проистиче и из рада [28] као специјалан случај, где се уместо простора D
посматра јединична лопта у комплексном простору.

Последица 1.6.3. Нека је f ∈ Hol(D) и 0 < p, α < ∞, 0 ≤ ρ < R ≤ 1 и
0 ≤ s ≤ 1. Онда су следеће функције

r →Mp,p,α[f ](ρ,R, s), R→Mp,q,α[f ](ρ,R, s), s→Mp,p,α[f ](ρ,R, s)

растуће.
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Глава 2

Оцене норме композиционог
оператора

Нека је X ⊂ C и B неки Банахов простор комплексних функција на скупу
X. Пресликавање φ : X → X, индукује композициони оператор Cφ, дефинисан
са

(Cφ f)(x) = f(φ(x)),

за све x ∈ X и f ∈ B. Јасно је да су оператори Cφ линеарни. Додатно,
уколико је ψ комплексно вредносна функција дефинисана на X, тежински
композициони оператор Wφ,ψ дефинишемо са Wφ,ψ(x) = ψ(x)f(φ(x)), за
све x ∈ X и f ∈ B. За више информација о тежинским композиционим
операторима погледати [8].
Изучавање дејства оператора Cφ на просторима холоморфних функција

започиње радом Нордгрена из 1968. године. Након тога, многи аутори су
изучавали особине ових оператора. Једна од основних особина оператора је
његова норма. Природно се јавља питање да ли се може одредити. У малом
броју случајева норма композиционог оператора на просторима холоморфних
функција је експлицитно одређена.
На неким просторима холоморфних функција норма оператора Cφ је у

потпуности одређена у случају када је φ(0) = 0.

Теорема 2.0.1. Нека је 0 < p <∞ и µ коначна позитивна мера на интервалу
[0, 1]. Нека је B простор аналитичких функција за који важи

∥f∥pB =

∫ 1

0

∫ 2π

0

∣∣f (reiθ)∣∣p dθ
2π
dµ(r) <∞.
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Ако је φ : D → D холоморфно тако да φ(0) = 0, онда је Cφ ограничен оператор
на B и ∥Cφ ∥B→B = 1.

Доказ. На основу Литлвудовог принципа субординације важи∫ 2π

0

∣∣f (φ (reiθ))∣∣p dθ
2π

≤
∫ 2π

0

∣∣f (reiθ)∣∣p dθ
2π
,

одакле

∥Cφ f∥pB =

∫ 1

0

∫ 2π

0

∣∣f (φ (reiθ))∣∣p dθ
2π
dµ(r)

≤
∫ 1

0

∫ 2π

0

∣∣f (reiθ)∣∣p dθ
2π
dµ(r) = ∥f∥pB.

Дакле, ∥Cφ ∥B→B ≤ 1.
Узимајући за f константну функцију f ≡ 1, имамо да f ∈ B и Cφ f ≡ 1,

одакле следи ∥Cφ ∥B→B = 1.

Претходна теорема може да се примени на Хардијеве просторе, тежинске
Бергманове просторе, просторе са мешовитом нормом, као и на многе друге.

2.1 Норма на Хардијевим просторима
У случају произвољног Хардијевог простора Hp, дата је следећа оцена

норме произвољног композиционог оператора:

Теорема 2.1.1. Нека је φ : D → D холоморфно и p ≥ 1, тада(
1

1− |φ(0)|2

) 1
p

≤ ∥Cφ∥Hp→Hp ≤
(
1 + |φ(0)|
1− |φ(0)|

) 1
p

.

Доказ. Нека је φ(0) = a и φa(z) = a−z
1−az аутоморфизам диска D. Означимо са

φ0 = φa ◦ φ. Важи φ−1
a = φa, и φ = φa ◦ φ0. Дакле, Cφ = CφaCφ0. Односно,

∥Cφ∥Hp→Hp ≤ ∥Cφ0∥Hp→Hp∥Cφa∥Hp→Hp .

На основу Литлвудовог принципа субординације имамо

Mp(r, f ◦ φ0) ≤Mp(r, f),

за све 0 < r < 1 и f ∈ Hp. Узимајући супремум по r, добијамо

∥Cφ0∥Hp→Hp ≤ 1.
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Дакле, довољно је показати

∥Cφa∥Hp→Hp ≤
(
1 + |a|
1− |a|

) 1
p

.

Нека је f полином. Тада је f ◦ φa ограничена холоморфна функција на D.
На основу монотоности средине Mp(r, f ◦ φa) по параметру r ∈ (0, 1), важи

∥f ◦ φa∥pHp =
1

2π

∫ 2π

0

∣∣f (φa (eiθ))∣∣p dθ.
Након смене eit = φa

(
eiθ
)
и примене неједнакост |1− aeit| ≥ 1− |a|, имамо∫ 2π

0

∣∣f (φa (eiθ))∣∣p dθ = ∫ 2π

0

∣∣f (eiθ)∣∣p 1− |a|2

|1− aeit|
dt

≤ 1 + |a|
1− |a|

∫ 2π

0

∣∣f ((eit))∣∣p dt.
На основу претходног, долазимо до

∥f ◦ φa∥Hp ≤
(
1 + |a|
1− |a|

) 1
p

∥f∥Hp ,

за све полиноме f , а како су полиноми густи у скупу холоморфних функција
имамо да претходна неједнакост важи и за све f ∈ Hp(D). Одакле добијамо
доње ограничење за норму ∥Cφ∥Hp→Hp .
На основу последице 1.6.1, важи ∥Fz∥Hp = 1

(1−|z|2)
1
p
. Тада

Fz Cφ f = Cφ f(z) = f(φ(z)) = Fφ(z)f,

за z ∈ D и f ∈ Hp произвољне. Односно, Fz Cφ = Fφ(z) за било које z ∈ D.
У терминима норми, важи да је ∥Cφ∥Hp→Hp ≥ ∥Fφ(z)∥Hp

∥Fz∥Hp
. Узимајући z = 0,

добијамо леву неједнакост.

За више информација о норми композиционих оператора на Хардијевим и
Бергмановим просторима погледати [46].

2.2 Норма на тежинским Бергмановим
просторима

У случају Хардијевих простора теорема 1.6.1 нам даје да уместо
произвољне функције f ∈ Hp дефинисане на D, можемо посматрати
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одговарајућу функцију f∗ дефинисану на ∂D. У случају тежинских
Бергманових простора и простора мешовите норме, произвољна функција не
мора имати овакво својство. Без обзира на то, вредност функције f ∈ Ap

γ у
тачки z се може оценити на следећи начин:

Теорема 2.2.1. Нека је −1 < γ <∞ и 0 < p <∞. Ако f ∈ Ap
γ и z ∈ D онда

|f(z)| ≤
∥f∥Ap

γ

(1− |z|2)(γ+2)/p
.

Доказ. Посматрајмо холоморфну функцију

F (w) = f ◦ φz(w)
(1− |z|2)(γ+2)/p

(1− wz)2(γ+2)/p
, w ∈ D.

Како је

∥F∥p
Ap

γ
=
γ + 1

p

∫
D
|f ◦ φz(w)|p

(1− |z|2)(γ+2)

(1− wz)2(γ+2)
(1− |w|2)γdm(w),

сменом променљиве у претходном интегралу u = φz(w), добијамо

∥F∥p
Ap

γ
=
γ + 1

p

∫
D
|f(u)|p(1− |u|2)γdm(u) = ∥f∥p

Ap
γ
.

Дакле, довољно је показати да је |F (0)| ≤ ∥F∥Ap
γ
. На основу субхармоничности

функције |F |p имамо |F (0)|p ≤ 1
2π

∫ 2π

0
|F
(
reiθ
)
|pdθ, одакле следи |F (0)|p ≤

∥F∥Ap
γ
.

Ако означимо са Fz функционал на простору Ap
γ за z ∈ D, дефинисан са

Fzf = f(z). Онда важи следеће:

Последица 2.2.1.
∥Fz∥Ap

γ
=

1

(1− |z|2)γ+2
.

Доказ. Нека је z ∈ D произвољно. На основу теореме 2.2.1 важи

∥Fz∥Ap
γ
≤ 1

(1− |z|2)(γ+2)/p
.

Посматрајмо функцију fz(w) = 1

(1−zw)
2(γ+2)

p

. Тада важи

∥fz∥pAp
γ
=
γ + 1

p

∫
D

(1− |w|2)α

|1− zw|2(α+2)
dm(w).
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Како је 1 − |φz(w)|2 = (1−|w|2)(1−|z|2)
|1−zw|2 , где је φz(w) = z−w

1−zw , w ∈ D Мебијусово
пресликавање диска D, имамо

∥fz∥pAp
γ
=

1

(1− |z|2)α
γ + 1

p

∫
D

(
1− |φz(w)|2

)α 1

|1− zw|4
dm(w).

Користећи да dm(φz(w)) = |φ′
z(w)|2dm(w) = (1−|z|2)2

|1−zw|4 dm(w) добијамо

∥fz∥pAp
γ
=

1

(1− |z|2)α+2

γ + 1

p

∫
D

(
1− |φz(w)|2

)α (1− |z|2)2

|1− zw|4
dm(w) =

1

(1− |z|2)α+2
.

На основу претходног fz ∈ Ap
γ и неједнакости

∥Fz∥Ap
γ
≥ |Fzfz|

∥fz∥
=

1

(1− |z|2)
γ+2
p

,

важи
∥Fz∥Ap

γ
=

1

(1− |z|2)(γ+2)/p
.

Слично као у случају Хардијевих простора, можемо оценити норму
оператора Cφ на просторима Ap

γ.

Теорема 2.2.2. Нека је −1 < γ < ∞, 0 < p < ∞ и φ : D → D холоморфно.
Тада је

1

(1− |φ(0)|2)
γ+2
p

≤ ∥Cφ∥Ap
γ→Ap

γ
≤
(
1 + |φ(0)|
1− |φ(0)|

) γ+2
p

.

Доказ. Као и у теореми 2.1.1 имамо за холоморфно пресликавање φ : D → D и
z ∈ D да је Fz Cφ = Fφ(z). У терминима норми, важи ∥Cφ∥ ≥ ∥Fφ(z)∥

∥Fz∥ . На основу
последице 2.2.1 важи

∥Cφ∥ ≥
(

1− |z|2

1− |φ(z)|2

) γ+2
p

.

Узимајући за z = 0 добијамо леву неједнакост.
Означимо са c = |φ(0)| и посматрајмо функцију ψ : D → D, дефинисану са

ψ = φc◦φ. Тада је ψ холоморфно, ψ(0) = 0 и φ = φa◦ψ. На основу Литлвудовог
принципа субординације, имамо∫ 2π

0

∣∣f ◦ φ
(
reiθ
)∣∣p dθ = ∫ 2π

0

∣∣f ◦ φc ◦ ψ
(
reiθ
)∣∣p dθ ≤ ∫ 2π

0

∣∣f ◦ φc
(
reiθ
)∣∣p dθ
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за све 0 < r < 1. Множећи претходну неједнакост са r(1−r2)γdr интеграљењем
од 0 до 1, добијамо∫

D
|f ◦ φ(z)|p (1− |z|2)γdm(z) ≤

∫
D
|f ◦ φc(z)|p (1− |z|2)γdm(z).

Након смене променљиве, имамо∫
D
|f ◦ φ(z)|p (1− |z|2)γdm(z) ≤ (1− |c|2)γ+2

∫
D

|f(z)|p(1− |z|2)γ

|1− cz|2(2γ+2)
dm(z)

≤ (1− |c|2)γ+2

(1− |c|)γ+2

∫
D
|f(z)|p(1− |z|2)γdm(z)

=

(
1 + |c|
1− |c|

)γ+2 ∫
D
|f(z)|p(1− |z|2)dm(z).

Овим је доказ завршен.

Напомена 2.1. Приметимо да на основу претходног доказа важи

∥Cφ∥ ≥ sup
z∈D

(
1− |z|2

1− |φ(z)|2

) γ+2
p

.

За више информација на ову тему погледати [45].

2.3 Норма на просторима са мешовитом
нормом

Мотивисан оценама норме композиционог оператора на Хардијевим и
тежинским Бергмановим просторима, аутор ове дисертације дошао је до
питања да ли слична оцена важи и у случају простора са мешовитом нормом
Hp,q,α. И. Аревало, М. Д. Контрерас и Л. Родригез-Пјаца, у раду [2], показују
да је оператор Cφ ограничен на Hp,q,α просторима као и да је његова норма
сразмерна константи (

∥φ∥∞ + |φ(0)|
∥φ∥∞ − |φ(0)|

)α+ 1
p

,

где је ∥φ∥∞ = sup
z∈D

|φ(z)|. У раду [13], аутор дисертације налази константе C1

и C2 такве да

C1

(
1 + |φ(0)|
1− |φ(0)|

)α+ 1
p

≤ ∥Cφ∥ ≤ C2

(
1 + |φ(0)|
1− |φ(0)|

)α+ 1
p

.

Пре саме оцене норме композиционог оператора, оценићемо вредност
произвољне функције простора Hp,q,α у некој тачки z, а да бисмо то урадили
биће нам неопходна помоћна тврђења која се тичу Форели-Рудин оцене.
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Оштре Форели-Рудин оцене
Дефинишимо за c ∈ R и t > −1

Ic(z) =

∫
∂D

dσ(ζ)

|1− < z, ζ > |c+1

и
Jc,t(z) =

1

π

∫
D

(1− |w|2)t

|1− < z,w > |2+t+c
dm(w).

У овој подсекцији излажемо специјалан случај резултата из рада [32],
везаног за оцењивање интеграла Ic и Jc,t.

Лема 2.3.1. За све k, j, l ∈ N0 и z, w ∈ D, важи следећа једнакост∫
∂D
< z, ζ >j< w, ζ >k< ζ,w >l dσ(ζ) = δj+k,l |w|2k < z,w >j,

где је δx,y =

1, x = y

0, x ̸= y
.

Доказ.∫
∂D
< z, ζ >j< w, ζ >k< ζ,w >l dσ(ζ) =

(∫
∂D
ζj+k−ldσ(ζ)

)
zjwl−k|w|2k

= δj+k,l |w|2k < z,w >j .

Лема 2.3.2. Нека су a, b, c ∈ R и t > −1, онда важе идентитети∫
∂D

dσ(ζ)

(1− < z, ζ >)a(1− < w, ζ >)b(1− < ζ,w >)c

=
∞∑
j=0

(a)j(c)j
(j!)2

F (b, c+ j, j + 1; |w|2) < z,w >j
(2.1)

и

1

π

∫
D

(1− |ξ|2)tdm(ξ)

(1− < z, ξ >)a(1− < w, ξ >)b(1− < ξ,w >)c

=
Γ(1 + t)

Γ(2 + t)

∞∑
j=0

(a)j(c)j
(2 + t)jj!

F (b, c+ j, 2 + t+ j; |w|2) < z,w >j,
(2.2)

за све z, w ∈ D.
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Доказ. Приметимо да је

(1− λ)−γ =
∞∑
k=0

(γ)k
k!

λk

за свако λ ∈ D и γ ∈ R. На основу тога и претходне леме важи∫
∂D

dσ(ζ)

(1− < z, ζ >)a(1− < w, ζ >)b(1− < ζ,w >)c

=
∞∑
j=0

∞∑
k=0

∞∑
l=0

(a)j(b)k(c)l
j!k!l!

∫
∂D
< z, ζ >j< w, ζ >k< ζ,w >l dσ(ζ)

=
∞∑
j=0

∞∑
k=0

(a)j(b)k(c)j+k
j!k!(j + k)!

|w|2k < z,w >j .

Како је (c)j+k = (c+ j)k(c)j и (j + k)! = (j + 1)kj!, добијамо

∫
∂D

dσ(ζ)

(1− < z, ζ >)a(1− < w, ζ >)b(1− < ζ,w >)c

=
∞∑
j=0

(a)j(c)j
(j!)2

(
∞∑
k=0

(b)k(c+ j)k
(j + 1)kk!

|w|2k
)
< z,w >j

=
∞∑
j=0

(a)j(c)j
(j!)2

F (b, c+ j, j + 1; |w|2) < z,w >j .

Овим је показана једнакост (2.1). Да бисмо показали (2.2), користићемо смену
ξ = rζ, где ζ ∈ ∂D, и (2.1).

1

π

∫
D

(1− |ξ|2)tdm(ξ)

(1− < z, ξ >)a(1− < w, ξ >)b(1− < ξ,w >)c

= 2

∫ 1

0

(∫
∂D

dσ(ζ)

(1− < rz, ζ >)a(1− < rw, ζ >)b(1− < ζ, rw >)c

)
(1− r2)trdr

= 2
∞∑
j=0

(a)j(c)j
(j!)2

(∫ 1

0

r1+2j(1− r2)tF (b, c+ j, j + 1, r2|w|2)dr
)
< z,w >j .

Након примене особине (1.4) хипергеометријских функција, добијамо (2.2).

Последица 2.3.1. Нека је a ∈ R и t > −1, имамо∫
∂D

dσ(ζ)

|1− < z, ζ > |2a
= F (a, a, 1; |z|2)
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и
1

π

∫
D

(1− |ξ|2)tdm(ξ)

|1− < z, ξ > |2a
=

Γ(1 + t)

Γ(2 + t)
F (a, a, 2 + t; |z|2)

за све z ∈ D.

Доказ. Последица важи тривијално на основу леме 2.3.2 узимајући c = a, b =

0 и z = w.

Наредна теорема је специјалан случај теореме 1.3 рада [32].

Теорема 2.3.1. [32] Нека је t > −1 и c ∈ R. Тада

(i) Ако је c < 0, за све z ∈ D важи

1 ≤ Ic(z) ≤
Γ(−c)
Γ
(
1−c
2

)2 ;
Γ(1 + t)

Γ(2 + t)
≤ Jc,t(z) ≤

Γ(1 + t)Γ(−c)
Γ
(
2+t−c

2

)2 .

(ii) Ако је c > 0, за све z ∈ D важи

1 ≤ (1− |z|2)cIc(z) ≤
Γ(−c)
Γ
(
1−c
2

)2 ;
Γ(1 + t)

Γ(2 + t)
≤ (1− |z|2)cJc,t(z) ≤

Γ(1 + t)Γ(−c)
Γ
(
2+t+c

2

)2 .

(iii) Ако је c = 0, за све z ∈ D важи

1 ≤ |z|2
(

log 1

1− |z|2

)−1

I0(z) ≤
1

Γ
(
1
2

)2 ;
Γ(1 + t)

Γ(2 + t)
≤ |z|2

(
log 1

1− |z|2

)−1

J0,t(z) ≤
Γ(1 + t)

Γ
(
2+t
2

)2 .
Доказ. На основу последице 2.3.1 важи

Ic(z) = F

(
1 + c

2
,
1 + c

2
, 1; |z|2

)
,

Jc,t(z) =
Γ(1 + t)

Γ(2 + t)
F

(
2 + c+ t

2
,
2 + c+ t

2
, 2 + t; |z|2

)
.

Случај (iii) : ccc <<< 0.
Приметимо да је функција F (a, a, b; r) растућа по r на [0, 1) за a ∈ R и b > 0,
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јер су сви коефицијенти реда којим је задата позитивни. Онда важи Ic(0) ≤
Ic(z) ≤ Ic(1) и Jc,t(0) ≤ Jc,t(z) ≤ Jc,t(1). Лако се проверава да је Ic(0) = 1 и
Jc,t(0) = Γ(1 + t)/Γ(2 + t). На основу (1.2), важи и

Ic(1) = F

(
1 + c

2
,
1 + c

2
, 1; 1

)
=

Γ(−c)
Γ
(
1−c
2

)2
и

Jc,t(1) =
Γ(1 + t)

Γ(2 + t)
F

(
2 + c+ t

2
,
2 + c+ t

2
, 2 + t; 1

)
=

Γ(1 + t)Γ(−c)
Γ
(
2+t−c

2

)2 .

Овим је показано и да су одговарајуће неједнакости оштре.
Случај (iiiiii): ccc >>> 0.
На основу Ојлерове релације (1.1) имамо

Ic(z) = (1− |z|2)−cI−c(z) и Jc,t(z) = (1− |z|2)−cJ−c,t(z),

одакле неједнакости важе на основу случаја (i).
Случај (iiiiiiiii): ccc = 0.
У овом случају довољно је показати да за 0 < a < 1 важи

Γ(2a)

Γ(a)2
1

x
log 1

1− x
≤ F (a, a, 2a;x) ≤ 1

x
log 1

1− x
(2.3)

за све x ∈ [0, 1) и да у случају да је a ≥ 1 важи обрнута неједнакост.
Посматрајмо случај када је 0 < a < 1. Приметимо да важи

1

x
log 1

1− x
=

∫ 1

0

ds

1− xs
,

и да на основу особине (1.4) важи

F (a, a, 2a;x) =
Γ(2a)

Γ(a)2

∫ 1

0

sa−1(1− s)a−1

(1− xs)a
ds.

Довољно је показати ∫ 1

0

sa−1(1− s)a−1

(1− xs)a
ds ≥

∫ 1

0

ds

1− xs
,

да би важила лева страна неједнакости (2.3). Претходно важи на основу
неједнакости s(1−s)

1−sx ≤ 1 за све x ∈ [0, 1) и s ∈ [0, 1]. Да бисмо показали десну
страну неједнакости (2.3), користићемо развој функције

1

x
log 1

1− x
=

∞∑
k=0

xk

k + 1
=

∞∑
k=0

((1)k)
2

(2)k

xk

k!
.
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На основу дефиниције хипергеометријских функција, имамо

F (a, a, 2a;x) =
∞∑
k=0

((a)k)
2

(2a)k

xk

k!
.

Дакле, довољно је показати да за свако k ∈ N, функција a → ((a)k)
2/(2a)k

расте на (0,+∞). Како је

((a)k)
2

(2a)k
=

k−1∏
j=0

(a+ j)2

2a+ j
,

лако се проверава да је функција a→ (a+j)2

2a+j
растућа на (0,+∞) за свако j ∈ N.

На основу претходног, важи и десна страна неједнакости (2.3).
Штавише, како је lim

x→0+
F (a, a, 2a;x) = 1 и lim

x→0+

1
x

log 1
1−x = 1 онда

lim
x→0+

x

(
log 1

1− x

)−1

F (a, a, 2a;x) = 1.

Док на основу асимптотске формуле (1.5) важи

lim
x→1−

x

(
log 1

1− x

)−1

F (a, a, 2a;x) =
Γ(2a)

Γ(a)2
.

Овим смо показали да су једнакости у (2.3) оштре.
Неједнакост у случају када је a ≥ 1, показујемо на идентичан начин.

Процене вредности функције у тачки
Приметимо да за −1 < γ < ∞ и 0 < p < ∞, простор Hp,p, γ+1

p се поклапа
са тежинским Бергмановим простором Ap

γ. Ако посматрамо функционал Fz
дефинисан на Ap

γ за z ∈ D са Fzf = f(z), f ∈ Ap
γ, онда на основу теореме 2.2.1

важи ∥Fz∥Ap
γ
≤ 1

(1−|z|2)
γ+1
p
. Штавише, важи да је ∥Fz∥Ap

γ
= 1

(1−|z|2)
γ+1
p
.

Аревало је, у раду [1], показала да је

|f(z)| = o
(
(1− |z|2)α+

1
p

)
.

А након тога, у раду [2], Аревало и остали су показали да је |f(z)| сразмерно
∥f∥Hp,q,α

(1−|z|2)α+1
p
.

Ради краћег записа означавамо са ∥Fz∥ норму функционала Fz на простору
Hp,q,α, 0 < p, q ≤ ∞, 0 < α <∞, z ∈ D.
У раду [13], аутор ове дисертације налази константе L1, L2 > 0 тако да

L1

(1− |z|2)α+
1
p

≤ ∥Fz∥ ≤ L2

(1− |z|2)α+
1
p

.
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Лема 2.3.3. Нека је z ∈ D онда

L1
1

(1− |z|2)α+
1
p

≤ ∥Fz∥ ≤ L2
1

(1− |z|2)α+
1
p

,

где

L1 =



Γ

(
αp+

p
q +1

2

) 2
p

Γ(αp+ p
q )

1
p
, 0 < p <∞, 0 < q ≤ ∞;(

2αq|z|
1−|z|2 +

(
3
√
3

4

)αq)− 1
q

, p = ∞, 0 < q <∞;

1, p = ∞, q = ∞,
и

L2 =


1, 0 < p, q <∞, p

q
≥ 1 или p = ∞, 0 < q ≤ ∞;

2α+
3
p , 0 < p, q <∞, p

q
< 1;

2α(1 + 3|z|)
1
p (1 + |z|)

1
p , 0 < p <∞, q = ∞.

Доказ. Норма ∥Fz∥ једнака је sup |Fzf |
∥f∥p,q,α , где супремум узимамо на скупу свих

ненула функција f ∈ Hp,q,α. На основу тога што је норма ∥ · ∥p,q,α ротационо
инваријантна, имамо и да је норма Fz такође ротационо инвариантна јер

|f(z)|
∥f∥p,q,α

=
|f ◦ Rarg z(|z|)|

∥f∥p,q,α

где је Rθz = zeiθ и f ∈ Hp,q,α.
Да бисмо нашли ограничење нроме Fz одоздо за |z| = r0, биће довољно

ограничити одоздо израз |Fr0f |
∥f∥p,q,α за неку конкретну функцију f ∈ Hp,q,α.

За израчунавање горњег ограничења норме ∥Fz∥, ограничићемо одозго
|f(z)| за све f ∈ Hp,q,α и z ∈ D.
• Случај 0 <<< ppp,,, qqq <<<∞ :
Нека је z ∈ D произвољно и |z| = r0. Функција f(w) = 1

(1−r0w)
α+1

p+1
q
, w ∈ D

припада простору Hp,q,α. Тада

∥f∥p,q,α =

(
2αq

∫ 1

0

r(1− r2)αq−1M q
p (r, f) dr

) 1
q

.

На основу 2.3.1 добијамо наредну оцену

M p
p (r, f) =

1

2π

∫ 2π

0

dθ

|1− r0reiθ|αp+
p
q
+1

≤
Γ
(
αp+ p

q

)
Γ
(
αp+ p

q
+1

2

)2 1

(1− r20r
2)αp+

p
q

.
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Ако C =
Γ(αp+ p

q )

Γ

(
αp+

p
q +1

2

) , добијамо

∥f∥qp,q,α ≤ C
q
p2αq

∫ 1

0

r

(
1− r2

1− r20r
2

)αq−1
dr

(1− r20r
2)2
.

Увођењем смене t = 1−r2
1−r20r2

, имамо

∥f∥qp,q,α ≤ C
q
p

1− r20
αq

∫ 1

0

tαq−1 dt =
C

q
p

1− r20
.

Након замене |z| = r0, добијамо оцену

∥Fz∥ ≥ |f(r0)|
∥f∥p,q,α

≥
Γ
(
αp+ p

q
+1

2

) 2
p

Γ
(
αp+ p

q

) 1
p

1

(1− |z|2)α+
1
p

.

Сада ћемо оценити норму Fz одозго. Користећи својство субхармоничности
функција |f |p, за z = r0e

iθ и r > r0 имамо∣∣f (r0eiθ)∣∣p ≤ 1

2π

∫ 2π

0

∣∣f (reit)∣∣p r2 − r20

|r − r0ei(θ−t)|2
dt

≤ 1

2π

∫ 2π

0

∣∣f (reit)∣∣p r + r0
r − r0

dt.

(2.4)

Дакле,

|f(z)|q
(
r − r0
r + r0

) q
p

≤M q
p (r, f).

Након интеграције претходне неједнакости у односу на меру 2αqr(1−r2)αq−1 dr

на интервалу (A, 1), где је A ∈ (r0, 1), добијамо

|f(z)|q
∫ 1

A

2αqr(1− r2)αq−1

(
r − r0
r + r0

) q
p

dr ≤ ∥f∥qp,q,α.

Како је функција r−r0
r+r0

растућа по r ∈ (r0, 1) и A произвољно у (r0, 1), можемо
изабрати за A = 1+r0

2
. Онда је

2αq

∫ 1

A

r(1− r2)αq−1

(
r − r0
r + r0

) q
p

dr ≥
(
A− r0
A+ r0

) q
p

(1−A2)αq

=

(
1− r0
1 + 3r0

) q
p
(
1− r0

2

)αq (
3 + r0

2

)αq
.
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На основу неједнакости 3+r0
2

≥ 1 + r0 и 1
1+3r0

≥ 1+r0
8
, имамо(

1− r0
1 + 3r0

) q
p
(
1− r0

2

)αq (
3 + r0

2

)αq
≥ (1− r20)

αq+ q
p

1

2αq+3 q
p

.

Дакле, добијамо да је оцена одозго у случају 0 < p, q <∞

∥Fz∥ ≤ 2α+
3
p

1

(1− |z|2)α+
1
p

.

На основу пропозиције 1.6.1, норма ∥·∥p,q,α је опадајућа у односу на параметар
q и на основу теореме 1.6.2, Hp,q,α ⊆ Hp,p,α. Тада, у случају када p ≥ q, важи

∥f∥p,q,α ≥ ∥f∥p,p,α.

Како је простор Hp,p,α заправо Бергманов тежински простор Ap
αp−1. Онда на

основу теореме 2.2.1 важи

|f(z)| ≤
∥f∥Ap

γ

(1− |z|2)
γ+2
p

.

Дакле, за f ∈ Hp,q,α

|f(z)| ≤ ∥f∥p,q,α
(1− |z|2)α+

1
p

,

односно ∥Fz∥ ≤ 1

(1−|z|2)α+1
p
када 0 < p, q <∞ и p ≥ q.

• Случај 0 <<< ppp <<<∞,,, qqq = ∞:
Нека је z ∈ D и |z| = r0. За f(w) = 1

(1−r0w)
α+1

p
, w ∈ D, на основу теореме

2.3.1 имамо

M p
p (r, f) =

1

2π

∫ 2π

0

dθ

|1− r0reiθ|αp+1 ≤ Γ(αp)

Γ
(
αp+1

2

)2 1

(1− r20r
2)αp

.

Онда

∥f∥p,∞,α ≤

(
Γ(αp)

Γ
(
αp+1

2

)2
) 1

p

sup
0<r<1

(
1− r2

1− r20r
2

)α
=

(
Γ(αp)

Γ
(
αp+1

2

)2
) 1

p

.

Дакле,

∥Fz∥ ≥ |f(r0)|
∥f∥p,∞,α

≥

(
Γ
(
αp+1

2

)2
Γ(αp)

) 1
p

1

(1− |z|2)α+
1
p

.
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Да бисмо ограничили норму одозго, користићемо (2.4) у произвољној тачки
z = r0e

iθ ∈ D. Дакле, за произвољно f ∈ Hp,∞,α и r > r0(
r − r0
r + r0

) 1
p

|f(z)| ≤Mp(r, f).

Након множења претходне неједнакости са (1 − r2)α и узимањем супремума
за r0 < r < 1, добијамо

|f(z)| sup
r0<r<1

(1− r2)α
(
r − r0
r + r0

) 1
p

≤ sup
r0<r<1

Mp(r, f)(1− r2)α ≤ ∥f∥p,∞,α.

Узимајући r = 1+r0
2
, закључујемо

sup
r0<r<1

(1− r2)α
(
r − r0
r + r0

) 1
p

≥ (1− r20)
α+ 1

p

2α(1 + 3r0)
1
p (1 + r0)

1
p

.

Дакле, добијамо

∥Fz∥ ≤ 2α(1 + 3|z|)
1
p (1 + |z|)

1
p

1

(1− |z|2)α+
1
p

≤ 2α+
3
p

1

(1− |z|2)α+
1
p

.

• Случај ppp = ∞,,, 0 <<< qqq <<<∞ :
За z ∈ D такво да |z| = r0, функција f(w) = 1

(1−r0w)2α за w ∈ D је у H∞,q,α

и M∞(r, f) = 1
(1−r0r)2α . Нека је

g(r) = r(1− r2)αq−1M q
∞(r, f) = r

(
1− r2

(1− r0r)2

)αq−1
1

(1− r0r)2
, 0 < r < 1.

Тада

∥f∥q∞,q,α = 2αq


∫ r0

0

g(r) dr︸ ︷︷ ︸
I1

+

∫ 2r0
1+r20

r0

g(r) dr︸ ︷︷ ︸
I2

+

∫ 1

2r0
1+r20

g(r) dr

︸ ︷︷ ︸
I3

 .

У интегралима I1 и I2, уведимо променљиву u = 1−r2
(1−r0r)2 . Односно, када

је 0 < r < r0, r =
ur0−

√
ur20−u+1

ur20+1
за 1 < u < 1

1−r20
и када r0 < r < 2r0

1+r20
,

r =
ur0+

√
ur20−u+1

ur20+1
за 1 < u < 1

1−r20
. На основу смене променљиве и монотоности

функције uαq, добијамо

I1 + I2 =

∫ 1

1−r20

1

uαq−1 r0u√
ur20 − u+ 1(1 + ur20)

du ⩽ 1

2

∫ 1

1−r20

1

uαq
du√

ur20 − u+ 1

⩽ 1

2(1− r20)
αq

∫ 1

1−r20

1

du√
ur20 − u+ 1

=
r0

(1− r20)
αq+1

.
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Слика 2.1: График смене променљиве u(r)

Како је 1
1−r0r растућа функција и αq > 0

I3 =

∫ 1

2r0
1+r20

r
(1− r2)αq−1

(1− r0r)2αq
dr ⩽ 1

(1− r0)2αq

∫ 1

2r0
1+r20

r(1− r2)αq−1 dr

=
1

(1− r0)2αq
1

2αq

(1− r20)
2αq

(1 + r20)
2αq

=
1

2αq

(1 + r0)
2αq

(1 + r20)
2αq

<
1

2αq

(
3
√
3

4

)αq
1

(1− r20)
αq
.

Дакле,

∥f∥q∞,q,α ⩽ 1

(1− r20)
αq

(
2αqr0
1− r20

+

(
3
√
3

4

)αq)
,

на основу чега закључујемо

∥Fz∥∞,q,α ⩾ f(r0)

∥f∥p,q,α
⩾ 1

(1− |z|2)α

(
2αq|z|
1− |z|2

+

(
3
√
3

4

)αq)− 1
q

.

За ограничавање норме одозго, за произвољно f ∈ H∞,q,α и z ∈ D , на
основу принципа максимума имамо

|f(z)|q ≤ sup
θ∈[0,2π)

∣∣f (reiθ)∣∣q , (2.5)

за све r ≥ |z|. Интеграљењем (2.5) у односу на меру 2αqr(1 − r2)αq−1, на
интервалу [|z|, 1], добијамо

(1− |z|2)αq|f(z)|q ≤ 2αq

∫ 1

|z|
r(1− r2)αq−1M q

∞(r, f) dr ≤ ∥f∥q∞,q,α.
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Дакле,
∥Fz∥ ≤ 1

(1− |z|2)α
.

• Случај ppp = ∞,,, qqq = ∞ :
За f(w) = 1

(1−w2)α
, w ∈ D, имамо

∥f∥∞,∞,α = sup
0<r<1

(1− r2)α sup
θ∈[0,2π)

1

|1− r2e2iθ|α
= sup

0<r<1

(
1− r2

1− r2

)α
= 1.

Тада, за произвољно z ∈ D такво да |z| = r0, добијамо

∥Fz∥ ≥ |f(r0)|
∥f∥∞,∞,α

=
1

(1− |z|2)α
.

Нека је сада f ∈ H∞,∞,α произвољно и z ∈ D. На основу принципа
максимума, имамо

|f(z)| ≤ sup
θ∈[0,2π)

∣∣f (reiθ)∣∣ ,
где r ≥ |z| произвољно. Како је

(1− |z|2)α|f(z)| ≤ sup
|z|≤r<1

(1− r2)αM∞(r, f) ≤ ∥f∥∞,∞,α,

онда
∥Fz∥ ≤ 1

(1− |z|2)α
.

Овим је доказ завршен.

Хипотеза. На основу претходног, претпостављамо да ће за све 0 < p, q ≤ ∞,
0 < α <∞ и f ∈ Hp,q,α важити неједнакост

|f(z)| ⩽ ∥f∥p,q,α
(1− |z|2)α+

1
p

.

Норма композиционог оператора у просторима са
мешовитом нормом
Наредна теорема је главни резултат рада [13].

Теорема 2.3.2. Нека је 0 < p, q ≤ ∞, 0 < α < ∞ и φ : D → D холоморфно
пресликавање. Тада

C1
1

(1− |φ(0)|2)α+
1
p

≤ ∥Cφ ∥ ≤ C2

(
1 + |φ(0)|
1− |φ(0)|

)α+ 1
p

,
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где

C1 =



Γ

(
αp+

p
q +1

2

) 2
p

Γ(αp+ p
q )

1
p
, 0 < p, q <∞, q

p
≤ 1;

Γ

(
αp+

p
q +1

2

) 2
p

2
α+3

p Γ(αp+ p
q )

1
p
, 0 < p, q <∞, q

p
> 1;

Γ(αp+1
2 )

2
p

2αΓ(αp)
1
p
, 0 < p <∞, q = ∞;(

2αq|φ(0)|
1−|φ(0)|2 +

(
3
√
3

4

)αq)− 1
q

, p = ∞, 0 < q <∞;

1, p = ∞, q = ∞,
и

C2 =



1, αq ≥ 1, q
p
≤ 1 или αq < 1, q

p
≤ 1

2
или p = ∞, q = ∞;(

3+|φ(0)|
1+|φ(0)|

) 1
p
− 1

q
, αq ≥ 1, q

p
> 1;(

1+|φ(0)|
1+3|φ(0)|

)α− 1
q
, αq < 1, 1

2
< q

p
≤ 1;

(1 + |φ(0)|)α−
1
p , αq < 1, q

p
> 1.

Доказ. Нека је пресликавање φ : D → D холоморфно, тада

Fz Cφ f = Cφ f(z) = f(φ(z)) = Fφ(z)f,

за z ∈ D и f ∈ Hp,q,α произвољне. Односно, Fz Cφ = Fφ(z) за било које z ∈ D.
У терминима норми, важи

∥Cφ∥ ≥
∥Fφ(z)∥
∥Fz∥

.

Узимајући z = 0, имамо
∥Cφ ∥ ≥

∥Fφ(0)∥
∥F0∥

.

На основу леме 2.3.3 важи следећа оцена за ∥Cφ∥ одоздо

∥Cφ∥ ≥



Γ

(
αp+

p
q +1

2

) 2
p

Γ(αp+ p
q )

1
p

1

(1−|φ(0)|2)α+1
p
, 0 < p, q <∞, p

q
≥ 1;

Γ

(
αp+

p
q +1

2

) 2
p

2
α+3

p Γ(αp+ p
q )

1
p

1

(1−|φ(0)|2)α+1
p
, 0 < p, q <∞, p

q
< 1;

Γ(αp+1
2 )

2
p

2αΓ(αp)
1
p

1

(1−|φ(0)|2)α+1
p
, 0 < p <∞, q = ∞;(

2αq|φ(0)|
1−|φ(0)|2 +

(
3
√
3

4

)αq)− 1
q 1

(1−|φ(0)|2)α , p = ∞, 0 < q <∞;

1
(1−|φ(0)|2)α , p = ∞, q = ∞.
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Да бисмо ограничили норму оператора Cφ одозго, посматраћемо да ли су
p или q бесконачни.
Нека је φ : D → D холоморфно тако да |φ(0)| = c. Нека је 0 < p, q ≤ ∞,

0 < α <∞ и f ∈ Hp,q,α произвољно.
• Случај 0 <<< ppp,,, qqq <<<∞:
У овом случају користимо две методе, у зависности од тога како се параметри
p, q и α односе. Први метод је сличан методу који је приказан у раду [2].
На основу последице 1.1.1 важи,

|φ(z)| ≤ (1− c)|z|+ 2c

1 + c
,

за z ∈ D. Нека је z ∈ D такво да |z| = r, и нека је R = (1−c)r+2c
1+c

. Тада на основу
леме 1.5.1, важиће следећа неједнакост

M p
p (r, f ◦ φ) ≤ R + c

R− c
M p

p (R, f).

На основу претходне неједнакости и смене променљиве R = (1−c)r+2c
1+c

, долазимо
до наредне оцене

∥f ◦ φ∥qp,q,α =2αq

∫ 1

0

r(1− r2)αq−1M q
p (r, f ◦ φ) dr

≤2αq

∫ 1

0

r(1− r2)αq−1

(
R + c

R− c

) q
p

M q
p (R, f) dr

=
(1 + c)αq

(1− c)2αq

∫ 1

2c
1+c

((1 + c)R− 2c)(R + c)

R(R− c)

(
R + c

R− c

) q
p
−1

·

·
(
(1 + c)R + 1− 3c

1 +R

)αq−1

R(1−R2)αq−1M q
p (R, f) dR.

(2.6)

Како
((1 + c)R− 2c)(R + c)

R(R− c)
≤ 1 + c,

за R ∈ ( 2c
1+c

, 1) , на основу (2.6), имамо

∥f ◦ φ∥qp,q,α ≤ (1 + c)αq+1

(1− c)2αq

∫ 1

2c
1+c

(
R + c

R− c

) q
p
−1(

(1 + c)R + 1− 3c

1 +R

)αq−1

·

·R(1−R2)αq−1M q
p (R, f) dR. (2.7)

Нека је αq = a и q
p
= b. Имамо следеће случајеве
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1. a ≥ 1:

Користећи (1+c)R+1−3c
1+R

≤ 1− c у (2.7), имамо

∥f ◦ φ∥qp,q,α ≤ (1 + c)a+1

(1− c)a+1

∫ 1

2c
1+c

(
R + c

R− c

)b−1

R(1−R2)a−1M q
p (R, f) dR. (2.8)

За b ≤ 1 на основу тога да R+c
R−c ≥

1+c
1−c и (2.8), добијамо

∥f ◦ φ∥qp,q,α ≤
(
1 + c

1− c

)a+b
∥f∥qp,q,α.

За b > 1, имамо R+c
R−c ≤

3+c
1−c , онда, на основу (2.8), добијамо

∥f ◦ φ∥qp,q,α ≤
(
1 + c

1− c

)a+b(
3 + c

1 + c

)b−1

∥f∥qp,q,α.

2. a < 1:

На основу неједнакости (1−c)(1+c)
1+3c

≤ (1+c)R+1−3c
1+R

, и (2.7) важи

∥f ◦ φ∥qp,q,α ≤ (1 + c)2a

(1− c)a+1(1 + 3c)a−1
·

·
∫ 1

2c
1+c

(
R + c

R− c

)b−1

R(1−R2)a−1M q
p (R, f) dR. (2.9)

Ако b ≤ 1, користећи да R+c
R−c ≥

1+c
1−c у (2.9), добијамо

∥f ◦ φ∥qp,q,α ≤
(
1 + c

1− c

)a+b(
1 + c

1 + 3c

)a−1

∥f∥qp,q,α.

За b > 1, важи R+c
R−c ≤

3+c
1−c , применом тога у (2.9), имамо

∥f ◦ φ∥qp,q,α ≤
(
1 + c

1− c

)a+b
(1 + c)a−b∥f∥qp,q,α.

На други начин долазимо до боље оцене у случају када a < 1 и b ≤ 1
2
:

Користећи последицу 1.1.1, добијамо |φ(z)| ≤ |z|+c
1+c|z| . Нека је |z| = r < 1 и

ρ = r+c
1+cr

. На основу леме 1.5.1 важи

∥f ◦ φ∥p,q,α =2a

∫ 1

0

r(1− r2)a−1M q
p (r, f ◦ φ) dr

≤2a

∫ 1

0

r(1− r2)a−1

(
ρ+ c

ρ− c

)b
M q

p (ρ, f) dr.

(2.10)
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Након смене променљиве ρ = r+c
1+cr

у (2.10) имамо

∥f ◦ φ∥p,q,α ≤ 2a

∫ 1

c

(ρ− c)1−b(ρ+ c)b(1− c2)a

(1− ρc)2a+1
(1− ρ2)a−1M q

p (ρ, f) dρ.

Нека је

Φ(ρ) =
(ρ− c)1−b(ρ+ c)b(1− c2)a

(1− ρc)2a+1
(1− ρ2)a−1M q

p (ρ, f),

Ψ(ρ) =ρ(1− ρ2)a−1M q
p (ρ, f).

Посматрајмо функцију

h(ρ) =
Φ(ρ)

Ψ(ρ)
=

(ρ− c)1−b(ρ+ c)b(1− c2)a

ρ(1− ρc)2a+1

за c < ρ < 1, тада

h′(ρ) =
c(1− c2)a(ρ− c)−b(ρ+ c)b−1

ρ2(1− ρc)2a+2
·

·
(
((1− 2b)ρ+ c) (1− cρ) + (2a+ 1)ρ(ρ2 − c2)

)
.

Ако b ≤ 1
2
онда h′(ρ) ≥ 0. Дакле, h(ρ) ≤

(
1+c
1−c

)a+b
. Како Φ(ρ) ≤

(
1+c
1−c

)a+b
Ψ(ρ),

за c < ρ < 1 и b ≤ 1
2
, онда

∥f ◦ φ∥qp,q,α ≤2a

∫ 1

c

Φ(ρ) dρ ≤
(
1 + c

1− c

)a+b ∫ 1

c

Ψ(ρ) dρ

≤
(
1 + c

1− c

)a+b
∥f∥qp,q,α.

• Случај 0 <<< ppp <<<∞,,, qqq = ∞ :
На основу последице 1.1.1 и леме 1.5.1, за z ∈ D такво да |z| = r и R = (1−c)r+2c

1+c
,

имамо

∥f ◦ φ∥p,∞,α ≤ sup
0<r<1

(1− r2)α
(
R + c

R− c

) 1
p

Mp(R, f)

=

(
1 + c

(1− c)2

)α
sup

2c
1+c

≤R<1

(1−R)α (1− 3c+ (1 + c)R)α
(
R + c

R− c

) 1
p

Mp(R, f).

Како 1− 3c+ (1 + c)R ≤ (1− c)(1 +R), онда

∥f ◦ φ∥p,∞,α ≤
(
1 + c

1− c

)α+ 1
p
(
3 + c

1 + c

) 1
p

∥f∥p,∞,α.

59



ГЛАВА 2. ОЦЕНЕ НОРМЕ КОМПОЗИЦИОНОГ ОПЕРАТОРА

Дакле,

∥Cφ ∥ ≤
(
1 + c

1− c

)α+ 1
p
(
3 + c

1 + c

) 1
p

.

• Случај ppp = ∞,,, 0 <<< qqq <<<∞ :
На основу принципа максимума за 0 ≤ r < 1 важи

sup
0≤θ<2π

∣∣f ◦ φ
(
reiθ
)∣∣ ≤ sup

0≤θ<2π

∣∣f (Reiθ)∣∣ ,
где на основу последице 1.1.1,

∣∣φ (reiθ)∣∣ ≤ R = r+c
1+rc

за све 0 ≤ θ < 2π. Тада

∥f ◦ φ∥q∞,q,α ≤ 2αq

∫ 1

0

r(1− r2)αq−1M∞(R, f) dr.

Након смене променљиве R = r+c
1+rc

у претходном интегралу, добијамо

∥f ◦ φ∥q∞,q,α ≤ (1− c2)αq2αq

∫ 1

c

R− c

(1−Rc)2αq+1
(1−R2)αq−1M∞(R, f) dR.

Како R−c
1−Rc ≤ R и 1

(1−Rc)2αq ≤ 1
(1−c)2αq када c < R < 1, онда

∥f ◦ φ∥q∞,q,α ≤
(
1 + c

1− c

)αq
∥f∥q∞,q,α.

Дакле,
∥Cφ ∥ ≤

(
1 + c

1− c

)α
.

• Случај ppp = ∞,,, qqq = ∞ :
На основу последице 1.1.1 и принципа максимума, добијамо

∥f ◦ φ∥∞,∞,α = sup
0≤r<1

(1− r2)α sup
0≤θ<2π

∣∣f ◦ φ
(
reiθ
)∣∣

≤ sup
0≤r<1

(1− r2)α sup
0≤θ<2π

∣∣f (Reiθ)∣∣
= (1− c2)α sup

c≤R<1

1

(1−Rc)2α
(1−R2)αM∞(R, f)

≤
(
1 + c

1− c

)α
∥f∥∞,∞,α.

Дакле,
∥Cφ ∥ ≤

(
1 + c

1− c

)α
.

Овим је доказ завршен.
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Напомена 2.2. Приметимо да је у доказу теореме 2.2.2 при процени
ограничења одозго била коришћена смена променљивих која се спроводила на
јединичном диску. Из тог разлога, овај доказ не можемо директно применити
на процену норме композиционог оператора одозго у случају простора Hp,q,α

када су параметри p и q различити.

Хипотеза. Мотивисани оценама норме композиционог оператора на
Хардијевим и тежинским Бергмановим просторима, можемо претпоставити
да ће за 0 < p, q ≤ ∞, 0 < α <∞ и f ∈ Hp,q,α важити

∥Cφ∥ ⩽
(
1 + |φ(0)|
1− |φ(0)|

)α+ 1
p

.
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Глава 3

Оцене норме оператора
Хилбертове матрице на
Бергмановим просторима

Хилбертову матрицу представио је Д. Хилберт у раду [23] 1895. године, где
је добијена као Грамова матрица система {xn}∞n=0. Њени елементи су облика
hnm =

∫ 1

0
xn+mdx за n,m ≥ 0. Ову матрицу можемо посматрати и као оператор

који дејствује на просторима холоморфних функција.
У овој глави дата је дефиниција оператора Хилбертове матрице на

просторима холоморфних функција и посматрана је норма овог оператора
на тежинским Бергмановим просторима.

3.1 Оператор Хилбертове матрице
Дефиниција 3.1. Пресликавање A : X → Y , где су X и Y простори низова,
је Ханкелов оператор ако постоји низ комплексних бројева {an}∞n=0 тако да за
елементе матрице тог пресликавања [A] = [αnm]

∞
n,m=0 важи αnm = an+m за све

n,m ≤ 0.

Приметимо да ово заправо значи да су елементи матрице Ханкеловог
оператора исти на споредним дијагоналама. Један од најважнијих примера
Ханкеловог оператора је управо оператор Хилбертове матрице који је облика
[H ] = [ 1

n+m+1
]∞n,m=0. За више информација о Ханкеловим операторима, видети

[29].
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Дефиниција 3.2. Оператор Хилбертове матрице H јесте оператор
индукован бесконачном квадратном матрицом

[H ] = [hnm]
∞
n,m=0 =

[ 1

n+m+ 1

]∞
n,m=0

.

Прво је разматрано дејство Хилбертове матрице на елементарним
просторима низова.

Дефиниција 3.3. Простор ℓp, 0 < p < ∞, се састоји од низова aaa = {an}∞n=0

за које важи

∥aaa∥ℓp =

(
∞∑
n=0

|an|p
)1/p

≤ ∞.

Тада оператор Хилбертове матрице H дејствује на ℓp на следећи начин

H : {an}∞n=0 →

{
∞∑
m=0

am
n+m+ 1

}∞

n=0

за све {an}∞n=0 ∈ ℓp.

Показано је у [34] да је непрекидан део спектра оператора Хилбертове матрице
интервал [0, π] и да је то заправо цео спектар овог оператора на простору ℓp.
Осим тога, Литлвуд, Харди и Полија, у [21], показали су да је ∥H∥ℓp→ℓp ≤ 1

sin π
p

за све 1 < p <∞.
Диамантополус и Сискакис, у раду [11], посматрају оператор Хилбертове

матрице H као оператор који дејствује на просторима холоморфних
функција. Како функцији f ∈ Hol(D) можемо придружити низ Тејлорових
коефицијената

{
f̂(n)

}∞

n=0
, односно f(z) =

∞∑
n=0

f̂(n)zn, имамо да важи

Hf(z) =
∞∑
n=0

∞∑
m=0

hnmf̂(m)zn =
∞∑
n=0

∞∑
m=0

f̂(m)

n+m+ 1
zn.

У раду [11], Диамантополус и Сискакис показују да је оператор H ограничен
на Хардијевом простору Hp ако и само ако 1 < p <∞. У случају када 2 ≤ p <

∞, добијају да је ∥H∥Hp→Hp ≤ π
sin π

p
. Осим тога, Диамантополус у [10], посматра

понашање оператора H на Бергмановим просторима Ap, где показује да је
оператор H : Ap → Ap ограничен ако и само ако је 2 < p <∞ и у случају када
је 4 ≤ p <∞ показује да важи ∥H∥Ap→Ap ≤ π

sin 2π
p

. Достанић, Јевтић и Вукотић
у [16] добијају да је ∥H∥Hp→Hp = π

sin π
p
за све 1 < p <∞ и да је ∥H∥Ap→Ap ≥ π

sin 2π
p

за све 2 < p < ∞. Односно, тиме је показано да је ∥H∥Ap→Ap = π
sin 2π

p

за све
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4 ≤ p < ∞. Божин и Карапетровић у [4] показују да је ∥H∥Ap→Ap = π
sin 2π

p

за
2 < p < 4 и да ∥H∥Ap→Ap ≥ π

sin 2π
p

за 2 < p < ∞. И овим је показано да је
∥H∥Ap→Ap = π

sin 2π
p

за све 2 < p <∞.
За више информација о Ханкеловим операторима, оператору Хилбертове

матрице на просторима низова и Хардијевим просторима, погледати [25].
Један од главних алата за процену норме оператора Хилбертове матрице

на тежинским Бергмановим просторима је интегрална репрезентација овог
оператора.

Пропозиција 3.1.1. Нека је f ∈ Ap
α и 1 < α+ 2 < p. Тада важи

Hf(z) =

∫ 1

0

f(t)

1− tz
dt.

Доказ. На основу теореме 2.2.1∣∣∣∣∫ 1

0

f(t)

1− tz
dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ 1

0

|f(t)|
|1− zt|

dt ≤

∫ 1

0
1

(1−t2)(α+2)/pdt

1− |z|
∥f∥Ap

α
< +∞,

јер интеграл
∫ 1

0
1

(1−t2)(α+2)/pdt конвергира за α + 2 < p. Дакле, интеграл са
десне стране једнакости конвергира. Нека је развој функције f у Тејлоров
ред облика f(z) =

∞∑
m=0

f̂(m)zm, за све z ∈ D. Тада важи

∫ 1

0

f(t)

1− tz
dt =

∫ 1

0

f(t)
∞∑
n=0

(tz)ndt =

∫ 1

0

∞∑
m=0

f̂(m)tm
∞∑
n=0

tnzndt

=
∞∑
n=0

(
∞∑
m=0

f̂(m)

∫ 1

0

tn+mdt

)
zn =

∞∑
n=0

(
∞∑
m=0

f̂(m)

n+m+ 1

)
zn

= Hf(z),

што је и требало доказати.

Лема 3.1.1. [10] Нека је f ∈ Ap
α, где је 2 < p <∞. Тада важи

Hf(z) =

∫ 1

0

1

1− (1− t)z
f

(
t

1− (1− t)z

)
dt.

Доказ. За z ∈ D и 0 < r < 1 дефинишимо

Crf(z) =

∫ r

0

f(t)

1− tz
dt.
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На основу интегралне репрезентације оператора H, имамо

Hf(z) = lim
r→1−

Crf(z).

Нека је z ∈ D. Увођењем смене променљиве t = t(s) = rs
1−r(1−s)z за 0 ≤ s ≤ 1,

добијамо да важи

Crf(z) =

∫ r

0

f(t)

1− tz
dt =

∫ 1

0

f(t(s))
1

1− t(s)z
t′(s)ds

=

∫ 1

0

r

1− r(1− s)z
f

(
rs

1− r(1− s)z

)
ds.

С друге стране, означимо са

hr(s) =
r

1− r(1− s)z
f(ϕr,s(z)),

где је
ϕr,s(z) =

rs

1− r(1− s)z
.

Приметимо да је ϕr,s : D → D холоморфно пресликавање за све 0 ≤ r, s ≤ 1.

Осим тога,
r

|1− r(1− s)z|
≤ 1

|1− z|
≤ 2

1− |z|2
.

На основу теореме 2.2.1, важи

|f(ϕr,s(z))| ≤
1

(1− |z|2)(α+2)/p
∥f ◦ ϕr,s∥Ap

α
, за све z ∈ D. (3.1)

На основу тоереме 2.2.2, важи да је

∥Cϕr,s∥Ap
α→Ap

α
≤
(
1 + |ϕr,s(0)|
1− |ϕr,s(0)|

)α+2
p

,

односно,

∥f ◦ ϕr,s∥Ap
α
≤
(
1 + rs

1− rs

)α+2
p

∥f∥Ap
α
≤
(
1 + s

1− s

)α+2
p

∥f∥Ap
α
.

Користећи претходну неједнакост и (3.1), добијамо

|hr(s)| ≤
2

(1− |z|2)1+(α+2)/p

(
1 + s

1− s

)α+2
p

∥f∥Ap
α
.

Како је α + 2 < p, десна страна претходне неједнакости је интеграбилна
функција по параметру s на интервалу (0, 1). На основу Лебегове теореме
о доминантној конвергенцији, добијамо да важи

Hf(z) =

∫ 1

0

1

1− (1− s)z
f

(
s

1− (1− s)z

)
ds.
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Са Tt означићемо тежински композициони оператор, дефинисан на следећи
начин:

Ttf(z) =
1

1− (1− t)z
f

(
t

1− (1− t)z

)
.

Тада, за све z ∈ D и f ∈ Ap
α, важи

Hf(z) =

∫ 1

0

Ttf(z)dt.

Карапетровић и Јевтић, у раду [24], показали су да је оператор Хилбертове
матрице H : Ap

α → Ap
α ограничен ако и само ако је 1 < α + 2 < p. Након тога,

Карапетровић у [26] показује да је норма Хилбертове матрице ограничена
одоздо са π

sin (α+2)π
p

, за 1 < α + 2 < p. У наведеном раду он такође формулише
хипотезу да је норма и једнака овој константи за све α и p такве да 1 < α+2 <

p.

Теорема 3.1.1. [26] Нека је 1 < α + 2 < p. Тада за оператор Хилбертове
матрице H, који дејствује на тежинском Бергмановом простору Ap

α, важи

∥H∥Ap
α→Ap

α
≥ π

sin (α+2)π
p

.

Доказ. Нека је 1 < γ < α + 2 < p и fγ(z) = (1− z)−
γ
p , z ∈ D. Тада

∥fγ∥pAp
α
= F

(γ
2
,
γ

2
, α+ 2; 1

)
.

На основу Ојлер-Гаусове формуле важи
Γ2
(
k + γ

2

)
Γ(k + α+ 2)

∼ k!

(k + 1)α+3−γ , k → ∞.

Како α+3−γ > 1, имамо ∥fγ∥Ap
α
<∞. С друге стране, имамо да lim

γ→α+2
∥f∥Ap

α
=

∞. На основу пропозиције 3.1.1 и да је

F
(γ
2
,
γ

2
, α+ 2; 1

)
=

1

B
(
γ
2
, α+ 2− γ

2

) ∫ 1

0

t
γ
2
−1(1− t)α+1− γ

2

(1− tz)
γ
2

,

долазимо до

Hfγ(z) =

∫ 1

0

dt

(1− t)
γ
p (1− tz)

= B

(
1, 1− γ

p

)
F

(
1, 1, 2− γ

p
; z

)
.

Односно,

Hfγ(z) = Γ

(
γ

p

)
Γ

(
1− γ

p

) ∞∑
k=0

Γ2(k + 1)

Γ
(
k + 2− γ

p

)
Γ
(
k + γ

p

) Γ
(
k + γ

p

)
Γ
(
γ
p

) zk

k!
.
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Како је
Γ2(k + 1)

Γ
(
k + 2− γ

p

)
Γ
(
k + γ

p

) = 1 +O

(
1

k + 1

)
,

добијамо
Hfγ(z) =

π

sin πγ
p

(fγ(z) + gγ(z)),

где је
sup

1<γ<α+2
∥gγ∥∞ ≤ Cp,α <∞,

односно
sup

1<γ<α+2
∥gγ∥Ap

α
≤ Cp,α <∞.

Дакле,
∥H∥Ap

α→Ap
α
≥

∥Hfγ∥Ap
α

∥fγ∥Ap
α

≥ π

sin πγ
p

∥fγ∥Ap
α
− ∥gγ∥Ap

α

∥fγ∥
.

Пуштајући да γ → α+ 2, добијамо

∥H∥Ap
α→Ap

α
≥ lim

γ→α+2

(
π

sin πγ
p

∥fγ∥Ap
α
− ∥gγ∥Ap

α

∥fγ∥

)

=
π

sin (α+2)π
p

lim
γ→α+2

(
1−

∥gγ∥Ap
α

∥fγ∥Ap
α

)
=

π

sin (α+2)π
p

,

јер је lim
γ→α+2

∥f∥Ap
α
= ∞ и sup

1<γ<α+2
∥gγ∥Ap

α
≤ Cp,α < ∞. Овим је доказ завршен.

Хипотеза. Ако 1 < α+ 2 < p, онда ∥H∥Ap
α→Ap

α
= π

sin (α+2)/p
.

3.2 Хилбертова матрица на Бергмановим
просторима са позитивним индексом

Циљ ове секције јесте испитивање области параметра α на коме важи
претпоставка да је норма оператора Хилбертове матрице H на тежинском
Бергмановом простору Ap

α, за α ≥ 0, једнака π

sin (α+2)π
p

.
Карапетровић је у [26] показао да је претпоставка тачна уколико је p ≥

2(α + 2) за α ≥ 0. Овим резултатом је сегмент на коме претпоставка није
показана сведен на α+2 < p < 2(α+2) за α ≥ 0, а на том сегменту, оценио је
норму одозго.
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Теорема 3.2.1. [26] Нека је α ≥ 0 и p > α+ 2.

(i) Ако је p ≥ 2(α+ 2), онда

∥H∥Ap
α→Ap

α
≤ π

sin (α+2)π
p

;

(ii) Ако је 2α+ 3 ≤ p < 2(α+ 2), онда

∥H∥Ap
α→Ap

α
≤ 2

α+1
p

π

sin (α+2)π
p

;

(iii) Ако је α+ 2 < p < 2α+ 3, онда

∥H∥Ap
α→Ap

α
≤
(
1 + 2

2(α+2)
p

−1
) π

sin (α+2)π
p

.

У даљем тексту дат је доказ дела (i) теореме 3.2.1. За остатак доказа и
више детаља о норми оператораH на Хардијевим и Бергмановим просторима,
погледати [26].

Доказ. На основу пропозиције 3.1.1 важи

Hf(z) =

∫ 1

0

Ttf(t)dt.

Користећи интегралну неједнакост Минковског, добијамо

∥Hf∥Ap
α
=

(
α+ 1

π

∫
D
|Hf(z)|p (1− |z|2)αdm(z)

) 1
p

=

(
α+ 1

π

) 1
p
(∫

D

∣∣∣∣∫ 1

0

Ttf(z)(1− |z|2)
α
p dt

∣∣∣∣p dm(z)

) 1
p

≤
(
α+ 1

π

) 1
p
(∫ 1

0

(∫
D
|Ttf(z)|p (1− |z|2)αdt

)
dm(z)

) 1
p

=

∫ 1

0

∥Ttf∥Ap
α
dt.

(3.2)

Користећи смену променљиве w = ϕt(z), z ∈ D, добијамо

∥Ttf∥pAp
α
=

(α+ 1)

π

∫
D
|ωt(z)|p |f(ϕt(z))|p (1− |z|2)αdm(z)

=
(α+ 1)

π

∫
ϕt(D)

∣∣ωt(ϕ−1
t (w))

∣∣p |f(w)|p(1− ∣∣ϕ−1
t (w)

∣∣2)α∣∣ϕ′
t(ϕ

−1
t (w))

∣∣2 dm(w)

=
t2−p

(1− t)2
(α+ 1)

π

∫
ϕt(D)

|w|p−4|f(w)|p
(
1−

∣∣∣∣ w − t

(1− t)w

∣∣∣∣2
)α

dm(w).
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Дакле,

∥Ttf∥Ap
α
=

t
2
p
−1

(1− t)
2
p

(
α+ 1

π

∫
Dt

|w|p−4|f(w)|p
(
1−

∣∣∣∣ w − t

(1− t)w

∣∣∣∣2
)α

dm(w)

) 1
p

,

где је Dt = ϕt(D) = D
(

1
2−t ,

1−t
2−t

)
. С друге стране, имамо да

1−
∣∣∣∣ w − t

(1− t)w

∣∣∣∣2 = (1− t)2|w|2 − |w − t|2

(1− t)2|w|2
=

2tRew − t2 − t(2− t)|w|2

(1− t)2|w|2

=
t

1− t
· 2Rew − t− (2− t)|w|2

(1− t)|w|2
.

Дакле,

∥Ttf∥Ap
α
=

t
α+2
p

−1

(1− t)
α+2
p

(
α+ 1

π

∫
Dt

|w|p−4|f(w)|pgt(w)αdm(w)

) 1
p

,

где је
gt(w) =

2Rew − t− (2− t)|w|2

(1− t)|w|2
, за w ∈ Dt.

Користећи

gt(w) ≤
2|w| − t− (2− t)|w|2

(1− t)|w|2

≤ 1 + |w|2 − t− (2− t)|w|2

(1− t)|w|2

=
1− |w|2

|w|2

и α ≥ 0, долазимо до тога да је

gt(w)
α ≤ |w|−2α(1− |w|2)α.

Дакле, добијамо

∥Ttf∥Ap
α
≤ t

α+2
p

−1

(1− t)
α+2
p

(
α+ 1

π

∫
Dt

|w|p−2(α+2)|f(w)|p(1− |w|2)αdm(w)

) 1
p

. (3.3)

Случај (iii) : ppp ≥ 2(ααα+ 2)...

Користећи (3.3) и |w|p−2(α+2) ≤ 1, за w ∈ Dt ⊂ D, имамо да је

∥Ttf∥Ap
α
≤ t

α+2
p

−1

(1− t)
α+2
p

(
α+ 1

π

∫
Dt

|f(w)|p(1− |w|2)αdm(w)

) 1
p

≤ t
α+2
p

−1

(1− t)
α+2
p

(
α+ 1

π

∫
D
|f(w)|p(1− |w|2)αdm(w)

) 1
p

=
t
α+2
p

−1

(1− t)
α+2
p

∥f∥Ap
α
.
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На основу претходног и (3.2), добијамо

∥Hf∥Ap
α
≤
∫ 1

0

t
α+2
p

−1

(1− t)
α+2
p

dt∥f∥Ap
α
= B

(
α+ 2

p
, 1− α+ 2

p

)
∥f∥Ap

α

= Γ

(
α+ 2

p

)
Γ

(
1− α+ 2

p

)
∥f∥Ap

α
=

π

sin (α+2)π
p

∥f∥Ap
α
.

Дакле, закључујемо да је у случају p ≥ 2(α+ 2)

∥H∥Ap
α→Ap

α
≤ π

sin (α+2)π
p

.

У раду [30], Линдстром, Микинен и Викман потврдили су претпоставку за
све

α+ 2 +

√
(α+ 2)2 − 1

2
(α+ 2) ≤ p < 2(α+ 2).

Потом, у раду [27], Карапетровић показује да је она тачна за све α > 0 за које
α0 ≤ p < 2(α+ 2), где је α0 јединствена нула функције

Φα(x) = 2x2 − (4(α+ 2) + 1)x+ 2
√
α+ 2

√
x+ α+ 2,

на интервалу (α+2, 2(α+2)). Након тога, Карапетровић и аутор дисертације
у раду [14] показали су у случају α > 0 да је претпоставка тачна за све

3α

4
+ 2 +

√(
3α

4
+ 2

)2

− α+ 2

2
≤ p.

Како је функција Φα строго растућа функција на интервалу (α+ 2, 2(α+ 2)),
онда Φα < 0 на (α+2, α0) и Φα > 0 на (α0, 2(α+2)). Осим тога, испоставља се
да је

α+ 2 +
√
(α+ 2)2 − (α+ 2) < α0 < α+ 2 +

√
(α+ 2)2 −

(√
2− 1

2

)
(α+ 2).

Користећи програм Mathematica, проверили смо да важи следећа неједнакост

Φα

3α

4
+ 2 +

√(
3α

4
+ 2

)2

− α+ 2

2

 < 0,

односно,
3α

4
+ 2 +

√(
3α

4
+ 2

)2

− α+ 2

2
< α0,
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Слика 3.1: Функција Φα, где је α1 =
3α
4
+ 2 +

√(
3α
4
+ 2
)2 − α+2

2
.

за α > 0.496. Овим је показано да теорема 3.2.2 побољшава резултат рада [27]
у случају када је α > 1

2
.

Теорема 3.2.2. [14] Нека је α > 0 и 3α
4
+2+

√(
3α
4
+ 2
)2 − α+2

2
≤ p < 2(α+2).

Онда
∥H∥Ap

α→Ap
α
=

π

sin (α+2)π
p

.

Доказ. Нека је f ∈ Ap
α. Довољно је показати да

∥Hf∥Ap
α
≤ π

sin (α+2)π
p

∥f∥Ap
α
. (3.4)

Означимо са φ(r) = 2M p
p (r, f) и χ(r) = φ(r) − φ(0) за 0 ≤ r < 1. Онда је φ

растућа и диференцијабилна функција на интервалу (0, 1), одакле следи да је
функција χ такође растућа и диференцијабилна на (0, 1). Дакле,

χ′ ≥ 0 на (0, 1) и χ(r) =
∫ r

0

χ′(s)ds за 0 < r < 1.

За 0 < t < 1 и w ∈ Dt имамо
ρ2t − |w − ct|2

ρt
=
ρ2t − |w|2 − c2t + 2ct Rew

ρt

≤ ρ2t − |w|2 − c2t + 2ct|w|
ρt

=
ρt − ct − |w|2 + (1− ρt + ct)|w|

ρt

= (1− |w|) |w|+ ρt − ct
ρt

,
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и
|w|+ ρt − ct

ρt
=

(ct − ρt + 2ρt)|w|+ ρt − ct
ρt

= 2|w| − (ct − ρt)(1− |w|)
ρt

< 2|w|.

Одавде следи
ρ2t − |w − ct|2

ρt
≤ 2|w|(1− |w|).

Како је α > 0, добијамо(
ρ2t − |w − ct|2

ρt

)α
≤ 2α|w|α(1− |w|)α.

Приметимо

At = A (0, ct − ρt, ct + ρt) = A

(
0,

t

2− t
, 1

)
⊃ Dt

Слика 3.2: Dt ⊂ At

Тада

∥Ttf∥Ap
α
≤ ψp,α(t)

(
α+ 1

π

∫
Dt

2α|w|p−α−4|f(w)|p(1− |w|)αdm(w)

) 1
p

≤ ψp,α(t)

(
α+ 1

π

∫
At

2α|w|p−α−4|f(w)|p(1− |w|)αdm(w)

) 1
p

,

одакле следи

∥Ttf∥Ap
α
≤ ψp,α(t)

(
(α+ 1)

∫ 1

t
2−t

2αrp−α−3(1− r)αφ(r)dr

) 1
p

.
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Осим тога, важи

π

sin (α+2)π
p

∥f∥Ap
α
=

∫ 1

0

ψp,α(t)

(
(α+ 1)

∫ 1

0

r(1− r2)αφ(r)dr

) 1
p

dt.

Дакле, како бисмо доказали (3.4), довољно је показати∫ 1

0

ψp,α(t)
(
I(t)

1
p − J

1
p

)
dt ≤ 0, (3.5)

где
I(t) =

∫ 1

t
2−t

2αrp−α−3(1− r)αφ(r)dr и J =

∫ 1

0

r(1− r2)αφ(r)dr.

Како 1
p
∈ (0, 1), имамо

I(t)
1
p − J

1
p ≤ 1

p
J

1
p
−1 (I(t)− J) .

Дакле, да би важила неједнакост (3.5), довољно је показати∫ 1

0

ψp,α(t) (I(t)− J) dt ≤ 0.

Односно,∫ 1

0

ψp,α(t)

(∫ 1

t
2−t

2αrp−α−3(1− r)αφ(r)dr −
∫ 1

0

r(1− r2)αφ(r)dr

)
dt ≤ 0,

или еквивалентно
Vp,α − Up,α + φ(0)Wp,α ≤ 0, (3.6)

где

Vp,α =

∫ 1

0

ψp,α(t)

∫ 1

t
2−t

2αrp−α−3(1− r)αχ(r)drdt,

Up,α =

∫ 1

0

ψp,α(t)

∫ 1

0

r(1− r2)αχ(r)drdt

и

Wp,α =

∫ 1

0

ψp,α(t)

∫ 1

t
2−t

2αrp−α−3(1− r)αdrdt

−
∫ 1

0

ψp,α(t)

∫ 1

0

r(1− r2)αdrdt.
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За s ∈ [0, 1] дефинишимо функцију

Fp,α(s) = ξp,α(s)

∫ s

0

ψp,α(t)dt+

∫ 1

s

ψp,α(t)ξp,α(t)dt−
∫ 1

s
2−s

r(1− r2)αdrBp,α,

где је
ξp,α(s) =

∫ 1

s
2−s

2αrp−α−3(1− r)αdr и Bp,α =

∫ 1

0

ψp,α(t)dt.

Тада, добијамо∫ 1

t
2−t

2αrp−α−3(1− r)αχ(r)dr =

∫ 1

t
2−t

2αrp−α−3(1− r)α
∫ r

0

χ′(s)dsdr

=

∫ 1

0

χ′(s)

∫ 1

max{s, t
2−t

}
2αrp−α−3(1− r)αdrds

=

∫ 1

0

2

(2− u)2
χ′
(

u

2− u

)∫ 1

max{ u
2−u

, t
2−t

}
2αrp−α−3(1− r)αdrdu

=

∫ 1

0

2

(2− u)
χ′
(

u

2− u

)
ξp,α (max{u, t}) du,

и ∫ 1

0

r(1− r2)αχ(r)dr =

∫ 1

0

r(1− r2)α
∫ r

0

χ′(s)dsdr

=

∫ 1

0

χ′(s)

∫ 1

s

r(1− r2)αdrds

=

∫ 1

0

2

(2− u)2
χ′
(

u

2− u

)∫ 1

u
2−u

r(1− r2)αdrdu,

одакле следи

Vp,α =

∫ 1

0

2

(2− u)2
χ′
(

u

2− u

)∫ 1

0

ψp,α(t)ξp,α (max{u, t}) dtdu,

и
Up,α =

∫ 1

0

2

(2− u)2
χ′
(

u

2− u

)∫ 1

u
2−u

r(1− r2)αdr

∫ 1

0

ψp,α(t)dtdu.

Дакле,

Vp,α − Up,α =

∫ 1

0

2

(2− u)2
χ′
(

u

2− u

)
Fp,α(u)du и Wp,α = Fp,α(0).

Приметимо да φ(0) = 2|f(0)|p. Да бисмо показали (3.6), довољно је доказати∫ 1

0

2

(2− u)2
χ′
(

u

2− u

)
Fp,α(u)du+ 2|f(0)|pFp,α(0) ≤ 0. (3.7)
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Имајући у виду χ′ ≥ 0, да би неједнакост (3.7) била тачна, довољно је да
Fp,α ≤ 0 на [0, 1]. Добијамо

F ′
p,α(s) = ξ′p,α(s)

∫ s

0

ψp,α(t)dt+ ξp,α(s)ψp,α(s)− ψp,α(s)ξp,α(s)

+
2

(2− s)2
s

2− s

(
1−

(
s

2− s

)2
)α

Bp,α

= − 2

(2− s)2
2α
(

s

2− s

)p−α−3(
1− s

2− s

)α ∫ s

0

ψp,α(t)dt

+
2

(2− s)2
s

2− s

(
1−

(
s

2− s

)2
)α

Bp,α

=
2

(2− s)2
2α
(

s

2− s

)p−α−3(
1− s

2− s

)α
Gp,α(s),

где

Gp,α(s) =
1

sα

(
s

2− s

)2(α+2)−p

Bp,α −
∫ s

0

ψp,α(t)dt.

Приметимо да функције F ′
p,α и Gp,α су истог знака. С друге стране, важи

Bp,α =

∫ 1

0

t
α+2
p

−1(1− t)−
α+2
p dt =

∫
+0st

α+2
p

−1(s− t)−
α+2
p dt,

одакле следи

Gp,α(s) =

∫ s

0

t
α+2
p

−1

(
1

sα

(
s

2− s

)2(α+2)−p

(s− t)−
α+2
p − (1− t)−

α+2
p

)
dt.

Означимо са

Hp,α,s(t) =
1

sα

(
s

2− s

)2(α+2)−p

(s− t)−
α+2
p − (1− t)−

α+2
p , t ∈ (0, s).

Показаћемо да је Gp,α(s) ≤ 0 за све s ∈ [0, 1]. Како је

Gp,α(s) =
sα+4−p

(2− s)2(α+2)−pBp,α −
∫ s

0

ψp,α(t)dt,

закључујемо да је Gp,α(1) = 0, Gp,α(0) = 0 ако α + 4 > p, Gp,α(0) = Bp,α ако
α + 4 = p и Gp,α = +∞ ако α + 4 < p. У сваком од могућих случајева важи
Gp,α(1) = 0 и Gp,α(0) ≥ 0.

Претпоставимо да s ∈ (0, 1). Доказаћемо да је Hp,α,s(t) ≥ 0, за све t ∈ (0, s).
Приметимо

lim
t→s−

Hp,α,s(t) = +∞. (3.8)
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Покажимо да функција Hp,α,s нема нуле на интервалу (0, s). Претпоставимо
да Hp,α,s(t0) = 0, онда

1

sα

(
s

2− s

)2(α+2)−p

(s− t0)
−α+2

p = (1− t0)
−α+2

p ,

одакле следи (
1

sα

(
s

2− s

)2(α+2)−p
) p

α+2

(1− t0) = s− t0,

или

t0 =
s1+α

p
α+2 −

(
s

2−s

) p
α+2

(2(α+2)−p)

sα
p

α+2 −
(

s
2−s

) p
α+2

(2(α+2)−p) =
Xp,α,s

Yp,α,s
,

где означавамо са

Xp,α,s = s1+α
p

α+2 −
(

s

2− s

) p
α+2

(2(α+2)−p)

,

и
Yp,α,s = sα

p
α+2 −

(
s

2− s

) p
α+2

(2(α+2)−p)

Како α > 0, 3α
4
+ 2 +

√
(3α

4
+ 2)2 − α+2

2
≤ p < 2(α+ 2) и s ∈ (0, 1), имамо

2(α+ 2)− p > 0 и 1 + α
p

α+ 2
≥ 2

p

α+ 2
(2(α+ 2)− p).

На основу претходног важи

s1+α
p

α+2 ≤ (s2)
p

α+2
(2(α+2)−p) <

(
s

2− s

) p
α+2

(2(α+2)−p)

.

Односно, Xp,α,s < 0. Онда, у случају када Yp,α,s ≥ 0, добијамо

t0 =
Xp,α,s

Yp,α,s
< 0,

а у случају када Yp,α,s < 0, важи

t0 =
Xp,α,s

Yp,α,s
> s,

јер (
s

2− s

) p
α+2

(2(α+2)−p)

− s1+α
p

α+2 > s

((
s

2− s

) p
α+2

(2(α+2)−p)

− sα
p

α+2

)
.
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Дакле, у оба случаја важи t0 /∈ (0, s), одакле следи да функција Hp,α,s нема
нуле на интервалу (0, s). На основу претходног и (3.8), закључујемо Hp,α,s(t) ≥
0 за све t ∈ (0, s). Како је Gp,α =

∫ s
0
t
α+2
p

−1Hp,α,s(t)dt, следи Gp,α(s) ≥ 0 за све
s ∈ (0, 1). На основу Gp,α(1) = 0 и Gp,α(0) ≥ 0, важи Gp,α(s) ≥ 0 на интервалу
[0, 1], одакле следи да F ′

p,α ≥ 0 на [0, 1]. Како функција Fp,α расте на интервалу
[0, 1], важи

Fp,α(s) ≤ Fp,α(1) = 0,

за све s ∈ [0, 1]. Односно Fp,α ≤ 0 на интервалу [0, 1]. На основу петходног
важи и неједнакост (3.7), чиме је доказ завршен.

Након објављивања радова [14] 2023. године, у раду [9] из 2024. године, Ј.
Даи долази до резултата теореме 3.2.2 на други начин и осим тога показује да
је хипотеза тачна за још вредности параметара α и p. Специјално, показује да
је претпоставка тачна за мале вредности параметра p у случају да је α > 0,
као и у случају када је α = 1 и 0 < α ≤ 1

47
за α+ 2 < p.

3.3 Хилбертова матрица на Бергмановим
просторима са негативним индексом

У случају негативно индексираних тежинских Бергманових простора Ap
α,

у раду [5] из 2022., Карапетровић и Дмитровић представљају прво ограничење
норме одозго оператора Хилбертове матрице. Након тога, 2024. године Ј. Даи
у раду [9] показује да је хипотеза о норми тачна и за негативне индексе −1 >

α > 0 ако p ≥ 2(α+ 2).
У овој секцији представљен је резултат рада [5]. Пре самог резултата

овог рада, теореме 3.3.1, дат је преглед лема које се користе при његовом
доказивању.

Лема 3.3.1. Нека је 0 < c < 1,−1 < α < 0 и

F (s) = Fc,α(s) =

∫ 1

max {s,c} (r + c) ((1− c)2 − (r − c)2)
α
dr∫ 1

s
r(1− r2)αdr

, s ∈ [0, 1).

Онда
max
s∈[0,1)

F (s) = F (c) ≤ (1− c)α(1 + 3c)

(1 + c)α+1
.
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Доказ. Нека је

Φ(r) = (r + c)
(
(1− c)2 − (r − c)2

)α
,Ψ(r) = r(1− r2)α, r ∈ (0, 1).

Онда

F (s) =

∫ 1

max{s,c} Φ(r)dr∫ 1

s
Ψ(r)dr

, s ∈ [0, 1).

Ако s ∈ [0, c], онда

F (s) =

∫ 1

c
Φ(r)dr∫ 1

s
Ψ(r)dr

.

На основу претходног, F је растућа функција на интервалу [0, c] јер је
функција s→

∫ 1

s
Ψ(r)d(r) опадајућа. Уколико s ∈ [c, 1), онда је

F (s) =

∫ 1

s
Φ(r)dr∫ 1

s
Ψ(r)dr

.

Означимо са

h(r) =
Φ(r)

Ψ(r)
=

(r + c)(1 + r − 2c)α

r(1 + r)α
, r ∈ [c, 1).

Тада је
h′(r) =

c(1 + r − 2c)α−1ξ(r)

r2(1 + r)α+1
,

где је ξ(r) = 2c − 1 + (2αc + 2c − 2)r + (2α − 1)r2 на [c, 1). Како је 0 < c < 1 и
−1 < α < 0, имамо ξ′′(r) = 2(2α−1) < 0, одакле следи ξ′(r) ≤ ξ′(c) = 6αc−2 < 0

на [c, 1). На основу претходног, ξ(r) ≤ ξ(c) = (4α+1)c2−1 < 0 на [c, 1). Односно,
важи h′ ≤ 0 на [c, 1). Дакле, h је опадајућа функција на интервалу [c, 1). Нека
је c ≤ t ≤ s < 1. Онда, добијамо∫ 1

s

Φ(r)dr

∫ s

t

Ψ(r)dr =

∫ 1

s

h(r)Ψ(r)dr

∫ s

t

Ψ(r)dr ≤
∫ 1

s

Ψ(r)drh(s)

∫ s

t

Ψ(r)dr

≤
∫ 1

s

Ψ(r)dr

∫ s

t

h(r)Ψ(r)dr =

∫ 1

s

Ψ(r)dr

∫ s

t

Φ(r)dr,

или еквивалентно∫ 1

s

Φ(r)dr

(∫ 1

t

Ψ(r)dr −
∫ 1

s

Ψ(r)dr

)
≤
∫ 1

s

Ψ(r)dr

(∫ 1

t

Φ(r)dr −
∫ 1

s

Φ(r)dr

)
,

одакле следи

F (s) =

∫ 1

s
Φ(r)dr∫ 1

s
Ψ(r)dr

= F (t).
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На основу претходног имамо да је функција F опадајућа на [c, 1) и растућа
на [0, c]. Дакле,

max
s∈[0,1)

F (s) = F (c) =

∫ 1

c
Φ(r)dr∫ 1

c
Ψ(r)dr

.

Приметимо да је ∫ 1

c

Ψ(r)dr =

∫ 1

c

r(1− r2)αdr =
(1− c2)α+1

2(α+ 1)
,

и∫ 1

c

Φ(r)dr =

∫ 1

c

(r + c)
(
(1− c)2 − (r − c)2

)α
dr

=

∫ 1−c

0

(t+ 2c)
(
(1− c)2 − t2

)α
dt

= (1− c)2α+1

∫ 1

0

((1− c)x+ 2c)
(
1− x2

)α
dx

= (1− c)2α+1

(
1− c

2(α+ 1)
+ 2c

∫ 1

0

(
1− x2

)α
dx

)
≤ (1− c)2α+1

(
1− c

2(α+ 1)
+ 2c

∫ 1

0

(1− x)αdx

)
=

(1− c)2α+1(1 + 3c)

2(α+ 1)
.

Дакле

F (c) ≤ (1− c)2α+1(1 + 3c)

2(α+ 1)

/
(1− c2)α+1

2(α+ 1)
=

(1− c)α(1 + 3c)

(1 + c)α+1
.

Лема 3.3.2. Нека је 0 < p <∞,−1 < α < 0, 0 < c < 1 и η(z) = ρz+ c за z ∈ D,
где је ρ = 1− c. Онда

ρα+2

∫
D
|(f ◦ η)(z)|p (1− |z|2)αdm(z) ≤ 1 + 3c

(1 + c)α+1

∫
D
|f(z)|p(1− |z|2)αdm(z),

где f ∈ Hol(D).

Доказ. Нека је 0 < r < 1. Дефинишимо са R = R(r) = ρr + c. Приметимо да
c < R < 1. Ако z ∈ Dr, онда |η(z)| ≤ ρ|z|+ c ≤ ρr + c = R, односно |η(z)| ∈ DR.
Нека је u хармонијска функција у DR таква да u = |f |p на ∂DR. Како је |f |p

субхармонијска функција на D, важи |f |p ≤ u на DR. Одакле, |f ◦ η|p ≤ u ◦ η
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на Dr. На основу претходног и тога да је u ◦ η такође хармонијска функција,
добијамо∫ 2π

0

∣∣(f ◦ η)
(
reiθ
)∣∣p dθ ≤ ∫ 2π

0

(u ◦ η)
(
reiθ
)
dθ = 2π(u ◦ η)(0) = 2πu(c). (3.9)

На основу Харнакове неједнакости добијамо

u(c) ≤ R + c

R− c
u(0) =

1

2π

R + c

R− c

∫ 2π

0

u
(
reiθ
)
dθ. (3.10)

На основу (3.9) и (3.10) важи∫ 2π

0

∣∣(f ◦ η)
(
reiθ
)∣∣p dθ ≤ R + c

R− c

∫ 2π

0

u
(
reiθ
)
dθ

и како u = |f |p на ∂Dr, долазимо до неједнакости∫ 2π

0

∣∣(f ◦ η)
(
reiθ
)∣∣p dθ ≤ ∫ 2π

0

∣∣f (reiθ)∣∣p dθ, (3.11)

где 0 < r < 1 и R = R(r) = ρr + c. С друге стране, означимо са

φ(r) = 2πM p
p (r, f) =

∫ 2π

0

∣∣f (reiθ)∣∣p dθ и χ(r) = φ(r)− φ(0),

за 0 < r < 1. Како је φ растућа и диференцијабилна функција на (0, 1), онда
је таква и функција χ. Дакле,

χ′ ≥ 0 на (0, 1) и χ(r) =
∫ r

0

χ′(s)ds,

за 0 < r < 1. Тада следи на основу (3.11)∫
D
|(f ◦ η)(z)|p

(
1− |z|2

)α
dm(z) =

∫ 1

0

r
(
1− r2

)α ∫ 2π

0

∣∣(f ◦ η)(reiθ
)∣∣p dθdr

≤
∫ 1

0

r
(
1− r2

)α R + c

R− c

∫ 2π

0

∣∣f (Reiθ)∣∣p dθdr
=

∫ 1

0

r
(
1− r2

)α R + c

R− c
φ(R)dr.

Након смене променљиве R = R(r) = ρr + c, добијамо∫ 1

0

r
(
1− r2

)α R + c

R− c
φ(R)dr =

∫ 1

c

R− c

ρ

(
1−

(
R− c

ρ

)2
)α

R + c

R− c
φ(R)

dR

ρ
,
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одакле следи∫
D
|(f ◦ η)(z)|p

(
1− |z|2

)α
dm(z) ≤ 1

ρ2α+2

∫ 1

c

(R + c)
(
ρ2 − (R− c)2

)α
φ(R)dR,

или еквивалентно∫
D
|(f ◦ η)(z)|p

(
1− |z|2

)α
dm(z) ≤

∫ 1

c
(r + c) ((1− c)2 − (r − c)2)

α
φ(r)dr

(1− c)2α+2
.

Односно, имамо

ρα+2

∫
D
|(f ◦ η)(z))|p

(
1− |z|2

)α
dm(z) ≤ 1

(1− c)α

∫ 1

c

Φ(r)φ(r)dr,

где користимо ознаке леме 3.3.1. Такође
1 + 3c

(1 + c)α+1

∫
D
|f(z)|p

(
1− |z|2

)α
dm(z) =

1 + 3c

(1 + c)α+1

∫ 1

0

Ψ(r)φ(r)dr.

На основу претходних формула, довољно је доказати∫ 1

c

Φ(r)φ(r)dr ≤ (1− c)α(1 + 3c)

(1 + c)α+1

∫ 1

0

Ψ(r)φ(r)dr,

или еквивалентно∫ 1

c

Φ(r)χ(r)dr + φ(0)

∫ 1

c

Φ(r)dr

≤ (1− c)α(1 + 3c)

(1 + c)α+1

∫ 1

0

Ψ(r)χ(r)dr + φ(0)

∫ 1

0

Ψ(r)dr.

На основу леме 3.3.1, имамо

φ(0)

∫ 1

c

Φ(r)dr = F (0)φ(0)

∫ 1

0

Ψ(r)dr ≤ (1− c)α(1 + 3c)

(1 + c)α+1
φ(0)

∫ 1

0

Ψ(r)dr.

Дакле, довољно је доказати∫ 1

c

Φ(r)χ(r)dr ≤ (1− c)α(1 + 3c)

(1 + c)α+1

∫ 1

0

Ψ(r)χ(r)dr.

Користећи Фубинијеву теорему и лему 3.3.1, добијамо∫ 1

c

Φ(r)χ(r)dr =

∫ 1

c

∫ r

0

Φ(r)χ′(s)dsdr

=

∫ 1

0

χ′(s)

∫ 1

max{s,c}
Φ(r)drds =

∫ 1

0

χ′(s)F (s)

∫ 1

s

Ψ(r)drds

≤ (1− c)α(1 + 3c)

(1 + c)α+1

∫ 1

0

χ′(s)

∫ 1

s

Ψ(r)drds

=
(1− c)α(1 + 3c)

(1 + c)α+1

∫ 1

0

∫ r

0

Ψ(r)χ′(s)dsdr

=
(1− c)α(1 + 3c)

(1 + c)α+1

∫ 1

0

Ψ(r)χ(r)dr.
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Овим је доказ завршен.

Лема 3.3.3. Нека је −1 < α < 0 и κ(x) = 1+3x
(1+x)α+1 за x ∈ [0, 1]. Тада

max
x∈[0,1]

κ(x) = κ(1) = 21−α.

Доказ. Приметимо да је κ′(x) = 2−α−3αx
(1+x)α+2 > 0 за x ∈ [0, 1], одакле следи да је κ

растућа функција на интервалу [0, 1]. Дакле, max
x∈[0,1]

κ(x) = κ(1) = 21−α.

Мотивисани доказом теореме 3.2.1, доказана је следећа теорема, која је
главни резултат рада [5].

Теорема 3.3.1. Нека је −1 < α < 0 и α+ 2 < p.

(i) Ако 2(α+ 2) ≤ p онда

∥H∥Ap
α→Ap

α
≤ 2

1−α
p

π

sin (α+2)π
p

.

(ii) Ако α+ 2 < p < 2(α+ 2) онда

∥H∥Ap
α→Ap

α
≤ 2

1−α
p

(
1 + 2

2(α+2)
p

−1
) π

sin (α+2)π
p

.

Доказ. Нека је f ∈ Ap
α, где −1 < α < 0 и α+ 2 < p. Тада имамо два случаја.

(i) 2(ααα+ 2) ≤ ppp...

Користећи лему 3.3.2, лему 3.3.3 и да у овом случају важи |w|p−2(α+2) ≤ 1,
за w ∈ ηt(D) ⊂ D, добијамо

∥Ttf∥Ap
α
≤ ψp,α(t)

(
α+ 1

π

) 1
p
(∫

ηt(D)
|f(w)|p

(
ρ2t − |w − ct|2

ρt

)α
dm(w)

) 1
p

= ψp,α(t)

(
α+ 1

π

) 1
p
(
ρα+2
t

∫
D
|(f ◦ ηt)(z)|p

(
1− |z|2

)α
dm(w)

) 1
p

≤ ψp,α(t)κ(ct)
1
p∥f∥Ap

α
≤ 2

1−α
p ψp,α(t)∥f∥Ap

α
.

На основу претходног, следи

∥Hf∥Ap
α
≤
∫ 1

0

∥Ttf∥Ap
α
dt ≤ 2

1−α
p

π

sin (α+2)π
p

.
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(ii) ααα+ 2 <<< ppp <<< 2(ααα+ 2)...

Ако w ∈ ηt(D), онда w = ηt(z) за неко z ∈ D. Дакле,

|w| = |ρtz + ct| ≥ ct − ρt|z| > ct − ρt = t/(2− t).

Односно,

|w|p−2(α+2) ≤
(
2− t

t

)2(α+2)−p

.

Слично случају (i), добија се следећа неједнакост

∥Ttf∥Ap
α
≤ 2

1−α
p

(
2− t

t

) 2(α+2)
p

−1

ψp,α(t)∥f∥Ap
α
.

Како 2(α+2)
p

− 1 ∈ (0, 1), онда

(2− t)
2(α+2)

p
−1 = (t+ 2(1− t))

2(α+2)
p

−1 ≤ t
2(α+2)

p
−1 + 2

2(α+2)
p

−1(1− t)
2(α+2)

p
−1,

одакле следи(
2− t

t

) 2(α+2)
p

−1

ψp,α(t) ≤ ψp,α(t) + 2
2(α+2)

p
−1ψp,α(1− t).

Онда
∥Ttf∥Ap

α
≤ 2

1−α
p

(
ψp,α(t) + 2

2(α+2)
p

−1ψp,α(1− t)
)
∥f∥Ap

α
,

што доводи до неједнакости

∥Hf∥Ap
α
≤
∫ 1

0

∥Ttf∥Ap
α
dt ≤ 2

1−α
p

(
1 + 2

2(α+2)
p

−1
) π

sin (α+2)π
p

∥f∥Ap
α
.

Овим је доказ завршен.

Приметимо да Карапетровићева претпоставка о норми оператора
Хилбертове матрице није показана у свим случајевима када је 1 < α + 2 < p.
Између осталог, након рада [9], остало је израчунати тачну норму оператора
за −1 < α < 0 када α+ 2 < p < 2(α+ 2).
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Глава 4

Литлвудов принцип
субординације са унивалентним
симболом

Прву верзију Литлвудовог принципа субординације исказао је Џ. Е.
Литлвуд 1923. године, где је посматрао модуле холоморфних функција,
теорема 1.5.3. Другу верзију, општију од прве, показао је Ф. Рис 1925. године.
Ова теорема, теорема 1.5.2, тврди да уколико је функција u субхармонијска
на D и φ : D → D холоморфна функција таква да је φ(0) = 0, онда је

Iu◦φ(r) ≤ Iu(r) за све 0 < r < 1, (4.1)

где је са Iv(r) за субхармонијску функцију v на диску D означена интегрална
средина 1

2π

∫ 2π

0
v
(
reiθ
)
dθ.

Карапетровић и аутор ове дисертације су, у раду [15], пооштрили
неједнакост (4.1) у случају када за пресликавање φ важи и додатан услов
да је инјективно.
У овој глави дат је приказ рада [15].

4.1 Пооштравање Литлвудовог принципа
субординације са унивалентним симболом

Дефиниција 4.1. Пресликавање φ : Ω → C је унивалентно уколико је
инјективно и холоморфно на Ω.
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У наредној теореми пооштрићемо неједнакост (4.1) у случају када је
пресликавање φ унивалентно.

Теорема 4.1.1. Нека је u субхармонијска функција на D и нека је φ : D → D
унивалентна функција таква да φ(0) = 0. Онда,

Iu◦φ(r) ≤ Iu(r)− κ

∫ r

0

(Iu(r)− Iu(t))dt, (4.2)

где 0 ≤ r < 1 и κ = (1− |φ′(0)|) /2.

Доказ. У случају када u ≡ −∞, неједнакост (4.2) важи тривијално, али је
тада интерпретирамо у следећој еквивалентној форми:

Iu◦φ(r) ≤ (1− κr)Iu(r) + κ

∫ r

0

Iu(t)dt.

Посматрајмо нетривијалан случај, када u ̸≡ −∞.
Нека је r < ρ < 1 и D = {z ∈ C : |z| < ρ}. Тада на основу пропозиције 1.4.6

постоје субхармонијске функције un ∈ C∞(D), n ≥ 1 тако да u1 ≥ u2 ≥ · · · ≥ u

на D и lim
n→∞

un = u. Примењујући последицу Гринове формуле (1.13), добијамо

(Iun)
′ (s) =

1

2πs

∫
Ds

∆undm и (Iun◦φ)
′ (s) =

1

2πs

∫
Ds

∆(un ◦ φ)dm,

где 0 < s < ρ. Имајући у виду да је un ∈ C∞(D) субхармонијска функција,
закључујемо

∆un ≥ 0 и ∆(un ◦ φ) = (∆un ◦ φ)|φ′|2.

На основу претходног и тога да је функција φ унивалентна, следи

(Iun◦φ)
′ (s) =

1

2πs

∫
Ds

(∆un ◦ φ)|φ′|2dm =
1

2πs

∫
φ(Ds)

∆undm.

С друге стране, користећи Шварцову лему и користећи чињеницу да φ

унивалентна функција, закључујемо 0 < b ≤ 1, где b = |φ′(0)|. Дакле, добијамо

R = r
r + b

1 + rb
≤ r.

Осим тога, на основу унутрашње варијанте Шварцове леме, важи φ(Ds) ⊂ Dt,

где t = s(s+ b)/(1 + sb).

Дакле,

(Iun◦φ)
′ (s) ≤ 1

2πs

∫
Dt

∆undm =
t

s

1

2πt

∫
Dt

∆undm =
t

s
(Iun)

′ (t),
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Слика 4.1: Инклузије φ(Ds) ⊂ Dt ⊂ Ds ⊂ Dρ

одакле следи

Iun◦φ(r) = Iun◦φ(0) +

∫ r

0

(Iun◦φ)
′ (s)ds ≤ Iun◦φ(0) +

∫ r

0

t

s
(Iun)

′ (t)ds.

Приметимо да Iun◦φ(0) = Iun(0), онда

Iun◦φ(r) ≤ Iun(0) +

∫ r

0

t

s
(Iun)

′ (t)ds. (4.3)

Како је t = s(s+ b)/(1 + sb), важи

s =

√
b2(1− t)2 + 4t− b(1− t)

2
и ds = 1

2

(
2− b2(1− t)√
b2(1− t)2 + 4t

+ b

)
dt,

односно, t
s
ds = H(t)dt, где

H(t) =
t√

b2(1− t)2 + 4t− b(1− t)

(
2− b2(1− t)√
b2(1− t)2 + 4t

+ b

)
,

или еквивалентно,
H(t) =

1

2
+
b

2

1 + t√
b2(1− t)2 + 4t

.

Након примене смене променљиве t = s(s + b)/(1 + sb) у неједнакости (4.3),
имамо следеће

Iun◦φ(r) ≤ Iun(0) +

∫ R

0

H(t) (Iun)
′ (t)dt.

Применом парцијалне интеграције, добијамо

Iun◦φ(r) ≤ Iun(0) +H(R)Iun(R)−H(0)Iun(0)−
∫ R

0

H ′(t)Iun(t)dt.
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Како је H(0) = 1, важи

Iun◦φ(r) ≤ H(R)Iun(R)−
∫ R

0

H ′(t)Iun(t)dt.

Нека је
Φn(x) = H(x)Iun(x)−

∫ x

0

H ′(t)Iun(t)dt,

где је x ∈ [0, r]. Тада је (Φn)
′(x) = H(x) (Iun)

′ (x) ≥ 0, одакле закључујемо да
функција Φn расте на [0, r]. На основу претходног, важи

Iun◦φ(r) ≤ Φn(R) ≤ Φn(r) = H(r)Iun(r)−
∫ r

0

H ′(t)Iun(t)dt,

односно,
Iun◦φ(r) ≤ Iun(r) +

∫ r

0

H ′(t) (Iun(r)− Iun(t)) dt.

Једноставним рачуном добија се

H ′(t) = − b(1− b2)(1− t)

(b2(1− t)2 + 4t)3/4

и
H ′′(t) =

2b(1− b2) (3− t− b2(1− t)2)

(b2(1− t)2 + 4t)5/2
.

Како је H ′′(t) ≥ 0, закључујемо да је H ′ растућа функција. Осим тога,
фунцкија t → Iun(r) − Iun(t) је опадајућа јер је функција t → Iun(t) растућа.
Након примене Чебишевљеве интегралне неједнакост, добијамо∫ r

0

H ′(t) (Iun(r)− Iun(t)) dt ≤
1

r

∫ r

0

H ′(t)dt

∫ r

0

(Iun(r)− Iun(t)) dt. (4.4)

Функција
h(x) =

1

x

∫ x

0

H ′(t)dt

је растућа јер
h′(x) =

1

x2

(
xH ′(x)−

∫ x

0

H ′(t)dt

)
≥ 0,

где користимо чињеницу да је функција H ′ растућа. Дакле,

1

r

∫ r

0

H ′(t)dt = h(r) ≤ h(1) = H(1)−H(0) = −1− b

2
= −κ.

Како је ∫ r

0

(Iun(r)− Iun(t)) dt ≥ 0,
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добијамо

1

r

∫ r

0

H ′(t)dt

∫ r

0

(Iun(r)− Iun(t)) dt ≤ −κ
∫ r

0

(Iun(r)− Iun(t)) dt. (4.5)

На основу (4.1), (4.4) и (4.5), имамо

Iun◦φ(r) ≤ Iun(r)− κ

∫ r

0

(Iun(r)− Iun(t)) dt,

или еквивалентно

Iun◦φ(r) ≤ (1− κr)Iun(r) + κ

∫ r

0

Iun(t)dt. (4.6)

Функција u1 је полунепрекидна одозго на диску D = Dρ, и на основу тога,
ограничена одозго на компакту Dr ⊂ D константом m. Дакле, 0 ≤ m − u1 ≤
m−u2 ≤ · · · ≤ m−u на Dr и lim

n→∞
(m−un) = m−u. Приметимо да неједнакост

(4.6) можемо написати у еквивалентној форми

Im−un◦φ(r) ≥ (1− κr)Im−un(r) + κ

∫ r

0

Im−un(t)dt. (4.7)

На основу теореме о монотоној конвергенцији, пуштајући да n → ∞ у
неједнакости (4.7), добијамо

Im−u◦φ(r) ≥ (1− κr)Im−u(r) + κ

∫ r

0

Im−u(t)dt,

или
Iu◦φ(r) ≥ (1− κr)Iu(r) + κ

∫ r

0

Iu(t)dt,

што је заправо тражена неједнакост (4.2).

Напомена 4.1. На основу Шварцове леме важи да је κ ≥ 0. Како је
функција t → Iu(t) растућа, теорема 4.1.1 је заиста побољшање теореме
1.5.2 у случају када је φ унивалентно. С друге стране, ако бисмо изоставили
услов инјективности пресликавања φ, теорема 4.1.1 не би била тачна. Ако би
посматрали субхармонијску функцију u(z) = |z| и холоморфно пресликавање
φ(z) = z2 које није инјективно, а φ : D → D и φ(0) = 0, неједнакост (4.2) би се
свела на 5r2 ≤ 4r, што није тачно за све 0 < r < 1.
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4.2 Теорема Рогозинског са унивалентним
симболом

У овој секцији приказаћемо побољшање теореме Рогозинског у случају да
је φ унивалентно. Теорема Рогозинског тврди да за холоморфну функцију
f ∈ Hol(D), такву да је њен развој на D облика

f(z) =
∞∑
n=1

anz
n,

и за φ : D → D холоморфно пресликавање такво да φ(0) = 0 и

(f ◦ φ)(z) =
∞∑
n=1

bnz
n

на диску D, важи
n∑
j=1

|bj|2 ≤
n∑
j=1

|aj|2,

за сваки природан број n. За више информација о овој теореми, погледати
[43].

Теорема 4.2.1. Нека је f(z) =
∞∑
n=1

anz
n холоморфна функција на D и нека је

φ : D → D унивалентна функција таква да φ(0) = 0 и (f ◦ φ)(z) =
∞∑
n=1

bnz
n на

диску D. Тада
n∑
j=1

|bj|2 ≤
n∑
j=1

(
1− 2j

2j + 1
κ

)
|aj|2, (4.8)

за било који природан број n, где је κ = (1− |φ′(0)|)/2.

Доказ. Нека је

sn(z) =
n∑
j=1

ajz
j, tn(z) =

n∑
j=1

bjz
j

и
rn(z) = f(z)− sn(z)

на јединичном диску D. Тада,

f(φ(z)) = sn(φ(z)) + rn(φ(z)).
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Како је φ(0) = 0, важи

sn(φ(z)) = tn(z) +
∞∑

j=n+1

cjz
j,

за неки низ {cj}. Користећи Парсевалов идентитет, закључујемо
n∑
j=1

|bj|2r2j ≤
1

2π

∫ 2π

0

|sn(φ
(
reiθ
)
)|2dθ = I|sn◦φ|2(r) = I|sn|2◦φ(r), (4.9)

где 0 ≤ r < 1. Применом теореме 4.1.1 на субхармонијске функције |sn|2 и на
унивалентну функцију φ, добијамо

I|sn|2◦φ(r) ≤ I|sn|2(r)− κ

∫ r

0

(
I|sn|2(r)− I|sn|2(t)

)
dt.

Приметимо да I|sn|2(t) =
n∑
j=1

|aj|2t2j за све 0 ≤ t < 1, одакле следи

∫ r

0

(
I|sn|2(r)− I|sn|2(t)

)
dt =

n∑
j=1

|aj|2r2j+1 −
n∑
j=1

|aj|2
r2j+1

2j + 1
.

На основу претходног, имамо

I|sn|2◦φ(r) ≤
n∑
j=1

|aj|2r2j − κ
n∑
j=1

2j

2j + 1
|aj|2r2j+1. (4.10)

Комбиновањем неједнакоси (4.9) и (4.10), закључујемо
n∑
j=1

|bj|2r2j ≤
n∑
j=1

|aj|2r2j − κ
n∑
j=1

2j

2j + 1
|aj|2r2j+1,

допуштајући r → 1−, добијамо тражену неједнакост (4.8).

4.3 Неједнакост повезана са композиционим
операторима у Бергмановим просторима

Теорему 4.1.1 можемо применити и када оцењујемо норму композиционог
оператора на тежинским Бергмановим просторима Ap

α.
Нека је f ∈ Ap

α за 0 < p < ∞ и α > −1 и нека је φ : D → D холоморфно
пресликавање. Теорема 2.2.2 тврди∫

D
|f ◦ φ|pdmα ≤

(
1 + c

1− c

)α+2 ∫
D
|f |pdmα,
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где користимо ознаку c = |φ(0)| и dmα(z) = (1 − |z|2)αdm(z). У случају када
је функција φ унивалентна, добијамо наредно побољшање оцене:

Теорема 4.3.1. Нека је f холоморфна функција на јединичном диску D, 0 <
p <∞, α > −1, и нека је φ : D → D унивалентна функција. Онда,∫

D
|f ◦ φ|pdmα + λ

∫
D
∆|f |pdmα+2 ≤

(
1 + |a|
1− |a|

)α+2 ∫
D
|f |pdmα, (4.11)

где

λ =
1

8(α+ 1)(α+ 2)

(
1− |φ′(0)|

1− |a|2

)(
1− |a|
1 + |a|

)α+2

и a = φ(0).

Доказ. У случају када је
∫
D |f |

pdmα = ∞, неједнакост (4.11) важи тривијално,
надаље претпостављамо да је

∫
D |f |

pdmα <∞. Нека је φa(z) = (a− z)/(1− az)

за z ∈ D. Тада је функција g = f ◦ φa холоморфна на јединичном диску
D и ψ = φa ◦ φ : D → D је унивалентна функција таква да ψ(0) = 0.
Онда је функција |g|p субхармонијска на D. Примењујући теорему 4.1.1 на
субхармонијску функцију |g|p и пресликавање ψ, добијамо

I|g◦ψ|p(r) = I|g|p◦ψ(r) ≤ (1− cr)I|g|p(r) + c

∫ r

0

I|g|p(t)dt,

што је еквивалентно са

I|g◦ψ|p(r) + c

(
rI|g|p(r)−

∫ r

0

I|g|p(t)dt

)
≤ I|g|p(r), (4.12)

где
c =

1− |ψ′(0)|
2

=
1

2

(
1− |φ′(0)|

1− |a|2

)
.

Интеграљењем (4.12) на интервалу (0, 1) у односу на меру 2πr(1 − r2)αdr,
добијамо ∫

D
|g ◦ ψ|pdmα + 2πc(A−B) ≤

∫
D
|g|pdmα, (4.13)

где
A =

∫ 1

0

r2(1− r2)αI|g|p(r)dr и B =

∫ 1

0

∫ r

0

r(1− r2)αI|g|p(t)dtdr.

На основу једнакости∫
D
|g|pdmα =

∫
D
|f ◦ φa|pdmα =

∫
D
(|f |p ◦ φa)dmα =

∫
D
|f |p (1− |a|2)α+2

|1− az|2(α+2)
dmα,
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важи

2π

∫ 1

0

t(1− t2)αI|g|p(t)dt =

∫
D
|g|pdmα ≤

(
1 + |a|
1− |a|

)α+2 ∫
D
|f |pdmα <∞. (4.14)

Дакле,
lim
r→1−

∫ 1

r

t(1− t2)αI|g|p(t)dt = 0.

Како је функција t→ I|g|p(t) растућа, налазимо

(1− r2)α+1I|g|p(r) ≤ 2(α+ 1)

∫ 1

r

t(1− t2)αI|g|p(t)dt,

одакле следи
lim
r→1−

(1− r2)α+1I|g|p(r) = 0. (4.15)

Тада, на основу Фубинијеве теореме, добијамо

B =

∫ 1

0

∫ 1

t

r(1− r2)αI|g|p(t)drdt =

∫ 1

0

(1− t2)α+1

2(α+ 1)
I|g|p(t)dt,

онда важи

A−B =

∫ 1

0

(
r2(1− r2)α − (1− r2)α+1

2(α+ 1)

)
I|g|p(r)dr,

или еквивалентно,

A−B =

∫ 1

0

I|g|p(r)d

(
−r(1− r2)α+1

2(α+ 1)

)
.

Користећи парцијалну интеграцију и (4.15), добијамо

A−B =
1

2(α+ 1)
C, C =

∫ 1

0

r(1− r2)α+1
(
I|g|p

)′
(r)dr.

Како (
I|g|p

)′
(r) =

1

2πr

∫
Dr

∆|g|pdm =
1

r

∫ r

0

sI∆|g|p(s)ds,

добијамо

C =

∫ 1

0

∫ r

0

s(1− r2)α+1I|∆|g|p(s)dsdr =

∫ 1

0

∫ 1

s

s(1− r2)α+1I∆|g|p(s)drds,

или
C =

∫ 1

0

sI∆|g|p(s)

∫ 1

s

(1− r2)α+1drds.
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Приметимо да ∫ 1

s

(1− r)α+1dr =
(1− s)α+2

α+ 2
≥ (1 + s)(1− s)α+2

2(α+ 2)
,

одакле следи∫ 1

s

(1− r2)α+1dr ≥ (1 + s)α+1

∫ 1

s

(1− r)α+1dr ≥ 1

2(α+ 2)
(1− s2)α+2.

Дакле,

C ≥ 1

2(α+ 2)

∫ 1

0

s(1− s2)α+2I∆|g|p(s)ds =
1

4π(α+ 2)

∫
D
∆|g|pdmα+2,

односно,

A−B =
1

2(α+ 1)
C ≥ 1

8π(α+ 1)(α+ 2)

∫
D
∆|g|pdmα+2. (4.16)

Такође, имамо∫
D
∆|g|pdmα+2 =

∫
D
∆|f ◦ φa|pdmα+2 =

∫
D
∆(|f |p ◦ φa)dmα+2,

одакле следи∫
D
∆|g|pdmα+2 =

∫
D
(∆|f |p ◦ φa)|φ′

a|2(1− |φa ◦ φa|2)α+2dm,

или∫
D
∆|g|pdmα+2 =

∫
φa(D)

∆|f |p(1− |φa|2)α+2dm =

∫
D
∆|f |p(1− |φa|2)α+2dm.

С обзиром да важи следећа неједнакост

1− |φa(z)|2 =
(1− |a|2)(1− |z|2)

|1− az|2
≥ (1− |a|2)(1− |z|2)

(1 + |a|)2
=

(1− |a|)(1− |z|2)
1 + |a|

,

за све z ∈ D, добијамо∫
D
∆|g|pdmα+2 ≥

(
1− |a|
1 + |a|

)α+2 ∫
D
∆|f |pdmα+2. (4.17)

На основу (4.16) и (4.17), налазимо

A−B ≥ 1

8π(α+ 1)(α+ 2)

(
1− |a|
1 + |a|

)α2
∫
D
∆|f |pdmα+2, (4.18)

односно,

2πc(A−B) ≥ 1

8π(α+ 1)(α+ 2)

(
1− |φ′(0)|

1− |a|2

)(
1− |a|
1 + |a|

)α2
∫
D
∆|f |pdmα+2,

или
2πc(A−B) ≥ λ

∫
D
∆|f |pdmα+2. (4.19)

На основу (4.13), (4.14) и (4.19) и тога да g ◦ ψ = f ◦ φ, добијамо тражену
неједнакост (4.11).
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