PRIRODNO-MATEMATICKI FAKULTET

UNIVERZITETA U BEOGRADU

MILAN MARTINOVIC

O NEKIM PITANJIMA SPEKTRALNE TECRIJE
DIFERENCIJATNC-FUNKCIONALNTIH

OPERATORA DRUGCG REDA

— DOKTORSKA DISERTACIJA -

SCHOBHA DPTAHN3IANYJA YIPVIHEHOP PAJRA

JA MATEMATHXY, Wﬂ&%‘(}‘ H AII?PEIFDMHJY
L¥MbBIAROLGT

Bpoij: {b'é— ‘260/4
2%, ©A. 433%‘

REOGRAD AATYN: —

1986.




megm =W ! ‘-J--" . Jl'- i- .
o : L oE e
GI’AVA- l- ?1’; F_.,.“-'r:-: q‘-_----r "y "'.r - . . . _-_-;._]‘J'.I'
v : . N

UVOD.

tacka 1. REZIME,

U vecem dijelu teze razmatra se diferencijalno-funkcio-

nalni opersator zadat izrazom

-4
L3u=-us *(x)+q(x)u+ kg_ ol ku(-k-ﬁrf-ﬂ,[, n S u(x)dx

i granicénim uslovima =1 ©
u(0)=0, u(J)=0.

Oblast definisanosti operatora L5 sadrzi funkcije u(x)
takve da u??(x)€ ‘H . Operator dejstvuje u Hilbertovom pros-
toru 'I-L=L2{_O,'JI'] nad poljem C kompleksnih brojeva.

Pretpostavlja se da je potencijalna funkecija q(x) ne-
prekidna ili da Je dovoljno glatks ili da Jje beskonacno
diferencijabilna. Vrijednosti te funkcije su kompleksni bro-
Jevi. o{,l,...,o(,n su proizvoljni kompleksni brojevi, n> 2.

Ova} operator (LB) dosad nije bio proucavan, za razliku
0d Sturm=Liuvilovog operatora (LO, v. kasnije) za koji su re-
zultatl koji se navode u tezli uglavnom poznati.

U glavi dva proucCen je spektar operatora. Dokazanoc je
da se on sastoji od prebrojivog skupa normalnih svojstvenih
vrijednosti ;\m' m=l,2,... « rrethodno su konstruisana dva
linearno nezavisna rjesenja Jjednaline L5u=;\u,la._.spektralni
parametartostupak je slican onom na koji se rjesava integ-
ralna jednacina sa degenerisanim jezgrom. Izudena Jje asimpto -
tika spektra i asimptotika svojstvenih funkecija.

U glavi tri izracunat Jje regularizovani trag operato-

ra, ma kog reda. Frimijenjen Jje postupak Lidskog-Sadovnidija.

Indikatorski dijagram sadrZzi medutadke na svojim stranicama.




Formula za prvi trag glasi

- > G4 1 1
> (A ~m O == )=—=(a(0)+q( ))+=C+Tal .,
m=q m- 4 2

gdje Je C, konstanta, =a Gl zavisi od m(modZ2n). Takode Jje iz-
radunat defekt regularizacije (iznosi nulas), izvedena je for-
mula ze reletivni trag i proufen je utica] glatkosti koefi-
cijenta q(x) na formule za trag.

U glavi Esyiri razmatra se ovaj operator bez integral-
nog sabirka > A ns u(x)dx, oznakae L. Dat je novi izraz za ope-
rator koJji se i;;Eava, naime

Lu=L0u+(LOu,f)g,

u=-ut?(x)+q(x)u,

gdje Jje L, Sturm-Liuvilov operator, tj. L,

f(x) izvjesna funkcija, g(x)=1l. Dakle, L je izvjesna pertur-
bacija od Lgye Konstruisana je rezolventa operatora L i kon-
jugovani operator ¥ . Pokazuje se da skupovi @ (L) i D (L* )
nisu uporedivi. Dokazana Je - metcdom konturnog lntegrisa-
nja — teorema o razlaganju po svojstvenim funkcijama. Na
kraju je dokazano da sistem svih svojstvenih funkecija ¢ini
Risovu bazu u.1t. I

Razmatranja posljednje glave odnose se na apstraktni
analogon dosadasnje situacije.

Razmatranja glave pet odvijaju se u separabilnomHilber-
tovom prostoru‘ﬂ. nad peljem C kompleksnih brojeva. Zah PO~

lazni operator L0 pretpostavlja se da Jje samockonjugovan,

je, uopste uzey,

poluogranicen (tJj. pozitivan) i diskretan. L \

o)
neogranicen. Osnovni operator L Jjeste izvjesna njegova rela-

tivno konac¢no dimenziona perturbacija. Naime,

t
Lu=L0u+Pu=Lou+ g‘l (Lou,fj)gj.
Oovdje je & (L)=.'D(LO). P je, uopdte uzev, nesamokonjugovan
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i neogranicen. Na podetku Jje konstruisana rezolventa opera-
tora L. Izracunat je prvi regularizovani trag operatora L (ko-
ji Jje takode diskretan) - to je glavni novi rezultat ove
glave. Ta formula vazi pod dvije pretpostavke, od kojih se
Jedna odnosl na funkciju raspodjele svojstvenih vrijednosti
od L,, & druga na odnos fyseceyg, 1 b)) (LO). Formula glasi

(relativni trag)
My

1in 2 (f-Aw - T (g st 5y

pra M=,

Ovdje konstante c_:1:J G[O f], [,-t }“ i {?l }‘“ ¢ine spektar od
L i LO, & Mq4Msyeee Jje podniz niza 1,2,5,... « Na kraju su na-
vedeni primjeri za obic¢ne diferencijalne operatore (drugog
reda ili viSeg) i za diferencijalne operatore s parcijalnim
izvodima.

Operator L5 idejno Jje blizak Jjednadini Kolmogorov-Fe-—
1éra (pojavljuje se u teoriji vjerovatnoce), gdje takode jed-
nacina sadrzi funkcional od rjeSenja, i to odredeni koefi-
cijent Tejlorovog reda rjesSenja. U glavama detiri i pet u
analizi se koristi metodika teorije perturbacija. Rezultat
glave pet odnosi se na teoriju tragove za apstraktne opera-
tore.

Novi rezultati izloZeni u ovoj tezi objavljeni su u pet
radova (tri samostalna rada autora i dva zajedniéka rada). Ti
su radovi objavljeni u sljedeéim Casopisima: Doklady AN S30R,
\Differencial’nye uravneni’a (dva rada), Vestnik KGU - ser.

mat.-meh. i Radovi matematidki.

tacka 2. PREGLED SADRZAJA GLAVE DVA — SVOJSTVENE

VRIJEDNOSTI I SVOJSTVENE FUNKCIJE.

(1) Na poletku je definisan linearni operator L koJji




predstavlja osnovni predmet izucavanja u ovoj i u sljedece
dvije glave. Takode je definisan i operator L5 koji Je nesto
opdtiji od operatora L - dodata je i perturbacija integral-
nog tipa. Razmatraju se, kao njihovi specijalni sluéajevi,
i operatori L1 i Lo Prilikom tog definisanja, uvedena Je
oznaka L0 za diferencijalni operator drugog reda, drugi naziv
Sturm~Liuvilov operator. Naime, na I se, kso i na Ly, moZe
gledati kao na perturbaciju operatora L,e

(2) Operatori dejstvuju u separabilnom Hilbertovom
prostoru'H,=L2(O,Tt] nad poljem kompleksnih brojeva C. O-~
znadimo sa & dio od H koji se sastoji od svih funkcija u(x)
koje imaju apsolutno neprekidan prvi izvod u'(x), ¢iji drugi
izvod u?*(x) pripada‘H. i koje, osim toga, zadovoljavaju dva
grani¢na uslova u(0)=0, u(7Tr)=0. Taj skup Jjeste oblast defini-
sanosti svih pet operatora koji su gore spomenuti.

Keka Jje, po definiciji,

L0u=—u”(x)+q(x)u.

Neka je, po definiciji,

Na kraju, neka Je, po definiciji,

L=L +F, Ly=L_+P

5 S

U gornjim formulama q(x) je neprekidna funkcija na od-
sjecku [O,Tt], koja uzima kompleksne vrijednosti. Za funkciju
a(x) se ponekad pretpostavlja i veéa glatkost, narodito kod
formula za trag, & najvisSe se pretpostavlja da Jje ona bes-

konaéno diferencijabilna na odsjeékn.[CuTT].

U gornjim formulama su.dik (k=1,24¢.e,0) proizvoljni

kompleksni brojevi, a n je proizvoljan prirodan broj veéi




od Jedan.

Sto se tile specijalnih sludajeva Li=L+P; i L,=L_+P,,

oni su zadatli sljedecim formulama
7 /g
Pju=u(—), Pyu=d i u(x)ax.

(3) U tacki 2, utvrdena su osnovna svojstva ispiti-
vanih operatora L i L3' Prethodne, operator Lo Je neogra-
ni¢en i zatvoren, a ako q(x) uzima realne vrijednosti onds je
samokonjugovan. Operator P nije ograniden, nije samokonju-
govan i1 nije zatvoren. Osim toga, taj operator P ne dopusta
zatvorenje. Ipsk, operator P je ograniden u odnosu na L, i nje-
gova Lo-granica i1znosi nula. Odavde slijedi da je osnovni
operator L=L_ +P zatvoren (u vezi toga Sto je L,—granica manja
od jedan). Takode je i opsSti operator L3 zatvoren, Jjer on

nastaje dodavanjem operatoru L ograniéene perturbacije P2.

(4) Na poletku je pokazano da jednadina .13(U3-;§u=0s'@-

n—1 K7t x
-1 ' (x)+q(x)u+ Z ol ku(_ﬁ- )+ ol n Ju(x)d.x- Au=0
K= O

ima za svako A taéno dva linearno nezavisna rjesenja. Ta su
rjesenja oznadena sa gl(x,s) i ge(x,s). Ovdje Je s=(75-. U
napomeni l. i napomeni 2. tadke 4. dat je za njih eksplicitni
1zraz u specijalnom slucdaju Ly« Za opsti slucaj L5 taj izraz
je dat u napomeni 4., tadke 5.

Postupak konstruisanja ova dva linearno nezavisna rje-
senja: polazi se od dva linearno nezavisna rjedenja Sturm-

-Liuvilove jednadine 1 _(u)- Au=0, tj.

-u??(x)+q(x)u~-A u=0.
Ta su dva rjesSenja oznadena sa £i(x,8) 1 f5(x,s). Cinjenice

koje se na njih odnose poznate su iz opste teorije. Csim toga

na jednacinu la(u)—)iu=0 gleda se kao na nehomogenu, pod-
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razumijevajuéi pod homogenom jednadinu lo(u)-;]u=0. Drukcéije
govoreéi, koristi se postupak slidan onom koji sluii za rje-
savanje Fredholmove integralne jednaline druge vrste sa de-
generisanim jezgrom,

(5) Poslije ovoga, funkcije gl(x,s) i gg(x,s) dovode
se u vezu sa& granicénim uslovima u(0)=0 i u(f)=0, tj. formirs
se karakteristicéna determinanta, odnosno karakteristiéna jed-
natina £(8)=0. Drugi nadin da se izvede karakteristidna jedna-
Cina Jjeste da se istovremeno razmatraju tri uslova: Jedan
potice od rjeSavanja nehomogene jednadine na osnovu homogene,
a dva od dva graniéna uslova. Oba nadina daju isti rezultat.
Drugi nacin ima prednost Sto se izbjegava razdvajanje na dvije
moguénosti po uslovu

1-R(s)=0 11i 1- A(s)# O.

Karskteristicna jednadina f(s)=0 odredena je u teore-

mi 2.1, a po formuli (2.24) je ‘
£(8)=A(T ,8) B (8)~A(s)B( ,s)+B(T ,s).

Pomoéne funkecije Afx,s), B(x,s), J*(s), B(s) defini-
sane su formulama (2.11), (2.12), (2.21), (2.25).

Analizira se geometrijska viSestrukost (dimenzija svoj-
stvenog podprostora) svojstvene vrijednosti A . Ona iznosi
Jedan ili dva (napomena 2. talke 5). Formula (2.26) daje eks-~
plicitni odgovor na pitanje - kada je ta viSestrukost jednaka
dva.

Analizira se alpebarska viZestrukost (red nule ka-
rakteristicéne jednacine) svojstvene vrijednosti A . Cna je
uvijek konaéna, Jer je f cijela analitidka funkcija i od s i
od A (napomena 3. te tadke).

(6) Dalje, imajuéi u vidu buduée asimptotske formule,

KoSijeva rjesSenja fl(x,s) i fg(x,s) zamjenjuju se pogodni-
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jim rjeéenjima‘g;(x,s) i'?é(x,s) te iste Sturm-Liuvilove jed-
nadéine 1O(u)-u2u:0. Te funkcije zadovoljavaju uslove,?i(o,s)=
1,‘Eé(0,s)=l. Izuéena je veza ta dva para rjesenja (tadka 8).
Ova posljednja rjeSenja koriste se kasnije (kod asimptot-
skih izraza).

(7) U tacki 12. pokazano je da su sva rjeSenja jed-
naCine f(s8)=0 sadrZana u oblasti

| Ims| € const.
U taéki 16. pokazano Jje da su sva ta rJesenja, izuzev njih
kona¢no mnogo, sadrzana u kruZnicama

o-af- ,
m ¢io, tj. m prirodan. Freciznije, pofev 0d nekog m unutar
svake takve kruznice nalazi se tadno Jjedno rjeSenje. U dokazu
se koristi RuSeova teorema. Dosad Jje za q(x) pbetpostavljano
samo da Je neprekidna. Dakle, rijeSeno je pitanje egzisten-
cije i lokalizacijessvojstvenih vrijednosti.

(8) U tacki 10. izvodi se asimptotski izraz za pomoéne
funkcije A i B. U tadki 14, izvodi se asimptotski izraz za f
(£ se odnosi na opsti sludaj L3). U tacki 18. izvodi se asim-
ptotdka formula za svojstvene vrijednosti (u s ravni).

Postupak izvodenja ove asimptotske formule: uvodi se
pomolna promjenljiva V po formuli

V=exp(isil /n)
i koristi se Hornov iterativni postupak, koji se moze primi-
deniti na funkcije (za odredivanje asimptotike njihovih
nula) koje se aproksimiraju kvazipolinamima.

Indikatorski dijagram koji odgovara funkciji f (nje-
gova tjemena su brojevi konjugovani oném koji se pojavlijuju .
pod znekom eksponencijalne funkcije kod tog kvazipolinoma)

im& tjemeﬂa Aijr /n’ gdje je A="n,_(n"‘l)'---'-1’0’1’2'--.,11-




Kod izvodenja asimptotskih formula pretpostavlja se da
je q(x) beskonalno diferencijabilna.

U tadkama 17 (formula (2.55)) i 18. izvedene su izvjes-
ne relacije koje se odnose na koeficijente tih asimptotskih
formula. To je izvodenje zasnovano na prisustvu dva puta za
numerisanje svojstvenih vrijednosti (tacka 17), imajuéi u
vidu neparnost funkcije f. Takode Jje izracunato nekoliko po-
cetnih koeficijenata.

Na kraju, kvadriranjem asimptotskih formula za s do-
bijaju se asimptotske formule za (prave) svojstvene vrijed-
nosti A(taéka 19).

(9) Opisdimo kako izgledaju te asimptotske formule za
svojstvene vrijednosti A . Ako je m redni broj svojstvene

vrijednosti onda vaZzZi A ﬁ“’mg, a ostall sabirci u asimptot-

skoj formuli sadrie mo,m"l,m"z,..., tj. asimptotska formula

se izraZava po cijelim stepenima rednog broja. Redni brojevi
SU M=l,2,5,6e0y Sa konac¢nim viskom 1l1i nedostatkom. Koeficije
ent uz odredenl stepen m"k je periodic¢na funkecija od m sa
periodom 2n (u specijalnom slucdaju Ll taj period iznosi 4).
Prepifimo odgovarajuéu formulu (2.57). Svojstvena vri-

.. Vazl (odnosi se na opsti

jednost Jje oznalena ksao A m, 3
b J

sluca] L5):

) Ca; Cz 4
RN - —

5=1,2500e4,20n5 m=0,1,2,... mM2>00,. Ovdje je
‘T

C =wﬁ-jq(x)dx; C

0= I .=C, J . -parno,

1,3

N—4
21 d i\ Jk :

l=— T e e — ne a-rno.
.3 zz-.-.,,( i+ ) exp( =——==), J nep

U Sluaaju Ll=cl,1=4/’jr' 01,220, Cl,5=—4/’]r 3 Cl'q_:o-

Cy

(10) Na kraju ove glave data je asimptotska formula za
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svojstvene funkcije um(x).

tadka 3. PREGLED SADRYZAJA GLAVE TRI - REGULARTIZOVANI TRAG.

(1) Na poletku ove glave (prve &etiri tacke) navedene
su neke ¢injenice iz opSte teorije koje se koriste. U tadka-—
ma 1, 2. 1 4. izloZeni su definicija klase X cijelih funkci-
Ja, zeta-funkcije njoj asocirane i postupak V.B. Lidskog i
V.A. Sadovnicija za radunanje regularizovanog zbira nula (i
zbira cijelih stepena tih nula) funkcije te klase, njihov rad
[}4]. U tacki 3, izloZen je detaljno Hornov postupak korig-
¢en u prethodnoj glavi. U tadki 6. naveden Je rezultat o regu-
larizovanom tragu za Sturm-Liuvilov operator L,y koji se moze
dobiti po tom postupku, kao uostalom i za opsti diferencm-
Jalni operator ma kog reda na konadnom odsjec¢ku (uz izvjesna
ogranicenja). Tra® za Sturm-Liuvilov operator L_ prvi su izra-
dunali I.M. Geljfand i B.M. Levitan, rad (4], Gime je i podeo
razvoj teorije tragova neogranicenih Operatora, medu njima i
diferencijalnih.

(2) U ovoj glavi pretpostavlija se da je potencijalna
funkecija q(x) beskonadno diferencijabilna. Osnovni predmet is-
Pitivanja Jeste cijela funkcijgf(s) koja definiSe svojstvene
vrijednosti 0SNovVRog operatora—i_i opsteg operatora LB' Foka-
zuje se da ta funkcija pripada klasi X (tadka 5)e

(2) Treba uwoliti sljededu specifiku asimptotskog izraza
za f(s). Njen indikatorski dijagram svodi se na dui[fiTT,i7f].
Ta duz podijeljena je ostalim tjemenima na Zn Jjednakih dje-
lova, tj. prisutne su medutadke. U tekstu tacaka 1, 2. i 4
preuzetom i1z opsSte teorije, pretpostavlja se da nisu prisutne

medutacke (na stranicama indikatorskog dijagrama).

(4) Definisana je zeta-funkcija Z(Q ) asocirana s f£(s)
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(tadka 11):
1 X € o
2(6)= 21 i . 5 "'f(s)ﬁ ds,

koja se analiticki produzava ns-'#t?ijelu kompleksnu 6‘ -ravan,
[ - kontura Hankelovog tipa. .

(5) Dalje, takode po analogiji s postupkom Lidskog-Sa-
dovnic¢ija, izvedena je formula za regularizovani zbir nula
(na cijeli stepen)funkcije f(s), bez obzira na ukazanu speci-
fiku.

Te formule su ustvari formule za regularizovani trag
operatora L5, odnosno L. Zbir kvadrata nula funkecije f(s) jese
te ustvari zbir svojstvenih vrijednosti ispitivanog operatorsa,

(6) RazjadSnjen je pojam regularizacije. Naime, s obzi-

rom da je asimptotika svojstvenih vrijednosti
Czj

2 Ca,; 5 +oeoy

am-m +G +e0= + W

M=dyd+1l,d+2,e0ey j=m(mod2n); d je neki cio broj, to red

, 2 A
m=d

ofigledno divergira. S druge strane, konvergira red
h L
. Cq
- Z [Zm_m ~Co~ —Elhl-l’

kao 1 red _
Cz_.J

.
g}z 2% 0o= - o
-

itd. Zbirove tih konvergentnih redova zovemo upravo regularize
ovanim prvim tragom operatora LB' Slicno se definise drugi
regularizovani trag, tj. sabiraju se svi ﬂi umanjeni svaki
za prvih nekoliko c¢lanova svog asimptotskog predstavlijanja
(uzima se toliko &lanova d@ se dobije konvergentni red). Ta-
kode, treéi trag, itd.

(7) Formula za trag izvedena je u najopsétijoj situa-

ciji, tj. trag ma kog reda sa ma kolikom regularizacijom.
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(8) Takode je razjesnjen pojam defekta regulariza-
cije. Naime, van izvjesne velike krudnice \sl:R U s—ravni
vaii sljedece: sve nule funkcije f(s) sadriane su u kruzni-
cama poluprecnika -g: sa centrom u cijelim tadkama, i to
unutar sveke takve kruZnice jedna nula. Medutim, unutar veli-
ke kruznice ima izvjestan konaden broj nula. Neodredenost
tog konacnog broja odraZava se u prisustvu zasad neodrede-
nog broja 4 u ranijim'formulama.

(9) Teorema 3.3, daje opsStu formulu za regularizovani
trag u sluéaju L, a teorema 3.4, formulu za prvi regulari-
zovanl trag (uz minimalnu regularizaciju) za taj sludaj.
Teoreme 3.5, i 3.6. daju odgovarajuée formule za opsti slu-
caj L5. Prepigimo ovdje dio tih rezultata.

(10) Prvi trag u opstem slucaju L5:

s ¢ , G4
s=2 2[2 m, 5=(2am+3)°-0 5= T
Mz=p 451 T
1 1
- 4 (a(0)+q(M))s — gq(x)dx-:-‘ﬁ'c(.n.
_ 1 27 o
Ako se stavi q(x)=O0, onda se za prvi trag u sluésaju
L, dobija
< " 2 c"lj
Z Z [2msj-(4m+a) T (4m+3)? O
m:‘-o Jﬂq

& u slucdaju L,

z [zm*m2]=7fc(.n-
M=,

niti za nalaZenje pribliznih vrijednosti prvih svojstvenih

vrijednosti (ako je poznat defekt regularizacije) ili kod




- 12 -

rjesavanja obrnutog spektralnog zadatka.

(12) NaveSéemo ovdje joS tri rezultata ove glave, ko-
Jima su posvelene tri posljednje taike (15, 16. i 17) ove
glave.

(13) Prvo: odreden je defekt regularizacije u opstem
slucaju LE' Ako se svojstvena vrijednostoperatora L5 bliska
potpunon kvadratu me numerise indeksom m (tJj. oznadéi kao A m):
onda ¢e sve svojstvene vrijednosti biti obuhvaéene ako se upo=-
trijebe indeksi m=l, m=2, itd. MoZe se reéi da defekt regula-
rizacije iznosi nula., U ranijim formulama moZe se umjesto 4
pisati 1. Sli¢no vaZi i za Sturm-Liuvilov operator L,. Sve
ovo 1zvodi se pod pretpostavkom q(x)G;C[O,Tf]. Na taj nadin,
u teoremama 3.3-3.6., moZe da se izostavi znak prim kod sigme.

(14) Drugo: predloZen je drugi nadin regularizacije
svojstvenih vrijednosti A m opsteg operatora L_3 1 izvedena
Je formula za prvi regularizovani trag u toj situaciji. Naime,
regularizacija se vr3i pomoéu svojstvenih vrijednosti &turm—
~Liuvi.lovog operatora L, koje su ovdje oznadene kao ;‘om'
Predlaze se naziv relativﬁi trag za nastali zbir. Dobijena
formula vazi pod pretpostavkom a(x)E 02 [O,?!'J . U opdten

slucaju L5 imamo

oo
Z [2 m aom]=‘i'l+"'+°£n-l+"u o n°’

h'l'."q
a u specijalnom sludaju LfLo+u(2—il-)=—u"(x)+q(x)u+u(=’i‘-

E [2 m aom]=l"'

=1
(15) Trele: analiziran je uticaj glatkosti koeficijen-

) imamo

ta q(x) na preciznost asimptotskog izraza za svojstvene vri-

jednosti Rm, kao i na moguénost radunanja regularizovanog




'
—
W\

!

traga, oboje u opstem sludaju L5. Ako q(x)G;C[0,0t] onds vari
2m=m2+0(1)'
kad m+o , & 8ko g(x)& 02 [O,Tl'] onda vazi

Ca ; A
A wn?ec+ 10D,

kad m+0 . Osim toga, u posljednjem sludaju moZe se izvesti
ve¢ navedena osnovna formula za prvi trag. Dekle, prisutna je
sljedeca tendencija: Sto je veéa glatkost koeficijenta q(x),
to je veéa preciznost asimptotskog izraza za svojstvene vri-
Jjednosti 1 to se moZe dobiti sve viSe tragova. Na kraju, sko
je q(x) beskonaéno glatka, onda za svojstvene vrijednosti

imamo asimptotski red i moZe se izradunati tragrtpa kog reda.
tacka 4. PPREGLED SADRZAJA GLAVE CETIRI -~ RAZLAGANJE.
e oA S RV Ve ait =~ RAZLAGANJE.

(1) Osnovni predmet izudavanja u ovo] glavi jeste ope-
rator L, definisan na podetku glave 2. Za funkéiju q(x) pret-
postavlja se da je neprekidna i (kao i dosad) da ugzima
komplek§ne vrijednosti.

(2) Na podetku je dat novi izraz za perturbaciju P. Ona
Je izrazena kao funkcija od Sturm-Liuvilovog operatora L,. U
tom izrazZavanju udestvuje Grinova funkcija Go(x,y) od L,. De-

taljno,
N+
Pu= Z Joku(xk)"‘(Louff)gi
K=,
gdje Jje
N-4
f(X)=kZ o 1 G (% 9%) 1 g(x)=1.
Ovdje je ;L=kﬁf/n. Postupak: primijenjen je opdti nadin za Sh

edstavljanje relativno degenerisane perturbacije.

(3) Dalje Je izvr3ensa inverzijaowoperatora I.. Formula:




+)
1 =1 (u, -1
L “u=L, u_l+(g,f)Lo S

taj inverzni operator (kao i Lgl) definisan Je na cijelom ?l.
(4) Takode je izvrSena inverzija operatora (L-AE), tj.

izracunata je rezolventa operatora L. Formula:

-1 L Roak 11 )
(L- AE) u=R 5 u=R_, u-W)Roa B
Ovdje Je Ry a =(L0-3E)-l, A Jje proizvoljan kompleksan broj,
RR Je tekode svuda definisan (kao i L-l). rostupak je analo-
gan onom Xoji se primjenjuje za rjeSavanje Fredholmove integ-
ralne jednacine sa degenerisanim jezgrom.

(5) Poslije ovog nije tesko da seﬁfntegralni operator
R, konstruise njegovo jetgro, tj. Grinova funkeija G(x,y,A),
formula (4.5) ili (4#.7). Fokazuje se da je ta funkcija kolidn-
ik -dvije cijele funkcije (tj. da je meromorfna) i da je
cijela funkecija A(A) koja figurife u imeniocu upravo ona ko~
Ja definise spektar od L (formula (4.9) i teorema 4.2).

(6) Samim tim je dokazano da su svi kompleksni brojevi
A koji misu svbjstvene vrijednosti od I - tadke njegovog
rezolventnog skupa, tj. da je G?(L) ¢isto diskretan.

(7) Postupak koji je primijenjen kod konstruisanja"R;‘
uporeden je sa slicCnim postupkom koji se sreée u opdtoj teo-
riji, pod pretpostavkama (o operatorima koJji udestvuju) koje
su nesto izmijenjene. Ti se postupci nazivaju npr. Vajnzstajn-

-Aronsajnova determinanta ili determinanta perturbacije DB/A(A).

(8) U sljedeéem koraku konstruisan je operator L*. Ko-
risti se teorema o moguénosti komutacije simbola "-1" za
inverzni i " %" za konjugovani operator, tj. (L*)'B‘:(L'l)*,
pod odredenim uslovima. Dobijena je sliedeéa formula:

D=L [u+(u,g)t].
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(9) Treba nepglasiti ds se 3 if]'.;*) sastoji od funkcija ule
takvih da u+(u,g)f€ P, tj. taj domen je neuporediv sa Q =J (L)_
Drukcije receno, neke funkcije iz Jd ne pripadaju .'ﬂ(L*),
dok s druge strane tom skupu 2 (L) pripaddju neke funkeije
smanjene glatkosti, tj. neke funkcije koje su samo apsolutno
neprekidne, a u kona¢nom broju tadaka (u tackama Xy ) s
uopste uzev, nisu diferencijabilne.

~ (10) U toku analize konjugovanog operatora L¥ i nje-
gove oblasti definisanosti.Jb(If) izveden je i izraz za svoj-
stvene funkcije ul(x) (za L za A) i ug(x) (za operator L™ 28
svojstvenu vrijednost _2- ), formule (4.16) i (4.15):

ul(x)=Roag(x) y

*
ue(x)=(L0Roa) £(x).

Ovaj eksplicitni izraz vazi u sludaju da )é G(LO), tj. da
ne dolazi do poklapanja. Sliéne formule izvode se i u sludaju
poklapanja, koji je potpuno izuden (teorema 4.3, teorema 4.8,
tacka 18).
Fd
(11) U centralnom dijelu ove glave dokazana je teorema
o0 razlaganju u ravnomjerno konvergentni red po svojstvenim
funkcijama pl(x), pg(x), eeo Operatora L svake funkcije c(x)
iz njegove oblasti definisanosti o (teorema 4.1C). Formula:
00
e(x)= 2 Cy Py (%)
K=4g
pri cemu je
riy
Pt
°k=(°’qk)= lc(x)qk(x)dxi

h

. : . . %
Ovdje je qk(x) svojstvena funkcija od I (odgovara )k’ dok
Pk(x) odgovara Ak za L). Jo3, te su svojstvene funkcije

odebrane tako da bude (Pp 29y )=1.
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Ova osnovna teorema dokatana Je metodom konturnog in-
tegrisanja. Taj se metod Siroko koristi kod dokazivanja teore~
ma ¢ razlaganju za diferencijalne operatore, npr. knjiga
Najmerka [21]. Nasa rasudivanja su analogna onim iz knjige.
Frethodno je izvrsena majoracija modula Grinove funkeije
G(x,y,z) na sistemu konture rk’ rk={2: I2l=(k+-;:)2}.
Formula: M

[a(x,7, )| K

M je konstanta; za svako xQ[O,'R] s 2& svako ye[o,ﬂ] y 28 SV=
ako A erk‘* za svako k& N.

(12) Da bi se ovo prepridavanje upotpunilo -~ treba jo$
reé¢i o dvije pretpostavke koje su prisutne.

Prvo: pretpostavlija se ﬁ.\ cijeloj glavi) da Oé 5'(Lo) ( &m

l, tj. Go(x,y)) i da O*G(L). Iz ovo dvoje

je napisano L
slijedi da Jje 1+(g,f)Fc0. Cva pretpostavka ne ogranidava
opstost razmatranja, zbog moguénosti translacije po spek-
tralnom parametru.

Drugo: FPretpostavlja se (samo u osnovnoj teoremi 4.10.
o razlaganju)i Jjednostavnosti radi, da Je spektar operatora
L, kao i Lgys Prost. To znaci da su svojstvene vrijednosti
proste nule odgovarajuéih funkcija A(A) i Ao( A) (samim
Tim su 1 polovi Grinove funkcije prosti). Ova se pretpos-
tavka odnosi samo na konacan broj svojstvenih vrijednosti
(tacka 17).

(13) Na kraju, u posljednjoj tadki (2C) ove glave po-
kazano je*da'sistemmfPi,Pg,...} svih svﬁjstvenih funkcija
osnovnog operatora 1. ¢ini Risovu bazu (samim tim i bazu bez-
uslovne konvergencije) prostora 1‘,. =L2[C ,'J'l'] . UVvo Tvrdenje Je

jace od prethodnog (koje proistide iz osnovne teoreme o raz-

laganju): da je taj sistem kompletan u H (jer je skup & =




- 17 -

Jd (L) svuda gust). Ovdje je " 128 " =1l. Ova teorema je doka-
zang pod istim pretpostavkama kao i prethodna osnovna teoremsa
o razlaganju.

Postupak dokaza za Risovu bazu: pokazano je da sistem
{Pl'P2""} ima dva svojstva. Prvo svojstvo: da je @ -linearng
nezavisan. Ovo vazi zato $to je prisuten biortogonalni sistem
{ql,qe,...} svojstvenih funkcija konjugovanog operatora L‘L
Drugo svojstvo: da je kvadratno blizak sistemu svojstvenih
funkcija diferencijalnog operatora Ly Koris¢ena Jje teorema
Bari, prema knjizi I.C. Gohberga i M.G. Krejna [5].

(14) Time je zavrSena snaliza glavnih spektralnih pitanjR
(spektar, trag, razlaganje) operatora L. Fredlafe se dalje
proucavanje asimptotike spektralne funkcije i obrnutog spektr-

alnog zadatka.

tacka 5. PREGLED SADRZAJA GLAVE PET - TRAG - APSTRAKTNI
SLUCAJ .

(1) Na podetku, u tadki 1, dat je kratak pregled rezul-
tata iz teorije tragova. Navedeni su posebno sludajevi obi&-
nih diferencijalnih operatora, diferencijalnih operatora s
parcijalnim izvodima, diskretnih operatora i operatoea s nepre-
kidnim spektrom. Takode su navedeni sludajevi kada se na
Pitanje gleda sa stanovidta teorije perturbacija.

(2) Razmatranja ove glave odvijaju se u (apstraktnom)
separabilnom Hilbertovom prostoru.1t néd poljem kompleksnih
brojeva C. Sa Lo je oznacen samokonjugovani diskretni polu-
ogranicéeni (tj. pozitivni) operator u H. sa & je oznacéens
njegova oblast definisanosti. Osnovni predmet izudavanja

Jeste operator




=L0+P
koji Jje izvJjesna perturbacija od Lo'
Perturbacija P Jje relativno konacno-dimenziona, ranga r,

Zzadata Je formulom
r

Pus= Z (Tousfslgys
J=1
za ugd) » gdje fJ'G'H. ’ EJQ?‘L .
(3) Uolimo odmah dvije karakteristike ove perturbacije.
P, uopste uzev, nije samokonjugovaen, tj. osnovni operator L
nije samokonjugovan. Drugo: vektori f.

J
daju oblasti definisanosti & operatora LO, tako da je P, uop-

ne moraju da pripa-

ste uzev, neogranicéen operator.

(4) Razmatranje toga operatora L predstavlja prirodno
uopstenje zadatka o tragu razmatranog u glavi tri' .

(5) Teoriji konaéno-dimenzihonih perturbacija posve-
cena je opdSirna bibliografija. Na primjer, u m_onografijifgj
T. Katoa ta teorija koristi se prilikom ispitivanja raznih
zadataka teorije rasijanja.

(6) #rvi rezultat ove glave (poznat iz opste teorije)
Jeste konstruisanje rezolvente operatora I (tadke 5. i 6). U
sluCaju Jjednodimenzione perturbacije

Pu=(L0u,f)g,
tie.
Lu=L0u+(LOu,f)g
ta je formula najjednostavnija i zato je ovdje navodimo

(formula (5.16)):
(LoRoal,f) Roag

-1 —e
Rau=(L“'aE) u=R071u" 1+(L0R02£5,f) ?

gdje Jje R02u=(L0—;1E)"lu. Za opsti slucaj perturbacije ranga

r vazi slicna formula (5.14).




(7) Iz te se formule zakljuduje da je i L diskretan
operator, kao i da se njegova rezolventa.razlikuje od rezol-
vente operatora L0 z8 konacéno-dimenzioni operator. Takode se
uoc¢ava da se svojstvene vrijednosti operatora I poklapaju
sa singularitetima desne strane te formule.

(8) Drugi naziv za diskretni operatot: jeste operator s
kompaktnom rezolventom. Znatan dio operatora koji se pojavlju-
Ju u matematickoj fizici pripada ovoj klasi (diskretnih ope-
ratora).

(9) Do ove formule dolazi se 8isto algebarskim sreds-
tvima, Formule eanalogne ovoj vise puta su koriScéene u lite-
raturi, o-éemu Je bilo rijec¢i u prethodnoj talki, pod nazivom
WA-determinanta ili determinanta perturbacije Dg /A( Ao
(10) Drugi (i glavni) rezultat ove glave jeste da je izradu-
nat trag operatora L. Taj je trag regularizovan, pri emu je
regularizacija izvrsena pomoéu svojstvenih vfijednosti polazn~
og operatora L_ (relativni trag).

(II)'R?zultat o trsgu formulisan je u osnovnoj teoremi
Del. :Ona ‘'predvida jos dva (posljednja) uslova.

(12) 'Prvi od njih odnosi se na gustinu svojstvenih
vrijednosté od L,, tj. na ponaSanje funkcije distribucije N(})
njegovih svojstvenih vrijednosti, kad A—>iq. Eksplicitno,
neka Je

nA- 2 1 =0 AP,

A, <))
h
kad A~—++00, gdje je p neka konstanta, O p< l.

kKomentar ovog uslova. Ako Je Lo obicdan diferencijalni
operator na konaCnom odsjecku, onda je ovaj uslov ispunjen
gko je red operatora veéi ili Jjednak od dva. Ako jJe L, dife-

'rencijalni operator sa parcijalnim izvodima, koJji dejstvuje
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u izvjesnoj ograniceno] oblastiQCRn, onda je ovaj uslov
ispunjen ako je red operatora veéi ili jednak od n+1l (opet
govoreCi generalno).

(13) Drugi od tih uslova glasi: neka
QN - 2-q ..
£;€ D(L5d) 1 g5€ (L5749,

Za ;j=l,2’t..’r' gdje 5 q,j

Komentar ovog uslova. Uvodenje konstanti qj u formila-

- neki realni brojevi, 0% qj_-g' 2

ciju teoreme objasSnjeva se time Sto se ona mole primijenji-
vati ta diferencijalne operatore. Oblast definisanosti takvih
operatora zadaje se izvjesnim sistemom granidnih formi.
Poznato Jje da prilokom opisivanja stepena takvih operatora
moze da nestane jedan dio tog sistema geanic¢nih uslova. Ta
okolnost -omoguéuje da se bilo oslabe, bilo dodaju novi uslovi
na perturbaciju, pod kojima vazi osnovna formula za trag.

(14) Prije nego 3to napiemo tu formulu, evo jod nekih
objasnjenja i oznaka. Stepeni Lg samokonjugovanog operatora
L,y kao i njihovi doméni J(Lg), definisu se na standardni
naé¢in. Sa f‘i (i=1,2,...) oznadene su sve svojstvene vrijedno-
sti osnovnog operatora L, a sa Ai (1i=1,2,...) (A 1'5.. A 2‘-‘. ces)
sve svojstvene vrijednosti polaznog operatora Lo' Svaka svoJ-
stvena vrijednost broji se onoliko puta kolika je njena alge-
barska viSestrukost (dimenzija korijenog podprostora),

(15) Osnovna formula. Fostoji podniz kl<k2< eees Niza

prirodnih brojeva, takav da vazi

Ky -
lin ) (Ms- AD = Jg™% 6508 £,

h-bq;
1=y T,

Komentar. Frirodno je ovu formulu nazvati formulom 28

racunanje (prvog) regularizovanog traga (zbira svih svojstve-

nih vrijednosti) operatora I, pri demu se regularizacija vrsi




T
—— - e
"—"-

pomo¢u svojstvenih vrijednosti operatora Lo' Dalje ce biti dow
kazana lema koja uporeduje - sravnjuje koliéinu tih dvaju
vrsta (f“ i 2) svojstvenih vrijednosti (lema 5.6). Desna
strana ove formule predstavlja poznati izraz, tj. izraz koJji
se moze eksplicitno izradunati.

(16) Ne poletku dokaza izvode se neke leme (5.1~
S5.4)¢ Kljuéne rijedi: {Tn} - baza prostora H od svojstve-
nih funkcija od Lo’ { E z&R - spektralna familija projektora
samokonjugovanog operatora Los A(A )= ,f (A,© (L,)) - rasto-
Janje kompleksnog broja A od spektra od L o+ trag relativmo
konaéno-dimenzionog operators.

U glavnom dijelu dokaza koristi se metod konturnog in-
tegrisanja. Radi se o nizu rastuéih kruZnica | q U A-ravni,
koje su izabrane tako da budu "daleko" od @ (L,) (lema 5.5).
Zatim se po konturi f'n integrise trag razlike rezolventi ope-
ratora L 1 L, Koriste se svojstva integrala F. Risa.

U zavrsnom dijelu dokaza uolava se da su teSkoéde koje
nastaju prilikom p¢efska sa razmatranja jednodimenzione pert~
urbaclje na razmatranje r-dimenzione perturbacije cCisto teh-
nickog karaktera. Naime, veéina dosadasnjih razmatranja

sprovedena Jje za r=1., Time se dokaz zavriava.

(17) Treéi (i posljednji) rezultat ove glave Sw.tri prin-
Jjera.

Frimjer jedan. Neka je L, - samokonjugovani obidni
linearni d]ferenclgalnl cperator, na konacnom odsaecku fa b]
Razmotrlmo operator

Lu=Lou+u(x0)h(x),
gdje h(x)€ Q(LE), a xOG (a,b). Tada je

%(ﬂn— A )=n(x).




;
A%
M)

[

Primjer dva. Neka Je L, - gsamokonjugovani elipticki

operator reda m, zadat u ogranicenoJ oblastiS?CRn. Neka je

K ~ neka mnogostrukost uQ , dimenzije manje od n. Dalje,

neka Je h(g ) = izvjesna glatka funkcija na K. Pretpostevimo

da je m»n. Razmotrimo operator
Lu=Lju+ ’{h(B ya(§ )a¥ . g(x),
gdje g(x) & (Lg) « Tada Jje
L (=2 )= ne8)e(E)as.
h K

Primjer tri. Neka Je Ly, - operator iz prethodnog pri-

mjera dva. Razmotrimo operator
Lu=L u+ § K(x,7)(T u(3))dy,

gdje Jje -jezgro K(x,y) degenerisano, to jest
r
K(X,7)= 2. Pi(x)Q:(¥),
=g J J

gdje P;(x)€ D (L5). Tada je

r
% (f -2 n)’;,z (L F 5(x))Q (x)ax.
=

tadka 6., MJIESTC I ZNACAJ OVE PROBLEMATIKE U TECRIJI.

(1) Spektralna teorija operatora predstavlja osnovni
dio savremene funkcionalne analize. U toJ teoriji, govoreti
uprosSéeno, mogu se izdvoJjiti cetiri pitanja: spektar, trag,
razlaganje i obrnuti zadatak.

(2) Formule za trag operatora mogu se koristiti za
nalaZenje prvih svojstvenih vrijednosti operatora, pri rje-
$avanju obrnutog spektralnog zadatka, kod integrisanja neli-
nearnih jednadina s parcijalnim izvodima, pri odredivanju
spektralne funkcije operatora, itd.

Dobro Jje poznato da je zbir dijagonalnih elemenata

metrice jednak zbiru njenih svojstvenih vrijednosti - kaze

ALLur AT MATE w1 e L =t R 1 . .
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se da je matricni trag jednal: spektralnomn.

Ako se razmatra nuklearni operator A (koji predstavlja
specijalni sluéa]j potpuno neprekidnog operatora) u Hilber-
tovom prostoru, onda gore navedeni fakt potpuno ostaje. Ako
matriénim tragom nazovemo izraz Z (A 'fa,f )y {T } - bilo
koja ortonormirana bata u Hllbertovom prostoru H, a spektral-
nim tragom Z A § zbir svojstvenih vrijednosti operatora A

J
5 uracunavanjem visestrukosti, pokazuje se da vazi

Z (A szT )=ZZJ':

Jjer matrn.cm. trag ne zavisi od izbora baze { \f }

Ova teorema je prosta u sludaju nenegativnih, pa i samow
konjugovanih nuklearnih operatora. Za opsti sluéaj nesamo-
konjugovanog nuklearnog operatora ovu teoremu dokazao je,
slozenim postupkom, V.B. Lidskij 1S959. godine, [15].

Nuklearni operator je ograniden, a 3ta ée biti ako
se razmatra neogranideni operator, npr. diferencijalni? Da 1i
u tom sludaju ostaje da vasi formula za trag?

1553. godine u radu [4] I.M. Geljfand i B.h. Levitan
nasli su analogon formule traga za Sturm-Liuvilov operator

-y?'+q(x)y= Ay,
{3(0)=3’(71')=O-
Poznato Je da u.gom slucaju asimptoika spektra ima oblik
2n=n2 + Cg +';2é'+ coe
n
N=],2,40.3 N~®00 ; Co=_‘! fq(x)dx, ako je q(x) - dovoljno
o

glatka funkecija.

U tom radu [4] pokazano Jje da vazi
Z(}\ ~n°=C )--..C- (O) )
=1

Desnu stranu ove Jednakosti mozemo nazvati matridnim tra-




V.

gom, a lijevu - '"regularizovanim spektralnim tragom", Stvar Je
ad
u tome da Jje red Z ﬂn divergentan, dok je red sa sabircims

(A n—ng—-co) - veé n;c?nvergentan, zato ga 1 zovemo regularizoves
nime.

U velikoj seriji radova koja se pojavila poslije rada
[4] izracunavane su formule traga za razne operatote drugog
reda. To su radovi A.A. Dikija, M.G. Gasimova, R.F. Sevienka,
G. Halberga, V. Kramera i drugih.

U radu [14], 1967. godine, V.B. Lidskij i V.A. Sadov-
nicij uveli su novi pristup za rjesavanje zadataka teorije
tragova 1 drugih pitanja spektralne beorije. Vidjeti, isto
tako, knjigu V.A. Sadovniéija [23].

U tom radu [14] uvedena je izvjesna klasa cijelih anali-
tickih funkcija K i za njih je postavljena teorija zeta-
~funkcije i dobijene su formule za regularizovane sume
njihovih nula.

Na cijele funkcije klase K svode se najopstiji zadaci -
za obicne diferencijelne jednadine na konaénom odsjecku, takwp
kakve su razmatrali G.D. Birkof i J.D. Tamarkin.

Teorija tragova razvija se sve do danasnjih dana. Rezul=
tati sé& mogu, uslovno, podijeliti na one kKojli se odnose na
konkretne operatore (obidne diferencijalne i diferencijalne
8 parcljalnim izvodima) i na one koji se odnose na apstraktne
operatore u Hilbertovom prostoru. U tom razvoJu koriste se
kako metodi teorije funkcija, tako i metodi teorije operatora,
Znacajnu ulogu u tom razvoju imaju prof. V.A. Sadovnidéij i
njegovi saradnici sa Fiehanicko-matematickog fakulteta MGU u
Moskvi.

(a) Zadatak o odredivanju traga Dirihleovog zadatka za

Laplasovu jednadinu rijeden je samo djelimicno, rad V.A. Sa-




dovnicija i V.V. Dubrovskog [2#], 1977. godine. To rjesSenje
odnosi se na slucaj kada Jje granica - pravougacnik. Sluéaj
opSte granice i dalje je otvoren.

(b) Zadsci o tragu za diskretne operatore takode su
slabo prouceni. Medu radovima koJji ovdje pripadaju treba
uoéiti rad M.G. Krejna [12], iz 1953, godine, u kome su
formule za trag izvedene u slucaju samokonjugovanih nuklear-
nih perturbacija i rad V.M. Adamjsna i B.S. Pavlova.[l],
1979. godine, u kome je teorijea prosirena na slucaj disipa-
tivnih perturbacija. U radu V.A. Sadovnidéija i V.A. Lju-
biskina [27], 1981. godine, dat Jje algoritam za dobijanje
formule za trag za sSiroku klasu diskretnih'operatora(drugi
naziv: operatora s kompaktnom rezolventom).

(c) Kao primjere dubokih ispitivanja u teoriji tragove
operatora koji imaju neprekidni spektar navodimo radove L.D.
Fadejeva [30], 1957. godine i V.S. Buslajeva [ 3], 1962.
godine.

(3) Izvodenje raznih }ipova teorema o spektralnom raz-
laganju jeste osnovni zadstak spektralne teorije operatora,
jos od D. Hilberta. U apstraktnom sludaju te se teoreme izvode
relativno lako. Medutim, nije uvijek lako konkretizovati
oblik razlaganja u slucaju diferencijalnih operatora, pogo-
tovu nesamokonjugovanih,

Glava 4. ove teze posvelena Je problemu spektralnog
razlaganja za diferencijalno-funkcionalne operatore. Opera-

tori ovog tipa u tom smislu dosad nisu bili proudavani.

tacka 7. PREGLED RADCVA DRUGIH AUTORA O BLISKIN PITANJINMA.

Dacemo kratak pregled sadriaja (glavni rezultat) dva
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rada u kojima se izudavaju pitanja bliska onim iz slave Ce-
tiri (razlaganje). To su radovi [56] i [52]. Poslije toga
datemo i kratak pregled sadrzaja tri rada u kojima se izuda-~
vaju pitanja bliska onim iz glave pet (trag - apstraktni
sluéaj). To su radovi [‘7],[28]:3, [25].

Operatori koji se tamo razmatraju su samo slidni onim
kojl se razmatraju u ovoj tezi. Drukéije receno, ono 8to je u
tih pet radova izvedeno ne mofe se iskoristiti kod rjeZavania
pitanja obuhvaéenih u ovoj tezi. Te radove navodimo da bi
bio jasniji odnos naSeg materijala i onoga &§to je prije

uradenoc.

O radu.|§6] A.M. Krala §ﬁ$212.

Froucava se operator u.LS[O,l] definisan izrazom i

uslovonm

LY=Y'+P(x)Y+H(x)[CY(0)+DY(1)] ,
1
AY{0)+BY(1)+ § K(x)¥(x)ax=0,
o)
gdje su A,B,C,D konstantne matrice oblika nXn, a F(x), H(x)
i K(x) promjenljive matrice tog istog oblika.

Prethodno je bilo dopusSteno da se umjesto Y(0Q) i Y(1)
pojavlijuju Y(aj_l+0) i Y(aj-o); J=lyaeeq M, G=a_ < al< eee
am_l*iam=1, Pa su unutrasnje tadke 8y3eee98, , eliminisane
(prelaskom na sistem veéde dimenzije, tj. uveéavanjem n).

U glavnom dijelu rada (nesamokonjugovani sluéaj), raz-
matra se samo sljedeé¢i jednostavni sludaj, formule (6.1) 1

(6.2)

LY=Y*+E[CY(0)+DY(1)],
1
AY(O)+BY(1)+ ;; K(x)Y(x)dx=0.

Konstruisan je konjugovani sistem (konjugovani opera-

tor). Rezultat glasi




I 2=-2°-x*(x) [A2(0)Bz.(1)]

1
T2(0)+DZ(1)+H §2(x)dx=0.
0

Dokazana je teorema o razlaganju po svoJstvenim funk-
cijama. Koristi se metod konturnog integrisanja, tj. radi se
slic¢no kao u knjizi [21].

Rad je napisan nejasno i sadrzi nepreciznosti. Nisu na-—
vedenl primjeri u kojima se umjesto o sistemu n Jjednacina
prvog reda govori o jednoj jednalini n-tog reda. Ni daljnji

radovi ovog autora ne sadrie takav materijal.

O radu L§2] A.P. Hromova (1981).

Razmatra se operator
Ly=1,(3)+11(¥)
u prostoru L2[O,l], uz n linearno nezavisnih granidnih uslova
(uslovi su regularni)
U1(3)=0y...,U (7)=0,
gdje je 1 (y) diferencijalni izraz n-tog reda (s neprekid-

nim koeflclgentlma), & 1,(y) je definisano sa

1,(3)= Z J’K (x,£)7' 9 (1)at.

-00
Zadatak se svodi na slaedeéi (izraz i uslovi):

Ty=(E+F) (7{M+ £y), NE(x)= gN<x.t)f(t>dt

Us0=(3, T 57=07 3=1y...,07 (7,7 ;)= jy(x)f (x)dx.
DokazuJe se da pod odredenim ogranifenjima vaZi slje-
dec¢a teorema (teorema 4):
FostoJi niz indeksa k,,k,,... takav da za svako f(x)e

L[O,l] i za svako SG(O,%) vazi

tin |l s, (0-6y (DI ¢ p5,1-57 =05

1-+ 00

gdje su Sk(f) igk(f) - parcijalne sume Furijeovih redova po
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svojstvenim i pridruzenim funkcijama i po obicnom trigono-

metrijskom sistemu (k - broj sabirska).,

Slicna teorema Je odranije poznata za obiéne diferenci-

jalne operatore na [O,l] sa regularnim granic¢nim uslovima.

0 radu [:2] V.V. Dubroskog i V.A. Sadovnicija (1977).

Izvedena Jje formula za relativni trag operatora T+P,
gdje Jje polazni operator T poluogranicen odozdo, diskretan i
samokonjugovan. Operator P je, uopste uzev, neogranien. Re-
gularizacija se vrsSi pomodu svojstvenih vrijednosti od T.

Uvedene su sljedeée oznake i pretpostavke: H - Hilber-
tov prostor | )l’ Asse.. - sVojstvene vrijednosti od T; A i
rastuée uredeni; /ul,/tg,... - sve svojstvene vrijednosti od
T+P;:oba puta se uralunava (algebarska) viSestrukost; skup

D (P) gust u Hy T pozitivan; N( A= Z l=funkcija raspodjele
Ay <A
svojstvenih vrijednosti od Ty f1= lim K A)/(1inA); V13V5,
A=r oo

eee = 8vVe svojstvene funkcije od T.

)-1)

Takode se pretpostavlja,da Jje operator P(T—ZOE OSTra-

nic¢en, 0Ly <'% ; Z je neka tacka van 6 (T); T pozitivan;

ZO=O-

Osnovnli rezultat rada Jjeste teorema 1. koja glasi:

o0
Ako Jje S’l<1-2v 1 Z_ lf" n!'l konvergira, onda Jje

N=y
oo o
Z (M mA)= 2 (Pv,vy),
Ny k=4 oo
00
pod uslovom da je > \[A-n—ﬂnl<00 i Z ](ka,vk)"(oo .
n:‘-q t:,!

Uocimo da formule Z (ka,vk) (suma po svim svojstve-
nim funkcijama) ims znatsn stepen opsStosti. Na primjer, ona
definise trag operatora P u r" (vl,...,vn - ortonormirana

baza u R"7), itd.
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0_radu (28] V.A. Sadovnidije i V.A. Ljubidkina (1981).

Razmatra se, u separabilnom Hilbertovom prostoru H, za-

tvoreni operator T. Kontura [ u C img svojstvo da su sve
njene tadke iz rezolventnog skupa od T, a da Se intf nE'(T)
sastoji od konac¢nog broja normalnih svojstvenih vrijednosti
2 1,...,311. Posmatra se ogranileni operator P koji ispu-
njava uslov

max ﬂPRa(‘I‘)ﬂ =q< 1.
acl

Na kraju, definiSe se operator Ck (za k=1,2,¢00)
k.
(=1)7i k m -1
ck""—'qur ? Ra(T)[PH.A(T)] 42 , R, (T)=(T- AE) L.

Teorema 1. tvrdi da Jje operator Cy konacno-dimenzion i
da je njegov trag jednsk nuli (Spck=0).

Drugl glavni rezultat ovog rada izraZen je teoremom 2.

00
Ona tvrdi da Jje i operator C= z:Ck konaéno-dimenzion i da za
K=4
njega vazi slidan iskaz o tragu, tj. SpC=0.

0 radu 1221 Vel Sadovqiéija, V.V. Dubro¥skog i V.A, :
Liubiskina (1982).

Polaznil operator T, dejstvuje u separabilnom Hilbertdvom
prostoru H, jeste diskretan i samokonjugovan. Neka je
N, (A= Z_ 1=0Q(A®) 1 1_( )= Z 1= 0a®,

gdje je 0<p<X1l. Ovaj uslov odnosi se na gustinu svojstvenih

vrijednosti 2i operatora T.

Za operator perturbacije P pretpostavlja se da je ogra-
ni¢en i da je svuda definisan. Sa/M..i su oznalene svojstvene
vrijednosti od T+P. Neka je ¥ takav da je ¥'>1/(1-p).

Csnovna teorema ovog rada tvrdi sljedeée.
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Medu svojstvenim vrijednostima fui 1 2i moze da se usp-
ostavi uzajamno jednoznac¢na korespondencija, tako da postoji

podniz cijelih brojeva n,, takav da Je

Ny
k];i.ri 'Z_ {/“1 2 +mSpRes [2111 1(12 (T)P)]+'”+ﬁ Sp;{f-slam 1
ixf_ -K
(R (T)P)"J}=0,
kada Je

N > ¥'(m+l+4p) _
¢ (1-p)-1

tacka 8, MOJI RADOVI,

Objavljeno je (ili Jje u 3tampi) pet radova koji se od-
nose na pitanja obuhvacena (ili bliska obuhvacéenim) u ovo]
tezi.

U radu [17] razmatraju se pitanja svojstvenih vrijed-
nosti (i svojstvenih funkcija) i regularizovanog traga u slu-
¢aju operatora Ll' U radu [li} razmatraju se ta pitanja u slu-
caju operatora L5' Ova dva rada odgovaraju sadrzaju glava
dva i tri.

U radu [19] razmatra se pitanje razlaganja za operator
L. Cvaj rad odgovara sadrizaju glave cCetiri.

U radu [29] proucava se pitanje traga u apstraktnom slu-
caju. Taj rad odgovara sadriaju glave pet. liavedeni rad je
zajednidki sa V.A. Sadovnidijem i V.A. Ljubiikinom.

Na kraju, u radu [22] proucava ge pitanje svojstvenih
vrijednosti i regularizovanog trasa za operator koji je de-
finisan granicnim zadatkom sa diferencijalno-funkcionalnim

izrazom ¢iji argument kasni. Naime, izraz koji ga definise
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sastoJi se od tri sabirka. FPrvi je obiéni diferencijalni izraz
drugog reda, drugi je p(x)y((.’)), 0L [5_4_?1‘ (zbir ova dva od-
govara operatoru IL razmatrahom u glavama dva 1 tri), a treéi
sadrzi retardirani argument. Freciznije, tredi je q(x)y(d.Cx»
gdje Je oC(O)=O O€of '(x)C 1 28 xE[O T'] « Rezultati ovog
rada nisu ukljuceni u ovu tezu. Navedeni ragd Je zajednicki sa
M. Pikulom (Sarajevo).

Dakle, originalni rezultati izloZeni u ovoj tezi objav-
ljeni su u detiri rada. Od ta detiri rada - tri su samostalna,

a jedan Jje zajednicki.
tadka 9. ZAHVALNOST.

Autor zeli da istakne Q)ozitivnu) ulogu sljedec¢ih lica i
da im se zahvali:

iz Sovjetskog Saveza (Moskva):

profesor V.A. Sadovniéij, doktor fizidko-matematidkih
nauks, za postavku zadatka i za korisne diskusije,

VeA. Ljubiskin, kandidat fizilko-matematidkih nauka, za
korisne diskusije i f

is Jugoslavije (Beograd):

docent dr Z. Kadelburg, za korisne diskusije i za su-

gestije u vezi teksta teze.
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GLAVA 2.

SVOJSTVENE VRIJEDNOSTI I SVOJSTVENE FUNKCIJE.

tacka 1. DEFINICIJA OSNOVNOG OFERATORA L I OFSTEG OPERATORA Lzy.

Dajemo na pocCetku definiciju linearnog operatora i koresp-
ondiranog granicnog zadatka koji je osnbvni predmet ispitiva-
nja u ovoj i u sljedete dvije glave. Ta definicija ima detiri
varijante.

Taj linearni operator L, odnosno L5’ pripada klasi dife-
rencijalno~funkcionalnih operatora, jer Je predstavljen kao
zbir obiénog diferencijalnog operatora L, 1 operatora P defi-
nisanog pomoéu linearne forme. Operator dejstvuje u separsbil-
nom Hilbertovom prostoru 'H.:Lg {O,T(] nad poljem kompleksnih
brojeva C. Neka je

L u=-u’?(x)+q(x)u, . (2.1)
gdje se oblast definisanosti o operatora I’o sastoji iz svih
funkecija iz H ¢ciji Jje prvi izvod u'(x) apsolutno neprekidna
funkecija, drugi izved u??'(x) pripada { i koje, osim toga, zado-
voljavaju granicne uslove

u(0)=0, u{7=0. | (2.2)
Zanpotencijalnﬁifunkciju g(x) pretpostavljacéemo da uzima komplek-
sne vrijednosti i da Je dovoljno glatka. Uvedeni operator
poznat Jje u funkcionalnoj analizi pod imenom Sturm-Liuvilov
operator i razna pit&nja spektralne teorije operatora za
njega su detaljno proucena, v. npr. knjigu [21].

Dalje, neka Jje operator P definisan za u(X)G:D sljede-

com formulom

it KT
PII:Z 4. ku(xk)’ gdje je Xk=';l"-‘, k=1,2,---,1’1—l- (2-5)
| K= 4
U gornjoj formuli su o, kompleksne konstante, a n prirodan
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broj # 2. Rije¢ima, razmatra se linearna kombinacija vrijednosti
funkcije u(x) u WU ~racionalnim tadkama, i ta se kombinacija
mnoZi funkcijom i(x)®¥ 1. Sada smo u stanju da napisSemo izraz za
osnovni operator L:
Lu=L u+Pu.
Treba woéiti Jjednostavnu okolnost da zapis u(xk) za funkciju u
61:2[0,7'(] nema smisla, 8li ima smisla ako u € ).
Razmatratemo i odgovarajuéi homogeni graniéni zadatak
Iu= Au, tj.
Lu-A u=0,
gdje Jje A - kompleksni parametar.
Kako je_veé napomenuto, osim ovog osnovnog slucdaja raz-

matrace se i sljedele tri bliske situacije:

| I
P1u=u(EE) (2.4)
(oéigledno, specijalni sludéaj osnovne sitiije).,
¢ig
Poued gu(t)dt (2.5)

i - opsta situacija, obuhvata sve cstale -
h=1 x ¢
P3u=£4 d ulx )+l ];u(t)dt; (2.6)

ovdje je oﬁn bilo koji kompleksan broj, tj. razmatrade se ope-

I'&tOI‘i Li=LO+Pi 3 i=l ’2 9 3 .

tacka 2. OSNOVNI CPERATOR L, KAC I OESTI OPERATOR 1Y

oU ZATVORENI,

Lema 2.1l. Ako Jje q(x) kompleksna i neprekidna na odsjecku
[O,T{] ., onda je Sturm-Liuvilov operator L o zatvoren.

Ova éinjenica Jje poznata iz opste teorije. U knjizi [8],
str. 344, tvrdi se da je ova] operator samokonjugovan (samim tim

je zatvoren), kada su brojevi q(x) realni. Mi pretpostavlja-
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mo da su ti brojevi kompleksni. Razlika izmedu naseg operatora
1 operatora iz te knjige Jjeste operator u(X)-Piqg(x)u(x), koji
je ograniden, jer je qe(x) neprekidna funkcija. Ovdje je q(x)=
ql(x)+q2(de gdje su ql(x) realni brojevi i qg(x) realni bro-
jevi. Dakle, i nas operator je zatvoren, keo zbir zatvorenog i
ograniéenog operatora (v. istu knjigu, str. 209).

Takode Jje poznato da Je L nepgranic¢en, te da je, ako
vaZi dopunski da je funkcija q(x) realna, samokonjugovan.

Za operator perturbacije P lako se vidi da Jje takode ne-
ogranic¢en, a da nije samokonjugovan, niti zatvoren. Vise od toga}
vazi sljedeée( izuzima se, narevno, trivijelni sludaj %, =d -

eoe=dl, =0 ) :

n-1
Lemar2;24-0perator P ne dopusta zatvorenje.

Dokaz ‘se moze procitati takode u knjizi [8], str. 21l.
Mada 'su operatori L i P oba neograniceni, mozZe se (opis-
noy reéi da Je prvi operator "veéi'. Podsjetimo se kako glase
neke definicije, v. [8], str. 241. i dalje (ukljudeno iskazi
sljedete nasSe dvije leme 2.3. i Z2.4).

E4
Definicija. Neka operatori T i A dejstvuju u Banahovom

prostoru X, pri ¢emu je D(T) D(A). Ako je, za neke pozitivne
‘konstgnte 'a i b, ispunjeno ﬂ.&uli‘. a HuH +b “Tu“ , za u€&D(T),
onda .se operator A naziva ogranicdenim u odnosu na T ili prosto
T<ogreanicenim. Infimum bo svih konstanti b naziva se relativ-
nom zZranicom operatora A u odnosu na T 11i prosto T-granicom
operatora A.

Lema 2.3. Operator P Je Lo-ograniéen i njegova L_-granicea

izndsi ‘nula.
Lemg ‘2,4, Neka Jje, u oznakama prethodne definicije, A
T-ogrdni¢en i njegova T-granica manja od Jjedan. Onda je S=T+A

zatvoren ako i samo ako je T zatvoren.
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Tako smec ustanovili da Jje nas osnovnl operator 1 za-
tvoren.

Sto se tife operatora L,, i=1,2,3, jasno je da je pertur-
bacija P, zatvoren i ogranicen i (ako je of , realna velilina)
samokonjugovan. zZa Py i P5 vazi sve sto Jje receno za osnovnu

perturbaciju P. Tako je i L5 zatvoren operator.

tadka 3. JEDNAGINA ZA ODREDIVANJE SVOJSTVENIH VRIJEDNOSTI
GRANICNOG ZADATKA, JEDNOSTAVNI SLUCAJ T.Y§ - A u=0,
PRVI NACIN.

(1) Iz teorije Qbicénih diferencijalnih jednac¢ina Jje pozna=

to da jednalina

lo(u)- 2u=0, ti. —u??+q(x)u- Au=0 (2.7)
( A - kompleksno, q - neprekidna, vrijednosti q(x) su komplek-
sne) ima fundamentalni sistem rjeSenja fl(x,s), fg(x,s) (oznaka?,
52= 2) koji zadovolgava pocletne uslove

f]g_'j-l)(o,s)= Sij, i,3=1,2,
i, osim toga, da su te dvije funkcije, za svako fiksirano x iz
[0,7 ], cijele analititke funkcije od s (kao i od A ).

Polazeéi od tih funkcija, mozZe se, pomolu karakteris-
ti¢ne determingnte, formirati Jjednac¢ina za odredivanje svojstve=-
nih vrijednosto za Lo'

(2) Analizirajmo sada zadatak o svojstvenim vrijednos-~
time operatora Ll. Razmotricemo diferencijalnu Jjednacinu

ll(u) ~Au=0, tj. -u”+q(x)u+u(§)-2u=0. (2.8)

Smatrajuéi (privremeno) u(%E) poznatim, primijenimec metod
varijacije proizvoljnih konstanti na posljednju Jjednacinu, za-
pisanu kao |

-u”+q(x)u-52u=uu(2§)

2

(imamo u vidu da Jje homogeni dio 10(u)-—s2

u=0 malocdas proucen).
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Na taj nacin, dobijamo da opste rjeSenje nehomogene jed-

nacine ima oblik
X X i1
u.-_‘_-( { £5(t,8)dt) £ (x,8)+( § fl(t,s)dt)fg(x,s)] u( )+
Q o ¢

lel(x,s)+02f2(x,s). (2.9)
Izaberimo proizvoljne konstante Cl i C2 tako da bude ispue
njen prvi graniéni uslov, tj. da bude u(0)=0. U tom cilju

stavimo Cl=0. Sada izraz za trazeno rjedenje u dobija oblik

u-—-A(x,s)u(% )+02B(x,s) . (2.10)
gdje su uvedene oznsake
X X
A(x,8)=-( | £,(t,8)at) £, (x,8)+( { £, (t,8)at)r,(x,s) 1 (2.11)
0 0
B(x,s):fg(x,s). (2.12)

[y

Stavimo u posljednjoj jednadini za u(x) da je x=24. Tada

nastaje sljedeéa linearna Jjednadina po u(iI):

Z
(1-A(7-it,s))u(z—{)=02B(%,s). . (2.13)
(3) Razmotrimo prvo osnovni sludaj 1-A( g-t,s)zlao. Tadsa
posljednja Jjednacina daje izraz ze u(%) preko poznatih eleme-
nata, éime se za traZenu funkeiju u(x) dobija
CeB(Z‘- 4S)
u(x):A(x,s)-————JL———-+02B(X,S). (2.14)

7~ A (%:5)

Ako ova funkeija u(x) zadovoljava i drugi graniéni uslov
iz (2.2), tj. u(M)=0, onda je moZemo nazvati svojstvenom. Tako

i nalazimo Zeljenu jednadinu za odredivanje svojstvenih vrijed-

nosti:
B( g »5)
A(TT ,s5) +B( T 45)=0
1-A(Z,s)
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f(s)uA(Tc,s)B(.]I[ ,s)-—A(% ,8)YB(T ,5)+B( T(,5)=0. (2.15)

Leko se vidi da tada funkcija (2.14) nije identidka nula.
Angliziraju se dvije moguénosti: B("{,s)=0 i B(%,s):{-_o, tj. da
se moze nazvati svojstvenom. Treba uzeti u obzir da je B(PU,s)
=0 karakteristic¢na Jjednadina za L, Ako je ispunjena prva mo-
guénost, onda dolazi do poklapanja svojstvenih vrijednosti .
neperturbiranog operatora Sturm-Liuvila L0 1 perturbiranog ope-
ratora Ll’ Jer imamo jednu te istu jednadinu za odredivanje
svojstvenih vrijednosti B(W,s8)=0 i takode jednu te istu SVOj—-
stvenu funkciju u(x)=B(x,s). Ako je ispunjena druga moguénost,
onda naSa svojstvena funkcéija u(x) uzima u tadki x=%% vrijed~
nost 023("-{ ,8) /(1-A( %,s))ab-o.

(4) Medutim, za neke q(x) i ) moze se desiti da bude
1—A(%§,s)=0. Tada moramo da zajedno prouéavamo situaciju u tadka-

ma x= % i X=X . Polazimo od formule (2.1C). Da bi predstavlje-

na fuﬁicijabila svojstvena, potrebno je i dovoljno da (prvo)
relacija bude ispravna za x=-‘-'E i (drugo) bude u( 7)) =0. Ta dva
uslova izrazavaju se ovako: ,
1-a(5 ) -B(F,s) a(d) 0
. e
AC9r 4s) B(#HK ,8) Cs €

Zapazimo odmah da je determinanta ovog sistema Jjednaka
£(s), f(s) Jje uvedena u (2.15). U situaciji koja se obraduje

sistem se prepisuje kao

n n
O "'B r—y 4 o O
o (z s) | u( Z) i
A(Tr ,8) B(9y ,8) G ci .

Ako je A(Tr,s8)=0 ili B(?.;,s)=0, no B(T ,s) 0, onda je
defekt sistema jednak jedan, pa postoji (nenulto) rjesenje ovog

sistema (samim tim i nenulta funkeija (2.10)) i to je rje-




senje (kao i ta funkcija) jedinstveno (do multiplikativne kon-
stante). Ako Je A(l{ y8) *B(7 ,8)3F O onda postoji samo trivijalno
~jeSenje. Na kraju, posljednji moguéi slulaj, ako su svi ele-
nénti matrice sistema Jjednaki nuli - onda funkcija u(x) iz
2.10) zavisi od dvije proizvoljne konstante, koje su tamo ozne—
ene sa u(%%) i C,, tada se radi o svojstvenoj vrijednosti &ija
je geometrijska viSestrukost (dimenzija invarijantnog podpros-
ora) jednaka dva. I ovdje se lako sprovodi analiza koja poka-
uje da funkcije o kojima se govori (koje zadovoljavaju jedna-
inu 11(11)-;‘\ u=0 1 graniéne uslove) nisu identidki jednake nuli,
a primjer, u sluéaju dvostruke svojstvene vrijednosti, te su
vije funkcije A(x,s) i B(x,s) i nijedna od njih nije identidki
ednaka nuli. Sto se tie prve, imamo A(% »8)=1sk O, Sto se tile
rige, imamo B(x,s)=f2(x,s), a fg(x,s) Je element izvjesnog fune—
améntalnog sistema rjeSenja. Takode, te su dvije funkcije line-
rno nezavisne, jer imaju u tadki x=0 razlidit izvod (prva: C,
ruga: 1).

(5) Zakljulaske Jednadéina za odrelivanje svojstvenih vrije-
10stl operatora Ly=L,+Py glasi f(s8)=0, v. (2.15), imajuéi u
tdu vezu 52=7\. Odgovarajué¢a svojstvena funkecija izraZava se
rmulom (2.14), a u posebnom sludéaju 1-A(%{,sﬂ=0 ta Je funkcija
ita formulom (2.10). Geometrijska viSestrukost svojstvene vri-
xdnosti iznosi jedan, osim sludaja
l—A(%,s)=O, A(yr,s)=B(7r,s)=B(?-z-r,s)=O, (2.16)

da iznosi dvsa.

Cka 4, KXARAKTERISTICNA JEDNACINA, JEDNOSTAVNI SLUCAJ
e e e dkich Aotk i B lerirdorodidbecin o ST L B vl o ML X A"

Lyu-Au=0, DRUGI NAGIN.

Drugi nac¢in predvida promjenu redosljeda poteza. Preciz-

Je, sva tri uslova tretiraju se odjednom. Misli se na dva
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. Opet

XY

granic¢na uslova i na uslov koji se odnosi na tadlu x=
polazimoc od formule (2.9), dobijene metodom verijacije proiz-
voljnih konstanti, tj. od
u(x)=A(x,s)u( E‘i)+clf1(x,s)+c;2f2(x,s) .
CMi zahtijevamo da bude: (prvo) relacija ispravna za x=%§,
(drugo) zedovoljen prvi granidni uslov i (treée) zadovoljen
drugi graniéni uslov. Ovi zahtjevi odnose se na zasad neodre-

dene elemente u(%{), Cl i 02. Zapisimo te zahtjeve u obliku

linearnog algebarskog sistema:

'
1"3(5‘!5) -fl("-{ !S) "fg(z'{ 13) u('i) O
0 1 0 . C;y I={ 0] (2.17)
A ,s) i‘l(J't' +S) f2(‘1t 'S) C, O '

Zapazimo odmah da Jje determinanta ovog sistema jednsks
f(s), f(s) je uvedena u (2.15). Tako, primjenom ovog drugog
nac¢ina, dobijamo identidan uslov za odredivanje'svojstvenih
vrijednodti. Naime, Jjasno je da samo u sludaju "determinantamO"
postoji nemulta funkeija u(x). Takodejse lako vrsi analiza geo-
metrijske viSestrukosti svojstvene vrijednosti (koja je povezana
sa defektom ovog linearnog sistema), te se dolazi do istog
zakljuCka keo u prethodnoj tadki, izraZenog formulom (2.16).

Napomena l. O broju linearno nezavisnih rjeSenja diferen-—
cijalne jednacine ll(u)-fﬂu;o. Ta jednacina nikada (tj. ni zsa
koje Ainiza koje g(x)) ne moZe imati tri linearno negzavisna
rjesenja. Drukcéije receno, linearno nezavisnih rjedenja ima
najvise dva. Dokaz: polazimo od izraza za u(x) sa podetka ove

tacke, stavljajuéi x=2r. Imamo

2

P19 sy I
La-acg o)ucZ 1201 21(F 1)40,8(F 19)

koja ¢ini jedno stvarno ogranidenje na neodredene elemente u(g),
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i Cy (te ne mogu biti sva tri proizvoljna), Jjer njihovi ko-
_:icijenti l—A(J{ +S) fl(%',s) i fg(!{,s) nisu svi Jjednaki nuli,
ista, ako je fl(!.{ ,8)=0 i f2(17‘_ .8)=0 onda je i A(?-ZT ,8)=0,

formulu (2.11), tj.il-A(%,s)ﬂ#O.

Napomena 2. Neposredni radun daje sljedele izraze za dva
nearno nezavisna rjesenja jednaline 1_1(11)—7\ u=0. Razlikujemo

4ije moguénosgti. Prva moguénost: 1—A(l{,s)+0. Tada

gl(x,s)=A(x,s)fl(z?E- o8 )-A( 32 ,s)fl(x,s)+f1(x,s) .

£2(x,8)=A(x,8)£(T 18)-A( G ,8)£,(x,8)+£5(x,5).

uga moguénost: 1-—A(‘-‘Iit 48)=0, Tada:

gl(xis)=A(xis)1 82(x15)=f1(x15)f2(?'£ 15>"f2(xss)f1(?—£ +S) e

dimo da su gl(x,s) i gg(x,s), z8 svako fiksirano x iz [O,ff],
jele funkcije od 8, ovo vazi i za prvu i za drugu moguclnost.
kaz Jje trivijalan: takvo svojstvo imaju fl(x,s) i fg(x,s) (pre-

eto iz opSte teorije), a i A(x,s), V. formulu (2.11).
tka 5. KARAKTERISTICNA JEDNACINA, OPSTI SLUCAJ LEu-Zu=O.

Razmatrahja koja se odnose na opsti sluéaj teku po analo-
ji sa prethodnom tac¢kom ("drugi nadin®). Mi rjeSavamo Jed-

cinu

la(u)— Au=0, tj.

n-4 T
~u??+q(x)u+ Z o{.ku(xk)+,(,n S u(t)dt- Au=0. (2.18)
=4 Q

Uvedimo oznsake ul=ug¥l),...,un_l=u(xn_l), podsjetimo se 4y,

znadi kI /n, zatim u, = gu(t)dt 1 na kraju v==u(,lu1+ a(_2u2+...+

1+ '('nun' tako da posljednji uslov mozemo zapisati kao
..u_? ’+q(x)u—sgu=-v.

u
1-1 n-

Smatrajuéi (privremeno) v poznatim, primijenimo metod
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varijacije proizvoljnih konstanti, imajuéi u vidu da je homogenj
dio 10(u)-52u=0 prouéen na pocetku tacke 3. Na taj nac¢in, dobija
se da opste rjééenje nehomogene jednacine ima oblik (A(x,s) defi-
nisano Jje sa (2.11)):

u=A(x,s)v+Glfl(x,s)+c2f2(x,s). (2.19)

Stavimo u gornjem izrazu X=X, 1 zatim pomnoZimo 1lijevu i

desou stranu sa o,. Sli&no za X=X5yeeey X=X, _,. Na kraju, in-
tegrisimo gornji izraz po x u granicama od O do v i zatim
pomnozimo lijevu i desnu stranu sa a&n. Poslije sabiranja tih n
uslova dobija se

V=ﬁ($)v+01?l(s)+02 372(5), (2.20)

gdje su uvedene oznake

n~4 'y
f(s)= lgdotkA(xk,s)q-aniA(t,s)dt i (2.21)
| X
s ?i(s)=KZ oy L; (X 08) e {fi(t,s)dt, i=1,2. (2.22)
=4

la(u)-52u=0. Da bi (2.19) izraZas¥Walo svojstvenu funkciju treba
jos da budu ispunjeni granidni uslovi u(0)=0 i u( )=C. Za~
rd

pisimo sve te zahtjeve u oblilu linearnog sistema, sa tri

nepoznate, v,Cq i C,t

1-% (8) -?1(5) —3’2(5) v ( Oj
O 1 O . Cl - O (2.23)
A(Tr ,s) fl(h',s) f2( x,s) Cs L(‘J

Uslov “u(x) iz (2.19) nije identidki jednaka rQli" ekvi-
valentan je uslovu '"nisu svi v,cl,ce Jednaki nuli', Jjer su
funkcije A(x,s), fl(x,s) i fe(x,s) dvije po dvije linearno ne-
zavisne i, viSe od toga, ta trojka funkecija ¢ini linearno ne-
zavisan sistem (misli se za svako fiksirano s, tj. kao funkeije

od x). Da bismo se u ovo uvjerili, treba pogledati vrijednosti
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ovih funkcija za x=0, kao i vrijednosti njihovog izvoda za tu
istu vrijednost argumenta x. Na kraju, funkcija A(x,s) nije
identic¢ki Jjednaka nuli, Jjer kad se na tu funkciju primijeni di-

2u, onda se kao rezultat dobije 1.

ferencijalni izraz 1o(u)-s
Dekle, uslov "u(x) je svojstvena funkcija za LBH ekvi-
valentan je uslovu "determinanta sistema (2.23) jednaka je
nuli", Posljednje zapisujemo kao
£(8)=A(TC ,8) B (_S)-ﬁ,(s)B(-:r ,8)+B( ,s)=0, (2.24)
gdje Jje upotrijebljena ranija oznaeka B(x,s), v. (2.12), i gdje

je uvedena nova oznaka

n-4 T
BD(s)= 2 oy Blxy,e)+dd ) [ B(t,8)at. (2.25)
Kz4 ©

Time Jje izvedena Jednac¢ina éija su rjesSenja svojstvene
vrijednosti (karakteristicéna Jjednacéina). Formulisaéemo taj re-
zultat kao teoremu i dati niz komentara.

Teorema 2.l. Svojstvene vrijednosti 2=52

_operatora L5=
L0+P5 zadate su uslovom f(s)=0, v. (2.24). Za funkciju q(x)
pretpostavlija se samo da Jje neprekidna, tj. dopusta se da
njene vrijednosti budu komplekshi brojevi.

Sto se tife specijalnog sludaja Ly (staviti o =0, n=2,
.Llfl), mi zakljudujemo, prostim uporedivanjem formula (2.15) i
(2.24), da Jje prva formula specijalni sludaj druge (opStije)
formule, sto opravdava upotrebu istog slova f za te dvije situ-

acije. Mozemo formulisati teoremu za Ll'

Teorema 2.2. Svojstvene vrijednosti ?K=52 operatora Lqy=

L,+P; zadate su uslovom f(s)=0, ve (2.15). Za funkciju q(x)
pretpostavlja se samo da je neprekidna.

Napomena 1., O drukéijem postupku da se izvede karakteris-
tic¢na Jjednadina. Mogli smo, na poletku ove talke, da proglasimo

z& nepoznate, umjesto Cyy» C, 1 slozenog izraza v, velidine
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Cys Coy Ujy eee,yl, Cime bi se dobio sistem linearnih Jjedna-
¢ina dimenzije n+2, Takode, mogli smo prethodno da realizujemo
prvi granic¢ni uslov u(0)=0, &ime bi otpala Jedna od dvije proiz-
voljne konstante (Cl i 02), a onda bi, istim putem, nastao line-
arni sistem dimenzije n+l (ovaj postupak odgovara onom $to je z§
specijalni slucaj Ll u tacéki 3. nazvano "pr¥im nadinom").

Napomena 2. O geometrijskoj viSestrukosti svojstvene vri-
Jjednosti. Ta Jje visSestrukost jednaka defektu matrice sistema
(2.23), tj. iznosi jedan ili dva. Preciznije, iznosi dva jedino
u ‘slucaju da Je

1-A(s)=0, A( ,s)=B(%K ,s)= P(s)=0. (2.26)

Napomena 3. O algebarskoj visestrukosti svojstvene vrijed=
nosti. Pod ovim podrazumijevamo red nule funkecije (od s) f(s),
odnosno red nule funkcije (od A ) £( ﬁ )« S obzirom da je f(s)
cijela funkcija, algebarska viSestrukost svake svojstvene vri-
Jednosti je konaéna (uoditi da f£(s) nije identiéki jednaka
nuli). Kasnije é&e ovaj iskaz biti pojacan (u ovoj istoj glavi),
ti. bice pokazano da tinh (algebarski viSestrukih) svojstvenih
vrijednosti ima samo konadno mnogo. Inafe, znamo da je uvijek
A2 G, tj. algebarska viSestrukost je veéa ili j.ednaka od geomet~
rijske.

Napomena 4. Neposredni radun daje sljedeée izragze za dva
linearno nezavisna rjeSenja jednadine 15(11)—) u=0, i to za bilo
koje s (bez obzira da 1li je svojstvena vrijednost). Razlikujemo
dvije moguénosti. Prva moguénost: 1- ;Pc(s):]: O. Tada |

gl(x,s)=A(x,s)?r1(8)—J&(s)fl(x,s)+fl(x,s),

ga(x,s)=A(x,s)3'2(s)— ﬁ(s)fg(x,s)-a-fg(x,s).
Druga moguénost: l-—:ﬁ.(s)=0. Tada su ta rjedenja
81 (%:8)=A(x,8) 5 gx(x,8)=1,(x,8)F J()-1,0x,)F (o).
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Uocimo da su gl(x,s) i gz(x,s), za gvako fiksirano x iz IO,T{],
cijele funkcije od s; ovo.vaﬁi 1 za prvu i za drugu mogucnost,

Tvrdenja iz ove napomene (kao i iz napomene 2) dokazuju
se kao 1 slic¢na tvrdenja za specijalan sludaj Lis v. tacku 4.
Takode vazi, po analogiji sa Ly, da jednacina la(u)—j\u=0
nikad nema viSe od dva linearno nezsavisna rjesenja.

Napomens 5. O izrazu za svojstvenu funkeciju. U speci-
Jjalnom sludaju L4y ve¢ je pokazasno, u tadki 3, da se svojstvena
funkcija zapisuje kao

u(x)=A(x, s)B('“ ,s)-A( S 7 18)B(x,8)+B(x,8), (2.27)
ako Jje l-A(E ,s).f;o V. formulu (2.14). Slidno, Sto se tige
opSteg sludaja L5, ako Jje l-:ﬂ.(s)% O, onda se svojstvena funk-
cija zapisuje kao

u(x)=A(x,s) B (s)-A(s)B(x,8)+B(x,s) (2.28)
1zvodi se spajajuéi (2.23) i (2.19).

talka 6. UKRATKO O SLUCAJEVIMA Lou-Au=0 I Iu-Au=0.

Tretiramo oboje ksao specijglan sluéda] onog 5to je redeno
1 prethodnoj tadki. Sto se tide L, (staviti o 1=eee=el,_1=0),

tarekteristiéna jednalina se pi3e kao
N x
F(8)A(TC ,8) e o, jB(t,s)dt-d fA(t,s)dt*B(?t’,s)-;—B(J'l",s)=0,
= n Il e
1 svojstvena funkc:.aa kao (ako .je 1-d gA(t s)dt§0)

u(x)=A(x,8) o, . js(t,s)dt-.z, ; a(t, s)dt B(x,s)4+B(xS),

lapomenimo jos samo da je 0perator L2=L0+P2 samokonjugovan kada

e-acn‘realna velicina, a q(x) uzima samo realne vrijednosti.

ada su sva rjeSenja jednaline f(s)=C realma (spektar je realan),
Sto se tile osnovnog sludaja L, Jasno je da se on dobija

z opsteg sludaja kada se stawi.adneo. Neéemo prepisivati od-

ovarajucée formule.
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tacka 7. KOSIJEVA RJESENJA STURM~LIUVILOVE JEDNACTINE
-_q__——-'—-————_—-——-—-‘—_-__—__———_—.___
ZAMJENJUJU SE POGODNIJIM RJESENJIMA.

Mi smo dosad kao dva linearno nezavisna rjesenja obidne

diferencijalne jednadine

lo(u)-32u=0 (2.29)
uzimali funkeije fl(x,s) i f2(x,s) (KoSijeva rjeSenja). Jasne
jé da kao dva linearno nezavisna rjesenja mogu da posluZe i nekl
drugi parovi funkcija. Kada se radi o odredivanju asimptotike
spektra pogodno je da uzmemo funkcije koje su, recimo,u knjizi
[21] upotrijebljene kod odredivanja asimptotike spektra Sturm-~
-Liuvilovog operatora. Oznadimo te funkcije sa'?i(x,s) i1?é(x,gl
U toj knjizi Jje pokazano da ova] par rjeéenja';;(x,s),'?é(x,s)
ima sljedee asimptotsko predstavljanje kad s-e00 (pretpos-

. tavlja se da Jje s-ravan razbijena na &etiri kvadranta pravima

args=0 i args:zz 1 asimptotika vazZi u svakom od sektora):

Z.
~ a, (x) . x a, (x
£y (x,8) ~velsX Z...]‘E._.__, T, (x,5)~ e i5X D (-nF X ., (2.30)

K -
K-p 5 k-o 5
gdje ", " u (2.30) ima sljedeéi sifisao
Pt isx < ak(x) -18X i k
fl(x,s)=e (E_ SK m+l)} ’ fg(x s)=e (z("l) <
=D K=p
a, (%)
+0 m+1)) * (2.31)

U toj knjizi Jje takode pokazano da se za koeficijente a, (0
moze dobiti rekurentni slstem. Jednostavno se nalazi da je

ao(x)E 1,
3k(x)='é' (3];___1(}()“31’{_1(0)" }ak_l(t)fl(t)dt> s KEN,
' L

&k(O) =O, ke N.
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Tako Jje, na primjer,

X X
fat)at, ey(x)-3 [ax)-a0)- 2 fa(t)ar)?].
o 4 o

!
ya
Da bi se dobio cio asimptotski red (2.30) treba da a(x)E€

al(x)=-

cm[O,Tf] o Ako q(x) ima samo nekoliko izvoda, onda vazi (2.31)
za samo nekoliko prirodnih brojeva m. Za ove funkcije ?;(x,s)
vazi ?1(0,3)=?2(0,s)=1.

Takode Jje iz opSte teorije poznato da Jje, za svako fiksi-
rano X iz odsjelka [O,ﬁ'] , funkcija ?1(::,5), kao i ?é(x,s), z8
sve dovoljno velike [s,, u svakom od cetiri sektora (tj. kvad-
ranta) s-ravni - analiticka funkcija od s. Osim toga, da se
asimptotski izraz za'zi(x,s) i'?g(x,s) (prim oznadava izvod po

x) dobija formalnim diferenciranjem razlaganja (2.3C), v. knjigy

{21, str. ss.

tadka 8. VEZA KOSIJEVOG FARA 1 NOVOUVEDENOG PARA RJIESENRJA
STURM-LIUVILOVE JEDNACIKE.

Za funkcije‘?i(x,s) i‘?é(x}s) moZze se napisati

A -t ! Y
£,(0,8)=a,,(8)=1, £3(0,8)=a,,(s), £,(0,s)=a,;(s)=1, £3(0,s)=

322(3) ?

gdje su aij(s) neke funkcije od s, (i,Jj=1,2).
Najprije u@cavamo da Je

T1(x,8)=a;1(8) £y (x,8)+8 5(8)f5(x,8) 1 T,(x,s)=

85q1(8)fy(x,8)+a,5(8)f5(x,s), (2.32)
gdje Je pri prelasku od Jednog para funkcija na drugi bitna det=~

erminanta Vronskog

a,+(s) (s)
W(s)= il "121° (2.33)

as1(8) ay(s) |

Na primjer, ako Zelimo da napifemo relacije (2.32) u
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suprotnom smjeru, pojavljuje se u tom izrazu funkcija (2.33),

tj. bide

fl(x,s)= ﬁ%ak agg(s)?l(x,s)—al2(s)?z(x,s)) i

fe(xss):{,?(ﬂg')' (-8.21(B)?I(X,S)+&ll(5)?2(X,S)) .

Kasnije ¢emo proufiti asimptotiku funkcije W(s). Iz te

asimptotike slijedi da je za velike s ispunjeno WCS)#=O.

tacka 9. KAKO SE POMOCU NOVOG PARA IZRAZAVA KARAKTERISTIGNA
== Do poihyr NUVUG PARA TZRAZAVA KARAKTERISTICNA
JEDNACINA.

(1) Mi smo, prilikom razmatranja u prethodnim taclkama,
kod formiranja karakteristicne jednaéine operatora L5 koris-
tili funkcije'fl(x,s) i f2(x,s), a najvaznije je bilo da su to
linearno nezavisna rjeSenja Sturm-Liuvilove jednad&ine 1,(a)-
52u=0; Ta se procedura moZe, s malim prilagodavanjima, sproves-
tifi.kada-se startuje sa‘?i(x,s) i‘?é(x,s).

(2) ‘Slijedeéa rasudivanja teku po analogiji sa tacdkom 5,
Na nehomogenu jednadinu

—u"+q(x)u-52u=-v
primijenimo metod varijacije proizvoljnih konstanti, znajuci
da su'?i(x,s) i E;(x,s) linearno nezavisna rjeSenja njenog ho-

mogenog dijela. Izlazi

uézkx,s)v+clfl(x,s)+C£¥é(x,s), (2.34)
gdje je uvedensa prirodna oznaka
X X
ACx,8)=[-( § T,(t,8)a) %, (x,8)+( | fl(t,sd){:)fg(x,s)] (s =1
< o |

(2.35)

Dalje se postavljaju tri zahtjeva (odnose se na v i na dva
grani¢na uslova), poslije dega se pojavljuje sljedeéi linearni

Sistem dimenzije tri:
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1—3(3) -?l(s) -? »(s) v T | O |
0 1 1 . C;ls1 0 (2.36)
I(jr !S) ?1(11' !3) ?2(75 ,S) €2J 0
gdje su uvedene oznske ,
*(s)= Z oL Ay 8)+ d Sﬁ(t s)dt, ;i(S)=Z o L5(x,8)+
| =

c‘, ?f (t,s)dt, i=1,2.

Determlnanta homogenog sistema (2.36) iznosi
! o o~ N\, Pt — ~
£(8)=A(T ,8) B(s)~ A(8)B(9r 48)+B(9r,8), (2.37)
gdje su uvedeme oznake

’Ekx s)é?é(x.s)égi(x,s) i
g

B(s)= Z o ( B(xys8)+ 4 5’%'(1: s)dt.

‘!
(3) Sada éemo uspostaviti vezu izmedu 1(s) i funkecije

f(s) iz (2.24). U prethodnoj tadki 8. detaljno je prouden
odnos parova_fl,f2 i ?1;?;. Osim toga, preko njih se izra-

zaveJu A i B, odnosno X i B. Odatle, direktnim radunom, nalazimg

da Je s
‘Etx,s)=A(x,s).if%(x,s)=W(s)B(x,s), (2.38)

i na osnovu toga
T(s)=4(s)£(s). (2.39)
Dalje, W(s) Jeste determinanta linearne transformacije
Jjednog para linearno nezavisnih funkcija u drugi par linearno
nezavisnih funkcija, pa je sigurno razlicita od nule (za svako
s), ¢ime se dolazi do prirodnog zakljulka: da su uslovi f(s)=0C
i ?ZS)=O ekvivalentni. Formulisimo posebno taj rezultat.
Teorema Z2.3. Karakteristicna jednacina f(s)=C, formula
(2.24), operatora L3 ekvivalentna je Jjednacdini f(s)=C, formula

(2.37).

Dakle, i‘?ts)=0 moZemo zvati karakteristicnom jednadip@m.
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Nepominjemo da sama ralunska provjera jednakosti (2.39) doka-
zuje zeljenu ekvivalentnost, tJ. ¢ini suvisnim pi§anje sistems
(2.36) i objasnjava zasto Je kod sistema (2.36) preskoéena dig-
kusija izvrsSena kod analognog sistema (2.23) (kada je konstrui-
sana fuﬁkcija £f(s)).

(4) Dosada3njim rasudivanjem automatski su rijesene i
ostale tri vapyijante (operatori Ly, L L), jer su to speci-
jalni slucajevi. MoZemo napisati kako glasl novo izdanje karak-
teristilne jednadine T(s) u sludaju Ll‘

r<a)-a<¢r,s)3c-z- ,8)~A( % ,8)B(7¢ ,8)+B( & ,8)=0. (2.40)

tatka 10. ASIMPTOTSKI IZRAZ ZA FUNKCIJE A(x,s) I B(x,s)

KOJE UCESTVUJU U XKARAKTERISTICNOJ JEDNACINI.
v uoptvoey U SARARIERIOTIONOS JEDNACINI.

Asimptotski izraz za funkcije'ztx,s) i B(x,s) biée nam
pdtreban prilikom nalaZenja asimptot%?e svojstvenih vrijednosti
operatorea LB'

Polazec¢i od (2.30) i (2.31), pomoéu parcijalne integ-

racije, dobija se

- f

J
(~1 . . .
I fl(t,s)dt-. 3 (Mls))‘jﬂ (elsxalga)(X)-aIEJ)(O))+ 0(—1—4_2) .
. S
J=p
(2.41)
X ™ y m-K (_4)3
gi‘g(t,S)dt=KZ ';i; oo (e™%a{3) (x)-ald) (0)).
"'-.'.'.o -

O

( m+2) (2.42)
vdje je m ma koji priredan broj. Znemo da se asimptotika za
}(x,s) i ?E(x,s) dobija formalnim diferenciranjem izraza (B.BGl
to se tice determinante Vronskog, izlazi da se W razlade po

eparnim stepenima s (meN )

2k

1 +
V‘J—2kz 2k+1 .2 (-l) aj(o)aék-i-l J(O)_glsxz 821{ V3
=0 - ~ -




- 50 -

1
(-1)Jaj(o)a2k_j(0)+ O( "5-2-5;;) . (2.4%)
Ova razlaganja va’e ravnomjerno po xG[O,?T] 1 u oblasti
‘Imsl-f: const. Pokazale se da je za nas dovoljno da znamo kako
se razmatrane funkcije ponasSaju u tom dijelu s-ravai - jer tsa
oblast sadrzi u sebi cio spektar ovog granifnog zadatka.
Zamjenjujuéi izraze iz posljednje tri relasije (2.41),

(2.42) i (2.43) u (2.35) i u izraz za B(x,s) izlazi

1 . : . :
A(x,8) ~ 5 (2-elsx-e"lsx)+ M—el$x+e_lsx)+. eoy (2ol4)

28 (x) 287 (x)
. : a-(x . ‘ a~(x .
?Kth)ﬂ'(_elsx+e—1sx)+ 1 (_elsx_e-lsx)+ 2 > (_elsx+
. S S
e Y . (2.45)

Asimptotske formule vaZze za s—vw , |Ims|X const (ovdje co-
nst ne zavisi od s, zavisi samo od LB)’ ravnomjerno po xE[O,ﬁ'J
i slozene su po stepenima (negativnim) od s, a ne po funkcijama
eisx, e'isx, eo, Jer su ove posljednje funkcije ogranidene
(u posmatranocj oblasti). Koeficijenti uz viZe stepene 5K mogu

se dobiti neposredno.

7

tacka 1l. LOKALIZACIJA NULA FUNKCIJE f£(s), SLUCAJ L.

U ovo]j tacki pokazademo da za svako C>0 (proizvoljno
malo) postoji S tako da za ]s];.S u oblasti lIms]>-C nema nula
funkecije ?ts), formula (2.40), semim tim nema ni nula funkcije
f(s), formula (2.15), tj. nema spektra razmatranog cranicénog
zadatka povezanog sa Ly« Zatc se moze reti da je spektar, asim-
d>totskil gledano, smjeSten unutar sektora proizvoljno malog
centralnog ugla ¢ija Jje bisektrisa realna osa.

Ovo opravdava nacin zapisivanja asimptotskih izraze (2.4#)

L (2.45) za :’r(x,s) if(x,s).




- 5] =

Da bi se ovo pokazalo, koristiéemo formule (2.31), pisuéi

uvijek samo glavni sabirak. Dobija se

?1(::, g)=e15% [1] . ?g(x, §)=e 15X [l] ,
x

. xH -
g fl(t,s)dt= '5_1; (elsx-l)[ 1] R i fg(t,s)dt= -_%._-g (e"lsx—l) [1] .

w=-2is[11],
Zatim

A(x,8)= £ . M )[1], 3(x,s)=(-eisx+e_isx) {1] )

s% 2

te na kraju

~ : : 1

f(s)={-elsw +e-137rj[1] + O("; ) . (2.46)
gdje u svim ovim formulama [1] zﬁaéi 1+ O (‘1‘) .

ko je |Ims!>C onda u (2.46) preteze (postaje dominantan)
sabirak et (i1i e-lsﬁ.), te je uslov ?Zs)=0 nemogué, kao

sto je nemoguée
1
e*(1+ O (';E') )=0

kad x (realno) —» +o.
Z
Dobijeni rezultat moZe se ovako formulisati:
Teorema 2.4, Za svako C >0 postoji konstanta R tako da u

>blasti ‘Ims[>0, {s] >R nema nijedne nule funkecije f(s), de-

“inisane relacijom (2.15).

‘aCka 12. LOKALIZACIJA NULA TFUNKCIJE f£(s

TSTI SLUCAT L.,
-

Radimo po analogiji sa prethodnomn tackom, Funkcija_?ts)
‘adata je formulom (2.37), a teorema 2.3. covori o ekvivalen—
nosti uslova.??s)=0 1 f(s)=C, formula (2.24)., U svakom kvadran
u s-ravni mi imamo

~ 1 -_.isx__-isx ~ - i
A(x,8)= "5‘-2 S 7 = [l], B(x,s8)=(~-e~°% e lsx)[l],
S
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Zatim

Mg 1 ey ~
l&(s)]"(h con '___5 ’ ‘j}(s)‘é COH"B(TI $5)\ ’
2]

gdje con ne zavisli od s, a {1] znaci 1+ O (%)' Ako Jje ‘Imsl)C
i se00 onda u (2.%37) vostaje dominantan sabirak eis‘n (ili
e"iS7r) (u zavisnosti od znaka Ims), te je uSIOV'Tks)=O nsaogud,
Formilisimo u obliku posebnog iskaza dobijeni rezultat.

Teorema 2.5. Za svako C>0 pbstoji konstanta R tako da u
oblasti lImsl??C, |s]> R nema nijedne svojstvene vrijednosti
operatora L5. Dopusta se da neprekidna funkcija q(x) uzima kom-~

pleksne vrijednosti.

tadka 13. ASIMPTOTIKA KARAKTERISTICNE JEDNACINE, SLUCAJ I..

Do funkcije'f(s), formula (2.40), ¢ije su nule svojstvene
vrijednosti operatora Ll' do8li smo u tri koreka, pa ¢emo tim
redom graditi i njenu asimptotiku.

Prvi korak. Funkcije ?i(x,s) i ?E(x,s), cija Jje asimpto-
tika data formulama (2.30), preko koeficijenata ao(x), al(x), ﬁH_

Drugi KorsakKe. Funkcije'zkx,s) i'g(x,s). Njihova asimptotika
ispitana je u tadki 10, gdje su u zakljucku dobijene formle
(2.44) 1 (2.45). Pratimo simetriju koJja postoji kod koeficije-
nata (svi koeficijenti zavise od “potencijala" q(x)):

(1) Ako se uporede koeficijenti funkecija ?1(x,s)_i*?é(x,sj
uz isti stepen s vidi se da su oni Jjednaki ako Je ta] stepen s
~ paran, a da su suprotni ako je neparan, sto se moze ovako
zapisati:

K T

(2) U sljedelem trenutku nalazimo

coef(s-k, §E)=(-l)kcoef(s_

e

_coef(e—isx,s—k, I};,al(x))=(-l)k+lcoef( eisx,s-k, S fl,al(x))
(1€ N).
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(3) Za determinantu Vronskog se bez ikakvinh teskoéa po-
kazuje da se razlaZe po neparnim stepenima s (1 i negativnim),
kao sto je vel napisano u (2.43), tj.

2al(0) 2a2(0) 2a
H(S)~ =2ifm el w2
S g3 )

(4) Po ovim formulama i po definicijifzkxgs) izvodi se

cee o (2.47)

obrazac

coef(e'iSx '_k'A(x s))=(-1) coei‘(elsx "k;ztx,s)), (2.48)

a odatle se, stavljajuéi x=0, dolazi do obrasca

-k 7

coef(eo,s yA(X,8))=0 za k neparno.

(5) Zaigkx,s) oc¢ito je da vazi obrazac tipa (2.48), tj.
?

coef(e 5% k,E(x,s) )=( -1)kcoef( elsx, s'k:B'(x, s)).

Treéi korak. Funkcija.??s), zadata relacijom (2.40). Ka

b3 L » L] - - L H
osnovu malocas izvedenih relacija proistide za f(s):

coef(eais’r/2)=coef(e-5issr/2)=coef(e°)=0.

1 . :
Osim toga, za koeficijente uz e _15”/2 i e-i is

, vaze ovakve

formule

coef(s'k,e_isvr)=(-l)k+1coef(s"k eis,r),

|

-k _-isfr /2

coef(s ,e )=(~1)k+lcoef(s'k,eisﬁ‘/2), kE'NO.

Ako se izraéuna prvih nekoliko pomenutih koeficijenata

dobiée se | (ﬁ’
~ . ¢ t:r:) ~1 3_,(_”)_5-_3;_1) i§%/2
f(S)N—B'SR["I“'}J‘;,g EATRRS

‘S:."'a-’[— 'I"-] ~ish] -2 aJLa)-h« -‘SR( aﬂ(ﬂ a?-m)-d 15(")'“"@1

Znek """ vaii u oblasti lImsl.s, const.

[ )
Znaci da se f(s) aproksimira kvazipolinomom &iji su
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eksponenti *iNs i +iws/2.

tadka 14. ASIMPTOTIKA KARAKTERISTICNE JEDNACGINE

'_.__—-_-—_—-———-—-—————___..__._4.

OPSTI SLUCAJ Lal

U jednacdini (2.37) ?(s)=0 pojavlijuje se uz o kt K=lyeea,

n-l sljedeéi mnoZzilac
A ,s)‘ﬁ(xk,s)-'ﬁ(‘lt ,s)?(xk,s).

Koristeéi simetriju, pominjanu u prethodnoj tac¢ki, radu-
nom se dobija da se od moguléih eksponenata a oblika ea, tie &=
"_"_is?r, iisxk, Tis(W - k)" Fis(y +xk) pojavlijuju svi osim
Tis(y +xk).

Tekode, & _ u toj jednalini ima sljedeéi mnozilac
™ i

B(r ,8){ B(t,s)at-B(x ,8)§ A(t,8)at,
O ©

a racunom se dobija da se od moguéih eksponenata u njegovoj
asimptotici pojavljuju a=-iRs, 0, iWs. |

Asimptotika nas interesuje jedino u dijelu lImsls_ const
kompleksne s-ravni, v. teoremu 2.5.

Znacéi da se ?(s) aproksimire kvazipolinomom &iji su
eksponenti -nA,-(n=-1)A,-(n-2)A,eeey=A,0,A,...,0A, gdje je A=
isx1=isTl'/n.

Izradunajmo nekoliko prvih &lanova tog asimptotskog

oredstavljanja.
toee ol pyng) = Tk “i' 15X,
~ nl,. 3,00 a,m-(=, ™ 4 - X
f(s)~ -Q“ (11.-15—-‘-3&__-—_#52 ) k-.-ae

. 9 - d +¢L - K
Lt dnak Yidn aLRA"Y R Shind. ) =
—k-_-___+.‘.)- (-——-. +.-.)- Z e ( -__——_—""';:--' +

st 3 K=, , 4
o & “T
&-- ("‘ +t —_ - —_ s?v 1

S
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acka 15. EGZISTENCIJA I LOKALIZACIJA RJIESENJA EARAKTERISTICNE
e e A QA Dy Dl BARARNLARIOTLUNS

JEDNACINE, SLUCAJ Ly -

Na osnovu (2.49) moZe se zapisati

'§(s)=Fl(s)+F2(s),
dje Je
P (8)=-eiST 418 5 (o) () (). (2.51)

va ocjena za Fe(s) vazi u oblasti |Ims[$;const, sto je za nas
ovoljno, Jjer teorema 2.4. tvrdi da u tom dijelu s-ravni leze
1le funkcije T(s).

Opisimo oko tadke s=m (m - cio broj) kruinicu polupreénika
~« Za dovoljno velike m biée na toj kruZnici ispunjeno ]Fl(s)l
'|F2(s)|, Jjer je |Fl(s)| ?:25111-3:, a Fg(s)—)o. Dalje, funkeija
L(s)=-2isin5ﬂ: ima unutar te kruZnice tadno jednu nulu - u
jenom centru. Jasno Je da su ispunjeni uslovi analituénosti -
~ Je ocito snaliticka, a T je analitidka (za velike s) na os-
vu veé spomenute opite teorije(ili: ako se ?'podijeli sa W,
\da. se dobija cijela funkeija £, i pri Epm dijeljenju ostali
elovi dokaza se ne mijenjaju). Yozivajuéi se na RuSeovu teo-

—~

m1, zakljucdujemo da f unutar te kruZnice ima (tacno) Jjednu

Jdu, pocev od nekog velikog |m|.

¢ka 16. EGZISTENCIJA I LOKALIZACIJA RJIESENIA KARAKTERISTICNE
Lo oA & SVRADIOALZJA Id HoNJA KARAKTERISTICNE

JEDNACINE, OPSTI SLUCAJ Ly

Funkciju ?ts), definisanu sa (2.37), moZemo rastaviti na
a sabirka Fl(s), FE(S) za koje se takode moZe zapisati rela-
ja (2.51), koristiti (2.50), i opet je ocjena ispunjena za
ms| £ const, to opet treba povezati sa teoremom 2.5.

Dakle, po potpunoj analogiji sa prethodnom tackom, dolazi

do analognog zekljulka, koji se moZe zasebno iskazati.




- 56 -

Teorema 2.6. Za sve dovoljno velike prirodne brojeve m,

unutar kruznice ls—ml:% nalazi se Jjedno, i to prosto, rjedenje
karakteristidéne jednaéine'¥ts)=0.

Tumacenje l. Formulisali smo samo za prirodne m (nega-
tivne ne treba uzimati u obzir). Naime, lako se vidi da je
fﬁnkcija ?Ys) neparna. Recimo, zato Sto su‘ﬁ(x,s) i W(s8) ne-
parne (misli se po s), afﬁkxgs) parna. To se uklapa sa odnosom
izmedu s i A. Naime, mi cijelo vrijeme radimo sa promjenljivom
s, a na kraju ¢emo formulisati odgovor pomoéu promjenljive A ,
A=sc.

Tumacenje 2. Pokazali smo da ?(s), kao uostalom.i f(s), ima
unutar te kruznice prostu nulu (RuSeova teorema broji nule
funkcije sa njihovom viSestrukoséu). Drukéije redeno, alge-
barska visestrukost odgovarajule svojstvene vrijednosti jednaka

Jje jedan (po s, kao i po A )

tacka 17. ASIMPTOTIKA SVOJSTVENIH VRIJEDNOSTI ZA VELIKE

VRIJEDNOSTI s, SLUCAJ I..
,

(1) U ovoj tadki odredujemo asimptotiku spektra postav-
1ljenog zadatka, tj. asimptotiku rjesSenja jednaéine‘¥ks)=0,
formula (2.40), odnosno f(s)=0, formula (2.15). Ta asimptotika
vazi za s-~o0 i izraZava se po stepenima promjenljive m (€& N),
m - redni broj svojstvene vrijednosti.

Uvodeéi oznaku

L18T /2y

¥

jednaéinu'?ks)=0 mozemo zapisati u obliku

[‘l"'?"'g]'l' -—atir-)':--r« Vlt-l-[ '::'7."""] VB“'["Z'*‘"-IV"-

S ¢Z
[_Ha_l_,gg _ - 1=0 (2.52)
S 51 ‘




v.-....)'_.__..... | (2.53)

jmo S
Zamjenom u (2.52), izjednadavanjem sa nulom u svakom koraku
koeficijenta uz -g- na odgovarajuci gtepen (nulti, prvi, ...),
dobija se za odredivanje koeficijenata bj beskonaéni sistem re-
kurentnih relacija:

4

2. 2

4b2b+6b5D5+ay (T ) *4b7b, +2b2-2b_=0, ...

Jednac¢ina za odredivanje b, Je cetvrtog stepena, g Jjedna-
dine za by 3bs5yeee = prvog, tako da jednalina (2.52) ima Cetiri
rjesenja.

Koeficijenti b.

J
Sto pokazuje ispravnost zapisa (2.53).

odreduju se uzastopno, Jjedan po jedan,

Iz jednacine (2.53%), stavljajuéi umjesto V velidinu
eis?t/2, dobiéemo Cetiri jednadine za nalaZenje nula funkcije
??s). RjesSavajuti te jednadine metodom uzastopnih aproksimacija
(o tome te, za generalni sluéajs biti rijgﬁi u sljedeco] glavi)
dolazimo do zakljudka da postavlijeni gmeniéni zadatak ima (na

s-=ravni) osam serija svojstvenih vrijednosti, za koje vazi

formula (m - veliko):
.Bz;

sm’j’V(4m+J) +‘“EE:33'+ PRy + esey
3=1,2,3,4, m=0,1,25ce. - (2.54)
Red na desnoj strani Jje asimptotski. koZemo ovdje pono-
riti definiciju 2znaka ", ": formula (2.54) goveori da je za
svako k prirodno tacno sljedede:

Baj B, ; Bros g 1 }
(me 3 J _Ckond 1
Sm,j—(4ﬂl+3)+ (4m+;j) + m X R (4m+j)k-1 + O ((4m+j)1{ }

a j=1,2,3,4, kad m-bew.




Koeficijenti B, 3 odreduju se sukcesivno (metodom uzastop~
|

nih aproksimacija), Sto i pokazuje egzistenciju predstavl janja

(3.54).

N
Brojevi =-s takode su nule funkcije f(s), zbog njene

m, J

neparnosti. Oznacimo -s_ . sa s

m’a D.'l,LH-J' a8 J=112,5i41 me Nor

Time je rijeSen problem asimptotike spektra (u s-ravni) i
problem numeracije.

(2) Sada éemo izvesti formule koje se odnose na koefici-
jente Bk,a' Zbog neparnosti funkeije T vazi sljedeca veza medu

tim koeficijentima:

Bor-1,17B2k-1,32 Box,1=Bok, 30 Box,o=Bok 4=0s (2.55)
K - prirodan. |
Naime, u formuli (2.54) mogli smo umjesto m=0,1,2,... da
napisemo m=0,¥1,%*2,,.. (rjeSavajuéi pitanje numeracije na dru~-
gi nadin). Znadi da nulu funkcije'?'koja se nalgzi u blizini ne-
gativnog cijelog broja moZemo asimptotski predstaviti po formull

(2.54) shvaéenoj u tom Sirem smislu, ili je moZemo predsta-

A

4msj 78

viti kao Sm,j (i25); odgovarajuéi sabir¢i (koji sadrie
isti stepen) dvaju postupaka predstavljanja moraju se poklopiti.
KoriScéenjem ove okolnosti dolazi se do (2.55).

(5)-Na kraju ove tadke navodimo vrijednosti nekoliko

prvih koeficijenata B:

9 2
By, 5% SQ(X)‘“‘ Bp 1= R U2,279 P2 3= By 4=C-

tacka 18. ASIMPTOTIKA SVOJSTVENIH VRIJEDNOSTI ZA VELINE VRI-

JEDNOSTI s, OPSTI SLUCAJ L.

U cemu se ovo razmatranje razlikuje od specijalnog slucaja

obradenog u prethodnoj tacki? Funkcija ?ts) zadata Je formulom
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(2.37). Pomoéna promjenljiva V uvodi se po formuli

Nelazimo da imamo 4n serija svojstvenih vrijednosti, ¢ija
se asimptotika prikazuje PO cijelim negativnim stepenima njiho-

vog rednog broja. Eksplicitno,

~(2nm+3) Vol _ 2
= . nm+a -+ . - tooe
m, (2nm+a) (2nm+j)2 !
j=1,2,...,2n, m=0,1’2'5’--- . (2'56)

Brojevi -8 3 takode su nule funkcije'?ts). Oznac¢imo ih sa
9
Bm,2n+j, J=1’2’---,2n-
Z4bog neparnosti funkcije £(s) vaze sljedete veze medu ko-

eficijentima Bk,j:
k _ _
Bk,2n—j=(-l) +lBk’j za k prlrpdno, J=1,2,--.,n.

izraéunajmo tekode nekoliko prvih koeficijenatsa Bk e
.,t ¥

Bl -=""'!" S Q(X)dx, Z8 j=l’2,¢--,2n’
*dJ 2“:0'

_ 1 14l 5k : / .« _ -
Be"j__‘?t z (-Lk-i--l.n__k)eprT s+ J neparno, =0, j parno.

talka 19. ASIMPTOTIKA SVOJSTVENIH VRIJEDNOSTT A .
ASIMPTOTTIKA SVOJSTVENIH VRIJEDNOSTI A .

U ovoj tacki zavr$avamo analizu spektra postavljenog
granic¢nog zadatka, pi3uéi asimptotske formule za 7\=SE. Cio
posao se svodl na (formalno) kvadriranje relacije (2.56). Da je
postupsk formalnog kvadriranja ispravan slijedi na osnovu ele-

mentarnih pravila radunanja s3 "veliko o". Ostace (u opstem
o
slucaju L3) 2n serija svojstvenih vrijednosti, jer je S 1=
b J
2 : . . .
Sm, 2n+ 3 (3=1,2400e,2n, mGNO). Tim postupkom dobijamo

Ca,
(2nm+j)

c%j

T s o (2-57)
(2nm+3)° ) '

- 2
A m, a.""' (2nm+,j’ +C°+
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j=l’2"-¢,2n, m=0,l,2,..., m e VelikO-
Koeficijenti Co 1 ck,j (k ~ prirodno, j=l,2,...,20n)di-
rektno se izrezavaju preko B, 3 te se svaki od njih moZe ne-
L

.)e Na primjer,

posredno izradunati (kao i B, ;
?

p1Y

Co=2]31'j=.1 ( a(x)ax,

C .=2B2,j.

1,3

Teoremsa 2.2.0peratot‘L3=Lo+P5,.definisan formulanma (2.1),
(2.6) i.(2.2), gdje funkcija q(x)& CM[O,’T{] , ima prebrojivo
mnogo svojstvenih vrijednosti 24' (e ={ ,(5 +l,e00)y gdje je
(5 neki cio broj, te su svojstvene vrijednosti polev od nekogedl
proste (imaju algebsrsku viSestrukost Jjedan) i predstavlijaju se
asimptotskim redom po cijelim negativnim stepenima svog rednog
broja o . Odgovarajuta asimptotska formula jeste (2.57), gdje
51.1'0‘__’,r.(?'k1i'j (k' prirodan, Jj=1l,2,...,2n) kompleksne konstante.

Ova teorema o8uhvata odgovarajuée iskaze za ostale razmat=

ran€ ‘operatore (Li’ Loy L), jer su to specijalni sluéajevi od L

Na ,primjer, u sluéaju-Ll_moEemo pisati

b4

o 4 A A A blika 4
A +C°t;i' m+ 2’:1'h"+ 3,1 n"._:’+.....f za m oblika 4p+l, m—» oo,
A 4G €2 i 2
n=0 +C 4+ S5 +e.. za m oblika 4p+2,
h'l.
C Cay
)m=m2+00-i.i r 222 ... (m=4p+3), A =m2+00+ b +ees (M=
T M M= m*
4p+4)

Ako se prétpostavi manjs glatkost funkeije q(x), na prim-
jer da je ona samo dvaput neprekidno diferencijabilna, onda za
A q D€ piSemo cio asimptotski red, veC samo njegov pocletak
(misli se na opsti sluca] L5). Na primjer, u toj konkretno]

situaciji:
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2
}m..m +C +koef1013ent~-+ O(

h‘z
taCka 20. ASIMPTOTIKA SVOJSTVENIH FUNKCIJA.

Formula (2.27) daje izraz za svojstvenu funkciju za Ly
pod uslovom da je ]_-.A.(-..rit ,s)-.#O. Sljedeta formula (2.28) daje
izraz za svojstvenu funkeiju za L’j’ pod uslovom da Jje 1-);(5)
¢0. Ako se te formule pomnozZe sa W(s), onda se takode dobija
izraz za svojstvenu funkciju. Tako, u vezi (2.38), izlazi za Lqs

u<x>=A(x.s>B<§,s>—A<.,z.,sm(x,s)-»scx,s),
a za L;:
o

[ e o~ ~

u(x)=A(x,s)}3(s)-—ﬁ(s)B(x,s)+B(x,s).

Sto se tile ogranidavajudeg uslova l--»A(‘JZz ,s)# O, tJje
1- ft(s)$ O, on ovdje ne predstavlija problem, jer je veé poka~

zeno da je, kad s~s0, u oblasti lImslﬁiconst, ispunjeno
~ 4
A(xﬁs)=0 ( ';'i
uniformno po :x:e[o 'JY] s & samim tim i
~~ 1
...,s) 0(-), As)= (¢ )
(funkclae A(x,s) i A(x,s) se poklapaju, kao &to je i #(s)=
o
Als)).

Dakle, imamo eksplicitni izraz za svojstvene funkcije, ake

x

Je njihov redni broj dovoljno velik. Dalje, Jjasno je da umjesto
s (u formuli za u(x)) treba uvrstiti odgovarajuéu svojistvenu
(s~) vrijednost. Ranije je pokazano (teorema 2.7) da su za ve-
like redne brojeve te svojstvene vrijednosti proste, tj. da im
odgovera Jjedna jedina svojstvena funkcija.

Koristeti asimptotske izraze (2.44) i (2.45) za Etx,s) i
gtx,s) dobija se sljedeée rjesenje, za sludaj Ly:

s isx ~is AL -1 1
u(x) (- +e”¥) - -Jg—(e'”-re. '”)-4-;-,.):
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1?2 o isXx - - (3
[_e +a:smz+“_a‘h»(eus _ :sx)+ ssl X)-G. (3 x)]+m

Pojavlijuju se eksponenti tipa exp(isA) Sest vrsta A-ix,*"’r

Z ?
+ (I _
""('J. X)
U opstem slucéaju L5
0(x) =(-¢ 15X -:SX) ISK -tst [Z‘L (_ 15Xy -lsxn)q-(Ze{ -

15X SIsX is(X~X)  —jsiXg—X)
3,00\ (e )+Z (e F - ) |+
1
Pojavljuju se sljedeéi eksponenti: A=tx, Xx , ¥ (x, -x), gdje k=

1,246ee4n-1, kao i A= % ,0.

Asimptotski izraz za svojstvenu funkciju ureden Jje po
so;s"l,itd. Preciznost do koje se moZe stiéi sa s'k zavisi od
glatkosti funkeije q(x) (i povetava se sa povelavanjem te glat-
kosti), a ako je ta funkcija beskonacno glatka, onda se ta

"preciznost" pretvara u cio asimptotski red.
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GLAVA 3,

REGULARIZOVANT TRAG.

tacka 1. IZ OPSTE TEORIJE - FUNKGCIJA KLASE K (DEFINIGIJA).

Klasa K cijelih analitidkinh funkcija uvedena je u radu
[14], & detalinije se o toj klasi moze pro¢itati u knjizi [ 23]
(odnosi se na tadke 1, 2. 1 4, ove glave). Ova klasa Jje za
188 bitna zato Sto (prvo) funkcija f(s), formula (2.24), koja
radaje karskteristidnu jednadinu za L3, - pripada klasi K (ako
je g(x) beskonaéno diferencijabilna) i (drugo) trag diferenci-
jalnog operato:a racuna se na osnovu svogstava funkcija te
rlase, odnosno asocirane zeta~funkcije. Mi éemo pokazati da
(8)&K (sliéno va?i za karakteristidnu jednadinu za obidne
inearne diferencijalne ocperatore). Istaknimo odmah da se u
luéaju manje glatkosti funkcije q(x) takode mogu.izradunati
eki tragovi (na primjer, prvi trag) - i to primjenom ove iste

pste teorije (koja slijedi), &to ée takode biti pokazano u

I
vo]j istoj glavi.

Neka je' f(z) cijela funkeija koja za svako cijelo h do-
usta predstavljanje u obliku
N~4

f(Z)=Z e& k? Pk h(z)s (%.1)
K=o ’

ije su d’k — kompleksne konstante, a

h
Pk’h(z)=znkz fbg-'k)z_v + o(znk"h)

y=°
id z-+00. U gornjoj formuli N, su nekl cijeli brojevi, s
(k)
o '#0-

Pretpostavimo da se z-ravan moZe prekriti konalnim brojem

‘vorenih sektora koji sadrie koordinatni pocetak, u svakom od

dih su funkeije P, n(z) analitidke za |z] >R. Na presjecima
?
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sektora funkcije Fy h(z) su, uopste uzev, visSeznacne,
2
U daljem éemo izostavljati indeks h u Fy h(z) i pisati
-9
< y
Pk(z)wznkz (’J(;:)ZF sy Z=¥00,
y

0
Takode &emo pretpostavljati da predstavljanje za Pk(z) dopusta

diferenciranje ¢lan po Clan.

Funkcije sa gore opisanim svojstvima zvalemo funkcijama
klase K. Brojeve J’k :L [5(;5) zvaCemo parametrima asimptotike
funkcije £(z).

Ne8 sljedeti cilj jeste dobijanje eksplicitnih izraza,
preko parametara asimptotike f(z), za regularizovane zbirove

nula funkcije £(z), tj. sume obliks

m
(N
Ovdje su z, - nule funkcije £f(z), Am(l) - neki potpuno odredeni

brojevi, koji obezbjeduju konvergenciju redova, a m - ma koji

prirodan broJj. sm_éemO'zvati m-tom regularizovanom sumom nula.

1% -OPSTE TEQRIJE - ZETA-FUNKCIJA ASCCIRANA S f(=z

tacka 2.

Neka je f(z) cijela funkcija klase K. UoCimo u komplek-

snoj ravni tacke

Lo € qrecerdy,y,
a konveksni omotaé tih taclaka oznalimo sa F. U opStem slucaju F
je r-tougao (rS&N). Smjerove spoljasnjih normala (na stranice

od P, povucene iz koordinatnog pocCetka) nazovimo kriticnim.

Ne umanjujuéi opstost, mozemo smatrati da su vrhovi mno-

gougla P prvih r izloZilaca

401 il,.-.,&r—l-
Jzdvojmo iz z-ravni r sektora Ty proizvoljno malog cen-

tralnog ugla (8=0,1,...,7=1) s bisektrisama paralelnim kritic-
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nim smjerovim&. Preostalu oblast oznadimo sa Q; ona se sa svoil
strane raspada na r otvorenih sektora Q a (8=041,e0.,0-1).

Evo prve informacije o nulama funkcije f£(z).

Lema 5.l. Z2a dovoljno veliko R u presjeku oblasti [zl)R
i 9 nema nula f£(z).

Dokaz., Leko se provjerava da je Re(el z)=(z,z), gdje na
desnoj strani stoji skalarni proizvod vektora I 1 z. Neka sada
z, odredenosti radi, pripada oblastiQ o (dio od Q, izmedu
Tr-l i To)‘ Tada je geometrijski jasno da ée, kada zéP, z8
neko S.>'O biti ispunjena nejednakost

Re(d  2)-Re(d 12) > 8lz] (k0),
Jjer Jje projekcija vektors Io na vekxtor z veéa od projekcije
vektora Ik na vektor z. Kao posljedicu toga iz formule (3.1)
odmah dobijamo da Jje

f(z)=Czh‘; e?‘t'uz(l-i- 0(1)) (z-»o®),
Slicne ocjene vaZe i u drugim sektorimaSE o Lema Je dokazana.

Izaberimo sada u Jjednom od sektoragz S (odredenosti radi
- u Q o) zrak 1 (iz koordinatnog podetka) i konstruidimo kontu-
ru ro koja se sastoji iz dijele zraka 1 koji se obilazi dvaput
1 kruznice ?' sa centrom u nuli (od 1 se uzima dio wvan 8') ( samo
L’ obllazi se u pozitivnom smjeru), Hankelova kontura. Ne uma-
njujuc¢i opstost, moZe se smatrati da je £f(0)sh 0 (u protivnom
slucaju mozZe se £(z) podijeliti cijelim stepenom 2z}, Oligledno
Je da se zrak 1 i kruZnica 's mogu 1izabrati tako da se sve nule
f(z) nadu u spoljasnjosti konture FO. |

Primjedujuéi, dalje, da je za z & l‘o, Z ~» 00,

£'(z) F(2) *0 'R
f(z) = %o “_P':G? + O (e-slz!)wz -—.-Z% , (%.2)
=0

avodimo u razmatranje integral
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zo(ﬁ')=—-j—_- [ 7~¢ AL dz, (3.3)
270 - {2

0
koji Je zbog (3.2) konvergentan u poluravni Re b >1. U formili

(%e3) Je

2% e~ © Lnz ' (3.4)
gdje je Lnz - fiksirana regularna grana logaritma u spoljasS-
njosti l'o. Indeks Zo( © ) ukazuje na zavisnost uvedene funkcije
od 1zbora konture f-O. Funkciju (3.3) nazivamo zeta~funkcijom
asociranom funkciji f£(z).

Pokazuje se da postoji veza izmedu zeta-funkcije i zbira

nula funkcije f£(z):

Lema 5.2. 2Za Re© V1 vazi

ZO(8)= ZS_—G Y . ' (5-5)

(1)
gdje su z, - nule od f(z).

Dokaz. Kako je f(z) cijela funkcija prvog reda (rasta), to
za £'(z)/f(z) vaZi ravnomjerno konvergentnofu svaKom konadnom

krugu razlaganje (VajersStras-Adamarova teorema)

£1(z) _ Z {___Q__.'__‘l__ o (3.6)

£(z) 2-2y 29
Koristec¢i ¢injenicu da za lzll:rRO nule f(z) leze u sektorima
Tes nije tesko dobiti ocjenu [z-—zll > S [zll (s >GC), za sve 1 i

z € I'O-

rRazbijmo sumu na desnoj strani (3.6) na dvije:

ro= Lo+ L
(1) (1) (1"

uzimajuéi u drugu sabirke za koje je ]zlljrﬂo. Lako se vidi da

je

e
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5 < 2l 5 _____z,( £ 12)

1™ 11_21'.|z1| S' (17 1Z,| (3.7)
za dovolJjn® veliko Ro' Naime, kako je f(z) - cijela funkeija
pr¥og reda (rasta), to red na desnoj strani (3.5) konvergira za
Re© >1 i za te © predstavlja analitidku funkei ju.

PomnoZimo (3.6) sa 2z~9 i wzmimo integral obadvije strane

po konturi I'O. Ocjena (3.7) omoguéuje promjenu redosljeda in-
tegracije i sumirenja. S obzirom da Je dalje, na osnovu Kosijeve

teoreme o reziduumima,

-6

_i..jz-e'{_"_ + = Jdz=7 z,

2Ki L-74 Z.,

dolazimo do formule (3.5) za Re &6 ¥ 2. Zapazajuéi da su obe
stran® definisane i analitidke u poluravni Re& > 1, dolazimo
do zakljudéka da jednakost (3.5) vaZi za Re 5)1; Lema Jje doka-
zana,
Zasad Jje zeta-funkeija ZO( 0) definisan? za Re67 1.
Lema 3.3. Zeta-funkeija Zo( 5') analiticki se produlava

na &itavu 6 -ravan.

‘n
' {¢))
\ -¢ § @) A Al 312 + <X
1.6 =27n?iz {(z)duzm,s-. W-) Zno 2 y | d2 Zm
t.) u)
@y Wy
L et S
© ”"-‘0 21-' Yo
2.(6) + 3, (5)
j (6')"'32(6').{- 3 E) 4 ) (3. 8)

rdje Je r’— O\?‘ Lako se vidi da su Jl( ) i J4( 6) cijele
‘unkcnae od § - Jer Jje konturs integracije kona¢na, a podin-

‘egralna funkcija je na toJ konturi analitidka. Sto se tide
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J2( 5') - na osnovu (3,2) izlazi da Jje izraz u zagradi reds veli-
é¢ine C)([z]-yb'l), pa se integral analitilki produZava na po-
luravan Re @ > - Yo. Na kraju, za Reb >1 integral J3( ) jednak
je nuli, pa se kao nula analitiéki produZava na ¢itavu ravan.

Dosad smo funkciju ZO(G) analiticki produzili na polu-
ravan Rel 7 - Vo « Kako Je )Jo proizvoljan prirodan broj -
lema Jje dokazana.

Predstavljanje (5.8) omoguéuje da se nadu vrijednosti
Zo(ﬁ) u cijelim tackama. VaZzi tvrdenje:

Lema 3.4, 728 M=2,%5,... J€

1 +'(2) 4 clz,

]“ --. — s T (5-9)
Z,tm 27 TR om
3 28 M=0,1,24600 J€
zo(-m)=w %) , (5.10)

zrdje su GJ(vO) ~ koeficijenti u razlaganju (3.2). _

Dokaz. Da bl se dokazala formula (3.9) dovoljno je zapa-

2iti da je integral po [ ! jednak nuli, jer se jednoznedna funk-
ija (@ je prirodan broj) od z integrise duz zraka 1 u dva
suprotna smjerae.

Prelazimo na dokaz Jjednakosti (3.10). FosluZimo se formu-
om (3.8). Kada je © cio i nepozitivan imamo da je Jl( §)=0,
er se tada pod znakom integrala nalazi funkcija od 2z koja Jje
nalitiZks unutar &5 dalje, J,(8) je jednak nuli za cijele
5, kao posljedica toga Sto se jednoznacna funkecija od z integ-
iSe duz zrake 1 u dva suprotna smjera. Uzimajuéi u obzir da
e J3( )20, mi smo sveli pitanje na izradunavanje integrala
4 ( G). To nas, ocigledno, dovodi do formule (%.1C). Dokaz je
avrsen.

Podvucimo da =@ vrijednosti Zo( ) u cijelim pozitivnim

ackama odredene ponasanjem f(z) u okolini nule, dok se vrijedr
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nostli u cijelim negativnim tadkama izrazavaju preko parame-—

tara asimptotike za z-»00.

tacka 3. ASIMPTOTIKA NULA FUNKCIJE KLASE K = HORNOV POSTUPAK.
———————— e D Dol B = SUXGOV POSTUPAK.

Prvi dio. U opstem sludaju za nule funkecije f£(2)€ K

vazi formula

211
Zn’s=asn(1+o(l)), &3= ¥ S=O'l,np-’r-1,

‘£$+1 ~og
kad je s=r-l onda se pod d/r podrazumijeva -LO, ne N, n-seo,

Pod jacim pretpostavkama, ova formula moSe da postane
preciznija.

Irugi dio. Neka na stranicama mnogougla F leZe samo tadke

T——

d ., 'Cl""" o .1y @ svih ostalih N-r eksponenata padaju, dakle,
unutar mnogougla P.
Bavi¢emo se, odredenosti radi, sektorom T, ¢ija je bisek-

trisa normalna na duz sa krajevima of o 1 GLl' I2vrsimo rotaciju

—— L -

koordinatnog sistema, tako da o o 1 €, padnu na neku pravu pa-

A——

ralelnu imaginarnoj osi, a ostale tadke a(,j da se nadu lijevo
' F g
od te prave; zadrzavamo dosadasnje oznake., Tada se Jednacina

£(z)=0 moZe zapisati kao

edgzzhg (‘350)_‘_0(1))4_&‘432“4 (Ggl)-i-O(l))-t-o(eAlzl):O, (3.11)

hn
9dje je A<Red =Red ., ili, poslije dijeljenja sa e %o Z;M X
('b(l) y kao
O to)

B
el %4~ L)z _ _ owz o~ n’(1+°(1))+0(eBz)s
o

gdje je BLO i znak " o" vazi za ZQTO. Logaritmovanjem posljed=

(L1-d 2= RisIaf (Oinp (1), (n_-n,)Tnz+(1)+2nT0 1, (3.12)

O

gdje Jje n ma koji cio broj, a zbog ZGTO, z-—*& izlazi da n
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mora da bude prirodsn broj. S obzirom da se razmatra z-»00,

dobiéemo poletnu grubu aproksimaciju za nepoznatu z:

_2%in
& Ml

gdje Jje iza drugog znaka Jjednakosti deflnlsan koeficijent =a o

+0(n)=a n+0(n)=a oB*+Z (1Y

a iza treleg znska nova nepoznata Z(l)’ ponovimo da n=* @, Za

z(l),'iz (5112), sada se dObija uslov:
(ol 3= o)z (qy=Tt isIafd (©)_1ap (1s(n_-n,)10n+Ina +0(1),

pa se, izjednalavanjem dominantnih sabiraka s jedne i s druge

strane, poboljéava informacija o nepoznatoj z, Jer Jje

N,
Zpa N D 1hr\+(){1nrﬁ
()ac.d.
Uvodeci oznaku Z(2) za.O(lnn) iz prethodne Jjednakosti, dobi-

jamo za novu pomoénu nepoznatu Z(2) uslov

(L 1~ d )2 py=TisLnP (O tnp (0 -n;)Ina_+0(1),

pa
Z(oy= 1-2--; (Tcl-;-Ln['-‘? (0)—Lnﬂ (l)-!-(n -nl)Lna )+0(1),
odnosno ’
an
z=aon{4+b T-l-('. -E}+°(1)’ (3.13)

gdje su uvedene oznake
: n - P! . (o) (1)

ags —2L b leTla 5 o f(n,_p,)lna+Ti+LNB <Inb ]

d'd-¢° 2“‘ zni o *

Otklonimo sada glavni nedostatak ovog razmatranja - pi-

tenje egzistencije nula. Rastavimo funkciju G(z) sa lijeve

strane (%,11) na dva sabirka Gl(z) i GP(Z), gdije je

dol ng o2 h,
Gy(z)=-@ ~ 7 ﬂ +e 7 (3
. c oy y inn
i opisimo oko tacke aon{}+b —TTl+-_ﬁ (to je glavni dio od 2

u (3.1%3)) kruznicu polupreénikﬁ.ii. Focev od nekog n bice ispu-~

njeno na toJ kruznici \Gl(z)‘>-[G2(z)l, tj. ispunjeni su uslovi
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RusSeove teoreme, pa G(z), kao i Gl(z), ima unutar te kruznice

tacno jednu nulu.

Time je dokazana egzistencija nule predstavljene formu-
lom (3,13),

Produzavajuéi gore opisani postupak, dobija se da je sljem

det¢i sabirak za 2z reda velidine J—'-\ﬁ'l s zatim -‘1-, itd.

N
Jasno je da isti ovakav postupak moZe da se sprovede u

ma kom sektoru Tg. Nastavljanjem ovog iterativmog procesa, do-

bija se ovakaV'kréjnji rezultat

C .R(B)(lnn)
hn S, k
’ n N k=1 h k+4 I

gdje su Rés)(lnn) — polinomi k~tog stepena po lnn, S=0ylyecay,
r-l, ne~oo, Osim togae, svi koeficijenti izraZavaju se preko

parametara asimptotike za f(z); na primjer:

IR ng - hS-l-q

a=-——-———_.—-..’ bS=

g 'lc"""""'{(n-'ns_"]l-ha.s

J‘S"‘q-—&s ?.'ﬂ"l le
(s) (S+a) .
tnB, ~nB " ymi}

S?Q,l,---- :I"‘l-

)

7

M1 smo dali konstruktivni opis proraduns formule (3.14).
Postoji ‘druga varijanta tog proraduna (metod neodredenih koe—
ficijenata), no ona nema prednosti nad konstruktivnim postup-

kom , IzloZeni iterativni postupak izumio Jje J. Horn,[:35].
Ako Je ns+l-ns=0 onda serijsa Zn,s ne sadrzi u gornJjo] asim-
ptotici logaritme.

Treci dio. Ako na stranice mnogougla P padne Jjo3 neki
od eksponenata zj (osim ugaonih), treba razlikovati dva slucaji
(kada nas interesuje asimptotika korijena f(z)=0)¢

(1) Ako ti eksponenti dijele odgovarajuéu (svoju) stra-

nicu mnogougla P na srazmjerne djelove (odnos duZina je racio-

nalan broj), onda se mogu izvesti formule sliéne (3.14), samo t¢
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formule mogu da sadrze razlomljene stepene n.

(2) Ako dijele na nesrazmjerne djelove, ne dobijaju se
formule ovog tipa. Ovaj problem je nedavno rijeSen (pod do-
volJn® Sirokim pretpostavkama) u radu [26]; asimptotski izraz
Je znatno slozeniji nego u (3.14), gdje je po stepenima n i lnn,

Drugi pristup rjeSavanju asimptotike nula kvazipolinoma
moZze se naéi u XII glavi knjige {341.

tacka 4, I OPSTE TEORIJE -~ TEOREMA O REGULARIZOVANIM SUMAMA

NULA FUNKCIJE KIASE K.

U ovoj tacki pretpostavicemo, jednostavnosti radi, da
nule zn,s funkcije f(z) dopusStaju asimptotsko predstavljanje
(3.14), mada se i u sluéaju asimptotike po razlomljenim stepe~
nima n sva dalje navedena razmatranja u principu odriavaju.

DiZuéi obe strane (3.14) na stepen -8 dobidemo

-F e 1nn ¢ Z_ RS (tnn) -
°n,s ~ 3 { ""b —ﬁ+l<=1 nk-i-‘l } . (3.15)

o
S obzirom da poznata TeJjlorova formula za funkeiju (1+x)

vazi i za kompleksne x i &, moZemo treédi mnozitelJ na desnoj
strani (3.15) predstaviti asimptotskim redom i kaso rezultat do-

yijamo formulu
s)

& A (F inn
Z. ""VZ K ) ) (3.16)
Ko k+6
<0 h
rdje Je
O(S)(E ,1nn)= a-g Zd(s)(s)ln n, (32.17)
20

(S)( §) - polinomi od & . Posebno,
d§f3< 6)-15 a{®)(6)=-6cy, a{®)(6)=-6 b5 ... . (5.18)

S"

Fiksirajmo sada cijeli dovoljno wveliki broj 1:. 1z formul€

3.16) slijedi da funkcija

.......
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r-4 T A9

)] < o Gk (5',17"\)
— .l
Wt (5')""2 z [ans Z -T] (3.19)
N24 sup 20 n
dopusta anslitiéko produZenje u poluravan
Re© > - 7T, (3.20)
jer je opsti ¢lan reda (3.19)

Na§ c¢ilj je da odredimo brojeve
Y(,‘;)(-m) (n< T,

koje éemo zvati regularizovanim m-sumama nula £(z).

Primijetimo da se prvi indeks nule zn,s odreduje vrijed-
noséu cjelobrojnog parametra U asimptotskoj formuli (3.14),
pri takvom nacinu numeracije moZe se desiti da konadan broj
nula £(z) bude nenumerisan, ili pak, obrnuto, moZe doéi do
viska cjelobrojnih indeksa - u konadnom broju. Prim nad znakom
sigme u (3.19) oznadava u prvom sludaju da se n€ﬁumerisane nule
ukljuéuju u sumu, a u drugom da se prvi sabirci u srednjoj
zagradi (3.19), €iji su indeksi suvisni, smairaju nulama ("de-
fekt regularizacije").

Uzimajuéi ﬁ obzlir ovu primjedbu, nsdimo vrijednosti

suma (3.19). Uvedimo u razmatranje funkeiju

T & (:)(5‘ {hn
qp-(:) (6) = z Z k l A ke ))
=4 $=0 * K=o n ,

coja Je regularna za Re® 7 1. Frema (%.19) imamo da je
€)) _ _ (o)
¥ (6)=2,(6)-9L20(6).

> obzirom da Jje Zo( 6') - c¢ijela funkecija, to se zajedno sa

f(%)( §) i funkeija cp(%)( ) analiticki produzava u poluravan

3.20). Primijetimo da se "-b(f::)( &) izraZava preko Rimanove

S-iunkcije i njenih izvoda. Zaista, uzimajuéi u obzir (3.17),
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dobijamo v

m(s)-z 2‘_ [ 5 4”(5)] :‘Z____

Kzo V=

Z Z D (6) (-a) ! (k-rG'), (3.21)

Kako su vrlaednost:. Rimanove y—ftmkc:me i njenih izvods u ci-

jelim negativnim tadkama poznate, to formula (3.21) omoguéuje
da se nadu vrijednosti ‘P(%)(—m) za mM< T. Uzimajuéi dalje u
obzir formulu (3.10) za ZO(-m), mi dolazimo do sljedeée teo-

reme,

Teorema 3.1l. Za svako cijelo m¢ T veie jednakosti

m T'-Q (5}(-'“' inn) ) <i>lc»)
;‘ L 7—hs - Z nK-m ]=QJ,,,H T Em)(3.22)
N=4 =0 ' "‘0 ?
gdje su W (o) _ koeficijenti razlaganja (3.2), & brojevi

‘*(%?(—m) se odreduju po formuli (3.21).
Treba obratiti paZnju na okolnost da oba sabirka pa desnoj

strani (3.22) zavise od izbora konture | koja je uvedensa

o?
>rilikom definisanja funkecije Z o 6), dok nji:nova razlika ne
ravisi od f"o - Jer to svojstvo ima lijeva strana u (3.22).
{oristeti tu invarijantnost, a takode niz linearnih relacija
(0oge nastaju kao rezultat izjednacavanja sa nulom koefici-
jenata uz poloveis —funkcije i njenih izvoda, moZe se dobiti

Anearni rekurentni sistem za odredivanje koeficijenata asimp-

.otskog reda (3.14), v. o tome u radu [15].

acka 5. FUNKCIJA f(s

KOJA DEFINISE SPEKTAR (OIETI SIUCAJ L.)
-

PRIPADA KLAST K.

U tacki 5. prethodne glave definisana je funkcija f£(s),
ormula (2.24), za koju teorema 2.1. tvrdi da definiSe svojstve=
e vrijednosti opsSteg operatorsa L3' Osim toga, v. napomenu 3.

toj tacki, ako je potencijalna funkcija q(x) neprekidna, onda
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Je ta funkcija f(s) (kao i ta funkcija izraZena preko :ﬂ) cijela,
funkecija, jer to svojstvo imaju i Kosijeva rjesenja Sturm-Liu-
vilove Jjednadine lo(u)-s =0, tj. funkcije fl(x,s) i fg(x,s), za
svako fiksirano x iz segmenta [O,ﬁ] .

Upravo na tu funkeiju f£(s) primijeniéemo malocdas opisani
postupak za radunanje zbira njenih nula.

Teorems 3.2. Ako je q(x) beskonadnoc diferencijabilna
funkcija,_ondg funkcija f(s), formula (2.24), pripada klasi K
cijelih funkeija, definisanoj u tadki 1. ove glave,

Dokaz. Ako je koeficijent q(x) u jednacini 1O(u)-s%?0,
formula (2.7), beskonaéno diferencijabilan, onda cijele funkecije
fl(x,s) i fe(x,s) (misli se: x je fiksirano) mogu da se pred-
stave asimptotskim redom, sliéno kao'?i(x,s) i'?é(x,s) u
formulama (2.30) (tj. pojavljuju se eksponenti eisx 1 e'isx).
Pri tome takva asimptotska predstavlijanja vaZe u svakom od
¢etiri kvadranta s-ravni (koji mogu biti translirani po zelji).
Ovo je sve poznato iz opite teorije, v. o tome, upravo, u
knjizi [21], "posljedica" na str. 64, Tamc se tvrdi i vise od
Toga ~ da ulestvujuéi asimptotski redovi dopustaju diferenci-
ranje ¢lan po &lan, neogranideno mnogo puta.

Dakle, pokazano je da funkecije fl(x,s) i fe(x,s), 28
svako x, pripadaju klasi K. Dalje, isto svojstvo imaju i A(x,s)’
formula (2.11), jer nastaje integracijom po parametru t, 1
B(x,s)=f2(x,s), formula (2.12), te na kraju i funkeija f(s), forw
mula (2.24). Dokaz je gzavrien.

U teoremi 3.2, kao i u teoremi 2.1. kada se konstatuje
da je f(s) cijela funkecija, nije bitno da 1i a(x) uzima samo re-
alne vrijednosti ili uzima, uopste, kompleksne vrijednosti.

Napomena. Mi smo veé koristili Hornov postupak, u tadl-

kama 17, i 18. prosle glave, za odredivanje asimptotike SVOj-
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gtvenih vrijednosti, kao i Cinjenicu da funkcija f(s) na koju se
taj postupak primjenjuje pripada klasi K (Sto je tek sad po-

kazano) .

tadka 6. PRIMJER IZ OPSTE TEORIJE - TRAG STURK-
~LIUVILOVOG OPERATORA.

Ovaej primjer navodimo zato 35to ¢emo se na neke Cinjenice
vezane za Sturm-ILiuvilov operator oslanjati u nadim daljim
razmatranjima.

Razmotrimo operator Lo formule (2.1) i (2.2), definisan
na skupu 3 s £dje je q(x) beskonaéno diferencijabilne funkcija.
U literaturi se ovaj operator naziva Sturm-Liuvilov operator
(mogu se uzeti i neki‘drugi granié¢ni uslovi).

Prvo nekoliko rijeéi o njegovom spektru. Pokazuje se da
je spektar cisto diskretan: sastoji se od prebrojivog skupa
svojstvenih vrijednosti X n? cija Je Jedina taék.a nagomjlava-
nja A =00, svaka svojstvena vrijednost ima ‘konadnu (algebar-
sku) visestrukost, v. npr. knjigu [21].Jﬁoie se ustanoviti da
spektar ima sljedecu asimptotiku (npr. primjenom metoda sukce-

sivnih aproksimacija izloZenog u tacki 3%)

dz dq
2n~n2+do+-;\-{ +—r-\71-+ cee (n=>00) , (3.23)

cdje koeficijenti do,dg,d4, 1td, zavise od potencijalne funkecijt

g(x). Tako Jje
aw

a - é’-r gq(x)d}c.

Ako Zelimo da numerisemo sve svojstvene vrijednosti (svakad
se broji onoliko puta kolika je njena algebarska visestrukost),
onda treba upotrijebiti cjelobrojne ;ndekse n=d,d+1,d+2,¢a0,
gdje je d izvjestan cio broj, takode zavisi od q(x). Takode, za

sve dovoljno velike cjelobrojne indeks@ n, svojstvena vrijednost
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7\11 je prosta (ima algebarsku viéestrukost jedan).

Ni u ovoj tacki nije potrebno pretpostavljati da funkcija
q(x) uzima realne vrijednosti (tada bi operator L, bio samo-
konjugovan).

Prelazimo na radunanje traga operatora (2.1), (2.2).

Prvim regularizovanim tragom nazivamo izraz
% | 5
51"2 (A n-(n7+d ), (3.24)
h=4
gdje je prim, kao i u tacki 4, vezan s defektom regularizacije.

Naime, iz asimptotike 211 oduzimaju se oni Canovi koji sadrZe
% na nepozitivne stepene i na prvi stepen, jer se tom regulari~
zacijom obezbjeduje konvergencije reda. Na isti nacin definise
se prvi regularizovani trag za opsti linearni diferencijalni
operator. Slic¢no, drugi regularizovani trag dobijé se sumira-
njem svih A4 i_iz ¢ije su asimptotike oduzeti &lanovi koji
sadrie'%- na nepozitivne stepene i na prvi stepen. Asimptotika
2121 dobija se formalnim kvadriranjem asimptotike 2 n* Sli¢no -
2§ s 28 k-tl regularizovani trag.

Sumu (3.24) prvi su izradunali I.H. éeljfand i B.M. Le-
vitan u radu.[4], koristeéi teoriju integralnih i diferencijalnih
Jednac¢ina. Opsti postupak za nala’enje regularizovanog traga
(ma kog reda) za opéti linearni diferencijalni operator (n=-tog
reda) na konadénom odsjeku pronasli su V.B. Lidskij i V.A.
3adovnicij, rad [14]. U tom radu uvedena Jje klasa K. Sadrza]
nasih taCaka 1, 2. i 4, preuzet je iz tog rada. Koristi se
aparat teorije funkcija (cijelih analitidkih funkcija).

Rezultat o tragu glasi:

o g
Z ’[ An"ng'do]”w + A { a(x)ax. (5.25)
hgq “ 2’( Lo

Za dobijeanje formule prvog traga dovoljno je pretpostaviti
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da je funkcija q(x) dvaput neprekidno diferencijabilna. Fod tom
pretpostavkom izradunali su trag i Geljfand i Levitan. Kada se
racunaju tragovi reda veleg od prvog, onda se od q(x) zahtijeva
vela glatkost.

Postupkom Lidskog~Sadovnicéija mozemo dobiti regularizo-
vane tragove éturmsLiuvilovog operatora ‘i reda vefeg od prvog.
Tim postupkom moze se efektivno odrediti i defekt regulariza-
cije: u teoremi 3.1. treba staviti m=0, 7 - neki prirodan
broj,; tada svako]j s-vrijednosti odgovara sabirsk jedan, a radi
regularizacije oduzimaju se jedinice. Deskle, izraz na desnoj
strani, koji je sastavljen od poznatih elemenats, pokazuje razl—
iku izmedu kolidéine nula cijele funkcije £(z) i kolidine

cjelobrojnih indeksa.

talka 7. SLUCAJ Ll - ZBTA-FUNKCIJA ASOCIRANA S f(s).

U sljedeCe Cetiri tacke rjedava se pitanjé regulari-
zovanog traga za modelni slucaj Ly. Samim tim, osnovni predmet
ispitivanja Jjeste funkcija f(s), zadata fcrmulom (2.15). Razmate
ranja u ovo]j tadki teku po asnalogiji s tackom 2.

Prije svega, f(s) ime u asimptotici eksponente *ifU i
2318 /2, v. formule (2.49) i (2.47). Znadi da je r-tougao P
(indikatorski dijagram) degenerisao u du? [—iT(,iﬂtj, koja Je
medutackama :t175/2 podijeljena na srazmjerne djelove.

U tacki 2., pretpostavlja se da na stranicama P nema
medutacaka - Sto u nasem sludaju nije ispunjeno, nego je strani=-
ca podijeljena na srazmjerne djelove.

Lema 5.5. Neka je SB kompleksna s-ravan bez proizvoljno
1skih sektora largs|[«< % i ‘args-?ﬂ-(f_ . Za dovoljno veliko R,
1 presjeku oblasti Is])R iga nemé nula funkcije f(s).

Ova lema predstavlja posljedicu teoreme 2.4,
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Postavimo sada konturu integracijerHankelovcg tipa, koja
se sastojli iz zraka 1, koji se poklapa s pozitivnom y-osom (do
visine € 0), a obilazi se dvaput, i kruZnice S" poluprecénika
E‘o sa centrom u nuli; orjentacija konture - pozitivna. [ ima
svojstvo da su sve nule funkcije f(s) u njenoj spoljasnjosti,
jer & o biramo teko da na 'Y nema nula funkecije f(s). Osim
toga, moze se smatrati da je f(0)%$0. Ako bi bilo £(0)=0, onda
bismo funkciju f(s8) podijelili odredenim stepenom s, pa bismo
dalja razmatranja sprovodili sa tom novom funkcijom f. Ovo di-
Jeljenje je bez uticaja sa stanoviita racunanja regularizovanih
tragova.

za sl i s»0 vasi

"(s 2 Wy

1=t T+ 0 (e ™). o S RO
gdje Je o —::.11' s P(8) je koef:.claoent ispred et s u asimpto-
tici £(s); konkretno '

[ R W ¢ y i lu))
P(S)N —Ln-d- - l.-.__"!_...,) .-4- +k-!i az(ﬁ)-l-- + _.ﬂ?. ‘3-[-..- ’

295 2 ¢* yA
Ed . ‘[b
' - M+2+a, ()~213,10)
PO g el mnd)
£($) S g S

da bi se ovo izradunalo treba koristiti (2.49) i (2.47). Re-
lacija (3.26) sluzi i za definisanje brojeva “’r:
Uvedimo sada u razmatranje integral

(
2(6)= —- { 2% !
0 7 ‘T’ll)

koji je, zbog (3.26), konvergentan u poluravni Re © >1. U for-

mli (3.,28) je

dz, | (3.28)

Z-—G’ =e-Gan :

zdje je Inz - fiksirana regulsarna grana logaritma u spoljas-

1josti r.
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Funkciju Z(G) iz (5.28) zvatemo zeta-funkcijom asocira-

nom s f(s).
Lema 3.6. Za Re@ > 1 vaZi
2(6)=1 87 %, (3.29)
(1)
gdje su sy - nule funkeije f(s)e.

Dokaz Jje identidan sa dokazom leme %.2.

Istaknimo da se u zbiru na desnoj strani formule (3.29)
sveka nula funkeije f(s) pojavljuje onoliko puta kolika je
njena visestrukost., Osim toga, visestrukih nula ima konac¢no mno-
go 1 svaka od takvih Jje konadne visestrukosti - Jer se radi o
nulama cijele funkcije f.

Lema 3.7. Zeta-funkecija Z( &) analitiéki se produzZava na
cijelu ©§ -ravan.

Dokaz je identican sa dokazom leme 3.3 integral pomocu
koga je definisana funkcija Z(@ ) u (3.28) rastavija se na deti~
ri sabirka (po istoj Semi), pa se svaki od tih sabiraka produ-
zuje do cijele funkecije.

Lema 2.8. Za m=0,1,2,... vVazi

2(-m)=W, 15

gdje su brojevi «um+l definisani relacijom (3.26).
I ova]j dokaz Je identican sa dokazom leme 3.4, pa ga

neéemo ponavljati.

tadka 8. SLUCAJ Ll -~ DOKAZ OSNOVNE TEOREME C REGULARIZOVANON
TRAGU.

Polazimo od formule (2.54) koja daje asimptotski izraz za

svojstvene vrijednosti S 5 Dizanjem obe strane te formule na
i

stepen -G dobiéemo




()

: : - 6)
- -8’ J  -¢ % Bk""[.’ - QK (

J=1,2,34%4. Evo izraza za nekoliko prvih koeficijenata @y de-

finisanih u posljednjoj relaciji:
ng)( G').,q.“s' . Q{J)( G)EO, QgJ)( 5)=-G’B]_,j.4_6,-21 an)( 6')=

y=5-3
-GB, 44777, (3.30)

J=1,2,3,4. Osim toga, za Jj=5,6,7,8 pisademo
¥},

-5 _ g Glg (§)
T Kz (IM+ .{.:) k+6
gdje je po definiciji
- Jdy 28 j=1,2,3,4
vt J~4, za j=5,6,7,8

8

i |
Q§j+4)( 5)=(-1)° Ql((j)( 6), 3=1,2,3,4, k&N _.

Uvedimo sada u razmatranje funkeciju

- ¢ T a)" (%)
T U R Sy v DR

Prim nad znakom sigme potige odjiefekta regularizacije,
ti. moguénosti visZka ili nedostatka cjelobrojnih indeksa m=0,1,
Cyeeey J=lyeee 8, koji slude za numerisanje svojstvenih vrijed-
nosti u s-ravni. Defekt je jednak nekom cijelom broju. Nas
cilj i jeste - proulavanje funkcije Y’.

Funkcija Y.C( B ) je analitidka u poluravni Re& >-1,

jer je opsti ¢lan reda

Ocm"(‘l'.+l+5') ).

Posljednja funkcija koja se uvodi u razmatranje Jjeste
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Glx;(ﬁ)
‘+ (6)= Z Z Z j"‘ )k-rG'

koja Je analltlcka Z8a Res V1. Imamo da jJje

Yo ©)=2C 8)- $p( 8), (3.32)
gdje je Z(®) - zets-funkcija asocirana s f(s), formula (3.28).

S obzirom da je Z(® ) cijela funkcija, to se i funkecija
¢ T(G) analitiéki produZava na poluravan Reb > -T.

Ve¢ Je releno da éemo vrijednosti funkcije YT( 5), de~
finisane sa (3.31), za @ =-1,-2,... zvati regularizovanim tra-
govima operators L,, zadatog sa (2.4) 1 (2.2), Jer su te vrijed-
nosti ustvari zbirovi (svih njegovih) svojstvenih vrijednosti,
koje su "popravljene® oduzimanjem prvih nekoliko ¢lanova nji-
hovog asimptotskog izraza, da bi zbir - beskonalni red -
postao konvergentan.

Ujedinjavajuéi rezultate posljednje dvije talke, moZemo da
formulisemo osnovnu teoremu (sve oznake uvedene -su u posljednje
dvije tacke):

Teorema 3.3. Za ma koje p<T (p - cio, L& No) vaze

’

jednakosti
$ T Qg (-p)
M, ) ~p 3
Na lijevo] strani prepoznaaemo 1zraz za trag, tj. funkcijn

Y (5') iz (3.31) za § =-p. Fogledajmo sada relsciju (3.%2):
velidina Z(-p), koja udestvuje u njenoj desnoj strani (kada
je © =-p), izradunata je u lemi 3.8.

Da iskaz teoreme izrazZen formulom (3.%%) ima stvarnu
snagu pokazaéemo u daljem tekstu (ova ista talka), tj. efek-
tivno éemo izradunati CPT(-—p).

Analitiéko produZenje funkcije ‘P,r( @ ) izraZava se prelo

uopstene Rimanove zeta-funkcije. Zaista,




- 8% -

{h
! & Qk ts) 3

¢ 03 T L g Z Z (s)‘g(m,-;),

Mzg 1324 k=g (m+ ) iza K=

pri éemu je 3(::;7) - uopstena Rimanove zeta-~funkcija:

S, a)=z 20 (m-c-i\

za Rez 21, & zatim se analiticki produzava na C\{l}; u tacki
z=1l ima prost pol} a je parametar, a%k0,-1,-2,... . Vrijednosti

ove funkecije u cijelim negativnim tadkama su poznate. v. npre.

knjigu | 33].
talka 9. SLUCAJ L, - FORMULA ZA PRVI TRAG.

Teorema 3.4. (o prvom tragu) 2& prvi regularizovani trag

operatorsa I'l vazi Jednakost

© | C
? % %)
L L [;\hj-wm}) - ¢ = == 5 (o) e g
gdje su sa A m, 3 numerisane sve svojstvene vrijednosti, a prim
k
nad znakom sigme je u vezi sa defektom regularizacije,
“ 4
Co== a(x)dx; C I Cy =0, C -:'. icC, ,=0C.
| ﬂf 1,17 ﬂ" 1,2 1,37 T 1,4
Podsjetimo se da je s -—) L a koeficijenti C izracu-
!

nati su u tacki 19. prosle glave.

Da bi se ova teorema dokazala, dovoljno je u prethodnoj

osnovnoj teoremi 3.%. staviti p=2, T=% i izradunati

';:[(05-4’5(-2)] .
Mnozi se sa -% Jer JjednoJ svojstveno]j vrijednosti 2 odgovaraju
dvije vrijednosti s.
Na osnovu (3.27) i izraza za al(x),ag(x),itd iz tacke 7.
prosle glave, dobija se da je

W 3=2- %_[q(o)-t-q( i )] .
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Posljednji potrebni koeficijent racCuna se na osnovu for-

mule (3.30) i tablidnéh vrijednosti za uopstenu Rimanovu zeta-

~funkeiju:
I T
5(-2)=2_1E G.K (-2) §(k-2, ',;-):2-;; .{ q(x)dx,

Navodimo Jjednu od formula iz tablice:

1im 1. 3
s [3(5,H> Y(g, 1,)] -X.

Time Je teorema dokazana.

Formula za prvi tra® moze se izvesti i pod slabijim pret-
postavkama za potencijalnu funkciju q(x) (mi smo pretpostavili
da q(x)€ Cm). Ako se pretpostavi da Jje q(x) dvaput neprekidno

diferencijabilna, onda za svojstvene vrijednosti vazZi

Cq,;
2 J—(L"m"l".j) +C + (451_:3) +O(

i vazi formula (3.34) za prvi trag.

Vidimo da Je vrijednost prvog traga ista kzo i kod kla-
sidnog Sturm-Liuvilovog operatora (opisancg u talki 6), mada
je opsSta formula (kao i asimptotika) razlié&ta.

Izvedena formule za trag, osim sto je racunanje treaga
jedno od klasic¢énih pitanja u analizi, mogu se primijeniti za na-

lazenje prvih svojstvenih vrijednosti ili kod rjesavanja

obrnutog spektralnog zadatka.

tacka 10, SLUCAJ L, ~ PRIMJER: FCRMULA ZA FRVI TRAG U

1
SLUCAJU q(x)& C.

Ako Jje potencijalna funkcija q(x) identicki jednaka
nuli, onda se razni djelovi dosadasnjih razmatranje mogu na-
pisati eksplicitnije. Tada Je

Lou="u’ '(x), u& m ’

. o —— ey —— =
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njegove svojstvene vrijednosti (proste) su ﬂm.-:md (M=1,2,000),

a odgovarajute svojstvene funkcije u(x)=sinmx. Osim toga, dvs
linearno nezavisna rjeSenja postaju, formula (2..3C),

igsx % -]ax

fl(x,s)=e . fg(x,s)=e .

odnosno Kosijeva rjesenja

sinsx
S

a determinanta Vronskog, formula (2.33),

fl(x,s)=cossx, fe(x,s)n ,

o P
W=W(s)= ~ ~ = ~2is.
fi(o,s)_ fé(o,s)

Dalje, formule (2.14) i (2.12) daju

A(x,s8)= l-cossx s B(x,8)= EEPEE.‘. .
s s
Sam operator postaje
Llu=—u”(x)+u(%), ued . , (3.35)
Karakteristidéna Jjednadéina (2.15) postaje
2 ¥/
f(s)= 53 s::.n--{(s -l)cos-—i- +1} ) (3.36)

Lako se vidi (1) da je £(0)E 0, tj. da nula nije svojstvena
rrijednost, (2) da su sva rjeSenja ove jednadine realna, kao i
(3) da u sludaju da je s rjedSenje vazi l—A(lzr v8)¥ 0. Osim toga,
leako se pokazuje da unutar kruZnice [s|=R, za sve dovoljno ve-
ike R oblika [ag+(a+1)2}, a — prirodan, Jjednad¢ina f(s)=C

.ma isti broj raesenaa kao 1 Jjednacina (karakteristiéna za L )

Eg:r,s)_ s?zsft =0, Slicna ¢injenica (za L5 umjesto Ly, uz |
risustvo q(x)) biée dokazana za ops$ti sludaj u tadki 15. ove
.lave. Koristi se RuSeova teorema. Takode, uodimo odmah da su
rojevi 8=2,4,6,... rjeSenja gornje jednadine (3.36).

Ako svojstvene vrijednosti numerisSemo sa A

e m=0,1‘2’i¢-' a j=112',3'4 (a

.o DPri Cemu
My J?

m, 3 Je svojstvena vrijednost koja
?
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ge nalazi u blizini tacke (4m+j)2) - bice one sve numerisane,

tj. defekt regularizacije iznosi nula. 78 ?\m 3 moze se na-
Y

pisati

A 1 =C4me1)%s qr(4m+1) + () ( n,2=(42+2)%+ ) (F‘-q_),

L 4
A gz m3)?- —ss < (1) A n y=Cams2 0 (Lo,
I
gdje Jje m=0,1,2,4¢¢ &

Formula za prvi trag:

Z Z [2,,, “Uﬂh*J) h('“”ﬂ)] 0. (3.37)

=Q J=1
ri éemu Jje (kao 13 h ' cki = = -
P je (kao i u prethodnoj talki) Cl,l 4/7 , 01’2 0, 01,5

~4/97 i 01,4=O. Savr3eno je jasno da se svi ovi iskazi dobijaju
kxao specijalni sludajevi odgovarajuéih ranije izvedenih.
Na*kraju ove tadke, ilustrujmo u ovoJ prostoj situa€iji
ideju koja ée biti predmet tadke 16. ove glave. Iz opsSte teo-
rije je poznato da se prilikom radunanja traga regularizacija
moZe vr3iti na razne nadine. Cesto su brojevi koji se oduzimaju
(qd’svojstvenih vrijednosti) sa svoje stran; nec¢ije svojstvene
vrijednosti. Kod nas je najprirodnije da oduzimamo upravo
svojstvene vrijednosti neperturbiranog ®peratora, tJ Sturm-Li-
uvilovog operatorsa Lo. Usaglasimo se da rezultat dobijen kod

takve regularizacije zovemo relativnim tragom (operatora Ll).

ovoj prostoj situaciji to znaci da u formuli (3.%7) ne treba da
se pojavljuje dic =Cy4 j/(4m+j). Odredimo kolika se promjena tim
3

jzostavljanjem vr3i. Saberimo sve izostavlijene brojeve:

(-3 r5-i+]=t
- rezultat je doblaen pomoéu PFurijeovog reda. Tako mozemo pi-

sati formulu za relativni treg
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S
mg -z [’A";.'\h (HM"'])I:‘:q'

o) 29 (5-58)

B

tadka 11. OPSTI SLUCAJ L3 ~ ZETA-FUNKCIJA ASOCIRANA S f(s).

U sljedele Cetiri tacke rjesava se pitanje regularizo-
vanog traga za opsti sluca] LB' Samim tim, osnovni predmet ispi
tivanja Jjeste cijels funkeija f(s8), formula (2.24).

Prije svega, f(8) ime u asimptotici eksponente -iN ,
=4 (n-1)X /n, «i(n=-2)N /n,e¢.,iX , v. formulu (2,50). Znadi da j€
r-tougao P (indikatorski dijagram) degenerisao u duZz [fijf,i?f],
koja je medutackama (njih 2n-1) podijeljeqlna 2n jednekih dje-
lova. U tacki 2. smo pretﬁhstavljali da na stranicama r-tougla
P nema drugih taceka (eksponenata), sto u nasem sludaju nije
ispﬁnjeno.

Lema 5.9. NeKa je SE kompleksna s-ravan bez proizvoljno
uskih sektora [argsl<f, i targs-"ﬁ]"-'i, . 28 dov;al:jno veliko R
u presjeku oblasti lsl R i SE nema nula funkcije f(s).

Ova lema predstavlja posljedicu teoreme CeVe

Koristimo konturu integracije Hankeiovog tipa I de-
finisanu u tacki 7. Ponovimo: ta se kontura dobija kadas se od
tacke s=(+@)i spustimo po y-osi do tacke foi, zatim se (u po-
zitivonom smjeru) obide kruzZnica ¥ (jednadina ]sl = fo) i na kra-
ju se po y-osli prede isti put (u suprotnom smjeru).

Kontura [ ime svojstvo da su sve nule funkcije f£(s) u
njenod spoljasnjosti, Jjer Eo (dovoljno malo) biramo tako da na
kruznici EP nema nula funkcije f. Osim toga, moZe se smatrati
da je £10)# 0. Ako bi bilo £(0)=0, onda bismo funkeiju f podi-
jelili odredenim (pozitivnim) stepenom od s, pa bismo dalja
razmatranja sprovodill sa tom novom funkcijom f. Cvo dijeljenje

je bez uticaja sa stanovista racdunanja regularizovanih tragova.
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Napomena. Krak konture [~ ide po pozitivnoj y-osi. loZe
se kontura zarotirati, tako da taj kfak bude u gornjoJj polu~
ravni, te zarotirsnu konturu oznaditi sa T . Pritom se u dokazu
nista ne mijenja. Ovo rotiranje je potrebno sako Je neka nula
funkcije f(s) ¢cisto imaginaran broj.

Za s €l i s-pgqp vaii

' | ' - W
£ Lo ¥ L@'+0 (e"b‘ﬁ')‘v """f:‘:" , (870) (3+39)
£15) P L) Y=o $
gdje Je abo=iﬂ » P(8) Jje koeficijent ispred eis?!‘ u asimptotici
£(s).

Nadimo izraz za P(s). Treba koeficijent uz eiST funkeije
?(s), formula (2.37), podijeliti sa determinsntom Vronskog W(s)’

za& koJu vazi razvoj (2.47). Na taj nadin,

f'tﬂ-»-%.% "L;ﬂ) ;-l-(“' ’a.,.(.ﬁ)“' (¥4 d, "'T‘Lﬂ)"' 2 ;)) P
a zatim N
P4 L (22 R+ (24 e +704, )+ &, (1) ~
Ply  * st 3,
21 a:(o)] . ?34.,.. o (5.40)
Relacija (3.39) sluZi i za definisanje brojeva &Jr.
Uvedimo sada u razmatranje integral
Z(S)- ~ -o'-l-'(‘l)d (3.41)
27 $12) %
0Jil je, zbog (3.39), konvergentan u poluravni Re& > 1.
Funkciju Z( &) fz (3.41) zvaéemo zeta-funkcijon aso-
siranom s f(s).
Lema 2_.10. Za Re§ > 1 vazi
2(6)- Z s, (3.42)

14)
dje su 8, = nule funkcije f(s).
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Dokaz je tdentilan sa dokazom leme 3,2. Istaknimo da se u
sbiru na desnoj strani formule (3.42) svaka nula funkcije f(s)
pojavlijuje onoliko puta kolika je njena visestrukost.

Lema 3.11l. Zeta~-funkcija Z( G') analiticéki se produzava
na cijelu @ -raven (kao cijela funkcija).

Dokaz Jje identidan sa dokazom leme 5.5.

Lema 2412. ZB. m=0,1,2,-.- V&Ei

Z(-m)=&Jm+l,
gdje su brojevi @ _ , definisani relacijom (3.39).
I ova]j dokaz Jje identican sa dokazom leme 3.4, pa ga

neéemo ponavljati.

tadka 12. OPSTI SLUCAJ :L3 ~ DOKAZ OSNOVNE TEOREME O

REGULARIZOVANOM TRAGU.

Polazimo od formule (2.56) koja daje asimptotski izraz

za svojstvene vrijednosti S, e Stepenujuci obe strane te

?J
formule na -¢ dobiéemo (3
€ o 6 = B-a, ~¥ E 8 ©) |
Sen 1™ (20) T (Mt [+ - ™~ j
M, L Qn) [q ézﬂn)k(m-r_{ )" Ko (m+ 2 )HG
2n 2h

j=l,24eeey20n. Evo izraza za nekoliko prvih koeficijenata Q, de-

finisanih u posljednjoj relaciji:
{9 (g)=(2n)7%, (P (E)=z0, 0§3(6)--63,

Q{3 (§)=-@B, s(2n) "7, (3.43)

»d

J=1,2,eee42n. Osim toga, z& j=2n+1,2n+2,...,4n pisalemo
(3

0 a, ()

]* Ke+§

Q"G'ru
M, J
Kzg (m “+
gdje Jje po definicija

« N j' 28 j=1,2’--.'2n

it =

j=2n, 28 J=2n+l1,2N4+2,4¢ 44D
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Q{320 (§)=(-1)° I ( &), 3=1,2,...,2n.
Uvedimo sada u razmatranje funkciju
T a " (6)

Prim nad znakom sigme potice od def a regularizacije, tj.

)M_ ] (3.44)

moguc¢eg viska ili nedostatka cjelobrojnih indeksa m=0,1,2,...,
J=lyeeein kKoji sluze za numeraciju svojstvenih vrijednosti u
gs-ravni. Defekt je jednak nekom cijelom broju. U goranjoj for-
muli, TeN .

Nas c¢ilj i Jjeste proudavanje funkeije 1’ Punkeija 'Y%(ﬁj

je analitidka u poluraevni Re § P - T, jer je opsti &lan reda

0 (m-('c‘f’l-}-G) ].

Poslaednaa funkcija koja se uvodi u razmatranje jeste
g}
T Q,” (6)

? (6= i Z Z .l )k-i-ﬂ"

M'-:o J"‘l KEO ( h‘.‘-'z_.;

koja je analitidéka za Reb » 1. Imamo da je

Y §)=206)- € (6). (3.45)

S obzirom da je Z( &) cijela funkcija, to se i funkeija

»

T.'( §) anslitidki produfavae na poluravan Ref > -~ T

Ve¢ Jje redeno da ¢emo vrijednosti funkcije YT( 6), de-
finisane sa (3.44), zsa S*=—1,-2,... zvatl regularizovanim trago-
vima operatora L5 zadatog sa (2.6) i (2.2), Jer su te vrijed-
nosti ustvari zbirovi (svih njegovih) svojstvenih vrijednosti,
koje su“popravljene“ oduzimanjem prvih nekoliko c¢lanova nji-
hovog asimptotskog izraza, da bi zbir - beskonadni red -
postao konvergentan.
Ujedinjavajuéi rezultate posljednje dvije tadke, mozZemo

da formulisemo osnovnu teoremu (sve oznake uvedene su u pos-




l1jednje dvije tacke):

Teorema 5.5, Za ma koje p&< T (p - cio, tG No) vaze

jednakosti (»

Y T Q" (-
”’ZH[S':. - _“'fT‘?‘ wPM_(hf[-P)v (3.46)
meo 5y 0 ke (m+ L) |

Na lijevoj strani prepoznajemo izraz za trag, tj funkciju
) 4 T( §) iz (3.44) za b =-p. Pogledajmo sada relaciju (3.45):
veliéina Z(-p), koja udestvuje u njenoj desnoj strani (kada
je © =-p), izrafunata je u lemi 3.12. Sada &emo efektivno iz-
racunati ‘P.t (=-p). Analiticko produzZenje funkcije ‘? (&) iz~

razava se preko uopStene Rimanove zeta-funkcije. Zaista,
oo "lh‘t Qq) llh T ~'ﬁ

¢ @:2 I L -—.—-*sz Z a’ 6)3 (ks --)

\"\-03 " K=o (.m +
Ova relacija, zaaedno s8a formulama (3. 39) i (3.40), koje se

odnose na ® iz iskaza teoreme, omoguluje efektivno izra-

p+l
cunavanje traga ma kog reds (prvog, drugog, itd) i s regulari-
zacijom koja zahvata stepene asimptotike do m"Ct'p> (T:-p Je

proizvoljno veliko).
4

tadka 13. OPSTI SLUCAJ L5 ~ FORMULA ZA FRVI TRAG.

Kao specijalni slucaj prethodne teoreme 3.5, u ovoj
tacki éemo izvesti formulu za prvi trag. U toj formuli bicde
uradena ‘"'n:;:l".rrj.malr.uatll regularizacija (kao i u slulaju L, teorema
3.4), tj. bite oduzeti od svojstvenih vrijednosti haﬁ-ag (a

prirodan) samo sabirci u asimptotici reda velidine 32,...,

a"l. Ako bismo oduzeli, na primjer, jos i a_g, onda bismo ta-
kode govorili o prvom tragu, samo sa drukéijom (jacom) regula-
rizacijom.

Teorema 3.6. (o prvom tragu) Za prvi regularizovani trag

operatora L5 vazi Jjednakost
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-

5’ Z[am - (2nmaji - ¢, -

Mao jzy

qu

[2nm+ﬂ ]'"‘“ [q(e)+q(m)]+

a Ax + W
A + T
f, x> (3.47)

L

gdje su sa A numerisane sve svojstvene vrijednosti , a prim

m, J
nad znakom sigme je u vezli sa defektom regularizacije,

f
C,== )a(x)dx
O “ sﬂ !
-2 < i3 3 .
Cl,J-O za J parno, 01,3_ - Z(Jk+¢n_k)erp(,_.hﬂk—) 28 3
K=4
neparno.

Podsjetimo se da Je s2 .=z .9 & koeficijenti C izra-

L, J Ilyd

cunati su u tacki 19. prosle glave.
Da bl se ova teorema dokazala, dovoljno je u prethodnoj

osnovnoj teoremi 3.5. staviti p=2, T =% i izracunati

A
Mnozi se sa.%., Jer jednoj svojstveno] vrijednosti.a odgo-
varaju dvije vrijednosti s. ,

Na osnovu (3.40) i izraza za al(x),ag(x), itd iz tacdke

7« prosle glave, dobija se da je
-4
W= 2, +e = polp_, + Ty ) 5 (9 (0) 49 ()
Posljednji potrebni koeficijent raduna se na osnovu for-

mula (3.43) i tabliénih vrijednosti za uopitenu Rimanowvu

zeta-funkei ju:

yn 3 '* y x
d> 5(_2) Jgd Z Qk (“Z)I[k 2 ']1" -2(-’-11'-(14---.._0['#_4)"%S;Q()r)dx.

Obaasnaenae. Kako Jje izracdunata posljednja velicéina.
Treba znati sljedele:

(1) Iz [55] prepisujemo sljedece:




4B, (x)
S(—Q,X)“-:———é——' (X ‘ix*‘ﬁ‘)a
B3(x) Je Bernulijev polinom,

09 ==B == 1';
¥ (0,%)==B, (x) x+ 3

3(-1,1:) ne treba nam, jer je koeficijent Q](_j)(ﬁ') identidki
jednak nuli,

(2) Sto se tide sabirka sa k=5, kada se pojavijuje
'S(l,x), ovdje se podrazumijeva limes, kad prvi argument zeta-

~funkecije tezi ka 1, odgovarajuée sume Z ;m « U toJ sumi udes-
=4

tvuju Q(J)(B') 6]32 3(211)'6"5. a za koeficijente B?. 5 (3=1,
? |
coeylDl) pokazano Je, u tacki 18. prodle glave, da va3i B,
B, 2n-j=0 (J=lyeeeyn). Tako se na prirodan nacin koriste slje-
9

de¢i identiteti iz tablice:

gin [ 506,0-%(6,1-0]=-Y 0+ ¥ )

i takode

| \Tx)—‘l’(l-x)=-']fctg'jrx, )
rdje Je Y(x), po definieciji, jednako-ilnr (x),lr(x) Jje
JJlerova gama-funkecija. ax

Time je teorema 3.6. dokazana.

Formula za prvi trag mozZe se izvesti i pod slabijom pret-
ostavkom, q(x)ecg[o,'ﬁ']. Ovo posljednje biée razjainjeno u
acki 17.

Znaéaj izvedenih formula za trag:

1) radunanje traga jeste jedno od klasiénih pitanja u
nalizi,

2) mogu se upotrijebiti za pribliZno nalaZenje prvih
vojstvenih vrijednosti] da bi se to uradilo, neophodno je pret-

0dno odrediti defekt regularizacije; to odredivanje je predmet
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tacke 151

%) mogu se upotrijebiti kod rjesavanja obrnutog spek-
tralnog zadatka; u tom zadatku poznate su neke informacije o
gpektru operatora odredene klase, & treba odrediti koJji Je

operator u pitanju.

tadka 14. OPSTI SLUCAJ 53 ~ PRIMJERI: L, Lo

(1) Ako se u teoremama 3%.5. i 3.6. 1z prethodne dvije
talke stavi o =0, onda se dobijaju odgovarajuéi iskazi, koji
se odnose na osnovni operator L, definisan relacijama (2.3),

(2.2). Zadrzimo se na formuli za prvi trag. Ona postaje

’ ~(2nme)) —¢ - —l -4
T
A,
2 i 9 (1AX (3.48)

Zapazimo da se na desnoj strani pojavlijuje ista velicina,
kao i u Sturn-Liuvilovem sludaju. Treba uoliti da Jje regula-
rizacija svojstvenih vrijednosti izvrsena drukcéije od tog
sludaja. ’

(2) Ako se u prethodnim teoremama stavi eﬂl=d,2=...=
iin_l=0, onda se operator L, pretvara u operator L, takode de-
finisan na pocletku proSle glave. Radi jednostavnosti, stavimo di
je ¢ =1. Tada je Sturm-Liuvilovom operatoru dodata rerturbacija
Py integralnog tipa. Ta Jje perturbacija jedan ogranicen i {zbog
Imef n=0) samokonjugovan operator.

Tako, ako a(x) uzima iskljulivo realne vrijednosti, sve
svojstvene vrijednosti 2 n Su realni brojevi. Nema vise motrebe
za razdvajanjem tih brojeva u 2n serija, nego se mocu numerisati
jednim cjelobrojnim indeksom m. Sto se tile asimptotike svoj-

stvenih vrijednosti ;‘m’ uoc¢ava se da se razlika u odnosu na
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-~

Sturm-Liuvilov operator pojavlijuje tek kod stepena m™ <. Naime,

svi Cq 3 iz iskaza teoreme %.6. su jednaki nuli. Formula za prv]
: |
trag postaje
' N
Z [A, = ]z...-[y_(o)-rg(m]-t-zﬂ g dX + T,
Mxgy o

Dakle, regularizacija Jje izvrsSena kao kod Sturm-Liuvi-
lovog operatora, a dobijen Jje novi (razliditi) izraz za prvi

trag.

tacka 15. DEFEKTI REGULARIZACIJE STURM-LIUVILOVOG OPERATORA

I (OPSTI SLUCAJ) OPERATORA L5 SE POKLAPAJU.
Teorema 5.7. Neka je R —-[p +(p+1) ] Za sve dovoljno

velike prirodne brojeve p, unutar kruznice lZ}-RP nalazi se

jednek broj svojstvenih vrijednosti (uzimajuéi u obzir alge-

barske visestrukosti) operatora Lou=-u?*(x)+q(x)u i LBU' Ovdje
se pretpostavlja da q(x)& C[O,'ﬂ] 1 da uzima kompleksne vrijed-
nosti. Takode dC (i=1,...,n) su ma kakvi kompleksni brojevi, n
ma koji prirodan broj veéi od jedan.
Dokaz. Karskteristicéna Jjednadina éturm—Liuviiovog opera-
tora, v. taéku 6, glasi
£,(s)=B(T ,s)=0,
a za operator L5, formula (2.24),
£(8)=B(T 48)+A(T ,s) B (s)- A(s)B(T ,s)=C.
Primijenicemo RuSeovu teoremu; dokazaéeno da je
1B(SU,s)\ 7 1A(X ,8) B(s)- A(s)B(R ,s)}

e

tada s &€ R_. Ako se lijeva i desna strana ove nejednakosti

_. 1%
>omnoze sa W(s) onda visSemo

~ P g ~n o~

LBt ,8) 1 7 JA(TT,8) B (s)- A(s)B(T,8)].
tazmatratemo s iz prvog kvadranta (ostali kvadranti se razmat-

*aju analogno).
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Za |Ims| &1 slijedi iz ocjena
~ 1 —~ . s 1
A(x,8)= 0(";;_') ' B(xis)=("elsx+e 1SX)+O(5) .
7za |Ims) 21 slijedi iz

R(x,8)= 2 (1 15 (1 O (1)) 5 Blx,8)=(-*F4e ™) X

° 4+ 0(2),

formule (2.44) i (2.45) iz prosle glave, tacka 10. Naime,

~ e A r~ .

AT ,s)B(s)-A(s)B(¥,s8) sastoji se iz viSe sabiraka, medu ko-
jima se poJjavljuje, recimo, onaj od X=X, (u funkcionalu P5)’ a

on daje
uﬁl[;:(‘ﬂ’ ,s)'ﬁ(xl,s)-?(xl,sjg(jt ,s)] =

. . ' . . _ e, 2
&;%[-elw"...{'sx".,.g'm—e,"sx-za'sm X 9o s s 7-4. (2+0( )),

$to treba uporediti sa B(T ,s)=(-er5" e 8T y1, O (-g-)). Vidin
mo da se u prvom ne pojavljugje eiSd' , gdje bi bilo el >1T .
Spomenutih sabiraka ima konacno mnogo. Tako se %retira i sabirak
sa koeficijentom d}n. Dokaz Jje zavrSen.

Teorema 3.8. Neka su ispunjeni uslovi pret'sodne teoreme.
Tada je defekt regularizacije cturm-Liuvilovog operatora Jjednak
nuli.

Dokaz. Frvi nac¢in. U radu [14] Je pokazano da se defekt

racuna na sljedeé¢i nacin:

r-4 -4
( r =l
X=w" +% -2 b.lna + 2. cg, (%.49)
2 Sco $ S S=p

gdje se koriste oznake sa pocetka ove glave, v. npr. formule
(3.2) i (3.14). Ovdje se pod defektom podrazumijeva "razlika"
izmedu broja rjedenja jednadine fe(s)=0 i kolidin® indeksa
(kojima se ta rjeSenja u asimptotici numerisu) (i,J), gdje

i& N, 36{1,2}. Kade se izracunaju svi parametri izlazil X =0. Na

primjer, & 1(0)=—l, r=2, b1=b2=0?°1=°2=o'
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Drugi nacim. U sludlju q(x)EB O svojstvene vrijednosti

(u s-ravni) su 1,2,3,... i -1,-2,-3,..., te je defekt ocigledno
jedna%Epli. FPokazuje se da za opSte q(x) vazi isto. Treba upore=—
diti odgovarajute karakteristic¢ne jednadine. U sludaju q(x)=0

ta jednadina glasi

(-e8T 1e~38 y /(_oigYa0,
a u opstem sluéaju glasi
fo(s)r-B(ﬂ' +S)=0.
Sada se primijeni RusSeova teorema, postupa se slidno kao u do-
kazu prethodne teoreme. MoZe se izvriiti mnoZenje sa W(s).
Poluprednik kruZnice u s-ravni mozZe da bude ﬁp ili p+'-1-z
(p - prirodan). Opet se koristi ocjena (2.45) za B.
Dokaz Jje zavrsen.
Dakle, u tacki 6. moZe se umjesto 4 pisati 1, tj. ako
se svojstvenevfij;dnosti numerisu sa ﬁl, 22, itd, onda ¢e da
2

4
3C == {q(x)dx, kad n*® .
o 7Tqu '

Teorema 3.9. Neka su ispunjeni uslovi teoremg 3.7. Tada

vazi A !

Je defekt regularizacije operatora L5 jednak nuli}
Dokaz. Primijenimo formulu (3.49) na funkciju f£(s),

formula (2.24). Evo nekih medurezultata tog sabiranja:

r=2, jer imamo dva kritiéna smjera, po pozitivnoj x-osi i po
negativno]j x-osi,

GU§°)=-1, koeficijent uz..%.u asimptotici »*(s)/I(s),
formula (3.40),

bl=b2=0, Jer asimptotika svojstvenih vrijednosti, formulsa
(2.56), ne sadrii logaritme,

¢1=¢5=0, jer je u (2.56) koeficijent uz (2nm+j)° jednak nuli:
irukéije reéeno - nema slobodnog sabirka.

Dakle, X =O. Kako dvije nule X's funkcije f(s) odgova-

*aju jednoj svojstvenoj vrijednosti A , tOo se moze govoriti i o
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defektu jednakom nuli (u terminima jﬁ). Dokaz Jje zavrsen.

Komentar l. Znaci da Jje za numerisanje svih svojstvenih

vrijednosti od L, formula (2.572’potrebno i dovoljno upo-
trijebiti, ako se one oznacavaju sa Rm 5 indekse m=C,1,2,
]

ces 3=lyeeey2n, tj. da ée tada Diti A .~(2nm§)°-»C, -
3

™
'-Jdt" q(x)dx. Drukéije releno, u teoremi 2.7. vazi [d =1.
°

Komentar 2. Zakljucujemo da se u teoremama 3.3, 3.4,
Ze5e 1 5.6. moze izostaviti prim koji je u vezi sa defektom
regularizacije.

Komentar 3. Bilo koja od tri posljednje teoreme 3.7, 3.8.
i 3.9. Je posljedica druge dvije., Jjer jedna govori Cemu jJe
jednak def(L_), jedna &emu je jednak def(L5), a Jedna da Jje
def(LO)-def(L3)=O; "def" oznaclava defekt.

taCka 16. FORMULA ZA RELATIVNI TRAG (OPSTI SLUCAJ I.) - REGULA=

RIZACIJA SE VRSI POMCCU SVOJSTVENIH VRIJEDNOSTI

STURM~LIUVILOVOG OFERATORA L.

Teorema %.,10. Neka funkcija q(x) uzima kompieksne vrijed-

nosti i neka pripada 02[0,71'] . Neka su sa A m (m=1,2,...) nume-
risane sve svojstvene vrijednosti operatora L3, a sa.éaom (m=
1,2,...) Sve svojstvene vrijednosti Sturm-Liuvilovog overatora
LO. Tada vazi Jednekost:

x
L lAn Agnl=d g4 d precened (e (3.50)

m=
Cbjasnjenje. Svaka se svojstvena vrijednost vonavlja u

spisku A 19 )2,... (odnosno ponavlja se u spisku 2 E 202,...)

onoliko puta koliko Jje njena algebarska visestrukost. Dz bi

pitanje numeracije postalo Jjasno, ponovimo iz vnrethodne tadke:
- ~ 2 . : 2 N

u gornjim oznakama vaZi A n—™ —*C ., kao 1 2 om™ ™ —»C,, takode

kad m=r® . Vise 04 toga, ﬁm- aom"‘ O(%‘), v. odgovarajuce
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asimptotske izraze, formule (2.57) i (3.23).

Dokaz. Uporedujué¢i formule za prvi trag, v. (3.47) i

(3.25), zakljuéujemo da treba izradunati sumu
o 1h .
Cﬂj

2

Treba pokazati da ova suma konvergira, te se rezultat dobija
kada se njoJ doda 'J'(-Ln. Uzimamo u obzir da je Cy j=O z8
b J
parno, da Jje Cl,.j+cl,2n-,j=o i izraz za Cl,.j’ v. tacku 18, prosleé
glave i relaciju Cl j=232 5 Direktni racun daje da suma iznosi
? _ *
ol 1+°£2+"'+°{'n-1‘ Dokaz Jje zavrsen.

U specijalnom sludaju L5=L1 mozemo pisati

w .
7 (22 1. (3.51)

m= gy
Ova je formula veé izvedena u tadki 10, za specijalni sludaj

q(x)= O.

tadka 17. UTICAJ GLATKOSTI PCTENCIJALNE FUNKCIJE a(x)

NA SPEXTAR I NA TRAG.

Prvi korak: Ako qg(x)é& c°[o,‘3‘t] , onda se za l(x s) unjesto

(2.30) mozZe pisati samo ?l(x,s)=elsx[l+ (-5-)]. Ako je, me-

dutim q(x)& 02[0,'5"(] , onda se moze pisati fl(x,s)=elsx[l ---g._)..

(x . ~ -
i, )+O( 3’)]. Slicno za f,(x,s), v. [cfl].
DI'UEJ. korak: Ako je Q(}::‘e CO[G,TI] , onda za I'(X,S}

mozemo pisati samo Z‘““Sz(g-elsx-e"lsx)-z-o (--;s), tj. samo glavni
| S

sabirak. Ako g(x)& Cf‘[O,'ﬁ] onda se pojavljuju jos dva sabirkasa,

tj. ostatak postaje O (-11-;.). 31licéno vazi za %‘(x,s), uporediti
S

sa (2.45).

| Treéi korak: Ako je q(x)& CO[O,T‘] , onda je ﬁs)=
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_elai'+g18Jt

4 - . . OF e~
4-()(«3), uporediti sa (2.49). iko je Q(X)E~Cd[G,H]
P
onda se pojavljuju, u asimptotskom izrazu za f(s8), sabirci

1
reda velidine = i - y tie ostatak iznosi ()( 4).
> & 53

Cetvrti korak: ARo je q(x)& Oo[O,TT] , onda se za rjesSenja

jednacine f(s)=0 moZe napisati, uporediti sa tadkom 3. i for-
mulom (2.54), sm=m+o (-?h'). Ako je q(x)& 02[0,‘311 , onda se u toj
asimptotici dodaju sabirci reda velidine —I?;'l i fn-z, tj. ostatak
iznosi O(-%.).

Peti korak (posljednji): Ako je g(x)€ 02[0,‘}'{] onda
funkcija \}’T(G), formMla (%.44), dopusSta analitidko produ-
zenje u poluravan Reb > -3, pa se u teoremi %.5. mode staviti
najvise p=2. Takode je jasno, iz detvrtog koraka, kakva je pre-

2

ciznost asimptotskog izraza za J\m=sm. Dakle, pod ovom pretpos-

tavkom vazi teorema o prvom tragu.

Dokaz. Za prvi korak: preuzeto iz knjige [21]. Za drugi 1

treéi korak: po pravilima 2a radunanje sa "veliko o". Za
cetvrti korak: proditati opsti Hornov postupak. Za peti korak:
analiticko produZavanje na poluravan Re® > -3 vrii se na osnovu
ocjene reda veliline opSteg &lana odgovarajuéeg reda.

Zakljulak: Tendencija: sa poveéavanj@m glatkosti funkeije

g(x) poveéava se preciznost asimptotskog izraza za svojstvene

vrijednosti, formula (2.56), odnosno (2.57). Takode se moie io™

racunati visSe tragova (prvi, drugi, itd). Ako je g(x) besko-

nacno glatka, onda za svojstvene vrijednosti imarmo asimptotski

red 1 moze se izradunati svaki trag (ma kog reda). Formulirdiéemd
. .. ) v . = o~

posebno 1skaz koji se odnosi na sludaj q(x)& C° [O,.lt] .

Teorema 5.11. Neka je funkcija q(x) dvaput neprekidno

diferencijabilna i neka uzima kompleksne vrijednosti. Tada za

svojstvene vrijednosti A m,j operatora L; vaii predstavljanje
?
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.2 Cy,) 1

Amj=lInme]) + ¢ + —23 ok

' T T Gamen 0 i)
gdje Jje ma0,1,2,..., j=1l,...,2n, m=*® , Vaii sljedeCa formuls
(o prvom tragu)

€a

IMe

2n
X A
. ~C - A1 g0+ (7)) +
”2;1[;\,,,1, (2nm+)) ~ € (an-.-j)}: ,'[?. 2
A d
—— )dx*‘n he
am 51"
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GLAVA 4.

RAZLAGANJE.
tadka 1. PREGLED SADRZAJA OVE GLAVE.

U ovoj glavi takode dopusStamo da funkcija q(x) uzima
kompleksne vrijednosti, tj. operator L  ne mora da bude samokon-
jugovan. Za q(x) se, osim toga, pretpostavlja da je dovoljno
glatka. Osnovni predmet proucavan;ja jeste operator L, koji jJe
definisan na podetku glave 2. U ovoj glavi biée izlozeno slje-
dece:

1) Biée naveden pojam VA (VajnsStajn-Aronsajn) determi-
nante, koja opisuje spektar nekih klasa perturbacijs.

2) Biée navedena druga varijanta tih formula - "determinanta
perturbacije'.

32) Konstruide se rezolventa operatora L.

4) Dokazuje se da sve vrijednosti ;\ koje nisu svojstvene -
pripadaju rezolventnom skupu operatora L.

»

5) Konstruise se konjugovani operator L . ,

6) Perturbacija F izraZava se kao funkcija polaznog opera-

tora Lo'

7) Dokazuje se osnovna teorema o razlaganju u red po SVOj-

stvenim funkcijama 1

8) Dokazuje se da svojstvene funkcije operatora I. ¢ine Risovu

bazu prostora LEIO ,M]=H.

tadka 2. TFREGLED RANIJIH REZULTATA C QSKCVARCL CI RATCRU L.

Koriste se rezultati iz glave 2. 1 glave 5. rretpostav-
1jaéemo da Jje a(x) klase C[O,TT}. (peratol I je definisan

formulama (2.1), (2.2) i (2.3). U tim glavama pokazanc Je
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sljedecle:

1) 5to se tice jednad¢ine za odredivanje svojstvenih vrijed-
nosti operatora I ~ ona je zadata formulom (2.24), koja definise
karskteristiénu jednalinu f(s)=0 (u terminima s=ﬁ). Cznsake
su uvedene u (2.11) i (2.12) za A(x,s) i B(x,s), odnosno (2.21)
i (2.25) za Jot(s) i B(s); svuda treba smatrati da je o =0 Ve
o svemi tome teoremu 2.1.

2) sto se tiCe svojstvenih vrijednosti, pokazano Jje da za

njih vazi sljedece:
A m=m2+ O (1),

kad m-ep. Osim toga, ako se te svojstvene vrijednosti numerisu
sa m=l,2,..., Onda je numeracija "tac¢na" (nema ni viska ni manj-
ka cjelobrojnih indeksa m). Ako Jje funkcija ¢ ne samo nepre-
kidna, ve¢ ima i neprekidan drugi izvod, onda za svojstvene
vrijednosti vazi preciznije:

2 m=m2+Co+ "c:'('::')+ O ( 2 ’

m m
T

kad m-*®@, gdje Je Co=%£q(x)dx, a Cl(m) je periodicna funkcija
od m, sa periodom 2n (u specijalnom slucaju Ll, period 1iznosi
4. Ve 0 svemu ovom taCku 17. prosle glave, teoremu 2.7. i
teoremu 3.11 (o glatkosti funkcije q).

3) u tadki 20. glave 2. odredena je asimptotika svojstve-
nth funkeija 1

4) defekt regularizacije ispitivanog operatora Jjednak Jj@ nuli,
a isto vazi i za Sturm-Iiuvilov operator L,. od ovim se pod-
razumijeva sljedece: ako se velilkoJ svojstveno]d vrijednosti
koja se nalazi blizu potpunog kvadrata m2 prirodnog broja m
dodijeli kao indeks upravo ta] broj m - onda numeraciju treba

poceti upravo od m=1, tj. tada ¢e numeracija biti tadéna; pri

ovom se svoJjstvens vrijednost slgebarske visestrukosti k brodi
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ey
3

k puta. V. 0 svemu ovom teoreme %.8, 5.Y. 1 %.10. Ova napo-
mena Je pod 2) veé bila uzeta u obzir.
Sve vrijeme u ovoj glavi istice se 1 specijalni slu-

caj Ll.
tacka 3, NOVI IZRAZ ZA OPERATOR P.

U nasSim ispitivanjima korisnoc ¢e posluziti 0perator'Lo,
¢ija su spektralna svojstva poznata. Zato ¢emo pokusati i ope-
rator P da dovedemo u vezu sa Lo' Radili se o konkretizaciji (na
ispitivani sludaj) opsSteg postupka za prikazivanje degeneri-
sane perturbacije, v. npr. [8], str. 308, formula (6.5).

Radi laksSeg razmisljanja, opisimo prvo najjednostavniji

sludaj: q(x)=® 0, n=2, & ,=1. Neka je
£ (x)=x za 0% xs_E i f (%)= (R =x) za X« XX
0 2 2 o A =

(vidimo da ova funkcija ima svojstvo da Jje fé’(x)=0, gdje god
fé’(x) postoji). Neposredni ralun (parcijalna integracija) tada
daje (imamo u vidu da Jje u(0)=u(M)=0, kao i, olito, f0(0)=

fo(-jt)=0) :

L4

W A ——

(Lou,£,)=§ -u”(x)fo(x)dza::u(%).
o

Slicéno, Jjedan korak dalje, ako se stavi
Ti—-4 <

fd'(x)=—-——x za 08 x2d i £y (X)==(M -x) za LZX x<W ,

y.s T
imamo ™

(Tyusfo )= § -0’ (x) £y (x)dx=u(el ).
o

U sljedecem koraku uzimamo u obzir i moguénost vnrisustva

potencijalne funkcije q(x). Tada treba pisati

£1(x)=f, (O-L5H (a0, (x))

i dobijamo
| 1

cLou,f1>=£ (mu?? (x)+q(x)u) £y (x)dx=u( £ ).




~ 105 -~

Na kraju, nas interesuje o =E, .2_"." ,“”(n-:‘)?t 1, s obzirom
n n
na linearnost operatora L i P, izlazi da treba koristiti
N-j

£(x)= Z A [fxn(x)-L (a(x)t, N ],

tJ. da tada 1mamo zelaenl 1zraz za perturbaci ju:

Pu(x)=(L, u,f)= Z o ulx,) -
K=4
MoZemo pisati Pu-(Lou,f)g, gdje Jje g(x)=1.

Operator Lgl Jeste integralni operator, i u nasem sludaju
™

-]
Lo (a(x)t g (x))=§ 6, (x,7)(a(m) £y (3))dy,
o |
gdje Go(x,y) oznacava Grinowu funkciju operatorsa Lo’ Ve [21],
str. 58. Ponovimo definiciju Grinove funkcije: ako je Louo(x)=

ul(x), onda je

iGo(x,y)ul(y)dﬁuo(x) .

Vidimo da se funkcija f£(x) sastoji od dva sabirka. Fpi_
likom konstruisanja prvog sabirka (fd;tx)) takode smo mogli da
koristimo Grinovu funkciju i njena svojstva.

Pretpostavili smo da 2=O nije svojstvena vrijed_r;ost ope-

ratora I (¢im smo napisali Lgl).

tacka 4. DRUGI NACIN DA SE DEFINISE f(x).

Teorema %4.1. Neka je funkcija q(x) neprekidna, neka su

njene vrijednosti kompleksni brojevi 1 neka ;‘—L nije svoj-

stvena vrijednost sturm-Liuvilovog operatora e Jcnacino se

G (x,y) Grinovu funikciju operatora I_. Neka je, po definiciji,
n-1

£(y)= Z o, G, (}g,y) | (#.1)

Tada za svakc ug ﬁ vazi

Pu(x)=(LOu,f)g.

gdje je g(x)=1 za svako x.
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Dokaz. Za funkciju f(x) iz prethodne tacke pokazali smo

da 1ima svojstvo
|/
(Loll,f) —u("i )

(up. sa formulom iz prethodne tadke u kojoJj se pojavljuju U,

L

2 '!y)

ul). Na osnovu definicije Grinove funkcije moZemo za G, (

tvrditi
’ | 4
| a6, (§ mray-ucE).
O

Treba znati da operator L, (kada nula nije njegova svojstvena
vrijednost) preslikava skup J uzgjamno Jjednoznacno na (cio)

prostor ﬂ, te u gornje dvije formule u(x) prolazi by s & Lou(x)

prolazi cio R . znadi da je razlika f(y)—GO(%E,y) jednaka nuli,
Jer je jedino nula-vektor ortogonalan na cio prostor; uzeti u
obzir glatkost funkcija koje se pojavljuju.

Napomena: Kakolse radi o kompleksnom Hilbertovom prosto-

ru, to se skalarni proizvod definise kao

K1Y S

Pisali smo u specijalnom slucaju L,. Analogno se pife u

opStem slucaju. Dokaz Je zavrsen.
taCtka 5., INVERZIJA OFERATORA L.

Ispitajmo moguénost rjesSavanjes jednaline Iu=F, tj.

Lou+(LOu,f)g=F.

Pomnozimo napisanu jednadinu skalarno sa f (s desne strane):
(Lyuy £)+(Lyu,f)(g,£)=(F,f).
Pomoéu posljednje relacije eliminisaéemo (Lou,f) iz jednacine

cija se rjesivost ispituje, te ona postaje

(F,%)

I _uy ——————— g=F.

" 44 (9,f)




- 107 -

Kada se na obe strane primijeni L;l

Onda iZIEZi u=---F¢¢-1 tj-
u se izrazava preko F. Tako je inverzija izvrSena. Ako umjesto
slova F pisemo slovo u, onda se zakljudak iskazuje ovako:

-1

’

Ovo izvodenje zasniva se na dvije pretpostavke: prvo: da Lgl po~—

L-1u=L;lu—

steji (tj. da nula nije svojstvena vrijednof§t od LO) i drugo:
da je 1+(g,f) razlidito od nule.

Ovo rasudivanje Jje analogno postupku koji se primje-~
njuje za rjesavanje Fredholmove integralne jednadine druge vrstt
sa degenerisanim jezgrom (to se jezgro prikazuje kao X(x)Y(¥y)).

Iz formule (4.2) zakljudujemo da se ﬁg{u moze izracu-
rati ze sveko ue N s+ tJ. da Je taj operator svuda definisan, te

ia Jje ogranicden i da Jje integrelni.
cacka 6. IZRAZ ZA RBZOLVENTU OFERATORA L.

(1) Slicéno kao u prethodnoj tadki, polazimo od jednadine
;u-:au=F, tj¢
Lou+(Lju,f)g=F+ Adu.

rvo dejStvujemo na lijevu i desnu stranu sa Ro) =(LO—;IE)-1:

u+ (L u,f)R 8= =R, F-

A

Tugo dejstvujemo sa Lo na lijevu i desnu stranu:

Lou+(Lu,£)L R ,g=L_R__F.

oA oA
reée mnozimo skalarno sa f (sa desne strane):

(L u f)+(L u f)(L R £)=(L. R _F,f).

oAb 0" 0

osljednja relacija (ovo Jje posljednji, Cetvrti, potez) sluzi

a eliminisanje izraza (Lou,f) iz ranije jednakosti u+(LOu,f)x
025=R02F' Tako 1zlazi u=...Fe.., tj. u se izraZava preko F. Ta-~

0 je izvrsena inverzija operatora I- AE. Ako umjesto slova F
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pisemo slovo u, onda se zakljudak iskazuje ovako:

1 (LeRoa%, %)
(I~ AE) “u=Rou=R_ u--—--—-—-—-——---Rozg- (4.3)

14 (L RypS3,§)

(2) Ovo rasudivanje je zasnovano na pretpostavci da RO?
postoji, tj. da A nije svojstvena vrijednost operstors Lo' e
dutim, formula (4.3) vazi i u takvom sludaju, na osnovu teoreme
o jedinstvenosti za analiticke (operator~) funkcije. Navedena
okolnost precizno je utvrdena u teoremi 4.3, koja slijedi.

(3) Posljednja formula pokazuje da Je R'}\ integralni o-
perator. Oznacimo njegovo jezgro sa G(x,y,;\ e Mi tvrdimo da Je

')t o(x)':l(x) ekvivalentno sa
uy (%)= { 6(x,7, 2 u,(y)dy.
o

Relacija (4.3) omoguéuje da se napisSe eksplicitni izraz za
G(x,y,;\). U tom izrazu prirodno uéestvuje funkecija Go(x,y,ﬂ')

- Jezgro integralnog operatora (Lo_ KE)"]'. Rezultat se formu-

lise ovako (u sludaju Ll):
W

G(Xiyix) =(x (x‘ly! 2)--*'---—-'—"--------f,---n-——-—-»(;' (.w 3 )) f (X Bz)dﬁ
1+(L, Ron9, §)

(4.4)
X

(imamo u vidu svojstvo Y“"pretvaranja" (L U,f)=U¢( Z)),, odnosno u

opstem slucaau L

| 1
3 32 =z ) 1a - [ G 4
G(X,72A4 )=G_(X,7,7) (L Ry, 1) Z by 6o LX)y 2)] I X

Go (X, B, dR (4.5)

Jzraz u imeniocu moZemo da zavifemo ('"pretvaranje") kao

l+s GO(:‘-“-Z- s P ,2 Yap (u sludaju Ll), odnosno

O
n~q

1+ 2 dyp § 6, (% B 2)dD,
K=4 o ) !

(4) Navodimo ovdje neke &injenice iz opste teorije koje
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se odnose na funkciju Go(x,y,}'\), Ve [21], str. 46. 1 47, Tamo
je pokazano da su njeni polovi upravo svojstvene vrijednosti

od Lo’ a da se ona prikazuje kao kolicnik dvije cijele funkcije,

tTie
Go(xsys 2 )=M)-
A ()

Pri ovom;f'jc Ao( A )=0 karakteristiéna Jjednadina za L ot td.
fl(x=0) f2(x=0)

funkecije &Y i f, uvedene su u tacki 3. glave 2., (KoSijeva rje-

Senja za Sturm-Liuvilovu jednalinu). Izraz u brojiocu H (X»,754)
jeste

£y(xy8)  f5(x,s)  g(x,y)

Hy(x,7,5%)= | £,€0,8)  £,(0,8)  g(0,¥)

£1(W 48) £,(MW,s) g(X,¥)

gdje Je definisano

3

e(x,7)= + .2 fl(xls) fg(xis)
g fl(y‘ls) fg(yos) ,

i
Znak "plus" treba uzeti zko je x{y, znak "minus" treba uzeti

ako je xX27ve.

(5) Ako se sve ovo uzme u obzir, onda se forrlWla (4.4)

moze zapisati kao

A (X)) HO[%,‘L?‘)
H‘(xl’ z) ¢lg P x
G("’i:_z T T B, Lr(T.eMdp AW
[H, (x5 ) -
t3. 8,2 ° T u T g N dB]=H (FY2) H Ix B 0
G(x375 A )= ﬁ-g(xﬁ!a)[bilmfn.__._—-’ H"\uﬂ' ) 1 - ’ln"u'“;
odnosno u opsStem slucaju L: Iy |
He X,y A) A ~Holy 2§ Hh(x'ﬂ’n)éé‘)
(.7)

G(xX,5, ?l )= An f)) 'ﬁ‘))
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gdje su uvedene oznake

N-4
’H'o(y'l A )=Z dkaO(xkayt A ) (4.8)
k=9

w
AA)=D (A)+ B (B, A)ab. (4.9)
o

tadka 7. VEZA NULA FUNKCIJA A (A) I A(A) sa

SINGULARITETIMA FUNKCIJE G(X.¥. N ).

Teorema 4,2. Neka je funkcija g(x) neprekidna i neka su
njene vrijednosti Wompleksni brojevi. Tada su jednaline
[&(52)=0, formula (4.9), i f(s)=0, formula (2.24), ekvivalentne,

Dokaz., Izvedimo. dokaz, radi krateg pisanja, za sluca] L.
Op3ti sludaj tretira se snalogno. U slucaju L, pod f(s) mozZe
se podrazumijevatt funkcija zadata formulom (2.15).

Sve vrijeme éemd (u dokazu) kao promjenljivu koja odgo-
vara spektralnom parametru koristiti s, ovdje Je 52= A .

Sabirak B(X ,s) poklapa se sa prvim sabirkom Ao(sg} iz
(4.9). Da = se preostali djelovi tih dvaju formula poklapaju
moze se pokazati direktnim racdunom. Nad funkcijom Ho(x,;;sg)
treba izvrsiti dvoje: zamjenu x=1! (odnosi se na elemente prvog
retka njegove determinante) i integrisanje po y od O do U (od-
nosi se na elemente posljednjeg stupca njegove determinante).
Treba imati u vidu da Je fl(O,s)=l, f2(0,5)=0, kao i definicije
funkeija A(x,s) i B(x,s), ranije formule (2.11) i (Z.12).

Dokaz Jje zavrsen. |

Teorema 4.5, Ako je svojstvena vrijednost od L . tJ.

Ao(z 0)=O, ali nije svojstvena vrijednost od L, tJ. A (20)7#(_.1)
onda Jje }\O regularna tacka funkcije G{x,y,z), formula (4.7).
Za q(x) se kao i1 u prethodnoj teoremi pretpostavlja da je ne-

prekidna 1 da uzima kompleksne vrijednosti, ;aq je ma koji
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kompleksan broj. x i y su perametri, xE[O,ﬁ] . yE-[O,TI] .

Dokaz. Opet se, bez umanjivanja opstosti, moZemo ograni-

¢iti na sludaj L;. Takode éemo, kao i u prethodnoj teoremi,
pisati s° umjesto A (i s§ umjesto ;\0).

Sproveséemo dokaz u slucaju da je to s§ prosta svoj-
stvena vrijednost od.L (algebarske viSestrukosti jedan), a
sli¢no se dokazuje i u sluc¢aju veée visSestrukosti (koja je, 1pak
uvijek konaéna - poznato )z opste teorije, jer se radi o nulama
cijele funkecije) (i u tom slucaju se koristi eksplicitni izraz
za glavni dio odgovarajuéeg Loranovog reda od GO).

Kako je A o Prosta svojstvena vrijednost od LO, to Je,

v. \21], str. s,
——
i, (x) YolY)
A-2,

gdje Je Gl(x,y,ﬂ ) regularna funkcija u okolini tadke A =A ot Yo

+6,(x,%,2)

Go(xsya 2 )= -

Jje svojstvena funkeija za L 0! Vo Je svojstvena funk01aa za L

(zaﬁ o)s Jod Je (u 4v, )=1l. Dakle, H (x,y,z)NC su (1) ev (7)
kad A —920, Co Je neka konstanta (ne zavisi od 2) (C,FO0)

U vezl brojioca formule (4.6) piZemo sljedele procjene:

Ho(xty,z)"' Co Uy (X v, ly) , g H,K’-}_.B,?‘) df® ~ Co s (.%)g AL) dy,
n — L} N —
Ho (319, &) voly) [ H,0,2dB~ €k 00 v(06) df

'dakle se zakljufuje da se brojilac te formule (4£.5) pona3a kao
H,(x,7,2)4 (1) (A=2),

Je "singulariteti® (preciznije: nule) brojioca i imenioca se
otiru; zakljudak: G(x,y,;\) nema singulariteta u tadki Ao
okaz je zavrsen.

Dakle, formule (4.6) do (4.9) daju najbolju informaciju o

ezolventi. Pomodéu njih smo veé izveli dva bitna zakljuéka.
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Dalje zakljucke izdvajamo u posebnu tadku.

tatka 8. ZAKLJUCCI O GRINOVOJ FUNKCIJI G(X,y,A) I O
REZOLVENTI R4 .

Teorema 4.4, Neka je funkcija q(x) neprekidna ne odsjedku
[O,?f] i neka su brojevi q(x) kompleksni. Tada Jje funkcija
G(x,y,ﬂ) meromorfna funkcija od A y za sveko fiksiramo (x,y)¢
[o,'.i'i]"[o,ﬁt] . Kompleksni broj A je pol te funkcije ako i
samo ako Jje A svojstvena vrijednost operatora L.

Dokaz. Prvo tvrdenje: na osnovu formule (4.7) i1 na os-
novu toga Sto su Ho(x,y,a) iA 0(3) cijele funkcije od A.
Drugo tvrdenje: v. prethodne dvije teoreme u kojima Jje analizi-
rana situacija sa tacdkama koje su moguéi singulariteti. Dokaz
je zavrsen.

Teorema 4.5. Neka je funkcija q(x) neprekidna na od-
3jecku [O,jf] i neka su brojevi q(x) kompleksni. Ako komplek-
san brog ﬁ nije svoJstvena vrijednost operatora L, onda je

>perator R =(L—}\E)“l svuda definisan (na cijelom 'H,), og;ranib;en?

A
integralni i njegovo Jjezgro G(x,;y,)) definisano je formulom
4.7,

Dokaz teoreme sadrzan je u materijalu izlozZenom u tadki &,

;atka 9. ZAKLJUCCI O SPERTRU OPFERATCRA L.

Teorema 4.6. Ako kompleksni bro] ;‘ nije svojstvena vri-

jednost operatora L, onda 7\ pripada rezolventnom sXkXuou ope-
ratora 1.

Ova teorema predstavlja preformulaciju prethodne teoreme
.

Dakle, neprekidni (i reziduslni) spektar operatora L je

yrazan skup. Prema tome, spajajuéi ovo sa ranijim zakljuécima
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(teorema 2.7), utvrdeno je da se O (L) sastoji iz izolovanih
svojstvenih vrijednosti konaéne viSestrukosti. U toj situaciji
se kaze (rijeC Jje o zatvorenom operatoru) da je skup B(L)
diskretan (Jjer je joS i prebrojiv i nems konadne tadke nagomi-
lavanja), odnosno da je L operator s kompaktnom rezolventom ili
da je L diskretan operator, v. knjige [8), [6]. Isto vezi i za
L, (Sturm-Liuvilov operator). SCL) oznac¢ava spektar operatora

T

tadka 10. IZVODENJE KARAKTERISTICNE JEDNACINE O (¢ A)=0

POMOCU WA-DETERMINANTE.

Naé¢in koJji je u tacki 5. primijenjen za inverziju opera-
tora L poznat Jje u literaturi, o cemu Ce JjoS biti rijeci u
sljedec¢o]j glavi, a najpravilnije je reéi da je to analogon
postupka za rjesavanje infegralne jednacine sa degenerisanim
jezgrom. U literaturi se tom postupku daju razliditi nazivi.
U knjizi [8] nazvan Jje Vajnstajn-Aronsajn determinantom (prve
vrste), skraéeno WA~determinantom &D("S). Cvdje &emo ga
ukratko opisati.

Neka Jje T zatvoreni operator u Banahovom prostoru X. (Ap=-

solutno) degenerisani operator A reprezentuje se kao
m
Au=.z (u’ej)xav,
J=1 %
gdje xjé X, eje X « Reletivno degenerisani operator & (rela-
tivno u odnosu na T) reprezentuje se kao
m
Au=z ((T-So)u,i‘j)xj,

Jz4q
dje i‘.é}{", ovdje je fiksirana talka iz rezolventnoc
= J 0

skupa operatora T, u posljednjoj formuli ue.ﬁ (T). Cznake se
uproééavaju ako Jje prostor refleksivan i ako je Hilbertov. il

cemo dalje pisati‘E o=Ce
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Teorema. (iz knjige [8], str. %10)

- r~ |
V(:’; sT"'A)" p(S yT')= 1’(\5 s W),
za svako 3 ¢/, A (dio kompleksne ravni) sastoji se od tadaka

rezolventnog skupa i od izolovanih svojstvenih vrijednosti ko-
nacne viSestrukosti operatora T, operator A je T-degenerisan,
oznaka S=T+A, gdje su prethodno uvedene sljedeée tri oznake:
3(3 sT)=\ O, ako Je 3 element rezolventnog skupa operatora T,
a, 8ko je svojstvena vrijednost 3 izolovana tadka
u skupu 6 (1),
+00, u ostalim sludajevima,
ovdje je a dimenzija (korijenog) podprostora na koji se (koso)
projektuje (a Jje algebarska viSestrukost svojstvene vrijednostil
)1(3 W)= ( k, ako je ‘5 nula funkcije @ reda k,
-k, ako ;jeb‘s pol funkcije (@ reda k,

O, u ostalim slucajevima,

(T )=w(Y ,T,4)=det(1+a(1- %) 7h). (4.10)

Izracunajmo odmah WA-determinantu (prve vrste) u nagem

5

sludaju (sravnjenje oznaka: T=L,, A=P, :f =41), determinanta
¢ biti velidine Jjedan puta jedan. Dalje srawvnjenje oznaka: f1=
> iz formule (4.1), X1 =8, gdje je g(x)=1 za svako xE-[O,'JT] .
S obzirom da perturbacija T prevodi svaku funkeiju u(x)
. konstantnu funkciju Pu(x), to se kao element baze na kojoj se

.asniva determinanta @ 3) uzima konstantna funkcija, tj.
woze se uzetli konkretno funkecija g.
Elementarno je da se operator (Ib-gﬁ)_l lzrazava nreko

voje Grinove funkcije G_(x,y, A). Radunamo determinantu

N
(L~ A)"e= § 6, (x,7, 2 )dy,
O

1 4
(L;,--ﬂ )_1S= !)GO(% 17y A )ady,




- 115 -

na kraju v
@(A)=1+ f GO(..’_t Y, A)dy.
0 2

Pisali smo u specijalnom slucaju Lqs slicno se pisSe u opStem sly~
caju L. Ova formula je saglasna sa formulom (4.4), odnosno te-
oremama 4.2. 1 4.5.

Skicirajmo analizu. Razmotrimo prvo neki broJ A za koji
vazi @ ( A)=0. Ako to A ne pripada E(LO), tj. eko Je ri;( Z,LO)
-0, onda je Y(A,L)>0: zakljulak: A pripada B (L). Takode,
ako pripada G(Lo) onda pripada i ©(IL). Sliéno se razmatra i
drugi sludaj: kada se razmatra A takvo da je @)X A)FEO.

Dakle, WA-determinante daju potpuni odgovor na pitanje o
odnosu izmedu spektaraldvaju operatora L i L, ali daju samo
djelimié¢an odgovor na pitanje o spektru operatora L (ako o L,

imamo nedovoljne informscije).

tadka 1ll. UMJESTO WA-DETERMINANTE MOZE SE RECI DE-

TERMINANTA PERTURBACIJE.

U knizi [5], str. 217, iskaz 4, nalazimo teoremu istoy
tipa, sa razlicitim uslovima teoreme, tj. iskaz se odnosi na
iz#jesne ogranicene operatore. Kljuénu ulogu u tom iskazu
ima tzv. determinanta perturbacije DB/A(I*). Razjasnimo ukrat-
t0 ¢ ¢emu Je tamo rijecd.

Cperator A perturbiran je omeratorom S-A. (va determi-
1anta moze da bude velic¢ine beskonaéno puta beskonacno.

Neka su A i B ogranifeni operatori u separabilnom Hil-
rertovom prostoru, pri cemu Jje B-A nuklearni operator. liela Je
:‘0 zajednicka normalna tacCka i1 operatora A i operatora .

Teorema. (iz knjige {5]) Red (analiticke funkcije od ﬂ*)

ieterminante perturbacije

Dp /a P—)=det[(E-f§ B) (B~ pa)™)




- 11€ -

1 tadki ﬁl0=1/20 jednak je razlici ValB)- V‘,\éﬁ), ndde Su
Va(B) i Vafr) - algebarske vigestrukosti broja A , respek-
civno za operatore B 1 A.

Leko se uvjeravamo da je ova formula formalno ekvivalentng,
;a slidénom formulom (4.10) iz prethodne tacke. Treba samo izvr-

iiti sljedeéu prostu transformaciju
(B-MB) (B- M A) " L=(B-p A= (B-4)) (E-] 1) ™ 2
E- M(B-4) (B~ Ma)~t

. umjesto T, A,B iz prethodne tacke pisati, po novim oznakama,

Ly B=A, 1//{ .

w
;aka 12. IZRAZ ZA KONJUGOVANI OFERATOR L .

Pod odredenim uslovima na linearni operator L, simbolil
‘%" (za njegov konjugovani) i "-1" (za njegov inverznl ope-
-ator) mogu da zamijene mjesta (tj. komutiraju). Navodimo odgo-
rarajucu teoremu. -

Peorema. (iz knjige LEi], str. 142) Ako operator A, koji
lejstvaje u kompleksnom separabilnom Hilbertovom prostoru, ima,
nverzni operstor i ako su 3(1&) i Q(A_l) custi u tom Hilber-
;ovom prostoru, onda Jje (A'l)*=(A*)-l.

Mi smo u tadki 5. wveé izvrsili inverziju operatora L, V.

1

‘ormulu (4.2). Kako je operator I - integralni, to nema teskocta

rilikom nalaZenja njegovog konjugovanos. Tako je

-1 ~ny* g
(*) tu=@ ™ u=zT ) u- tebo 8) £=(12) - (Lo u, ) £.
1+ (£3) | 1+ (£, %)

(4.11)

Koristili smo sljedeéu ok@lnost: ako Jje Au=(u,f)g, onda

;e-ﬁﬁu=(u,g)f: provjerava se pomoéu Lagranzove zagrade, tJ.
rovjerava se da vazi definicioni uslov (Au,v):(u,ﬁfv).

Prethodno smo se uvjerili da su sva tri uslova navedene




- 117 -

teoreme ispunjena, i to: (1) da operator L ima inverzni (kada
A =0 nije njegova svojstvena vrijednost); (2) da je oblast defi~
nisanosti <« operatora L (svuda) gust skup u H, (poznato iz
teorije Sturm-Liuvilovog operatora) 1 (3) da je njegov inverzni
operator L"l gusto definisan (ta] L"l je Cak svuda definisan
u 1t).

Dobijeni eksplicitni izraz za inverzni operator od onog
kxoji nas interesuje, omoguluje da se opige operator koji nas in~
teresuje, tJ. ﬁ“. Posljednja formula (4.11) pokazuje da je

(ﬁ‘)"l prikazan kao kompozicija sljedeéa dva operatora:

u’*(L l) u, '*u—-—gg—zl—-f. (4,12)

1+(£,8)
Teorema 4.7. Neka je funkcija q(x) neprekidna na [O Ji}

neka su brojevi g(x) kompleksni i neka A=0 nije svojstvena
vrijednost ni za L ni za L. Dajemo sljedeci opis operatoraiﬂ*.
Neka je u(x) ma koji element prostora ?L-Leto,?il Neka Jje v=

(L;l) u (prolazi kroz skup 3 ). Neka je, konalno,

W=V~- __Q’__-’:?__ f. (4.1%)

1+ (£,9) ,

Oblast definisanOsti operatora Y sastoji se iz svih funkcija w
=w(x) i pri tome Jje L w=Lov.

Dokaz Jje sadrZan u ranijem tekstu.

Napomena. Uslovi O ¢G'(LO) i Oé @ (1) povlade da Je
1+(f,g) ¥ 0. Ovo se lako zakljucuje analizom uslova Iu=C tJ.

L u+(L u,f)g=0.

Posljednja teorema daje Jjasnu predstavu o 2)(L Y. 4ko
5elimo eksplicitnu formulu za L‘, onda treba invertovati oba
operatora iz (4.12) i primijeniti elementarnu formulu (AB)-1=
1A~ 1, u vezi d(B)=H, d (B_l)='H.. Sto se tile B4 (inverznog
od drugog operatora iz (4.12)), on se dobija trivijalno, 1 Jjest®

u*u+(u,s)f.
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Dakle,

L*u= g‘u-r(u,g)f]. (4.14)

taka 13. O GLATKOSTI FUNKCIJA IZ OBLASTI DEFINISANOSTI
KONJUGOVANOG OFERATORA LY.

Uoéimo interesantnu okolnost: domen konjugovanog operatorg
ukljuduje i neke neglatke funkcije. Funkcija w=w(x) iz (L"),
formila (4.13) u prethodnoj teoremi, prikazana je kao zbir

glatkog dijela v(x) (€D ) i neke funkcije oblika
=ﬂ s- ﬁw i = 4 n - 1."' 5. 5. 71--
fo(x) zx, 0= x 3 i 1( X), > S x

Dakle, te funkecije w(x)e.‘D(L*) su apsolutno neprekidne,
a u kona¢no mnogo tacdaka (x=x1,...,xn_1), uof3te uzev, nisu

diferencijabilne.
tadka 14. IZRAZ ZA SVOJSTVENE FUNKCIJE DVAJU OFPERATCRA T, T L*.

Poznato je iz opd3te teorije: ako Jje kompleksan bro] A
normalns svojstvena vrijednost operatora I (koji Jje zatvoren,
djeluje u Banahovom prostoru i ima konjugovani), onda Jje Ei
svojstvena vrijednost od.If, V. NPT. knjigu [8], str. 23%3.

Pri tome se odrZavaju kako algebarska, tako i geometrijska vi-
Sestrukost svojstvene vrijednosti.

U knjizi [21], str. 50, pokazano Je za Grinovu funkclju
G(x,Y,A) obidnog linearnos diferencijalncg operatora (na
konaénom odsjecku) éljedeée: u glavnom dijelu njenog Loranovog
reda u okolini prostog pola ?\0 pojavljuje se proizvod jedne
funkcije od x i jedne funkecije od y (konjugovano). iri tome su
te funkcije upravo svojstvene, v. o tome detaljnije u dokazu

teoreme 4.3. Pokazuje se da slidna okolnost vazi 1 za nas

operator L. Ustvari, ta okolnost vazi za vrlo Siroku klasu
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operatora.
Neka za izvjesno fiksirano A funkcija G(x,y, 2), formula

(4.5), ima prosti pol. Neka dopunski A ¢ 6 (L,). Uvedimo oznake
l\""l T —————————

u2(7)=z JkGo(xkiyiz) = (LOROJ\)*f(y)’ (4,15)
K=
T

u, (%)= g’Go(x, B,Adp = R e(x). (4.16)

Ove dvije funkecije pojavljuju se u brojiocu spomenute formule.
Sto se tide druge varijante izraza za ue(y), formula (4.15),
detaljno objasnjenje slijedi u tacki 16, pod "osnovni proraéunﬁ’
formula (4.18).
Neposrednom provjerom uvjera¥amo se da vazi

¥u =2

L Us= Ay,
tj. U, je svojstvena funkcija od ﬁ* za svojstvenu vrijednost
A . U ovom provjeravanju koristimo: (1) da svaki operator ko-

mutira sa svojom rezolventom i (2) da jednacina za odredivanje

svojstvenih vrijednosti za B* glasi:

e —————
1+(L R, 8, £)=0.

Na isti nacin, neposrednom provjerom utvrdéujemo da vazi
Takode je uy;¥0, u,F0.
Oslobodimo se sada dopunskog uslova ﬂ‘t:s(LO), tJ. raz-

-

motrimo slucéa]j kada se svojstvena vrijednost ;\ poklapa 1 za L
i za I.. Tada se umjesto formule (4.5) upotrebljava deteljinija
formula (4.7). Osim toga, treba upotrijebiti formulu za

Go(x,y, a), iz dokaza teoreme 4.3, o raspadanju reziduuma Gri-
nove funkecije nepérturbiranog operatora Lo' Istim postupkom
dolazi se do ista dva zakljucka: (1) da Jje reziduum funkcije
G(x,y,;\) proizvod dvije funkcije, od kojih jedna zavisi samo

od x, a druga samo od y i (2) da je prva od tih funkeija svoj-

stvena za L za.;‘, dok Jje druga od njih, poslije konjugovanja,
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L ‘ T - - - - . - .
svojstvena za L za A . Mogu se lako napisati eksplicitni izrazl

za te dvije svojstvene funkeije.

tadka 15. ZAKLJUCCI O POLOVIMA GRINOVE FUNKCIJE

G(X,7,A ) OPERATORA I- AE.

Teorems 4,8. Neka je funkcija q(x) neprekidna i uzima kom-
pleksne vrijednosti, neka A -0 nije svojstvena vrijednost ope-
ratora L0 niti operatora 1L, neka su sve svojstvene vrijednosti
opersatora L0 i L proste (algebarska visestrukost iznosi jedan).
Tada u svakom polu (po 7\) Grinove funkcije G(x,y,z ), formula

(4.7), njén reziduum iznosi

-uy (Dus(7),
gdje Je uy svojstvena funkcija za 1L za A y @ U, za L* 28 7\. .
Dokaz je sadrzan u izlaganju prethodne tacke. Fksplicitni
izraz za uqy i U, u baznom slucaju (kada nije dosSlo do poklapanja
sa spektrom od L) dat je formulama (4.16) i (4.15). Ekspli-

citni izraz za uy i u, u sludaju poklapanja dat Jje u drugom

dijelu tacke 18. y

tadka 16. OCJENA RASTA GRINOVE FUNKCIJE G(x,7.A ).

Razmotrimo u kompleksno] A -ravni niz rastuéih kru¥nica

I

-7{[1{2+(1:+1)2]. Koristimo sljedeée okolnosti:

¥ (k=1,2,...) sa zajednilkim centrom u A=01i poluprecénika

prvo: za svojstvene vrijednosti polaznog operatora poka-
zano Jje da vazi:
= : - A
aom-—m - O (1), tJ. Som—m-r O( m)i

b

a #a svojstvene vrijednosti osnovnog operatora I vaZi:
2 :
A _=n®+ Q (1), t3. s_=n+ 0 (ﬁﬁ'\)’

kad m- o, ako qe(,(O,ﬁ] .
~drugo: Iz navedenih formula slijedi da se (za sve dovoljno
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velike k) originali (pri preslikavanju.'ﬁ=sg) (u gornjoJj polursay-
ni) svojstvenih vrijednosti polaznog operatorsa L, nalaze na

rastojanju ne manjem od S:ﬁﬁ od originala KruZnica ‘-k' Uzeti

u obzir da je\’ %[kz+(k+l)2] g;k+-% -

Zato ove kruzinice ’-k mogu da posluZe za dokazivanje
teoreme o spektralnom razlaganju za Sturm~Liuvilov operator L,
(operator drugog reda sa pojadano regularnim graniénim uslovima)
Takvo dokazivanje, za obidne diferencijalne operatore, izloZeno
Jje u knjizi [21], str. 92. NaSa rasudivanja u ovoj i u slje-
deCoj talki teku po analogiji sa tom teorijom razlaganja.

Tekode je Jjasno (iz asimptotskih formula za s ) da se ori~

ginali svojstvenih vrijednosti osnoV¥nog operatora I nalaze na

rastojanju ne manjem od §= 1 oa originala kruZnicsa T‘k, tie
vazi iskaz kao z=a Lo'. |

tre¢e: na tim krufnicama f'k vazi sljedeéa ocjena, V.
[21], za ‘Grinovu funkciju polaznog operators Lo, za g|ve
x€lo,n], yefo, 7] :
M,
Is]

fMO - konstanta).

| G (x5, A) | (4.17)

i cetvrto: formule (4.7), koja daje direktnu vezu izmedu

e dvije Grinove funkcije.

Csnovni proracun:

Dokaz da Je
»
Goclz,y, A)=(ToRyq) £(3). (£.18)

Dovoljno je dokazati da se poslije skalarnog mnoZenja (sa
ijeve strane) ove Jjednakosti sa proizvoljnim u&@ doblija tacni

elacija (Jjer Je ﬂ =?‘L), tije da vazi

N T
Su(Y)GO( "Z" 'J 9 7\ )dy=(L0R07\uif) o
o .

Ovo je tacno Zato Sto: na lijevoj strani imamo -
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Ro?lu(?%)’ po definiciji Grinove funkcije Go" & na desnpj strani
~ imamo Ro?tu(-i)’ na osnovu svojstva "pretvaranja" za f,

Pisali smo u specijalnom sludaju Ll’ slic¢no se pise u
opStem slucaju L. Dokaz je zavrsen.

Nes cilj u ovoj tadki jeste da pokaZemo da nejednakost
tipa (4.17) vazi i za funkciju G. Zato sprovodimo odgovarajuée
majoracije,

Majoracije (takode pisSemo, jednostavnosti radi, za slu-
caj In), iz formule (4.4) (ocjene vaie za xQ[O,T[] . ye[oﬂ!]

AcT )

fmenilac (na osnovu svojstva "pretvaranja' za f):

L+(LoR 81 ) =1+ (R 8) (5 ) 1+SG (547, Dy,

tje. imenilac ~1,

prvi _mnozitelj u drugom sabirku na desnoj strani (u
vezi osnovnog proraduna):
n
Go(ii’y’z‘)
i po modulu € M /,s[,

Drugi mn021telg

M
UG (x, B ,2)apl = l° :
Opsta slika:
1, 112
G(x$y$;a) "\ S q-+{%-s S '

bj.

SR
lG(x,y, ) 5] ’

1 Je konstanta. Nepotrebno je pisati odgovarajuée formule u
sludaju opiteg funkcionala, tj. u sludaju osnovnog operators L.
Pormulisalemo rezultat u obliku posebnog iskaza.

Teorema 4.9. Na kruZnicama r'k (k=1,2,...) Grinova

unkecija G(x,y,a) operatora L- ALZ zadovoljava nejednakost




gdje Je
T
cy={ c(¥)a (7)ay. (4.21)

©

Dokaz. Razmotrimo niz integrala

ILaa® &(x3,4) an. (4.22)

k
I A
Tk
Po teoremi o reziduumima,

K g .
Ikﬂ(x,y,O).;- Z y(x )

Vaq al’
gdje Je Hv(x,?) ~ reziduum Grinove funkcije G(x,y, A) u odnosu

R (4.23)

na njen pol 'Rp (za koji se ovdje pretpostavlja da je prost). U-
nutar f'k ima tacno k polova (polev od nekog ko), jer Jje polu-
preénik(rk)x(k-;—-g)g, 2k$k2

U vezi ocjene iz teoreme 4.9, slijedi da je k1:i.m I,,=0, 1 to
< ®

, defekt regularizacije=0.

ravnomjerno po (x,y)&[O,‘J‘t’])\' [O;ﬂ.'] .

Lako se vidi da je takode lim.Jl.Hb(x,y);O, takode rav-
K ~7® 3k -

nomjernc. Naime, Hk(x,y)=—pk(x)qk(y) (teorema 4.8), a funkcije

Py i q;. Su neprekidne.

@® 1
Zato Je G(x,y,0)=—z -E;Hk(x,y), takode ravnomjerno, u vew
K=4

zi pretpostavke o normiranocsti, tj. (pk,qk)=l.

Posljednju formulu pisemo u pogodnijem obliku

@
G(x,5,0)=2 -;—‘-pk(X)qk(yh
=1 K
gdje (opet) red konvergira ravnomjerno, zbog razdvojenog oblika

za reziduum Hk'

Ostaje samo da se napisu standardne formule Le(x)=d(x) i
p —
Jt

c(x)= SG(x,y,O)d(y)dy i da se tako zavrsi dokacz.
o

Posebno o normirangju (pk,qk)=l, tde pitanje reziduuma

Grinove funkcije G(x,y, A) iz formule (4.5):




- 124 -

izvod po A imenioca = izvod 1+(ge L)+ Z(Ro‘)g’f) =

(Ryp&sT)+ A(RyaRo 98+ D)

(na podetku: L,=L, - AE+ AE), a s druge strane, skalarni proizvod
svojstvenih funkcija, prvobitnih, oznaéenih kao ul(x) i ug(x),

formile (4.16) i (4.15)
¥
(ul’u2)=(Rozg’(Ldﬁoa) f)=(LoRo§RozS*f)=

(Rga &)+ A(R R 48, 1)

Vidimo da se ove dvije vrijednosti poklapaju. Odatle
slijedi da je

Py (%), (¥)
G(x_,y,) ) == kT kxl + regularni dio, kad A ﬂ)k,

A-2,

(slijedi po pravilu o reziduumu u prostom polu).

U slucaju da je pol ;‘:2111 takode pol funkcije Go(x,y,ﬁ )
(sludaj poklapanja) (tada na cijelo pitanje utide i prvi sabi-
rak -~ na desno] strani formule (4.5)) - treba pfilagoditi oVvo
izvodenje (koje se odnosi na normiranost). Tada treba upo-
trijebiti, umjesto formule (4.5), detaljniju formulu (4.7).
Eksplicitno Jje to uradeno u drugom dijelu sljedeée talke.

Dokaz teoreme 0 razlaganju Je zavrsen.

istiéemo da je ravnomjerns konvergencija reda (4.20)
poseban kvalitet, tj. nije obuhvatena iskazom da sistem
{pl,pg,...} ¢ini bazu u linearnom skupu by (niti time da se
koeficijenti racunaju preko svojstvenih funkecija od L’).

Komentar pretpostavke 1. Cva pretpostavka ne predstav-

1ja ogranidlenje, zbog moguénosti translacije po spektralnom
parametru A (i okolnosti da je skup svojstvenih vrijednosti,
keko za L, tako i za L, prebrojiv). Kako se to Cesto radi u
spektralno] teoriji, mogu se razmatrati LO+R OE i L+AOE

umjesto L, i L, gdje Je 20 pogodno izabrano.




Komentar pretpostavke 2. Ova pretpostavka moze se druk-

¢ije iskazati ovako: algebarska viSestrukost svake svojstvene
vrijednosti operatora L, (kao i L) Jje Jjednska Jjedan, ili ovako:
sve nule funkcije AO( 2) (i A( A)) su proste. Iz asimptotike
i A o slijed;

de se ova pretpostavka odnosi samo na konacCzn broJ svojstvenih

svojstvenih vrijednosti (tih dvaju operatora) A om

vrijednosti, jer su te vrijednosti (poclev od nekog m=mo)
proste, a one sa indeksom m koji je <m, imaju konacnu viSe-

strukost (vazZi i za L, iza L).

tadka 18. PRIMJEDBA O ZAJEDNICKOJ PACKI SPEKTRA DVAJU

OPERATORA L I I.

Prvi dio.

Neka kompleksan broj ]\o_pripedla 5(LO). 7Zelimo da od-
redimo uslove pod kojima broJ )0 pripada i 5(L). Oznacéimo sa
uo(x) funkciju za koju wvazi I,'::lvta.O:ZOv..0 (uO - svéjstvena funk-
cija). MoZemo pisati da Je uo(x)=f2(x,so), gdje su fl(x,s) i
i‘z(x,s) Kosijeva rjesenja jednacline lo(u)=2 u, i gdje Jje kao
i dosad s§=)0, s°= A.

Treba pogledati karakteristicne jednacine za L (to je
B(MW,s)=0) i za L (to je f(s)=0, funkcija iz formule (2.24)).
Po uslovu je B(M,s_ )=0, tako da je - pod tom pretpostavkom -
uslov 'Aoé 6 (I) ekvivalentan sa, v. (2.24),

AT ,s,)-B(s )=0 Ty
Imajuéi dalje u vidu formulu (2,.11) koja definiSe A(x,s),
kao i okolnost da je sada f,(T,s_)=0, posljednja relacija (4.2%)

dalje se razjasnjava, tj. pretvara se u

R Nn=1
{fg(t,so)dt-flcﬁ ,so).kz d 1 I5(X)45,)=C, (4e25)
| ny

- gdje smo i JB(S) transformisali. Nemoguée Jje da bude fl(jr,so)
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=0, Jjer Je ved f2(75,50)=0 (a flqkfg, vidjeti njihove vrijed-
nosti za x=0), tj. imali bismo kontradikciju sa teoremom o Jedin-
stvenosti rjesenja Kosijevog zadatka za linearne diferenci-

jalne Jjednac¢ine. Dakle, (4.25) Jje ekvivalentno sa
i g N~y |
[fz(t,so)dt-}: o | £,(%X),8,)=0. (4.26)
0 =4

Ovo je definitivni oblik uslova koji se odnosi na situ-

aciju ), o€ B'(Lo) ﬂG(L). 1%

Ako je prvi faktor jednak nuli, tj. x fz(t,so)dt=0,
| o
drukc¢ije zapisano (uo,g)=0, onda se pokazuje da je 'E; SVO j-

stvena funkecija opersatora L* (odgovara svojstvenoj vrijednosti

A ), u vezi ranijih formula Lov=ﬁ'w, —— (v,3)
j (£ 3)

4.7. u kojoj je dat opis konjugovanog operatora 1". Trivijelno

B’ —

slijedi da je I u_= ﬂouo.

£, v. teoremu

O
~ n-1
Ako je drugi faktor jednak nuli, tj. ) € u_ (x )=0, druk-
K:Q -

¢ije zapisano Pu0=0, onda se pokazuje da je u svojstvena
funkecija operatora I (odgovara svojstvenoj vrijednosti ;30).
Ovdje Jje dokaz jos prostiji: funkcional P na toj funkeiji u
se anulira (druk¢éije reéeno, pertufbacija odsustvuje), pa je
S1gurno Luo= 2 ol ”

Drugi dio.

Radi kraleg pisanja. ograniéilemo se na sluéaj L.
Koristimo formulu (4.6) za G(x,¥, A ), odnosno nenume-
risanu formulu ispred nje.

Takode koristimo formulu iz te tadke (tadkeb):
Hﬂ lrl’:))
A, ()

kao i formulu iz tacke 7 (iz dokaza teoreme 4,%):

Go(x:y's 2 )=

’
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GO(K,F,ﬁ )=-— NSIAMNS D +G1(X,Fs2),
-2,

xad A "’20

Hoéemo (u ovom drugom dijelu) dea pokazemo: (a) da Jje re-
ziduum funkcije G(x,y, A) za A=A_ Jjednak -p,(x)q, (37) i (D)
da, samim tim, odgovara normiranje (pk‘qk)=l'

Razdvajamo na tri moguénosti (u vezi onog Sto je dosad
redeno u ovoJj tacki).

Prva mogulnost. Ako je prvi faktor jednak nuli, tj.
w

S u (x)dx—o .
Tada beskonadéni dio (Loranovog reda) od G(x,y,;‘), tJe

dioc koJji stoji u brojiocu (a u imeniocu stoji 2—)0) iznosi

ﬁ

_— T
b==, ()7 (7) =0 (=0, (5 )V, (7)) f e1GeBaAg)al,

gdje Jje uvedena oznska

A0 8,2 ]

=w—_

C= _______.___————— +
A2y A %A(zhsno oM 1+ §6,(3.0,2%)d0

Dekle,

b= — [ uy(x)~C U (”)S 6, 5,520 401 [ V. [y ¥]1=-vmvly,

a odavde se neposrednim radunom uvjeravamo da Jje LU= A JUi

L*V=-50V. Takode nije U=0 (v. koliko Jje U(?{)), niti V=0 (V

4

je odranije svojstvena funkcija za ﬂz). Takode, neposredninm ra-
dunom, vazi (U,V) O.

Time je dokaz za prvu moguénost zavrsSen. Cvo je saglasno
sa onim 3to Je u prvom dijelu ove tadke reCeno o toJ moguinosti,

Druga moguénost. ko je drugi faktor Jjednak nuli, tj.

u (%{)—0. Tretira se analogno. -
Treta mogutnost. I'resjek prve i druge, tJj. j'uo(x)dx=0 i
i ; : . s o

uo(-')=0. Obuhvacena Jje dosadasnjim tekstom,

Z
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Napomena. U vezi dokaza za (b), tj. dokaza da je uvijek
(Pk,qk)#=0. Moze se (nezavisno od toga da 1li je dosSlo do po-
klapanja) doslovce iskoristiti odgovarajuéi dokaz za sluca]
obicnog diferencijalnog operatora, od trenutka kad Jje pokazano
da Jje reziduum jednak proizvodu svojstvenih funkeija, v.
knjigu [21], str. 49, polev od formule (39).

Taj dokaz za (pk,qk);:o moze da posluzi kako u slucéaju
poklapanja, tako i u osnovnom sluéaju (kad nije doSlo do po-
klapanja), 8tQ je dokazano ranije, pod "posebno", u prethodno]
tacki.

Evo kako izgleda ta]j dokaz.

Pokazano Jje da vazZi
A ———————

¢Py (%) gy (¥)
G(x,7, 2)= "I%‘:_:Ly\ +G’2(Xa312 ) s
o :

kad A -920, gdje je G, regularna funkcija u okolini talke A
=‘Ao i gdje se cijela neodredenost ogleda u prisustvu zasad ne-

odredenog kompleksnog broja c. Imamo sljedete Jednakosti
T T e 0y
(-2, 6 (x Y PNy = cpe (9§ pe NN dy+(2-27) J6(5 x4,
zatim (u vezi (L-?\E)pk=(7l 0-})pk) «
T R
-petd= cprx)f pet) 4 ly)dy+ (2-20) EG-:(":L))P""MY;

i (sada uzimamo lim )
A~}

=P (X)) =cpy (X) % Py (¥)q, (¥)dy,

odakle Jje najzad c=-(pk,qk)"l. Zavrsena je napomena.

Time Jje pokazano i (a) i (b).

tadka 19. SPECIJALNI SLUCAJ q(x)=0.

U ovom sludaju stice se joS Jasniji uvid u razne ele-

mente ovog izlaganja. Radi kradeg pisanja, ograniéimo se na
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slucaj L1=LO+P1, tie Lu=Lou+u(%£). Grinova funkecija operatora

L - AE Jeste (ovdje je 32=?\)

1 sinsxsins(M -y), 0L x<y<7 ,

G, (Xy7s A )= ~— 1 _ (4.27)
ss:.ns‘!t sinsysins(% -x), OLySsxg T §

8 Grinova funkecija operatora I- AE jeste, prema formuli (4.4),

1 W ‘
. 6, (3 1Y )) ’ S X
T _ '
T+ 6(5, 8240 :

G-,(x, [5,2) Aﬁ' (4.28)

Karakteristiéna jednadina f£(s)=0 ovog operatora I. data

G(xX,7, A )=Go(xa3’1 A)-

Je eksplicitno u (3.36). Vidimo da su s=2,4,6,... rjesenja te
jednadine (dolazi do poklapanja sa svojstvenim vrijednostima
od L,, treba uporediti sa tekstom prethodne tadke). Za odgo-
varajuée svojstvene funkcije u (x)=sin(sx), ti. sinex, sin4x,
sint¥X,... ispunjeno je i ‘?t' u (t)dt =0, kao i Pju o=u (T)-O
(tj. i prvi i drugi faktor iz (4 26) Jednski su null), tako
da su te funkcije u (x) svojstvene i za L i zs L*'(za SVoj-—

2262

stvene vrijednosti 2 gyooeo)e

tacka 20. SVOJSTVENE FUNKCIJE OPERATORA I OBRAZUJU
e S v R IR b VBRALUJY
RISOVU BAZU,

(1) Navodimo na podetku ove tadk@ nekoliko Cinjenica iz
opste teorije.

Za pojmove koji se odnose na baze vrostora rogledati
npr. knjigu [5], glava VI.

Definicija. (Risove baze) Za bazu €11€549... Hilbertovog

prostora Y, kaZemo da Je Risova, ako postoji konstanta j";'. 1,
tako da Jje za svako hé’H. ispunjeno

y""f e, 1* <hit<Y 2 lc,,l’“
Ny Nag

C e . : _ N \
gdje Je c, koeficijent razlaganja (tj. h-clel.c2e2+...ﬁ.
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Definiclja. baze bezuslovne lionvergencije: Re gubi svoj-

stvo da je baza, pri ma kakvo] permuteQiji svojih elemenata.
Teorema. Ako Jje { en}T baza bezuslovne konvergencije i
ako je O<m % Hen | <M< +@ (za n=1,2,...), onda je to Risova
baza.
Definicija (kvadratne bliskosti). Za nizove (vektors
iz H) « n i (b n kaZzemo da su kvadratho bliski, ako je kon-

vergentan sljedeli red

& 2
édu""n -B 0", (4.29)
Teorema (iz knjige | 5], str. 382) (teorema N.K. Bari).
Svaki @W-linearno nezavisni sistem-igj}:’ koji je kvadratno
blizak bazi {Y J}T -ekvivalentnoj ortonormiranoj i sam Jjeste
baza ekvivalentna ortonormiranc].
Objasnjenje. "Baza ekvivalentna ortonormiranoj" i "Risova
baza" su sinonimi.

Definici,‘;&((u—linearne nezavisnosti). Niz vektora {EJ}

©
naziva se @-linearno nezavisnim, ako je jednakost 2: C.g.=0
| - 1= S
nemoguéa pri O-(Z_ chle -" 83 "2<m.
pER

(2) Sljedeéu teoremu preuzimamo iz rada.[EO], ona pred-
stavlja glavni rezultat tog rada. S1lidno tvrdenje dokazano je i
u radu [lO] .

Teorema. Razmatramo normirane korijene funkcije dife-

rencijalnog operatora n-tog reda zadatog diferencijalnim izra-

20

n
1(u) EHCOMN ) ak(x')u(n"k) ’
K= 4
koeficijenti a, imaju svojstvo da al({n_k) ELl[a,b], 1 granicnim

uslovima Ul(u)=03--.,Un(u)=O, koji su medusobno linearno nezavis—
ni. Te funkcije obrazuju Risovu bazu (kompleksnog) prostora

Lz(a,b], sko su ti granidni uslovi pojadano regularni (a,b -
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realni brojevi).
Mi ¢emo deti definiciju pojma pojadane regularnosti samo
u slucaju koji nas interesuje, tj. u slucaju operatora drugog
reda
1(u)==u?'+q(x)u, U, (u)=u(0), Us(u)=u( ).
Opsta definicija moZe se prolitati u knjizi [Ei]. Preciznije, mi]
cemo verifikovati da su navedeni graniéni uslovi pojadano re-~
gularni, tj. da vazi
6_1* 0 i 91#0
(tada su regularni), kao i
64 0,8 _,%o0.
Brojevi g ~1? Bo’ 91 definisani su sljededom JednakosSéu:
By g npsa | AP3000T  (Lrd0gul
S (4,45 00 2 (£ +48) w2
Nova slova pojavlijuju se iz sljedeéih njihovih definicionih
relacija (ovdje je kl=0, k2=0): |
Uy (w)=ob qu(0)+ B ju( R), v,(u)=d ,u(0)+P u(h),
tje. imamo u‘l=1, (51=O., 052=O, (52--1 (u nasem slucaju), dok ’
Je wl=i, (9-’2=-i (korijeni iz -1) (ako se stavi &'Jl=-—i, @)2:1,
nista se neée izmijeniti).
Odavde je (§ ~19 90,91)=(-1,O,1). Dakle, konac¢no, tacne
su sve tri relacije 9_11" 0, 91"” C, 32-4916_1#’ C.
(3) FormulisSimo teoremu koja se odnosi na operator L koji
mi ispitujemo. .

Teorema 4.l1)l. (o Risovoj bazi). Neka su ispunjeni uslovi

(1 neka su usvojene oznake) prethodne teoreme £.1C. Tada sistem
svih svojstvenih funkcija Pl(x)’PR(X)"" ¢ini Risovu bazu
(kompleksnog) prostora ?L=I?[p,7f]. Ovdje Je uvedena oznaka

P (X)=p, (x)/ | 2, GO I .

Dokaz. Mi ¢emo pod {ﬂ’n} podrazumijevati svojstvene
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funkcije Sturm-Liuvilovog operatora L . Vel je redeno da one
cine Risovu bagzu, Podr{gn} podrazumijevaéemo svojstvene funkcije
osnovnog operatora L. Prema navedenoj teoremi, treba dokazati
da Jje sistem{gn] () ~linearno nezavisan i da je kvadratno bli-
zak sistemu {‘Pn} , P& Ce dokaz biti zavrsen.

Podrazumijeva se da su ”n i 8n numerisani tako da ?’n,
odnosno g n? odgovera svojstveno] vrijednosti 7\ koja Jje bliska
vrijednosti n2. Zasad nismo precizno odredili kolike Ce biti
norme tih funkcijﬁ.

Dokaz za @W~linearnu nezavisnost.

@-linearna nezavisnost sistema {Pl,Pg,...} slijedi
odmsh, zato sto postoji biortogonalan sistem?{Ql,Qg,...} ko-
respondiranih svojstvenih funkcija konjugovanog operatora .

Detaljnije, neka Jje

clP1+02P2+...=O.
Mnozimo skalarno sa Qq (sa desne strane),
cl(pl,Ql)+02(P2,Ql)+...=O, tj. ¢1°1+c,°0+...=0, tj. cq=0.
Ako bismo skalarno pomnozili sa Qo s onda bismo dobili ¢,=0. Dak=
le, svi c; su jednaki nuli. Da je (pk,qk)#ro (za svako k), po-
kazano Jje u tacki 17, pod ¥posebno", i u talki 18 (u slucaju po-
klapanja). Dakle, dokazana je @ -linearna nezavisnost niza Sy e

Dokaz za kvadratnu bliskost.
2

Oznacimo sa ;\ =5 i
ony oh

i L redom, korespondirane svojstvenim funkcijama $’n i 5, redom,

T

2 : . .
n=5, svoJjstvene vriJednosti za Lo

Za te svojstvene vrijednosti vazi, kao sto Jje ranije pokazano,

kad n=*@ ,
2
A om0 (1), sopmne O (1), A0 O (1), 5,04 O (-"ﬁ).

Sada ¢emo izvesti procjene za svojstvene funkcije. Za

Lo ta funkcija Je




B(x,son),

a za L, v. formulu (2.28),
B(xy8p)= R(s,)B(x,8, ) +A(x,8 ) B (5,)=C (%),
pri cemu posljednja formula vaZi za sve dovoljno velike n, tj.
kada je 1- A(s )4 0.
Napisimo ocjene koje se odnose na funkcije A(x,s), # (s),
B(x,s), f)(s), za sluéaj lImsl Lconst, kad se0, a potidu od
ocjena za 'Z(x S), ?(x,s), W(s), formule (2.44), (2.45), (2.47):

(.
laGx,8) 14 — Ms)|¢ —=
| s* Lol ls‘*"l
C - konstanta, za svako x€[0,T],
4 ) n-4

B(%y8)= o (- ae™ ), 0 (L), B (o)=Y &,B(xy,9),
-21$ 62 V=4
za svako x€[o, '37.] s znak "veliko o " vaZi uniformno po x.

Opredjelimo se sada za sljedeée normiranie
Y n(X)=nB(X,s, ), g (x)=nCG_(x). (4.30)
Treba da sa gornje strane ocijenimo “ Y n_gn" . FPiSemo

prvu majoraciju:

1 ¥n-8, < nll B(X,Sen)~B (x, S+ nll = AL IB X, 5) 4 A (X,6,) %

N s (4.31)

Procjenjujemo prvi sabirak na desnoj strani ove formuile

_ S]h(sop})‘_ _ Sth (sn’g\)‘
7 sn o

(1+0(2)

4
davde i 1
nIB(XSo,,) B (X Sh)["' O('ﬂ') ) h"th,S,n\-. B(X.Sn)‘- O( h)}
C

C
er e ims,le 5, lImals [ Son=5nl% -
‘to se tice drugog sabirka (ovdje takode n-ro0):

h| - A05n) BOX SR+ ALX,$3) 8 (5,)]<
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[ota) o(4)+ 013 0(h)- 05

odavde

' A
- A Gs,) B SR AL S B ORI 0(3):
n

Dakle, 1
I¥n-¢,ll= O('%J"‘O(_ﬁ‘):(’)('ﬂi,)' - (4.32)
i red
 M¥a- gt
konvergira, jer se opiti sabirak ponasa kao (L), te su nizo-

B>
vi {\r n} i {gn} kvadratno bliski.

Time Jje dokazana kvadratna bliskost.:
Nigz {?’n} Je skoro normiren (a sam niZ'{B(x,son)} nije,
zato Jje bilo potrebno mnozZenje sa n), Jer

Y n(x)=nB(x,son) "‘vsin(sonx)’\' sin(nx)

{ sin(ox) || =@'

28 svako n. Niz {gn's Je takode skoro normiran (sve norm@ su o-

L

7
rranlcene odozdo i odozgo), na osnovu (4.32),

Time Jje dokaz teoreme zavrsen.

Dakle, sistem svojstvenih funiciia Fis Payeoo operatora L
ma sljedeéa svojstva: (1) da Je kompletan u.}L, (2) da ¢ini ba-
u prostora ?[, (3) da ¢ini Risovu bazu prostora H_ i semim
im (4) da ¢ini bazu bezuslovne konvergencije »rostora H . Jeai-
0 nema svojstvo da ¢ini ortogonalnu bazu prostora TL, sto

e vidi vel iz najprostijih konkretnih primjers oneratora I.
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GLAVA 5.

TRAG -~ APSTRAKTNI SLUCAJ.

tacka 1. UVOD - PREGLED REZULTATA I7 TECRIJE TRAGOVA.

Teorija regularizovanih tragova zadataka generisanih
obiénim diferencijalnim izrazima na konadnom odsjedku u da-
nasnje vrijeme je praktiéno zavrsena. Ova okolnost u mnogom
Je povezana sa ¢injenicom, otkrivenom u radu [14], v. takode
rad [16]. Ta sw ¢injenica sastoji u sljededem: dobijanje for-
mila za trag u ovom slucdaju svodi. se na ispitivanje nekih
cijelih funkcija, koje imaju potpuno odredenu asimptotsku
strukturu. Ta Jje struktura uslovljena konkretnim oblikom fun-
damentalnog sistema rjeSenja diferencijalnih jednadina. Sadrzaj
rada [14] izloZili smo na podetku glave 3, talke 1, 2. i 4.
Ipak, ve¢ u ovo]J situaciji mi se sreéemo sa faktom da nule is-
pitivanih c¢ijelih funkeija nemaju dovoljno pravilno asimptot-
sko ponasanje. Up. sa tackom 3. glave 3, tzv. nesrazmjerni
slucaj kod indikatorskog dijagrama, v. raﬁ.[Eé]. Zato postaje
neophodno da se takvi zadaci razmatraju s tacke gledisSta
teorije perturbacija.

Situacija se znatno komplikuje prilikom razmatranja za-
dataka generisanih diferencijalnim operatorims s parcijalnim
izvodima. To Je prije svega povezano sa sloZenom strukturom
spektra, pa zato i funkcija od spektralnog parametra A ’
koje se pojavljuju prilikom ispitivanja zadataka te vrste.

U danasnje vrijeme teorija regularizovanih traSova
(apstraktnih) diskretnih operatora razvijena je srazmjerno
malo. Medu takvim radovima treba uwoditi rad [12] u kome su

formile za trag izvedene u sludaju samokonjugovanih nuklearnih
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perturbacija i rad.[l] u kome je teQrija prosirena na slucaj
disipativnih perturbacija. U radu [27] dat je algoritam zs
dobijanje formule za trag sSiroke klase diskretnih operatora
(drugi naziv: operator s Kompaktnom rezolventom, v, u knjizi
(87 121 u knjizi [67]).

Treba podvuéi da i teoretsko-funkcionsalni metodi (me-
todi teorije funkcija) imaju, kao i dosad, vaZnu ulogu pri-
likom ispitivanja spektralnih zesdataka zs apstraktne operatore.
Vise od toga, upravo ujedinjavanje metoda teorije operatora i
metoda teorije funkcija dovodi do najsadrzajnijih rezul-
tata. Kao primjer za ovo mogu da posluze duboka ispitivanja
u teoriji tragova operatora koji imaju neprekidni spektar, v,

npr. radove [3], [30]. |

talka 2. UVOD - PREGLED REZULTATA OVE GLAVE.

Isticemo tri osnovma cilja (precizne definicije biée
date u daljem tekstu):
1) Navedena Je formula za rezolventu konadno-dimenzione
perturbacije diskretnog operatora (poznato iz opSte teorije).
2) Za tu perturbaciju (konacéno-dimenzionu, od diskretnog
samokonjugovanog operatora) izvedena Je eksplicitna formula
za regularizovani trag, gdje se regularizacija vrsi pomoéu
svojstvenih vrijednosti neperturbiranoz onereatoras (relativni
trag) i
3) Navedeni su primjeri iz obidnih diferencijalnih overatora
i 1z diferencijalnih operatora s parcijalnim izvodirna.
Teoriji konacéno-dimenzionih perturbacija posvelena Jje op-
Sirna bibliografijae. Na primjer, u monografiji [8] ta teorija

koristi se prilikom ispitivanja raznih zadataka teorije rasi-
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janja. Dalje, u radu [51] je pokazano da se zadatek o raz..
laganju po svojstvenim funkcijama diferencijalnih operatora
na konacnom odsjedku svodi na izulavanje konadno-dimenzionih
perturbacija Volterovog operatora. U teoriji tragova, konacno-
~dimenzione perturbacije (ogranicdene) ispitivane su u radu
[12] spomenutom u prethodnoj tacki.

Navodimo 1 rezultate iz tragova u slucaju ogranicene per-
turbacije P, rad [28] (perturbira se zatvoreni operator T), kao
i rad.[25] (perturbira se diskretni samokonjugovani operator T),

U radu [7] izracunat Jje relativni trag u sluéaju ne-
ogranicene perturbacije P, a osnovni operator T je diskretan i

samokonjugovan, Nametnuti su uslovi na operator ppeV (0L Yy < -f'i)
00
i na red Z (ka,vk) (vk -~ svojstvene funkcije od T),.
ka4
U prethodno] glavi 4, Jje pokazano da se i nas operator L

(koji predstavlja osnovmi predmet ispitivanjz dosad) moZe pri-
kazati kao Jjednodimenziona (neogranidena) perturbacija Sturm-
-Liuvilovog operators L, (v. taiku 3). Rezulkati o tragu za
operator I. (tj. materijal izloZen u glavi 3) objavljeni su u ’
radovima [17] (odnosi se na specijalni sludaj Ll) i [18] (od-
nosi se na opSti slucaj LE)'

Rezultati izloZeni u ovoj (posljednjoj) glavi objavljeni

su u radu [29].
tacka 3. TFOSTAVKA DATKA OVE GLAVE.

(1) Neka je Y kompleksni separabilni Hilbertov prostor.

Neka Je L0 samokonjugovani diskretnl operator koji dejstvi-
Je u U . oznadimo sa I domen operatora I’o'

Ponovimo definiciju diskretnog operatora, knjiga [8],

str. 237. Za zatvoreni operator T koji dejstvuje u H kaZemo
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da je diskretan (sinonim: da je operator s kompaktnom rezol-
ventom), ako bar za neko kompleksno \S postoji (- B’E)""1
koji Jje kompsktan.

Poznato je iz opste teorije sljedele o spektru diskret-
nog operatora T: spektar Jjeste prebrojiv skup izolovanih nor-
malnih (konaéne algebarske viSestrukosti) svojstvenih vrijed-

nosti.

Takode je poznato da sko je diskretni operator T ogranlcem
onda Je prostor N konadno-dimenzion.
Diskretni operatori Cesto se sretu u matematickoj fizici.
(2) Mi Cemo razmatrati izvjesnu perturbaciju opersatora
Lo. Evo pregleda nekih tipova perturbacija, opet po knjizi
[8].
Opsti oblik relativno degenerisanog operatora A (u odnosu

na zatvoreni operator T), gdje T dejstvuje iz Banahovog pro-

stora'X u Banahov prostor Y, Jjeste

Au—z g’[u]ya, (5.1)

gdje su gl linearne forme na G(T), ovdje G(T) oznadava graflk

J
operatora T, a yéeY’.

Ako su X 1 Y Hilbertovi prostori, onda opsti oblik jeste

m
Au=jz=4((T—‘$O)u,fj)xj, (5.2)

gdje Je ‘5 , — fiksirana tadka iz rezolventnog skupa operatora
T, a i‘j‘-': Y?, ijY. MoZe se uzeti, na primjer, 30=C.

Ferturbacija navedenog tipa (relativno degenerisana)
predstavlja specijélni slucaj relativno kompsktne perturbacije,
koja sa svoje strane predstavlja specijalni sluéaj relatiVno
ogranicene perturbacije (preciznije receno: T-ogranicene

perturbacije).
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Jasno je da se ovi pojmovi razlilkuju od pojmova apso-
lutno degenerisani, apsolutno kompaktni i apsoluzno ogranideni
operator (odnosno perturbacija).

Mi éemo razmetrati perturbaciju oblika (5.2) (kada‘YQX),
stavivsi 3 o=0' Umjesto relativno degenerisans perturbacija
govoriéemo relativno konadno-dimenziona perturbacija ili, radi
kratkoce, konacno-dimenziona perturbacija. Umjesto "konadéno-
~dimenziona" mdze se reéi "konadnog ranga'.

(3) Razmotrimo proizvoljnu (relativno-) konadéno-di-
menzionu perturbaciju range r operatorsa LO:

r
Lu=L_u+Pu=L_u+ } (Lou, £3)8y, (5.3)

3=
gdje fJE‘Hr ’ gjeﬂ. Samu perturbaciju oznacili smo sa P. Pri-

rodno Jje Z’(P)=3(L)=3(Lo), ti. =d.

Rekavsi da rang perturbacije iznosi r, mi smo ustvari
rekli da su vektori‘{fl,fg,...,fr}rmedusobno linearno nezavis-
ni, kao 1 da su vektori {gl,gg,...,gr} medusobno linearno ne-
zavisni. Interesantan je specijalni sludéaj r=1 (jednodimenziona
perturbacija). ;

Prva karakteristika perturbacije: uopsSte uzev, zbog
op3tOsti perturbacije P, operator P nije samokonjugovan,
tj. osnovni operator I nije samokonjugovan.

Druga karakteristika perturbacije: wvektori fj ne noraju
da pripadaju oblasti definisanosti operatora Lo’ v tom sludaju
bismo transformisali ovako: (Lou,fj)=(u,L0fj), te je zato per-
turbacija P jedan neograniceni operator. Ako Je ?L=L2{Q,i],
mozemo re¢i da perturbacija nije integralni operator.

Ipak, treba isto tako uoéiti da je P slaba perturbacija

(u smislu rada [9]) samokonJjugovanog operatora Lgo kao i1 da Je

P‘jedan LO—OgraniEeni operator.
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(4) U ovo] glavi mi éemo izvesti formulu za trag opera-
tora L, pri Cemu &e biti potrebno da se izvrsi regularizacija,
a regularizaciju Cemo izvesti pomoéu svojstvenih vrijednosti

(neperturbiranog) operatora L, (relativni trag).
tacka 4. FORMULACIJA OSNOVNOG REZULTATA OVE GLAVE.

Teorema 5.l. (formula za trag u apstraktnom sludaju)
Neka jJe L0 - samokonJugovani, diskretni, pozitivni operator
koji dejstvuje u separabilnom Hilbertovom prostoru 1L. Neka

funkcija distribucije N( 2)= Z 1 njegovih svojstvenih vrijed-
p,
nosti ima oblik: A< a

N(A)=QA®), (5.4)
kad A-sep , gdje je p neka konstanta, 0< p< l. Razmotrimo

operator
r

L=T, + Z (Lo +£508 -
J=1
Pretpostavimo da

2- 4,

q:
ijJJ(LOJ)a EJE Q(LO (5.5) 7

28 J=1,24...4T, gdje su a5 - neki realni brojevi, O-S_qj:& 2.
Ovdje simbol 1’(T) oznacava oblast definisanosti ope-

ratora T, a stepeni operatora LO definisu se po formuli:
* 0

1d - -5;-.. Adaz,,
cgdje Je E}\ - spektralna familija projektivnih operatora orera-
tora Lo'
Tada:
1) operator L je takode diskretan i

2) postoji podniz kl'kQ"" niza prirodnih brojeva (kq—rax

kad ne® ), takav da je
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Kn r
lim ¥ (My-3) - F (L Yg.,n U, (5.7)
v a i":'l j=A © J7 o J

gdje su M. i 21

redom, numerisane po rastuéim realnim djelovima, uzete sa ura-

- svojstvene vrijednosti operatora L 1 LO

dunavanjem viSestrukosti (zavrSena formulacija).

Komentar 1. MoZe se umjesto "pozitivni'" pisati "poluogra-
nicden odozdo" (zbog moguénosti translacije po spektralnom para-
metru A) ili prosto "poluogranideni'.

Komentar 2. Kada se kaZe "viSestrukost" svojstvene vri-
jednosti, onda se misli na algebarsku viSestrukost (dimenzija
korjenog lineala). U samokonjugovanom slucaju, uostalom, ona se
poklapa sa geometrijskom viSestrukoséu (dimenzija svojstvenog
lineala).

Komentar 3. Na desnoj strani formule (5.7), u skalarnom
proizvodu, izvjesna kolidina Lg moze po volJji da prede sa
jedne na drugu stranu skalarnog prolzvoda. |

Komentar osnovne formule 5.7: prirodno je ovu formulu
nazvati formulom za radunanje (prvog) regularizovanog traga ( -t~
re svih svojstvenih vrijednosti) operatora 1L, bri cemu se re-
gularizacija vrSi pomoéu svojstvenih vrijednosti operatorg L,
(dalje Ce bifi dokazana lema koja uporeduje-~sravnjuje
kolidinu tih dvaju vrsta svojstvenih vrijednosti), Desna
strana formule (5.7) predstavlja poznati izraz, tj. izraz koji
se moze eksplicitno izracunati.

Seme dokaza: Dokaz ¢ée biti izveden u dvije etape. U
prvoj etapi Cemo razmotriti detaljno slucdaj jednodimenzione
perturbacije, a u drugoj c¢e biti izvrSen prirodni prelazak
na sluéaj konacno-dimenzione perturbacije operatorsa Lo' Tret-

hodno éemo (priprema za dokaz) izvesti izraz za rezolventu
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operatorsa L.
tacka 5. REZOLVENTA OPERATORA L.

Razmatranja ove tacke imaju cisto algebarski karakter i
analogna su postupku kojim se Fredholmova integralna jednadina
(druge vrate) sa degenerisanim jezgrom svodi na sistem alge-
barskih Jjednacina.

Razmatranja se sprovode pod uslovima prethodne teoreme
Saele

Da bismo nasli rezolventu operatora L, tj. operator
(IF”aED-lj potrebno je dsa ispifamo rjesivost Jjednacine

(I- AB)u=f, tj. jednadine

L u+2 (Loust,)e,s =A u+f. (5.8)
]_‘l

Neka A nije tadka spektra operatora L, - Deastwamo na Jjednakost

(5.8) operatorom R, -(L - BE)"l
L}y

u+z (Lu,f, )RoagJ_R 24‘.‘ (5.9)
]“1 Fd
(Roz je kompsktni operator, tj. ogranicen, tj. svuda definisan)

Uvedimo oznsaku
(Lou'fj)= Ej- (5.10)

Tada imanmo

u+z § J‘Qoag =R ?‘f
J-

odakle'je
r
u=- 3 g jRozgj+Roaf. (5.11)
J =4

Uvrstimo posljednji izraz za vektor u u formulu (5.10), kojom

se definisu koeficijenti Bj. Tako dobijamo sistem linearnih
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(algebarskih) Jjednacina za odredivanje tih koeficijenata gﬁ.

ObJjasnjenje: L, moze da se primijeni na R_.f, u vezi Jjednakosti

oA’

LR, I=(L - AE+ AE)R_,f=1+ AR _,f.

0 0N

OA ORA

Taj sistem glasi

S x* Z (LoRoagj’fk)S j=(LoRo)f fk) y K=1,2,..4,r. (5.12)
J=a
Uvedimo u razmatranje deterninantu

A,( A)= 15 jkf(I'oRo;\g.j ’fk)li,3=l (5.13)

(S. 3k " Kronekerov simbol). U daljem e biti pokazano da, u
uslovima formulisane teoreme, kada A tezi beskonac¢nosti, na
primjer po imaginarnoj osi, velicine (LoRoagj,fk) teze ka nuli.
Odavde slijedi da funkcija QA( A) nije identidki jednaka nuli.
Oznacd¢imo sa lek('ﬂj algebarski komplement elementa Sjk*

(L Roag . k) (J,k=1,2,¢0.,7) te determinante.

Neka je 7\ takav da vazi A( A)% O. Tada ::Lz sistema
(5.12) dobijamo

E4
LR f,f:), k=1,2,400e,T
8 Am z A 15(A ) (ToRoafsT5) s veres
3=
Kada uvrstimo nadene vrijednosti koeficijenata E u izraz za u,

formula (5.11), nalazimo konaéno
=( L= E"f-—R fo —— f,f IR
R f=(1~ A E) o Amz AR QDL CTR: TN 2F 010N
kk'""‘l
(5.14)
Relacije analogne formuli (5.14) vise puta su koriséene
u literaturi, prilikom ispitivanja zadataka razne vrste. lMi
smo o0 tome vel govorili u prethodnoj glavi 4, i to tacka 1l

(WA-determinanta. v. knjigu [8]) i tacdka 12 (determinanta
perturbacije DB/A( A), v. knjigu [5] ili rad [12]). V. takode

Bkl T e M e 1t b s b Tt
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o tome rad K5i].

Zepazimo da, kako je L, - diskretni operator, njegova
rezolventa jeste meromorfna (operator-) funkcija. Zato su i
funkecije A()) i Akj( A) takode meromorfne.

Jednakost (5.14) formalno je dobijena pod uslovom da A
nije svojstvena vrijednost operatora L_ i da je A(?‘)* O.
Medutim, zbog teoreme jedinstvenosti za analiticdku funkeiju,
formila (5.14) vazZzi u ¢itavo]j kompleksno] )‘—ravni.

Iz posljednje Jjednakosti (5.14) slijedi takode da je i
operator L diskreten. Njegova rezolventa razlikuje se od re-
zolvente operatora L, za konalno~-dimenzioni operator (dakle,
on je zbir dva kompaktna operatora). Uolimo takode da se
svojstvene vrijednosti operatora L poklaepaju sa singularitetima
desne strane te formule (5.14) (Jjer tada operator (L-;]E)-l

nije definisan).

tadka 6. REZOLVENTA QFERATORA I U SLUCAJU
JEDNODIMENZIONE PERTURBACIJE.

7

Dosad smo govorili ¢ perturbaciji ranga r. Neka bude r=1.
U slucaju Jjednodimenzione perturbacije
Lu=L0u+(LOu,f)g (5.15)
formula (5.14) pretvara se u

| _ (LR _u,f)R _.g
1+(LoRo)g,f)

tacka 7. DOKAZ NEKIH LEMA.

Sva razmatranja u ovo]j tacki odnose se na slucaj Jjedno-
dimenzione perturbacije. Isto vazi i za sljedeéu tacdku.

Oznacimo sa {Ez}, z€ R, spektralnu familiju (samokon-
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jugovanog) operatora L,y & sa

= ~E
= 3K E 1!&*0 2[‘*0

- projektor na svojstveni pedprostor koji odgovara svojstveno]

vrijednosti ak' Pomoéu ovog mozemo da zapiSemo

+m
d(L k28 .%) L.Ez $ )
(L Oag’f) s —-S__o.——__:—- =Z ( o z'l ! .
s L-A h an — A
O svojstvima'{Eéﬁ i o operatorskom radunu moZe se procCitati
npr. u knjizi L2l].

Oznadéimo sa i‘f k} -~ ortonormiranu bazu od svojstvenih

(5.17)

vektora operatora LO. Neka Je
clk=(51 T k) i bk=(f1 T k) .

Tada mozZemo pisati
g=2 ¢, ¥, i f=2bn‘f
n : n

(sume su prebrojive, Jjer je 1L separabilan). Razumije se da
napisani redovi konvergiraju u smislu konvergencije u Hil-

bertovom prostoru 1f. Jednakost (5.17) sada moZe da se ?apiée

kao —
ch(Pn £ Cn b
(L R ﬂgsf) Z a" kb ) = 22__:\_‘2' : (5.18)

An = A n An—2

I ove sume su prebrojive, Jer svojstvenih vrijednosti ima ko-
liko ima i svojstvenih vektora, a njih 1ma dimH (jer ti

vektori ¢ine bazu).

Vazi sljedela lenma.

Lema 5.1l. Neka fG.D(Lq), gG.ﬂ(Ll_q) (C£aeLl). Tada

Ted Z 2 ncnbn konvergira apsolutno i njegova suma 1znosi

1-q qQ

Dokaz. Tvrdenje lako slijedi iz (uopStene) Parsevalove
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jednakosti. Zaista,

— 1 _
gzncnbn=§ A gan e, Y n? ( T’n"f)z Zh g,L(l} qf n)CLg fn’f)=

2.7 %, D(F Lardn =l %, 18
n

(A, su realni brojevi, L, de samokonjugovani operator). Lema 3@
dokazans,

Neka d(A ) oznalava rastojanje od tadke A do spektra
operatora Lo’ tie 9( ),G'(Lo)).

Vazi sljedeéa lenma.

Lema 5.2, Neka £€D (L3), 6 € DI;™Y) (0€qg1). Tada je

| (I‘oRo)g’f)l g 2onst,

d(2)

gdje const ne zavisi od 2.

Dokaz. Zaista, u vezi Jjednakosti (5.18) ;3 prethodne

leme imamo

l(TRrpe O] = | 2.
n

Lema Je dokazana.

S

]n Ch Lh \
2,-2

4 ~—
dmznn" n b |

"
Ed

Nepomena. rosebno, iz ove leme 5.2. slijedi tvrdenje
da velicina (LoRoag’f) tezi ka nuli kadsa :A te?i ka beskonad-
nosti po imaginarnoj osi (Jjer d( A)=* %), o0 &emy je bilo
rijedi u tacki 5,

Neka Je 3"‘ O. Tada Je

4 4 Z

—_— 1
T e e, m———
-2 32 7.2’
odakle glijedili da Je
*o d(L,E,8,¢) T

(L R gf)=f = -4 L
0 oA ~00 2-"'2 2_&, 2
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zd“— Ez.g '“ 2 P
-0 Z~ 2 C - N (5.19)
2 3 Z 2 Zn 2!1"3

Sliéno onome kako Je bila dokazana lema 5.1, dobijamo

sljedeéu lemu.

Lema 5.3, Neka £& (1), €D (L5 (0%a<2). Tade red

2 AZe.D,

n n n ¥onvergire apsolutno i njegova suma iznosi
2_
(TS qg,Lgf).
Napisimo jednakost (5.16) kao

(LoRon° 5 1Re5S

_-—_w
)

o™ 14 (L, Roy S, §)

tie
.RRAR02=._hilﬂlgiﬂﬁltilliflz_.
1+( L,Rox g,*']
Uzmimo trag od lijeve i desne strane (trag oznadavamo sa Sp).
o |
SP(RX—ROQ='— (LOR,)Q,-F) . (5.20)

1+(L,£,,,s,£)'

Ovdje smo iskoristili prostu ¢injenicu da jednodimenzioni
operator x-» (Ax,a)b ima svojstvenu vrijednost (Ab,x), tj.

njegov trag (zbir svih svojstvenih vrijednosti) iznosi (ib,a).

Dalje,
LoEz9,§) b
(LoRo8s L) = j’ 42 ter2 AnCnbn (5.21)

V—T" .
(2-2) n (2=

Dokaélmo sada sljedecu lemu.

Lema 5.4, Neka fé& .’D(Lq), geﬁ(Lg—q) (0L gSK2). Tada je

(L Rgagif)=;:"" (Ll qgquf)+F(2 )

gdje funkcija F( A) dopusta ocjenu
Ctht

. (5.22)
12] 437 i

lrc )<
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gdje const ne zavisl od A.

Dokaz. Na osnovu relacije (5.21) i leme 5.l. imamo

(A )=(LRG,8s D)= Tnl'qg,ﬂfy

-_-

b
z AnCnbn 2 C
n (a,-2)° 2"2 o

(oba reda konvergiraju apsolutno)

-=A
~  A5-222n — Az A-7
ancnbn 2‘-’.(2 212_2!\ b" ;\1(;.h—)a)"

'l 1
¢, b, .
z an h { 3‘!.(2” 3) 2[2:\"2)2}

Koristeéi 1emu 5%« dobijamo

1, . 1 T, T 1 ¢
=0l | 2 antabn Tt G A eabn 3, R S

const{ 4 T L }

1a1%dia) 1143

S obzirom da d4( )) (rastojanje od A do spektra operatora LO)

ne prevazilazi po redu velicine 12] (rastojanje- od ﬂ do nule)’

to odavde 1 slijedl tvrdenje leme.

tadka 8. LEME KOJE SE ODNOSE NA SVOJSTVENE VRIJEDNOSTI.

Formula (5.4) daje ocjenu (s gornje strane) funkcije
N(A). Ta Jje ocjena takva da obezbieduje vprisustvo na realno
osi zona, ¢cija duzina tezi ka beskonacnosti, slobodnih od

spektra operatorsa Lo' Upravo, vazi sljedeée tvrdenje.

Lema 5.5. Neka je H(A)= Z 1= O (A p), cdje Je

An<A
0 p< L. Tada postoji niz realnih brojeva r_ -y (kad n-»o0),

takav da d_~* 9 (kad n—=e ), gdje je d =§ (I ,6(1)) -
rastojanje od kruZnice I n={7‘: lﬂ]=rn} do spektra operatora Lo'
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Dokaz. ileka Jje 8* - lzvjestan pozitivan realan broj, koji

¢e biti izabran nize. Tada Sirina pr$tensa Kn=i2 :
¥-1

¥
< lﬂ‘:’-_nr"“l} ima red velicdine n . Unutar tog prstena

nalazi se

¥ ' ¥
N((n+1) )N )= 0 (@' F
tadaka spektra operatora L,- Izaberimo 3’ tako da bude

> —.
1~
Tada se unutar prstena K moZe naél kruznica za koJu su uslovi
. o . o ¥p+t .
leme ispunjeni. Zaista, podijelimo X na n (¢ - mali po~

zitivan broj) Jjednakih po Sirini djelova. Tada je bar Jedan od

novodobijenih prstena slobodan od tadaka spektra operatora Lye

¥~-1-&p-¢

Sirine tog prstena ima red veliline n , tj. tezi ka
beskonadnosti kad n-+» @ (jer je eksponent pozitivan). Lema

je dokazana, Jer se I’ uzima po sredini tog prstena.

n
Neka Jje r' - kruzZnica iz leme 5.5. Tada iz leme 5.2.
slijedi da na toJ kruZznici skalarni proizvod (L oag’f) ima

red velidine ©O(1), kada n-os , pri éemu ova oCjena vaii ravno-
mjerno po A. Iz relacije (5.20) i leme 5.4. zakljudujemo da

na kruznici [ vaii jednakost

4 "'"'-———-——-l'-
SP(R;{"RQ;\""‘["‘“(L tg L 'F “‘F(:n] ‘1-’-0[4):

kad n-» .

Sljedele tvrdenje predstavlja, u sustini, Jjednu varijantu
poznate teoreme o stabilnosti korijene visestrukosti.

Lema 5.6. Za sve dovoljno velike n, unutar kruznice f'n

nalazi se jednak broj (s uradunavanjem videstrukosti) svoj-
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stvenih vrijednosti operatora L 1 Lo‘

Dokaz. Pomnozimo jednakost (5.23%) sa —— i integrisimo

LN

po konturi [-n

Sto se tide lijeve strane, na osnovu poznate Risove

teoreme, v. knjigu [ 8], str. 328,

1
7w ép Sp(Ry= Ry3)dA = NN,

gdje su Ny i N, - koliéina svojstvenih vrijednosti (s uredu-
navanjem visestrukosti) operatora L, i L, redom, koje se nalaze

unutar konture I‘ n

Na desnoj strani,

Zm ‘?[-—-— (Lt L28)]dAs O( )

dok Je

2 q, qu-mvn)da
10

l'\
zbog ocjene iz leme 5.4 -~ velidina reda O ( ---.)

rd
Na taj nadin dobijamo d,
¥

Nl—N2=O( ‘3‘_‘;] + 0 ('3‘}) :

Sada pustamo da A te?i ka @ . Uodavamo da su Ny i N, cijeld
brojevi. 1 uzimamo u obzir lemu 5.5. Izlazi da Jje My =N,=C

Lema Je dokazana.

tatka 9. ZAVRSETAK DOKAZA TEORENME U SLUCAJU

JEDNCDIMENZIONE FPERTURBACIJE.

Pomnozimo Jednakost (5.23) sa i integrisimo po

2111
konturi r'n (opet u pozitivnom smjeru). Prema vprethodno lenmi,
unutar konture r‘n nalazi se Jjednak broj kn svojstvenih

vrijednosti operatora I, i L, Zato, koristeci svojstva Risovih
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projektora, imamo na lijevo]j strani

En
zmcp ASpURa=RopdA==2 (hy=dyl.

@to s@ tice desne strane, po Kosijevo] teoremi o rezidu-
umima zsekljudujemo da Je |
1~% o 1 ¢
....-1...:. 'i(].llh?’% L;-,F)daz._ (Lu 3,’-0":).
e g A ° )
Tn
Delje,
0(4)
‘? — dA=(1)

A
Kad n+® .

Na kraju, zbog leme S.4. zakljucdujemo da Je

d)
z ¢> AT+ da= 0l & —=).
1“ n ( rn 1(3)

Neka Je }\=rel“. Tada je A( A)Z rls:Ln"“ S druge strane, na

konturi [ n vazi d4( 2)2 d_. Ocijenimo integral po onom dijelu

kruZnice Fn koji leZi u prvom kvadrantu A -ravni (ostali se

razmatraju analogno). Razbijmo luk po kome se integrise na

dva luka 0<€ ¥ <Y . T <¥ (lr , £dje ¢e ugao {f biti izabran
- n I ™~ ~ z Il

kxasnije. Na prvom luku integracije koristiéemo ocjenu da( A)z

d_, a na drugom a( a); rsinf . Tada imamo

A o Z  dY
S = 0L 2 ar)+ O( 5 ——)-

T,,Yn) { )

-+ .

OK d% O ( rhTh

Izaberimo T f.l...'}. Konadno dobijamo sljedele

2 -2 = (LY L2 +otn+ 0 ()

Lada se pusti da n tezi ka 9 onda 4 _-+® , Te se dobijsa

formula (5.7) (u sluéaju r=1, tj. u siuéaju jednodimenzione




perturbacije). Time je zavr3en dokaz u sludaju r=1.

tacka 10. ZAVRSETAK DOKAZA TECREME (OPSTI SLUCAJ).

Mi smo u prethodnim t@ckama vidjeli da osnovni momenat
prilikom dokazivanja teoreme u slufaju jednodimenzione pertur-
bacije Jjeste: izdvajanje u izvjesnom smislu glavnog po A sa-
birka traga razlike rezolventi operatora I i Lo' Bilo Jje poka-

zano sljedece

4
Sp(R‘R-RO'A)=-_iZﬁ +F(AD,

gdje je funkecija P(A) dozvoljavala ocjene takve da je
integrisanje funkcije aF(z) po sistemu rastucih kontura Fn
davalo beskonacno malu veliéirWl kad n-po0 . Fri tome je upravo
velidina & davalas odgovor u formuli za regularizovani trag.
Prirodno Je dé se slicna procedura moZe sprovesti i u sludaju
konacno-dimenzione perturbacije. TeSkode koje se pri tome po-
Javlijuju su éisto tehnilkog karaktera. Prosta analiza relacije
(5.14) pokazuje da glavni sabirak traga razlike rezolventi

operatora L i L ima oblik

2"2‘ (Lq"‘l.l 89T, U 5
Takode se nije tesko uvjeriti da ocjene ostatka koje se
pri tome pojavlijuju zadriavaju isti oblik kac i odrovarajuée
ocjene kod jednodimenzione perturbacije.
U ovom dokazu koristi se i sljedeéa Cinjenica, koja se

odnosi na trag konacno-dimenzionog operatora: ako je

r
J=1
gdje su vektori 819eee4y8, Mmedusobno linearno nezavisni i

gdje su vektori bl""'br medusobno linearno nezavisni (4 po-




zitivan), onda Je

r
SpB=;i (Abj,aj).
1=
Iz toga slijedi dokaz teoreme u opsStem slucaju. Dokaz

osnovne teoreme 5.l. je zavrsen.
tafka 1l. PRIMJER IZ OBICNIH DIFERENCIJALNIH OPERATORA.

U ovom primjeru neperturbirani operator L bite obicni
diferencijalni operator (mpr. Sturm-Liuvilov).

Treba uoditi sljedeée: u slucaju da je LO samokonjugo-
vani eliptidki operator, ocjena N(A )= O( )p), 0<p<1,
oznacdava da Jje red diferencijalnog operatora (ovdje: dva) veci
od dimenzije oblasti u kojoj on dejstwvuje (ovdje: jedan). Vet
je reCeno da ovaj uslov obezbjeduje prisustvo na realnoj osi
zona, Cija duzZzina tezi ka beskona&ﬁosti, slobodnih od spektra
operatora Lo' .

. u formulaciju teoreme uslovljeno

J
je sljedeéim razlogom. Ova teorema Ce se primjenjivati za do-

Uvodenje konstanti ¢

bijanje formula za trag diferencijalnih operatora. Oblast defi-
nisanosti takvih operatora zadaje se izvjesnim sistemomnm

granié¢nih formi. Poznato je da prilikom opisivanja stepena

_takﬁih operatora moZe da nestane jedan dio tog sistema graniénih

uslova, v. o tome npr. rad.[B?]. Ta okolnost omogucuje da se bi-

‘lo oslabe, bilo dodaju novi uslovi na perturbaciju, pod kojima

vazi osnovna formula (5.7) za trag.

Ponovimo i osnovne &injenice, koje se odnose na definiciju
operatora Lg, edje Je Lo samokonjugovani operator, a @ - realni
broj, v. o tome npr. u knjizi [21]. OCznacimo sa Ba - spektralnu

familiju projektora operatora Lo' Vektor x € ‘| pripada .ﬂ (Lg-)
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ako i samo ako Jje konvergentan integral

S 21T g e xR
i tada je

+a
Lgx=f Zid sz.

Primjer l. Neka je L, = samokonjugovani obiéni linearni

operator

Lu=L u+u(x )h(x),
gdje h(x)¢g 2) (LE), a xoe (a,b). Tada Jje

:%:(f‘n-iin)=h(xo),

gdje su sa ﬁ‘l,}lz,... numerisane sve svojstvene vrijednosti
operatora L, a sa A 1,?\ D1ees SVEe sVojstvene vrijednosti opera-
tora L, (oba puta: sa uradunavanjem alcebarske visestrukosti),
koje su (oba puta) numerisane sa rastudim realnim djelovima.

4
Podrazumijeva se da su za LO ispunjeni uslovi osnovne

teoreme 5.1.

Sve éinjenice o samokonjugovanim obidnim diferencijalnim
operatorima (tipa LO) 0 kojima je ovdje rije¢ mogu se profitati
npr. u knjizi { 21].

Dokaz. Srawmilemo sa oznakama teoreme Del, 1 to sludaj

jednodimenzione perturbacije, olirledno. rrije svega, g(x)=
h(x). Jos treba definisati f(x). Na tu funkciju nisu nametnuti

uslovi glatkosti, Jjer FE€ o) (Lg)-—-){ - Oznalimo sa G(x,¥) Grinowvu

funkciju tog operatora Lo' Tada treba staviti

#H

f(x):G(xo,x)

1 iskoristiti svojstva te Grinove funkeije da bi se pokazalo
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da Je
(Lbu,f)=u(xo).

Time Jje zavrsSen dokaz, svodenjem na osnovnu teoremu.

tacka 12. DVA PRIMJERA 17 DIFERENCIJALNIH OPERATORA
S PARCIJALNIM IZVODIMA.

Asimptotika svojstvenih vrijednosti i ponaSanje funkecije
raspodjele N( A) tih vrijednosti kad A~ o za operatore zadate
diferencijalnim izrazima sa parcijalnim izvodima (Mk1judu-
ju¢i, naravno, i eliptilke operatofe) detaljno je proudena,
veliki je broj radova u kojima se proucavaju ta pitanja. Navo-
dimo, primjera radi, radove [2] i.{ll].

Primjer 2. Neka Jje LO ~- samokonjugovani eliptidki ope-
rator reda m (broj m je paran), zadat u ogranilenoj oblasti
SBC RZ, Neka je K ~ neka mnogostrukost u Q , dimenzije manje
od n. Dalje, neka Je h('g) - izvjesna glatka i‘uﬁkcija na K.

Pretpostavimo da Je m» n. Razmotrimo operator
I.u=L0u+j h( E )11_( 3 )d§ * g(x), ’
K

gdje g(x)ea (Lg). Tada je
Y (p -2 =f n(EHe($)ra.
n K

U dokazu se takode koristi Grinova funkcija overatora
L, Dokaz Jje slicdan dokazu za nrethodni primjer 1.
rrimjer 5., Neka Je L, — operator iz prethodnog primjera
2« Razmotrimo operator
Lu=Lou+j KGx,3) (L uly))ay,
e

gdje Je Jezgro K(x,y) degenerisano, to Jjest

-
K(x,y)=_z P4(x)Q4(¥)
j=1
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pri cemu Jje sistem {Pl,...,Pr} (kao 1 {Ql,...,Qr}) sastavljen
od medusobno linearno nezavisnih funkcija. Konadéno, neks Pj(x)

€D (Lg). Tada je
r

T (pa-2) =% g (LoP 4 (x))0,(x)ax.
n =1 Q

Dokaz. Direktno se svodi na osnovnu teoremu 5.1, ako se

stavi gj(X)=Pj(X) i fj(X)=Qj(X)-
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SADRZAJ.

str.

(0) Naslov,

1 GLAVA 1. UVOD.

1 1. Rezime.

3 2. Pregled sadrzaja glave dva - Svojstvene vrijednosti i

svolstvene funkcije.

9 3. Pregled sadrzaja glave tri - Regularizovani trag.

13 4., Pregled sedriaja glave Cetiri - Razlaganje.

17 5. Pregled sadrzaja glave pet - Trag - apstraktni sludaj.

22 6. Mjesto 1 znacaj ove problematike u teoriji.

25 7. Pregled radova drugih autora o bliskim pitanjima.

50 8. MoJji radovi,

31 9, Zahvalnost.

32 GLAVA 2, SVOJSTVENE VRIJEDNOSTI I SVOJSTVENE FUNKCIJE.

32 l. Definicija osnovnog operatora I i opSteg operatora LB'

3% 2. Osnovni operator L, kao 1 opsti operator L:, su zatvore-
ni. ]

25 3%, Jednalina za odredivanje svojstvenih vrijednosti gra-
niénog zadatka, Jjednostavni slucaj Llu-}\ u=0, prvi
nacin.

38 4, Karakteristicéna jednaéina, Jjednostsvni sludaj
L,u-A u=0, drugi nalin.

40 5. Karakteristicna Jjednalina, opsti slucaj LBu-?\u=O.

44 6, Ukratko o sluéla,jevima L2u-3 u=0 i Iu- Au=0.

45 7, KosSijeva rjeSenja Sturm-Liuvilove jednaline zamjenjuju
se pogodnijim rjesenjima.

46 8. Veza KoSijevog para i novouvedenog para rjesSenja
Sturm-Iiuvilove jednadine.

47 9. Kako se pomolu novog para izrazava karakteristicna
jednacina.

49 10. Asimptotski izraz za funkcijelx(x,s) ilﬁfx,s) koje
ucestvuju u karakteristicnoj jednadini.

50 11l. Lokalizacija nula funkcije f(s), slucaj L.

51 12. Lokalizacija nula funkcije f(s), opsti slucaj L.

52 1%. Asimptotika karakteristicéne jednacine, sluca] Li.

54 14, Asimptotika karakteristiéne jednacline, opSti slucla] L5.

55 15. EgziStencija i lokalizacijs rjg3enja karakteristiéne




jednadine, slucaj L,.

55 16, Egzistencija 1 lokalizacija rjesenja karakteristicne
jednaline, opsti sluca] LB'

56 17. Asimptotika svojstvenih vrijednosti za velike vrijed-
nosti s, slucaj L.

58 18. Asimptotika svojstvenih vrijednosti z& velike vrijed-
nosti s, opsSti slucaj L5.

59 19. Asimptotika svojstvenih vrijednosti A .

61 20. Asimptotika svojstvenih funkeija.

6% GLAVA 5. REGULARIZOVANI TRAG.

6% 1. Iz opSte teorije - funkcija klase K (definicija).

6+ 2. Iz opSte teorije - szeta—-funkeija asocirana s f(2)€ K.

60 3%, Asimptotika nila funkcije klase K - Hornov postupak.

72 4, Iz opSte teorije - teorema O regularizovanim sumana
nula funkcije klase K.

24 5., Funkcija f(g) koja definise spektar (op8ti slucaj L5)
pripada klasi K.

76 6. Primjer iz opste teorije - tra$ Sturm-Liuvilovog
operatora.

76 7. Sluéaj Ly - seta~funkcija asocirana s f(s).

80 8. Slucaj L; - dokaz osnovnme teoreme O regularizovanom
tragu.

8% 9, Sluca] Ll - formula za prvi trag.

84 1C. Sluca] Ll - primjer: formula za prvi trag u slucaju
q(x) =z 0.

87 11. Op8&ti slucad Ly - zeta—-funkcija asocirana s f£(s).

89 12. Opsti slucajd L
vanom tragu.

.. dokaz osnovne teoreme O regularizo-

NN

O
l.._.l

1%, Cpsti slucaj L, - formila za prvi trac.

#

O
IS

14, Opdti sluca) L; —- primjeri: L,Ls.
15, Defektil regularizacije Cturn-Liuvilovosg operatora 1

O
Jl

(ops3ti slucaj) operatora L5 se poklapaju.

98 16, Formula za relativni trag (opsti slucaj Lz) - regula-
rizacija se vrsi pomolu svojstvenih vrijednosti Cturo-
~Liuvilovog operatora L.

g9 17. Utica] glatkosti potencijalne funkcije a(x) na
spektar i na trag.

102 GLAVA 4. RAZLAGANJE.

102 1. Pregled sadriaja ove glave.

102 2. Pregled ranijih rezultata o osnovnom operatoru L.




104
105
106
107
110

112

112
115

115

116
118

118
120

120
122

125

128
129

9
10.

11.

14,
15.

16.

17
18.

19.
20,

— 1637 -

Novi izraz za operator P.

Drugi nadin da se definisSe f(x).

Inverzija operatora L.

Izraz za rezolventu operatora L.

Veza nula funkcija Qo( A) i A(A) sa singularitetima
funkcije G(X,T,A ).

7akljuéei o Grinovoj funkeiji G(x,y,A) i o rezolventi
Ra-

Zakljudak o spektru operatora L.

Izvodenje karakteristidne jednadine £\ (A )=0 pomoéu
WA-determinante.

Umjesto WA-determinante moze se reéi determinanta
perturbacije.

Izraz za konjugovani operator L*.

O glatkosti funkcija iz oblasti definisanosti konJju-
govanog operatora *.

Tzraz za svojstvene funkcije dvaju operatora L i ﬁ*.
Zekljuéci o polovima Grinove funkcije G(x,y,A) ope-
ratora L—-] Ee

Oc¢cjena rasta Grinove funkcije G(XyT9A o

Dokaz osnovne teoreme o razlaganjue.

Primjedba o zajednidkoj taCki spekira dvaju operatora
L, i L.

Specijalni slucaj q(x)= C.
Svojstvene funkcije operatora L obrazuju Risovu bazu.

b4

135 GLAVA 5. TRAG ~ APSTRAKTNI SLUCAJ.

135
136

137
140
142

144,

144
148
150

152
153

1.

2e

De
4,

De

Uvod - pregled rezultata 1z teorije tragova.
Uvod - pregled rezultata ove glave.
Postavka zadatka ove glave.

Formulacija osnovnog rezultata ove glave.
Rezolvente overatora L.

5. Rezolventa operatora L u slucaju jednodimenzione

7o
P

9.

10.

perturdbacije.

Dokaz nekih lema.

Leme koje se odnose na svojstvene vrijednosti.
7avrietak dokaza teoreme u slucaju jednodimenzione
perturbacije.

vavrietak dokaza teoreme (opdti sluceaj).

11. TFrimjer iz obicnih diferencijalnih orerators.
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155 12. Dva primjera iz diferencijalnih operatora s parcijal-

nim izvodima.
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