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UvVvoD

U teoriji fumkcija kompleksne promenljive do sredine
ovog veka tretirane su, globalno gledajuéi, dve grupe pro-
blema: tzv. unutradnji problemi, koji se odnose na utvr-
djivanje svojstava pojedinih funkeija unutar oblasti njiho-
ve defipiaahosti, i tzv. grani®ni problemi, kojl se odnose na
utvrdjivanje ponasanja pojedinih funkcija kompleksne promen-
'1jive na rubu cblasti njihove egzistencije. S obzirom da se
analitiske funkcije predstavlijaju raznim stepenim redovima
(T&ylor-dvim, Laurent-ovim, i dr.), ispitivanja mnogih svoj-
stava analitidkih funkcija polazila su od koeficijenata nji-
hovog Taylor-ovog reda ili drugog reda kojim su te funkcije

predstavl jene.
Sredinom ovog veka podelo Je u kompleksno] analizi ko~

riféenje metoda funkcionalne analize. Nastalo je inteziwvmo
proutavanje pojedinih klasa analitidkih funkcija, odnosno
prostora analitidkih funkcija. Najveéih istraZivanja je bi-
lo 1 ostalo u vezli sa prouéavanjem.Hardijevih“proatora, ko-
ji se kratko nagivaju ;g proatorima. Ovi prostori &ine
jednu duboku vezu izmedju realne analize i kompleksne ana-
lize. Problematika Hp - prostora Je poﬁezana ga proudavanjem
harmoni jekih, subharmoni jskihianalitidkih funkecija.

Poznato je da HP<:_39 ako je 0 < q £ py 1 da 8u pros-
torl Hp, p},l, Banahovi prostori, a Hp, 0<<p<Ll, ¥ -
- prostori. Pored prostora Hp, uvedeni su i ispitivani tzv.
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BP prostori. Napomenimo da Hp - Bp, 0 < p <1l. Nedavno 8u

uvedeni tzv. ﬁp prostori.

Predmet ovog mog rada je proudavanje Adamarovih proiz-
voda &iji elementi pripadaju prostorima g? 8P, PP, kao i
utvrdjivanje nekoliko karakteristika Taylor-ovih koeficije-
nata Lipschitz-ovih prostora analitidkih funkcija

Posebnu oblast, danas, u ispitivanju raznih svojstava
elemenata ovih prostora i drugih analitilkih funkcija pred-
stavljaju tzv. mnoZitelji 1 Adamarovi (J .Hadamard) proiz-
vodi. Naime, ako su poznaia svojstva komponenata - anali-
tidkih funkcija

][(Z) Zdn / (Z)"Zb/?

postavlja ae, prirodno, pitanje kakva su odgovarajuca svo]-
stva Adamarovog proizvoda <=
(f@g)(Z)-;anb/?

Kad je reZ o utvrdjivanju karakteristika Taylor-vih
koeficijenata Lipschitz-ovih prostora, u ojyom radu date su
odgovarajuée procene Taylor-ovih koeficijenata elemenata
proatora H (p,q, 90 ), tj. analitiBkih funkclija za koje Jje

ST 0] G < e
gae Je ¥ axoro rastuéa runkoija na (o,l_}

U prvoj 31avi ovog rada navedenl su najpre karakteri-
stike 1 bitna svojatva HP B? 1 BP prostora.

Pri tdm'an“date definicione relacije skupova elemenata
ovih prostora, kao 4 njihovihumadjusobnih odnosa. Uz to Je

«'!h-p <t “‘”,

dato intagraIno predatarljanje Adamarovog proizvoda, kao 1
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catale relacije neophodne za rezultete navedene 1 dobije-

ne u glavi 11 1 glavi 111.

U drugoj glavi najpre je navedeno nekoliko glavnih
rezultata kojl se odnose na Adamarove proizvode &iji ele-
aenti pripadaju prostoru Hp, p > 1, odnosno prostoru_Dp,

P 7.1, ip=11ip=cC.

Zatim izlaZem svoje rezultate koji su sadrZani u:

teoremi 2.5, koja se odnosl na Ademarov proizvod funkcija

efm) & ﬁp n > 1,,1 :(z)éz Dﬂ ;'+ L = 1: teoremi 2.6, kc-

J'

ja se cdncsl na Adamarov proizvod funkcija f(z)éE'BP

0l v 1, 1+ g{z) €& A; teoremi 2. 7, koja se odnosi na Ada-
marov proizvod funkeija £(z) € D7 i g(z) = BP, 1 { pLoo
teoremi 2.8 kcja se odnosi na Adamarov proigvod funkei ja

£(z) € 7, 0 ¢p (i, i glz) € Ay teoremi 2. 9, koja se

.
odnosi na Adamarov preizvod funkecija F(z) £ :I" - { p{-;'

nvi
(n=1, 2, 3..s) 1 giz) € Aj tecremi 2. 10, ﬁcja se 0dnosi na
Adamarov proigvod funkeija {z) & H', p = ;1- (n=1,2,000)

s

i g(g) € A. U svim ovim tecorsmama dokazao sam da Adamarov

preoisvod (L2g)(2) & -

U treéo] glavi tretiram nekoliko rssultaia &0J1
se odnose na L? - ponaBanje integralnih sredina analitig&kih
funkcija i procenu Te)lorovih koeficijenata elsmenata pros-
sora B(p,q,'? ), gde je ¥ skoro rastuéa funkcija na jnter-
valu (0,1] . S tim u vezi dokazao sam tecreme 3.14, 3.15,
3.16 14 3.17.

Ra kraju je navedena bibliografija korisdenih radovaj

pri tome su redni dbrojevi radova koji su peposrednc veszani




za sadrZaj ove disertacije oznafeni zvezdicomn.
U prouXavanje problematike za koju je vezan i ovaj
rad dragoceni su mi bili saveti i pomo¢ prof. V.Dajovida,

kome i ovom prilikom izraZavam svoju iskrenu zahvalnost.

ACANENA OPTANMSANNIA YAPYH(THIT FAAR

A MATEMATHYY, MEXKAHRKY H ACTPOHOMHIY
pUSJAABAOTENA

——

Bpo): ——




GLAVA I

O OSNOVNIM svoJsTviMa EP, BP T DP PROSTORA

Kao 3to je u Uvodu redeno, u teoriji funkcija komplek-
spe promenljive razlikuju se dve vrste problema: takozvani
graniéni problemi 1 unutrasnji problemi. Granicéni problemi
odnose sBe na utvrdjivanje raznih svojstava pojedinih anali-
ti8kih funkecija ili utvrdjivanje raznih svojstava na skupo-
vima ta&aka koje pripadaju granici odgovarajute oblasti defi-
nisanosti.ovih analitiédkih funkcija, odnosno klase analitic-
kih funkcija. Unutrasnji problemi odnose se na utvrdjivanje
svojstava ovih funkcija na skupovima tadaka koje pripadaju nji-
hovoj oblasti definisanosti, na primer, interpolacija na poje-
dipim nizovima tadaka unutar oblasti defirnisanosti za pojedine
klase funkcija pod odredjenim uslovima.

1. U toku poslednjih pedeset godina velika painja je po-
svebdena tzv. BY prostorima i utvrdjena su mnoga kako unutra-
nja tako i granidna svojstva, pojedinih funkcija koje pripa-
daju bilo prostoru HP, 0 p<1l, ili HP za p=1, ili gP za
p > 2, a posebno skupu H°° ogranidenih funkcija u jedinicnom
krugu.

Za pojedine klase analitidkih funkcija utvrdjena su gra-
ni&na svojstva. Na primer, joZ 1906. godine, je P.Fatou, u

svojoj doktorskoj disertaciji, utvrdio da svaka ogranilena ana-




1itid&ka funkcija unutar jedinicnog kruga ima na rubu jedi-
nidnog kruga skoro svugde odredjene granilne vrednosti. Taj
skup funkCija je docnije nazvan prostorom H °°. Znatne pri-
loge ispitivanju funkcija koje pripadaju prostoru HP dali su,
podev od druge decenije ovog veka: G.Hardy, J.Littlewood,
I.Privalov, F. i M.Riesz, V.Smirnov, G.Szegd, G.Fihtengoljc,
P.Duren, i mnogi drugi matematicari. U poslednjih trideset
pet godina, posmatrapje-.Hp prostora kao linearnih vektorskih
prostora i koriScenje u mnogome metoda funkcionalne analize,
podstaklo je vece interesovanje za gP prostore, pa su tako

reSeni mnogi problemi u vezi 8 njima.
2. Pored prostora HP, treba istadi i prostor BP,0 { p < 1,
koji'je u tesnoj vezi sa prostorom HP, 0 <p< 1 gP C BP,

Napomenimo da je najpre bila posveiena veéa pazinja pro-
storima HP, 1 & p<e2 Ovi prostori su Banahovi prostori. Me-

djutim, prostor HP, 0L p<1l, nije Banchov prostor.

Pre pet godina uvode se tzv. DY prostori, O <‘p.§:po ,

koji su takodje u odredjenom odnosu sa HY .

za funkciju f analitidku u jediniénom krugu kazZe se da

pripada prostoru Hp, 0 { pgL oo , ako je velicina
-~ 9 £t .2'9 129 AVP
(1.1) Mp(r,r)-{-z*fﬁf("e )| } )

0

" .
o

~

51-2) M (r,f) = max lf(/‘ew} \ 0L @Kl

ogranid¢ena kada r —1.




o - : Cv . . . ( ai_ s
H je prostor svih ogranicenih funkcija u jedinicnom

krugu.

deo Re(£)=U(r,f) moZe se predstaviti Poisson-ovim integralom:
2

_ 1 y /-1 %
(1.3 U(re) e me e ay

Peg)e L7 Pt
Za funkciju f analitidku u jedinidnom krugu kaze se da

pripada prostoru BP, O {p {1, ako je velilina
{ 1

T B -
(1.4) j( 1-I) Mf(/:f) A < oo
3, Navedimo sada sledeée dve definicije, koje se odnose na
funkcije koje pripadaju prostoru DP, i to u sludaju kada je
0 é'p { oo i u slucaju kada je p= oo.
o n
Definicija 1.1. Funkcija f(z)=Z;anz , analitidka
=
u jedinidnom krugu pripada prostoru DY, 0 < p<oo , ako je

72
:5) JF) = = 1113 2 [TAcrr)] dr<os
gde je
A(I‘)"A(r .f)-ff}r(z)/ dXd\[/ TZ/?/CZ/)/Q 2N

1Z]< T
Definicija 1.2. Funkcija f(z)=ZCZ Zf? , analitidka
u ,jedlnlcnom krugu, prlpada prostoru D ako je

(1.6) //f// AC1F) = J?'Zn/an/ ¢ oo

Hapomena 1l2. Kao sSto je poznato [40.7 :

HPCDP,o<p (2, alPcCEP, 28 p{ oo . Ako je p#2, inklu~-

zije su prave.Za prostore H i D°° val¥i:

EHN' DT 4@ i DNE 49
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svaki ogranicen linearni funkcional ¥ u Hp, 1 {p { ~©, ina

jedinstvenu reprezenta01gu

1.7 Yif); ff(e ) ge ) ds

gde je < Hﬁ%*‘(?“:f

tata za p <1 [23] :
p'*' . Y
Neka k‘O €(H Yy , 0p < 1; tada egzistira jedinstvena

funkcija g € A takva da Je

(1.7 Prr)= 4/, Z]—fffé )g(e™®) Lo

Ako Je—ﬁ<p< (n12...) tada E(n 1)6 N\, gde je
K = %— - n. Obrnuto, za svaku funkciju g, sa g(n-l)é, -/\oC
postoji granidna vrednost (1.7 'y za sve £ € HP i definiSe
funkcional 23 (Hp)*. U sludaju da je P’n—if’ g(n'l)e A X ]
i obrnuto, svaka funkcija g za koju je g(n—l)é_ A*definiée
pomoéu (.7) ogranideni linearni funkcional na BP.

U relaciji (1.7), /\0{ (0 <{< 1) je Lipschitz-ova
klasa funkcija.

7Za funkciju F kaZemo da pripada Lipschitz-ovoj klasi

AoL(O (XK 1) ako jecD(h,F)-:O(hd) kada h—~+0, a klasd f\c(

ako jecd(h,F)=a(h™).

Dalje, za neprekidnu funkciju F kaZe se da pripada klasi
./\*ako Je

F(t+h)-2F(t)+F(t-h)=0(h)




uniformno po t, a klasi/\_* ako se umesto O(h) moZe sta-
viti o(h).

Neka A oznadava klasu funkija f(z) analitidkih u krugu
|z] < 1 a neprekidnih na krugu {z|{ 1. Za analitilku funk-

ciju £(z) kaZemo da £< /\ (/\GL ,/\_*,]\%) ako £ € A, a o-
granidena funkeija

P(9)=£(e") ¢ Nt AL\ s N %)

Adamarov (J.Hadamard) proizvod. Adamarov proizvoed je

—— - S S . AN A A S g e ol S - N AT S S S S S —

kompozicija funkecija

£rz)= ZCZnZn ; Q(ZJ—anZ

koje su analititke, na primer, u Jedinlénom krugu Uz’ T ) .
(1.8) (feg)(z)= ZCZ/?ZMZ

4
Ako su poznata neka svojstva komponenata £(z)= Z CZ/?Z
=0

i g(z) = Zb Z ovog Adamarovog proizvoda (feg)(z), tada
se na oanovu toga utvrdjuju odgovarajuéa gvojstva ovog pro-

izvoda.

VYrlo &estoc se pri proudavanju Adamarovog proizvoeda kori--

sti [14-1 relaci ja: o
(1.9) o o+;cz,7 OnZ"= = |U(rv)gcz)dy <]
gde Je _z_nrei(g‘ (P), dok Je

OO
(1.10) (U(r, ¥) =—g-'= +Zf n(dn c*o\s/.?)fﬁndfi’?"’w)
n=1
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A2
77
realni deo funkcije f(z) :z;zOZf analitidke u jedinidnom kru-

gu | z | {1, a g(z)ﬁZ;ﬁnzf7 je takodje analltiﬁka funkcija
n..
u tom krugu.

S tim u vezi se, radi procene integrala na demnoj stra-

ni %ignakosti (1.9), koristi H81der-ova neJednakoat.

lfa(r w)g(z')dsﬂ [ & (//ucrw)/dw)f’ //g(_)/?dc,ﬂ)

f

g
5t 5 /.

Rapomena l.3. Realni deo funkcije £(z) € HP, p 1,

mo¥e se predstaviti pomoéu Poisson-oveg integrala

27

| 2
| - f -7 _
d(rec¢)=§‘jr“c//o@)/_2,ws@ 0) + 12 a4,

gde funkeija P(L) £ Lp, p 7 1.

— — S — Sl il I S S— —— — g e e S i i s S g S s——— — anm a—aini

gledeéi nacdin: |
Ako je poznato jedno svojstvo, moZe biti 1 globalno,

jedne analitiZke funkcije (na primer, u Jedinifnom krugu
~ recimo da pripada Jjedno] klasi, prostoru analitidékih fun-
keija), a poznato je takodje odgovaggjuéef?vojstvo Adama-

rovog proizvoda ove funkcije £(z)= 2 Q,Z , treba na¢i od-
N=06
govarajuée svojstvo druge komponente OVog Adamarovog pro-

izvoda

(£og)(z)= Za,, b,z"

oo [N=0

gde je g(z) = Z bnz , druga komponenta oveg proizvoda.
N=0
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Na primer, teoremi V.Dajovidéa \__16] koja se odnosi na Ada-

marov proizvod:

1
Ako £(2) € BY, a g(z) € Y, gde je z+T 1, tada

-

Adamarov proizvod

(fog)(z)=£anénzn€ /L/GT |
Nn=0

inverzna je slededa teorema R.A.Whiteman-a:

Teorema 1.1. Ako f£(2z) & _Hp, a Adamarov proizvod

(Fog)(Z)z ) anbnZ €H 7
tada g( ?;)=Z é:_)ozﬁé /L/,?ako su Taylor-ovi koeficijenti (an)

N=0 |
pozitivni i zadovoljavaju uslov

/)
(6) anf—?--:: f*-//?)—”" 44/7(_/\)")/\>?
U n
gde je A(n) ogranileno, h realan broj 1i % + -;: = 13

p 1 q mogu zamenitl mesta.

Navedimo jo8 i inverznu teoremu J.Caveny-a [427]:

"I’ meerema 1.2. Neka je g(z) analitilka funkcija u jedi-

niZnom krugu, 1 { g0 1 p=f-;-o—7; tada'gqu' ako 1 sa-

.

o)
mo ako fog& H za svako £ & H™,

6. Na kraju istaknimo nekoliko injenica koje se od-
noge na problematiku Lp-ponaﬁanja integralnih sredina ana-
11ti%kih funkcija. Zna¥ajen prilog u vezi sa ovim je rad
M.Mateljeviéa i M.Pavloviéa "Lp-ponaéanje integralnih sre-

 dina apaliti¥kih funkcija® £57].
U daljem koristidemo i sledeée rezultate:
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Teorema 1.3. (Hardy-Littlewocd, I). Ako je g {2, ta-
da £ & BE(2,q,cK ) implicira

| _O(+i.#i_ > CZ
(1_11) {(ﬂ—{—?) 2 1 'a/? }n.:oe. ’C

Ako je q » 2, tada (1.11) implicira f£€ H(2,q, &L ). V.81 1.
Napomenimo da su Askey i Boas dokazali sledeéi Jjaci

rezultats
Teorema 1l.4. Funkcija f € H(2,q, X ) ako i samo ako

[+ 2SSl ), € L7
gde je

sp(z)= Sy f(2)= Zcz},<

Istaknimo 1 aednu teoremu H;Matelaevléa i M.Pavloviéa [ 57 ]

_ﬂw- Neka je
1 {O} 1= {K 2 </<<2n];(/7=.-¢,2,,..)

i

An(Z)- An‘}[}Z) = 2_.4 K Z

K EIn

Tada £ & H(2,q,0( ) ako i samoc ako

{27 Wanly fo € 4 z

Prva implikacije teoreme (A1,I) je neposredno posledica
nejednakostl

(Z/bn/r"’) (1-r) ):/bn/r 0 <Y

moie se koristiti za dokazivanae sledeéih rezultata Hardy-a

i Littlewocod-a:
Teorema 1.6. (Hardy - Littlewood, II). Ako £ € Hp, p < 2,

| tada jJe
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| : P -0 =
D) (n+t) -lanl < oo

Teorema 1.7. (bardy - Littlewocd, III). Neka je

P 1 l.)
H H( B’ - .
C ' D 2
R o AP ¥
33 RIS Y, P LS ! '; : ; :.. }
A ) -.IA 1».-1 - -~ &

Bbpol: — e e
Batys: —




GLAVA 1I

OGRANTCENTI ADAMAROVI PROIZVODI
ELEMENATA PROSTORA EP, B8P, DP

1. Ovde najpre navodimo nekoliko glavnih rezultata
koji se odnose na Adamarove proizvode ¢iji elementi pripa-
daju prostoru HP, p > 1, odnosno prostoru DP, p > 1l, a za~
tim izlaZem svoje rezultate u vezi sa Adamarovim proizvodi-
ma. Na prvom mestu navodim sledeéu teoremu V.Dajovica, ko-
ju je dokazao jo8 1956. godine i u vezi s kojom se dalje ra-
zvilo viSe radova nasih i stranih autora.

Naime, red je o sledeloj teoremi [14] :

Teorema 21. Adamarov proizvod

axbez<e 4
(2.1) (fog)(Z) K’2=—(3 K Or

’

ako funkeija

(2.2) frz)=) aZ2"€ Wy 1< P
K=0

i funkei ja

(2.3) \97('2)=Zé/<.ZK€. A/Q ),

gde je 7. 1 _
P 77

Dokaz ove teoreme autor je izveo koristeéi najpre pred-
stavljanje realnog dela funkcije f£(z) Poissonovim integralom,

a potom je Adamarov proizvod predstavio integralom.
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Najzad na kraju koristeéi dva puta Holder-ovu nejednakost

dobija dokaz tvrdjenja teoreme. - Naime,
| 27

/..-
(2.8) U(ro)= 2_7— Yt T o o5 /D 2)er 2 C«./Q)

gde P () E 1, p > 1. Dalje, Adamarov proizvod (fog)(z),

s tadnoscéu do Jedne aditivne konstante, jednak je funkciji

(2.5) oCObo+Zc2 bZ = J—fU(/-go)g(Z)dsﬂ /<o

gde Jje z= reice_%; Koristedi svojstvo integrala (2.4) i
primenjujuc¢i dva puta Hélder-ovu nejednakost, polazeéi od
desne strane relacije (2.5) dokazuje se da je integral na
desnoj strani relacije (2.5) ogranilen,. a prema tome, S ob-
zirom na relaciju (2.5), i Adamarov proizvod (fog)(z) € H .

M.Jevtié je u svom radu "Neka svojstva novih Adamarovih

proizvoda analitikih funkeija” [42i] dokazao da Adamarov

proizvod /7(2) = (f@g) (Z) = Zaﬁbf(-

gde je 7[(Z)=ZCZKZK ) y(Z)ngKZK

zadriava svojstva neprekidnosti ako f & P, g€ D9, 1 L p& oo

1 1
D * 3 1.

U tom radu definisani su prostori DP, 0< pLdoe, koji
u sebi sadrie prostor D, kao 5to je navedeno u glavi I. Inace,
jo¥ ranije Je utvrdjen niz svojstava prostora D=D"" anali-
ti¥kih funkcije u jedinidnom krugu sa ogranidenim Dirichlet-

-ovim integralom.
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Prostori Dp, O L pl o , kao sto je istaknuto u pr-
voj glavi, mogu se uporediti (u odnosu na inkluziju) sa
Hardy-evim prostorom HP, 0 p( oo . Naime, HP C P ako
je 0K pgL 2, a DP C HP ako je 2& p< oo .

Dokazano je, kao i u slucaju Hardy-evih prostora, da
je prostor DP Banahov ako je 1L p<oo, a pP je F-prostor

ako je 0< p < 1. M.Jevtié¢ je u prethodno navedenom radu

(427 dokazao sledele dve teoreme:

Teorema 2.2 2 Neka je /7(2) (7[@9) (Z) Za,,bnz 77

Adamarov proizvod funkcija
= . | S Q
Fez)=)_apnz"< 0° 7 g2)=2 bnZ"€ O
gde je 1< p{ oo , a%+-}i-=1. Tada:

(a) postoji konstanta C koja ne zavisi od elemenata f 1 g,

Acz)< C//f// //9

(b) funkcija h(z) je neprekidna na jedinidnom disku U ;
25

takva dg

postoji za svaki par elemenata { € DP, g & p4,

Teorema 2.35. Neka je
oo =2 Ny 0O
fez)=2 anZz"e 0’ Fez=2onZ" €D, ¢

Nez)=(fog (Z)—z__rcznbn Al
Adamarov pr01zvod funkcija £ 1 g. Tada:

(a ) postoji konstanta C koja ne zavisi od elemenata f 1 g,

takva d& | je

¢ VAN L2/
//7(2)-6’///[0, T e
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—

(b ) Funkcija h(z) Jje neprekidna na ]PiLannON disxg. /

(c”) (79) z/m)‘ja,?b/;g) Umgf/fé?é’/g?ff P e

postoji za svaki par elemenata f € pl g€ D7 .

Dokazi prethodnih dveju teorema baziraju se na slede-

4im dvema lemama, koje je dokazao M. Jevtié:

Lema 2.1. Neka je fg(z)=f(Q z), 0& O L 1. Ako f £ P,
1 £ p{oco , onda je lim? fQ =f € DP.

Lema 2.2. Neka je f;_ (z)=£( 3 z), S € U, gde je U
jedini¥ni disk. Ako £ € DP, 1 { p{ oo , onda | f1 - 5{;\_7 0

ako ’31“32)“"‘0:51 S2€ U.

Prethodne dve leme se mogu uopsStiti. Naime,

Lema2l. Neka je i‘Q (z)= f(Q z), 0 £ Q(l Ako £ € DP,
0 < pLoo ,ondaae 11m fQ =f € DP.

Lema 2. 2! Neka je fs (z)=£( 3% 2), SEU. Axo f € DP,
0 < 3 d f -=Tf 0 K - ———

p oo, onta L2y Sty) =0 w0 (3,3, |0 1 ¢ U

Zaista, dokazi leme 2.17. i leme 2.27. ostaju formalno

f

isti kao i dokazi leme 2.1. i leme 2.2, a opstiji su zato sto

vate za 0 < p{ ©o , a ne samo za 1L £ p < o0.

Dokaz leme 2.1 . Neka je &) 0. Postoji /5="0(E) tako

. e 8;-"

(2.6) /[A(f‘f)] a’r <%

Kako je A(r £ ~f) £ A(r £f), to Jje
-3 €’°

(2.7) /[,4(/“7/ /)j o//“

Po3to Je funkcija A(r,f) monotona, to je

(28)/[f4(’"/‘éf] LA fp-)) *
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4

s obzirom da je :),*@

z) < f(Z£), kad £ —=1, uniformno na
\z} £ r,, to Je

2 e
>

2.9 [A(B,fo-f)] <%

ako je (&)< P T,
Na osnovu relacija (2.6), (2.7), (2.8) i (2.9) imamo

1o-F I [TACHF0] &re [[Acso-fol < €F

z8a QO<Q</ , to jest éé/}'f)fé:f} 7[60/? 04/3400
~

Dokaz leme 2.2 ;. Neka f € DP. Tada f5€ DP, \§€U.

i A A Y N APk L S PR e A VEE ———

Postoji 0 < r < 1 tako da je
0 /o

f
- % &
JSLA F)] Tar < gae
o

Kako je

4 Ve
/2% E
(2.10) /[/4(/;7\?,?)] 2 < D FH
o
i or

x4 | ,3? .
.(2@11)/[’4 (7 7{5}2)-/ dr < oRt

to koristeéi Holder-ovu nejednakost i nejednakost

‘(52-122‘).4(3*“’)1) ¢ 2P 1(aP+pP), 0 p oo , B2 O,

dobi jamo

I r 2% ) ’ o 1 5 P
(2.23) ,Bf/"’("'ffff/?z)i dr<z” f{f/f"m‘/@f)] %Ammya/fﬂ—g—
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< R L 2
—-

'\F‘ ! B 1
Akolsq';} -~ ) . onda, na krugu 2z = Cor o5

- \327 (f Z)/—a@unlformno po z, pa je

(2.1 I[A(/-Z[\ff f$2)] “dr <z
ako je /5,-8,/ < Sce)

. : f R i <
Na osnovu {(2.13%) i (2.14) imamo ..--ﬂtf ¥, L

ako je \f,*gz <c§‘(£). Prema tome, vaZi
Teorema 2.4. Neka je

h(z)=(fog)(2z)= Z QAnbnZ”

Adamarov proizved funkc::.;]a

f(z)=ZC?nZn€ pP i g(z)=Zé,-;Zﬁ€ 0?
=7

1.1 _
0L pgoo ,ﬁ—l.

Tada:

(a) postoji konstanta C koja ne zavisi od elemenata

f i g, tako da je /N(Z)/& C/////DP' //9//0‘3

(b) funkcija h(z) je neprekidna na Z[

(¢) (£,g)=1im ZCZ,?@;Q Z/mzf/ffé’@ )g(é? é}
&>/ n-1 7

postoji za svaki par elemenata £ € DP, g€ p4.

2. Sada &u formulisati i dokazati nekoliko novih teore-

ma koje se odnose na Adsmarove proizvode.

Teorema 2.5. Ako su komponente Adamrovog proizvoda (fog) (z)

.. funkcija
(2.18) #CZ) ZCZ/;Z e H" P>/

(2.15) Sr=z) =Zb/72’7 e D%,
7=0
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gde je = +==1, 1 funkcija g takva da je limearni funks
P Qq par
ctonal (2:38) Prnj=lmm o[ 2= g o

o2
o \ . Y ¥ -—r/_ - P :;."-ﬁj
f—-“'___ \ - ’ {
(2.17) (=029, (s)=,) QnlrZ &
P f:-_:{'}

Dokaz. Neka je ulr, ¥ )=Re g(z). Xakc je

A e AP = =

- Lo
LT R o e T o ey ~7
(2.18) J{ry)=———r_ (G T A s
Ity
i
3

~ I ro e S

/ - vy et L zZ tr S v
(2:19) 7 7o y 2__, Q//- — - .

£ 0D

te Je 0y .

Py . £ ., i:';' . ,,,."’ . :-:g e
{2.20) ;:—fffz/“’:"?;/ﬂ/iﬂ’f -r; A eesdn (4 o q‘.-:__w T ’

J{f:; P
.. ~343, .1
3 awazirom na {2.16) gle “ 1= L?
O"&ﬁa :E';“ is
l’-'" f ,tﬂh; e r -
Suo e, v ] el [P O
c<rdt © “

Primenjujudéi Holdsrovu nejednakost, imano

Eu‘r :’-ﬁ- q‘ ---..i-.- ld"" f’{:-vﬁ

. % o . Vo S
\I r_:_:_.___ﬁ:[ 7 Y. ) . L ( I 3 ! ;_._ELZ-. l 1“4 1:'"{;3".“_-.
(2,20, j Sinwiiere’ @™ e lé | Jikea) 4] LiTers
L. |

Prema tome je i desna strana ralacije (2.20) po mcduln

ograni¥ena sa "‘IC HHQ_' “SIP

Ctuda Adamarov proizvod

(£eg)(s) E E .
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Teorema 2.6. Ako su komponente Adamarovog proizvoda

funkcije ~ °

(2.22) £(z) =Za 722< BP, o¢p<1

i

(2.23) &(z) =zi:q¢z”e; A, 1 g takva da je linearni funxci-
onal N+ 0 ; |

(2.24) ¥7p) ,.(;f’”.f.zr [here® Sire™ " 2=

>granifen na BP, tada Adamarov proizvod

(2.25) (20g)(z) =) a;b,2°c HT .

mnl i amgh e =l

‘unkecional na Bp, 0<p<l, %o je TN oo

2.26) \\‘P‘-C..:H\PHU\'\\;P , he %F"

4

» druge atrane, za |z21<1, imamo

) f: N .
2.27) m[‘f{zc )3( o d(?p-zj_ (Zaf(z'e u{ff “'3 dtf =
&, ©

- 5 5.2 " -w-zc.[fg(e e g ="
= Zan bnzn .

ako £ € BT, 0{p<l1l, 8 obzirom na (2.24), (2.26) i (2.27),
mAMO

lim I-F@g(;-e".g)f SR za sve €00 T
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Dakle, prema uopdtenom principu maksimuma Adamarov proizvod

(zog) (z) EH® .

Teorema 2.7. Neka su komponente Adamarovog proizvoda
o 4
r?
(2.28) (£0g)(s) ’2 QnbnZ
-0

funkcije

(2.29) Arz)=2.anz” €07, \9(2)-02%; bnZ"e H", 14F°S

o<
tads Adamarov proizvod (fegl)(z)e d .
Dokaz. Neka je u(r, ¥ )=Re g(z). MoZemo, kao u dokazu

teoreme 2.5 pisati

U (8- 0?2 QP2
(2.30) jg"'ofd(/;w%/‘f @ "'p))dtv‘g A oo £ Sendn

D .
Kako je g &€ HY, 1{psce, to Je

2t r A 2y [P
(2.31) _f)U(r,LP)/,dgﬂé;f/ﬁ(E )|"de

o

_Dalje, PE N ted tEHL. 04 al® .

Dakle, .

(2.32) £EEY gleje T+ %1- = 1.

S obzirom na (2.30) i (2.31) i Helderovu nejednakost, imamo

2[. Q'i. _’{.— - ’EA— ; ca
(2.33) [fucr,w)f(fe".m“’o)dcﬂ}é {ﬁum w)}@z’ﬁﬂ_} P{'Df/{(ff"'@"*")// a’gﬁf
o o

NGy

..v"
e,
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-z {(2.31), (2.32) i (2.30) sledi da Adamarov proizved

Fa

za sve z za koje je = -,

‘rog)(z) &1 - 'x.‘.g'e;g "
53

1

(fog)(2z) £ B .

Teorema 2.8. Neka je g€ A takva funkcija da je line-

arnpi funkcional

"Ii'\

'2.34) Lf)('n“}--é_;:/?;} /n(/‘(_" )Oa’e )g/,. £ -

- e
sgranidéen na HP, o ¢ pdl. Ako Je £ €8, o <p 1, tada

\damarov prolzvod

(£0g)(z) € BT .

Do¥az. 3Jako j3 3a (2.34) definisan ogranifen linecarni

il sug ik il Shil

unkcional na G5, o < p<« 1, to je V¥ <os i

2.35) 1WI1&IPIihls , neH

3 drnge strane, za |Z2!¢1 , imamo
2.36) - f{(z'e”‘j e AP = g f@:anrze“") 9 A -
: 0

h/:ZjCanzn 1n%’ -ﬁP Azjkééfgzng cfrciy%}Qf -

:=‘;é??61n13¢21/)
=0
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{ako fe;HP, o p < 1l, s obzirom na (2.34), (2.35) i (2.36),
1Mamo ~ o

? - g '?:’9'&';’:_."?' . . ~ -
[ Sapre’T, 80T =2 e 550 LT

)
I

Dakle, pfema nopteSnom principu maksimuma Adamarov proizvod

(£0g)(2z) € B .

Peoreaa Zods  AKO 8w hLompouenic Adamarovoyg proizveoiz

-—_—1_--——-_—---—

pri &Cemn g(n-l)e /\QC , &de jeo”\ = % -~ n onda Adam=r0V

proizvod

(7[@9 ezy =2_anbnz” € H <
=5

Dokaz. Kako Jje g(n-llc; /\cl , 8 obzirom na teoremu

1 (23], linearni funkcional

M— > )
Orp=lim 27 hore®) g™ de

(21_

Jo ogranifen na HP, Dalje se dokaz izvodi kao u teoremi
2.8.
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Teorema 2.10. AKO 8u komponente Adamarovog proizvoda

e o S iy i i - i iy S

o .
- o’ s
f—- +2 . — — = o= - / —
Tr':" - _er-’ e
oy
1 =, .
=D

pri Cemu g(n~1)(z)éi-:k* , tada

\Aamarcv proizvod

(f@g)(z) = ;E:,a baZs € BT .

Dokaz. Kako je g(n"l) = /\uk, 8 abzirom ra teoremu 1

2371, linearni funkcional

Lp(h)" Zj/}’“grff(fC )g(@ (e‘da

je ograniZen na HP. Dalje se dokaz izvodi xao u teoremi Z.08.




G L AV A III

0 TAYLOR-OVIM KOEFICIJENTIMA LIPSCHITZ-OVIH
PROSTORA ANALITICKIH FUNECIJA

1. U ovoj glavi tretiramo nekoliko rezultata koji se
odnose na IP - ponaSanje integralnih sredina analitickih
funkcija. NaveSéemo najpre nekoliko potrebnih oznaka kao 1
nekoliko rezultataﬂgoje su dobili M.Mateljevié i M.Pavlovié.

Ako Je f(z)=ZCZ,7 Z” analitidka funkcija na otvorenom
Jedihiénom;disku ;?s,q,r,0< su brojevi koji zadovoljavaju
uslove: 0 < p, q€ oo ,0<r < 1, 0 { XL O | sa ¥ oz-
nafavamo nenegativnu rastuéu funkciju definisanu na interva-

1u (0,1]za koju je

(3.1) Ytr)¢ ct™Yery, o<t <l

(3.2) Ytr)2 C-"fﬁ‘z”(/‘) , OCtet,

gde su C i /3 pozitivni realni brojevi i B2a(>.

Koristicemouobidajene oznake za integralne sredine od f:

2
y )
Mo(r ) //f(f‘e’)/"ziz‘ , <o

M__ (r,f)= sup / re’t
S0 T,

obidno se pise

J £11 _ = sup Mp(r,f).
P ouwet
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ca X=H(p,a, ¥ ) oznalavamo klasu funkcija f za koje

F € L%0,1), gde je

P(r)=(1-r)"2/% ¥ (1-r) mp(r,0),
a L9 0,1) je obidan Lebesque-ov prostor. Norma na X je data

5% £, = V2 )L -

Ako je \P(r)ﬂ:‘d , piSemo H(p,a,X ) umesto H(p,q,'¥).

ViZe o osobinama H(p,q,X) moZe se naéi u 127 ].

Kako je Me(r £)= |Qn /2 277 razliiti rezultati koji
se odnose na IP- ponasanje stepenih redova s pozitivnim koefi-
cijentima mogu se izraziti terminima za prostore H(2,q,().

U glavi I navedeno je nekoliko teorema koje se kasnije
koriste. Sada éemo dati pregled jos nekih vaznih teorema, u
vezi sa narednim izlaganjem.

Za pozitivanu funkciju ﬂf‘ definisanu na intervalu (0,1,

sa H o (p,a4 ﬂ/) oznacavamo prostor svih funkcija f, za koje

Je | oo o
A= {\ff(Z'n)l/An Ip P € €

Norma na Y=H . (p,q, 'LV ) definiSe se sa jf {Y A” 2
A aV (r) = r/3 , gde Je/g realan broj, pisemo h.'é

HA(P1Q.*| /3 )= HA (Psq'i w ).

M.Mateljevié i M.Pavlovié su dokazali sledecu znadajnu

teoremu

Teorema 3.1,
(8) Ha (P,2.,%2) C H(P.Z,¥)
) H (p.g,%) = Halp.2.), 1< R oo
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() H(1.2,F)Z HarR.2. @) 7!
(d) Ako je pé 1 il1 p=Cco, lnk]_uzlja (a) je tadna.

gvaka inkluzija preslikavana L (a), (b), (c) je nepre-
kidna, Sto znaci da 2a X=H(p,q, ¥ ), Y=H,. (p,a,¥ ), 1 £ qlo= ,

imamo 1,y L Fily S CHFix

gde je C pozitivma konstanta koja zavisi samo od p,q,o( ,
/3, Y i && i nije ista u svakom pojavlijivanju.
Posledica ove teoreme Jje teorema Hardy-littlewood-a, III

Isti autori su dokazali gledele teoreme:

Teorema 3.2. Funkcija f & H(p,q P ) ako i samo ako

(3.3) {PCE)(n+) //Gn//,o],; LELZ
gle 3o Gorz) = Ootoz) -5 (1 - ) QR EX, S 1$p< oo

Teorem& 3.3. f €H(p,q, Y ) ako i samo ako
(3.4) {&0(,7” ) (71 f) /S»//,C,]M S

Koristeéi teoremu 3 2 i relaciju (3.2) dobijamo da

{5‘7(/7” ///7"7) //07'7//,0],,._.5 € {’2

dime je uop3tena teorema Askey-a i Boas-a

Posledica teoreme 3.1 je sledeéa teorema:
Teorema 3.4. Ako f € H(2,q, ¥), tada za skoro svaki
izbor znakova {En} , funkecija

g(z) = ZGnC?nZnE. Her o, v

za 8vako p < ©©.

M.Mateljevié i M.Pavlovié su dalje pokazali da je pro-

stor H(p,a, Y ), 1 { p(oo , izomorfan prostor {f(p,q) svih

nizova {b,,_]w za koje
nzo

(S 1be) )] € £ 8




BaTyu: -

Norma na {(p,q) definiSe se na uobicdajeni nacin tag] .
Autori su nasli da je £(p,p) = 1P, Uopsdtili su rezultate
koje su dobili Lindenstrauss 1 Pelczynski [ 48] , tj. slede-

éu teorenmu:

Teorema 3.5. H(p,p,%), 1 { p Loo je izomorfan sa 1P
uopdtili su tako da ona ne vazi za p=1 i p=oo . Njihov rezul-
tat glasi:

Teorema 3.6. Ako je 1 < p<oo 1 U(f)={6n]m , gde

Nz 8

Je
by = \P(E—n')'?_n/P. An (e,f),ﬁéln,

tada je U izomorfizam od H(p,q, ¥ ) na pr,q).

Za dobijanje ovog rezultata potrebna je sledela lema
1811 :
Lema 3.1. Neka je er;.}=exp(2:ﬁ-f/2/)-,), n>0,ild ploo
Tada j;

C Ante <27 (STIAN L)) )Pl AN e

k€1,
Pomoéu teoreme 3.l. utvrdjuje se veza izmedju nekih

klasidnih nejednakosti u odnosu na gP prostore.

Hardy i Littlewood su dokazali sledeéu teoremu:

Teorema 3.7. (HL,IV) Ako je p £ 2 & q <o= i £(0)=0,

tada je ,
S -r)Eer £ e < CI/FIE

//f//zg-{* Co./f’/-/')/‘v’;({?/’)a’/',



Ti+tlawgod 1 raler’ Te1. su dobili slecelt e T
in =3, (LP. Nexa 1« p& 2 & 1 oo . Tads

" eorelld T eO0a o\ L 1 - oo~ -~ - N

pls - - ~ - ' o< -~
A 2T - = 7
Fa "_-f_'__}

Stedd 81 -azao da se teorsza [1F) zole suzl®
Siedd (31 2 2e pPoLaLa0 ia e Leo & . ) Ioze SuzZlnl

“eorema 2.3 (5) ko je 1 4 p Lz o& oz
£
= z g )
_ ) 7 L L
(2.9) 2 L, & T Um0 i
-4 ; - e /
\ " -
L ¢
;” Lz Ry ;
> ;" ™ ; I,’!z."_ o " .‘_,’ ‘*F- * ) 4 — .." . -
(De0y JUITO g u/if LA s f o
j -

M.Pavlovié su dob Za11 24

- - - L 4 ru’ﬂ =y == - o
Teorema 3.lc. Neka je X=H(p,a, ¥ ), ¥=5. ip.z. ¥ )
-/ _
T Tada Je

=H(l-.(9-.~ '\9 ), gde je 1”'-'1 (r)= kT'U(-":': Jr . +G%

za SVAKO D,

Irf"' L@ ‘-_‘/ !f'"“ Iy

)
Y L/bj 8
F L CTETT Lzal1dploo

; . ;o ;
f{f\f = C/’f- ;}éz , Za p< 1,

’"[/3-7 \_'C/’J%/B +7 ) N
(Z) an /=20
Za doxaz ove teoreme korlscena je s’edeca:

Lema %.2. Ako je h(z)= Z CZKZ , 0& & n, tada je

Kombinujuéi teoremu 3.1 (b) i teoremu 2.3 sa teoremom

(HL, II1) dobija se
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Teorema 2.11. Neka Je pd <O i q > max {l,p}

Tada Jje

= (1) |
. D27 anf < ciFy.
"0
i

== -2
(3-8) Z(ﬁ"‘?) /\>/‘} //2 r’/]f‘:’/p

U sludaju p > 2 nejednakost (3.7) je slabija od nejedna-

kosti

DA & c//f// 2& ploo

12O
Ovo je poznati rezultat Littlewood-a i Paley-a [ 811i mo-

!

Je se izvesti iz nejednakosti

4
P-1 o , P
(3.9). [1-r) 1MLCrfDar< CIF Ly, 24 Plos
xoristeéi teoremu 3.lo. Nejednakost (3.9) je takodje rezultat
Littlewood-a i Paley-a{_ 817 . Lako se dokazuje da dual od

H,A (p.a,3 ) zal<p, aloo , jeH, (p",a",-B), gde

su p/ i q’ konjugovani indexi za p i q. Sparivanje je da-

to sa (f,s) _ Zanén

Pomoéu dualnosti i nejednakostl (3.7) moZe se dokazati

da Je
(3.10) [/ lp $ 327 pnt: , 1< 2 oo
Direktna posledica od (3.lo) je sledeé¢i rezultat Flett-a
[27] :
Posledica 3.1. Neka je 1 L qd p oo . Tada jJe

”’F": '-é Cf(4‘r)-P/2*P/V£P(/:7{[fJ)dF

0
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Iz teoreme >.5. 1 posledice 3.1l. sledi da Je

-
[ =

o

Gav 414 CLUW) Snl,, 149 plos

7za q=2, iz (3.8) 1 (3.11) dobijamo sledeCe rezultate

Holland-a i Twomey-a L39] : n
Posledica 3.2. Neka je Anfwz:j(k+1)|ak| Tada je
K2

Zﬂ'(ﬂﬂ)_gﬂn%& C//fr/’é__,) za p&L2
=0 :

F‘/z

110 & cZ(mv) 24 2 & p < oo

sredine, mogu se dokazati ako koristimo teoremu 3.2 i rezul-
tate Hardy-Littlewood-a i Littlewood-a i Paley-a.
Tako je nejednakost

Z(/?M) //65// C////,c) /3</J

posledica teoreme (HL, III) i teoreme 3.2.

’ Dokaz teoreme 3.1l. zasniva se na P ponasanau funkceci ja

rJ

ficry = (/-/") ‘z"(f/—/‘) S fANT 2 N120]

i
- % e 7
Facr)=(1-r) ") 2 Anr
=0
gde je { )\n} niz nenegativnih realnih brojeva.
Teorema 3.12. Ako je F=F; il F=F,, tada

C"//F/ I P27) A, ¢ ap

Za dokaz ove teoreme korlste se sledece leme, Ciji se

dokazi mogu naéi u [57] :




: '. - £ : ,
5.2, Yexa je P ()= P() 7%, gde je q & oo,

> =11 zadovoljava uslov (3.1). Tada je

qel - &
cIxTWix) s J WG Adr < CX () X

Lema 3.4. Ako je W(r) = Drryr € —ccal - of zado-
voljava uslov (3.1), tada je

cl Yl & Sup V) r T CW(x), X1

Pored ovih lema koriste se 1 procene:

oo " A
(3.12) ) 2P % crci-r)t, Bro
Za &;kaz tvrdjenja (a), (b), (c) teoreme 3.1. potrebne

su sledece tri leme:
2 -S

\S" )
Lema 3.5. /MSCrF)&/Qy) + ) HA, Ny 7,
gde je s=min.{p,1} . 770
Lema 3.6. Ako je 1 < p { oo , tada je
lART r? & Cl (r.f), N0
Lema 2.2. Ako je p {1, tada jJe

| AnlgrZ s CcMcrs).

Dokazi ovih lema mogu se na¢i ul 8l ] . U stvari, tvrdje-

;4

nja (a), (b) i (&) teoreme 3.1. su jednostavne posledice teo-

reme 3.12 i lema 3.5, 3.6. i 3.7.
Tvrdjenje (4) teoreme 3.1. je posledica sledeCeg jaceg

rezultata:

4/
Teorema 3.13. Neka jep < 1 i Yr)=%r) 77
Tada je

Hcp e, ) & HaCtoo, V)

Za dokazivanje teoreme 3.2 potrebne su sledeée leme:

Lema 3.8. Ako je 1{ p{oo 1ik=0,1 ,..., tada je

l\6e< L, rR& MOnf)& (4-r) Z//éin/ (+1) 7"

7 =y



: g . A .
Lema %.9. Wexa je 1 {Pgoo »USK { n. Tada je

Y et PR 2
(=K1 ) e iio S SIH]))Ond s

Lema 3.l0. Neka je{x"n} monotoni niz nenegativnih

realnih brojeva 1 -
4-1 —~
F(r)=(1-r) /‘1 L]‘i)(l---I‘)Z: X/
Tada F<_ Lq(O,l) ako 1 samo ako

{Lp( ) (n+1)” 3'1/2}{} c /2

Dokazi ovih lema mogu se na¢i u [[577].

o . Koristeéi metode M.Mateljeviéa i M.Pavloviéa prosi-
rujem neke rezultate(pd teoreme %5.14 do teoreme 3.17)koji

se odnose na Taylor-ove koeficijente.

Kazemo da je \10, pozitivna realna funkcija definisana

na (0,1], skoro rastuéa ako postoji konstanta C takva da je

V)< ¢ Y

2. svako 0 { x { ¥y L 1.
H(p,q Lfﬁ:’) je prostor analitickih funkcija f za koje je

(5.13) jmf PN F)T2EE ¢ oo

gde Je ‘P skoro rastuéa funkcr.laa na (O, 1]

Za q=oo izraz (3.13) ima uobidajeno znacdenje:

(3.14) sup (70(1—1:-) M. (r YL+ o0 |
OLrdt

Za\P ( Q )= Qw< (X > 0) dobijamo Lipschitz-ovu kla-
su BE (-X 3 p,q) koju je uveo Flett [ 26 ].

M.Mateljevié i M.Pavlovié razmatraju prostore H(p,q,¥),
gde je \Y funkcija definisana na (0,1}, takva da je K(Q) =
=1/ (/¢ ) O - pravilno promenljiva funkcija u bekonadno~

sti (V.L37) .
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M.Mateljevié i M.Pavlovic su nasli koeficijent-mnozi-
telj iz H(p,q,P) u 1% U slededim slucajevima:
l.p2 2; 2. 1 L p 2,82 p; > p=l, s > 1, 4. p <1, s > q.
Neke specijalne sludajeve ovog rezultata dobili su

D Anern i M.Jevtié [17] . Oni su nasli mnozitelje 12 H(p,q,o )

ul®u sludajevima p ) 2, s 211 p=1l, s> 1. O mnoziteljima

V., [20].
Niz ](n > 1) naziva se lakunarnim ako 1 sSamo ako Je
)\mL 51
o 77

Neka je A = {J{l} lakunarni niz 1‘f’skoro rastuéa funk-
cija na (o,1). Sa l)‘(P Ci) oznalavamo prostor nizova o(- ZOL":}

koji zadovoljavaju uslov

(3.15) Z{(]O(ﬂf-f)tz | | _7 ? { +0o

U slucaauLP(x) 1 i )\n 2 (n > o) ove prostore je razma-
trac C.N. Kellogg| 44 11i koristio oznaku £ (p,q). Ako je
.)\An-zn (n > o), mi koristimo oznaku . {W(P q) umesto {9‘9 =R

Teorema 3.14. Ako je(f’skoro rastuca funkcija na (0,1]

1 £ p42,%+%=1 0 {qg& +o0°, tada
Le Hep,2,%) = {ax}e/é (p.2).

Dokaz. Neka ,]ef {A , gde je A~ {/\n} lakunarni

',

niz. Tada jJe
/.;?H

ae) £ Hipe v =22 [Uriarcseo

”~

?/(rf[‘/(/-f‘) Mo (7 f)]z (1-7)

gde je




Py
- %6 -

Kako Jje ¥ skoro rastula funkcija na (0,1, imamo da jJe

~cp 1
Dt-r) 2 CPCr-4,,)-CP s ), 7 s
Dal je,
Ver) 2 <[P ) 1o i )] S0, s,
1+ o / .
S oozirom da Je
/ / /
A _ 1
//:)47' f \/kn /{n#//\n (f 2 )}

to Je

ﬁ.},

237 fW’“)a’W LALLM A

Na osnovu Hauﬁdorff-Young-ove neJednakosti imamo

(3.18)  Ma(rp.0) > g:/a ]
>[Z/a,</ " ]/"

K= X,

Ay

A
> cy ae

Kedp-1
Kombinujuéi realacije (5 16), (3.17) i (3.18) dobijamo

rezultat sadrZzan u teoremi.

titi kao
(3.19) My (r,f) > S« /Qx/n")
OL XK {ro0
2 510°/C@</77K
lngﬁgln*;

Dokaz teoreme 3.14 pokazuje da vazi
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Teorema 7.15. Fod pretnostdvyama teoreme A.14,

Le Hopow)= ]O /C/ )PJ & +oo

Ako Je An—— 2 (n > 0), dobijamo sledeéu posledicu:

rosledica 3.5. Neka su ispunjeni uslovi teoreme 35.14.

Tada f& H(p,q,'Y¥ ) povladi svaki od sledeéa dva uslova:
7

o0 2 ) i 2
(3:20) 3_[Pr27) (2 /ak]") * < roo

(5'24)2[9"(2”’(2/'0/ ] ¢ 100
Da bismo dobili neke rezultate o ponasanju koeficijenata,

potrebna nam je sledeca lema:

Lema 3.11. Neka je'f’skoro rastuéa funkecija na (o,1] i

{aﬁ] nenegatlvnl, neopadajuéi niz. Tada

ZCZKY’G: )ltoo = AQx W(Qi_c) — 0

Dokaz. Kako je LCZ,.; Qf’(;)Om , to za svako
Kz oq

E>0 ,IN=HNce)tako da je za n > N

ca, P(z5)n < ZQK YE) <

K2

Postupajuéi kao u dokazu teoreme 5.14, sa r, 1—%3 (n2 1)
dokazujemo sledeéi rezultat:

Teorema 5.16. Neka su ispunjeni uslovi teoreme 3.14.

7[6 Hep.,2,%) "7 /W' [(PGH)[L/C?&/ _7 Pj<+0°

o ¥

Tada

Kombinujuéi lemu 3.11L i teoremu 3.16. dobija se
Posledica 3.4. Ako su ispunjeni uslovi teoreme 3,12
tada

/
7[6 /Z/(Pl‘?}w) = (/”/2('/},;/))@0 - 0
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U prvoj glavi smo uvell prostor pP. To je prostor ana-

. 2/
litickih funk01ga £, za koje je E ) Qéio ¢ 00

gde je 5/7 ZK/CZ / n=f

Za te funk013e pokazaéu da vazi sledeCa teorema:

2
Teorema 3.17. Ako f € DP, tada /a/)/:C?//??E f); 0..//)49&:-

Dokaz. Neka je f£(z) Z&’nz EDP, 0 {p < + oco. Tada

s obzirom na dobro poznatu.Prlngshelm—ovu lemu, imamo
|
a(a~2 8aP/%) — oO.
OCtuda,

_ 4
nl[f7/an/zj 2——:-,-- ()

| Qp | = 0 (N -—ﬁf)

Napomena 3.3. Ova teorema se moZe dokazati 1 pomocu

to jest

posledice 3.4.
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