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Predrgovor

1. Rad ima Sest glava koje su obelezZene rimskim bro-
jevima.Svaka glava se sastoji iz vise tacaka koje su
oznadene arapskim brojevima.Tekst Jje napisan u obliku
lema,teorema i dokaza,a sa jedino najnuznijim,tkz. "slo-~
bodnim" tekstom,u nameri da izlaganje bude Sto Jasnije
i matematicki stroZije.Svaki iskaz ima numeraciju,tako
da,naprimer,teorema 1.2,(III),znadi kod referisanja-druga
teorema,prve tacke,treée glave.Ako se citira teorema iste
glave,oznaka glave je izostavljena.Relacije u okviru do-
kaza koje se citiraju,oznacCene su arapskim brojevima,po-
Sev od (1),za svaki dokaz poéebno,i referisu se,naprimer:

"Relacija (2) iz dokaza teoreme 2.1.(IV)".

2.5adas cemo dati kraéi prikaz rada,koji pre treba
smatrati opdtim uvodom,nego vernim pregledom vaznijih
rezultata,s obzirom na obimnost materijala u ditavom
radu.Inade,svaka glava posebno,ima svoj uvodni deo - tal-
ku O.

Pojam simpleksa kao osnovne konveksne strukture Jje
danas jedno od veoma aktuelnih matematickih oblasti.O
tome svedoli niz veoma eminentnih autora koiji ovom pitanju
pristupaju sa geometriske tadke gledidta ( Pogorelov [7] )y
ili sa stnovisdta konveksnosti ( Blaschke [4],Eggleston {id],
Rockafellar [28]),111 sg pozicija problema pakovanja 1
prekrivanja ( Fejes Toth [ll],Rogers [29]).Simpleks igra
vrlo vaZnu ulogu i u matematidkim metodama optimizacije
koje imaju veliku primenu u tehnici.Medjutim,ovo se sve
odnosi pre svega na simpleks u konacdno-dimenzionim prosto-

rima,dok je proudavanje simpleksa u beskonadéno-dimenzionim
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tovom prostoru,kac prirodnom produienju nojma Buklidskog
prostora.No,Hilbertov prostor radja Jjedan poseban problen
koji kvalitativno oteZava rad u odnosu na postojeli geo-~
metriski aparat.To Jje beskonacnost 1 sa njom povezano
pitanje konvergencije.Ovo doprinosi da mnoga,skoro trivi-
jalna pitanja Euklidskog prostora,postaju pravi problemi
u Hilbertovom prostoru,i da beskonacno-dimenzioni simpleks
dobija neko novo svojstvo,dotad nepoznato u konaéno-dimen-
zionom slucaju.Zato se autor i opredelio za aparat funkcio-
nalne analize kao najpodesniji za proucavanje ovog pojma.
U ostalom,resavanje geometriskih problema nije nepoznato
u funkcionalnoj snalizi ( Amir-Moéz [3]).

Sasvim Jje razumljivo,da zbog rasprostranjenosti ove
problematike,nije umesno citirati neke 1izvore koJji su
odred jivali visine,ortocentar,tezZiste,centar i poluprec-
nik opisane sfere itd.,simpleksa u R ,ali ilustracije
radi,od domaéih autora time su se bavili i prof. Devidé [8],
i prof. Volenec [54] Autor se zato i odlucio za sopstveni
model ove problematike u I glavi,koji je smatrao za naj-
podesniji uvod u sliénu problematiku Hilbertovog prostorsa
H .Prva glava sadrzi u tom smislu obradjen pravilan sim-
pleks u R™ .Pri tome se autor opredelio za definiciju
simpleksa kao odredjenog skupa vektora (definicija 0.1.(I)),
smatrajuéi da Jje najpodesnija za prelaz iz R" u H +dok se

zatvoreni konveksni omotac tog skupa naziva telo simplexsa.

Umesto u geometriji tako uobidajenog aparata koji se sasg-
toji iz preslikavanja i podudarnosti kao nadina za opisi-

vanje geometriskih svojstava,autor se odludio za funkcio-




nalnoj analizi blize,odredjivanje nekog karakteristicnog
ortonormiranog sistema u odnosu na datu strukturu,u ¢ijim
bi se terminima opisivala data struktura.Pri tome se pod-
razumeva da identicénu geometrisku osobinu izraZavamo in-
varijantom u odnosu na te sisteme.Dakle,bavimo se konkre-
tnim izracunavanjima dobijajuéi konkretne rezultate za
teziste,visine,itd.0Ovde je glavna paZnja posvedlena pojmu
zapremine ,tj. n-dimenzione Lebegove mere u rRH ykK0Jim se
bavi tacka 4.To Jje problem koji je daleko od toga da je
reSen ( Coxeter {6],Fejes Toth [;i],Rogers [50]).Autor,
kao svoj originalan prilog,pocev od 1l3.str. pa do kraja
ove glave,daje izlaganje ¢iji je krajnji rezultat prili-
¢no stroga gornja granica za Lebegovu meru,a koja Jje Jjed-
nakarlebegovoj n-meri za sludajeve n=1,2 i 3.Hipoteza
je autora da Jje odgovarajuéa nejednaskost za proizfoljno

n -takodje jednakost.S tim u vezi,uvodi se u tu svrhu
koristan medjupojam -~ "volus".Najznadajnije teoreme ovde
su teoreme 4.2.(I),4.3.(I) i 4.5.(I).

Podev od druge glave,ukljudujuéi i nju,dalji tekst se
bavi 1skljucivo beskonacno-~dimenzionim simpleksom i sa-~
drzi samo originalne rezultate autorajnaravno,uz retke
izuzetke zanemarljivo malog procenta opsSte poznatih rez-
ultata,koji su lako prepoznatljivi,pa je o¢igledno nepo-

"~ trebno podviaditi njihovu neoriginalnost.

U glavi II,tacdka O.,daju se osnovne definicije vezane
za opSti slucCaj beskonalno-dimenzionog simpleksa u Hil-
bertovom prostoru,a koje vaze 1 za preostali deo rada.
Glavni rezultat je tu teorema 0,1.(II),kojom je okarak-
terisano telo tog simpleksa i predstavlja originalan

doprinos.Dalji tekst druge glave bavi se iskljudivo pra-
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vilnim simpleksom,ugledajuél se na pristup dat glavom L.
Tadka 1. tretira odredjivanje karakteristicnog ortonormi-
ranog sistema u &ijim se terminima dalje radi.Samim Tim
je redeno i pitanje egzistencije ove strukture u Hilbert-
ovom prostoru.Talke 2. i 3, razmatraju teiiste,opisanu 1
upisane sfere.Tadka 4. je konstruisana po ugledu na 1istu
tadku prve glave.l ovde figurira pojam volusa.Glavna teo~
rema je 4.2.(I1),a rezultat da Jje produzenje Lebegove me-
re iz R® u H tela beskonadno-dimenzionog simpleksa jed-
nako nuli,tj. da je mera tela beskonadno-dimenzionog sim-
pleksa u odnosu na meru odgovarajuée beskonacno-dimenzione
kocke - nula.Pri tome se dokaz izvodi nezavisno od rezul-
tata u RT .

Glava III je uvod u razradu opstije teorije o besko-
nadno-dimenzionom simpleksu,dobijene slabljenjem nekih
uslova koji vaZe za pravilan.Dalji tekst rada se bavi
samo ovakvim tipom simpleksa.Talka O. sadrzi nekoliko
teorema o zatvorenim linealima temena simpleksa,Cija Je
direktna primena na odredjivanje pljosni simpleksa u tac-
ki 1..Talka 2.,pored visine tretira i produzenje ideje
sa pojmom volus,kao velidine srazmerne sa proizvodon
duZine svih ivica,i dokazuje da Jje uvek Jednak nuli.U
tadki 3. je dat potreban i dovoljan uslov da ovaj simp-
leks ima opisanu sferu i u tom sludaju se ona i odredjuje.

Cetvrta glava se bavi iskljulivo problemom upisanih
sfera konadno-dimenzionog simpleksa.Talka 1. sadrzi re-
zultate pri hipotezi da je centar upisane sfere tacka O ,
pri Semu se dokazuje da je centar tacka O ako i samo ako
je simpleks pravilan.U tacki 2. data je karakterizaclja

svih simpleksa koji imaju upisanu sferu koja dodiruje




sve ivice,pri demu je glavni rezultat teorema 2.6.(IV).
Talka 3. tretira upisane sfere reda veleg od jedan (one
koje dodiruju pljosni iste dimenzije),a najvela painja
se,pored ostalog,posveéuje tackama dodira.U tacki 4. se
razmatra niz takvih upisanih sfera,i sa tim u vezl daje
dovoljan uslov da niz centara i poluprec¢nika tih sfera
tezi O ,o0dnosno nuli,kada konalno-dimenzione pljosni ko-
je se dodiruju prelaze u beskonacno-dimenzione,a koje
inade i sadrZe tadku O .Samim tim je pokazana 1 Jjedna
invarijatnost osobine upisane sfere u odnosu na konacno
ili beskonacno~dimenzione delove ovog tela.

U petoj glavi se tretiraju projekcije tacke na pljo-
sni simpleksa.Pri tome se posebna paZnja posveluje zat-
vorenom linealu tih projekcija,problemu koga skoro da 1
nema u konacno-dimenzionom slucaju,a koJji Jje ovde vrlo
znadajan,s obzirom da predstavlja jedan od nadlina za
opisivanje prostornog rasporeda i odnosa strukture koju
razmatramo.Tadka 1. sadrzi teoremu 1l.7.(V) kojom Je od-
redjen ovaj lineal ortogonalnih projekcija na beskonaéno-
dimenzione pljosni u terminima tééke koja se projektuje.
U tacdki 2. uvodi se pojam kotezisne projekcije kao pogo-
dne i po sebi delotvorne aproksimacije ortogonalne pro-
jekcije na konaéno-dimenzione pljosni.Pri tome je teoremom
2.8.(V) eksplicitno i u potpunosti odredjen zatvoreni li-
neal ovih projekecija na sve pljosni iste konacdne dimenzi~
je.Tacka 3. razmatra granicne vrednosti kotezisnih pro-
jekcija kada sva ili samo neka temena kojima Je odredjena

pljosan,pustimo da teZe beskonadnosti.Ovo je svakako 1nte-

resantno pitanje,s obzirom da sva temena treba da budu

ravnopravna.Tadka 4. sadr?i neke analogne regultate za




ortogonalne projekecije na konaéno—-dimenzione pljosni,
koji se dobijaju na bazi veé odredjenih za koteiiéne
projekcije.

Sesta glava se bavi nekim aspektima medjusobnog odno-
sa prave i ravni na JjednoJj strani i beskonadno-dimenzio-
nog simpleksa na drugoj.Tacka 1., razmatra presek prave
i pljosni simpleksa,pri Cemu su posebno interesantnil
rezultati kada bar Jjedan od vektora kojim je odredjena
prava ima beskonacno mnogo koordinata razliditih od
nule (teorema 1.8.(VI) i 1.10.(VI)).Isto se posmatra i
u tadki 2. za konadno-dimenzionu ravan (teorema 2.1.(VI)
i 2.2.(VI)).U tadki 3. tretira se projektovanje temena
simpleksa na pravu,i s tim u vezi pokazuje da zbir kvad-

rata rastojanja temena od prave - divergira (teorema 3.7.(VI)).

2. Autor ovim putem zZeli da izrazi najdublju zahvalnost
mentoru,docentu dr Aleksandru Torgasevu,na korisnim suges-
tijama u toku izrade ovog rada.Doc. Torgasev Jje takodje
ulozio veliki trud da prodita rad jos dok je bio u rukopisu,
i da svojim blagovremenim primedbama doprinese brzom okon-
canju tehnicke obrade ove disertacije.

Autor se posebno zahvaljuje 1 ¢lanovima komisije,docentu
dr Dragomiru Lopandicu,ciji Je djak bio na studijama i kome
zbog toga ostaje zauvek zahvalan,i prof.dr Pavliu Milicéicu
na ukazano] pazZznji i trudu.

Beograd, | Milos Laban
19.ma]j 1980.g.
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T Pravilni n-dimenzioni simpleks prostora

izomorfrog n-dimenzionom Euklidsikom prostoru

0. Uvod

U ovoj glavi baviéemo se osobinama pravilnog n-dimen-~
zionog simpleksa koje su od posebnog interesa za uopste-
nje na beskonacan slucaj.A %o su:Teziste,centar i polu~
preénik opisane sfere,cenfar i poluprednici upisanih
sfera,visine 1 zapremina.

Defipicijﬁ_p.l: Skup *[xo,xl,...,xnfg od n+l vektora

prostora Ré izomorfnog Euklidskom prostoru R nazi-
vamo n—-dimenzioni simpleks i obeleZavamo ga sa
\j(xo,xl,... ,xn)
" » - F 4
SlsSvem - .o - »
ako Jje sist XXy 1 X=X, bazis prostora Rn
Tacke X, 1X] 3o+ X, ZOVERO tada temena simpleksa

j(xo,xl,...,xn) . O

Lema O.,1l: Ako Je a{xo,xl,...,xn}- n-dimenzioni simpleks,
onda je {xi"“’xi+k} (0 i€n-1 ;3 1€kgn-i) k-di-
menzioni simpleks.

Dokaz: Ako je {xo,xl,...,xn‘i n-dimenzioni simpleks u

” »
prostoru Rn yonda su vektori X; 5 — X3 aeees Xi.p X4
linearnc nezavisni,razliditi od nule i ima ih Xk ,pa

generisu prostor izomorfan prostoru Ry . O

Definicija 0.2: Ako Jje :foo,xl,...,xn) n-dimenzioni

simpleks onda k-dimenzioni simpleks tftxi,...;xi+k)
(0% i<n-1 3 12k<n-i) nazivamo podsimpleks od

tf(xb,xl,...,xn) .

Definicija 0.3: Pod pravilnim n-dimenzionim simpleksom




r‘L

Z,
ivice X (A > 0) podrazumevamo n-dimenzioni simpleks
tf(xojxlj"'axn) koji zadovoljava uslov

”xi -—Xj”=)\ (i:"j ; l=lyece,nn 3 j=O,l,...,n—l) . O

Definicija O.4: Neka je :f(xo,xl,...,xn) n-dimenzionl

simpleks.Tada skup tacaka
{toxo+tlxl+...+tnxn l to+tl+...+tn=1 ; to,tl,...,tn}O}

nazivamo telo simpleksa :f(xo,xl, oo ,xn) .

Lema O0.2: Telo podsimpleksa nekog n~dimenzionog simple-
ksa je podskup tela tog simpleksa. |
Dokaz: Tvrdjenje Jje neposredma posledica predhodnih de-
finicija.W

U daljem tekstu ove glave,baviéemo se iskljucivo
pravilnim simpleksom,i to tako Sto éemo radi jednostav-
nosti rezultate izvoditi samo za simpleks :f(o,xl,...,xn)*
Pri tome éemo dokaze izvoditi samo za slucaj simpleksa
ivice 1 ,a zakljudke za simpleks ivice A ,kad god je %o
potrebno,izvoditi na osnovu sliénosti,ako Jje to moguce.

Istaknimo ,konadno,u vidu leme rezultat koji Eemo dalje

vrlo desto koristiti.

Lema O.%: Ako Je ff(O,xl,...,xn) pravilan simpleks ivicwe

1 ,onda je
<Xisxj>=% (1i4#43) .

Dokaz: Iz definicije 0.3. sledi

“xi“ =nxi -0}l =1 (i=1,...,41)

"Xi = Xj||2 = 1 (i # 35 1i,3=1ys0.,n)
odakle Jje
llxi\]2 +ijl\2 - 2<xi,xj7 = 1

pa imamo tvrdjenje.U
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1. Xarakteristiéni ortonormirani sisteam

Za dalji rad 1 isPunjeﬁje vostavljenih zadataka nesop-
hodno je formiranje nekog pogodnog ortonormiranog siste-
ma.0Ovaj rezultat izkazademo slededom teoremom

Teorema l.l: Postoji ortonormirani sistem Euklidskog

prostora Rn ytakav da su za pravilni n-dimenzioni sim-

pleks ivice 1 tf(O,xl,...,xn) ispunjene relacije

x1"5.131

Xo=dgeytse,
Ww{

xn=31el+62e2+...+Hn_len_1+5£en

gde Su a’l!"'ignulgglgnqn,gn I‘ealni brOjevj.-

Dokaz: Neka I.(yl,...,yk) oznacava lineal wvektora
Fyoe-eoT Ortonormirani sistem €1 9€590009C) formiraj-
mo na sledeli nacin:

Neka je ©q=Xq .Vektor €5 odredjujemo iz uslova da Je
ee.l. €4 i 926 I(xl,xe) ,8to znali da postoje koefici-

jenti ol 11,&21 i oC22 takvi da Je

=d -
X1=%11%1 (y7=1)
xp=dp ey +¥a08,
Dalje,vektor e odredjujemo iz uslova da Je BBJ‘el ,

eai.e2 1 &36 :t(xl,xg,xa) pa sledi da jJe

ol
x5=43101" %5202+ %53%3
itd.Poslednji vektor e, odredjujemo iz uslova da je
en_L. ey en..L €5 en’Len—l i ené x(xl,xg,...,xn)
odakle dobijamo |

xn=dhlel+&h2e2+...+&hnen .




Dakle imamoe sisten

xl=&1191
Xp=to1 89 +%5 585
(2) Xz=dzy @y +¥ e tdszes

Xn=p1 81 08t e s ol 0y
Sada se iz (2) za (2<€k<n) mnoZenjem k-te jednadine

- skalarno sa e dobija
LX) 18,7 = ‘k1< €38y + ’Lk2<92‘el> +. “+°{kk <epsey D>

odakle,dpbzirom na nadin formiranja sistema €1 900098

sledi
. <82,31>= e 0 s =<6k,el>= O

odnosno o
< xkae]?‘: 1 '4 €4 $91>

Kako Jje na osnovu leme 0,3,
1
<xk!el>=<xkaxl> =%
1
(3) K, =5 (2¢kgn)
sto znadi da Je prvi koeficijent u svim jednadinama sis-
tema (2),polev od druge,isti,pa ga obeleZimo sa 51=-% .

Dalje,za svako m (3&mgn) se iz (2) mnoZenjem k-te

jednadine (m£Lk<n) sa €1 dobija

<xpsrep 1> =O(kl <ey 1€y > tes 4 p1< e8>
tooot <epsep 15
odakle je
<Fporep D= al'k n-1<®p-1°p-1>

L me1 = <Fyerlp ) >
Kako iz (m-l)-prve jednadine sistema (2) sledi

odnosno




1
“m-1 A pel mel ( *n-1 “im—l 1°1 7 T h-1n-2%m-2 )
to imamo
- .o 1
Lp p-1 = <Fgrep? ) (K3 s Xpq> - G(m--l 1< Hyes

€% =eee=hpy n-2 <X r8gop > )
Medjutim,iz sistema (2) fakodje sleduje da Je
{38y =Ky aeees <Epaep o> =%y o

Sto znaci da je
1
(4) dk J—,T;_l_ ( O{m-l ldkl - a™

-d:m-l m-—éi]:c m--2)

DokaZimo,sada,matematilkom indukcijom po m da je tacan
iskaz

(5) o{ =

k¥ m-1 m-1

Iskaz (5) je taéén za m=2 ,poSto predstavlja relaciju
(3) .Predpostavimo sada da je relacija (5) talna za sve
r<m-1 (r22) pa pokazZimo da Je tadna i za r=m-l,

Zaista,iz induktivne predpostavke proizilazi

°{m-1 1 ““kl = B'1

pa (4) postaje

o e —t— (132 - -85 )
- # - l l 2
Stavimo 1i sada da je @& = — ( Y, S
m-1 "o . 7 2 1
2
"Hm—E )
dobijamo aLk:m—l = Em—l . Time je dokazano da




"'--._..-l'\l

(5) vazi za sveko nm (2€ mgn-1).

Stavljajuéi,dalje,

dy =kyy o 9, = S, =

22 o ey n nn
s obzirom na relaciju (5),dobijamo iz sistema (2) sistem

(1) ,3ime Jje teorema u pﬁtﬁunosti dokazana.O

Odredimo sada blize ﬁoéficijente 5k i <§£ 17z pred-
hodne teoreme.

Teorema 1l.2: Za koeficijente B'k (1€k<gn-1) 1 5-1{

: l .
(1€k<&n) iz iskaza predhodne teoreme,vaZi da je

¥ -+ 1 5‘ _ o+ VE:I
S 1 P £-1 73

gde se 3k_ i 5;: uzimaju uvek istog znaka.

Dpkaz: Podjimo od ¢injenice da Jje ortogonalna projekcija

temena x, na podsimpleks :f(O,xl,...,xn_l) njegovo te-

7idte,s obzirom na simetriju koja postoji prema definici-~

ji pravilnog n-~dimenzionog simpleksa.Kako je na osnovu

(1) (teorema l.l.)

i kako je e, ortogonalno na Eﬁ(o,xl,...,xn_l) a
Fle1+...+ xn-len-le l(o,xl,...,xn_l) ,to znaci da Je

. ) O + Xq teeet X 4
~1"n=-1 "~ n

.

1e1+...+3;
odnosno
X']. +lll+ X

_ n
Xn = ) M 5;en

S obzirom na (1) (teorema 1l.l.) imamo da Je dalje
- L
X, = n[a-lel + (Flel + 5-2e2 ) teeot (B’lel+...+a'n_2en_2+

c5--:41—1&1'1—].) T a-.1'1‘3‘11 =

5-1_]- (n—e)xle +{a+ (Il""?._) 3’2 . +51'l—2+ ne2 +é—n-—l +5 P
o = ] = 32 "soe n en-z_ al n-1 o




-

J_l‘

pa se uporedjivanjem sa relacijom

(1) xp = 8qe) +dges v+ e gt 5;?n

dobija iz jednadavanjem koeficijenta uz

(2) In-1 X

n n~1

°n-1

Dalje,iz (1) sledi
2 2 o 2
”xn“_ = 3'1 Teooe? a’1:1---1 +5n

pa poSto vaZi l]xnﬂ = 1 ,to imamo
2 2 2
(3) 511 = ] - 61 “ae ™ x.n_l

Na isti nadin se iz
X 7 = Klel +"'+:Kn-29n—2 +0, _1€,1
dobija 5
2 2
=l-y -l---xn_e

te smenom u (3) imamo

2 52 _y2
(%) 8n T ¥n-l Hn—l *
Iz (4),s obzirom na relaciju (2) sledi sada
2 _ 1n°-1y2
(5) 0z = =545
n

Jasno je dalje,da polazeéi od pravilnog (n-l)-dimenzio-
nog simpleksa ivice 1 dobijamo relaciju

2
2 -1 )" =1 2
(Snrl = Ln(ﬁ%i)é n—2

itd.Dakle,relacija (5) vazi za svako 1n .Otuda imamo

52 _ n°-1, (a-1)%-1 3°-1.2%-1 52 | (asl)(n-1),
al n2 (n_l)2 52 22 1 i+« N
n(n-2 4:2,3+1,, _ nrl
(n-1)(n-1) *** %3 2:2 -~ 2n
odakle je 5‘= + Y¥n+l

Sada je iz (2)




N

+ n+l + 1

wipli

A Y

gde se Kn i a— uzimaju uvek 1stog znaka.

S obzirom na to kako je formiran sistem (1) (teorema lol.), ™.

jasno Jje da se posmatrangem k-dimenzionog prav1lnog sim-—
pleksa ivice 1 - j(O,;cl,.,.,xk) (1£ k<n) dobijaju
- rezultati dati u iskazﬁ;teoreme.Time je i teorema u pot-

punosti dokazana.
Ne smanjujuéi opStost,a radi jednostavnijeg rada,kori-
stidemo ubuduée samo onaj ortonormirani sistem €300 e98,

kod koga su svi koeficijenti Kk i 9, pozitivni.

2. Teziste,centar i poluprednik opisane sfere

Teorema 2.1: Teziste Snxgpravilnog n~-dimenzionog simpleksa

ivice 1 :I(O,xl,...,xn)-eredjeno je vektorom
Xop = U787 *teeet & e

i pripada telu simpleksa _:f(o,xl,_.. X))

Dokaz: Prema definiciji teﬁiéta skupa tacaka u Rn imamo

. O +__x1 teoot itg
on n+l

pa s obzirom na definiciju 0.4, Sn pripada telu simple-

ksa j(p,xl':-'-,xn)
Dalje,na osnovu (1) (teocrema 1.1.) sledi

Xy teset X 5i+(n~1)5i 5é+(n-2)3é

Xon = N1 = o+l 1 7Y T n+1 o teeo?
. Jn-—l + ¥ . X ) n
n+1 n-1 n+[en

Kako je za (1€k<n) s obzirom na teoremu 1.2.

Jk + (n—k)xk 1
atl Vol bl

Xon= Hlel + 329 deeet Ji—len-l + 3nen 0

o Je




g

Teorema 2.2: Centar opisane sfere pravilnog n—dimenzio-

nog simpleksa ivice 1 :f(O,xl,...,xn) je tacka SE
. n

a poluprecnik Jtn i FIevn) .

I
Dokaz: Prema definiciji centra opisane sfere imamo da

je to talka odredjena nékim vektorom Yo koji zadovolja-

va uglov
176 = Ol =ll7o = =l = e =I5 = xall =&
Pokazimo sada da Je Xon=Y o .Zaista, relacija

“ Xon = ¥y " = uxon“ (1<k<n)
je ekvivalentna sa relacijom
| 1
LXonXk »= 3
a ovag sledi na osnovu teoreme l.2. i teoreme 2.1 jer je
52
¥ 2 _ 2 kK
<X0n,xk>—31+...+ak_l +a’ka; - l - 3]{ + m ®

Dakle S_ Jje centar opisane sfere,dok je polupreénik

| > 2 2
R oz =-V82+...+ 82 =f1 -85, =zt -H

3, Upisane sfere

Definicija 3.1: KaZemo da n-dimenzioni simpleks ilma upi-

sanu sferu reda k (k<n) ,ako postoji tacka 5, tela
sipleksa koJja je podjednako udaljena od svih k-dimenzi-
onih pljosni datog simpleksa i pri cemu rastojanje T,
od proizvoljne k-dimenzione pljosni zovemo poluprecnik

upisane sfere reda k.[

Teorema %.1: Centar upisane sfere reda X pravilnog

n-dimenzionog simpleksa ivice 1 :f(?,xl,...,xn) je

" W . - Il—'k -
tacka Sn a poluprecnik Tyn S PR+ (nel)

Dokaz: Udaljenje tacke s, od k—-dimenzione pljosni

T (0,%y4000,%,) odredjene temenima 0,X;,... %y jeste




Tyn = Bin ” Xon ~ 7 |l
yETT(O,xl,...,xk)
No,kako Jje pljosan TT(O,xl,...,xk) generisana vektori-
Ma € 900098 s Z2DOEg naé?na kako Jje konstruisan xarakte-
risticéni ortonormirani éistem,to se vektor y mozZe
predstaviti u obliku _
¥y = tlei %...+ tkek
pa Jje '

rlm = min (Jl—tl)e-i'- . (Hk"tk)e'l'dlec_l_l'!‘- . -+3r21.

t9eeest, €R

Odavde Jje jasno da minimum nastupa 2za tl= 1 ¥°ee tk=5£ ’
tJe
(1) Y = ¥ieq +ouot+ Yoy

i 1[‘“"”“"‘“'
r 2 2 n—-k
Tkn = a'1«:+]. Tooot K1:1 - ¥ 2(k+1)(n+l) ’

Dalje,zbog simetrije,oligledno Jje da Cemo dobiti isti

rezultat za ry ako umesto pljosni TN(O0,X;,¢se,X ) uz-
memo bilo koJju drugu k-dimenzionu pljosan (jednostavno
prenumerifemo vektore koji je odredjuju).Prema tome,

Tyen=Tyxn & Sn je centar upisane sfere reda k. [

Teorema 5.2: Upisana sfera reda k pravilnog n-dimenzi-
onog simpleksa ivice 1 jf(o,xl,...,xn) sadrzi centre
opisanih sfera k-dimenzionih podsimpleksa.

Dokaz: S obzirom na relaciju (1) (dokaz teoreme 3.l.),

upisana sfera reda k sadrzi tacdku

Klel teoot Y0 .
Keko Jje prema teoremi 2.l. tezZiste 5y pravilnog k-di-

menzionog simpleksa ivice 1 :f(O,xl,...,xk) odredjeno

vekforom
xok = B’lel'l'---'*' Jkek




n

to Sk pripada upisano]j sferi reda k simpleksa

| S

:f(O,xl,...,xn) .Kako je prema teoremi 2.2. S, cen-
tar opisane sfere simplek%a :f(O,xl,...,xk) yto imamo
da upisana sfera reda k ésimpleksa :f(o,xl,...,xn)
sadrzi centar opisane sfe%e podsiﬁpleksa :T(O,xl,...,xk).
Jagsno Jje sada,da posmatraiuéi proizvoljan k-dimenzioni

podsimpleks datog simplekéa :f(o,xl,...,xn) i izvrsuju-

éi odgovarajuéu prenumeraciju vektora O,xl,...,xn y 40—

bijamo isti rezultat kao i za podsimpleks ff(o,xl,...,xk).

- Time Je 1 dokazana.teoremé.tl
Na osnovu teoreme 2.2. i teoreme 3.l. imamo

Posledica 5.1: Upisana sfera reda O pravilnog n-dimen-

Zzionog simpleksa ivice 1 Jje opisana sfera.

4, Vigine 1 zapremina

Definicija 4,.,1l: Visina n-dimenzionog simpleksa je duz

koja spaja teme sa ortogonalnom projekcijom tog temena
na naspramnu (n-1)-dimenzionu pljosan.

Lema 4.1t Ortogonalna projekcija temena na naspramnu

(n-1)-dimenzionu pljosan pravilnog n~dimenzionog simple-
ksa ivice 1 :f(O,xl,...,xn) je tezZiste naspramnog
(n~1)-dimenzionog podsimpleksa.

Dokaz: Zbog simetrije,dovoljno Jje dokazati da Jje lema

tacna za teme x, -Kako iz teoreme 2.l. sledi da Je

tacdka

Xo o] ° Klel touot Kﬁ-len-l
teziste podsimpleksa :f(O,xl,...,an i da pripada
telu tog podsimpleksa,to ona pripada 1 pljosni odredje-

noj temenima O s3Xq 90+ 093X qeBa druge strane imamo

<Xn"xo n-1 ?* %o n-1>=<a’lel+“‘+Xn-len—l+gnen-xlel"




. 1.,
17
it 3 B a’n—len"‘l ’ alel a0 ot En-len-l>ﬂ O

pa je tacka x i ortogonalna projekcija temena x_

0 n-1
na naspramnu pljosan,., [

Teorema 4,1l: Sve visine pravilnog n-dimenzionog simple-

ksa ivice 1 :f(o,xl,...,xn) su jednake duZine

5 _ !n+l
. £
i seku se u tacki SIl QOrtocentru simpleksa,pri Cemu ih

Sn dell u odnosu n:lia

Dokaz: S obzirom. na simebriju,jasno je da su sve visine

medjusobno Jednake,i da je dovoljno izracunati onu koja

odgovara temenu x  .Dakle,

_ v _ Ynul
| xq = X pall = || d-nen” = 511 e .

Takodje ne smanjujuéi opstost,dovoljno Jje pokazati da

tacka Sn pripada duzi koJja spaja teme x, 1 tacku Sn—l’
teziste podsimpleksa :f(O,xl,...,xn_l) i1 da je deli u

datom odnosu.Kako je

1 1 - 1
n+1 ~n + (1 o n+1)xo n-1 = n+l(glel+'“+xn-len-l+

1
+§nen) + (1 '_gm )(a'lel-i---.-i-xn_len_l) - b'lel+...+
1l

t0n-1%n-1 el ©n T xlel+'”+3;:1--len-—l +3ﬁen = Xon

to znaci da S pripada visini koja odgovara temenu X,

1 deli Jje u odnosu

dime Jje teorema u poipunosti dokazana. O
U Zelji da dobijemo 3to prirodniji nacin za odredji~

vanje zapremine (Lebegove mere) pravilnog n-dimenzionog




simpleksa,posli smo od dinjenice da Jje povrsina jednako-
stranidnog trougla proizvod bazisa (stranice),visine 1
neke stalne konstante.Takodje je i1 zapremina Jednako-
iviéne piramide proizvod p0vréine bazisa (jednakostra-
niénog trougla) ,visine i neke stalne konstante.Rekurzi-
vni postupak baziran na bvoj ideji ne samo da dovodi,kao
Sto se vidi u daljenm tekséu do vrlo upotrebljive nejed-
nakosti,ve¢ i sasvim prlrodno vodi u beskonacno-dimenzi-
oni slucaj.Medjutim,da ne;bl dosli u sukob sa konvencio-
nalnom termlnologlaom,uvescemo saglasno gore navedenim
idejama,pojam koji ¢emo nazvati "volus” ) .Shodno tome,
imamo prvo

Lema 4,2: Neka je :f(o,xl,...,xn) pravilan n-dimenzio-

ni simpleks ivice 1 .Tada Je :f( EO R Exl,..., Exn )

gde Jje

- 1 ;
Xy = X3t gk (15 i< n)

( m,k&N ; m>k ) , takodje pravilan n-dimenzioni simpleks
m-—X

ivice T »

Dokaz: Kako Jje

| 5=y - moll =]} =; + xl:{i k - -Zi—l- kff = (1~ E)ffx;ll= E=

i za 1 jl 5 .
| s - ]l = - By |lxg - x| - B

to imamo tvrdjenje. O

Definicija #4.2: Skup B C Rn nazivamo n—-dimenzioni sim-

pleks-valjak visine h 1 bazisa ‘:fn-l ,ak0o se sastoji

% . . v - . .
) "Wolus" je kovanica od reli "volumen" i "simpleks'.,




T
1oLy
!

a
samo iz talaka koJje pripadsju duzima duZine h ,ortogo-

nalnim na pravilan (n-l)-dimenzioni simpleks :fn—l .

koje se nalaze sa 1iste $tr§ne :fn—l i ¢iji jedan kraj

r
pripada telu :fn-l O

Teorema 4.2: Neka je Ex; ite%i%te simpleksa

k i X k. . L.
RL 0O 2 p¥o aeeey X ) a mjan n-dimenzioni simp-

leks-valjak ¢iji Je bazis $impleks :f( io,ﬁxg,...,ixn)

1n+l

. e . . | . k
a visina - i pri tome je . B sa one strane
o _ n®n
: . o k+l_s ‘
bazisa sa koje Je mxo_.;Tada je skup

k
{mﬁn ‘ k=o,l,---,m-l}
prekrivad tela pravilnog n-dimenzionog simpleksa ivice
l T(O,Xl,.-.,xn) .

Dokaz: Poka?imo da je ,

gde Jje

xr _ 9 xg xn
o =

n

teZzisSte simpleksa

ff(o,xz,...,xn) ]

Zaista,
k. k kK
O+ Xatesot .
k . _m mxg_:. n Sf§2+. o X .
m- o n n
ooy OXore. X, . - x”
n n ’ 1 0
] — +._
+ - k > - k

Kako je,prema tone,

(l) k."!‘lxr - Ex

m o O m

to Je




N e llx-f: |- 2

jer Jje prema teoremi 4.1.

mﬂ

l-x orto
san TT(O,X2,...,xn) i i Xy =X |\~ }#YH_ .Dalje je

r ko= Xq

GQ

onalno na pljo-

Xl-xl
m

k .
me] = X 7

pa na osnovu leme 4.2, sledi da jJe Xq= Ex; ortogon—

alno na pljosan TT(EO,EKB,...,EXH) .0tuda,s obzirom na

(1) sledi da sve tadke odredjene vektorima .x/ (k=0,l,
sesssm) pripadaju duZi 3iji su krajevi odredjeni vekto-
rima x; 1 x; .Isto tako,imamo dalje da je

k+1 _k
m

P | . k
- x, ortogonalno na pljosan T ( O,mxg,..., xn)

pa s obzirom na (2) talka odredjena vektorom k+i ;

(k=0,1,4..,m=1) pripada Eﬂ3n .Samim tim i tacka Xq= Ex;
. m—1 .
pripada mﬁsn Neka je

y'—'tlxl'*' s e 0 +tn}cn

( tl+“'+tn“<'-1 : tl,...,'tn)O ) proizvoljna tacka tela
simpleksa ‘_f(O,xl,...,xn) i

Z=52x2+...+5nxn

tadka pljosni TT(O,xg,...,xn) takva da je y-z orto-

gonalno na TT(O,xE,...,xn) .Posto je =x;-x_ ,
smo veé¢ videli,ortogonalno na pljosan T (0yX54eesyX, ),

kao sto

a vektori X} 3ee03X, Su linearno nezavisni i generisu

prostor Rn sledi da mora postojati realan broj =T

takav da vazi

(3) y -2z =r(x ~x])
odnosno

r T,
tlxl+--.+tnxn-52X2--.-—San = rxl" EX2“..-“ Ei




odakle 1mamo

r = tl

8,= b, + & = & +E-L>o
2 2 ' n 2 n '~

w4
s =t +==t :+-El 20
n ‘n n n. n *
Kako je | :i
t t

(5) s2+'l'+sn = (t2+ H—)+'l|+(t + ""'_") = t +tl|+t ¢1

to iz (4) i (5) zakljuéujemo da z pripada telu simple-
ksa ff(O,xg,...,xn) .Iétd tako,iz (3) i (4) sledi

(6) yl— 2 = tl( Xy - x; ) B

Kako je O<t;£&1 mora da postoji neko k (k=04y.0e,m-1)

takvo da je tle[%‘ﬁ : 1—‘;—1] Neka je dalje
k. - k . k -
nZ = so-mo + S5 %o teoot 8 ¢ X
o . : k k
tadka pljosni TI(;O ’m 2,...,mx ) takva da je 7 - z

ortogonalno na tu pljosan Tada,s obzirom da je Xy - xa

k, Kk

ortogonalan na pljosan TT( mxe""’m n) prema teore-

. . : k k k -
mi 4.1l.,1 vektori kxe mO,...,mxn—mo xl-xo generlsu

prostor R_ ,mora da postoji realan broj r’ takav da

vazi
(7) Ky =z = 1" (% - x_)
m 1 0
odnosno
s;*ﬁo + sé-Exg +oeat Sﬁ'ﬁxn ~ S5X5=es S X, = r'xl -
I Y
n2 °*°° nn

odakle je izjednaclavanjem koeficljenala Uz Xyjyee« X,




— o k = 7
, t p
r’ 1
S' — 82 - n _ t2 + 1 - Il
2", _E T T _E
m m
84
| : . K- ,
T ] 'y
<’ = o T O S n
ook g LK
m fé.e m

Kako za s +sj+...+s’ = 1 imamo iz prve jednadine sis-

tema (8)

s s obzirom na predpostavku da je tlahg iz ostalih

Jjednadina sistema (8) dobijamo

1 r”’ k k
, St - o RrE-m b
S7 = e ;; = 2 0
L - K L _k .
m m m
(24ign)
i
Il"'l ’ ne— k
s ie t2+“'+tn - 5T . t2+...+t - =5 m .
2 e w e 1 _ -15 _ E \
m m
n-] k k n~l k k
<:l B tl - Tl ;E'< 1 _.E fJ n 1E'<li_- E._ 1
S 1.k = 1.k T, _EkC
m m m
to Jje i

s, =1 - 55 +eset S

v k . | : k~ k k
pa talka _z pripada telu simpleksa :f(mO,mxe,...,mxn) .

Sada je iz (6) i (7)

7 = (g -2 ) =( EZ -z ) = (tl"r'){xl“xé)
odnosno Ic
Z=(t1“E}(X1—X5)

pa Je vy - iz ortogonalno na telo simpleksa

tr(goggxe,---,ixn) .1sto tako je




Iy - Eaf| = b= Bl - =2fl € EEL = B flxg- <]l =
= %1‘“7“1" x;ll

pa prema tome tadka _z,‘ﬁripada:n—dimenzionom simpleks-
valjku Eﬂ%n .Po3to smo za proizvoljnu tacku y tela
simpleksa ff(O,xl,...,ﬁh) pokazali da postoji valjak
KB _ koji je sadrii,to sledi da skup

K
{mgn | k=041,00 ,m-l}

predstavlja prekrivad tela simpleksa "f(O,xl,...,xn)

Time Jje teorema u potpuﬁ_osti dokazana. 1

Definicija 4.%: Svaku f&nkciju
: PR)Y—R
gde Je EP(Rﬁ) partitivan skup prostora R, ,nazivamo

volus u odnosu na ortonormirani bazilS €y,s..4€, yako

su ispunjeni sledeéi uslovi:

1° Postoji konstanta ¢ koja zavisi samo od n ,takva

1 ?

da je-slika tela pravilnog n-dimenzionog simpleksa ivi-
ce A Jjednaka . AT,
2° |

v(kﬁ #!r_-é;-;m Il"'l( I:ITI].)

. k : k
gde Je m:fn felo bazisa od mﬁn .

2% Slika tela pravilnog n-dimenzionog simpleksa ivice 1

‘j’(o,xl,... %) Je

m=1
inf > v,(3B,) .0
m&€ N k=0

Teorema 4.%: Volus tela pravilnog n-dimenzionog simpleksa

= __Vn+l
o2 )"

Dokaz: Dokaz éemo izvesti matematickom indukcijom po n .

ivice 1 Je
v




RES

I

Za n=1 i n=2 iskaz je oligledno tacan,posto se tu volus
poklapa sa duzinom,odnosno povrsSinom.Predpostavimo da je
iskaz tadan za n-l1 pa dokaZimo da Jje tacan 1 za n .

Dakle,neka je volus tela pravilnog (n-1)-dimenzionog

simpleksa ivice 1 Jjednak

\' = . v_n_
N CE DI N¢ Fib ks
Kako Jje prema delu 1.° definicije 4.5. wvolus tela pra-

vilnog (n-l1)-dimenzionog simpleksa ivice 1 Jednak

-1
cn-l 1

to Je dakle
{2
1 = —
L) 21 T o)1 (V3 )Rl

Sada je na osnovu leme 4,2,

k m—-X\n«~l
vn-l( m:rn ) = cn—l( m )

pa iz dela 2° definicije 4.3. sledi

(8,0 - Bl @nt L (o fEd pann

Pokazimo sada da postoji =1

a3 v(E8,)

m-soe k=0

i izradunajmo ga.Dakle,

m-—-1
: k - Vn+l .
(2) 1linm E vn( mﬁn ) = Co_1 i
m-soe K=0
-1 ~n-1 n-—-1
187+ 0 +eootml
» ll[ﬂ — mn .
Moo
Nije tesko videti da wvazi
-1 ~1 n-1
N i -t PR g _ 1
(3) lim = == .

I} = O

Dokaz se mofe izvesti indukcijom po n .Zaista, (3) je




2.0

ocigledno ispunjeno za n=1 i n=2 ,Predpostavimo da je (3)

tadno za sve n<k ,pa dokaZimo da je tacCan i za n=k+l .

Ako oznacimo sa Sk=lk%2k+...+mk onda imamo
1k+1+2k+1+”_+(m+l)k+1'== 1L el 4 (2e1)EL
foout (@) o1 4 Sp,q t (kI]‘)Sk + (kzl)sk-l +ooet
+ (er1)Ss
Odavde je .
m+ikf;1 =;E%I . (k+l)_;:I + (k+l)%¢i§—l it
v Erhge

pa kad pustimo da m tezZi beskonacnosti,s obzirom na

induktivnu predpostavku,sledi

' N
N : k k+1yA4,.1 k+lyn.d

1 ~>» O

odakle dobijamo (3) za n=k+l .Time je (3) dokazana.
Sada je iz (2),na osnovu (3).1i (1),

.ol Y Vo+l,1
(4 1 k 1.1
( ) m-:j ‘go v’i‘l( mﬁn ) (n—l)' (r—— )Il—l y‘; I
_ fn+1
n! ({2 )"

Kako Jje,dalje,

k+1
kK -k k. ¢ k.. _m
1542% . o otm > éxdx = 5T
to Je Sk S 1
mk+1 k+1
pa je,s obzirom na (3),
S S
inf Bl o 14y -B2E

n n
meN m M- 0o m

Sto znadi da iz (4) imamo




m-1 m-1

inf z v, ( ian ) = lim E v ( gﬁn ) .
ﬁleN k=0 mrec k=0

Odavde je,s obzirom na deo 3° definicije 4.3, i (&)

m=—1
. i Vn+l
V = inf = ™ D

Primedba 4.1: Isticdemo da je

v, = (1+1 - =1 - duiina duZi duZine 1 ,
11 (f2 )
V, = ‘2}1_r2= Iéi - povrdina jednakostranicnog
a1z ) trougla stranice Jjednake 1 ,
V5 = [%}l_)5 = —?%: - zapremina Jednakoivicne
31 (Y2 612

piramide ivice 1 .

Teorema 4.4: Volus tela pravilnog n-dimenzionog simple-~

ksa ivice A Jje

A AT

3 n+l
B onr(y2 )"
Dokaz: Posto je na osnovu teoreme 4,3,
V = _L‘nil .
2o (f2)"
to je s obzirom na deo 1° definicije 4.53.

_ \ n+1
Boargf2 )R

n
n an

1n

Q
!

pa je
>y

odakle sledi tvrdjenje. [

Teorema 4.5: Volus tela pravilnog n-dimenzioncg simple-

'ksa,?eéi je 111 Jjednak n-dimenziono] Lebegovo] merii<ﬂn
tog skupa.

Dokaz: Dokaz ¢emo izvesti matematickom indukcijom po 1n .
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Na osnovu primedbe 4.1. i teoreme 4.4. tvrdjenje odli-
gledno vaZzi za n=l,n=2 i n=3% ,Predpostavimo da Jje tvrdje-
nje tacéno za n-1 ,pa dokaZimo da Jje tacno i za n .
Kako Je ﬁ:fn telo pravilnog (n~1)-dimenzionog simle-

ksa,to je prema induktivnoj predpostavei
k k
vn-—l( in\“fn )Z (An-—l( mjn )
pa je tos
(1) (5P 0> dnr > M (Er)

g=1

gde Je { kI 8=1,2,400 ] prekrivac E]’n interva-

lima iz TT O,mxe,...,gxn) .Oznadimo sa EI; skup svih
v : oo - . k~ k k

tacaka iz Rn ,cije Jje rastojanje od.-nYmQ,mxg,...,mxn)

manje ili Jjednako visini simpleks-~-val jka iﬂ}n ,Clja

ortogonalna projekcija na TT(kO,Exe,...,kx ) pripada

kIS ,1 koje se nalaze sa one strane -[T(kO,m 2""’m n)

. Kk
sa koje je i mﬁan

Jasno je sada da su ﬁIé intervali u R i da jJe

(2) M FI) = —@—&n_l( 1)
Kako je,ocligledno, {liI; \s=l,2,...}' jedno pokrivanje

intervalima skupa g&ﬁn koji je zatvoren skup u R pa

postoji Jn(gﬁn) ,£0 na osnovu (2) imamo

+¢0
M58, < e 2 M ir - Tl mfzwn Ly

odakle je s obzirom na (1)




."'.‘1.

.
*\I
S

il Ky
= T“Yﬁ'm Vn-1' mJn *
Odavde ,na osnovu dela 2° definicije #.3. sledi

3) M B V<V (5B ).

Oznacimo sada sa T telo simpleksa tf(o,xl,...,xn)

Mol SR H<

Na osnovu teoreme 4.2.'je

re
k=0 me
pa Jje f
() Hl LS 5B
n aa k=0<v111 m Il

posto je T szatvoren skup u R, pa je .<Hn~merljiv.

Iz (4) je s obzirom na (3)
m-1

M1)€ S v, (5B )
k=0

m—1

M (TIE dn D> v (B )

méN k=0

odakle Je

pa je na osnovu dela 3° definicije &4.3.

M (TIS v, (T)

odnosno
(5) M (T IATL v (T )N (X >0)

Kako je,zbog slilnosti, (un(T).)P n-dimenziona Lebego-
va mera tela T, pravilnog n-dimenzionog simpleksa ivi-
ce A ,a prema delu 1° definicije 4.3. vn(T)uxn je

volus T, ,iz (5) sledi da tvrdjenje vaZi i za n .Time

Je tvrdjenje teoreme pokazano principom matematilke indu~
keije. OO

- Na osnovu teoreme 4.4 i teoreme 4.5, imamo
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Teorema 4.6: Lebegova n-dimenziona mera tela pravilnog

n-dimenzionog simpleksa ivice A ogranicena je odozgo

8a

(ol n _
SRy . . d
n! (TZ— )

|




I1 Pravilni beskonacdno-dimenzioni simpleks

prostora izomorfnog Hilbertovom prostoru

O.}Uvod
L

Ovaj deo rada sadrzii generalizacije pojedinih osobi-
na n-dimenzionog slucdaja iz prve glave,ali uradjenih

|

nezavisno od njihovog konadno-dimenzionog znalenja.Pri
tome se ukazuje na vezu izmedju n-dimenzionog i besko-
naéno-dimenzionog sludaja,kao posledice veé¢ dobijenih

tvrdjenja.Isto tako,isticu se neke osobine pravilnog

beskonacdno-dimenzionog simpleksa koje su karakteristicéne

za njega.

Definicija O,1: Skup {}co,xl,xg,...} od beskonacno
mnogo -vektora prostora H® izomorfnog Hilbertovom pro-
storu H ,nazivamo beskonaéno-dimenzioni simpleks 1
obeleZavamo ga sa :f(xo,xl,xg,...) sko je sistem

X1~ Xg1 Xo= Xy gees sistem linearno nezavisnih vektora
razlic¢itih od nule koji generisu prostor H’".Tacke od-
redjene vektorima X 9X19Xp9ess ZOVENO tada temena

simpleksa :f(xo,xl,xg,...) .

Lema O,1l: Neka je (xi ) (k=1,2,...) podniz niza (Xj)
k

(3=0,1,2,...) Ako je skup J(xo,xl,x2,... % beskonadéno-

dimenzlioni simpleks,onda je i skup {:x:. 3 X: gese }
1 12 '

takodje beskonacno-dimenzioni simpleks.

Dokaz: Ako postoji neko k_  tako da Je X . = X R
o 1y 0
¢

onda Jje tvrdjenje direktna posledica definicije O.1l.

Predpostavimo zato da Je

Xik * XO (kzl,gitiu) .




"
r\‘“"
(5

Kako Jje
(l) Xik - Xil = ( Xik - Xo ) - ( Xil - XO ) (k=2,9’ann)
to Je |

Zk \Pk‘;:{ik“xil) _= Zk .flc(xik_xo) N (“% \Pk:)cxil"xo)

odakle sledl da su vektori =x. —X. ,X. =X. ,e.. linearno
1, 717773z "1

nezavisni,posto su X: ~X,,X; —X

ot linearno nezavisni
1 2

na osnovu definicije O.I.Dalje,vektori X, =X. 4X. ~X.
| 2 1tz 1

°

yese SU razliciti od nule zbog (1),ako je {jxo,xl,xe,...}

beskonadno~dimenzioni simpleks,pa zato =X =X. ,X: -X.
1, 719771z "1y

y

ye s generisu neki prostor H’® izomorfan Hilbertovom

prostoru H O

Definicija 0.2: Ako jJe {xo’xl’XE’“'S beskonaéno-di-

menzioni simpleks i

{xil,xia,...%g_ {xo,xl,xz,...}

konacno ili beskonadno-dimenzioni simpleks,onda kaZemo

da Je ff(xil,xiz,...) podsinmpleks simpleksa ff(xo,

]{1,32,...) .D

Definicija O.%: Neka Je -{xj 2 ,...} konacan ili
1 92

beskonacdan podskup beskonadno-dimenzionog simpleksa

. {XO,Xl,Xg,.-.} nTad& S]!Cup SVih taéaka

def [y
-IT(le,XJE,---) —— xa—l + I(Xje_le,--.)

nazivamo pljosan simpleksa :f(xg,xl,xg,...) koja Je

odred jena temenima X.: 4000 4854 smo sa

X -
Jl, Jdo




. ™ » . &0 -D
}EJ2 Xal,

Teorema O.,1l: Neka Je :f(xo,xl,xg,...) beskonac¢no-dim-

enzioni simpleks i

-+ o > OO | +Oub
A ={ E tnxn E tn = 1 ;‘to,tl,ta,,...?,o, E tnxn
n=0 n=0 n=o
konvergira
k k
B = b1 X5, E By =13 By aeeen®y 20 3
n=0 ' n=0 ©

{Xio,--- ’xik}c {XO,XI,X‘?,--u} o

Tada Je

E=B 9

gde crta iznad oznacava zatvaranje skupa.

Dokaz: Neka je y&& .Tada postoji niz (yj) (3=1,24...)
vektora 1z A takav da Je

lim yj = ¥y
j—ro00
gde je +00 oo
yj = Zj'bnxn 3 E Jtn = 1 3 Jtoiatl,ate’...?o .
n=0 - n=0
Neka je
# j“l j j-l J- -
yi = :Eé tx, + (1- :E% t )xj (322,53 000e)
n= ne=

Lako je videti da je yéeB (3=2,3,...) Kako je

3 . + oo
” Y3 - yj|,=‘|( 2 _':EEJtn )xj B :EE; jtﬂxn I =
n=0 n=j+1l
J | + 00
52 (1 ":E:Jtn,)[,lel ¥ jtnxn
n=0 n=j+1 |




+o0
posto Je zatn =1l , a
=0

Odavde,s obzirom da je

yj = Fj + (Yj - Yj )

sledi

lim yé = lim Y5 =7
j-» oo Jjwoo

pa Jje prema tome ye-ﬁ .Dakle IQ-E .
Neka je sada z& B .Tada postoji niz (zd) (3=1424000)
vektora iz B +takvih da je

lim zj =z ,
J-» 00
gde je kj kj
- Jn d . dn = . J J
zj_z Pn xn b | z pn—l 3 poi"", pkj
n=0 n=0
+ 00
. 3o v
25~ Z Pn*n
=
gde Je J _ J
Py » Xy = 7%4
Jpﬁ o

Z 0 3



§=J

B yy

Jasno Jje da Je ZBEEA. (j=1,2,...) .Kako je 25 =z

to znaci da Je

lim za = 1im Zj = 7

J—woo j—»o0
pa je z€4A .Dakle va¥i i BCA ,Cime Jje teorema u pot-
punosti dokazana. O

Definicija O.4: Neka Jje :f(xo,xl,xg,...) begskonacno-

dimenzionl simpleks i

| o0
{Ztnxn ztn = 1 3 toatiaTsse. = 0 ; E tnxn

=0 | n=0

konvergira } .

Tada skup svih tadaka odredjenih vektorima skupa A ,
zovemo telo simpleksa T(xo,xl,xg,...) . 3

Kao neposrednu posledicu ove definicije,leme O,1l. i
teoreme O,1l. imamo

Lema O.2: Telo podsimpleksa nekog beskonacno-dimenzionog

simpleksa Jje podskup tela tog beskonadno-dimenzionog sim-

pleksa, [

Definicija O.5: Pod pravilnim beskonacno-dimenzionim

simpleksom ivice A (A >0) podrazumevamo beskonadno-
dimenzioni simpleks :r(xb,xl,xz,...) koji zadovolja-
va uslov

=i = =x5ll=X  (i>5 5 i-1,2,... 5 §=0,1,2,...) . O

U daljem tekstu ove glave baviéemo se iskljuéivo pra-
vilnim simpleksom,i to tako sto éemo radi jednostavmnosti,
rezultate izvoditi samo za simpleks :f(O,xl,xg,...) .
Pri tome Cemo dokaze izvoditi samo za sludaj simpleksa
ivice 1 ,a zakljulke za simpleks ivice A ,kad god je to

potrebno,izvoditi na osnovu slicnosti,ako je to mogule.




"

PokaZimo,na kraju,u vidu leme rezultat koji Cemo dalje

vrlo cesto upotrebljavati.

Lema O.%5: Ako Je :f(05x11x2,...) pravilan beskonacéno-

dimenzioni simpleks ivice' 1 ,onda je
! 1 :
<Xi:3¢j>= 3 (i#3) .

Dokaz: Dokazuje se isto kao lema 0.3.(I) .U

1. Karakteristidni ortonormirani sistem

Kao i u tacki 1. predhﬁdne glave,uvesSéemo ortonormi-
rani sistem Hilbertovog prostora u kome je definisan
beskonacno-dimenzioni simpleks ivice 1 :f(O,xl,xe,...) ’
polazeéi od sistema X1 9Xpyees i oslanjajuci se na rezul-
tate iz glave I kad god Je to mogucle.

Teorema l.l: Postoji ortonormirani sistem

el,ee’lii
Hilbertovog prostora u kome Jje definisan pravilni besko-
nacéno—-dimenzioni simpleks ivice 1 tf(O,xl,xg,...) s ta-

kav da su ispunjene relacije

s <5-131

X, = Xlel + 5;e2
(1)

+ O e

n—len-l nn

]

]lﬂ Elel + 6282 +ooat 6

gde sSu Kl’ 62,... 1 5.1, 52,... realni brojevi.
Dokaz: Ortonormiranl sistem €,;,€55e. formirajmo na
sledeéi nacin:

Neka je =X, .Vektor €5 odredjujemo iz uslova da Je
eeJ— ey i 82& :ﬁ(xl,xa) 3to znadi da postoje koefici~
jenti ol,q,%y; 1 Ay, takvi da je




r-") t

'
._‘ ;
L

-

oA

11°1

%1

xp = oy +edye,
itd. ,kao u dokazu teoreme 1.1.(I) ,pri demu postupak

neogranideno produZujemo.Na taj nafin dobijamo sistem

xl=ﬂi

11°1 |
21%1 7 t’12292
(2)

L N

] | |

Dokaz ¢e biti zavréen,ako pokazZzemo da postoji niz brojeva
81, 32,... i niz brojeva J.l’ 52,... ,bakvi da proiz-
voljna jednadina sistema (1) ima traZeni oblik.Dakle po-

kaZimo matematickom indukcijom pe n da vazZi

3) (g =8, A oA = AL =d_)

n

. (n=1,2,4..)
gde su Kn i é_n (n=-%l,2,...) brojno jednaki onima
koji se javljaju u iskazu teoreme 1.2.(I).Zaista,(3)
ofigledno vaZi za n=1 ,Predpostavimo da je (3) tadno za
sve k<n .Kako na osnovu teoreme 1l.1l.(I) i teoreme 1.2.
(I) =zakljudujemo da se koeficijenti é_k (l<k<n) i
Ek (l‘.‘&ksn-—l) neé¢e promeniti ako skupu vektora Xy9eees
x, dodamo vektor x_ ., i da ée (3) vaZiti i za k=n+l,
to znadi da (3) vaZi za sve k<n+l .Prema tome (3) :je
tacno za svako n .Sada smenom koeficijenata u (2) na
osnovu (3) dobijamo (1).0

Dokazujuli predhodnu teoremu,uzgred smo pokazall da

o

vazl

Teorema 1.2: Za koeficijente &, i O, (k2l) iz




wrfe

-1

iskaza predhodne teoreme,vazi da Je

X 1 : S ot Vi1
R R s

gde se Ek i Sk uzimaju uvek istog znaka. (J

2. TeZziste,centar i1 poluprednik opisane sfere

Definicija 2.1l: KaZemo da beskonadno-dimenzionl simpleks

tf(xo,xl,ng...) ima teiiéte,ako postojl

X5, @)t (n)
n b

y = 1lim
n-—»eo

X . eoe g X C{x Xq 9Xngeooe ima tadno
{5, )0 %5 ()} {Forx1imas §

n elemenata.Pri tome tacku odredjenu vektorom Yy 3zove-

mo teziste simpleksa ff(xo,xl,xa,...) . O

Teorema 2.1: Talka S odredjena vektorom

20

n=1

je podjednako udaljena oa savih temena pravilnog besko-
nacno~dimenzionog simpleksa ivice 1 ff(O,xl,xg,...) .

Dokaz: Pre svega,vektor X, postoji,jer Je

oo Too

2 EE 2 E 1 1 .

u xou = Bn = 211Tn+i7 = '2 3 pa Je
n=1 n=1

(1) [x \ < +eo
| = q——-
Dalje Je .
e
I xg=cqll™ = n zgkek - ¥ieqmeem O gen - 5nen}l }
k=1
n




ocdakle je

1
JES "%!F'ﬁf (n21) ,
pa s obzirom:na (1), imamo
@ = =lxy - oll=llxg = xll =llxg - xoll = ...

¢ime je dokazana teorema.[]

Teorema 2.2: Tacka S iz iskaza teoreme 2.1. je jedinst-
veﬁa.

Qgggé: Predpostavimo da postoji neka druga tacka S8~
razlic¢ita od S ,koja ima osobinu da je podjednako uda-
ljena od temena tog istog beskonalno~dimenzionog simplek-

sa.Neka je S° odredjena vektorom

+00
” ,
£o = Z a’n'c“"‘n )

n=1
Kako Jje

) flxg = = ll® = xg- = )P+ 2<Kxgm xgs x0= 3, > +
+ ” X - xn”2 (n21) ,
i posto su \lx;— xn“2 i “Xo - xnug konstante nezavi-

sne od n po predpostavci,a \lx;— xong ,o8igledno kon-

stanta takodje nezavisna od n ,to mora biti

<%4 = Xy o9 Xy T Xy D>
konstanta isto tako nezavisna od n .No,imamo

+ 00
@ x5 =% 0 % = x> = > (B = Eey
R k=1

| +00
Yn_ .
(¥, ~5.n)en+ E 3kek>= " ea (¥, -&,) +
k=n+1
Teo
+ Z (a‘k"a,k)'ak .
k=n+1
Kako wvektor xé- x, - postoji,to konvergira red




gl =
Z( Hl:; ~ Hk)z =“}:' ~ xo\ig ,pa obtuda sledi

(3)

...a')- 0=0 .

L.
'F'[nTi (2

Sa druge strane,posto vektori x; i X postoje,kon-

vergira red 2(3 _gk)ﬁ <x;¥xo ’x0>-s
k=1

5to znacdi da mu ostatak t921 nuli,odnosno
+go -

(4) lim Z (& - .ik)'?fk=0 .

N-s00 XKan+l

Ako u relaciji (2) pustimo sada da n teZi beskonadno-

sti,imaéemo s obzirom na (3) i (4)
(5) lim <XO—XO ,Xoﬂxn>=
n-»oo

No,kako Je <:x5~ Xq9Xo™ xn:> konstanta u odnosu na n ,

dobijamo iz (5)
Dalje,s obzirom na predpostavku,mozemo staviti

“xé- xn”2 =a (@21l) ,|Ix’- x0u2 =b 1

"xo— xn"2 =.¢c (nel) L,gde su a,b i ¢ konstante,

Na osnovu (6) iz (1) sledi
(7) a=Db+c .

Kako je,po predpostavci,sada

ol = Hxg= ol = llxg = xyll = =

”x0||= “xo— off = “XO - Xl\\= c
to imamo iz

lh® =l =oll® o+ xl® + 2 Kxgmngog >




a=b+c+2<x0-—xo ,}:O>
odakle,s obzirom na (7),dobijamo
Posto sistem vektora X1 3X55ee« o DTEMA definiciji sim-
pleksa :f(O,xl,xg,...) ,generiSe neki Hilbertov prostor
H ,to znadi da i sistem vektora X _,X = Xj,X = X5yeee
takodje generise H .Medjutim,iz (6) i (8) sledi da Je
pa dakle mora biti

Xg = X5 = 0 .

odnosno xé=xo .Time dolazimo u kontradikciju sa predpo-
stavkom da je S°= S .Prema tome,ta predpostavka nlje
tadna,pa teorema vazi.[l

Neposredna posledica teoreme 2.l. 1 teoreme 2.2. Jje

Teorema 2.3: Talka S je centar jedine opisane sfere

pravilnog beskonadno-dimenzionog simpleksa ivice 1

:f(o,xl,x2,...) y31iji je poluprecnik j%,=-¥L— ,E]

‘B

Primedba 2.1: Vazi
L] a l
lim R = 1im n = —— =ﬂ
n
oy 0@ - 00 J’ézn+15 42

gde Jje R’n poluprednik opisane sfere pravilnog

n-dimenzionog simpleksa ivice 1 (Videti teoremu 2.2.(I)).

Teorema 2.4: Tadka S je podjednako udaljena od tezista

svakog od n~dimenzionih podsimpleksa,za fiksirano n ,
—
Ern-i-l

Dokaz: Iz same definicije pravilnog beskonacno-dimenzi-

i to rastojanje iznosi

onog simpleksa,sledi da je i svaki njegov n-dimenzioni

podsimpleks pravilan n-dimenzioni simpleks ivice 1 .




Dakle,uzmimo proizvoljni n-dimenzioni podsimpleks

j (le(n'l'l) qye s ,:‘Cjn+l (n+l)) Slmplel{.sa \j?(o ,:’Cl ,1{2, . » 'l) ?

Poredjajmo,zatim,vektore O,xl,xe,i.. u drugi niz
(1) | O',xi,xé,...

r

de je 0O = x. . = X. a8 preos-—
gae J xal(n+l) 1eecs Xp K;]m_l(n-i-l) 8 P

tale vektore iz niza O,xl,xz,... redjajmo onim fedom
koji su imali u nizu O,;l,xg,... .Kako je S,prema teo-
reni 2.2. jedinstvena taéka u prostoru H koja je podjed-
nako udaljena od svih temena simplekssa tf(O,xl,xg,...) .
jasno Jje da de S zadrzati isti poloZaj u prostoru H,bez

obzira na to kako mi poredjamo vektore O,Kl,x2,... .
Isto tako i wvektor Teo
| Xo = z Sl
k=1

ima brojno iste koeficijente ¢, u odnosu na novi kara-

f

kteristic¢ni ortonormirani sistem ei,eg,... dobijen iz

(1) .Kako je,dalje,prema teoremi 2.1.(I) teziste S_

simpleksa :f(O',xi,...,xé) odredjeno vektorom

r

n Y

”, r

xon = 1el tTeooot ane
to je rastojanje izmedju tadke B 1 tezista Sé simple-

=5 - =énll =“§‘_Xke£ KO A0 "@j

k=]

“—_W

1L

- %(1 -

1
n-i-l) EEH

i ne zavisi od toga koji n-dimenzioni podsimpleks pos-
matramo. O3

Teorema 2.5: Teziste pravilnog beskonadno-dimenzionog

simpleksa ivice 1 :fzo,xl,xe,...) je tacka S .




- y s

Dokaz: Prema definiciji 2.1., S ¢e biti teziste,ako Je

x. + + X,
j.(n+l) "°°° 3 (n+l)
(1) lim —= n+l - x

n+.l O
=3 00 >

pleksa :f(o,xl,xz,...) .Kako,prema teoremi 2.4.,imamo

le(n+1) Fone? xjn+1(n+l)
) n+l : a o)

posto vektor le(n+l) +oaot xjn+l(n+l)

n+1l

dredjuje tezist i . coe Xy
odredjuje 7i%te podsimpleksa tf(xal(n+l), ,xan+l(n+l)),

to Je
¥3q (1) Te 0TS ()
— = X

lim n+1l. o)

=0

I~ O

odakle sledi (1) .

Primedba 2.2: Iz teoreme 2.4. i teoreme 2.5. proizilazil

da Jje
lim Sn = 5
n—+o0

tj. da niz teZista (centara opisanih sfera) pravilnih
n—-dimenzionih simpleksa ivice 1 konvergira ka teZistu

(centru opisane sfere) pravilnog beskonadno-dimenzionog

simpleksa ivice 1 .

%, Upisane sfere

Definicija 3.1l: KaZemo da beskonaéno-dimenzioni simpleks

ima upisanu sferu reda Xk ,ako postoji tacka B, ., tela
simpleksa koja je podjednako udaljena od svih k-dimenzi-
onih pljosni datog simpleksa,i pri cemu rastojanje T, .,

od proizvoljne k-dimenzione pljosni zovemo poluprecnik




1
Lz:. &

il

upisane sfere red

(4

Ostale vrste upisanih sfera,koje bi dodirivale besko-
nadno-dimenzione pljosni konadne ili beskonacne kodimen-
zije,nema smisla definisati,posSto se zbog naredne %teore-
me sve svode na tacku S .Naime,

Teorema 3.1: Tadka S pripada preseku svih beskonacdno-

dimenzionih pljosni pravilnog beskonalno-dimenzionog
simpleksa ivice 1 :f(o,xl,xz,...) .

Dokaz: Uodimo proizvoljnu beskonalno-dimenzionu pljosan

TTCyl,ye,...) simpleksa :f(O,xl,xe,...) .Ne smanjujuéi
opstost,ako o€ {yl,ye,...} predpostavimo da Je yl=0 .
Ako,pak, 0¢ {yl,yg,...} yporedjajmo vektore O,xl,xg,...
u nov niz 07 ,%{,X5,... ,pri Cemu je 0=y, ,dok preos-
tale vektore iz niza O,X;4Xpyeee redjamo onim redom
kojim se nalaze u tom nizu.Dakle,ne smanjujuci opStost,

moZemo posmatrati beskonadno-dimenzionu pljosan

TT(O,yg,ya,...) .Kako je S centar opisane sfere simp-
leksa :f(O,xl,xe,...) 0 je S centar opisane sfere
i njegovog podsimpleksa :f(O,ye,yj,...).Samim tim S
je teziste simpleksa :f(O,y2,35,...),pa vazi

Yo + Y oot Tpuq o

(1) lim - o

N OR

Posto je,prema definiciji pljosni,
ﬂ(o,ye,ya,--.) = 0 + 1(32"" O,ya"' O,i'l) =
= 9:(32,}’5,---)

to iz (1) sledi da jJe XOQW(O,y2,y5,...) ,Cime Je
teorema dokazana. I

Teorema 3.2: Talka S Jje centar upisane sfere reda k ,

1
a I - - »
k"_'a Eh’ﬁl




Dokaz: Uzmimo proizvoljni k-dimenzioni podsimpleks

F(x. y.+0,%x; ) .Na isti nalin kao u dokazu teoreme
J1 e+l

2.4. ,formirajmo ortonormiranl sisten ei,eé,... .Neka

je x; vektor koji odredjuje teziste simpleksa

?(X- ,-..,3{- ) .Tada je

J1 Jir+1 |
[ Ik ”
Xo © :E:gnen
. n:l

XSGE TTij so oo g X ) +Zzbog teoreme
S Jic+1

2.1.(I).
Kako je

too Kk o+ 60
0 T %0 T Z Ynen - z 8,en = Z ¥nln ’
n=1 | n=1 n=k+1

to znali da je vektor x, - x|  ortogonalan na
- |

TT(x. yeeeyX. ) .8 obzirom da je
J1 Jk+1

) = KL(ejyennre)l) -Otuda je,

TI (. y3eaeqXa
R % |

’ 1 .
na osnovu teoreme 2.4., llxon xoll= T w—— rastoja-
réhﬁl

nje tadke S od k-dimenzione pljosni TT(X.: yeossXs ) O
| J1 Jk+1

Primedba 3.1: Vazi

. _ . n-k _
lin 1, = lin \srDy(emTy = Tkeo =

n-»oa n~roo

4, Visine 1 zapremina

Definicija #.1: Visina beskonadno-dimenzionog simpleksa

je duz koJja spaja teme saiortogonalnom projekcijom tog
temena na naspramnu beskonaéno—dimenzionu pljosan ko-

dimenzije 1 .

Teorema 4.l: Sve visine pravilnog beskonacno-dimenzionog




el

simpleksa ivice 1 ff(o,xl,xg,...) su jednake duzine

T%r i seku se u talki B ,ortocentru simpleksa,koji
2

je njihovo podnoizje.

Dokaz: Ne smanjujuéi opStost,moZemo posmatrati visinu

koja odgovara temenu Xq e

Na osnovu leme O.5. je |
(1) < Xy o ;ﬁ} = ':LL’ (n22) .

Kako je S centar opisane sfere,imamo

I - 52-3 @22 .
odakle,s obzirom da Je

EXEEE.

dobijamo
(2) Cx, v %y> =5  (@22) .

Sada iz (1) i (2) sledi

K xp= Xg 3 X > =KXy 5 X > =KXy 5 ¥y > = O (n222) ,
pa PoEto X5iXzsee. generidu pljosan TT(O,xe,xa,...) .
to znali da je vektor x;- x, na nju ortogonalan.Kako
iz teoreme 3.1l. imamo da !S pripada pljosni
TT(O,xg,x3,.;.) ,to je S podno%je visine koja odgovara

temenu X; ,a duzina visine je
1
“xl"xou=r§: ‘

Analégno se pokazuje za ostala tTemena simpleksa.S obzirom
da je,dakle,talka S =zajednidka svim visinama, S Je
ortocentar. 1

Primedba 4.1: Imamo

n+1

. L
(2 T2

lim
N9 OO0
!n+l

gde Je du¥ina visine pravilnog n-dimenzionog
{2(n

simpleksa ivice 1 (videti teoremu 4,1.(I)) a L

£




duZina visine pravilnog beskonaéno-dimenzionog simpleksa
ivice 1 .Isto tako,tacka S sortocentar pravilnog n-dinm-
enzionog simpleksa,deli visinu u odnosu n:l (videti teo-

remu 4.1.(I)) tj. S Je! n puta bliZe podnozju nego

l

temenu,a tadka 8 ,ortocentar pravilnog beskonadno-dimen-

|
zionog simpleksa Je podnpije visine. [

Za odredjivanje zapreﬁine pravilnog beskonacno-dimen-
zionog simpleksa ivice )\ ,1skorlst1cemo prirodnu gene-
ralizaciju pojma "volus" 1z glave I na beskonadno-dimen-
zioni sludaj,ali deflnlsucl ga posebno za Hilbetrov pro-

stor.Dakle,imamo prvo lemu

Lema 4.l: Neka je :f(O,xf,xe,...) pravilan beskonaéno-

: . e s . . k~ kK. k
dlmen31on1'51mpleks 1vlce£ 1 .Tada Je :f(mO,mxl,mxg,...),

gde Jje RS 0
O = 0 + m'k

k

m

k, _ . .1 ”"* . _

nXi = X3 = k (i=1,2,444)
|

( n,k€N ; m>k ) ,takodje pravilan beskonadno-dimenzi-

oni simpleks ivice Eég .

Dokaz: Lema se dokazuje na isti nadin kao lema 4,2.(I)

Definiciija 4.2: Skup ﬁCH nazivamo beskonacno-~dimenzi-

!
oni simpleks-valjak wvisine h 1 bazisa ‘3,,ako se gas-

toji samo iz tadaka koje pripadaju duZima duzine h ,

ortogonalnim na pravilanﬂ?eskonaénordimenzioni simpleks
J potprostora kodimenzije 1 ,koje se nalaze sa iste

strane :f i ¢iji jedan kfaj pripada telu T . 0

Teorema 4.2: Neka je Exog teziste simpleksa

:f(§0’§x2’§x5"") a

iﬂﬁ beskonadno-dimenzioni sim-

pleks-valjak c¢iji je baﬁié simpleks :f(ﬁo,k X )

mx2,m 5,.‘..




s
; ]
!

[ SN ar
] ¢
ek

{2 m
zisa sa koje Je k+ix0 .Tada je skup

{ﬁﬁ l k=0,1,--.,fﬂ—l}

prekrivad tela pravilnog beskonadno-dimenzionog simple-

L ] L] » - '; k
a visina i pri tome je 5 sa one strane ba-

ksa ivice 1 ff(O,xl,x2,...) .

Dokaz: Kako je,prema definiciji teZista,

X1t - '*i"n 1 R S N Xl+.;1.+xn
lim =0 = lim ( = + ~ ~—k )

N~» O nn—~*o0

a po3to Jje prema teoremi 2.5.

Xl'i'- . -+Xn

lim = = X, ,
N -»o0
to Je I X1~ X,
mxo = xo + — K .
Zato Jje
l X - ]C
(1) k+mxo - EXO = 1m .
i
k+1 Kk 1 1
(2) X_ - X ‘= = llx.- x_I\} =
l mTo m ol m U 1 o‘l f§-m

jer je prema teoremi 4.l. Xq= X, ortogonalan na pljo-

bt l - -
sann M (0,XAnyXgseee) 1 HNx.=-x l| = = .Dalje Je
Y213 “ 1 0“ ‘r—‘g
k i T
s e |

pa na osnovu leme 4.1l. 1 teoreme 4,1. sledi da je

k . k~ k k
X1~ n¥o ortogonalno na pljosan -”(mO,mX2,mK3,...) .

Otuda,s obzirem na (1),imamo da sve tacke kx pri-

m- o
padaju du¥i €iji su krajevi tacke X4 i X .Isto tako
imamo dalje da Jje k+;xo—§xo ortogonalan na pljosan

?



I !

-!"‘-
P

kK+1

ko k k
(%0 X

- ’mXE’mXB"") ,pa s obzirom na (2) ,tacka
(kx=0,1,...,m~1) pripada E}B Samim tim i tadka Xy = ixo
pripada m_iﬂg .Neka Jje sada

y = tlxl+ t2x2+-—": (tl+ t2 tTene é‘ l ; tl,tg,... ?‘0)

proizvoljna tacka tela simpleksa :f(O,xl,xg,..;) «Kako

je onda
Fy = byXqteeot tX (n=2,%,004)

tacdka tela pravilnog n-dimenzionog simpleksa |
:f(O,xl,...,xn) ,to shod_r_ioi: dokazu teoreme 4._2.(I) »POS—

toji za svako m (m:>0); néko 5k (k=0,...,m-1) i faéka
L | !

k _ ’ k .
mzn = 5, m0 + 32 5o +oeat Sn ixn

koja pripada telu pravilnog (n-1)-dimenzionog simpieksa

. m-K k | k
ivice —= :f( O,mxe,...,m n) ytakva da je ¥y, - Z.
ortogonalan na pljosan TT(kO,Exg,..., xn) i
%1~ Xoll
(3) 170 w2all€
Pokazimo prvo da Je
(4) lim y =3 =

N —» 60
Zaista,kako Je
v = tlxl+t2 >+ 3 ztees = (5lt1+31(t2+t5+...))e1 +
+| (52t2+ 62(t3+t4+. vaddes ten
i 5 by +¥) (bprtgr.. )& Oyt +
52t2+§2§(t5+t4+. L)% 0t, + ¥

*
(]
»

+ o0

w0 Z{:a_ nt ¥ (tn+ll 1::1+2“""”"")]2 Z(Sntn+a’n)2

n=1




+ o0 + co
- n+l .2 L. E E L
B Entn+z 2n2tn+ t th + 3K
n=1 n=1 n= n=1 |
é; 1 + 1 + %f= g
pa vazi . -
AL |
1lim b, + K’(tl+l+tl+2+...) =0 ,
n+ce i=n+l
Sada Je

2 | 2
“ - ynu = “ tn+1xn+1+ tn+2xn+2+ PRI “ =
=|I(3i(tn+l+tn+2+...))e teoat+t(y (tn+1 n+2+"'))en+

2
+(6-+1 n+1 a;1+1(tn+2 tn+5+"'))en+l+""l =

= (tn+1+tn+2+“')228§ + z [51: +J; (t:|_+1 1+2+---)]2 ’

i=1 i=n+1
pa je

Lin |[7 - 7ol =03+ 0=0 ,
n-» oo '

odakle dobijamo (4) .

Neka Jje dalje

kK, _ _(+._ K Lk .
o3 = (tl m)xo + 8, 0 + 8, Exg + 8zt Ky tees
gde Jje 5, = 1 - 85 = Sz —ees
t
_ 2
S5 = N K > 0
m
s
Sz = N Ik ;p()
T m

Kako imamo,zbog predpostavke da tlé [5 -Eil] ’

m * m
k
t+t+--- l-t l"'—

= _2 2 1 m _
51+53+"' " $1_Eél-£-l R
m m m
. v kK k .k
to je s,20 ,pa %tacka So'mo * S5 pXo t Sz Xz tooeo




pripada telu pravilnog beskonadno-dimenzionog simpleksa

ff(gO,m 2’§x3"") i kao takva postoji.Samim tim postoji
k

i tacdka 2 .Dokazimo sada da Je
. k. _ k
(5) lim 2 = 2 .
T} e OO
Zaista,
k k
w? ~ mZn ° —(t - ~)x + (s - S ) 0 + (s - 52) Kot
X k _
Teoo? (S - Sn) mxn f B11+l mn+l T Sn+2 mon+2 Tt T
A X , oy R
= —(%y --—)x + (s +32+...+s +eea) ==k =(s +s teuots )-——k +

n m 2

b Om B Capmadipren o Cogm 30%) + G = D apanguy:

*1 !
n+2+--u) = "'"(tl )X + l"nT'k — 1'E—k +

t t A+ Fl_‘E
k 2 2 n
+ (1~ =) (( T_ET T, —X YXp teeot
m ; m
m
o %' T . ) + (1 = E)( +S_ X ~tese)
+ 1 - K " 1 -k X /7 - o/ ‘ n+1*n+1l" Cn+2 2" 0"
T m m
odakle je
k k ; 2+---+X
(- &

s m)(8n+1xn+l+sn+2xn+2+'") .
‘ a

S obzirom da je prema teoremi 2.5.

Xt eeastX
. 12 n _
1im . - = Xo

n-»o0
i posto

(7) lim (Sn+lxn+l+;n+2xn+2+"‘) = lim ((82x2+55x5+...) -

11 - 00 71wy DO




jer Je SptSzte.. < S tSotSztee. = 1 3 82,85,...?.-0 )

pa se (7) dokazuje za simpleks ijO,xe,xa,...) kao (4) .
za simpleks :fTO,xl,xe,...) Jto iz (6) imamo
lim ( iz -7
N 00
odnosno {(5)

Kako sve tacke ﬁzn pripadaju telu beskonadno-dimenzio-

nog simpleksa ff(ﬁo,ﬁxg,ixa,...) , L0 1 Ez pripa&a tom

skupu na osnovu relacije (5) ,s obzirom da je prema de-
finiciji O.4. ,telo beskonacno-dimenzionog simpleksa

zatvaranje skupa.

. k k k
Dalje, In~ mZn je ortogonalan na pljosan TT( 0, 2*""m n)’
pa je i ¥y - izn ortogonalan na pljosan TT( ’mxz""*m X,
jer Jje

Y = T * Ppi1Xnsr t Ypeo¥nen Teee e

Otuda va?i da je za fiksirano i (24£ign)

(8) <7 " n’il k0>"0 y

Ako sada u (8) za fiksirano i pustimo da n tezi bes-

konac¢nosti,dobijamo

Ly -5, 5% -Fo>-0 Gz2) ,

§to znaci da jJe Y - iz ortogonalan na pljosan
k~ k k
TT(mO,mxe,mxa,...) .

Konacno,

(y - £2) - (3

-y = -7y - Gr - fmy)

pa s obzirom na (4) i (5) imamo

lim ((y - Ez) -(y - kzn)) =0+0=0 .
N 00




Odavde Je
. k
1lim (yn - Ezn) =y — 3
Il O
odnosno
lim ” Jn 7 m? n” "5r - ” -
N~ OO
Sada je,zbog (5) .
| k ”x ~ X, ||
n I “<: m : ’
posto je i .
lim x; = lim —< — L X, e

n-yeo D00
Dakle,tacka y pripada beskonalno-dimenzionom simpleks-

valjku Eﬁa .Ovime je teorema u potpunosti dokazana. []

Definicija 4.5: Svaku funkciju

P()—>r
gde Je EP(H) partitivan skup prostora H ,nazivamo

volus u odnosu na ortonormirani bazis %:1.do

el,ez’.. i
su ispunjeni sledeéi uslovi:

1° Postoji konstanta ¢ takva da je slika tela pravil-
nog beskonalno-dimenzionog simpleksa ivice A jednaka
lim ¢ A" .
n-»+0°

2° k K
v ( B)=F2:;‘V( \f) )

gde smo sa :f ozn30111 telo bazisa EJB .

20 S1ika tela pravilnog beskonacno-dimenzionog simpleksa

ivice 1 :f(O,xl,xg,...) Jje

m-1
inf Zv( Eﬂ%) 0O




simpleksa ivice 1 je nula.Pri tome je c=0 .

Dokaz: Na osnovu leme 4,1, svakil beskonadcno-dimenzioni

simpleks tf(ﬁO,gx2,§x5,...) je pravilan i ima ivicu
Eﬁg .Prema delu 1° definicije #4.3. ,tada je volus nje-

govog tela
{O ;3 K=lyeeeqm—1

v(EY) = lim oD =

N—+»+00

Iz dela 2° definicije 4.3%. imamo sada

v( ﬁﬂB) = t..0=0 (k=1,...,m-1)

ol

' 1
v( °R) = ¢ .
m rz"m
Kako je m-1
inf Ev( EB) = inf ¢ = 0O
nEN k=0 n& N 2:m

to je na osnovu dela 50 definicije 4.3. volus tela
ff(O,xl,xe,...) nula.S druge strane,prema delu 1°  de-

finicije 4.3%. ,volus tela ff(O,xl,xg,...) je

lim c¢-1% = ¢ ’
n-» o
pa je otuda i ¢=0 . 0O
Neposredna posledica predhodne teoreme i definicije

4,3, Je

Teorema 4.4: Volus tela pravilnog beskonacno-dimenzionog

simpleksa ivice X (A>0) je nula. [

Primedba 4.2: Vazi

1im ntl nnAn = 0
Natee nl ({2 )

ntl 3D  yolus tela pravilnog n-dimenzionog

n! (Y2 )8

simpleksa ivice XN , a O volus tela pravilnog beskona-

gde Je

ino—-dimenzionog simpleksa ivice A .U




/

ke

.

]

-

Ako sa,<m oznalimo prirodno produienje Lebegove
n-dimenzione mere <Hn sa R™ na Hilbertov prostor H ,

pri Cemu Je +oo
<V\(I) d—;—f_—fm)\r (.Xl,)\e,...?,O)
r=1

gde Je
L = { tlel+ t262 +Iitl Oé tlé }\l 3 O$t2l‘$‘ Ag ;--c}

1 eys€nyees ortonormirani bazis prostora H ,onda vazi!

Teorema 4.5: Neka je T +telo pravilnog beskonaﬁno%dimen—

zionog simpleksa ivice 1 tf(o,xl,xe,...) .Tada je

- <ﬂ(T) ; 0..

Dokaz: Neka je :<M (T) = g .Sada je zbog slilnosti,mera tela

pravilnog beskonadno-dimenzionog simpleksa ivice

jednaka voe [0 31
(1) o[ n =48 r=
r=1 0, A>1 (g =0)

too, A>1 (g > 0) .
Kako je,oligledno,

MBI E%m-@( £,

to je zbog (1)
(2) MCER) =0 (x=1,...,m-1)
(3) (90 - .

‘<(\ mf’)ﬁ ﬁ'm

Kako je prema teoremi 4,2,
k
TC\Y B
k=0

to je i m=-1

ML \YM B,
k=0

pa s obzirom na (2) i (3) imamo




<%r'l (T)$

(m=2,53111} ’

ocdnosno

gs (mﬂg,a,..-) 5

B
(2 m
A
{2 m
odakle sledi g =0 .

Kao direktnu posledicu teoreme 4.5. 1 relacilje (1)

iz dokaza te teoreme,dobijamo

Teorema 4.6: Neka je T, telo pravilnog beskonacno-

dimenzionog gimpleksa ivice A .Tada Je

Dakle,zapremina tela pravilnog beskonacno-dimenzio-
nog simpleksa ivice A  Jje nula u odnosu na zapreminu

beskonadno-dimenzione kocke iste ivice.Ovaj rezultat u

potpunosti odgovara onom dobilijenom za konac¢no-dimenzioni

sludaj,podto na osnovu teoreme 4.6.(I) ,zapremina tela
pravilnog n-dimenzionog simpleksa ivice A  teZi nuli,

kada n tezi beskonacnosti.
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I11 Beskonascno-dimenzionl simpleks u

Hilbertovom prostoru.Opstiji slucdaj.

0. Uvod

U uvodu predhodne glave,veé smo definisali najopsti-
ji slucéa;] beskonacno-dimenzionog simpleksa u Hilbertovom
prostoru.U zelji da razﬁatramo opstiji slucaj od pravil—
nog,ali koji ¢e istovremeno biti pogodan za rad ka0 geo-
metrisko telo i dozvoljavati da mu se blizZe opisu neka
osnovna geometriska svojstva,posli smo od leme:

Lema O.1: Neka je e,,e5,... ortonormirani bazis Hil-

‘bertovog prostora H ,a

}Ci =>\iei (i=l,2,'-i) 3

gde Je {Ail= A .Tada je {xl,xa,... } pravilni bes-
konaéno-dimenzioni simpleks ivice ,XTE. Hilbertoﬁog

potprostora kodimenzije 1 u odnosu na H .

Dokaz: Skup {xl,xg,. oo } -ocigledno zadovoljava uslove
definicije 0.1.(IL) ,pa predstavlja beskonalno-dimenzi-

oni simpleks.Kako je za i1 # 3 (i,3=1,2,.4..)
“Xi ~ xjil‘:‘): “)\iei - )\jej“2= 2')\2 )
imamo
B S EN

pa su zadovoljeni uslovi definicije 0.5.(II),Cime je

lema dokazana. {]

Sada c¢emo osglabiti uslov \,\i\=)\ (i=1,2,...) u

predhodnoj lemi,zamenjujudi ga znatno opstijim

o< o £l Aslg P (i=1,2,.4.)

i time dobiti zeljeni model.Dakle,
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Definicija Q.1: Neka Jje ey,@54s-- ortonormirani bazis
Hilbertovog prostora H ,4

X; = A€ (1=1,2,00.)

gde je oL €A |€A (i=1,2,... ; oA, /D >0 rea-

ine konstanthTada :fﬁxl,xz,...) zovemo dobar besko-

nadno-dimenzioni simpleks.

Napomena: Primetimo odmah da iz leme O.1l. sledi da je

svaki pravilan beskonadno-dimenzioni simpleks dobar.

Obrnuto ,naravno,ne vazi.Kako se u daljem tekstu nelemo

baviti opStijim sludajem od dobrog,to ¢emo u daljem tek-

stu,radi jednostavnosti,red dobar izostavljati i pisati

samo beskonadno~dimenzioni simpleks. O

Teorema O.1l: Za svaki beskonadno-dimenzioni simpleks

thxl,xg,...) ispunjena je relacija

x(xrﬁl_ n? *n+2” xn"”) - z(xn’xn+l’”')

(Il=2,5,.-.) .
Dokaz: Oznadimo sa Y* skup svih vektora prostora H ,

koji su ortogonalni na skup Y .Neka je

NS -il(xn-l-l" ]&1" Xn+2” Xn"”)
proizvoljni vektor razlicit od nule.Vazi
LY 3 X;=%, > =0 (i=n+l,0+2400s)
pa je
(1) A; LT 5 e N LY 5 oe> (i=n+1l,n+2,.04)>
Stavimo \f’j = <y,ej> (§=1,2,...) Iz (1) sledi

(2) ‘. = ')‘Ij:‘fn (i=n+l,n+2,...)

pa s ¢obzirom da Je




imamo na osnovu (2)aes

2 2
NE .
E == £ |l7il* ;

: N
1=1 1

odakle Jje zbog predpostavke o simpleksu

+ 0

2 pl 1

A Po E '?gg < +00 .
i=n

Odavde sledi “Pn = 0 ,pa Jje na osnovu (2)

y =¥yeq et Py qen g '
Kako Je

- Lpl n-1

to je,dakle,
il(}:n_l_l— 'Xn,]{n_{_z“ Xn$t-.)éi(xlganchn_l) .
Po3to,oligledno,vazi
< (Xl"' ’ 1'3'?“'r1-l)':-:-- iJ{XnH__ “n1*n+2” xn’”') ?
imamo |
(5) i?xn_*_l_ xnjxn+2" }Cn,---) = i(:{l,-t- ,}Cn_l) .

Kako Jje Jasno da jJe

Al
i (Kn,xn+l,...) = i()‘ll,---gxn_l) 9

to je s obzirom na (3)

:iarxn+l- *nr¥n+2” xn”") - ;Z(xn’xn+l"") ’

odno sno

-——-“ e
i (Xn_{_l- Xn,xn+2— n,ltt) - x%xn,xn_}_l,lii) 5

odakle sledi tvrdjenje teoreme. ]

Teorema Q.2: Za svaki podskup {xj SETRES } (n=2)
1 n




beskonadno-dimenzionog simpleksa tf(xl,xg,,._) vazii

relacija

3(}{;?_ -~ lel ié'l_:_ {jl""’jn}) = E({Xal-ku{xl“¢{jl’ ~

,-...,jn} ) .

Dokaz: Niz vektora Xy 3590 poredjajmo u novi niz

xi,xé,... ,ede je

” - ”
— . . ~ = X. = .
Xy xag yes ey n-1 X y Xy X ’

dok se ostali vektori redjaju onim redosledom koji su
imali u nizu Xy 3Xosene .Primenom teoreme 0.l. na sim-

pleks ff(xi,xé,...) imamo tvrdjenje. U

Teorema 0.5: Neka je {x. ' X - ,...} beskonacan pod-
J17 o

skup beskonacno-~dimenzionog simpleksa :f(xl,xg,...) R

{xl,xg,...}\. {le,xjg,...}

beskonacan skup.Tada je

takav da Je

i(xje- le,xja_ '}le,-..) = :(le,xje,---) .
e de
Dokaz: Neka Jje yex(x.—x. JX. = X 4ees) 1
_— Jdo J1 35 Jy
+ P
v = :Z:Y;ei Kako Je
1=1
<y 3 }Cj - le> = O ‘ (D=2,5,..-) 9
n
to Jje P &
Ji J1
\Pa. = - }\. (n=2,5,...) 5
Il Jn

odakle,slidno kao u dokazu teoreme 0.l.,dobijamo

\?. =O (n=1,2-’¢0-)
Jn

pa je v & L ¢ xil i${jl,j2,...} ) .




Odavde sledi

o .2 . .
’-';ﬁ (ij" :{j ybs T K'.: 1"'>g i(xli; 12’?-{311,]2,“.}) 0

1493 91
Posto je,ocigledno, .
i(:{ [ 1%{31,32,...} ) C iA-(X ~ .1 35— le,-ea) )
to je
-i.l.(xj2-— le,xjs— le,...) = I(xil 1&‘;{ jl,jg,...} )

odakle se,na isti nadin kao u dokaszu teoreme O.l., dobija

tvrdjenje teoreme. [J

1. Pljosni i teziste

Pljosan i te?ifte beskonadno-dimenzionog simpleksa,
veé su odredjeni definicijom 0.3.,(II),o0dnosno definici-

jom 2.1.(II)

yooe } beskonacan podskup

Teorema l,1l: Ako Jje [ x. ,x.
J { Jl’ 3o
beskonacno-dimenzionog simpleksa tf(xl,xg,...) ,onda

je pljosan 1T(xj X 5 ,eee) Hilbertov podprostor pro-
1 2

stora H generisan vektorima x. ,X.
d1’ 92

Dokaz: Ako je skup D = {1,2,...‘5\{31,32,...} be s~

,lll *

konadan,onda je na osnovu teoreme 0.3. ,

(1) :f(sz- le,...) = I(le,xje,...) "

Ako je,pak,skup D konacdan,onda na osnovu teoreme 0O.Z2.

imamo za skup {letJD = D’
I ( X 5= lel ie {l,E,...}\D’ ) =E({le§u{xi,

lie {1,2,...3N D" )

Sto s obzirom na dinjenicu




odnosno opet relaciju (1) .
Na osnovu (1) Je sada

TT(le,sz,-n-) = le+ ;ﬁile,xj

2 2

Ovime je teorema u potpunosti dokazana. [

Teorema l.2: Ako je skup {31=32"'f}§.N konacan,

onda Jje

Tix. ,x.
J1

32,...) = { "Fjlle+ lfj2xjg+...) \fjl+ ‘fj +

2

fens =1}

Dokaz: Neka Je jk poslednji broj u datom nizu.Tada za

. -+ W, - . o e o aX. —m KXo
Yy & xal i( 32 Xals ) J}{ Jl)

postoje realni brojevi P, ,...,‘Pj takvi da je
K

J2
v = le+‘szCx32- le) tooet YBk(xjk— le) .
pa Je
(1) vy = (1 - "Pjg—...—- "f’jk)le-&- _‘Pjngz+...+ ‘iojkxjk .
Stavimo sada Lle = 1 —\fjgu...ﬂ‘fjk .Iz (1) onda

gledi teorema. LJ

Teorema l.%: Tactka O Je te?iSte beskonacéno-dimenzio-

nog simpleksa :f(xl,xg,...) .

DOkaZ: NEka je 4;le(n),...,xjn(n)}'€;*{Xl,xe,-.. % -

S obzirom da vekborl Xy ,X5ye. ¢ine ortogonalan s1s~

,---) = ;ﬂ(leng ,III) »



ol

ten,1mamo

- - 2 2 2
‘{jl(n)+"'+“jn(n) Ajl(n)h'ﬁkjﬂ(n) . nf:'>2 /52
n | - ) 2 = 42 - Tn
odakle sledi e o haeidX.
. Jl(n) | Jn(n)
1lim =0 .0

1
n-,oo

Teorema 1,4: Tadka O je teZiZte svakog beskonadno-dimen-

zionog podsimpleksa simpleksa ff(xl,xe,...) .

Dokaz: Neka je simpleks :f(xj )X 5 ,e.s) neki beskona-
1 2

dno~dimenzioni podsimpleks simpleksa ff(xl,xz,...) . Po-

redjajmo vektore le,xje,... u niz xi,xé,... na
sledeéi nacdin:
x]; di-g X . (n=l121---) .

In
Primenime na simpleks ff(xi,xé,...) teoremu l.3. Do-
bijamo tvrdjenje. U

Teorema 1l.5: TefiSte svakog n-dimenzionog podsimpleksa

beskonacno-dimenzionog simpleksa :f(xl,x2,...) ,nalazi

~ se unutar sfere &iji je poluprecdnik 5 .
¥ n+l
Dokaz: Neka su X, yees,yX; temena proizvoljnog

91 dn+l
n-dimenzionog podsimpleksa.,Tada je njegovo teZiste odre-

djeno wvektorom
X. +tooetX.

_Jl dn+l R
n+1
R T .
J1 Jn+l < 3
n+1 L ~ n+l L

to sledi teorema. []
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2. Vigine i wvolus

Pojam visine beskonasno-dimenzionog simpleksa dat je

definicijom 4.1.(II) .

Teorema 2.1: Visina beskonadno-dimenzionog simpleksa

:f(xl,xg,...) koja odgovara temenu X, (n=>1) je duz
koja spaja X, sa +adkom O .Pri tome je duZina visine

\xnj a podnozje tacka O QGrtocentar simpleksa.

Dokaz: Kako je prema teoremi 1.l.

ﬂ(xl,-.-,xn_l,xn+l,..-) = I(Xl,.--,xn_l,xn_*_l,--.) ’

to Jje X - 0 = Xn ortogonalan na pljosan
TT(xl,...,xn_l,xn+l,...) ,a podto O pripada toj pljo-
sni,jer je ona Hilbertov podprostor,to sledi tvrdjenje
teoreme. [l |

Kako smo u glavama I i II videli da se pojam zapremi-
ne ,kao Lebegove mere,moze dosta uspesdno zameniti pojmom
volusa,to éemo i ovde nastaviti sa istom idejom.Pri to-
me ,naravno,definicija volusa za ovaj opstiji slulaj,
mora da se poklapa sa rezultatima iz glave II u slucajJu
da je simpleks pravilan.Dakle,

Definicija 2.1: Svaku funkeciju

v: P@E-—=r |,

gde Jje E’(H) partitivan skup prostora H ,nazivamo
yolus u odnosu na ortonormirani bazls €;4€549ee- »8KO
su ispunjeni sledeéi uslovi:

1° Ako jJe :f(xi,xg,...) pravilan beskonadéno-dimenzioni

]

simpleks,onda Jje volus njegovog tela nula.

20 ako je volus tela nekog beskonadéno-dimenzionog

podsimpleksa kodimenzije 1 ,simpleksa ‘f(xl,x2,...) ’
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jednak nuli,onda je i volus tela simpleksa ff(xl,xg,...)
rula.

BO'Ako je :f(xl,x2,...) beskonadno—-dimenzioni simpleks
koji nije pravilan,onda postoji konstanta c(xl,xz,...)

takva da Je volus njegovog tela

| n Jj-=1l
V(X 3X55eee) = lim c(Xy,X59e0e) r_7 r“1”xi- Xj” .
N-soo j=2 1=1

Teorema 2.2: Volus tela beskonadno-dimenzionog simpléksa

“.f(xl,x2,. «e) Je nula.

Dokaz: Ako Je c(xl,xg,..f) = 0 ili je simpleks

ff(xl,xa,...) pravilan,onda nemamo Sta da dokazujemo,
posto tada iz dela 30 ,odnésno 1° ,definicije 2.1. sledi
tvrd jenje teoreme.Predpostavimo,zato,da Je

c(Xy 4Xp9eee) O
i da Ef(xl,xe,...) nije pravilan beskonadno-dimenzioni
simpleks.
Kako v(xl,x2,...) mora biti konadan broj,to znaci i

da beskonadéni proizvod
4 -1

T Flig- 0

3=2 i=1
mora biti konacan broj.
Ako je M = O ,opet nemamo Sta da dokazujemo,jer iz dela
39 definicije 2.1. sledi onda tvrdjenje teoreme.Predpo-
stavimo,zato,da je MAO .
Koko je po definiciji

n Jj-

V(Xe,xa,.--) = lim C(X y X 9-”)|—_l r-l“xl- X ” ?
Jj=3 i=2
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jer u protivnom,ako je simpleks :f(x2,x5,...) pravilan,

teorema sledi na osnovu dela 1° i 2° definicije 2.1.3 to

je ﬁ Flix,- =l

JXzyees) = 13 Kogees) _ g=2 i=k
S )llxl”;zllﬂ’tl Xalle + o[ X1 -Xpl

I\ ~p OO

(il :%:l---;g2 u‘nxl"}% Hoewo |l xq-x 4 O Jjer pripada proizvodu

M) .Ako Je c(xz,xa,...) = 0 ,onda iz (1) sledi

(2) v(Xz’Xa,cn.) = O s
pa se,na osnovu dela 20 gefinicije 2.1l.,dcbija tvrdjenje

teoreme.Neka je,zato, c(x2,x5,;..) £ 0 .U tom sluaju

iz (1),s obzirom da v(x2,13,...) mora biti konadlan bro]

i posto Je

n Jj-l1
nN-p oo j=2 i:l

C(XmaXgqgoss)
_ 27357 .
N c(kl,xg,..;j v(xl,xe,...)

takodje konadan broj,sledi

(%) "~ lim “xl- xg“‘“xl" x;” voo ”x]_"' xn” = M'1.

je ili +ee 1ili konadan broj razlicit od nule.Ako je

My, =+oo ;onda iz (1) imamo (2) odakle dobijamo tvrdjenje

teoreme.Ako je M, £ O konalan broj,onda iz (3) sledi

da Jje
lim lel— x, [[= 1
n-»oo
odnosno J_ﬂ__ﬂ——
. 2 2
1im )\1+An = 1
T~ 0o
Sto znali da postojl
lim )\;?1=K

I1-» 00O




1 da Je

Na isti nadin,formirajuéi relaciju koja je ista kao

samo sto umesto X4 uzimamo X, ,dobijamo da Jje ili

v(xl,xa,...) = 0

ili je
1 -A5 =K .
Itd. Dakle,ako predpostavimo da je

v(xl,xg,}..) # 0
imamo
21 = XS =1 -2 =
K =1 ‘Alr_ 1 ‘AE = e
odakle sledi da postoji A >0 tako da jJe

2 2 _ 2
A-Al—)\e—--- .

Odavde ,na osnovu leme O.,1l. imamo da Jje simpleks
tf(xl,xg,...) pravilan,8to Jje u kontradikciji sa
prvobitnom predpostavkom u dokazu.Prema tome,mora
biti

V(}Cl,xe,...) = O ’

cime je teorema u potpunosti dokazana. O

2. Opisana sfera

Lema 3.1l: Ako beskonadno-dimenzioni simpleks (xl,xe,...)

ima opisanu sferu,onda mora postojati

1lim )\‘g = 25

Jj-r o0
i red +00 5
1 2
PAE LS ;)
i=1

konvergira.

Dokaz: Neka je 2z vektor kojim je odredjen centar opisane

(1)

¥



.y A ¥

<fepe.Tada za bilo koji par prirodnih brojeva 1i,j21

W &

vazi , 5

[EARED Rl EXd
odakle Je

1,2 1,2

(1) <Xiaz>"<xj"z> =§Ai“§,\j *
Kako je +oo

7 = z <453-J , z>eJ

J= +0o0

to zbog || zll<+® konvergira red Z<ej N z>2‘ ’
pa Jje a=t

1im <ea. , 2 >=0.

j-» oo

Odavde je zbog l)\j | & 3

(2) 'lim<xj,z>= ‘lim )\d<ej,z>= .

J=» 0o J-» 0
Iz (1) sada imamo
2
J

2
25 = Ai-2<xi,z>+2<xj,z> .

pa ako i ostavimo konstantnim a pustimo da teZi

beskonadnosti,dobijamo,s obzirom na (2),

R
2N - : 2
(3) lim A5 = A 2Lxy ) :
Jjvo0
stavimo 1i O =3 lim AS ,
j-voo
onda iz (3) imamo
1 )
Lej s 22 =32 "X,
odakle ;je +o0
)
2 (Ex; - 502 = llzlif<re .0
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Lema 3.2: Ako postoji 11m..&j = 2 1 red
jo» oo
4 o0
1 -JRY:
Z(E’)‘i' )si) |

i=1
konvergira,onda beskonadno-dimenzioni simpleks
ﬁf(xl,xg,...) ima opisanu sferu.

+¢o 5
1
TDXE TVET R
i=1

Dokaz: Uocéimo vektor

i

Vektor 2z postoji,jer po predpostavci

400 |
1212 = 2 (ha, - )2 areo
i= *
Sada Je
<ej 222 ""]é'\i""f;'i“
pa je
1,2
(l) <xi,z>=-2)\i—6- .
Isto tako je
(2) <x5,2>=5r5-3

pa oduzimanjem (2) od (1) dobijamo

<Xigz>-<xj,z> =%A§‘—-]§A§ ’

odnosno \Ixi' z||2 =-“xj_ z “2 :

$to znali da je za bilo koji par prirodnih brojeva 1i,j 2 1
ispunjena Jjednakost

\IXi“ zllﬂ.“xj‘ z ] .
Odavde zakljudujemo da beskonadno-dimenzioni simpleks

f(xy4%5y+++) ima opisanu sferu &iji je centar talka 2z .

Teorema 5.1: Beskonadno-dimenzioni simpleks‘jle,xe,...)
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ima opisanu sferu,ako 1 samo ako postoji lim 4x3 = 2¢

J
400 5
2 (3ag 5076
i=1 *

xonvergira.Pri tome je centar opilsane sfere odredjen
+o0 i.
_ Y (La. -9 e,

a poluprecnik
g = d:254-

Dokaz: Prvi deo tvrdjenja teoreme je direktna posledlca

i red g2

vektorom

leme 3,1. i leme 3.2, ,dok za poluprednik imamo

g '4 |xi_ Z“2 = “ Xill 2 +.HZ “2 -2 <xi y 2 > -

240 =2(3x5-3) -{25+6 .0

Lema 3.5: Ako beskonadno—dimenzioni simpleks ‘S(xl,xg,...)

jma opisanu sferu,onda za njen poluprelnik X vazi re-

¢ »(2¢8

sa jednakoScéu,ako i samo ako vazi relacija
(l) A]%_ = Az (i=1'2,lli) 9

gde je A P> 0 realan broj.

lacija

Dokaz: 1° Predpostavimo da relacija (1) ne vazi.Tada

postoje dva prirodna broja k 1 m (k,m>1) takva

: 2 . . 1 . 2
da Je )\k £ )\i .5 obzirom da je 5= % .llm ’\j ’
: j» o0
| . 1 S |2 1 S .2
to bar Jjedan od 1zraza ( = ‘xk - -1_1( ) ( g)\m- T‘m )

ima da bude razlidit od nule.Otuda je 1 S £ 0 ,pa jJe

na osnovu teoreme 5.1,

g=\!25+e >"{ZJ-: .
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29 Neka vaZi relacija (1) .Onda jJe

+ o

O = :Ei T—-( 3 2 . 8)° :

e fema 4
2008 ceBs J° ¢ -V25+6 ={28 .0

Teorema 3.2: Ako beskonacdno-dimenzioni simpleks

ff(xl,xe,...) ima oniéanu sfefu onda Jje centar opisane
sfere tactka O ,ako i samo ako Je simpleks pravllan.

Dokaz: Teorema je dlrektna posledlca leme O.1l. i leme 3¢50 0]

Primedba 5.1: Prema teOremi 2.3.,(II) i teoremi 2.5.(II) ,

centar opisane sfere i teZiZte pravilnog beskonacéno-di-
menzionog simpleksa Je ista tacka.Isto tako,prema teore-
mi l.%. tadka O Jje teZidte beskonadno-dimenzionog sim-
pleksa.‘f(xl,xg,...) ,a prema teoremi 3.2. centar opisane

sfere je tadka O ako i samo ako je simpleks ‘j(xl,x2,...)

pravilan. O
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IV Upisane sfere beskonadno-dimenzionog

gimpleksa u Hilbertovom prostoru

C. Uvod

PoSto beskonadno-dimenzioni simpleks definisan u pred-
hodnoj glavi predstavlja znatno opdtiju strukturu u odnosu
na pravilni beskonaénOHdimenzioni simpleks obradjen u gla-
vi TI,to0 je i problem egzistencije 1 odredjivanja upisanih
sfera znatno sloZeniji od onog u glavi 1ll,pa g3 otuda i

izdvajamo u posebnu celinu.

1. Upisane sfere i tacka O

Teorema l.l: Upisana sfera simpleksa koja dodiruje sve

beskonadno-dimenzione pljosni kodimenzije n (n>1)
beskonadno-dimenzionog simpleksa,svodl se na tatku O.

Dokaz: Iz teoreme 1.1.(III) sledi da su sve beskonacno-

dimenzione pljosni kodimenzije n (n21) ,Hilbertovi
podprostori.Samim tim oni sadr¥e tadku O ,koja se nala-
zi na rastojanju jednakom nuli od svakog od njih,pa ima-

mo tvrdjenje. O

Teorema 1l.2: Upisana sfera simpleksa koja dodiruje sve

beskonadno-dimenzione pljosni beskonacne kodimenzije
beskonaino-dimenzionog simpleksa,svodi se na tacku O .

Dokaz: Dokazuje se na osnovu teoreme 1.1.(ITT) kao 1

predhodna teorema.ll

Kao direktnu posledicu ove dve teoreme imamo

Teorema 1l.3: Upisana sfera simpleksa koja dodiruje sve
peskonadno-dimenzione pljosni beskonadno-dimenzionog

simpleksa,svodi se na tafku O . U
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Iema 1.1: Neka je  x. : (n>21) ortogonalna
Jl.'.an

projekcija tacke O na pljosan TT(xj TERREX )
1 n

beskonadéno-dimenzionog simpleksa :Y(xl,xg,...).Tada je

gde Je

Dokaz: Kako je,po predpostavci,vektor -0

X . “
Jl...an

ortogonalan na pljosan TT(xj reoesXy ) ,to je

1 n

. » . . = O .= [ B
<xal...3n ’ XJi xal"'3n> (i=1, n)

pa Jje | “xa " “2
(1) <Xy ewad, %5 > T v

i s
(i=l,ece,n1) &
Posto vektori €1 9855000 ¢ine ortonormirani bazis a

X . : kao projekcija tacke O na pljosan
Jllttan

TT(xj ,...,xj ) pripada toj pljosni pa samim tim 1
1 n

Lle. yoneqe. ) ,imamo na osnovu (1)
J1 In
n

2 * . =Z - » . . =
(2) Xal"‘an <:Xal"'3n . eai?>%&

i=1 n g
2 E i
—_— x - - ————

Kako Jje uvek ‘Ixj jl'f 0 ,jer bi u protivnom posto-
- & B n

1




jali realni brojevi P. ,..ey s takvi da Je

O = . = . . +oest . 2.
* 5,8 tPan 3

Jl"'jn d1 d1 n

i \f. +...+‘f. =1 ,a Sto Je nemoguce,
Jq ~dp

s obzirom da su vektori ej ,...,ej linearno nezavi-
: 1 n

sni.Sada je iz (2) |
| | a
2 b 1
(ESTPUOPN el LSO N 12—..1 2

odakle Je
(3)

Stavljajuéi da je gjl‘”jn =u le“'jn” ,na osnovu

(2) i (3) dobijamo tvrdjenje leme. [

Teorema l.4: Kvadrat rastojanja tadke O od pljosni
X . :

T L PN

vektora

,es») Jje harmoniska sredina kvadrata normi

x- ,iii &

X .
3177 dp

Dokaz: Ako je I (x,

5, 9% sese) konadno-dimenziona plJjo-
1 d2

san,tvrdjenje sledi 1z 1eme l.1..4ko0 je,pak,TTij yeoso)

3 X .
1 Jd2
beskonadno-dimenziona pljosan,onda je na osnovu teoreme

1.3, rastojanje tadke O od nje jednako nuli,a za har—

monisku sredinu imamo

1 -0 .0

1im -
n-+oo :E 1
AE

Teorema 1.5: Beskonadno-dimenzioni simpleks “j(xl,xg,.,.)




cod
R
ima upisanu sferu reda n (nx0) sa centrom u tacki

0 ,ako i samo ako je on pravilan.U tom slucaju je

126‘ . 1 .. 2

T = ,gde Je 5= > lim A .

noe | 3
Un+1 _ 5o

Dokaz: Za n=0 imamo opisanu sferu simpleksa,pa iz

teoreme 3.2.(III) sledi prﬁi deo tvrdjenja,dok na osnovu

teoreme %.1.(III) imamo

V0+l

Za n>»0 Jje iz predpostavke da postoji upisana sfera

reda n sa centrom u tadki O

gl...n (n+1) =§1...n i (i=n+2,n+3,004)

pa na osnovu leme l.l. imamo

1 _ _ 1
'}?*“'*%ﬁ*?}?‘ ’l‘é*'“'*Tlé*TiL?
1 n n+l 1 n i
odakle je
(1) z\§ = AI21+1 (i=n+2,n+3,400)

Takodje mora biti

§>(:fi+1)(:t1+1~2),.......‘.(2n+l) - §’lt: (n+2) o0 (2n+l)
(k=l,¢c0,00)
pa Jje

2 2
(2) )\k = An"l'l (k'—"l gy se }n) .

] . 1.2
Iz (1) i (2) 4imamo z=a é_= -2-)\114_1

)\:.2L= 25- (i=l,2,---) )

te je na osnovu leme 0,1.(III) simpleks pravilan.Pri to-

me Jje

rnon=§l...n (n+l) ~
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Sa druge strane,ako je simpleks pravilan,onda su na

osnovu leme l.l. sva rastojanja tadke O od konadno-

dimenzionih pljosni iste dimenzije 1 med jusobno Jedna-

ka,pa Sledi da pbeskonadéno~dimenzionl simpleks ff(xl,x2,...)

ima upisanu sferu reda n ,éiji je centar tadka O .Ovime

‘je teorema dokazana. ]

Napomena: Radi vele opStosti rezultata,u narednom tekstu

za centar uplsane sfere,izostaviéemo uslov da mora pri-

paaatl telu simpleksa. Otuda,pod terminom "upisana sfera

podrazumevacemo od sada 51r1 pojam,koji pored dosadasnje

upisane sfere uklaucuae al poaam da ga tako nazovemo,

tgpolja upisanih” tj. "pripisanih” sfera. O

2., Upisana sfera reda 1

Teorema 2.,1: Ako beskonadéno-dimenzionl 51mpleks

ff(xl,x2,...) ima upisanu sferu reda 1 sa centrom u

tadki i odredjenom vektorom 2z, 1 polupreénika T4 9

onda vazi relacija

1im (Aa - P, (.\ +A2)) = ri,,-—llzlll

Joo

gde j? ‘fijxi + (1 -‘?ij)xj ortogonalna projekcija

vektora z, Da pljosan TT(xi,xj) (i< j) simpleksa.

+dg ortogonalna projekcija vektora 2zy

Dokaz: Neka Je 1

na pljosan Tf(xi,xj) Kako je ljzlé Tr(xi,xj) ,t0 na
osnovu teoreme 1.2.(III) postoji \Pij takvo da
(1) - 1le = Y. .X. + (1 - "P )X

171

S obzirom na predpostavku imamo da Jje

: L i'




(3) “ Zq - ijzl” = T1 0 .
Zamenom ijzl iz (1) u (2) dobijamo
N 2 .
(4) <zl y Xi- xj> = \fij )\i - (1 - \Pij) )\J. (i< )

a Zamenon ijzl iz (1) u (3) imamo

(5) Nzl +¥3Mx; 112 + @ = By Ml 1% - 2 mg ey > -

2
MnoZeéi jednadinu (4) sa (-2‘Pij) i vrdeéi odgovara-
juéu zamenu u jednadini (5),dobijamo

<Zlixa> ”Zl” ;I']2_W+)\ "\\02 ()\ i)) ’

odnosno

OREHTIVE '2"—( 20 = rd, + A% -?2 (A5+ AD)
(i<3) .

Kako je + 09

(7) {12, 0° Z<zl,e Z —-g (N2l - r5ee +

2 2 2 2342 e
FAG T PLAT F AT ¢ Kzl >0
to iz konvergencije reda na desnoj strani relacije (7),

proizilazi tvrdjenje teoreme. J

Teorema 2.2: Ako beskonacno-dimenzioni simpleks

“f(xl,xe,...) ima upisanu sferu reda 1 sa centrom u
taékif Slﬁ= odredjenom vektorom Zq i poluprecnika T4 00 9
onda postoji beskonadan niz prirodnih brojeva (jk) takav
da Je

1im \F = C. . lim c. =% ’

1J 1 J

»



-
;o
A

- \ . . | : . .
gde je Pijf;i + (1 \Pij)xj ortogonalna projekcija

vektora z; na pljosan TT(xi,xj) (i< j) simpleksa.
Dokaz: Kako je niz (.x%) (j=1,2,+..) oOgranicen
(o{.gé )\g < (52) i beskonadan,to on mora imati neku

tadku nagomilavanja b .Neka je (.K% ) (k=1,2400s)
.

beskonaéan'podniz niza (.X%) takav da Je

(1) 1im A% = b .
jk*Cb -li B

Iz relacije (4) u dokazu teoreme 2.1, imamo

(2) <Zl’xi> = <lex' > -)\gk +\?13k(>\32- + )\ik)

Ik
(i< 3y) -

Kako Je + o0

Z<Z y X4 >2< |z "2 )

k=1
to Je

(5) 1im <:Zl ’ Xjk:> = 0 3
Eh{*OQ

pa kada u relaciji (2) pustimo da 3> dobijamo,

s obzirom na (1) ,

(4) <2y 4% > = lim \Pijk( )\3?_ +r\§k) - b

Jy o O
odakle sledi da mora postojati 1im k‘oijk Jkoji
Jy>°
éemo oznaliti sa cCy Sada je iz (4)
(5) <zl,xi>=ci(ag+b)—b :
0odnosno .
< Zq 9 xjk>= cjk( Kﬁk'i' b)-b .
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j ;
- T

I |
bt

odakle,s obzirom na (1) i (3) imamo

lim CJ- w2 ? o D
jk_}W £

Lema 2.1: Ako beskonadno-dimenzioni simpleks “$(xy,X5yees)
ima upisanu sferu reda 1 sa centrom u tacki SlW odre-
djenom vektorom Zy i poluprecénika Ty o0 ,onda Je

rin - H51“2 = %'b y

gde Jje b tacka nagomilavanja niza ,(.Kg) (§=142400e) o

Dokaz: Na osnovu teoreme 2,1l. imamo za niz (,\% )

(k=1,2,+...) 1z dokaza teoreme 2,2. da je

. 2 2 2 2
lin ()\ 3, -‘Plak( A3 ) - i - 2 M5,
Jk""m
odnosno
2 2 2 2

odakle,s obzirom na teoremu 2.2. dobijamo

im (b - o2 (A3 b)) =ri -zl
: Jx Ik

b -.%-( b+b) = r%m,-uzlua .

Teorema 2.5: Ako beskonacno-dimenzioni simpleks

$(xy4%5s0..) ima upisanu sferu reda 1 sa centrom u
tackl 54 00 odredjenom vektorom Zq ,onda postoji priro-

dan broJ io takav da jJe

<Zl 3 ei> —5\—;( ~b V__q-b + b)\2 )

<zl y €5 > -5\1-—_-( -b+—v—12:Vb2+b*>~§-_ )

(1>1) )

1l




i gde Je b = 1lim )\i .
i-%» oo

Dokaz: S obzirom na lemu 2.1. iz relacije (6) u dokazu

+eoreme c.l. sledil
_ 1 1 2 2 2 2

Ako u (1) stavimo J=j, 1 pustimo da J, —>teo ,dobi-

jamo 1 ~
0=—§b+b—c§(A§+b) :
5to znacli da je ;
(2) 02 = :
2(XT + b )

Ssada iz relacije (5) u dokazu teoreme 2.2. imamo

+ b 2
<2y 4 %> =-b_\|— — (A + b)
1 * 2(Jg§i+ b) 1 ’
odnosno
(3) <Zl ,x1>--b"_'_—v_§_-_— b2+b-)\§ .
-Pogto Je lim.<le,xij> = O i b f'O kao tacka

nagomilavanja niza (.X§ ) ,to iz (3) sledi da mora
| k

postojati neko 1 takvo da je za i>1

dokazana. O

Teorema 2.4: AKO beskonadno-dimenzioni simpleks

ff(xl,xz,...) ima upisanu sferu reda 1 ,onda Je naj-

vige konadno mnogo vrednosti }\g

1P

Dokaz: Iz relacije (4) u dokazu feoreme 2.1, sledl

razlidito od b= lim )\f._
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+

2
| <z, 4 %, - Lz 5 X5 >+ AT o
(l) \fla = L l> 5 21 l - (l<a) )
AL+ .\j
dok iz relacije (6) u dokazu iste teoreme 1imamo,s obzirom >
na lemu 2.1l., '5
2 - 1
2N -~ 2<z x; > = b
e 3 1l * ™5 2 . .
@ M- AC + AT (i<s) -

i, j

Ako f zamenimo iz (1) u (2),dobijamo

ij
(%) (<Zigxi>— <zl,xj ))2 + 2-}%( <zl,xi> - <zl,xj>) =
= ATA5 - 20 AT AN 2 x> - (A% a3 @< -

Stavimo 1li sada u (3) i=i°+ 1 ,imamo,s obzirom na Teo-

TemMu 2e5e

(%) %(“b2+b-,\§_ o :Vb2+b-)@. ¥ +
5 J
'\ 2 ‘{2 2 -‘/2 N2 N _
+92.\j( b +b).io+l AR A +b,\j)-—

2 2 _ 2 2y o FdRe N2 N
= A AF = 20A5 4 +AC-D YD + DAY )

1 +
1, 1 10

1, 2 >
- P(AY 41 A

Odavde sledi da postoji samo konacno mnogo vrednosti .h?

koje zadovoljavaju (4) .Otuda je skup

{Ai | i=1,2,... }

konadan,pa s obzirom da je na osnovu teoreme 2.5.
lim )\i = b
i-» co

imamo tvrdjenje teoreme. O

Teorema 2.5t Ako beskonadno-dimenzioni simpleks

tf(xl,xe,...) ima upisanu sferu reda 1 sa centrom u




tackil Slm odredjenom vektorom 2z, ,onda postoje priro-

dni brojevi tl,...,ts takvi da Je

2y = ﬂrtlet

i ( i¢(tl"“’ts}) ?
Ve = L (b "_:?%'Vbe + b-)\% ) .
| ; r

+~lii+ '\'J e ’.
1 | vy Ts |

S
. TV
1]

o’

A
r tr

Dokaz: Na osnovu teoreme 2.4.,postoji prirodan broj i;

takav da Je
2 C L 3 2
Ay =D (1)10) .
Neka Je il = max {io,i;}.Sada iz teoreme 2.3. sledl
da Je

<zl ’ ei> = 0 (i >il) 9
pa tvrdjenje dalje sledi na osnovu teoreme 2.5, O

Teorema 2.6: Beskonadno-dimenzioni simpleks ‘j’(xl,x‘?,...)

ima upisanu sferu reda 1 ,ako i samo ako postoje prirod-

ni brojevi tl,...,ts takvi da je
o ‘N2 _ .
1 )\i - b (l¢{tl,.--‘ts} ) .

29 Za trl< tr (rl,rae{l,...,s}) ispunjena Jed-

| 2
nakost
o LEV2 r oA - (6P s oAl 0P+
T T
1 2
+ E')\?( i\lbg + bv\% - (= b+ b')\i )) =
T T
1 2

::)\%akg _2()\§ +A§ )( —b:t b2+b')\§ )—
Ty T Ty Ty To |
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pri demu se u svim relacijama (%) uvek uzima istl

win—

: 2 2 .
znak i1spred ‘[‘; + b'>‘t za isto tr .

r

Dokaz: Ne smanjujuéi opStost,mozZemo predpostaviti da Je

{tl,...,tsﬁ;{l,...,s} .

a) Ako simpleks ima upisanu sferu reda 1 yonda 1°
sledi na osnovu teoreme 2eDe 4a 2% iz relacije (4) u
dokazu teoreme 2.4. s obzirom na teoremu 2.5..

b) Neka va¥i 1° i 2° .Uodimo tadku

Zl =’Ylel + et Yses 3
gde Jje
2 2
(1) V. = —=<—( b ¥ L 7+ bAS )
T oA Y2 T

(I‘=l,--.,S) .
Pokazimo sada da je 2z, vektor kojim je odredjen
centar upisane sfere reda 1 simpleksa,éiji je polu-

precénik

Zaista,neka Je
ij. | . .

Zy "\Pijxi"" (1 kPij)Xj (i< 3)
ortogonalna projekcija tatke 2z, mna pljosan TTTxi,xj)
(i< j) .DokaZimo da vaZe relacije

1] : .
(2) <zl- le . xi-—xj> = O (i< j) ,

(5) “Zl - lazl ”= rlOO (1<J) .
Razlikovaéemo tri sludaja:

1’ i,je.{l,...,s} .Relacija (2) je ekvivalentna sa

odnosno




-
Ls

Voa. =Y. AL+ XS
(4) S R S e d (i< 3) -

+d )\;?)_ +'_a\j

Pokazactemo da OVO i3 kﬁje zadovoljava (2),zadovoljava
i (3) .PoSto je (3) ,s obzirom da vazi (2),a na osnovu

relacije (6) iz dokaza teoreme 2.1l. ,ekvivalentno sa
z S
Y, X = 2 Vi 50-2’*!’2 p2 (A2 429
r=1 r=l
£3. .
2 2 2
Txﬁk.+A‘)+2ﬁJA +Eb—Aj=0 s

odakle je,s obzirom na (3),

(Yorg =Y, ,\ +,x )2
_ 1___2 'Y;\ +-2b-)\2._=0 .

pa Jje
. 2 . ay2¢np . _ _
(5) (Wyhg = Fad)® + 2AG(Yxy =Fydg) =

U242 o052 4 223N
= >\i AJ 2()\5_ +>\j)>\aﬂ‘y 'éb(k +)\) ’
Yto je ekvivalentno sa (%) s obzirom na (1) .Dakle

vazi (%)
2’ ié{l,...,s} a jé{l,...,s} .U tom slucaju

je Yy=0, ,\§=b,pa;jeiz(4)
e tiMtP
. N + b

vrednost kfij koja zadovoljava relaciju (1).Pokazimo

ds ona zadovoljava i relaciju (2) .Kako Je (2) ,na osnovu

(5) ,ekvivalentno sa
> BN

2
(Af/ )\i)g + Qb’?i)\i + R 21 = 0 ’
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. e -
F

: _ + 1 J*éﬂ Ly 2
’“i’iki_-b--—-{g_ bS + beAS

to je ekvivalentno sa (1),imamo da vazi (3) .

37 i,jé& {1,...,5} .Tada je 7V; = 'Yj =0 ,

2 .2 _ o . 1
A = 'Aj = b ,pa je (2) ekvivalentno sa tPij = 5 .

Dokazademo da je za ovu vrednost \Pij zadovol jena rela-
cija (3) .Posto je (3) ekvivalentno sa (5),koje ima ob-
1lik

2

0 = b - %( b+ b ) :

to je i (3) ispunjeno.

Dakle,pokazali smo da postoji tacka tako da vaze

2Z1
relacije (2) i (3) ,pa prema tome,simpleks ima upisanu
sferu reda 1 .Ovime je teorema u potpunosti dokazana. ]

Primedba 2.1: Nije se tesko uveriti da simpleks

ff(—2el,eg,e5,...) ima upisanu sferu reda 1 ,Sto znacli
da postoji simpleks koji nije pravilan,a ima upisanu

sferu reda 1 . [l

%3, Upisana sfera reda n (n>1)

Lema 3,1: Ako beskonadno-dimenzioni simpleks F(x;,X5jeee)

ima upisanu sferu reda n (n>1l) sa centrom u tadki 8

odredjenom vektorom Z i poluprecnika T, ;onda vazi

relacija

<:Zn’xj

n+1

l> = %( “Zn|l2 - rim - Zk“fg(jl,-..,jn_!_l) Agk) +
k=1

1 . . . L2
+ \F(Jla"'san+l) )\Jl“ ’

) 1 . . n+1l . .

1 n+1

ortogonalna projekcija vektora z, Da pljosan




s
k__.r o

Dokaz: Neka je z(jl""’jﬁ+l) ortogonalna projekcija

z, Da pljosan TT(X ,...,x ) .Na osnovu 1.2.(III)

J , 3n+l
Je n+l .
. . k . . -
(1) z(Jl"""""']n+l) ) :Ei \F(Jl""’3n+l)xjk ,
k=1
gde Je n+l 5
- k
(2) | Z \f(al,..-,an‘i‘l) —_ 1 o
k=l :

S obzirom na predpostavku Hmamo da Je

(%) <z - Z<31="'*3n+1) -le>= 0

(I‘=l qge e ’n+1)

Jr

(4) “ Zn - Z(jl,--;- ,jn+1) u = I'ﬁ .

7 amenom z(jl,...,jn+l) iz (1) u (3),dobijamo

(5) <Zn1x > = r\f(jl"';’jnﬁ-l) l\ﬁr - lkf(ujl,ili ,jn+1))\§l+

I.‘

+ L2, 4% l:> .

Zamenjujuéi z(jl,...,jn;l) iz (1) u (4),imamo

n+l

(6) “ Znu2 + zk\fg(jli"' ’jn+l) )\ik -
k=1

n+1l

- 2 Zk\f(al,...,gn+l)< zn,xa > .

k=1

Smenomn .<:zn}x :> na osnovu (5) u relaciji (6) ,dobijamo

n+1 n+1 5
. . 2 kwp2y/ .
u Zn\lg + Zk\fz(ala"'ean_‘_l) >\J - Z kf (Jla---s3n+1))\jk+
k=1 kK k=1
n+l

1 . . . 2
+ 2( \‘? (Jl,---,aml) A§1‘<Znale>) Z}-k\‘?(al"”’jni-l):rnm .
k=

1

Odavde se,s obzirom na relaciju (2),dobija tvrdjenje leme.




1

QA
Q|

Teorema %.1l: AK0O beskonadno-dimenzioni simpleks

ffol,xg,...) ima upisanu sferu reda n (n>1) sa cent-

rom u tadki S odred jenom vektorom z

noo 1 poluprecni-

Il

ka r__ ,onda vazi relacija

n :
lim (Zk-}.l\ﬁg(jal;”-sn)'\i + (l‘\o(jsls-'-in) - 2)°
' k=1 |

Jree

. 1“{’(;],1,...,11))\? ) = Hzn”2 - I‘im ’

gde Je

l\P(. . ; n+1 . .
J 1"‘1!] )}C.E-i----'i' \F(J - " & J )X-
1 n+1 gl 1 *Yn+l Y
ortogonalna projekcija vektora z, na pljosan

TT(le,...,xjn+l) .

Dokaz: Stavimo u iskazu leme 3.1l. da je

J = jl y 1 = 32 geeesy I = jn .

Tada imamo

n
(1) < zn’xj > = %( “ znl|2 - I'Iglm -zk+l\f32(j,l,...,n))\§) +
' ' - k=1

+ l\f(j’l,..-,n)Ag -— .]é_.l\fg(j,l,--o,n)A§ (j>n) -

Kako mora biti

Jjer Jje red Z<zniej>2 _ “ Zn"2

konvergentan,to ako u (1) pustimo da Jj—2?oe sledi

teorema. (1

Lema %.2: Ako beskonalno-dimenzioni simpleks (xl,xe,...)

ima upisanu sferu reda n (n>1) sa centrom u tadki 5___

koja Jje odredjena vektorom Z ,onda je tacno Jedna od




£y ™

gt
!

jednacina

(1) Ly = 8paeeesdpey) + %5, = ZC1eeessdnag)> =
(k=l,---,n+l)

linearna kombinacija preostalih n ,gde je z(jl,...,jn+1)

ortogonalna projekecija zﬁ na pljosan TT(X.: seeesXs ) o
Dokaz: Radil jednostavnijegiizia%avanja,uvedimo sledece

oznake

= n+l -
(2) Zn = ZBrer ':’ Z(jl,...’jn‘fl) = Exj ej
r=1 g=1 5 S
Sistem (1) Jje,s obzirom nagrelacije (2) yekvivalentan sa
sistemom
ogr ng 05 > = <2lneeeeainads X5 05> -
n+l e n+
2 % ; L > Ve - 7 Bies 2
as s r Jg dg
s=1 r=1 s=1
(k=1,...,0+1) .
odnosno -
(3) R AR P =§_5:-(x._g'3
Jk Jk Jk Jk “— JS JS jS

(k=l,-.-,n+1) .
Ako gistem (3) napiSemo u razvijenom obliku,dobijamo
sistem

(u;ji-xji)-(zsj;agy ¥ czs 5>+...+ 8 - ¥ ) =

r‘lrl ai"l-r-l

K3{'(33?’833*(33"}‘3)‘“3'35)*"'+ —3 ) =

(4)

e
L
»

331.(33:351)+ 331.(53;332)+...+(x | =23 &5 =85 ) =

I'H'i Jﬂﬂ. n+4




RNy

-
i
g

S

koji je ekvivalentan sa (1) .
Smatrajuéi da su (8. —E5% Ve (¥ ~%5 )
| J1 Jd1 dn+l Jn+l
promenljive u (4),matrica sistema (4) je
4: - Aa ‘: 8 Y - :
831 J1 332 8 Jn+l
X A U ‘
J1 25‘]2 2 KJn+l
M =
o »
‘: ‘: . - - ’ - Ao
FH 855 $ 301" Mnn
Oduzimanjem poslednje vrste u matrici Mo od ostalih,
dobijamo njoj ekvivalentnu matricu
o -1
-}\ . 0 . & @ O X-
Ji In+1
o _)\ = . » - O % .
d2 Jn+l
i : : : :
f b g " - A
Eal J2 | Ean.xan+l jn+1
MnoZenje prve vrste matrice M sSa 'K' / N jok:}
1 31" 70
dodavanjem poslednjoj,zatim mnoZenjem druge sa Xé /Aj
2 2
pa dodavanjem poslednjoj,itd.,imamo matricu
“-."" A- O e o8 O % .
J1 dn+1
0 "‘}\- e 8 0 >\-
Jo In+1
0 O * a8 "'")\ * >\‘
Jn dn+l
83, L6
O O a e O t - )\- (1_ "'"5\""_'— ~av e -
Jn+1 In+l 31 'Xjn




(2 Ly
O I

koja je ekvivalentna sa matricon MO .Matrica M2 je

ranga n ,jer Jje determinanta

1

— » O - & 9
N3, 0 ,,
O - . * 8 8 0
ng
: : : = ""l n . v @ ® 8
0 O s ee - -
.han
razlidita od nule,dok Jje
n p - Uj1 jn
det Plg - (-'l) >‘- . »a A- (8. "'A- (l"""""—"""—"""---" )\ ))=O
' J1 In dn+l dn+l Ajl | jn
posto Je , .
, Kjl X'jn
(5) K’ - A" ( Ll = —= =4~ A ) O .
Jn+l In+l Ajl 3
n
Naime, (5) je ekvivalentno sa
b Kf "
J J J
(6)  —= eeet X =2 -1,
J1 In dn+l
a kako Z(jl,--- ,jn_'_l)e -ﬂ(le,'-.,xjn_i_l) i
n+1 XEJ
2(3qseverdnst) = 2 x.
1 1dns]l \ . 3 ?

s=1 Jg S
to relacija (6) vaZi prema teoremi 1.2.(I1II) .Dakle,
matrica Mo koja Jje ekvivalentna M2 je takodje ranga

n ,pa imamo tvrdjenje leme. [

Teorema 3%.2: AKO beskonadno-dimenzioni simpleks
ff(xl,xe,...) ima upisanu sferu reda 1 (n>1) sa cen-

trom u tadki S_ = odredjenom vektorom 2z, i z(jl,...,jn+l)

je ortogonalna projekcija z, mna pljosan Tr(X . geeasXs )
J1 In+1




onda ako 2z 1 2(Jyseeesdy,g)

imaju samo Jjednu zajed-

nidku kxoordinatu jednaku,tada imaju jednake i sve ostale.

Dokaz: Uvedimo iste oznake (2),kao u dokazu leme %.2.

Predpostavimo,naprimer,da?je 8

: = 8- .Transfor-
n+1 Jn+l

midudi sistem (4) iz dokaza leme 3.2. na isti nadin kao

i matricu MO u M2 ,dobfjamo sistem

- )\jl( Ejl-— Kél)+

AP A FIR FIRLR

X5

(\"gn-i-l _)\jn+1( T

J1

A =

J1

-

AN, (¥. -¥-

dp+1 dn+l  dn+l
(¥, -8

dn+1 Jn+1 Jn+1
xgn .
) DI S,

A In+l Jn+l

In

Kako je na osnovu dokaza leme 3,2. zadnja jednalina

suvigna,odavde sledil

A, (. -8%) =X . ~-§-
31( J1 23’31) )\Jn+l( B’Jn-i-l 83n+1)
)\32( 25"31'2- 85}2) i )\jn+l( K'jn+l_ B'jn-%l)
(1) :
A =85 ) =X . - ¥ .
Jn( 6311 xan) A3n+1(\‘3n+1 gan+l) _
Posto je Kj . = ‘65 . i, )\j 4 0 ,to iz (1)
n+ n+ s
dobijamo
¥5 = %5 (esliem)

Sto je i trebalo dokazati.

Teorema 3.%: Ako beskonalno-dimenzioni simpleks

(X, yXryees) ima upisanu sferu reda n (n>1l) sa centrom
1?72 e}

)

)

)

—
[—

O



u tadki S5, odredjenom vektorom  Z = E Krer i
| r=1

polupreénikom T ;onda vazi relacija

, 2
T
L
. l"${31*'“*3n+1}
<Z(jl,--;- ’jn+l) sxj > =<znsxj -
ii k ‘ k +ll-+ —!-—2—'_"'
j Ad
1 n+l

(k"ll ye 00 ,Il-i-l)

gde Je z(jl,...,jn+l) oﬁtogonalna projekcija vektora

z, na pljosan TT(x. sesasXs: ) e
Jd In+l

Dokaz: Uvedéemo oznake (2) iz dokaza leme 3.2..Kako Je

”zn B z(‘-]'IT."*""""’*jn+l)" = The

to Je n+l

Z( % Jg xas 3 T -Zxrer ”2 ) riw

g=1
ré{al’“' "311-1-17]

(e PXEIEL IR 2 ¥ .
é {Jl’“"’an-l-l}

T, sistema (1) u dokazu teoreme 3.2. sledl

PN

. -¥5 =228, _-¥i )
Js dg ‘Ajs Jn+l dn+l
(S=l,...,n+l) .
pa Je n+l(\{ )2 . (b’ . )2
(2 C %) = A . =85 .
) gz; dg dg dn+l Jn+l Jn+l
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Smenom (2) u (1) imamo 2 22532
Teo r
£ 3
| L Jysesesd
(3)  (Ag 85 =Xy ¥ D% - —
n+l  In+l dn+l T dn+l 1 ., 1
Az = & & 2
X P o
J1 In+l

Kako je iz sistema (1) u dokazu teoreme %.Z2.

W) (N85 =N ¥ SERC VHEE SUNEP VIS SARDL

dg ~dg s Yg dn+l  In+l Jn+l n+l
(S=l,ui- ,n+l) 5

i posto Je
i/ X . = )\*K
Lono¥y 2= N85,

<Z(jls"'ijn+l)lxjs>= )\3;633 ’

(5)

to iz (3),(4) i (5) sledi tvrdejenje teoreme. L]

Teorema 3.4: Ako beskonalno—dimenzioni simpleks

\_f(xl,xg,...) ima upisanu sferu reda n (n>1) sa centrom
u tacki Sn°° ,odredjenom vektorom ., ,poluprec¢nika

T ,onda vazi relacija
noo

gde Je z(jl,...,jn+l) ortogonalna projekeija Z., =:§i3;er

na pljosan _n-(:{- yev 0 g X - ) .
J1 dn+l

Dokaz: Uz oznake (2) iz dokaza leme 3.2.,tvrdjenje leme el

mozem¢ napisati u obliku




. _1 2 2 _ N~ -
SR AEE Q CULEE ;chsjk> ) v Ay ¥

odnosno

b

(1) A (%5 -¥5) - LWz ? - o5, N2 Chysenerdpa D)
3 obzirom da iz teoreme 3.3. sledi

00
2 2
Theo ~ :E:aE'

r=1

T Jageeesd
(2) )\g (XJ _,65 ) = — é{ 1 n+;l.]' .
1 91 R
ECEN-
Jy In+1l

relacija (1) i (2) dobijamo

'}_i( “ anlz - I.]:e).m_”Z(jl"”’jn-i-l)llg)e = - s=l ’
—léﬂ +eeset —'21
A A
1 n+l

odakle sledi tvrdjenje teoreme. (J

4, Niz upisanih sfera reda vedeg cd jedan

Definicija #4.1: AkO beskonadno-dimenzioni simpleks

"f(xl,xa,...) ima za svako n (n>1) upisanu sferu reda
n sa centrom u tackl S oo ,odredjenom vektorom Z,

poluprecnika rn“,,onda kayemo da beskonadno-dimenzioni.
simpleks ff(xl,xe,...) ima niz upisanih sfera reda

veéeg od jedan. U

Teorema 4.1: Neka beskonadno~dimenzioni simpleks

ff(xl,x2,...) ima niz upisanih sfera reda veceg od jedan.

Ako postoji
liIIl ( Z(l,-li,n+1) - zn ) ?

T -% 00




i'-rw' -

foF I

Pl -
A

v

gde je z(l,...,n+l) ortogonalna projekcija =z, na

pljosan TT(xl,...,xn+l) ,tada je

liﬂl ( Z(l,--.-“n'}'l) — Zn ) = O i lim I\nm= 0 .
n-» &0 n-» oo
Dokaz: Ako postoji lim ( 2(1yeee,n+l) - 2 ) ,onda
1]~ ©C

postoji
lim || 2(1,eee,nil) =2 ||
- 00

sto znaci da Jje niz “ Z2(Lyees ntl) — znll = Th s

ograniden,pa postoji realan broj G ,takav da vazi

0 r <6 (n=1,2,...) .

Iz relacije (3) u dokazu teoreme 3.3, sledi da Je

+00
rlgloo - fo‘ }“'0 ?
i
rﬁ{al,...,an_i_l}
pa je +00
2 2 2 2
(L 0€ r , - ZEI‘ € Thoo &6 .
r=¥
ré{al""’jn&-l}

Na osnovu teoreme 3.%. 1mamo

(2) I<Z(l,...,n+l) = Z, :{k>l=

N |
_RT " s e A?

S obzirom na (1) i &injenicu da je 0K c{,{_‘z\ll (i=1,2,000)
iz (2) se dobija
G2
l<z(l,...,n+1) -z, 4 Xk>i‘$ .

(n+l):%z

odnosno




\<z(l,...,n+l) ~ 2, xk>\ < G (k=1,ee.4 0+l) .

ﬂ‘
+
[

Odavde imamo da Je

lim < 2(1yeeeyntl) =2, 4 X > =0
N -» OO |
(k=112,-l') 3

odakle je,s obzirom da postoji  1im ( Z2(Lyees,m+l) = 2 )

n-» 00

(%) < lim ( 2(14..0,0+1) = 2 ) xk> =0

n-» oo
(k=112,.--) »

Na osnovu (3) ,vektor lim ( z(lyees,n+l) = 2z ) ima
1 >» OQ

osobinu da Jje ortogonalan na svim vektorima ortogonalnog

bazisa Xq3Xogeee prostora H ,pa on mora biti nula,tj.

lim ( Z(l,o-.,n+1) - Zn ) = O |

I1-%» CO

pa Je
lim r, . = lim “_z(l,...,n+l) -z, “ =0 .0

N~ OO N ~p OO0

Teorema &4.2: Neka beskonadno-dimenzioni simpleks

ff(xl,xz,...) ima niz upisanih sfera reda vecleg od jedan,

i neka Je

ortogonalna projekcija Ziy na plJjosan TT(xl*""xn’Xn+p)

simpleksa.Ako postoji lim ( 2(lyeee,ntl) - 2 ) ,onda Je

Nn-—>»o0

. 1 D 2 _
. 1im n( X - Kk) = 0
; | n-» o

(k=1123-n- ; p=l,2,---) .

n
Z(l,---,n,n'i‘p) - Zpakek + p6n+pen+p (p=l,2,oii)
k=1



R

| i
L_J l
.. e

Dokaz: Iz sistema (1) u dokazu teoreme 3.2.,imamo

A
(1) B - s CEy - 8

N (P=1,.00400) . -
(2) ¥, - %%, = —f‘;c S - Py

(I‘=l,...,1‘1) 3

pa oduzimanjem (1) od (2) dobijamo

A 1o oy
(3) T - P = ey - )

(k=l,t--,n 3 I"—"-l,...,n) .

Dalje Je

n
‘\z(l,...,n,n+1) -~ z(l,...,n,n+p)ll2 =-:§E( 13; - pa;)e +
r=1

%to s obzirom na (3) daje

(4) l\z(l,...,n,n+l) - z(l,...,n,n+p)|12 =

= ( )\é Fouot ?:\L'é PSHG PE° ¥ e Pb,le“*P
1 4]

(k=1,||l1n) -

Iz (&) ,po¥to vazi Oo<d £IX;1&B  (i-1,2,...) ,sledi

(5) “ 2(1l,eee,n ,n+tl) - z(l,...,n,n+p)“2?;. —fg-gdg.

1 e 1 2
* ( xk = pxk> + Ki'i“l + pg n+p (k':l,---,n s p=l,2,4.4) -

Kako je,sa druge strane,
” Z(1yeas., n,ntl) - Z(l,...,n,n+p)“ﬁ5llz(l,...,n,n+l) - Zn” +

+ ” 7(1,e0eyn,n+p) - Zn“ = Thee ™ Thneo = ernbﬂ ’




to Je |
(6) ]lz(l,...,n,n+1) - z(l,...,n,n+p)\l2 < 4r§pn .

pa iz (5) i (6) imamo
;2 :
(7) 41‘12100 ?" —Z—-z _I'l( 131{ - Pa'k)g + 1K ﬁ-p]_ ,+ pa §+p .

Kako iz predpostavke teoreme na osnovu teoreme 4,1, sledi

da Je

N~ O

o iz relacije (7) dobijamo

lim 1'1( 18'1{ - pb’k)g -
N-» o9

(k=l,2,-.- 5 P=112,-|t) .D

Lema 4.1: Neka beskonadno-dimenzioni simpleks

ff(xl,xz,...) ima niz upisanih sfera reda veleg od

jedan,i neka je

Z(l,-.ic,n,n"'P) = E pgkek + pg +p n+p (p=1’2,li.)

ortogonalna projekcija vektora 2z, na pljosan

TT(xl,...,xn,xn+p) simpleksa.Ako postoji

1i111 ( 2(1,...,n+l) - Zn ) 9
n-»o9

onda Jje

!71"

n
lim 2 T l (p=l,2,---) »

n-»oo
Dokaz: S obzirom da Je

Z(l,.-.,l’l,n+p) e -‘T(xl,-lijxnjxn+P) |

to je prema teoremi 1.2, (II1)




e i s T

Kako iz relacije (7) u dokazu teoreme 4.2. sledi da je

1im pb’ 121+P = O ’
1-» 00
t e
o PK
1im TIEiE =0 .
n+p

n-»co
pa na osnovu (1),imamo lemu . [

Lema 4.2: Neka beskonadno-dimenzioni simpleks

:jfxl,x2,...) ima niz upisanih sfera reda veleg od

jedan,1 neka je 0

Z(l,..-,n,n-l-p) = Z pgkek + pxn_*_pen_{.p (p=l,2,-.-)
=] |

ortogonalna projekcija z, na pljosan 'ﬂYxl,.--,Kn,Kn+p)

simpleksa.Ako postoji lim ( z(L,eee,n+l) =z ) ,

n
N-» &0

tada Je
lim 13{1 = 0 .
n-»ce

1, E {l,...,n}

Dokaz: Ako u postavci teoreme 4.2. zamenimo Z{L1geee 0l y1+D)

53
Z(l,e00,k=1,k+1,...,0,0+1,n+p)

dobijamo,na isti nadin kao 3to smo dobili relaciju (7) u

dokazu teoreme 4,2.,relaciju

2 o A2
U > 1 _ D 2 1y 2 Dy 2
noo > /52 n( Kq 1Xq) + Kk + 1Hn+p ’
(1,000 k=1,k+1,...,n+1,n+p) = :E: 183% * 1¥n+p®nip




I
L]

I
-

{uﬂm

( q=1,...,k—l,k+l,...,h+l s k=l,.00.40 3 pP=l,2,005 )

odakle sledi na osnovu teoreme 4.l. da je

1im 1K2 -0 . O
Ap

-y %

qne {1,.&: ,n‘k

Teorema 4.5: Neka beskonaéno-dimenzioni simpleks

ff(xl,xz,...) ima niz upisanih sfera reda vecleg od

jedan,i neka za svako 1n (n>»1) ortogonalna projekcija

z(1l,...,0+1) ,vektora =z

na pljosan TT(xl,...,xn+l) .

pripada telu podsimpleksa ff(xl,...,xnil)E;AkpwpostOji

onda Je

Dokaz: Neka je

Z(1yees,ntl) =

lim ( Z(l,.--,n'!'l) - Zn ) ?
n-»od

1im 2(l,e..,n+l) = O .
I~ OO

|

-

=

2(1,0es ntl) = ¥, (a+1)e, .Kako je

3
i
j—

n+l 1Xk(n+l) .
2. R

k=1

z(1,e0.,n+l) pri-

pada telu simpleksa :f(xl,...,xn+l) ,to prema definici-

51 Oult+.(I) imamo

(1)

(2)

S obzirom da vazi

novu leme 4.2. dobijamo

(3)

2 %

k=1

LY (a+1)

T—— k-_-l " n+1) -
Ak ( ¥ 9

=20

o<cL._<_.\)\i\£/5 (i=1,2,+..) ,na OS-

13@ (n+1)
lim ‘i
n-y 00 9
1.€ {1 ye oo ,n+l‘i

= O .




; p—
L k.
-— L
b ] 1

S p—

DokazZimo sada da vazi relacija

n+l 1

i i(n+l)
(4) lim E = =0 .
T A
n»cc k=1 k

Radi -jednostavnijeg pisanja'stavimo da je n+l=m ,1 neka
Jje |
1% (m) ¥, () ¥ (m)
(5) Y = MaX —)q'— yeoey ~_
| i1

I

(I‘&{l,-.-,lﬁ}) )
S obzirom na relacije (2) i (3) ,moguée je naéi T >0
tako da je L ¢y

Kr(m) _ 1 .

AL m&

Isto tako,zbog (2) i (5),postoje nenegativni brojevi

b2,...,bm takvi da Je
1x (n)
S T ——'—-];""'—' (S=2 e Hl) .
Ao T Ebg ‘
Dalje Je
- 1% (m) L% E(m) L 1,1,
———— ‘oot — = =T\ Te -
)\§ )\E n® n® m€+?b2

1
+ oot mE _;2'bm )

Kako Je,zbog bs?..O (s=2,...,m) .

1 1 )
E +2bs s - E +bs (5“2 gy e e ,III) $
m m

to je iz (6)

12 12
--El(m) +o0ot _Km(m) < A s s —‘1'5“
)\i )\i ~ p®  nt m5+b2 mE+ m




b}
()
L~
“LL_‘}

1 131(m) 1Em(m) ) 1, 1
o e—— +east o —— T2 ——— 3
m& A1 o m& n&
pa je odavde
1% 2(m) RO Ly (m)
+aseet —T— —— 8 =
A% A f‘me' Ap ’

odakle,s obzirom na (3) sledi (#) .
Podto je 0L __é[)\i\é.@ (i=1,2,...) ,t0 Je

n+1i | n+l 1 32(11_}_1)
—1-22 lﬁi(nﬂ)é L r
6 k=l | k'—'-‘]. Ak
pa iz (&) sledi
n+1 -
(7) lin > Y¥2(m1) =0 .
n-»oe k=1
S obzirom da je
n+l
22,0 |2 = > T¥E@D
k=1
to iz (7) imamo
2
lim “ z(l,...,n+l)‘\ = 0 .

- o0

odakle sledi tvrdjenje teoreme. U

Teorema &4.4: Neka beskonaino-dimenzioni simpleks

(%, yX5yeee) 3ima niz upisanih sfera reda vedeg od
1972

jedan,i neka za svako 1 (n>1) ,ortogonalna projekcija

z(L,...,n+l) ,vektora z  na pljosan 'ﬂxxl,...,xn+l),

pripada telu podsimpleksa :f(xl,...,xn+l) .Ako postoji

lim ( Z(l,---,n+l) - Zn ) ?

n—> ot

tada Je
k¢ n

T1=d» O




a7
WA

Dokaz: Na osnovu teoreme 4,1. je

lim ( z2(l,¢..,n+l) = 2 Y =0 i 1lim oo =0
L= 0o n-» oo
dok iz teoreme 4,3, sledi lim z(1,e..,n+l) = O ,pa je i
n-roo

llm Zn = 0 * G

I~ o0




J t::

¥ Projekcije tadke na plijosni beskonacno-

dimenzionog simpleksa u Hilbertovom prostoru

0. Uvod

U geometriji ima vrlo mnogo rezulta%a u kojima se
pokazuje pripadnost neke tadke ili nekog skupa taceaka
izvesnoj pravoj,ravni ilil hipérravni v konadno-dimenzi-
onom sludaju.Ovde cCemo se nézavisno od takvih rezultata
pozabaviti izvesnim problemima tog tipa u beskonacno-
dimenzionom prostoru.Naime;projekcije proizvoljne tacke
prostora na delove nekog sloZenog geometriskog tela,
mogu se uzeti kao jedan od nadina opisivanja prostornog
ragsporeda i poloZaja tog tela.Pri tome,pitanje zatvore-
nog lineala ovih projekecilja dobija znatno veci znacaj
u beskonadno-dimenzionom sludaju od onog koji ima u
xonadno-dimenzionom.Do ovoga dolazi,pre svega ,zbog same
prirode Hilbertovog prostora,&iji je bazis beskonacan,
pa se pored ostalih Jjavlja i problem konvergencilje.
Slobodnije govoreéi,zatvorenim linealom izrazavamo 1
dimenzionalnost nekog tela,tj. njegov prostornl odnos
prema ¢itavom Hilbertovom.prostoru.

U ovoj glavi,pored ortogonalnih projekcija,razmotri-
éemo i novouvedeni pojam koteZidnih projekcija,neke
vrste aproksimacije ortogonalnih projekcija u slulaju
ronadno-dimenzionih pljosni.Kao sto ¢emo to videti u
daljem tekstu,koteziSna projekcija e se bokazati ne
samo kao dosta operativan matematicki pojam sam PO sebi.,
veé i kao koristan medjupojam za dobijanje rezultata

koji se odnose na ortogonalne projekcije.
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Dakle,u narednom tekstu ove glave bavicemo se orto-
gonalnim i koteZidnim projekcijama,nekim njihovim zat-
vorenim linealima,kao i konvergencijom izvesnih nizova .

koji se sastoje od ovih tadaka.

1. Ortogonalne Projekcije tacke

na beskonadno-dimenzione pljosni

Teorema l.l: Neka je M bilo koja tadka Hilbertovog

prostora H odredjena vektorom -
E={4 €y + €n Fteso ( Z<‘2 < too )
171 ‘t‘E 2 i ’
i=1

i neka su Ml,Mg,... tim redom ortogonalne projekcije

tadke M na beskonadno-dimenzione pljosni kodimenzije

1l ,simpleksa tf(xl,xe,...) R TT(xe,x5,x4,...) ’

TT(xl,xa,x4,...) yo.. odredjene respektivno vektorima

i

1 ,'ﬁé y....Tada je talka M teZiSte skupa tacaka

Ml,sz,...l

Dokaz: S obzirom da je m, ortogonalna projekeija

vektora m na pljosan TT(X2,X5,...) ,b0 znadi da
o

1
© na Hilbertov podprostor generisan vektorima €598z 00

je,prema teoremi 1.1,(III) , ortogonalna projekcija

pa je dakle
12 - B 11 mad 2 - gl |7evpeprasogees |
Kako je
[ - 512 =c? + @My = 50% + (Mg = 75)° +een s
to ée ||T - yll imati najmanju vrednost kada je ¥, =<y
T3 =Mgrees b
iy = Moe, v Myez +eee :
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g1idno tome dobijamo da je
—
m, =Mey + {583 *e-o *
M =<Alel +<H292 +<4q_eq_ 4o0o .
itd.

Prema tome je

(1)  QqBy + Qply *eee? @ M. = (§ +eeet g m - §1¢M e

- gz.(ugee e X R Skekek' .

Stavimo sada 91 = §2 Seee= ©, = %; .Iz relacije (1)

onda imamo

<M, ey +Uses oo ":ekej_c_

- - —_d
ml + m2 +Il.+ mk i
(2) i~ = M =

1lim e T = 0 .

K- ©0

pa iz (2) sledi o "
My + My *eset i-li_

liﬂl - - T = IN »
k—»00
Na isti nadin,za bilo koju k-torku Bj ,...,El'j imamo
1 k
relaciju
.El’ +'-|+ Ih . - 1+lli+ mn - m -
3.3 S 3y dx (531 Sak) S3,"31
-
——a s 3- m . 9
B Jr Jx
odakle dobljamo S 2
lim % = = m .
k-—bpq

xime je dokazano tvrdjenje. U
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Teorema l.2: Neka je M bilo koja tacka Hilbertovog

prostora H odredjena vektorom

= Moy raey teee Zﬁ‘ﬁ(*w )

i neka su Ml‘M2"" timtredom ortogonalne projekcije
M na beskonadno-dimenzione pljosni kodimenzije 1 ,
Tr(:{2 ’x5 588 l) Tr(xl ,x; ’XL;., LR ) L IR Odrea.jene I‘ESPE]{'—

tivno vektorima 'ﬁl,ﬂ',..; .Tada Jje

c\:t(ml,mg,... -I{e I (r=1 2,...)A§U‘r £ 0}

Dokaz: Ako u relaciji (1) iz dokaza teoreme l.l. stavimo

~ 1
g1=§Fk *?2“'“*?}:"‘12 ’

dobijamo
(1) -ﬁ? + 3 + + o = k-1 e +
Qimy *+ Qo +eoot Q. = SmMyey

i_gukwlek+l +<Hk+2ek+2 Toos

k - e
Kako Jje
2 2 2
‘ wk+lek+1 +<Ak+29k_+2 Toe '_“ _ #k+l+&k+2+' "t L
to Je <M
e + e +. & »
1im K+l "k+1 <;kt2 k+2 = 0
k-»o0

pa iz (1) imamo

(2) 1im (5’131 +...+gk3k) E{‘lel .

kes 0o

Ako predpostavimo da je ‘?‘l £ 0 ,onda je iz (2)

Ji;?g gk:—y )
My L T W

e, = 1lim (

1

k«»co

Sto znaci da Jje
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ey & i(’ﬁl,ﬁ?...) .

Na isti nadin kao 1 za e, ,mozemo iz predpostavke
<‘4 £ 0 (r=2,3,...) dobiti
~ & :f(ml,me,...) .

odakle imamo

(3) L ey ] (me1,2,000A My, 40 Y L@, Ep0ee0) -

Dalje,ocigledno Jje da iz izraza za 'Ei{ﬁg,... preko

€y 3€n9e0e imamo

(4) :zi(ml,mz,...)c;f’{ (=1,2,0. A M, £ 0 §

pa iz (3) i (4) sledi teorema. Ll

Teorema 1.3: Neka je M bilo koja tafka Hilbertovog

prostora H odredjena vektorom eoo
- 2
= O
T = Myey +¢ep teee 2@1‘(* >
| i=1

Ako wvektor =  ima beskonadno mnogo koordinata razli-
3itih od nule,onda Jje zatvorenl lineal ;tn ortogonal-
nih ﬁrojekcija tadke M na beskonadno-dimenzione pljo~-

ani kodimenzije n (n>1) Jjednak

z {er ‘ (r=l,2,...)/\<“r 4 O} .

Dokaz: S obzirom da je n>1 istim putem kao u dokazu

teoreme 1l.1l. dobijamo da su ortogonalne projekcije tac-
ke M na pljosni TT(xlgkn+2,xn+5,...) i
TT(XE*xn+2’Xn+3"") odred jene vektorima

Bi = wlel +<"‘n+2‘9n-1-2 +'<un+56n+5 Teeo
E’é = «282 +<An+2en+2 +'{un+5en+5 Fove ¢

Kako je Ei é.:fn i 'ﬁééin ,to je 1
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iey ~Xthey, =T ~E € i '
Analogno tome moZemo dobiti za 1 # J
(1) M.e. -{djej & in .
Neka Je

LM, G120 (£ 0] = {Ay My e ]

Posto Jje skup {(‘431 Jl <AJ2 jg } beskonadan,na osnovu

teoreme 0.2,(III) i teoreme 0.3.(IIT) imamo da Je

(2) ic‘“dg 32—%‘31 31 «J; 33-{‘31 'jl”.. -
=;t(<4jlejl,<ﬁjgej2,...) .

Kako iz (1) sledi da je _
LM, e ~M, e My e M, s 40.0)C

(3) i(@agejg @31331’635835 &Jleal’ )-‘In ’

to iz (2) i1 (3) dobijamo

() 2(<Ajlejl,<-«j2ejg,...)§:ﬁn :

Posto iz samog izraza za ortogonalne projekcije vektora

I—‘ Tl - L L] » L L -
m na beskonac¢no-dimenzione pljosni kodimenzije n

sledi da Jje .
—_— c _
(5) in-—z(«jlejl,«jgejg,...) ,

to iz (4) i (5) imamo

;tn = x(¢31831’<“32e32““) . O

Teorema l.4: Neka je M bilo koja tacka Hilbertovog

prostora H odredjena vektorom
iy

=8y teeet sy '
Tada Jje zatvoreni lineal Zon ortogonalnih projekeija

tadke M na beskonadno-dimenzione pljosni kodimenzije




n (n>1) Jjednak

h—

L A | (z=1yenn )N 4 O IR

Dokaz: Ako je k=1, onda je tvrdjenje odigledno.Ako Je
k>»1 ,na isti nadin kao u dokazu teoreme 1.1. dobijamo

da su ortogonalme projekcije tacke M na pljosni

L SIS
TTcxl*""xk-l’xn+k’xn+k+1"") (primetimo da je

X . F % Jer n>1l = n+k >k i {Xl’“"xk-l} poJ-

stoji jer je k>1 ) ,redom vektori

-, s

1111 = @181 +-¢-+<Akek
-l s r _ + +
my" = Ageq +eeetMy 18 '
pa Je —_—
ey = B -E"E;ﬁn *
posto E]'_ R Tﬁé' & in .

Analogno tome 1imamo

iy

(‘Alelé in ’“"«k—lek-l éin y

Sto znadi da Je

(1) (op] Geotyere DA (4 £ 0 ye L, .

Poito iz samog izraza za ortogonalne projekcije vektora
m na beskonadno-dimenzione pljosni kodimenzije n

sledi da Je

S——

(2) ani{er\ (T=1yeee  kIA(M, # O )} ’

to iz (1) i (2) dobijamo tvrdjenje teoreme.J

Teorema 1.5 Neka je M bilo koja tadka Hilbertovog

prostora H odredjena vektorom
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E? — «{lel +<A'{292 oo e ‘ ( 2(“?_(*00) *
i=1

Tada je zatvoreni lineal ortogonalnih projekcija tacke

M na beskonadno-dimenzione pljosni konaéne kodimenzije

n (n=l,2,.--) jEdnak

2 {erl (r=1,2,...)A (M, £ O ) } :

Dokaz: Teorema sledi na osnovu teoreme 1l.2.,teoreme l.5.

i teoreme 1.4, 01

Teorema 1l.6: Neka je M bilo koja tacka Hilbertovog

prostora H odredjena vektorom

+ oo
-lg = <~'\181 +<42E-}2 +one ( Z«E <+M) °
i=

Tada je zatvoreni lineal ;fgo ortogonalnih projekcija

tadke M na beskonadno-dimenzione pljosni beskonacne

kodimenzilje Jednak

:é {erl (r=l,2,...)/\(<-4r # O )} .

Dokaz: Na isti nadin kao u dokazu teoreme 1.1l. dobijamo

da su ortogonalne projekcije tadke M mna pljosni

yeosy TT(xk+l’xk+2*Xk+4’xk+6"") ;odredjene tim redom

vektorima —-. .
S W L T G T G Y e <
-’Il’f - + + +
5 ""<A 2%p <"‘k+29k+2 \“k+4ek+4
T ] = Mpee1®ie1 F<Uern®ie2 sy Teoe
Kako Jje

'fff

1 -
~ e o n" kl"i"j mk+1 -

o LA
m

k s e 1
D e s A o
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Dot
i 1 r o
4

k 1
- oot Mo - BT et *

to s obzirom da jJe

e 2 2
Vu2e2 +'”+‘“k+lek+;l - @2 +”1'i'_<qk+l < “E”g
k+l (k+l)2' - (k+l)2 ,

imamo iz (1) da jJe

» k -*If-f 1: -.fi'f! 1 .-.’J" —
N R S e TR > A S AR o e B
k-» oo -

odakle je M j0q €L o -

Analogno tome,dobijamo da Je ia svako r (r>1)

——

Moo € Lo, ,

Sto znaci da Je
(2) L (e | (1,200 DA U, # O 1€ Loo -
Kako iz samih izraza za ortogonalne projekcije vektora

i w . . . . v -
m  na beskonadno-dimenzione pljosnl beskonacne kodlimen-

zije sledl
(3) zm g{erl (r=1121---)A('<"r 7{ O )} ,
to iz (2) i (3) imamo tvrdjenje teoreme. [l
Kao direktnu posledicu teoreme 1.5. 1 teoreme 1l.6.

dobijamo sledelu teoremu:

Teorema 1.7: Neka je M bilo koja tadka Hilbertovog

prostora H odredjena vektorom oo
- 2
m = «lel +<4292 +toae ( Z\“i‘:"""’) .
i=1

Tada je zatvoreni lineal ortogonalnih projekcija tacdke
M na beskonadno-dimenzione pljosni iste kodimenzije

(konadne ili beskonacno) Jjednak

i {er\ (r=1,2,+.  )A (M, # 0 ) } .




2. Zatvoreni linesl koteZziSnih projekcija

tacke na pljosni iste konacne dimenzije

Definicija 2.1: Neka je M bilo koja tacka Hilbertovog

prostora H odredjena vektorom
. : * Do
E=<“X teooet }C?+.-. (Zé{?<+m ) *
171 <Fk,k i
| i=1
Tada tadku M°° odredjenu vektorom

N 1=(My oo otdt ) L-(M, +0o ot )
= S (<'(l P «l - +{“-L)xl N ((un . <“]_ . +<“Il )%1

nazivamo koteZisna projekcija tacke M na pljosan

TT(Kl qge v e ,Xn) Simpleksa T(xl 1}(2, oo -) o D

Teorema 2.1: Neka je M Dbilo koja tacka Hilbertovog

prostora H odredjena vektorom

+00
- =<Alxl +...+<Akxk oo ( Z<d§<*°° ) .
i=1

Tada Jje zatvoreni lineal n:: kotezisnih projekcija
tadke M na pljosni dimenzije n-1 (n-121) jednak
celom prostoru H ,ako postoje bar dve medjusobno raz-

1idite koordinate vektora ™ koje su razlidite od T%E .

Dokaz: Prema predpostavci teoreme,postoje bar dve koor-

dinate vektora T koje su razlidite.Neka su to,naprimer,
<41 i ('42 Vektori koji odredjuju projekcije tacke M

redom na pljosni (kx>3) W(xl’xk"”’xk+n—2) )
W(xzﬁxk"”’ka—z) ’ —H(Xl’xk+l"” Fyepn-1)

TT(XQ’XK+1""’Xk+n—2) su prema definiciji 2.l1.

L=+ +ee oty )

n )Xl M

(1) ‘Ei = (<gl +




L=+ oo atciy )
+ (M 1 - kn2)xk +enot
L~ (M +d + o +<Ak+n-2)
* (<'lk+n—2 T n
. l—@2+ak+...+<uk+n_2 .
(2) m2 = (&2 n )xg

+ (Mypipo ¥ T o )Xy =2
2, - (g + _1"(@1*{‘1:4-1*;' +<“k+n-1)_)xl .
v (gn * 1“(('1+<‘k+1+n +(uk+n-l))xk+l s
¢ (g 1-(gh+ M k+1’*11 + ¢ kn-1 Yoy 1
z - s+ 1-(M5+ k+l+;1”+<“k+n-1)):{2 N
¢ (g 1“(\"2+K"k+1+; ("km-l))xkﬂ . s
.y * 1-Q 5+ k1 M can 1))ka_l
Sia-a;g = (¢ }_(ﬁ+€‘k+'z:+<d km_g))"l -
(i 1'(*\“2*<‘k+';'+<” k+n—2))x2 R
e ;‘b‘l(xk beeat X o )

L]



T, - 7, = (1 * l"(f”l’*(“k-s-l'*;“*(“ k+n—-lz)xl _

- (i 1"(K“2+€‘k+1+r'1"+ﬁ"k+n-1))xg . .
* ful r:‘(u2(xk+l Feoe® Xpin-1 ) ?

p;je (my - ?12 ) - ( 55 - 34 ) =<—€'k+n_111 -«k(:x:l— X5) +

<A k _<” k+n-1
* n (xl

= xg)) 3

Sto znadi da  x - Xk+n_-l (k23%) pripada zatvorenom

1inealu kote?idnih projekcija tadlke M na (n-1)-dimen-
zione pljosni simpleksa i vektora Xy- X, .Oznadimo ovaj

zatvoreni lineal sa n;t” . Prema tone

X = *k+2(n-1) ~ (%y = Xpesn-1) (Xpsp-1 ~ Xk+n—1+n—l)

takodje pripasda °F ° , itd. Otuda imamo da je za k=3 ,

(" n -
L (5= X510 %37 Kpaz(a-1) 0 %3 T Ses(a-1) 1S LT

Kako je,prema teoremi 0,2.(ITI) i teoremi 0.%3.(III),
L X5= Xz 1 0 X37 Xzao(nal) 0 X3 F3a3(n-1) 2000 T

= L Xz *z4n-1 * *3+2(n-1) ? *24+3(n~-1) yooe) ’
to Je
N #
Xz 9 *z4n-1" *z24+2(n-1) °? X243 (n-1) *°*°° & L -




L T
"-'l [

!
¥

t
L
-.i: -h 1‘- -

S1idno tome dobijamo za k=4

T e,

Xy s Xpap-1 * Ty42(n-1) * *443(n-1) *°°° e X

itd. ,3to znaci da je
x, € " (&23)

odnosno

() ' L (g0xy0e-) SO

Iz relacije (1) sledi sada da Je

' L (el o o ot )
(5) (<“l + ¢ ektn "M k+n-2 )xl _

1~(M + Wt oo )
_ (<Ak 4 h&kl - 4-«1[4'_1_1_-_-2__)}:1& — .=

LM, 44, Feoot ) —_—
- (KMk+n-2 T Q.l < n <uk+n—2 )Xk+n-—2e nf + ;C(XB’XLI-’“')'

Na isti nadin iz relacije (2) imamo

l_ + +III+ ) -y
(6) My +- ot - Min-2 x, = Ty -
l""’ + +---+
- G = Qo lene2)y
1-(@+M, +oo ot _A) I
_ (@k+n—2 = ¢g<‘k n__{"k-m 2 )xk+n-2€ nx + ;f(xa,xq_,...).

1- 1- )
(A + - Uy " . +<"k+n—_2)) ~ («2 . (Ut : *v:”kin;-e__) _

- (¢, @) FO0

o zpadi da je bar jedan od koeficijenata

1~ oo 1-( oot )
(<Al + Ql+&{+ _il +<Ak+1'1-_*__2)*) , (<A2 + <‘2+&{+ — (uk+n-2 )

razlidit od nule.




Dalje,iz relacije (%) sledi

8‘{ f—n - - =iy wip
k+nI]; é{k(:{l—-xg) (Hl"mE)_(m5_m4)“

<o "<"‘1<:,Ac
n k

-~ Fpn-1)

pa vazi

oy Ll ke

n-—— il
—— X2)€ x + Z(x?),x'q-,lii) ]
Predpostavimo sada da je za svako k25

-1 e =0

To znadi da je za k=5 , |
<A5 =<*5+n—l =<A3+_2(n—l) Cere ’
odakle sledi ¢z = 0 ,zbog I 2)l<+o0 . Itd. Dobijamo,
<A5 =<‘4 = a0~ O P

U tom slucaju Jje

_1-(@1"—(‘1{'{‘ vootM k+n-2)

n-1 1
Ry~ 2 ) =5t ,
1= (ot oo o+ M )
o7 k+n-~2 n-l 1
(Mo + - T n ) =S <2 1 *
Sto s obzirom na predpostavku ,<41 #'T%E . <fl2 f.I%E

daje iz relacija (5) i (6)
n--— v
xl, Xgé x‘*‘z(}c;,}cq_,llt) L
Ako je,pak,za neko k=2%

Myin-y M # O '

onda iz relacije (7) sledi da Je

(Xl - 5{2)6 I}.Ef + E(XB’XL}."“) <y

Yto zajedno sa relacijama (5) 1 (6) ,a s obzirom na

ginjenicu da Jje bar Jjedan od koeficijenata




;1 A ;‘“
L

1~ (M A+ oot ) L-(MA +0y +a s
(a’l + el&k - <41C+I'1—2 ) , (<M2 + QJg(uk +'(uk+n-2))

n
razlicit od nule,daje

(8) Xy s Xp € P+ 2(1{5,}{4,...) .
Iz (8) ,po8t0 X 3X59XzaXysees Sine ortogonalan sistem,
sledi

(9 X, » Xp €& "L ,

pa je,zbog definicije n;c ,8ada

n—; n"‘"""_

C L =

i

odakle,prema (&) imamo

(10) L (xgyxyse) S°F
Kona&no,na osnovu (9) i (10) Je

(11) (xp 1%p1%g9%Xy0e o) & nE

pa S obzirom da XqsXoyees generisu ceo prostor H ,do-

bijamo iz (11) teoremu. O

Teorema 2.2: Neka je M bilo koja talka Hilbertovog

prostora H odredjena vektoron

A OO
T = X, + + x. + ( :E: 24:+C£’)
&l 1 - o @9 (kk ...- &l &
| i=1
Tada je zatvoreni lineal 0% kotezisnih projekcija
tafke M na pljosni dimenzije n-1 (n~1>1) Jjednak
celom prostoru H ,ako postoje bar dve med jusobno razli-
xite koordinate vektora W i trela koja je razlidita od

nule.

Dokaz: Dokaz je sdentidan sa dokazom teoreme 2.l.,Samo

Sto dolazimo do zakljulka da je uvek bar za Jjedno K

(k23) 4

<AK+n—l "{'k # O .




113

Jer ako to ne bi bio sludaj,onda bi kao u dokazu teore-
me 2.1.,d0bild
Mg =My = eee =0 ,
a to je u suprotnosti sa predpostavkom da postoji treca
-

koordinata vektora m koja je razlicita od nule.Dakle,

iz (7) u dokazu teoreme 2.1. imamo,prema tome,

nes . %
(Xl - Xg)e i + ;C(XB,KLI_,-.-)
i dokaz dalje tele kao dokaz teoreme 2.1. O

Teorema 2.%: Zatvoreni lineal HEE(O) kotezisnih pro-

jekeija tadke O na pljosni dimenzije n-1 (n-1>1)
simpleksa,jednak je celom Hilbertovom prostoru.

Dokaz: Iz definicije 2.1. sledi da je koteZisna projek—

cija tacke O na pljosan 1Ttxj ,...,xj ) odredjena

1 n

vektorom

-

m =%(x.+...+ X. ) .

jl"“jn Ji dn
Dakle,

%y = Xy = 0l Hl...n - Er2...(n+l) )€ "LO)

®1+n ~ *1+2n T n( E(1+n)...2n B 3(2+n)...(l+2n) )& HE-(O) )

pa
a n—-l
Xy = Xypop = (X = X900 + (K9, - Xq,0n VE X(0)

Na isti nacin Je
7 w—
(xl - Xl+5n) e I(O) 3
itd. Prema tome,

— g

3to s obzirom na teoremu 0.2.(III) i teoremu 0.3.(IIT)

daje
n-—-—-
bl Xy s Xyyn o9 Xyon 9 XF143p yeou) C u“v:(o) ,

—




'..-n Ffl
P

Wy
§

pa Jje X, & B$(0) .Isto tako se dobija X, € R ,
itd. Dakle,
Xl s X2 goae é nx(o) b

odakle sledi tvrdjenje. O

Teorema 2.4: Zatvoreni lineal % koteZifnih projekci-

ja talke M ,odredjene vekiorom

-» 1 1
meMx rppry 00

na pljosni dimenzije n-1 (n-121) ,jednak je celom Hil-
bertovom prostoru.

Dokaz: Na isti nadin kao u dokazu teoreme 2.1. dobijamo

(1) E(x31x41---)g nz’ °

Kako je za k23 ,

Tl + M +0aet )
N R 1T

jer je M # £ ,to iz relacije (5) u dokazu teoreme

2.ls,8ledl
(2) X € n—— I(XB,:{M...) )

Dalje,kotezisna projekcija tacke M mna pljosan

TT(xl,xg,...,xn) je odredjena vektorom

1-( + "1'}-_') 1 1@y f-—)
'5,';'5=-(<.41+ 7 =)xy + (g + T n)xz"‘
1- (¢ + To5)

( Xz teeet Xy )




L

L]
b

1
B il =

- ( Xz +eeet x, ),

$to znadi da je,zbog predpostavke teoreme da vaii My £ 0,

(%) X, € ?Ea-f(x;,xm...) .

7bog ortogonalnosti sistema X1 3Kpgees ,sledi iz (2)
i (3) _

(4) Xy g Xp € ",
a iz (1) ,s obzirom na (4)2,

(5) 2(}{5,]{4;‘;.) _C_ nz ’

pa iz (4) i (5) imamo teoremu. O

Teorema 2.5: Neka je M %acka Hilbertovog prostora H

odredjena vektorom

E'=-<Axl
i :HSE zatvoreni lineal koteZidnih projekcija tadke
M na pljosni dimenzije n-1 (n-121) simpleksa.Tada
je U3 ceo prostor H ako je <H*#'I%E ,odnosno
E(X.‘;"XB’“') ako je M= I%ﬁ .

Dokaz: 1° Predpostavimo da je .<M f'T%E .
Na osnovu definicije 2.1.,1 v geee gXo ledi
a osnovu deflinicije 1.,412 x1¢ {xal, ,xan} sled1

da je kotezZisna projekcija tadke M na pljosan

T (x. yeeesX. ) odredjena vektorom
J1 In

g

= L
mjl...jn—n(x' Fteoet Xy ) ?

J1 Jdn

pa se istim putem kao u dokazu teoreme Z2.5. dobija
L n.._...
(l) i(:{g,x§,iui)§_ x *

S druge strane,kako je

»



El...n = (<M+ 1-&):{1 + J""<M( Xo teeet Xp )

n n ’

to Je

n-1 1 ~» - 1-<*
(=M + 3 )xl =07,..n " " n (.x2 Fooe® Xp ) ’

pa s obzirom da je M ¥'I%E ,sledil

L]

XJ_& nz + ;f,(x213:31---) 9
odakle je prema (1)

xle nEE ’

e

sto zajedno sa_(l) znaci da je n;t ceo Hilbertov

prostor.

Q . . _
2% Predpostavimo da Je <A =y

Isto kao u delu pod 1° ,dobijamo
(2) x(xz,xa,...);nf .

Medjutim,koteﬁiéne projekcije tacke M na pljosni koje
sadrie Xq imaju sada,prema definiciji 2.1.,zbog uslova

M = 2 |koeficijent uz x; Jjednak nuli.Otuda nijedna

od kote¥idnih projekcija tadke M ne zavisi od Xxq ,DP2 je

——

(3) L C L (xpi%z0000) :
Iz (2 i (3) ge

n-——-

L =2(x2,x5,...) ,

Sto je i trebalo dokazati.

Teorema 2.6: Neka je N tadka Hilbertovog prostora H

odred jena vektorom

-2y
m = <W(xl + xe)
i HEE, zatvoreni lineal koteZisnih projekcija tacke M

na pljosni dimenzije n-1 (n-13>1) simpleksa.Tada Jje




T
]

i

"%  ceo prostor H ako je <&(¥'I%H ,odnosno

i(xl'}' }:2 3 3{5 9 X'LI' ,---) ako ,je <’4= T];—I_; .

Dokaz: 1° Predpostavimo da je <M #-I%H .

Kao uw delu 1° dokaza teoreme 2.5. ,imamo da Jje

= 3

g(x5,x4,...)cnf .

Uzimajuéi prvo projekeciju tadke M na pljosan koja

sadrzi Xy & ne sadrzi Xs ,dobijamo,zbog uslova
<A £ 1%5 ,isto kao u delu 1° dokaza teoreme 2.5.,
da Je xle nz .Uzimajuéi zatim projekciju tacke
M na pljosan koja sadrzi X, @& ne sadrzi Xy s@na-

logno dobijamo x,& U .Dakle,

n-—-"
I(xl,xg,xa,x4,...)g_ P .
pa Jje ESE ceo Hilbertov prostor.

o . : 1
2~ Predpostavimo da Je <AL= T .

Isto kao u delu 1° dobljamo

(1) C Lgxy, IS E

Uzimajuéi projekcije na pljosni koje sadrze samo X,
a ne Xs i one koje sadrize X, & ne sadrze X1

dobijamo da one ne zavise ni od X4 ni od X, s ZDOg

L e . .
uslova <f1= = .5 druge strane,uzimajuc¢i projekclju

na pljosan 1T(x1,x2,x. yesesXs ) ,imamo

35 n
- 1-2M 1-2
ml2j’3...jn = (M+ =2)x + (M n&)”‘e *
1-2M
+ = ( xj3 teeot Xjn ) .

odskle Je




1
- 1-n > - 15
(xq + %p ) M2j5000dy ~ P ( R PA *5.0
pa Je
(xl'i':’cz)enz b .‘.,

5to zajedno sa (1) daje
L(xy+ x5 ’XZ;"XLL"") - ng .

Kako jej,ocigledno,
Y] e

(2) r < z(xl+ X2’x5’x4"“) ,

to iz (1) i (2) sledi

) o

2 = L(xq+ xg,xa,xm..-) . OO

Teorema 2.7: Neka je M talka Hilbertovog prostora H

odredjena vektoron

B = MO x) Feeot Xy ) (k=3)
i D gzatvoreni lineal koteZiZnih projekcija tacke M
na pljosni dimenzije n-1 (n-1>1) simpleksa.Tada je
N ceo prostor H.
Dokaz: 1° Predpostavimo da je <M £ ﬁ .
Kao u delu 1° dokaza teoreme 2.6, ,uzimajuéi pljosni

koje ne sadrie vektore Xjjees Xy dobijamo da je

(1) L (oppy e ) €O

Zatim,koristeél uslov ‘?{i'f%ﬁ i uzimajuéi pljosni

koje sadrze samo X4 a ne sadrze Xpyeee X ,pljosni

koje sadrze samo X, a ne sadrze X1 94Xz e o1 Xy itd. ,

- n-—u— ———
1mamo da Xle x + x(xk+l’xk+2"“) ’
n_.- ——— n_—. ——
Lo & x + 2(Xk+113{k+2,---) gevey Xke a-‘-+;£(xk+l’xk+2"")

odnosno




xS
410
Lo i

-

(2) i(xla"'axk)g ng )

pa iz (1) i1 (2) sledi da Je HEE' ceo prostor H .,
o _— . !

2~ Predpostavimo da jJe <§t- Ton e

Kao u delu 1° dobijamo

(3) S C TSP Yol S

Dalje,kao u delu 2%  dokaza teoreme 2.6. imamo

n—
y Kot Ky geeey X g ¥ xké, L .

Med jutim,

X = X3 = (x+ x5) = (x5 x3) € " s
pa

x) = %((Xl"' X?S) + (- xa)) e "y .
Sada

e

_ n-—-—’
X, = (Xg+ %) ~%€ "
Sto znaci da jJe

(4) . L (Xy 4000 ) COF :

#

Iz (3) i (4) dobijamo da Je % ceo Hilbertov prostor.
Kako smo u oba sluéaja dobili da je nEE' ceo prostor H ,
time je teorema u potpunosti dokazana. [l

Na osnovu teorema 2.1. , 2.2. 4 2e3. 5, 284s 5 2e5e

2.6, 1 2.7 3imamo sledecu teoremu:

Teorema 2.8: Neka je M proizvoljna tacka Hilbertovog

“ -t . 2 .
prostora H odredjena vektorom m 1 naﬁ, zatvorenli

1ineal koteZidnih projekcija talke M na sve pljosni




/‘: r} i

= - -

dimenzije mn=-1 (n-121) simpleksa :f(xl,xe,-a-) -ZDEE je

avek ceo prostor H ,lzuzev u slededim sludajevima

10 R = TiX (k=1,2,...) .Tada je ..

e =E( {xl,xe,...}\{xk'g ) .

wip
2° m = T%E( X, + Xg ) ( r<s §3 T=l,24e0e 3 622,53 ,000)

Tada je

n-:f = EE( {{X]_arxg_u.-} \{Xr’xsjliu{xri- xs%), -

%, KoteZifna projekci;a talke na konaéno-

dimenzione pljosni.Graniéne vrednosti

M proizvoljna tacka Hilbertovog

Teorema 3.1l: Neka je

prostora H odredjena vektorom

m = ?«kxk (""w(Z&k <toR ) .

k=1 k=1
Tada Je
1im 'SF -E;
ja(n)eesd(n) ?
N —» 00 1 n

gde je niz (jl(n),,..,jn(n)) takav da Je
+00
2y 2
lim Z@ak(n) Aak(n) - Z'{{k A
n-—eod k= k=1

: -» e : v
i mjl(n)"'jn(n) vektor kogjim je odpedaena kotezilsna
projekclja tadke M na pljosan 'TT(le(n),...,x (n))

Dokaz: Na osnovu definicije 2.1, imamo

n l—Qy. +...ﬁg. )
- Jq (n) J, ()
B3,(n)e. 3p (@) =:£§;(€ij(n) i n - )xjk(n) '

Otuda Je




o - 5 31 (@)T g (n)
Ol ESENORENS] M — "
- OO
2 2 Z 2,2
.()\Jl(n) ' ”+Ajn(n)) ) r=l<‘r)\r - h

e

S obzirom da za simpleks \f(xl,xe,...) vazi l)\il < /A

(i=l ,2,.&.) ,dObija.mo

2
(1-(¢Bl(n)+...tfﬁn(n)))

, .
(2) > AJp@) Tt A @) €
(l-(eﬁ (n)+"'+(L ))2
.. (n)
S 1 _ — Il ‘/52 .
+ 00
Posto iz predpostavke sledi Z«k ,("'90 ,bo je
k=1

jzraz u brojiocu razlomka na desnoj strani relacije (2)

ogranicen,pa Jje

(l-Qy. tooatie ))2
_ Jl(n) (MJ (n) O .
(5) ni—:-i n2 —= ()\Jl(n) +osat )\jn(n)) = 0 .

Kako je ¥

+00 n
2y 2 2 4.2 2 2
rz_d«r)\r N Z=$'k<"k - kzzjj«jk(n) )\jk(n)
e {5, ()eeesd, (W)

to je s obzirom na predpostavku

Y

+0R +oo ¢
(4) 1 2A2 = ak2 ~ 13 2 < = O,
e 2o - 240D 1 28w
ré{jl(n)ﬂ"'ijn(n)} |

Ako u (1) pustimo da n teZi beskonadnosti,onda zbog (3) i

(4) sledi

: 2
lim “ .ﬁl' - Hjl(n)“'jn(n) “ = O ’
I1-» 00




] e
r-. s
- !

-

odakle Je

- -
lim m., . = m . Ul
5o () eeej (n)
N> 60 1 n

Teorema 3.2: Neka je M proizvolJjna taéka Hilbertovog

prostora H odredjena vektorom .,

- |
m = 2<ykxk .
k=1

Ako je .<Mjl +...+<Ajs =1 (s4&n-l) ,onda je

m L u -
Jreeedadyoeed e
Ic - ©O L sk k+n—-s-~1

- S
lim o. = E{i X - ,
r=1 Jr‘ Jr

gde Je lim jk =400 1 Mg . : vektor
X b 00 Jyes*dgdy***Jxin-s-1

Xojim je odredjena koteZiSna projekcija talke M na

pljosan [[(X: seeesX. 1Ky geee X ) .
Jd1 Jg k dk+n-s-1

Dokaz: Na osnovu definicije 2.1l.,s obzirom da je

-ddjl +"'+<Hj =1 ,

5
imamo
S <'\ +...+<4.
Jic Jr+n~g-1
(1) m = Z( .o - )x. +
dye-+Jdgdk***dkin-s-1 el <'m‘jJ_:' o Jp
n""s_l » +|a-+ »
+ E (<4 _<_4']k Q'(‘-']l{-l-l'l"'-'s--;'_'!;J_’):K' .
Jr+t n Jik+t

PoSto za simpleks \f(xl,xz,...) vazi O<qL,2 < 4\3?_

(i=1,2,+..) 1 kako je & 5.2 - gt D
DM2 A2 - 7P <o,
i=1

dobijamo lim.<yi = 0 ,Otuda je,zbog predpostavke,
100

(2) lim <4'Jk = O ’

odnosno




t__._-JJ-
o
L

"\.
I.‘ i
LA \-.J

(3) 1lim (<A3k ‘+<Ajn+k—s—l ) = 11m.<P toeot

k- oo K -+ 00

+ llm.<4 = 0 .
J
I - 00 n+k-s-1

Kako je iz (1)

g
2
(q') \\a- = - . - . Xt ll
di***dgdi***dyin-s-1 £§;<br dp

2

8
1 2
n? le(«jk +.”+<Ajk+n—s—l) ANig

Iy

—g=1 «se
%:z: ( _‘<A3k+ +<Aak+n—s-l)2
<! i+t

2
Aj ’
too X+t

to ako u (4) pustimo da k teZi beskonadnosti,doblijamo,
zbog (2) i (3) ,s obzirom da obe sume na desnoj strani

relacije (4) imaju konadno mnogo sabiraka,da Je

._’
1im || m, ;2 ‘l = Q
Koo ! 917" I3kt * dicun-s-1 ‘uil ’
Otuda,posto Je E<ga konstantan vektor,sledi

tvrdjenje teoreme. ]

4. Ortogonalna projekecija tadke na

konadno-dimenzione pljosni

Ovde éemo dati jednu primenu rezultata dobijenih u
tadkama 2. i 3. ove glave,na primeru ortogonalnih proJj-
ekeija.s tim u vezi,imamo sledecu lemu:

Lema 4,.1: Neka je M proizvoljna tacka Hilbertovog

prostora H odredaena vektorom

<41 1 +'”+{‘k o tese Z‘Ql‘““’) .




Tada Jje

l ( + oot ) 1= + o0t )
1 1
'*1225 2 ~*n:§; 2
. A5 L— NS
1=1 i i=1 1

vektor kojim je odredjena ortogonalna projekcija tactke M

na pljosan 'H(xl,...,xn) simpleksa :ftxl,xg,...) .

Dokaz: Neka je @ = ¥qxq+eeotr T X o

S obzirom da je

Iz -2l = mg_n{“m - y“‘ 7 & TM(xqseess%y )}

i Lfl“l'--o'i' \fn - 1 ,'b'O Su \Pl’..‘, th VI‘EanStl Za

koje funkcilja
2
m - y“ N (71_@1) )\1 Fooo? (yn"&n) ’\ '@n+l)\n+l Teee
dostiZe minimum pod uslovom  Fiteee*y, 1l .

Dakle,formirajmo funkciju

f(yl"”’yn) = (yl—é&l)g)\i +enet (yn"en)2>\i +

+f(§’l+-.-+yn - l) -
Posto Je
_ Qof _ 20 - -
0 = v, = 2)\S(ys ,&45) + T (s=lyee4,n)

to Je
Tg = Mg _'"zzé (s=1y.e04m)

2 Ag
pa kako vazi uslov
<u —%+...+ - T = 1 imamo "
-PN- {n 2NE ’

Sto daje l""(‘»Ml“"'+<Mn)




Kako Jje = 2 A7 (8=1lye4.,0)

a meSoviti parcijalni izvodi drugog reda jednakl nuli,
jasno je da dobijene vrednosti predstavljaju minimum ~.
funkcije o - y“z P2 Je otuda

kPS = FS (S=ls"-sn) '

ime je lema pokazana.

Primedba 4.1: U vezi definicije 2.1. i leme 4.1. imamo

A7 =1 _2 52
< n s-P (j=l,--.,1’1) .D

Lema 4.2: Neka je M bilo koja tacka Hilbertovog

prostora H odredjena vektorom 400

m =<-«1x1 +...+<¢kxk +eoo ( Z{’i““’o) .

Tada je

gde Jje vektorom '3° odredjena ortogonalna projekecija,

*Il W W - - . o »
a vektorom m koteZisna projekcija tacke M na pljosan

TT(xl,...,xn) simpleksa ff(xl,xg,...) .

Dokaz: Stavimo .:E:

Na osnovu definicije 2.1l. i leme 4,1.,1imamo

[ B -3 72 = (1~ @praeasfiy))®(( 7’%’.‘;" 2242 +iius

+
~
|
33_[\3‘}—‘
|
o R Lo

PAZ) = (= Gt ) C%(.ig buuot _:72.) _
n




e
[ e

2 | 2
A1.+"'+)‘

2 1 2 L 2
- n;lﬁ.-é + n2 L ) = (1—((}{14—“'?”11)) ( ?'C - -6' +
2
A n
LB L gk 25 D A2 1)
1'12 gl {AD ;Z = i e L

odakle sledi tvrdjenje. U

Teorema 4.1: Neka je M proizvoljna tadka Hilbertovog

prostora H odredjena vektorom +00
- 2
m = «lxl +-.-+<4ka ‘oo ( Z«i <+°°) L
i=1

Tada je kotezifna projekcija tacke M na (n-1)-dimen-

zionu pljosan TT(xj ye e Xs Y (n-1321) ,jednaka orto-
1 n

gonalnoj,ako 1 samo ako vazi bar jedna od relacija

n n
2 1 2
' coet ML = 1 A5 ( = .
NP e P
1

Dokaz: Tvrdjenje je neposredna posledica leme 4,2, 1

Teorema 4.2: Kotezisna projekcija proizvoljne tacke

Hilbertovog prostora H na konadno-dimenzionu pljosan
pravilnog simpleksa :f(xl,xe,...) jednaka je ortogonal-
noj projekciji.

Dokaz: Teorema sledi na osnovu leme 0,1.(III) ,leme &.1.

i leme 4.2. O

Primedba 4.2: 1z teorene 4.2, imamo da svi rezultati u

tadki 2. dobijeni za koteZisne projekcije vaze 1 za orto-
gonalne projekcije,ako je simpleks pravilan. O

Teorema 4.3: Neka Jje M proizvoljna tacka Hilbertovog

prostora H odredjena vektorom

+00
o = @lxl +'”+<Akxk tene ( Z&i L +o0 )
i=1

i neka Je




[

yk = kl-ﬁl;l +‘.‘+h1"; . Hl;j ’

L Fg
, 7 -, ol a4
Fk - ﬁf’klmkl + s 0ot kjkmkjk ’
Jie
i=1
-l , -i ,

(k=1,2,...) vektori koji odredju-

ju ortogonalne projekcije tacke M na (n-1)~dimenzione

pljosni,a ﬁ;i ,...,'ﬁgsk (k=1,2,...) vektori koji odre-

djuju koteZisne projekcije tacke M na te iste pljosni.

Tada egzistira niz (ki) (i=1,2,...) takav da

F s

y° = 1lim yé_
lgf~ca -

postoji,ako i samo ako postoji

;o

J

1im yif .
ki-l'bﬂ 1

+00
Dokaz: Kako je E{"i < + 00 ,0 postoji neko <“>O
i=1

takvo da Je
(1) | M. | €M (i=1,2,00.) .

Na osnovu leme 4.2. imamo sada da je za proizvoljnu

(n-1)-dimenzionu pljosan 'n(xt PR ) ispunjeno
n

1

I
12 o 1
D )\t._ n ?
j=1 % Z 1
izl "‘ti

gde su W i m’° vektori koji odredjuju ortogonalnu 1

2 I3 - -5”” =, 1-(&tl+...+@tn)l

kotezZzisnu projekciju tadke M na pljosan ﬂTxtl,...,xt ) .
n




ri 0 -

- el

Tz (2),s obzirom na (1),sledl

(%) ”E! _ E”llﬁ L+nd ‘,{52 _&2 .

{n

Uodimo,dalje,niz
v, = Vi ( Bpq = B ) bewet Ups CBps = g5 )
Jx Jk
(k-":l,g,-r-) ]
Kako Je
-4 - -5, or -, .l
vl Y ikl - 2| *“'*‘wkjk\‘“mkjk ) mkjk“ '
to je na — (3),

v +o0at . !ﬁikﬂ- 2 _ 2
vl € WYl l'Tkak‘ ) — A -L

pa Jje,zbog predpostavke teoreme,

“vk“{.__"fy l—i“r%'ﬁ. \{ /,52 _OLE .

Prema tome,niz (vk) (k=1,2,...) je ogranilen i beskona-

Zan,pa dakle ima neku tadku nagomilavanja v .Otuda pos-

toji niz (vk.) (i=1,2,.+.) takav da je
i

(4) lim v, =7 .
1~ OQ 1
Posto Je
Yo =Y. t+V 9
ki ki ki

O

odavde,s obzirom na (4),imamo tvrdjenje teoreme.

Teorema 4.4: Neka je M proizvoljna tacka Hilbertovog

prostora H odred jena vektorom

SO0
m = Z@k"k (”°°<z<'k<+°° ) -
k=1 k=1

Tada je




- Ay

lim mjl(n)ftrjn(n) = I )

T1=¥ O

gde Jje (jl(n),...,jn(n)) takav niz da je

n +o0
. 2 2 _ 2,2
R e M Z@k"k
= K=

I - 00

. -, . . .
1 mjl(n)"‘jn(n) vektor kojim Jje odredjena ortogo

nalna projekcija tacke M na pljosan 'nijl(n),...,xjn(n)) .

Dokaz: Neka jJe ms ‘ vektor kojim je odre-
Jp(@)eeed, ()

djena kotezisSna projekcija tacke M na pljosan

T (x. oo yXs ) .Na osnovu leme 4.2. Je
al(n)’ ? Jn(n)

-, »

O {3 )i @ " B @ @ ||

= \l_(edjl(n)+'.-:fdjn(n))l

Kako Jje . n . 62
Oﬁgéz}‘ji(n) < "1
i=1
3
1 A °
°< 3 < o =
1

N
=12, (n)
1.
to pustajuéi u relaciji (1) da n teZzi beskonacnostl,

jii ‘
<to0, da jJe
X

dobijamo,s obzirom na predpostavku

(2) 1im| Eél(n)...jnm) ) E&i(n)---jn(n)“= °
Nn-» o0




»

',,.. Y
e
¢ /

Dalje Je

N NS RO B M COPPRE W CO R

iy .,

¢ OB (myanng, @ 7 B ()enngy@ )

pa poito je na osnovu teoreme 2ele

-, .

Lm o (n)...3,) 77 ’

N+ Cco

to iz (3),uzimajuéi u obzir (2),sledi tvrdjenje teoreme.O

Teorema 4.5: Neka je M proizvoljna tacka Hilbertovog

prostora H odredjena vektorom

i DO + 09
= Z{'kxk ( Z<'k \<+°°)
k=1 k=1

AkO je #jl +---+e‘js = 1 (S'&Il-l) ,OIlﬂa je

S
= ,
1im m- - - > = «' x‘ ’
Jreseddirerd e Z den O
Kb 1 svk k+n-s-1 monc HRE SRS
gde je lim J, =+0° i m;
— , - » - -
k-» oo X Jl'“Jsak'”alﬁn—s—-l

vektor kojim je odredJena ortogonalna projekecija tadke M

ns pljosan 'IT(:-::’j R

l Js,xjk,...,x' ) L

Jk+n—s—1

iy, »

Dokaz: Neka je I . . . vektor koji
| Jp+ e Jdgdk***Jdk+n-s-1

odredjuje koteZisnu projekeiju tadke M na pljosan

R ) .Na osnovu leme 4.2.,

TT(X. 400 94Xs
J1” , dk+n-s-1

X .
1 Js, Jk

a s obzirom da je . teset M., =1 ,1lmamo
‘<A31 ‘6438

-, iy p
m . . . » — m . - - -
“ Jy++*Jdgdk® **Idk+n-s-1 J1+e+dgdk** * Jkn-s-1 “ <




ATy oA
L]

137

li/&g ;—lo(.e

<, l { . +...+ M.
< |< Jx <“Jk+n—s-l

+ OO
Z«k l<+°° ’

Keko je,zbog uslova

k=1
lim‘&- +..I+ L] l = 0 ,
o J —_
b o k <“k+nsl
to Je
lim “ 1 . " - ' = 0
3 lllj J ---,j e J "'j J "'lj Y l ?

K<y 00 1 sk k+n-s-1 1 sk k+nsl|

pa se odavde,na isti nadin kao u dokazu teoreme 4.4,,a s

obzirom na teoremu 3.2.,dobija tvrdjenje.l




VI Beskonadno-dimenzioni simpleks i1

konadno-dimenzione ravni u Hilbertovom prostoru

0. Uvod

Ova glava sadrZi neke interesantnije rezultate koji
se odnose na presek prave i ravni sa pljosnima simpleksa,
kao i na ortogonalno projektovanje temena simpleksahna
neku pravu.Radi jasnijeg izraZavanja,precizirajmo sada
neke davno poznate cinjenice.

Definicija O.1: Neka su Jyseees7s (r=2) proizvoljni

vektori Hilbertovog prostora H takvi da Jje skup

{32 = J1 1 yr_yl}

l1inearno nezavisan.Tada skup tacaka

ﬂ’(yl,...,yr) ={\'Plyl+...+‘fryr\“‘Pl,...,\f"’ré R 3
‘P1+...+“Pr = l}

nazgivamo (r-l)-dimenziona ravan odredjena vektorima
JyseeerFp o ul

Definicija 0.2: Konalno-dimenzionu ravan odredjenu sa

dva vektora nazivamo prava. O

Neposredna posledica definicije O.l. 1 definicije 0O.Z2.
Je -
Lema O.1: ?(Fl’yQ) = {‘*Fyl + (1-‘*?)3{2 l Y e R} . O

1. Presek prave i pljosni simpleksa

Teorema l.l: Presek prave odredjene vektorima VERL L 1

beskonadno-dimenzione pljosni [(x, s.-+) Je skup

o X
Jdy1 " dp




y -
. __.J __"J
_—

e

Lgry + Q=Dyp | (PP, + A=) 05 40 =

> (€ {3ysdgre--§ N}
gde je yl = \Pllel+ 1262"}"-: ; y2 ="P2lel+ ?2292'1‘.-- .

Dokaz: Prema teoremi l.1l.(III) ,beskonacno-dimenziona

pljosan je Hilbertov podprostor generisan vektorima

Xs 9Ky gees .Dakle,tadka oblika ‘fyl + (1-\F)y2 pri-
1 Y2

pada Hilbertovom podprostoru generisanom vektorima

ej ,ej yese sukoliko nema koeficijent razlicit od
vl 2
nule uz neki vektor e koji se ne nalazi u nizu

ej ,ej yese oOdavde sledi tvrdjenje teoreme. OJ
1 2

Teorema l.2: Presek prave odredjene-vektorima Y1172 i

konadno-dimenzione pljosni TT(xj yeseaXs ) je skup

L n
n ‘Fl. n f,
{kP:‘?'l + (l-"P)F2 l \'PZ S\Jk + (1~ \?)z X £ - L3
k=1 Ik k=1 Yk

(¥m)( m @ {3yreeerig} 2P + 1-F)F, =0 )} :
Dokaz: Prema teoremi 1.2.(III) dmamo

(1). ﬂ(le,...,xjn) ={‘f’jl§{jl+...+ Y. x. [

dn Jdn

. +Iil+ . — l .
Ako talka Yy, + (1~ )y, pripada preseku,tada je

sigurno ‘-fyl + (l—\l")y2 eTr(xj yere s Xy ) ,a posto Je

1 n
+ 00
\P\f + (1-—“?)?
(2) P ¥y * (1- ?)32 _ 2 lm < 2m x_ 1
m=1 m

to iz (1) i (2) dobijamo tvrdjenje teoreme. !

»



Teorema l.3: Presek prave odredjene vektorima T1+55 i

tela podsimpleksa ff(xj yees) Je skup
1

,ij
3y Jk
€ { 312dgseee}

(¥3,) C 3,c€ {3y adpaen- Y

1~ : L 2.0 ;
" + lf)tfzak)—rjl-{ )

(Ym) ( mé{jl,jg,---})(kflf’lm + 1=-)¥, =0 } .

Dokaz: Kako Je

+90

PP+ -

Py, + -y, = /= = ~ Hoxy
m=1 m

i podto talka koja pripada preseku mora biti oblika

\{’yl + (1—?)32 ,a pri tome ‘f’yl + (1~ 'f’)yg pripada

telu podsimpleksa tf(xj ,xj yess) ot0 imamo tvrdjenje.[j
1 2

Teorema 1l.4: Ako bar jedan od vektora J,.7; ima besko-

nacno mnogo xoordinata razliditih od nule,tada presek

prave odredjene vektorima VAR L i konadno-dimenzione

pljosni Tl'(xj oo sXs ) sadr¥i najviSe jednu tacku.
1 n

Dokaz: Prema teoremi 1.2.,tadka koja pripada preseku Jje

oblika Py + (l-’*{’)y2 ,i pri tome vaZzi relacija

(1) ) {dyeensdg 3 )PP+ - =0

Dalje,mora postojati neko m0¢ {jl"""jn} tako da

je

Mflmo 7 kFEmO ’

Zaista,ako bl za svako m$(j1,...,jn} vazilo

-

1 o ;onda bi iz relacije (1) sledilo




\-"Jl.f?lm + (l-\f)\fjgm = O 1

PO - o) + Ty = 0 *
?,,, =0

odakle je m

(¥m) ( mi{j]_""’jn} ) ( kf)lm = \Pgm =0)

Sto protivreci predpostavci da bar Jjedan od vektora Y1970

ima beskonadéno mmogo koordinata razliditih od nule.Dakle,

postoji neko moﬁ{jl,...,jn} takvo da Je \leo 7( &szo
S obzirom na relaciju (1),imamo

k{;H\f:‘lmo + (I"Y)Lfano = 0 ’

odakle je N
2111O

R S '

O

Kako se,prema tome,za \P dobija najvise Jedna vrednost,

to jedino tadka

moZe pripadati preseku prave i pljosni,Cime je teorema

dokazana. U

Teorema l.o: Ako bar jedan od vektora y,,y, ima besko-
naé¢no mnogo koordinata razlic¢itih od nule i ako Je pre-
sek prave odredjene vektorima y;,¥, i konaéno dimen-

zione pljosni TT(xj ,...,xj ) Jtadka
1 n

\Pyl + (l"?)yg ’
onda su ispunjeni uslovi:

1° kplm #lfgm za beskonacno mnogo vrednosti m




P
a I
1 - .

h
20 (¥m) ( m&{jla"'sjn} )(\‘le =\f2m = if‘bgm éu&f)lm =\'P )
81 \Plak n \Pgak .

39 I1i Je Zx. =Z T =1
k=1 9%k k=1 9%k

111 Je

Dokaz: S obzirom na teoremu l.2.,1imamo

OIETIFHNNE R DG o SMENCE PR PPEERE
odnosno .

(1) (Vm)( n&{dysenvrdng 320 Fop = P =T1n))
odakle je

() nd{dyseeesdy ) P1n =Con 2 Pin= Ton=0) -
Dakle,ako je f,, ili YT, razliito od nule,onda

ne mode biti Py = P, .Jer,ako bi bilo Typ =T oy

onda bi bilo kle = kf2m = 0 ,Posto,prema predpostavel,

bar jedan od vektora ima beskonadno mnogo koordinata
razliditih od nule,sledi 19 .
Neposredna posledica relacije (1) je 2°

Dalje,na osnovu teoreme l.2.,dobljamo

n ‘f&. n \P2.
\‘FZ )\J‘k + (1-Y )Z %:{k = 1 :
K= Iy k=1 9Kk
pa Je n \fa- n ‘ng n Y15
@ 2 xE -1-¥ S x5 -2 .ijk >




Sada Je 1ila

I

‘5 T
g Loy

A.

A3
k=1 k k=1 k

Zto s obzirom na relaciju (2) daje prvi deo tvrdjenja 39

-iif"fk /o

ili Je

P
QJk

k=1 9k

$to daje iz relacije (2) drugi deo tvrdjenja 3°

Teorema 1.6: Neka su y,

TT(le

Jn

Ako Je

1° (Vo) ndg{dyreerriy} W =F, .-
0 \p tfém
v ] * & B ]
2 ( m)( mé{Jli 1Jn7l )( 1m *'faam = Lpgm _\b‘lm
o J - L‘Fl‘jk < ‘ngk cm s
3 ili Je T = Z-)\‘ = 1 ,ili Je
k=1 k=1 %k
‘fgjk
Y - 1
k=1 Kk RV
— = ?
— <
k=1 i
onda tacka
y =¥y, + (1-¥)y,
pripada preseku prave odredjene vektorima ¥,,3o
Tﬂ(xa ,...,xjn) .
Dokaz: Iz 3° sledi
= ‘Pljk lf’ejk
rko je Z — E -1

i Yo proizvoljini vektori a

seessX: ) proizvoljna konalno-dimenziona pljosan.

3

),

i pljosni



k=1 Yk 1 9% k=1 %%k
a ako je,pak, i \102:]]:E
-1
A
k=l Yk e
I 23k N ljk
TN
=1 I
onda Je
= ?23 = ?23 I \Fl;]
(1) I D R I
J A3 A
k=1 k k:l Jk k=1 k

Dakle,u oba sludaja dobijamo istu relaciju (1) ,pa otuda

iz (1) imamo

n
k=1 K ko Tk

Tz 2° sledi
(3) (¥m)( n@{iyrererin} )Py # ¥y & N

+ (1-—“?)\92111 =0 ) |,
dok iz 1° dobijamo
(4) (VIII)( m&{jl,--u,jni )(‘flm =(\O2m = k«P'le +
s (=) ¥, =0+ (1-)0 = 0 ) .

pa na osnovu (3) i (#) imamo

(V) {3y seenrdg} V(O WP+ (=0) €5y =00

To znadi da Je

I
"Pyl + (1“?)?2 = E (?Lflak + (1—?)?231{)_5\-1'——33
k=1

Jkk

odakle,s obzirom na relaciju (2),2 na osnovu teoreme l.2.(III),

dobijamo




RPN,
L.

Py, + (].—Llo)jf2 & W(le,...,xjn) .

Kako tatka Yyy + (1-*%)y, samim izrazom kojim Je
data pokazuje da pripada pravo] odredjeno; vektorima

T2 e LPFI + (1—‘P)y2 pripada preseku prave i

pljosni,dime je dokazano tvrdjenje teoreme.

Teorema 1l.7: Ako bar Jjedan od vektora J,,7o ima bes-

konadno mnogo koordinata razliditih od nule,tada je
presek prave odredjene vektorima Jq.455 i konacno-

dimenzione pljosni TTij ,...,x ) tacka
1 Jn

"F:Yl + (1-?)3‘2 ’

ako i samo ako su ispunjeni uslovi:

1°  (¥m)( m*{al,...,a })(L‘Dlm ‘102111 2> L]olm =H02 =0 ) .

i3]
2% (¥m)( ; ' ‘¢ ? o f
: mﬁalé---,anw e TR
1 n. s
3° Ili je Z Jk = )\:{k =1 ,ili je
k=1 Yk
s
kel ko Y :
i‘f’zjk 15,
~ -
k=1 Ik

Dokaz: a) Predpostavimo da su ispunjeni uslovi 10,20 i 3°

Tada,prema teoremi l.6. tacka Yy, + (1-Y)y, pripada
preseku.Kako su u predtekstu tvrdjenja teoreme ispunjeni
uslovi koje traZi teorema l.4.,to presek prave i pljosni
mose da sadrZi najvise jednu tacku,dakle V’yl + (l-‘P)y2
predstavlja presek.

b) Predpostavimo da je Wy, + (1-¥)y, presek.




Onda na osnovu teoreme 1.5, vaZze uslovi 20 4 BO Do~
1je,ako ne bi vazio uslov .lo ,t0 bi znadilo da postoji

neko m §{Jps...rdy} takvo da je =%, =870. |
O O

No,koordinata uz e vektora \Pyl + (l-tf)yg bila bi

o)
tada

PY. . 1-)P, = YE+ A-PIE =EF0 ,
1m, 2m |

Pa \-Pyl + (1-'1’)372 é T(le,...,xjn) )

Sto je u suprotnosti sa predpostavkom.Dakle vazi uslov 1° .

pa je time teorema u potpunosti dokazana.

Teorema 1.8: Ako bar jedan od vektora g5 ima besko-

nadno mnogo koordinata razlic¢itih od nule,onda je presek
prave odredjene vektorima Jy,.3o i svih konadno-dimenzio-
nih pljosni sa kojima ima zajednidkih tadlaka,jedna jedina
tacka.

Dokaz: Neka posmatrana prava ima zajednickih tacaka sa

konadno—dimenzionim pljosnima 1T(xj yooesXy ) i
1 n
'ﬁ(xi yeee 9 Xs ) .Prema teoremi l.4. i teoremi 1l.7.,onda
1 T

postoje brojevi lPl i ‘Pg takvi da Je

Pryy + A=y

presek prave i pljosni TT(X; seeesX; ) ,a
J1 In

Lpeyl + (1- sz):?g

presek prave i pljosni TM(x; ,...,%; ) .Prema teoremi 1l.5.,
1 T

s obzirom da Jje lPlyl + (1-‘f;)y, presek prave 1 pljosni

TTijl,...,xj ) ,postoji beskonalno mnogo vrednosti m
n

za koje vazZi kflm #‘fém .Isto tako,vazi




tPEm

(1) (¥m)( m%‘é{jl’.“’jn} )(\Flm =kf)2m = “LPE __\Pl— =KP1 ) .
m m

Zatim,s obzirom da je %Eyl + (l-‘Pg)y2 presek prave

i pljosni TT(xi youo Xy ) ,imamo

1 T

k.f)
() () n€{ig e, L (P, =Py » o—— =P, ) .

on = Tim
Dalje,posto postoji beskonadno mnogo vrednosti m za koje
vazi kflm y“‘lggm 4sT0 postoji neko mo¢ {jl"”’jn}u

L}{il,...,ir}- takvo da Je kle %hfzm Sada iz (1)
o O

dobi jamo
Lf:’,’;"rac} v
Yo, =P1m L *
2m0 \leo
a iz relacije (2)
kP2m
i 0 =f .
Yon -tleo 2

sto znadi da je ‘?1_=}P2 .Dakle

\'P]_:Yl + (l‘kf’l)y‘? = '\9232 + (1- ‘92)32 e

pa Jje presek prave i sa Jednom i sa drugom pljosni Jjedna

ista tacka.Otuda i imamo tvrdjenje teoreme.

Teorema 1l.9: Ako bar Jjedan od vekbtora Y133, 1ma besko-

nacno mnogo koordinata razlic¢itih od nule,onda je presek
prave odredjene vektorima Y117, 1 svih tela konaéno-
dimenzionih podsimpleksa sa kojima ima zajednidkih tada-

ka, jedna jedina tacdka.

Dokaz: S obzirom da Je telo svakog konalno-dimenzionog
podsimpleksa,podskup odgovarajuée konadno-dimenzione
pljosni,to je presek prave i tela konadno~dimenzionog

simpleksa,podskup preseka prave i konac¢no-dimenzione




pljosni.Kako ovaj presek moZe biti najvise tacka,to s

obzirom na teoremu 1.8. dobijamo tvrdjenje.
Teorema 1l.10: Ako bar jedan od vektora J,,7, ima bes-
kxonadno mnogo koordinata razlilitih od nule,tada je
presek prave odredjene vekbtorima y443o i tela konadno-

dimenzionog podsimpleksa :szj ,...,xj ) tadka
1 n

\Pyl + (l“\P)yg '.1

ako i samo ako su ispunjeni uslovi:

1° (Vo) n{iyseeering§)(Pip=Fop # fi,=Top =0).

2° (Va)( m&{dysenerdn] ) F1n # Yon * 7 Emm =) .
n_ ‘P n_ ‘s
3% I1i je Z )\:{k = —3-\3—13 =1 ,ili je
k=1 Yk k=1 Yk
i
. "1
k=1 Jye = \F
n \egjk -\Plak '
J —x—=
k=1 Ix
C. =i )+
3 (Vi) ( ke{l,...,n} ) ( e Ly I2:]k ) 23_15?__0 y .
Jx

Dokaz: Prema teoremi l.7. , 1° ] 29 i %% su potreban
i dovoljan uslov da Yy, + (1-'f)y, Dbude presek prave i

pljosni 'ﬂ(xj ,...,xj ) .Uslov 4° je potreban i dovoljan
| 1 n

uslov,da tadka koja pripada pljosni 'ﬂ(xj yooosX; ) pri-
1 n

pada telu podsimpleksa :f(xj ,...,xj ) .Time je teorema u
1 n

potpunosti dokazana. []




2, Presek konadno-dimenzione ravni 1

konadno—dimenzionih pljosni simpleksa

Teorema 2.l: Neka je P presek konacdno-dimenzione

ravni odredjene vektorima 31,52,...;yr i unije svih
konaénomdimenzionih pljosni simpleksa.Ako bar jedan od
vektora ¥ys¥psecesTn ima beskonadno mnogo koordinata
razliditih od nule,onda kroz svaku talku y ove ravni,
koja ima beskonac¢no mnogo koordinata razliditih od nule,
povudena prava u ravni moZe imati najviSe jednu zajedni-
cku talku sa skupom P .

Dokaz: Ako prava nema ni jednu zajednicku tacku sa sku-

pom P ,onda nemamo Sta da dokazujemo.Ako prava ima bar
jednu zajednidku tacku y° sa skupom P ,onda prema
teoreni l.4., ¥° Jje jedina zajednicka tacka prave i sku-
pa P ,jer je prava odredjensa vektorima y ',y ,2 ¥ DO
predpo stavei ima beskonadno mnogo koordinata razlicitih
od nule.Ovime je dokazano tvrdjenje. [

Teorema 2.2: Neka je P presek konaéno-dimenzione ravni

odredjene vektorima  y,,¥osec+sYp i unije svih konacno-
dimenzionih pljosni simpleksa.Svaka tatka y ove ravnl
koja ima samo konalno mnogo koordinata razlicitih od
nule,pripada skupu P ,2ko i samo ako je zbir koordina-

ta y u odnosu na bazis Xq9Xpyeso jednak Jjedinici.

Dokaz: Prema predpostavci,postoji skup -{jl,...,jn}- 1

brojevi \P.

5 ,...,‘f’j tako da je
1 n

y=f

+-..+\fje. .

. e,
d1 d1 L

Sada Je




jl Jn
(l) g = . +oost /"X .
As A J
SEE i, B
Ako je ‘le kpj
+l!l+ n = 1 ,
X Aj
1 n

onda prema teoremi 1.2.(III) , ye'ﬂ(xj yeen 9y ) ,pa
1 n

poSto po predpostavci y pripada i ravni,to yEP .

Ako Je p

onda prema teoremi 1.2.(III) mora bitil

yé W(le,...,xjn) .
Kako zbog relacije (1),moZe biti samo ¥ é-ﬂ-(xj “'“’Xj )

1 n

ili yéﬂ(xj A &

X - s.essX: ) ,a ni ova druga
1 dn dn+l

Is
relacija ne dolazi u obzir,jer zbog jedinstvenostl pred-

stavljanja mora biti

i, Pin
y = X . +.-o+ * 2 . + O'X- + a0t O‘X- 3
)\jl J1 }\jn dn Jdn+l Jg
o8 2 ij LPjn \le In
+-n-+ + O+.‘...+ O= +...+-—""""' %1 ’
A; A3 A o
1 n 1 n

odakle je zbog teoreme 1.2.(III),
y¢ F(le,--- ,:{j

,ll-,xt) -
JS

n’xjn+l
Kako 1% v& P proizilazl da y mora pripadati neko]
od konadno-dimenzionih pljosni simpleksea,a posSto vidimo
da to nije sludaj,znacl da v& P .Time Je dokazana teo-

Irema. -




3. Ortozonalne projekcije tTemena simpleksa na pravu

Lema 3.1: Neka jJe Wy ortogonalna projekcija temena

X, 1a& pravu odred jenu vektorima T1190 .Tada je

2
xym Tpa¥g- 5’2>

l‘wk“ Xkﬂg ={132* Xkue -

2 .
llyl‘ y2”
Dokaz: Kako Je
Wk = \'Fyl + (1*?)5’2
1
<Wk-xk,yl-32>=0 ’
to imamo
<\P(:‘71'3’2)+3’2"xk93’1-3’2>=0 )
dakle J
’ ? o KX~ I0a7p" Yo >
(1) ¥ = . 3
Il 571~ 2l
Sada Jje

o xP = PGy 720 + 35 = % |2 -

« P2l ol + v 1l 2P < X m >

pa se smenom Y iz (1) dobija tvrdjenje. U

Teorema 5.1: Neka su Wy oW, respektivno ortogonalne

projekcije Temena Xy 9 X na pravu odredjenu vektorima

T
VERR S .Onda Jje

¥ i
TEREE - T(x) ’

I

£(x) =‘Vf172‘ XH%Ilyl- 32”2 - < To= Xy¥q- 322>2 .

Dokaz: Teorema je direktna posledica leme 3.1. O

I

gde Je

Primedba 3.1: Funkcija £(x) Je kvaedratni koren iz dopune
Kofi-Svarcove nejednakosti do jednakosti.

Lema 3.2: Neka je w ortogonalna projekcija temena X




p o~
e

na pravu odredjenu vektorima Fq:7o Ako 1 ¥4 i 95

imaju k-tu koordinatu nula,onda Je

2
<:32131“ Fg:>

“_71— qug

o= 22 = A2+ 72 -

Dokaz: Prema lemi 5.l. imamo

o= 2l = v =ell® - Lo e 327

” I~ 5’2“

(< k’yl 32> <272$yl"3'2>)

= “ 32“2 -~ 2T 9% > + kallz

| 71~ que
odakle je,s obzirom na predpostavku,
( 0 -<LFrs¥1— 7 >)
e x5 ll2 = 72l = 270 + Ixdl® - 2R,
I g1~ 5’2"

pa vaZi tvrdjenje. O

Teorema 3.2: Neka su W) ,W, respektivno ortogonalne pro-

jekcije temena x,,X,, 1na pravu odred jenu vektorima Jj,.,Jp e
Ako 1 ¥, i ¥, imaju k=tu i r-tu koordinatu nula,
onda Je

EAEE G PREE LR

Dokaz: Teorema je direktna posledica leme 3,2. U

Teorema 3.3t Neka je W ortogonalna projekcija temena X,

na pravu odredjenu vektorima VERR A . Ako svaki od vektora

Y1355 ima samo konadno mnogo koordinata razliditih od nule i

it 3’1"2'“372 ”2 = < 31132>2 )

400
Z” Wi T xkug
k=1

onda red

divergira.




Dokaz: Prema predpostavei,postoji bro] n, takav da Je
za N>N ,i n-ta koordinata vektora ¥, i n-ta ko-

ordinata vektora ¥, jednaka nuli.Kako je za p>0

n_ +p n, 2 R *P
Z Il w, - xk“ Zuw - X 2 + Z | W - xk“2 .
=1 k=n0+l

to s obzirom na lemu 3.2. imamo

n,+p n.,+p
(1) Zuw - %P = Zuw Sl e AL
k=1 k=n0+l

Kako je po predpostavci

B A SO

to Je
“ 31”2. “ 32“2 * “ 32"4 - 2(571,32}”:9’2“2 = <3"1&32>2 +

*“5'2”4 - 2<:F1132:>”72H2 )

odnosno
””"2”2( \ 5’1“2 ¥ “5’2“2 = 2y175> ) =
= (<3113’2>"<5’215’2>) ’
odakle Jje
(2) a2 - S22 Lo
|71~ 2

Sada iz (1),s obzirom na (2),dobijamo

n_+p n,+Pp

O
(3 Zuw P s Dl 2R >
k=1

k=no+l




n
0

= Z“wk- xk“2 + po(.g .
k=1

Kako izraz na desnoj strani nejednakosti (3) teZzi besko-
nadrnosti kada p-»+*@ ,to i niz parcijalnih suma posma-
tranog reda teZi beskonalnosti,pa otuda imamo tvrdjenje

téoreme. O
Primedba 3.2: Uslov
2 2 2
Wy 155" = <7972 2
je ekvivalentan sa

¥ = Ty, (t€ RYVy =0Vy,=0

Lema 3.3%: Neka Je Wy ortogonalna projekcija temena Xy
na pravu odredjenu vektorima Y1390 JAko svaki od vekto-

ra Yy.3p ima samo konadno mnogo koordinata razlicitih

$00
Z" Wk"' xk"
k=1

od nule 1 red

konvergira,onda je

lim ,Xi& _ <:32131 32:>
k-» 00 “ J1~ Ygll

o | S

Dokaz: Na osnovu relacije (1) u dokazu teoreme 5.5. ima-

mo kad stavimo jo.

+ Q)
@) Zuw - x? - Zuw CxlB e 2 (A2 llll? -

k=n0+l

<:ygayl th>
“Yl— 32”

S obzirom da Je,po predpostavci,red na levo] strani re-

lacije (1) konvergentan,to iz konvergencije reda na des-

.U
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noj strani sledi da op$ti Clan mora tezitl nuli,pa otuda

dobijamo lemu, O

Teorema 3.4: Neka Jje Wy ortogonalna projekcija temena

X, na pravu odredjenu vektorima y,,¥, .fAko sveki od

vektora ¥,,35 ima samo konadno mnogo koordinata razli-

citih od nule,tada red +wo

Z”""k‘ 1k
k=1

Dokaz: Kako vazi KoSi~Svarcova nejednakost

divergira.

{T0s¥1~ Io j>2£;‘lygua'ﬂyl" y2“2 ’

to je
2

LTosT1= To >

(1) 2] 2

[’31' 32”2

-1 y2“2 <0 ._._

+00
hAko red Q=Z"wk- xk“2 konvergira,onda iz (1),s ob-
k=1

zirom na lemu %.%.,5ledl

lim A
k-» G0

2
kS O ;

Sto je nemogule,posto za simpleks :f(xl,xg,...) vazi
po definiciji Ao A >0 (k=1,2,...) .

Dakle red Q divergira. O

Teorema %,5: Neka Je Wy ortogonalna projekcija Temena

Xy D2 Pravu odred jenu vekbtorima J1452 . Ako bar Jjedan

od vektora Y195 ima beskonalno mnogo koordinata raz-

1iditih od nule,onda iz konvergencije reda
+00
2
z = x|l =
k=1 |

sledi da mora postojatl
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Dokaz: Na osnovu leme 3.l. 1mamo

+00 490
(1) Z“Wk" ku12 = _""_‘]'-—'é z( “ Jo= Xkﬂ2' “ J1~ 32“2 =
k=1 “yl" y2" k=1 |

e
'<32_ Xyesd1~ 72> ) .

Lko red na levoj strani jednakosti (1) konvergira,onda

konvergira i red na desnoj strani,pa otuda mora bitil

(2) 1im (]| Jo xkug' ”3"1" 3'2"2 “<72"" X2~ J2 >2 ) = 0 .

k -» 00
+oo +00
k=1 k=1

Dalje imamo,na osnovu (2) ,

3 1in (lyy- 7l Mall? + 7= 7P (P =27 -
k-»e0

2
- o) ~<apym 707+ 20Ty - )< 1T >

- 2N (P =% ) =0

+ &0 +00
Posto su redovi 2 2 2 2
Z‘flk = ”y]_” ) Z\fek = ”32“

k=1 k=1

konvergentni,dobijamo

(&) 1im tPlk = 1im kPEk =0 .

k=909 k- o0

pa Jje zato
) tin 2 NPy - Pp)<Tmm 72 = O

k ~» 0Q
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(6) 1in  Ap( Yy, - F,0° =0 :
k-poo

jer je niz (X)) (k=1,2,4..) prema definiciji simple-
ksa :f(xl,x2,...) ograniden.Sada iz (3),s obzirom na

(5) i (6),sledi da mora postojati

lin  ((P,, ~AZ =¥5, ) ,

k-v 00O

odakle ,zbog (4),mora da postoji

lin (‘P = 2)° ,

koo

pa opet zbog (4),mora postojati

lim )\lgc | .
k—»00

ime je teorema dokazana. (1

Teorema 5.6: Neka Je Wy ortogonalna projekcija temena
X, na pravu odredjenu vektorimsa Y1472 .Ako bar Jedan
od vektora ¥4,¥, ima beskonadno mnogo koordinata raz-

1i&itih od nule,onda red =
7 Il - x|

k=1
divergira.
Dokaz: Na osnovu teoreme 5.5.,ako red Q‘jEE”W - xk"2
k=1
konvergira,onda postoji 1im )\i = )\2 .1z relacije

k-»co
(3) u dokazu bteoreme %.5.,sada dobijamo
: 2
lim  (ly1- 707008+ 71~ 721908 -<F0s71~ 720F)
k-»co

odakle Je
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1) |71~ 7l5N° = <Fo09 5 >2 = |70 7 o

Kako iz Kodi-Bvarcove nejednakosti sledil

2 2 2
<32 'J17— Jo > - “ 72“ “ I~ 3’2" S. O ’
to iz (1) dobijamo

171- 7olF0° < © ;

pa Jje otuda
(2) At =0

Med jutim,zbog ||7,- yoll# O (Jer Je prava odredjena samo
u sludaju ¥4 # o ) ,imamo iz (2)
‘X2

No,ovo je u suprotnosti sa definicijom simpleksa

G .

ff(xl,xe,...).Dakle,red Q nije konvergentan. O
Direktna posledica teoreme %.4. i teorenme 2.b. Je

Teorema 3.7: Neka je wy ortogonalna projekcija temena

Xy simpleksa :f(xl,xg,...) na pravu odredjenu vekto~

rima Jq 932 .Tada red*

Z"’"’k' ”‘k“2
k=1

divergira. O
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