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UvOoD

U matematici i njenim primenama desto se postavlja
pitanje moguénosti predstavljanja elemenata proizvoljnog
skupa P pomoéu elemenata unapred zadanog njegovog podskupa
V. Drugim redima, postavlja se pitanje kompletnosti ili po-
tpunosti sistema V u P, Tako u teoriji funkcija algebre lo-
gike, kako klasidne dvoznalne, tako i uopsSte mnogoznadne,
jedno od centralnih pitanja Jje pitanje moguénosti izrazava-
nja svih funkcija algebre logike pomoéu datog sistema funk-
cija te logike u obliku superpozicije funkcija tog sistena.
Za strogu definiciju operacije superpozicije koristi se po-
jam formule, a po suStini ona predstavlja zamenu promenlji-
vih funkecije drugim promenljivim i zamenu promenljivih fun-
keije funkeijema. Pri tome prirodno se nametnulo razmatranje
tzv., zatvorenih klasa funkcija u odnosu na operaciju super-
pozicije. U vezi s pitanjem kompletnosti ili potpunosti sis-
tema funkcija algebre logike vazZnu ulogu imaju predkompletne
i1i maksimalne klase funkcija. Sve zatvorene klase u algebri
dvoznadne logike P, opisao je ameridki matematidar E. Post
i pokazao da ih ima prebrojivo mnogo. Specijalno, Post je
pokazao da u P, postoji pet maksimalnih (predkompletnih) kla-
sa i dao kriterijum kompletnosti sistema funkcija algebre
dvoznadne logike koji glasi: Sistem funkecija algebre logike
P2 je kompletan ili potpun ako i samo ako or nije podskup
ni jedne od maksimalnih klasa. Kako ovaj kriterijum vazi i
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u k-znacnoj logici Pk za X223, to je od interesa poznavanje
maksimalnih klssa. Sovjetski matematidar S. V. Jablonski
odredio je sve maksimalne klase u algebri 3-znalne logike,
ukupno 18. Kanadski matematilar 1. Rosenberg okarektetrisao
je sve maksimalne klase u k-znadnoj logici za k3.

Veé za k=3, a tim pre za k>3, skup svih zatvorenih
klasa algebre k-znadne logike ima moé kontihuuma. Ova ¢i-
njenica Je oteZala opisivanje svih zatvorenih klasa algebre
k-znadne logike za k323, pa se pribeglo izudavanju nekih
zajednidkih svojstava tih klasa., Naime, ispostavilo se da
svaka zatvorena klasa funkcija k-znadne logike (kz2) pred-
stavlja skup svih funkcija te logike koje oduvavaju neku
relaciju, pri vrlo prirodnoj definiciji pojma oluvavanja.
Time je stvorena moguénost izucavanja zatvorenih klasa lo-
gidkih funkcija pomoéu relacija. Opisivanje zatvorenih kla-
sa (11li algebri Posta) pomoéu relacija islo je s rastom
opdtosti: od grupa permutacija skupa Ek ={0,1, ...,k-l} ’
preko polugrupa s jedinicénim elementom preslikavanja skupa
E,, do algebri Posta funkecija vise promenljivih. Odgovor u
prva dva sludaja dao je M. Krasner, dok su odgovor u tretem
sludaju dali sovjetski matematidari V. G. Bodnardluk, L. A,
KaluZnjin, V. N, Kotov 1 B. A, Romov. Pri tome, centralno
pitanje je kakvu strukturu predstavlja skup svih relacija
invarijantnih- za sve funkcije neke algebre Posta, U vezi sa
postavljenim pitanjem definiSe se niz operacija sa relacija-
ma, tako da se primenom tih operacija na relacije koje su
invarijantne za neke funkcije iz Pk’ dobijaju takodje rela-
c¢ije invarijantne za te funxcije. Osnovni rezultati koJji se
pri tome dobijaju utvrdjuju prirodni antiizomorfizam izmedju
mre¥e zatvorenih klasa funkcija k-znadne logike (algebri Po-
sta) i mre¥e zatvorenih klasa relacija (koalgebri Posta) na

skupu Ek'

Klasi¥ni problem kompletnosti se poopStava posmatra-
njem tzv. funkcija sa zadrZavanjem, tj. uredjenih parova
oblika (£(x,,x,, ceasX )y t), gde Je £(Xq 9Xpy o0eyX,) funk-
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cija algebre k-znacne logike, a t nenegativan ceo broj. U
skupu funkcija sa radriavanjem definide se operacija tzv,
ginhrone superpozicije. 0Od nekoliko vrsta kompletnosti na-
rodito je izudavana tzv, kxompletnost u drugom smislu. Za
skup funkcija sa zadriavanjem kaZze se da Je kompletan u
drugom smislu ako za svaku funkciju k-znalne logike f, pos-
toji nenegativan ceo broj d, tako da se par (f,d) moZe do-
biti iz datog skupa funkcija sa zadrZavanjem primenom Ope-
racije sinhrone superpozicije. Teorema Posta, koja izraia-
va kriterijum kompletnosti pomodu maksimalnih klasa, vaZzi
i u ovom sludaju. Sovjetski matematifar V. B. Kudrjavcev
odredio je sve maksimalne klase u binarnom sludaju. Ima ih
prebroalvo mnogo. Japanski matematidar A. Nozaki dao Jje
kriterijum kompletnosti za proizvoljno k.

U ovom radu data je karakterizacija zatvorenih kla-
ga funkcija sa zadrzavanjem pomoéu relscija, U tu svrhu uve-
den je pojam tzv, vremenske relacije, kao 1 pojam oluvavanja
vremenske relacije funkcijom sa gzadr¥avanjem, Definisan Je
zatim niz operacija sa vremenskim relacijama od kojih su
neke analogne operacijama sa "obicnim" relacijama, dok su
dve potpuno nove. Rezultati koji se pri tome dobijaju isti
su kao u algebri k-znaéne logike, tJ. dokazuje se da posto-
ji prirodni antiizomorfizam izmedju mreZfe zatvorenih klasa
funkeija sa zadrZavanjem i mreze zatvorenih klase vremen-
skih relacija na skupu Ek'

Svakom skupu S funkcija sa radryavanjem moZe se pri-
druziti jedan spektar, tj. veskonadlan niz skupova funkcija
algebra k-znalne logike

¥= (Fos Fls se0y Fd, oo )y

takav da f€F; ako i samo ako (£,d4)e S (d=0,1,2, ... ).
Pojmovi zatvaranja spektra, kompletnosti spektra i maksimal-
nog spektra uvode se analogno istim poJjmovima kod funkeija
sa zadr¥avanjem. Pojam spektra uveo je Japanski matematicar
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A, Nozaki, T. Hikita i A. Nozaki dali su kriterijum za odre-

djivanje da 1i Je spektar maksimalan, dok je T. Hikita dao

xarakterizaciju maksimalnih spektara pomoéu relacija. U ra-
du su maksimalne klase Kudrjavceva 2za k=2 prevedene na jezik
spektara i okarakterisane pomocéu relacija.

Rad se sastoji iz Cetiri poglavlja. U prvom su dati
poznati rezultati iz zatvaranja i kompletnosti u algebri lo-
gike i uopite k-znalne logike; u drugom osnovni pojmovi 1 re-
zultati vezani za funkcije sa zadrzavangjem; u tredem origina-
Ini rezultati dobijen{ u vezi sa karakterizacijom zatvorenih
klasa funkcija sa zadrZavanjem pomoéu vremenskih relacija 1
najzad u. Setvrtom karakterizacija maksimalnih spektara (za
k=2) pomodu relacija.




I POGLAVLIE
ALGEBRA kZNACNE LOGIKE

1. Algebra logike
Funkcije algebre logike

Neka Jje U={.ul, Usy eoey Ups ...} - prebrojiva azbu-
ka promenljivih i E, dvodlan skup {0,1} . Funkeija £(uj,ui,
...,u%g, gde je ug#uy, 28 k#l, takva da f@il{xz, ceas0l) € Es
kad O{ie;E2 (i=1,2,...,0), naziva se funkecija dvoznadéne lo-
gike ili funkcija algebre logike ili jo3 Boole-ova funkcija.

Sa P2 demo oznsdavati skup svih funkcija algebre lo-
gike nad azbukom U. Da bi se izbegla slozenost u oznacavanju
indeksa promenljivih, za oznadavanje promenljivih upotrebl ja-
vaéemo simbole X, ¥, %, ... Sa ili bez indeksa. Tako, f(xl,x2,
...,xn) oznadava funkciju koja zavisi od bilo kojih argumena-
ta wi, uy, ... W,, gde je uy, # Wi, za k#¢., Jasno, funkeija
£(xy,%5, .+e3X ) Je potpuno zadana ako se znaju njena 2znacle-
nja za svaku n-torku znaclenja argumenata.

Defindicgija 1.1.7. KaZemo da funkcija f(xXy,Xs,
cossXs 70X50%s 00 .o eyX,) sustinski (stvarno) zavisi od pro-
menljive x; ako postoje dve n-torke znaclenja argumenata:

Fa

Cii: (dl’d2’ ,””di-l’o’afiﬁl* "'dn)*

Ol = (O, 0y wees®y 151,05 00 «ees®),
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takve da je f(aZ} = f(éF). Ka¥emo da Je u tom sludaju pro-

menljiva X; sustinska za funkciju f(xl,xz, ,.,,xn), Fromen-
1jiva od koje funkcija ne zavisi sudtinski Jje fiktivmna pro-

menljiva.

De finieiJja 1l.1.2. Dve funkcije algebre 1o~
gike su jednake ako se svaka od njih mo%e dobiti od druge
dodavanjem ili odstranjivanjem fiktivnih argumenata.

U skladu sa prethodnom definicijom mozemo smatrati
da su s nekom funkcijbm zadane i sve funkcije Jjednake s njom,
Isto tako, ako je {fyy fos <o £} konalan sistem funkeija
iz P, moZemo smatrati da sve funkcije iz tog sistema zavi-
se od istih argumenata.

Formule. Superpozicija funkcija algebre logike

7a izudavanje funkcija algebre logike potrebno Je
poznavanje “"elementarnih” funkeija: 0, 1, x, X, X1Xos xl\/xg,
X > Xoy XXy, Xy + Xp xllxz, koje imaju znadajnu ulogu u
matematidkoj logici 1 kibernetici. Polazeéi od tih funkecija
mogu se razmatrati funkcije od funkcija", tJj. formule nad
"ejementarnim”" funkcijama,

Navodimo induktivnu definiciju formule nad nekim ne
obavezno konadnim sistemom funkcija.

Definicjea 1l.1.3. Neka je
V={f1(x11*"12'-“'x1m1)* fe(le’xza*"*”‘zme)* }.

konadan ili prebrojiv sistem funkcija nad prebrojivom azbu-
kom promenljivih U.




1€ Svaka funkecija fs(xsl,xsg, v ’xsms) sistema
V je formula nad sistemom funkecija V.

2° Izraz
£ (Ayshns cee 9By,

gde Je fp proizvoljna funkcija sistema V, a A, (i=1,2,
... n) je ili formulas ili promenljiva iz U, je formula nad
gistemom funkcija V.

Formula dobijena pomoéu funkcija fl' fry eee fv
oznacdava Se sa g[fl’ fz, ceo fv]' U sludaju kad hocéemo
da naglasimo da promenljive X1y Xpg eee 9 Xy ulaze u for-
mulu, piSemo g(xl, X5y eee x ).

Svakoj formuli ?(xl, Xog eee 9 xn) nad sistemom V
mo¥e se pridruZiti funkcija algebre logike., Pridruzivanje
funkcija formulama oslanja se na induktivanu definiciju for-
mule-

Definicija 1l.l.4, 1° Formuli

:gg(xsljxszjﬂ..’xsms) = fs(x51’x52""’x5ms) (S=1’2’ .o o )

pridruZzujemo funkeiju fs(xsl,xsg,...,xsms) (521,2, coe o

2° Formuli

f (A1’ 2, . e ’An)’

gde Jje A, (i=1,24...,0n) ili formula, ili promenljiva xa(l)
iz U, & fp funkcija iz sistema V, pridruZujemo funkeiju

fp(gl'321 * 00 ,Sn),

gde je g; ili funkéija pridruZena formuli A., ili jidentid-
ka funkc1ja f. =xJ( ) zavisno od toga da 11 Je A formula




nad sistemom V ili ppomenljiva iz U,

Funkcije dobijene pomodéu funkcija sistema V saglas-
no prethodnoj definiciji nazivaju se superpozicije funkcija
sistema V, a sam proces dobijanja tih funkcija naziva se
operacija superpozicije.

Ako formuli ¥ pridruZzimo funkeciju £, kazZemo da for-
mala F realizuje furpkeciju f.

Jasno, svaka funkcija

it ’ximp.)’

fp(xi

gde X, eU (j=1,2,...,mp), je superpozicija funkcija siste~

ma V, KaZemo da Je funkecija fp(x 43X 4+004X ) dobijena iz

funkcije f_(x_,,X Dy eeesX ) zamenom promenljivih.
m
ppl’p pm,,

Primer 1l.1.1, Fuokecija
f(xa,x5,x5,xl,x2)
dobija se iz funkeije
f(xl,xg,xa,x4,x5)

zamenom promenljivih,

Zamena promenljivih u funkeiji podrazumeva zamenu sta-
rih promenljivih novim, permutaciju promenljivih i identifi-
kaciju promenlji ih,

Zatvaranje. Potpunost sistema funkcija algebre logike

DefiniciJae 1.1.5. Neka Jje Tl proizvoljan
skup funkecija algebre logike. Skup [Pi] naziva se zatvarangjen
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skupa WW} a2ko i1 samo =2ko [ﬁl} sadrzi sve superpozicije funk-
cija iz ne .

Primerr 1.1.2. Ako je 71l = {_SE'} , tada je [‘mr]=

ui—

-{.ul’ uz, "oy un, ¢ e sy -ﬁlj -1-1'23 a8y unj. -tl}-

Sledeéa svojstva zatvaranja su ocigledna:
1° melmi,

20 [M] -[m3] .

30 M, My >{M] <[],

De finieciJja 1l.1.6. OSkup qufunkcija algebre
logike Je (funkcionalno) zatvoren ako je IQi==[ﬁZ].

Zatvoren skup iz P, naziva se desto zatvorena klasa.

Primer>r 1.1.,3., Skup :l= {3‘6}' iz prethodnog pri-
mera nije zatvoren, jer je WL # [W].

| P r i mev®T lcltq'. Skup m={ul, uzg 009 un’ . ow
ﬁl, 52, ceosy ﬁﬁ, ...} je zatvoren na osnovu svojstva 2° zat-
varanja,

Primeri trivijalnih zatvorenih klasa su skup koji sad-
r%i sve identilne funkcije oblika f(x) = x i skup koji sa-
drii sve funkcije algebre logike.

Presek proizvoljne familije zatvorenih klasa je zatvo-
rena klasa, |

Defindicija 1.1.7. Sistem funkcija N iz P,
naziva se (funkcionalno) kompletnim ili potpunim ako je svaka

funkcija iz P, superpozicija funkeija iz Nl , tj. ako Je

[m]= P,.
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Primeri kompletnih (potpunih) sistema u P, su:

1° Sistem P2 svih funkecija algebre logike,

20 Sistem T = {?, X1¥5 x1Vx2} . Potpunost sledi 1z
toga 3to se svaka funkcija algebre logike, razlicita od kon-
stante 0, moze prédstaviti u obliku savrdene disjunktivne
normalne forme i iz toga 5to je 0 = xx,

3 Sistem M= {x, X4X 2} Potpunost sledi iz toga
sto Je \/x2 = xl x2 i potpunosti sistema 2%,

4° Sister: {Jx, \fxz}' . Potpunost sledi iz toga
sto Je Xy Xy = xl\/x2 i potpunosti sistema 20,

5° Sistem TT‘[:'{ xllx2’5 . Potpunost sledi iz toga 8to
jz X = XIX, X;VX,y = (xllxl)lgxglxz) i potpunosti sistema
4=,

6° Sistem m={xl-x2, X, + X, (mod 2 ), O, 1} . Pot-
punost sledi iz toga &to je X = x + 1 i potpunosti sistema
30 |

U vezi s potpunosSéu sistema 6° vari sledeéa teorema
I. I. Zegalkina [14],[27] , [18].

T e orema 1l.1.1. Svaka funkcija algebre logike
mo%e se na jedinstven nalin predstaviti u obliku polinoma po
mod 2, pri emu je stepen svake promenljive najvise 1 (sto
sledi iz toga. &to Je xx=x).

Tvrdjenje teoreme sledi iz toga Zto je broj svih po-
linoma Zegalkina promenljivih X;,:Xs5, ...,X,, %J. polinoma

oblika
& . . . X .
ji: 1 .40001 s R |
(e ty LB T s
jednak 22. Naime, moé skupa svih podskupova '{il! PP is}
od -{1,2, coey n}- je 2n, a osim toga a, 5 moze biti
0 ili 1. 17°""s

Iz navedenih primera se vidi da postoji veliki broj
kompletnih sistema u P,. Svaki od njih moze se posmatrati
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kao skup elementarnih funkcigja pomoéu kojih moZe biti izra-
Yena (u obliku formula) svaka funkcija algebre logike. Uzi-
manje jednog ili drugog kompletnog sistema zavisi od priro-
de razmatranog problema.

U vezi sa pojmom kompletnosti postavlja se vazno pi-
tanje: kako dokazati kompletnost, odnosno nekompletnost ne-
kog sistema?

Prvo, lako se vidi da kompletan sistem funkcija ne
mo¥e biti podskup zatvorene klase, koja Jje razlidita od kla-
se P, gvih funkcija algebre logike i drugo, svaki nekomple-
tan sistem funkcija moZe se pro3iriti do zatvorene klase
razllélte od klase svih funkecija algebre logike. Za potpu-
no resenae drugog pitanja neophodno je poznavanje nekih zat-
vorenih klasa funkcija algebre logike. Pre opisivanja tih
klasa navodimo nekoliko definieija. |

Definicigja 1.1.8. (A. V. Kuznjecov). Kla-
sa |l funkeija iz P2 naziva se predkompletnom ili predpotpu-
nom ili jo# maksimalnom ako je [T1] # P, i (Tt U f£}] =P,
za proizvoljnu funkciju fG-Pz\TL.

Iz definicije sledi da Je maksimalna klasa zatvorena.

Definiecigja 1.1.9. Kompletan sistem funkei-
ja T P2 je baza u P2 ako nijedan pravi podskup od M ni-
je kompletan u Pei

Sistemi 50, 4° i 5° su primeri baza u Py

De finiecigda 1.1.10 ([14]). Sistem funkeija
TTC' iz zatvorene klase [l naziva se potpunim u TC ako je

[(mvl="L.
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Definicigja 1.1.11 ([14]). Sistem funkecija
M, iz zatvorene klase M naziva se meksimalnim (predpotpu-
nim) u M ako je [MlI#Ml i [m,‘U{f}] =M za svaku funk-
ciju £eMMUNT,,

De finicija 1.1.12. Potpun sistem funkecija
M’ u zatvorenoj klasi M Je baza u M ako nijedan pravi
podskup od M’ nije potpun u M ,

Teorema o potpunosti (E. Post)

Razmotrimo sada maksimalne klase u algebri logike.

Klasu svih funkcija algebie logike koje oduvavaju nu-
lu, tj. funkcija f(xl, Xny sees Xg ) takvih da Je f(O;O,...,O)
=0, oznalavacemo sa T, (oznaka Posta 05) Na primer, X, X;X,,

x,Vx, € T, dok 1, éT Ocigledno T  Jje zatvorena klasa.
Svaki od sledeclh sistema: }31 $ xy, x+y} 552 {x\/y, x+y}
i @ {xvjr, xy_} je baza u To

Klasu svih funkcija algebre logike koje ocuvavaju je-
dinicu, tj. funkeiia f(xl, Xy ooy xn), takvih da je £(1,1,

eeeyl) = 1, oznalavalemo sa T, (oznqka Posta C,). Na primer,
Xy X3Xo, x1+x2+1&= Tl, dok O, % @fz Tl. Ocigledno Tl Jje
zatvorena klasa., Primeri baze klase su 55 {:x\/y, x+y+l}

%2 =§X§’, X+F+l} ’ '953 ={X§?, X\/?}

DefiniciJja 1l.1.13, Za funkeciju
* | e o —
f (xl,xg,...,xn) = f(xl,xz,...,xn)

kafemo da Je dualna funkcija funkeciji f(xl,xg,...,xn).

Na primer, duzlna funkeija funkeiji XX, je Xy VX, i

obrnuto, konstanta 1 je dualna konstanti O i obranuto, funkcije

—

X 1 X su dualne same sebi,
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Primetimo da Je (f*)*r= f.

Teorema 1.1.2 (princip dualnosti), Ako je fun-
keija Cp (xl, Koy eeey xm) jednaka superpoziciji funkcija
fo(yl’ Toe eeey yn)a fl(x1$ Xny eeey xm)s %f*s_fn(xli Xoy
ceoy xm), tada je njoj duslna funkcija (t)(xl, Xoy eves xm)
jednaka superpoziciji funkeija f;(yl, Tos eees yn), fi(xl,

*
Xpy eeos X )y oo fn(xl, Xy eees x_)e

Iz principa dualnosti sledi da ako je 7ﬂL zatvorena
klasa, tada Jje 1 klasa m* svih funkeija koje su dualne fun-

kcijama iz TNl , takodje zatvorena,

P r*i merT 1.1.5.—'Ak2-je f(xl,x2) = x1x2‘v'xlx2’
tada je f (xl,x2) = (xl\/x2)(x1\/x2). '

Primer l.l.6. Klasa Tl sadr?i sve funkcije du-
alne funkeijama 1z klase To’ drugim redima klasa Tl je dualna
klasi To'

Definieija 1l.l.14, Za funkeiju £(x;, Xo,
cees xn) kaZemo da je samodualna ako Jje

*

f (xls Koy ooy Xn) = f(xls Xy ssey Xn)s
tj. ako Je

f(Xl, x2’ sevy Xn) = f(s'{-l, Ez, "o 2wy "'}"c"n).

Primeri samodualnih funkcija su: f£(x) = x, £(x) =T,

f(x,y,2) = x+ty+z, £(x,y,2) = xyVyz Vix.

Ako n-torke vrednosti promenljivih = 011,512, cony

- — — —
dn) i o= (0[1,0[2, .es ) smatramo suprotnim, tada je
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jasno da samodualna funkcija na suprotnim n-torkama poprima
suprotna znacdenja.

Klasa samodualnih funkcija obiléno se obelezava sa S
(oznaka Fosta D3) Lako se pokazuje da Jje S zatvorena klasa,
Jednod&lan skup {xy\/xz Vy'z'} je baza u 8.

Definicija 1.1.15. Za funkciju f(xl, X5
sosy xn) kaYemo da je linearna ako njen polinom Zegalkina
ima oblik |

f(xl,x2,...,x ) = a,t8y%y + 8%, + .00 +AX (mod 2).

nan

Linearne funkcije su: 0, 1, x, X, Xyt X5, dok konjun-
keija i1 disjunkcija nisu linearne funkcije.

Odevidno klasa linearnih funkcija L (oznaka Posta Ll)
je zatvorena. Primeri basze u L su .31 {O X+ § + 1} i

={1,x+y}.

Definicija 1l.1. 16 Za dve n-torke vrednosti

promenljivih X = (dl’dE" eony X i @.," ((51, Pos «ees (3,)
kazemo da O( prethodi (b sy U oznac:1 _4_. @ , ako je d L (51
za s.ako i=1,2, ..,n.

Oc¢igledno relacija fﬁ Je relacija delimicdénog poretka,

Defindicigjga 1.1.17. Za funkeiju f(xl, xg,
seeyg X ) kazem da Jje monotona ako za sve n-torke ol i (5 R

takve da je & & 4 p, vazi f£(A) & f((b)

Primeri monotonih funkeija su: O, 1, X;X,, x11;x2.
Funkecija x5 +X%, (mod 2) nije monotona,

Klasa monotbﬁih funkcija je zatvorena, Cbicno se obele-
ava sa M (oznaka Posta Al).
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Definicisia 1.1.18. 2Za dve n-torke O i (3
kajemo da su susedne po i-toj koordinati ako su oblika

(X v oo s

1—1’

2'! w 1,---,(:( ),

= (uladgs'-*ad _11 di+1 ,--',O/n)-

Y R

Teorema 1l.1,3. Da bi funkeija f(xl,xz, . )

bila nemonotona potrebno Je 1 dovolano da postoae susedne -
F

torke O( i(b , takve da je OC 4 (5 1 f(d-) 7 f(@)

Mo¥e se pokazati da je svaka monotona funkcija ili kon-
stanta O ili 1, i1i se more izraziti pomoéu konjunkcije i dis-

aunkcn.ae. Otuda i sledi da Je skup-ﬁ {xy, xVy, O, 1} baza
klagse M,

Lako je videti da su klase T_, T;, S, L i M pravi pod-
skupovi od P, i da su dve 1 dve medjusobno razliéite.

Sada moYemo formulisati teoremu koja prcizira potrebne
i dcvoljne uslove za to da bi proizvoljan gsistem funkcija iz
P, bio potpun (kompletzn) u Py e Teoremsa pripada E. Postu
([40] ). Dokaz teoreme, koji éemo ovde dati pripada A. V. Kuz-
njecovu ([141).

T e or e ma 1.1.4 (o funkcionalnoj potpunosti). Da

bi sistem funkecija

v ='{f1(X111312**"’x1m1)* fz(x21’x22’*'**32m2)* oo }

algebre logike P2 bio potpun, potrebno je i dovoljno da on
sadrzi:

funkeiju koja ne oduvava nulu,

funkciju koja ne oluvava jedinicu,

nesamodualau funkeiju,

nelinearnu funkciju 1

nemonotonu funkeiju,
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i1i, drugim redima, da nije podskup ni jedne od zatvorenih

klasa T, Tl’ S, L 1 M,

D ok a 2. DokaZzimo da je uslov potreban. Neka Jje V
potpun sistem funkcija algebre logike, tj. [V] = P,. Pred-
postavimo da neki od pet nabrojanih uslova nije ispunjen, tj.
da je V podskup neke od zatvorenih klasa To, Tl, S, L i M.
To bi znadilo da je i zatvaranje od V podskup te klase, tjJ.
da V nije potpun sistem. Dobijena protivreclnost upravo doka-
zuje potrebnost uslova. |

DokaZimo da je uslov doyoljan, Neka V zadovoljava
nabrojane uslove , drugim redima, neka nije podskup ni jedne
od navedenih klasa. DokaZimo da Je V potpun sistem,

I, Pokarimo da se iz V mogu dobiti konstante O i 1.

Po pretpostavei u V postoje funkcije fo’ fl, f ta-
kve da f°¢mo, £,47, £ &8, tj. £,(0, 0,..., 0) = 1,
£,(1, 1, ..e., 1) = 0 1 £, Je nesamodualna. Moguéa su dva

sludaja.

51

1. Ako Je fo(l’ 1, «eey 1) = 1, tada identifikovanjem
promenljivih u funkeciji fo’ dobijamo konstantu 1, tJ.

€(x) = £,(X, X, vuuy X) = 1.

Konstantu O dobijamo iz funkeije fl(xl, X5y sees xn) Zamenom
svake promenljive kxonstantom l.

2. Ako Je fo(l’ 1, eo.y 1) = 0, tada identifikovanjem
promenljivih u f_, dobijamo funkeiju x, tj.

Y(x) = £, (x, X, «00y X) =X,

Kako je f_ nesamodualna funkcija, to postoji n-torka

o

X = (0’1, 51 ”“-‘O(n)’ takva da Je

p———
Sg—

£ 01, A gy eaeyOp) = fs(dl,dg, cee sy ),

n
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Razmotrimo funkcilju

'@"(X) = fs(el(x)agg(x)s "*16_11(}{))1

A4 -
gde Je '91(}:) =X sy Ude

A , -
X, ako Je ‘xl
Qi(x) ={

x, ako Je di

il
O

i
-

i

(i 1, 25 eoes n). Kako Jje

o, A oo
B(0) = £_(,(0),65(0),...,£,(0)) = £,07,0 SN o)

]
)
Q
Q
i1
Y
o)
-
Q.
Q
t

ol
fs(ld",ldz, .., 1 M=6(1),

&) =),

snadi da je VF(x) konstanta. Iz dobijene xonstante i fun-
keije ¥ dobijamo drugu konstantu.

TT. Sistemu V po pretpostavei pripada nemonotona
] i l‘ll}i pOS—
funkeija £ (X9, Xpy eees x,J). Saglasno teoren
toje susedne n-torke

o~

A

|

CORLPT oo 1900 % 1 e %)
(g = (dl’d ’ -“sdi_lslac(i,,_la ---sdn)a
takve da Je

s (o) > 1, (B

S obzirom da imamo konstente O 1 1 mozemo obrazovati fun-
keiju

n

CLL(X) = fn}(dl‘dE’ '--1C(i_1axadi+l: ---;d)




18

za koju Je

cu(o) >(u(1).

Jasno, (U(x) = X, Znadi, iz sistema V dobili smo funkelgju X,

III. Sistem V sadrZi aselinearnu funkeiju £a. U po-
linomu Zegalkina funkcije f postoji &lan koji sadril naj-
manje dva ¢inioca. MoZemo smatratli da su to x4 ix,. Tada po-
linom mo¥emo napisati u obliku

f£ (x1,x2, ...,xn) *= xlxz f]-(xa’ clc,xn) + xl .f2 (X;, .-.,xn)
+ X2 fa(XE,-fc’xn) + f‘q'(xB’ -l-’xn)’

gde Je f,(xg, ...,xn)§é(3.

Kako je f1$ 0, to postoji (n-2)-torka vrednosti pro-
menljivih (0, ..., ), takva da Je £,(00, «oe X)) = 1. Ka-
ko, osim toga imamo konstante O i 1, moZemo konstruisati
funkciju

'X,(xl,xg) = fﬁ(xl’x2*d5"“’dn) = X, X5 +Q(x1 +F)x2 + J,

gde su A, p i ¥ konstante O ili 1.

Poito imamo negaciju, moZemo sada konstruisati funk-
ciju

(p(xl,xg) = %(xl-{«@, x2+d) + ¥ +O(f5 = X, X5

Dobijena funkeija Je, dakle, kxonjunkeija. Fodto konjunkeija
i negacija &ine potpun sisten funkeija u P2, sledi da Je 1
V potpun sistem u Pg. Ovim je teorema dokazana.

Posleddica 1l.1.1., Svaka zatvorena klasa
funkcija iz P,, razlicita od P,, sadr?i se bar u Jjednoj od
pet datih klasa,.
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Posledica 1l.l.2. Klase T, T

jedine maksimalne klase u P2.

1 S, L1 Msu

Ameridéki matematidar E. Post opisao Jje sve zatvorene
klase algebre logike, U mrezi - delimidno uredjenom skupu
relacijom inkluzije svih zatvorenih klasa 1z P, maksimalni
elemenat je klasa svih funkcija algebre logike P,, elementi
koji mu neposredno prethode su upravo maksimalne klase To’
Ty,
keija fi(xi) = X5, 1 = 1,2, ... 5 O, - klasa svih funkeija
jednakih konstanti.l i.O5 - klasa gvih funkcija Jednakih kon-
stanti O, Uop3te, elementi koji neposredno prethode nekoJ

S, L i M, dok su minimalni elementi: O, - klasa svih fun-

zatvorenoj klasi predstavljaju maksimalne klase u toj klasi,

N;,vodimo neke rezultate Posta [17] . [40] R [4lJ .

PTeorema 1l.1.5. Svaka zatvorena klasa algebre
logike ima konalan bazis.

T e orema 1,1.6. Skup svih zatvorenih klasa
algebre logike Je predbrojiv.

Teorema 1l.1,7. Ako su.rnfl i 7”5 dve zatvo-
rene klase algebre logike, takve da Je ;2';4 ml% ?7!2, tada
se ml moze profiriti do maksimalne klase u 77?.',2.

" e or ema 1.1.8., Svaka zatvorena klasa algebre
logike ima najvise pet predpotpunih -{maksimalnih) klasa,

Ustvari, pet maksimalnih k.asa ima samo klasa svih
funkcija algedbre logike P,. Klase 01, 05 i 05, kao sto Je
ved ranije relen ., nemaju maksimalnin klasa.

Teorema 1.1.9. Skup 71 Je potpun u zatvorenoj.
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klasi m ako 1 samo ako Tl nije podskup ni Jjesdne od prec-
potpunih klasa u m .

Dok az. Potrebnost. Ako bl skup 71, potpun u za-
tvorenoj klasi (i , bio podskup neke predpotpune klase u 77( ’
tada bi 1 [Tﬂbio podskup te predpotpune klasa, tJ. Tl ne vi
bio potpun n m .

Dovoljnost. Ako skup n - m, koji nije podskup ni
jedne predpotpune klase u m , ne bi bio potpun u n s £J.
[n] £ T ( [’ﬂ_]Cm i [Tl] £ Tl ), zna&ilo bi da se Dﬂ,
a tinme i.Tl moze pro3iriti do neke predpotpune klase u ﬂi.,
tj. TL bi bio podskup te predpotpune klase.

Posledieaz 1l.1.3. Iz svakog potpunog sistema
TL u m moZze se izdvojiti potpun u m podsistem koji sa-
drzi najvise pet funkcija.

U [li] je dato poboljdanje prethodnog rezultata. Fre
nego ga formuliZemo u obliku teoreme, navodimo jos dve defi-
nicije. |

Defindicida 1.1.19.(Post). Funkecija f(xy,%,,
...,xn) P, Je
funkecija tipa ol , 111 A-funkcija ako je F(XK,X,...,X)=

funkcija tipa (® , ili @-funkeija ako J» F{x,X,..05%)=1,

i

funkcija tipa 8 , ili ¥-funkcija ako Je F(X,X,y.0043%)=0,
funke¢ija tipa ) , 111 Snfunkcija ako Je F(X,X,...,X)=X.

De finicigja 1.1.20, Za funkeiju f(xl,xp,...,xn)
algebre logike kaZemo da Jje parna ako Je

i

29 ...,dn) = f(dlao-(gs ,..,O(n)

za svaku n~-torkxu vrednosti promenljivih (o ,0(2, eee X ).

£ 5O
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Skup svih funkcija tip@.0< oznalavademo sa A, tipa (O
sa B, tipa § sa r', tipa éx sa ZS., parnih sa Y. Navedeni

skupovi, izuzev skupa A, nisu zatvoreni.

Teorema 1.1.10([1iD. Iz svakog potpunog sis-
- a b [} 3 rr |
tema T u M mo¥e se izdvojiti potpun u M sistem T koji

sadr%i najviSe Zetiri funkcije.

Dok a z, Za zatvorenu klasu m # P2 tvrdjenje sledi

iz ¢injenice da m ima najvige detiri predpotpune klase. Ne-

ka Jje, zato, M = P2. Po prethddno,j teoremi iz svakog potpu-

nog sistema T u P2 mo¥e se izdvoJjiti podpun podsistem ’f[’

koji sadrzi najvise pet funkecija. -
Postoje dve mogulnosti.

/
1.(a). 7 sadrii funkciju fl(xl, X5y ees 9 xn) tipa
Jasno, funkecija fl ne oduvava nulu i nije samodualna, tj.
f3, £,, tak-

flq';To i rl¢ S, Kako Tl sadr#i jos funkcije f,,
. . _— I
ve da f2¢ Ty f5¢M i f4¢L, sledi da je sistem T{ = {fl,f2,

fa,f4} potpun u P,.

(b). ?7,’ sadr?i funkciju fl(xl, X5y eee xn) tipa ¥,

: ;

tada £, 7, i f,45. Zajedno sa funkeijama fy, £z i f, iz ,

takvim da f2¢ Tl, f?)ét-‘l i f4¢ L, funkcija £ ybrazuje potpun
sistem u P2.

2. nf ne sadrzi funkciju tipa (3 , niti funkciju tipa
5 . Tada 7{’ mara da sadrfi funkeciju fl(xl, Xoy eee xn)
tipa 5) (inade bi sve funkecije u T vile A ~funkcije, pa 7{'
ne bi bio po:;:pun sistem u P2). Kako flé T, fl¢ T, i flqi M,:'
to sistem M= {£,, £ £5], &de f,¢8 1 f5¢L (£,, £5€T),
Je potpun u P2. Cvim Jje teorema dokazana,

Posledica 1l.1.4, Baza proizvoljne zatvorene

klase algebre legike sadrii najvise Cetiri funkcije.
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Da broj funkcija u bazi zatvorene klase ne mora biti
manji, sledi, na primer, iz toga £to je skup {0, 1, xy,
X + 5 + 32 (modc?)} baza u F,, odnosno skup {_O: 1, xy, XVF}
baza u M.

2, Elementi k-znaCne [ogike

Neka Jje U {ul, Usy oo ...} polazna azbuka

promenljivih i E, skup {0, 1y «eu k-l} Funkeiju f£(ug i)

U cee s uy ), gde Je u; # u; za J # k, nazivamo funk-

2 n y k
cijom k-znadne logike ako f(O( oo yX ) EE, kada A €E,
(i=1,2, .. , n). Kao i u dvoznacnoj logici koristiéemo za-
pis f(xl, Xoy s » xn) za funkciju od n promenljivih., Funkei-
ja k-znadne logike je potpuno zadana ako su tablicom date nje-

~ ne vrednosti za sve n-torke vrednosti promenljivih. Sa Py de—

mo oznadavati skup svih funkcija k-znacdne logike,

Navodimo nekoliko funkcija 1z Pk’ koje moZzemo smatrati

"elementarnim", akoje predstavljaju izvesna poopStenja funk-
cija iz P2.

1,Funkcija jedne promenljive X = x+1 (mod k ) pred-
stavlja poopstenge negacije u smislu "ciklidkog" prenosa zna-
CenJa 0 - 11 1 = 2, se e 9 k_l = 0-

2. Funkeija NMx = k-1-x = cox predstavlja drugo poop-
Stenje n.gacije u smislu "ogledalskog" preslikavanja znacenja
i naziva se negacija IukaSevica.

3, Funkcija

k-1 za X =6

T x) =

O za x £6

(6 =0, 1, v0o. , k=1), za 6 # k-1 takodje poopsStava neka
svoJstva negaclje.
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4, Funkcila

ji(x) =
0 za x ¥ 1

(i =0, 1, ... , k-1), naziva se karakteristidna funkcija
broja i i za i # k-1 takodje predstavlja poopstenje negacije.

5, Funkecija min(:xl, X,) predstavlja poopstenje kon-
junkeije.,

6, Funkcija max(:xl, xg) predstavlja poopdtenje dis-
junkcije.

7. Funkcija x4 %, (mod k) predstavlja drugo poopste-
nje konjunkcije.

8, Funkcija xy; + X, (mod k ) predstavlja sabiranje po
modulu k.

9, Funkecija Vk(x, v) = max (x, y).+ 1 (modk ) nazi-
va se funkcija Webb-a, koja Jje analogna funkciji Sheffer-=
u P2.

Navodimo neke osobine gornjih funkcija.

N(/Vx) = x, medjutim X £ x za k 72 3.
N min (%, X5) = max (Wxq,V%5), medjutin min (Xq,%5)
£ max (":El, "}E’g).

Pojam sustinske i fiktivne promenljive, jednakosti dve
funkcije, superpozicije sistema funkeija, zatvaranja i zatvo-
renog skupa, kompletnog (potpunog) sistema funkcija, baze
zatvorere klase, predpotpune (maksimalne) klase, definisu se

xao u algebri (dvoznadnz) logike,

Navedimo szda nekoliko primera potpunih sistema u Pk'

|

1 Sistem V = P, svih funkeija algebre X~znacne ligi-
k &
ke je ocigledno potpun 1 Pk'
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3]&_1(3‘:), rin ( x, ¥y), mzx (X, y)} je potpun u Pk' rotpunost

sledi iz toga Zto se svaka funkcija k-znacne loglke mor.e
predstaviti u obliku analognoun savrienoj disjunktivnoj nor-
walnod formi:

GG S VX )= \/!js;(xl)& jg£x2)&. .. & je,(xn)&f(@,,ﬁi, R ) B

(8:116‘21"‘16;1)
gde su \/1& oznake za max, odnosno min.

50. Sistem V =-{':E, max ( Xqs xg)} je potpun u Pk' Nai-
me, moZe se pokazatli da se sve funkcije sistema 2° mogu izra-
ziti pomoéu funkecija X i max ('xq, xe).

4°, Sistem V ='1Vk(x1, x2)} je potpun. Potpunost sledl
iz relacija |

X = Vk(x, X),
max(:xl, x2) = Vk(vk(xl’ X1)¢ Vk(xz’ Xg))

i potpunosti prethodnog sistema.

Neka je dat proizvoljan sistem V funkcija iz Pk' Ka-
ko utvrditi da 1i je sistem V potpun ili nije? Jedan od pri-
stupa redenju postavljenog pitanja Je algoritamski., Takav pri-
stup podrazumeva preciziranjé algoritma pomodu kojeg se moZe
utvrditi da 1i je razmatrani sistem potpun i"1 nije, U sluca-
ju ¥xad je V konacdan sistem, takav algoritam postoii. Naime,

vazi

T e oremna2 1.2.1, Postodi algoritam za raspozna-
vanje potpunosti,

U dokazu teorame koriste se tzv. selektorske funkeije
(s2lektori),
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Definicigja 1l.2.1. Funkcija gi(xl, X5y eses
xn) naziva se selextorska ili kratko selektor zko Je

8y (X s Moy eee 5 X)) = x5 (121, 2, cue s n).

U nekim sledeéim razmatranjima selekborske funkeilje
igraju sustinsku ulogu.

T eorema 1,2.2. Iz svakog potpunog sistema u Pk
mo%e se izdvojiti konalan potpun u P sistem.

Iz poslednje teoreme sledi da prakticno beskonadni
potpuni sistemi u P, ne postoje. Zbog toga ogranicdenje na ko-
nadne sisteme pri algoritamskom pristupu utvrdjivanja potpu-
nosti nema sustinski karakter,

Drugi pristup resSavanju pitanja potpunosti nekog sis-
tema sastoji se u nalaZenju najmanjeg sistema zatvorenih kla-
sa, takvih da je proizvoljan sistem potpun eko 1 samo gko ni-
je podskup ni Jjedne od zatvorenih klasa tog sistema, Takav
sistem zatvorenih klasa Sesto se naziva kriterijumsui sistem,

¥
Neka K oznadava gsistem (skup) svih zatvorenih klasa

1 Pk'

DefiniciJja 1l.2.2. %3 podsk:upz od K kaze-
mo da predstavlja kriterijumski sistem u Pk ako Je proizvo-
ljan sistem VCZPk rotpun u Pk ako i szmo ako on nije podskup
ni jedne zatvorene klase iz ) .

Jasno, kXriterijumski sistemi zatvorenih klasa postoje.
Na primer, sistem K\\{Pk} predstavlja kriterijumski sistem.
U algebri logike (% = 2) kriterijumski sistem Je }:_ ={TO, Tl,

A¥o Je }: kriterijunski sistem, ako m ,77126.2. 1
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'n’llC??T , tada Je iZ\{ﬂL} xriterijumski sistem. Zahvalju-
juéi ovoj osobini moZe se xonstruisati &%o vide prostiji kri-
terijumskil sistem,

Teorema 1l.2.3, P%Ptoji u P, kriterijumski sis- |
k% . .
fem Z , takav da Je \Z_l:’: 2%" i mofe se efektivno konstru-
isati (A. V. Kuznjecov). '

O&igledno, sistem maksimalnih klasa obrazuje kriteril-
Jumski sistem u Py,

Prethodna teorema, bez obzira &to u potpunosti daje
odgovor na pitanje da 1i je neki sistem funkeija potpun u Pk’
tedko se moje efektivno primeniti, Jer zahteva proveru dosta
velikog broja uslova veé za ne tako velike vrednosti za k.
Tako, na primer, broj maksimalnih klasa u'P3 je 18, dok Je
u Py ak 82. Otud i potreba za drugim, efikasnijim kriteriju-
mima potpunosti, |

Definicigjga l.2.3. Funkeciju f(xl,x2;...,xn)
iz P nazivamo sugtinskom ako

(a) £ sustinski zavisi bar od dva argumenta,

(b) f poprima sv.h k znacenja 1z Ek={0,l, csa ,k—l}-.

Tre o p e m & 1.2.4 (kriterijum Slupeckog). Sisten
VC P, (k > 3), koji sadrzi sve funkcije jedne proaenljive Je
potpun u Pk ako i szmo ako V sadrii sustinsku funkeiju
£(Xq3Xos eee 3%, ).

T e orema 1.2.5 (kriterijum Jablonskog). Sisten
VP (k > 3), koji sadrii sve funkcije jedne promenljive,
koje poprimaju najviZe k-1 znacdenja, je potpun u P, ako i sa-

mo ako sadrzi suStinsku funkciju f(xl,xg, coe ,xh).
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O&igledno, kriterijum Slupeckog je posledica kriteri-
juma Jablonskog.

Primer sistena
\ ={0, 1, x, X, X1+1{2}

pokazuje da prethodne teoreme ne vaZe za sludaj k = 2. Naime,
sistem V ispunjava uslove teorema, ali nije potpun u P,, jer
je VC L, |

Teoremnmnsa 1l.,2.6 (kriterijum Salomaa-a), Sistem
Vci.Pk (k » 5), koji sadrii sve funkcije jedne promenljive
koje poprimaju svih k znadenja (tJj. sve permutacije skupa
Ek)' je potpun u P, ako i samo ako sadrzi suStinsku funkci-
ju.

Konadnoznadne logike su uvedene kao poopsStenja dvo-
znadne logike. Mnogi rezultati dvoznadne logike prenose se
kK-znadnu ligiku, MedJutim, postoje i sustinske razlike izme-
dju P, (k3) i Ps.

Prva sustinska razlika Jje u vezi ss bazom zatvorene
klase, Veé smo rekli da svaka zZatvorena klasa u P2 ima konac-
nu bazu. Da to nije tadno u Pk:(kﬁ;E), pokazuju sledeée te-
orene,

T eoreda L.2.7 (J-nov [19] Y. Za svako k (k7/§)
poestoji u Pk zatvorena klasa koJa nema bazu,

Teoremna 1.2.8 (Mudnik [19] ). Za svako k (k3 3)
postoji u Pk zatvorena klasa sa prebrojivem tazomnm.

Druga sustinska razlika izmedju Py (k») i P, Je u moéi
skupa zatvorenih klasa. Naime, Post je pokazso da je skup
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svih zatvorenin klasa u P2 prebrojiv,

Za % 3 vazi sledela teorema.
7

Te orema 1.2.9, Za svako k (kﬂ}B), P, sadrii
kontinuum razliditih zatvorenih klasa.

Treda susStinska razlika izmedju P, (k73) i P, je u
vezi s moguénodéu predstavlijanja funkcija pomoéu polinoma,
Kao sto Jje poznato svgka funkeija iz P, moZe se predstaviti
u obliku polinoma po modulu 2, Medjutim, za k33 to uvek
nije moguée. Naime, vazi |

L

T eorema 1.2.10. Sistem polinoma po mod k Je
potpun u Pk ako i samo ako Je k = p, gde Jje p prost broj.

Navedene razlike izmedju Pk za kK23 i P2 Jasno ukazu-
Ju na neke osobenosti k-znacne logike za k3. No, valija na-
pomenuti da se i u P,  za k73 neka pitanja razlidito resSava-
ju zavisno od k.

3. Opisivanje zatvorenih klasa funkcija algebre k-znalne logike pomodu refacija

Vel smo rekli da Jje sve zatvorene klase u algebri lo-
cike (k=2) opisao amerilki matematilar E. Post, kao i da je
kardinalni broj skupa svih zatvorenih klasa algebre logike,
}@f Takodje smo rekli da je kardinalni broJ skupa svih zat-
vorenih klasa algebre k-znalne logike, . Ova dinjenica je
znatno ohefala opisivanje zatvorenih klasa algebre k-~znacne
logike Za k» 3, pa su izulavanJa usmerena, ili na formulaci-
ju nekih opitih stavova, ili na izudavanje zatvorenih klasa
specijalnog vida, Ovde Cemo izneti neke rezultate u vezl s
opisivanjem zatvorenih klasa funkcija k-znadne logike pomo-
éu relacija. Napominjemo da sva tvrdjenja do krzja poglavlja
vaze nezavisno od k i da ¢ée termin X-znadna logika podrazume-
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vati k»2, hapomenimo 1 to da se& zatvorena klssa (termin Jab-
lonskog) Zesto, u znak fundametalnih rezultata Posta u P,,
naziva alzebra Fosta.

Sovjetski matematilar A. I. Maljcev Je pokazao da se
cperacija superpozicije moZe izraziti pomoéu pet svuda defi-
nisanih operacija: €, T,A,V, %, koje se definifu na slede- |
éi nacin:

CCf)(xl,xe, coe ,xn) = f(%5, «oe ,X

n’xl)’

(T2) (o %oy wee %) = £(HpaX1sXsy eve %),

(B2) (g gy en 3%y ) = ECELX Xy en X 1)

(VEI(Xy9Xny wes 3Xpa¥pq) = T(Xp, ‘. * SUEPR
(f*g)(xlﬂx2?*"*Xs+n—l)ﬁf(g(xl’x2""’xs)’xs+1""’xs+n-l)’

gde su f i g proizvoljna n-mesna 1 s-mesna funkcija k-znac-
ne logike, Ako je f funkcija Jedne promenljive, tada je po
definiciji

?;f =Tf =Af = fc

Iz ¢ finicije datih operacija se vidi da ¢ i
obezbedjuju sve mogude permutacije argumenata funkcije,ik
predstavlja operaciju identifikovanja argumenata,‘vlje ope-
racija pripisivanja fiktiveog argumenta, dok je A binarna

operacija supervozicilje,

Pod alzebrom Posta sada moZemo podrazumevati skup
funkeija k-znadne logike zatvoren u odnosu na operacije § ,

t?éXiV&‘%-

Neka Je £(Xq, X5y eees xn) n-meana funkeija k-znad-
Cm
ng logike 1 © w-arna relacija na sxupu K, , tJ. Q C Jaﬁ

"o - e i T B | - l-‘
IR AR

oA Y
LR I
G0y

. -
FE I r
I R I B

T
w0

Y
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Definiecigja 1.3.1 ([5]). KaZemo da funkeija
£(Xqy Xpy eeey X ) oduvava relaciju Q , 11i da Je Q© invari-
Jﬁntno za f, ako je svaku n-torku (Qal, @2, ...,(5 } eleme-
nata (tj. m~torki) iz Q f(@l, (52, °s o (’.J ) takodje iz Q

Pod f((3l,f§2, ...,[3 ) podrazumeva se m-torka ¢ija Je
i-ta koordinata Jjednaka vrednostl funkcije f(xl, Xny eeey X )

od i-tibh koordinata m-torki (151, (52, ceey f:’; . Naime, ako

n

(51! P2’ ---grbneg) (tJ- ﬁls/(gg --.,ﬁ )€ 9 ), gde Je
(53 = (dljjdej, cn-,‘dmj)j (J = 1, 2, s ey ﬂ) 1 ako je

2
Ky = (01,0050 overdliy)s (A

. - ”~ W P
tih koordinata od [31,[32, ...,(3n, tada Je

1, 2’ ew ey M)‘ n“torka i-

f(@l,ﬁg, N IO I {(C PR, SR 1) CAPY ST SR
cooy (¢ 1n? 2 ,---,O( ))= (f(oclls 2"”’{:111)’f( 0(221"‘1 )1

ey 2Ol 00l ) = (2(EL)), (), ey 20D,

. ema 1.3.1l. Skup svih funkcija k-znacne logike ko-
je oluvavaju neku relaciju 911& skupu  E, obrazuje algebru
Posta,

Tvrdjenje leme sledi iz &éinjenice da svaka selektor-
ska funkcija oduvava svaku relaciju na E, 1 iz toga sto fun-
kcija, koja je superpozicija funkeija koje oluvavaju neku re-
laciju, takodje odluvava tu relaciju.

Primer 1.3,1. uoae@ =4 (0,0), (0,1), (1,1) 3
data relacija na skupu u {0 1} tada skup svih funkcija
iz Py, koje ocuvavaju relw013u.(? obrazuje klasu monotonih

- funkeija algebre logike., Kale se joS da relacija © = {(0,0),
(0,1), (1,1)} potpuno karakterife klasu monotonih funkecija
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na E2 u smislu da funkeija fé&P2 oluvava relaciju g? gleo 1

samo a2ko Jje monotona.

Kod relacija je desto pogodno koristiti matridno izra-
yavanje. Neka je ¢ m-arna relacija na skupu Ek i n pri-
rodan broj. Pod.<?—matricom tipa n podrazumzva se matrica
tipa mxn s elementima iz Ek s takva da Jjoj sve kolone
pripadaju relaciji © . Ako je s broj elemenata relacije
o (ka¥e se i Sirina relacije © ), tada broj razlilitih Q—
matrica tipa n iznosi s©. Sama relacija Q girine S8 mo-
ze se predstaviti g—matricom tipa s, koja, kao kolone sad-
7l sve m-torke iz §> u proizvoljnom poretku. Matricno izraZza-
vanje poJjednostavljuje opisivanje pojma oluvavanja. Naime, ka-
e se da n-mesna funkcija f oduvava m-arnu relaciju O ako
ona svaku Q— matricu tipa =n preslikava u nexi elemenat iz
§> . Inade, slika matrice M +tipa mxn pomocu numesnelfu—
nkcije f Jje matrica-kolona (tipa mx4), 8iji su elementi
slike odgovarajuéih vrsta matrice M pomocu £,

Algebra funkcija, koje ofuvavaju relaciju ¢ naziva se
algebra polimorfizama relacije Q i oznadava sa P( Q).

Ako je R skup relacija na skupu E, (moZe biti 1
beskonadan), tada alge.ru Posta funkcija, koje ocuvavaju sve
relacije iz R, oznacavamo Sa ‘;)(R), Pri tome Je

Py = [ \Pco.

?&R

iko je F skup funkcija k-znacdne logike, tada se sSKUp
svih relazija na B, koje su iuvarijzntne za sve funkecije iz
F, naziva skup invarijanti za F 1 oznadava sa ij(F).

Ulogu sel ktora kod relacija igraju relacije speclja-
1nog vida, koje se nazivaju dijagonale,

Definiecija 2.3.2. Ako je o9 relacija ekxvi-~
valencije na skupu il, 2y seay m}, tada se relacija D{ev)
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dufine m, koJa Jje pridruZena relaciji ekvivalencije & , tak-
va aa

(O Ly +vn )€ DD (Wi, 3) (103>l = ),

naziva dijagonala na Ek'

Specijalno, ako je u relaciji ekvivalencije o~ svaka
klasa ekvivalencije jednodlana, odgovarajuéa dijagonala Je
Descartes-ov kub Ei.

Praznu relsciju smatramo dijsgonalom.

Skup invarijanti nekog skupa funkecija F iz Pk nikad
nije prazan, jer za proizvoljno F sadrzi sve dijagonale.

Pri opisivanju algebri Posta pomodu relacija, central-
no pitanje Jje kakvu strukturu predstavlja skup svih invarija-
nti te algebre. U vezi s postavljenim pitanjem definige se
niz operacija sa relacijama , takvih da se primenom tih opera-
cija na invarijante neke algebra Posta, dobijaju takodje inva-
rijante te ~lgebre Pcata,

M, Krasner je pomoéu relacija opisao algebre rosta
specijalnog vida: grupe permutacija skupa Ek i polugrupe
s jedinidcnim elementom preslikavanja skupa & u sebe ([5],

(23], [24], [2s]). .

Osnot -1 rezultati M. Krasiera u tom smislu mogu se
formulisati u sledeéem obliku.

D
1. Bvaka grupa permubtacija é/:na skupu Ek Jednazna-

no se karakterife skupom svih svojih invarijsnti,

v, Skup R C-rolacija predatavlja skup avih invarija-
2

nti nekxe grupe permutacija nma B 2Xo ko Je zatvoren
<

i &

PARY: 11” 3 t'ﬂdf‘ i 1 ~eTSe] P - "’“51'”‘ 1 Yamn (Qm-\m'}aCi T
v odnosu na uvedeni niz operazcija sa relacijganz, (We-rPelzClgd
na skupu Ek Je svaki podskup od Ek’ zoe Jje

skup) .
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Za tvrdjenje pod 1. sustinsko Je da Je §¢ skup do-
voljno velike ksrdinalnosti ([S?[;;lEk‘+ 1).

Netrivijalni deo drugog tvrdjenja sastoji se u doka-
zivanju dovoljnosti uzetog riza operacija sa relacijama,

Skup svih invarijantli Jedne grupe § mozemo takodje
razmatrati kao algebru relacija. Tada tvrdjenja 1. i 2. de-
finigu prirodni antiizomorfizem izmedju mreze svih grupa na

B, i mreZe algebri relacija na k.,

Ako je1)9 polugrupa s Jjedinicom preslikavanja skupa
B, u sebe, tada se rezultati 1. i 2. ponovo dobijaju, s tim
3to je u algebri relacija sada broj operacija manji; naime, -
otpada dperacija komplementa. Ovo sledi iz dinjJenlice da ako
neka funkeija £ Jedne promenljive oduvava relaciju © , ta-
da ona ne mora da oduvava i komplement relacije gD. Med jutim,

ako je f permutacija skupa Ek’ to Jje tacno.

Rezultati 1l. i 2., dobijaju se i u slucaju algebri fun-
kecija vise promenljivih ([5],[5]). Oni sada glase:

1. Svaka algebra Posta (sa selektorima) na konacdnom
skupu E;. potpuno se karekterife skupom svih svojih konadno-
arnih invarijanti.

2. Skup R relacija na Ek je skup svih invarijenti
neke algebre Posta ako i samo ako Jje zatvoren u odnosu na
niz uvedenih operacija sa relacijama. Naime, to Jje isti niz

peracija kao kod invarijsnti polugrupa s izuzetkom operacije
unije, &to je Jasno s obzirom na ¢injenicu da funkeija f,
ako oduvava relacije Q@ 1 € , ne mora da oluvava i njihovu
uniju. Medjutim, ako je 7 funkecija Jedae promenljive, on-
da Je to tadno.

Predstavlianje rezultata u datoj formi podrazumeva
razmatranie i relacija prebrojdive duZine, Hedjutim, autori
u [5] i [6] raznatraju samo relacije konadne duZine i opera-

cije sa njima biraju na crugi nadin., To ima za posledicu da




Y
5=

sa rezultaeti deobiijaiju eleganinije nezo u prethodna dva slu-
L . L i 'y

{‘J
m

¢ .

Algebre relscijs konadne du?ine definifu se simetri-
ino Maljcevljevoj definiciji algebri Posta, tj. operacije s
relacijama uzimaju se analogno Maljcevljevim operacijzma sa
funkcijama, Haime, operacije Z,-C, A iV 1lako se prenose na
relacije, dok se za operaciju super; ozicije uzima De Morganov
proizvod, koji se definife na sledeéi nadin: zko su.gii.Ef
m-arna 1 p-arna relscija na skupu Ek’ tada Le Morganov pro-
izvod relacija @i & je relacija © % & du¥ine nm+p-2,
takva da |

o s o,

25 __2>eg:~xs’<—>cfl@eE ) (Ol ™y ee s 1 PED

I]H-p

AR O yree e 2)E 6 )

Algebra zelacija konadéne duzine na sXupu Ek s ope-

racijasma 7 , T,A,V i % naziva se koalgebra Posta na skupu
Ek'

Analosno algebrama Posta koje sadrie sve selextore,
raznatraju se samo koalgebre koje sadrie sve dijagonale.

Autori su u [5] definisali veéi broj operacija sa
relacijama. Iz nekih od njih dobijaju se osnovne operacije
z',Tf?fﬁ,Ty ik ,koje ulaze u definiciju koalgebri (i obr-
nuto, te operacije dobijaju se iz osnowvnih), dok & sve mo-
gu izraziti pomoéu csnovnih, Cvie Cemo operacije s3 relascija-
ma samo nabrojati, bez definisanja. To su: 1. permutecija
koordinats, 2, identifikovanje koordinata, 3, privisivanje
fiktivne koordinat~, 4, superrvozicija, 5. projekeija, 6. Leo-
scartes~ov proizvoed, 7. 1p151vaﬂge veste, 3. d1]
zacija, 9. prasek (Kanaunﬂﬂlaa) , unija (disjunk
11, XKomplement,

Cpaira T 1 T su specijalni

.

*

AN Je sk«01galﬂ1 gludaj operacij:

J
specijalan slulaj operacije 4. Cpe
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v

u operacija 1. - &4,

I2ko se dokazuje sledecle svojstvo operacija l. -9.:
primenom operacija l. -9. na invarijante neke algebre Posta,
ponovo se dobijaju invarijante te algebre Posta.

Tnade, sve nabrojane operacije koriste se u dokazlva-
nju osnovnih teorema u [5] [é]. |

Operacije 10, i 1l. razmatraju se u vezi s koalgebra-
ma Posta koje odgovaraju algebrama Fosta funkcija Jedne pro-
menljive, '

Definicija 1.5.5 ([5]). Algebra relacija,
zatvorena u odnosu na operscije 1, - 10. naziva se¢ alzebra
Krasnera 1 vrste,

Algebra funkeilja koje oduvavaju sve relacije iz neke
algebre Krasnera I vrste Je obavezno polugrupa s jedinicom
funkcija jedne promenljive skupa E, u sabe.

Definicida 1.3.4% ({5]). Algebra relacija,
zatvorena u oinosu na operacije 1. -~ 11. naziva se algebra
Krasnera il vrste.

Algebra funkeija koje oduvavaju sve relacije iz nake
algebre Krasnera II vrste je obtavezno grupa permutaciia sku~-

Jubs S DN
K

Sada moltamo dati prvu 1 drugu osnovnu ¢20rsnu 12 Tﬁ]

i {egl. ' |

. /7 X
Teorema 1.3.1. Ako je yC algebra rosta na
i ——y o "“'i. ;f__
:onacnom skupuw By 1 hf(mL) sknp svih nJjenih konadno-

sinih invarijsanti, tada svaka funkeija £, koja ofuvava skup
’&. L 1 - ) . &
h/(&%), rripada algearl-J{ N
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99(27Gﬁ%)) -,

Teorema 1l.3.2., ako je/c kozlgebra Fosta na
konadénom sXupu Ek i 9DQ&f) algebra svih njenih polimor-
fizama, tada svaka relacija invarijantna za ?(,C), pripa-
da koalgebri ,-c sy GJo

NP =

Analogne teoreme vaze za algebre Posta jednomesnih

funkeija i njima odgovarajuée koalgebre,

Datim teoremama definide se prirodni antiizomorfizam
izmedju mre¥e algebri Posta (algebre funkecija na skupu Ek)
i mre?e koalgebri Posta (algebre relacija na Ek)' Znadi,
alzebre Posta, tj. zatvorene klase funkcija k-znaclne logi-
ke mogu se opisivati pomoéu odgovarajuéih koalgebri. Tako,
rastudim (opadajuéim) nizovima algebri odgovaraju opadajuci
(rastuéi) nizovi koalgebri. Specijalno, maksimalnim algeb-
rama odgovaraju minimalne koalgebre 1 obrnuto.




II POGLAVLIE
FUNKCIJE SA ZADRZAVANJEM

1. Potpunost u skupu funkcija sa zadrZavanjem

Pitanje potpunosti (kompletnosti) kao Jedno od vaznih
pitanja matematicke ribernetike redava se za razlidite funkci-
onalne sisteme., Rezultati reéavanja zavise od sloZenosti ele-
menata samih sistema 1 operacija koje se pri tome koriste,
Videli smo da se u algebri logike 1 uopcte k-znacne logike
pitanje potpunosti moize refiti efektivno, dok za neke sloZcnl-
je sisteme, kao na primer, Zza sisteme konadnih automata, to
nije moguée., Ovde ¢emo iznetl neke poznate rezultats u vezl
s refevenjem pitanja potpunosti za sisteme tzv. funkcija sa
zadriavanjem, koje &ine prelaz od logickih funkecija ka auto-
matima.

Neka je K = {}Clj XE, 209009 xn, a0 } &Zb'llk‘i pTO—
menljivih koje uzimaju vrednosti iz sikupa Ek = {O, 1y esoy

kwl}.

De finieigja 2,1,1., Uredjen par (f(xl, Xy
vosy X0, 5), gde Je T(Xyy, X5y e x ) funkeija k-zna-

ne logike, a t nenegativan ceo0 broj, naziva se funkeci-

ja sa zadriavanjen (ka¥njenjem) 1ili funkeilja sa parametTom,
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De finicijga 2.,1.2. Dve funkcije sa zadria-
™ A 1 . ek I o] i =
jem (fl, tl) i (f,, t2) su jadnake ako je t, = t,,
funkcije fl i f2 se eventualno razlikuju samo fiktivnim
argumentima.
Cinjenicu da su funkcije sa zadrzavanjem (fl, tl) i

(f2, ﬁ2) jednake oznalavamo sa *(fl’ tl) = (f2, t2).

Skup svih uredjenih parovarﬂ(f, t), gde f€P, a
t =0, 1, 2, ... , o :alavamo sa F.

Operacija tzv, 'sinhrone guperpozicije uvodi se indu-

ktivno na sledeéi nacin,

De finicigja 2.1.3. 1° Ako je data funkcija

sa zadrzavanjem
(f(xl,x2,...,xi_l,xi,xi+l,...,xn), t)

i promenljiva X35y tada se funkcilja sa zadrzavanjem

(f(xl’ixg r AR ’Xi—l,xd’xi‘}'l, . e gxn) » t)

dobija iz date funkecije sa zadriavanjem operacijom sinhrc~

ne superpozicije (pravilo zaumane promenljivih).

29 Ako su zadane funkcije sa :adriavanjem (f(xl,x2,
a#irxn)a t), (gl(xlixzi '*'axm)a 0), (Eg(xlaxgs ***sxm)a o),
cae 3 (gn(xl,xz, ag.ixm), 0), tada se funkeija =a zadrzava-

ngen

(Z 'i}l'} {}27 ¢+ 39 Gn>9 t)‘!

zle G oznidava 111 promenljiva, ili funkeiju gy
i a1z datih Pimkeilja sa zadriavanjem prd

»
-]
1]
il
=
T
¥
-
O
O
}_J
C




operacije sinhrcae superpozicije (preavilo zamene funkcije s

nulton zadrikom u funkeiji s zadrikonm),

50 Ako su zadene funkeiie sa zadrizvanjem (f(yl, 5

ceo ey Xn)a %), (gl(xl’xz’ ¢ 00y xm)a tl)s %2(x11x21-«'1 xm>’tl)‘

PP (gn(xl,xz,..., xm), tl), tada se funkcija sa zadr%avanjem
(f(gla o9 eevs gn)a t*'tl)

dobija iz datih funkcija sa zadrzavanjem primenom operaclje
sinhrone superpozicije (pravilo zamene funkcija sa zadriava-
njem u funkciji sa zadrZavanjem).

| Primetimno dve vaine osobine operacije sinhrone éuper~
pozicije. Prvo, ako se sistem MTC%L sastoji samo iz funkeija
s nultim zadriavanjem, tada se sinhrona superpozicija funxcija
iz Tl svodi na "obidnu" superpoziciju funkcija k-znadne lo-
cike i drugo, ako se umesto jedne promenijive funkcije £ 12
para (£, t) stavi neka funkcija g sa zadr¥avsnjem tl, ta-
da se waesto svake prowmenljive funkecije f mora staviti fun-
keija sa zadrzavanjem T,.

Definicigja 2,1.4. Ako Je ™M < ig; datl SXEup
funkeija sa zadriazvanjem, tada se s2up [}WJ:& iva zatvaranje
skxupa ‘M avo i szmo ako [M] sadr¥i sve funkeije sa zadriava-
ajem, xoje se dobijaju iz Tl primeosom overacije sinhrone su-

perpozicije konacdan LroJ pulba.
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Cvde ¢&emo dzti dafinicije dve vrste potpunosti, koje Clemo
nizivati potruncst u I 1 potp unost u II smislu.

Definicgja 2.1.6. Skup VI &« P je prtpun
u prvom saislu ako je za J((Lf"ﬁ‘:l:’ 1 "‘f’t, tE

(£, tYye [M], t3. ako jo [M]="P

Definicijga 2.1.7. quprﬂ”[C‘Pkaeyotpun
u drugom smisliu ako z4d ‘VLfePk,ﬂws&{O 1, ... } , tako da
(£, t)e M.

Pojam potpunosti u <rugom smislu moZe se precizirati
. s
i na sledeli nadin., IzvrSimo razdiobu skupa P, na sistem

UL podsxupova U., takvih da je za svaku funkciju FEP,

uf={(f; q) lq =0, 1, 2, }.

gy 04

Jasno, f‘\é_% LL. Za skup 1 & nozemo sada reéi da
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L
o
U

je potrun u drugom smislu, 111 u cdnosu na sistem 21-, axo

i N Uy #@ za -‘v‘u,feu.

r,

Jasno, ‘ako je skup Tl funkes ja sa zadrza v:_an,jem pot-

pun 1 prvom smisiu, on Jje pabpun i u drugom smislu, ali ovr-
uto ne vazl,

Narcdito Je izuluvena potpuncst v prvom 1 drigoca smi-
e i 4
lu u Pg* Syo naizoliko ez ult%ta V. B, Kudriaveeva,

- o ) . I R, 4
T eoraaa 2.1.1 (LE?])* Lorep fun 1hlaa 52 Fadrsa-
N . ".L:}‘ - [ - _ b - L
venjem {1 & P, Je potpun u prvom sm iszlu u P2 axo i szmo
o oon sadrzic

(a) wodskup (il 1 funkelia g auld
da je ocn potpun u Po, |
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(b) funkeiju (£, 1),
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. 1 . ’ - s
Primer 2,1.1., Skup funkeija |
obrazuje votpun sistem u prvom smislu u

o
o
-

Tz prethodne teoreic sledi da svski sistem funkcija
B ~J
sa zadrzavanjem, koji Je potpun u

5 sadrzi btar dve funk-
cije sa zadrZavanjem,

Teorema 2.1.2 ([Eél). Stup funkcija sa zadrza-
vanjem |

T ={Ce5s £} 507V ks 83

¥ 4

e poipun u drugen smislu u P2 ako je
oy

J SKIIP ifi%iﬁl potpun
u P, a tlti za ¥ i€1,

T e o0 1

A

EEY

>dnodlani
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Definicija 2.1.8, 8k

T a or a a2a 2
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Klese u fﬁé za pobtpunost u prvom smislu su:

0) | fe1jViCe, @) | eer,, a=1, 2, L

oﬂresﬁ Uice, ) | eer,, =1, 2, },
¢,

0) If&f’i} Ufi%i Q) I\EQP2$ qQ=1, 2, --} ’
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klage u P2 za potpunost u drugom smislu

) \f€n, q =0, 1, 2, } ,

q) | f€8, ¢ =0, 1, 2, ... } .
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Q) lret, =0, 1, 2, ... [
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, a=0,1, 2, . 3U§L P, ol Ve 1} .




A

i

i

10, W = {(f,(2q+11)-2r) |Teit, g =0,1,2, J \J
J

{(Q, ) laq=0,1,2, ...3 \J ﬂk(l? a) | g

i

O
"

i——l
~

o
e
L
»
.

{(%1(2@."* --a}'ES)I“EEPI,'s = T+ 1,24+2, 400 3
%CP, O)i ¥’€2E4} za svaki fiksiran nenegativan ceo broj r,
~y
11, 7, = {(£,(2q+1)2") | £eA, q = 0,1,2, ...3 U

§(¢ (2q+1)2®le€ s, s =r+1,0+2, .., ; q=0

%ﬁ?h O)] %’E-Aﬁ za svakl filxsiran nensgativan broj .

Za potpunost u drugecam smislu vafi slededa Leorama

T,

P
l"i- Hr- - 'l"'h-"""' . ’-H- - -
Teorasama 2,1.5 ¢ 2;1). 1z sveirg pobpuaeg 1 Py
H'Qf" [3¢ Py et o111 l Yo T ey d Rt ~ f“':"“’;““
SLELEN3 W ariiiom silsSiud nozZe 2@ LzZAdVoJiv DOUDUN pOoGELSToM
Y s * ~ Dy = vy f T * = s Y e ey
'\.OJ] .L Jl. }’I"I.d ‘1"’-1.{-_.,6 i.."-*b L! =l IJR Ma J'.-(.." e o ”1].”"1._’ -
v B T DR - AU S . R S R U
Da beod funkelia sa z avangan u potpunsa aistamu u
A - S~ . | e - - L. - R - oyt
GRULEoM ST na mora da tude manit od peb, ook Yoo e
A N ! ( " - }
signena '?EC ), (x4+57+=, 0) O, O3, (7 ), (#, 1) 7
oAl T { ) O 9 £ S 3 P} ¥ . TN O 3 ~ 3 _5 :
TF e m . - | W nd - - .- - — _ IR R - . ! ——
Hadme, lalo o videtd da nliedan pravi codskup datoz sisbama
: -
- -y - . - I
LGS OTITua u ﬂp,
!T ﬁ 1,( i - T AT — :] 2, o e e - ~ T . :i'-‘- ~ vy ‘- - P '*m
27 o ‘. (.«-' Wb E'_} _: — A 'F N i.j '3.. [ L ol ! f:‘) l:.Af:i. ,_._’I- Ly b i I U Bif i "
3
T Tk L5 - — - < - 1 ~ £ - wm .. P R .-! T .=
prnosul ¢ DA PROLAY 21 ing K dro Jarnnustl nabouwatidoar A, o3
1 i 1a ey T 1A ': . ™ 1 o - - 7 bt o o - - 1
1*;‘"] 4 ?LEL'"I"J ) ‘_J:.T 4 2 LA 13113{3 SRR RO A AN lﬂi{ AL S I_J:l,:ﬂrh}_’{




. | I POGLAVLIE
PRESLIXKAVANJA GALGIS-a
ZA ALGEBREFUNKCIJA LA ZADRZAVANJEM

vorenih

v, vramenskih rela-
cija, U tu svrau dafinifs se niz ppeeacija srqangkd

C ovom poglavlju daje se karvakterizacija zatl
o 2

J
lacijana cd kojih su neke =ralogne opsrac

[

relacijama, dok su dve potpuno nove, Tezuls
‘tome dobijaju odncss se na postojanie pre

L ¥

Galois=a za mrasu zatverenin klasa funkeija s

12720 570
w s - 2 X
=t - - - a 3 Py ol 4, -T:}
:"%E-’ i-:;“::Pﬂ 3 E;L t —t Oj 19 ,_‘%,’ a w ] !”} J’:ifJL,.}.-Ja'.,E. TiQ -".:gf" Lk:
o
) s . L - = . L v - "...: .- L
G§L1&G1d1 [QANADSNEe HURETReZTeL g | 1o 398 58 Laildes
o A . M, ol o ot - 2 ._ = - -! b : e -y "-. L ey ] 17 1
+iki poasdu operacija koje su znalogne coperacijama A, L, sS4l
A E - 3 M m Ty 13 ﬂ"\ ki . *:.; '...-l" x - = 1
ceva, dafinisanim u sunu fk Tunkeld da Xesnadng 15530y,
N . - ox . » . 7 : 5 . x T T ST, A
WRIEAC Je \ %‘luc’é gE} ’?; s L /\ Loy avlo CaTiniEgsnd
. ':"‘-;1. - *-ﬂaﬁi: - ""1'1-" ;"1 4 ( - i
oA SLERICct NACLALY nfsd gd 4 j{]_r 33 oworos g ) ’ i"}) e RN WEe S f
m _i‘_'l
o Ao X 2. oy £
AL T E .1'*-?’11'1!._;: ‘ﬂ, %r’f,tl{l jﬁ




Lk
b

o
)

59 39 }-:'{n) ’{:) = (_f(:;r-_}}{;)j s 2 o 1:{3’}:{1) , ’I:) S

L]

L

o
e
s

e
o’

Ii

(CCE) (%5, +(f(xgix13x5?,;wixn)at),

<

(CAL)Gxyaps -

((Vf)(xl,xg, ?

L
ﬂ
ﬁ
H
i
+
=
S
i
<
e’
i
~~
i
~~
£y
N
-
:}
N
-
.
W
it
s
3
r..-!
~
rf
u

I-.
;..

I | . N ':}J"- .
Operaciju analeognu binarno A walaﬁa

ovde nije nczudc de
&

lﬁ
Y
0
!
o
2
g
g
I—I »

B G

inisati zbog vel naved
cije sinhrone Superpol n

kcije £, iz para (£, t) funkeijom sa z&&riavaﬂacm ﬁl*
obavezno vovladi zamenu svih proménljivih funkeije [ fun-

keijama sa zadrZzvanjem T4

Zbog toga femo kao pebu operseiju uzeti ©
ju iz definicije operacije sinhrone =ups  p
ka =u zadane fuakclje sa zadriavanjenm
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s-up funkeija sa zadrriavanjen 250Voren 1 o0nosu aa operacije

Definiecija 3%.1l.1. isexka Jc Nl = {OSL}H

skup svih prirodnih brojeva 1 nule 1 M nekl skup m-arnih

.

ija na skunpu Ek = {O, 1, ssey k—li. Funkeidu R: le}H
0 m-arnonm vremenskom relscijom na 0,

L ?

Drugim velima, vryemenska m-arns rolacija R predsta-

Definiecigja 3%.1.2, Kazemc da funkelja sa
zedrfavanjen  (f <?L’X“ .,g,tﬂ) t) ofurava me—arnu vramen-—

iju R, ako za &fl(l Sﬁl)__‘% 3 3,

% O. V£ R, tzko da

- p‘ =y L

je za svaxu n-torku (( {5ﬂ1 sy 5 ) ﬁ¢5menata 12 §2i,
e N g
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voljava 1 claciiua (K), kalsero da cna prsvoedl uvedjonl poar
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De finiciija 3.1l.5. Skup funkcijs sa zedria-

van jen ofuvava vremensku relsciju R eko svzia funkeija
17 ofuveva vremensku relazciju R,

Definicija 3.1.4, KaZemo da skup funkeija
sa zadriavanjem 7 oduvava skup vremenskih relacija 5@ ako

svaka funkeija iz F oduvava sveku relaciju iz 5?

Uvedimo sada pojam vremenske dijagonalne raelacije.

Deriniecida 3%.1.5. Axo je o relacija ekvi-

valencije na skupu {1,2,...,m5, tada za vremensku relaciju
E(i"“.]) ={ <O??O), (13?1)9 ﬁ.ﬁ',(il’?i)i". }

vefeno da Se dijaconalna (ili dijsgonala) u odnosu na rela-

C.
L
EF}

ciju ekvivel&ncije ~> , ako Je za 8vako iééﬂl, relacija
§>i d3 jagonslna u odnosu na relaciju ekvivalercije o9 .

Lao se proveravaju sledeca osnovna 8VOJ gtva ocuvava-

1, Zvaka selektorska Funkeija s nultom zadrikom odu-

i iy o Y iy e i p .y y
rava syaku vronensiku relaclju,

2, Sveka Junkelja sa zadrs ¥Yavanjem ocuvava svaku di ja-

conalnu vV enensku relaclii,

Lemnma 3,1,1., =ako Euﬂk¢1ja sa zadyp

-~

(7. ﬁl,?*q,,ixﬁ), 1) oduvava vremensku relaciju 1, tada
107 :_,J__‘L__".;‘,.l.;i:;e ( f; f? t) 3 ( T f, t) 3 ( d{i}_f, t?) L
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7. Klasu
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. Y et TN e WL, W nl -
potpuno kzrakterisfe vremensga T

D
(—d
]
<o
g
C
Ay

2y ={(0,0={(0,1),(1,008),(1,4),(2,), ... § .

10, Za svaki fiksiran nenegativen broj r, ki .su

o .
R :{(f,(Qq-i-l)*2r ) 1fer,g=0,1,2,.. *} U {(qu) 1g=0,1,2,... } U
L){Fl Q)lq 0,1 2&**'§L}{_(E (dq+1\?jlﬂ EM,e=r+1,0+2, 5403
4=0,1,2,...5 U {(¥,0) Y]
potpuno karakterige vremenska relacija
Ree ={(1,9,)]1eN,, Qi={(o,o),(o,1),(1,1)} 23 1=2%(2q),0=0,1 ..
iy
=£(0,0),(1,0),(2, 1)} za i=2%(2g+1),4=0,1,...5 9;= O 2za
. I
14025 h=0,1,2, .o ]

Ma primer, za T = 2 j&

Ry ={(0,0),(1,A),(2,0,(5,A), (4,97 1),(5,4),(5,4),(7,A),

I-_

(2,0),(9,4),(10,4),011,4), (12,0 1), (13.8), ... §,

sde Jo ©=4(0,0),(0,1),(1;1)§ i A={(0,0),(1,1)].

2 T h o 1 - TR : 1 teo = o T i B Tt "" : I I T P ‘."". T '. . 1 o5 .._':"1 =
11, %3 svo2ki fiksiran nocnems vvan wroj o, <lasa
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o : o N . AT, . -
1"‘52’_,’ :{(la?i)!lﬁhli "?i:{(ﬁ,lg} za 1=27(29), 6=0,1,2, ... ;

?i:é(lio>‘j za l=2- (d‘{*‘l) 2=0,1,25444 3 ?iz 2 23 i,{h-gr,

Na primer, za I=2 Jj@

'.4.

2&0@(1w<9@<z@<%'%( W2, (6,8),(7,2),
(8,9),(9,2), (10,8, (11,8), (12, ¢ gh),(13,,... f

*

¥

zde Je %3 ={(O,l)}.

Oz racife s vremenskin rélacijama, Kcagebre

Prelazimo sada na definisanje operacija s&a vremens-
kim relacijama, Kao u [5}i[§ razmatraleno samo vremenske
relacije konadne duZine simetridno funkcijama sa zadrzava-
njem od kcnaldnog broja promenljivih, lieke operacije sa vre-
menskim relacijsma moZemo definisatl simetrilno vel defini-

gznim operacijama Maljeceva sa funkcijama sa zszdriavanjen,

Naime, opuracije ¢, (., A i1V 1ak%o ce prenose na
"’-" ! b 1 k:ilﬁﬁe ru lmClJﬁg a5 I\:eﬂﬁa je

R {(O 3)(1 "7\’(? ?? yesasll “m:'-ra“"j

S . m mane O s — oy . . -
do:.a meaprna vremsgnska relaciga, tada Je

I ~ . - ;
(1) gaﬁztioﬁﬁi})a(]¢?¥;L>3(2iﬂﬁ%2)i**’}( { ? )?”* } ¥
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(3) AR={(0,20)),(1,60),(2,40,),...,(1,49),... §

gde za svako iE:Nl

(C(l’d'r?."""d 1*""‘&*‘? &2 ( 1,1’1'150(2,.,,’0%_1)53 ?i;

() YRr={(0,%9),(1,99,),(2,70,),...,(i V? Yorse :

gde za svako i{::—_Nl

I L P e SN PP A= S L~

n+l

(5) De Morganov proizved sa vremenskim relscijama do-

£ nisademo na slededi nadin, Ako su R i S wm-arna i T—AT -
na vremenska relacija na skupu Ek, tada D2 Horsanov prolz-
vod vremens¥ih relsecija R 1 B jJe vremenska relacija R¥S3
guzine m+p-2, takxva da jo

j"“Ln 1 ’
w32 wa svaxo i “*1 (1?} JER, (4, h ) i
3% 2 5 ) &Ry % 61 > (AR (4 Py aul 4,89y
AN B ol e 2 s )E S,
vvadimo jod dve opsraclje 8 vismenakina rlacijann,
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na skupu Ek* el cemu skup indeksa I moZe biti ka%o keonad n,
A

0
rako 1 beskonadan ( vrebrodiv ili nonrsbrojiv). Pod prasekonm
Y Ry vodrazumcvamo vrenansku rela

SN

AL J
{0,NeM),1,NeMy,2,nedMy, L. g
ML Aaf A
(8) ko je R m{{@, O),(l, l),(2, P)’ .ﬂ.}' vrezenika
relacija na skupu Ek 1 n,_ d=2tl nengganivan ceo vroj, tada za
vreemmansku relaciju

Ry 2{(0*?n0)’(1’§50+1)’(2’§%0+2)’ "'}

1
, O

kaZemo da je dobijena od R operacijom prenosa (za nO).

rod algebrom vremenskih relacija na skupu Ek podrazu-
mevademo skup vramanskih rz2lacija na Ek zatvoren u cdnosu na
definisane operacije (1) - (8). Algebru vremen:kih relacija
wonacne duzine zvademo koalgabrom vremsngkih relacija.

Pokaziimo sada da primencm coparacija (1) - (8) na inva-

mijante neke funkecije sa zadriavanjsm, takoelje dobijamo inva-
rijante te funlcije sa zadriavanjen,

Lena 3%.2,1, &iko funkeija sa zadrfavanjenm ff(w %5,

EPES )3 t) ofuvava vremesnsku rolaciiu R, tada caia Q“HV&?&

i ?LQH&LE}G celacije TR, TR, AR, VB,

Dok a sz, Tved nje lema sledl iz tozga £to, 2ko fun
keida sa zadedovanjean (£, ©) pravedi ussdjsal var (0,0.) u
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Lako da [ﬁl,_ﬁgga,,{(%m]ﬁ@égp+1, odakle 1 sledi da funkeija
s radrdavanjen (f(xlﬁxgs**‘?xn)* t) uredjeni par (Psf?é)

rovodi u uredjenil par (prt, , . A . ,
Pt < g?v*h), stp (¢ i trebalo doka-

Lema 3.2,2, Ako funkeija sa zadr¥avanjem (f, t)
11

oXuvava vremenske relacije R 1 9. tada ona oluvava i vre-

Do ¥%az, Tvedjende 1ows nladi iz toga “to, ako
a

- . - o -.-t..h. ] 3
(£, t) oprsvoedi uredjens pavove (p, O, ER i

4 . " - ': E L e BT -
- 8 prodom u uwredieng Do o ~nik ~R
p? Op + | (J.J 3 ?P+t) 1
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7a svako fiksirano k postoji konalno mnogo spektara
tipa (A) i (C), dok spektara tipa (B) ima beskonacno mnogo.

T eorema #4.1.2 ( 11 ), Maksimalni spektar na
skupu E, Je, ili tipa (A), ili tipa (B), gde Je za m-arnu

gl

polirelaciju 9 : 14m&k i p222, il1 tipa (C), gde Jje za m-
arnu relaciju 9 : 1 4£m £k,

Svakom skupu S funkeija sa zadrZavanjem moZe se pri-
druziti jedan spektar . f =(F na sledeéi nadin:
uziti jedsn Spexia ? ( d)d=0,l,2,... ¢ .

feF, <>(£, 4)ES (4=0,1,2,... ).

Va%i, naravno, i obrauto: svakom spektru moZe se pridruziti
skup funkcija sa zadrfavanjem. Znacli, pojmovi spektra i skupa
funkcija sa zadrZavanjem su matematicki ekvivalentni, pa se
mo¥e koristiti jedan ili drugi, zavisno od Zeljenog cilja.

Ovde éemo maksimalnim klasama Kudrjavceva u P, pri-
dru?iti maksimalne spektre i okarakterisati ih pomoéu rela-

cija

v . . . F e Sl e
. - I. Spektri pridrufeni maksimalnim klasama L, 5, M,
T, i T, su tipa (A) i, naravno, njih karakterisu relacije

na _E2, koje karakterifu maksimalne klase L, S, M, T iT,.

Znadi:

1. spektar 95L=(Fd)d=0,1,2 , gde Je Fd = [, 2za

’-'.-

O L

o Nl = UL L Lk Pt TE T

IR L T

svako d=0,1,2,..., potpuno karakteriSe relacija ?Ln-i(O,O,O,O),'

(oioslal)s(osltosl)i(0$11110)$(11050$1)9(1101011)1(11011i0)1
(1,1,0,0),(1,1,1,1)};

2. spektar gzé=(Fd)d=0,l,2,...’ gde je F4 = S 2za
svako d=0,1,2,..., potpuno karakterise relacija 98 = {(0,1),
(110)}3
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~ svako d4=0,1,2,..., potpuno karakterise relacija c;71,,1={(('.),0),
(0,1),(1,1)};

4, spektar gz;=(Fd)d=0,1,2 , gde je F, =T za

geee

avako d=0,1,2,..., potpuno karakterisSe relacija §?o={(0)} -

5. spektar EZ;=(Fd)d=011’2 , gde je Fy =T, zs

s B

gvako d=0,1,2,..., potpuno karakteriSe relacija §’l=-{(1)} .

e~ o~

II. Spektri pridruZeni maksimalnim klasama C, Eo’ E1

o
i H su tipa (C).
6, Klasi ré pridruzujemo spektar %=(Fd)d=0,1,2 ’

gde je F _=A (skup svih O-funkcija) i Fy=BU[ (skup svih

(G¢-1i ¥ -funkecija) za d=1,2,3,... . Kako postoji binarna re-
lacija ©={(0,1)} i dijagonala A=4(0,0),(1,1)}, takve da
je | | ‘3

= A= F(Q,Q)

i
Fd= Bur = F(?,ﬁ) (d=l,2,5,--- ),
d' = F t. C -
sledi da Je spektar ?C C d)d=0,1,2,... ipa (C)
N~ g
7. Klasi Eo pridruzujemo spektar EO=(Fd)d=O,1,2,m’

gde je F°=AUB i Fd':{o’l’] Z3 d=132,5,--. . P0§t0 POStOji

binarna relacija %3-45(0,1),(1,1)} i dijagonala A“%(Oso)s(ltl)j
takve da Je

FO= AUB & F(Q a?)

Fd={o,1}- F(g ,A) (d=1,2,3,... ),
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to Jje spektar CJ% zaista tipa (C).
0

L] - e -
8, Klasi E, pridrufujemo spekxtar ?E =(F
1

gde je F = AUl i F,={0,1} (a=1,2,3,... ). Dobijeni spe-

d)d=0,1;,2,, e ?

ktar je tipa (C), Jjer postoji binarna relacija §3 ={(0,0),(O,1)}
i dijagonala [\ , tako da Je |

F, = AUT = ¥(0,0Q)

Fd_={0’1}= F(?aA) ('_d=l,2,'9',.,. )

] - ‘-‘J . o -
9, Klasi H pridruzujemo spektar %’(Fd)d=0,l,2,m’

gle je F =5 i Fy=7 (skup svih parnih funkcija) za d=1,2,..,

PridruZeni spektar Jje tipa (C), jer posfoji binarna relacija
? ={(0,1),(1,0)} i dijagonala /\ , tako da jJe |

FO= S5 = F(?s?)

Fg= ¥ = F(Q JA) (d=1,2,3,... ).

—~ o~

IIT. Spektri pridruZeni maksimalnim klasama W i Z,

(r=0’1§2,--o ) Su tipa (B).

- |
- ':lir - el =
10, Klasi !.».r pridruzujemo spekbtar g';,r (Fd)d=0,1,2,m’

gde je F =M (q=0,1,2,¢.0 ), F =M={f|f €eP,ATEM
2%(2q) T " 2%(2q+1) el 2 i

(g=0,1,2,... ) i F4={0,1} (a#p-2", p=0,1,2,... ). Lako je vi-

deti da postoji polirelacija 5) = ( ?09 ?11“” 92r+1_1)'

takva da Jje §30={(O*0)’(0’1)’(1’1)}’ %r=§gl i €B=A (5?40121._:




o4

pri cemu Je

2T+l 5

Pm [ ) HO 0, ) (4<0,1,2,000 ),

n=o

gde je (& sabiranje po modulu 2r+1’ pa sledi da Jje dobijeni
spektar tipa (B).

~ o |
11. Klasi 2, pridruzujemo spektar éZ;r=(Fd)d=0,1,2y_‘

gle je F _  =A (a=0,1,2,... ), F . =/\ (skup svih $-
2%(2q) : 2-(2q+1)

funkeija), (g=0,1,2,... ) i F,=0@ za d#p-2%, p=0,1,2,.00 o

Kako postoji polirelacija §h7'= '( 90' Ql, ev e P2r+1 1), takva

da je ©,={(0,1)}, ?2;{(1,0)} i O=0 zasfo, 27, pri

cemu Jje

oTtl 4
Foe () FQ0n@a) (450,1,2,... ),

n=o0

pa sledi da je dobijeni spektar tipa (B).
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