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ПРЕДIУЈВОР 
за прво издање 1899. године. 

Опа} сам Курс Астрономије саставио за своје слушаоце, официре Гео
деmског Одељења Николајевске Више Школе вој Академије и Хидрографског 
Одељења Више Школе Поморске Академије. Циљ је овога Курса, да те 
официре темељно сиреми из uракrпи.чких знања ОНИХ асmрономских uосма
uтpaњa, која улазе у сферу делаuтности геодета и хидрографа. Овим .иу је 
циље." одређена и садржина. Овај први његов део (теорни) садржи у себи . . 
општа правила срачунавања, шеорИјУ СЛУЧGJНИХ грешока посматрања и сра-

чунааања и Сферну Асшроно.м.нју са неопходним допунама It објошњеЊИАta из 
Теорне н ФИЗИ'lке Астрономије. Други пак део (практични) садржи uтеорију 
аРСНОС!/llХ асmрономских инструмената и разне методе одређивања географских 
координата .места иа асmрономских nосматрања UОМОћУ тих инструмената. 
При рас:нашрању разних проблема и при извођењу шачних и uриближних 
фор.мула, које се на њих односе, КОРИСШИ8 сам се у својем излагању највише 
геО.мсmРJlСКИМ .методама, које су и природније, и очигледније и просшије од 
аналиmичких. 

н. ЦИНГЕР. 
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ПРЕДГОВОР 
за друго поправљена и доауњено И3ДОЊ€. 

Пред своју смрт 1918. год. н.}. Цингер "ристуано Је "рерад" својега 
~ ~ '(урса Астрономије'" за НОВО нздање на основу предлога, који hlY је учинио 
На'lСiiЮiК Гл . Хидрографске Уараве Поморског Министорсшва г. Е . Л. Бја
ЛОК(М. Тешке uр"лике у шој години нису ..иу, к сажаљу, дале могу/тости да 
заВрUIIi аоfППУИО тај аосао .. Када сам ја, ""7 ао аоруци Хидрограф . Управе, -
при.Ш1О зпосmGВlIlИ .матеРИЈал од удовице аОКОЈникове, то се Је покозuло, да 

се шај яаmеријал састоји: арво из шmам.uаног (првог Itздања) ./{урса Асщро-
1I о .. шtјс" са уписаним у њему изменама Jt допунама; друго из низа .юпJtсака 

па .ЈGссБНIl."И листовима, често аута КQllспекшног харакшера. 360г CllOZG је, 
ради израде дефннишивне редакције H080~ издања, оfJразовон, по Jlto.'ие 
предЛlUУ, један мали 'колегијум, у који су састав ушли: НачеЛЮ1К Гл . Хидро
графскс Управе Адмирал Е. Л Бјалоkоз, геодеш. Ijенерqл Д. Д. CepZlljeBcКlI 
11 ја. Последња Двојица требали ·СМО да аодеШIAtо међу соБОАЈ посао око 
apHllpOrlC појединих глава "Курса" ао ШС11амuу а арви је узео удела у дефн
mUUIШНО.н редактирању саремљенога щексгаа, који је на шај начин расмаmрао 
н OIјСfЫШ(f() цео колегИјУМ. 

А ~ш , тешке прилике за шшамuање јако су развукле посао око новог 
IIздања. Оно је започешо још у јануару 1919. године али је з60г ШIIХ непри
лика , .ювршен.о тек 1922. само аод MO;01l1 редакцијом, јер је г. Е. л. Бјалокоз 
у,ир" 18.-Xff. 1919. год. а 4. јуна 1920. год. и Д. Д. Сергијевски после дуго
трајне 11 тешке болести. У то време саремљено је било за шmамау 17 mа
бака. До јула 1920. год. l1lтамuање је било сасвим 06усшављено па је тек 
од птог доба 06новљено. Тада сам ради корекшуре аозвоо у пол!о!; г. А. Н. 
РождеНСlПвенског . који је ПРОКОНШРОЛИСQО It неке примере а и прорачунао 
mа6ЛJll/У з. са новом вредношћу за саЉОlllшеносш. , 

Сравњењем новога Ј1здања са првим може · се запазити, да су у њему 
унесеш.' .несlПИ.мично знатне доuуне. НаЈвећИ њихов део је прnпре.мио салt Н . 
.f. ЦmfZСр (l редактори су имали само да ' им даду дефин.ишивmt облик за 
lIlта.·1IПУ . Оси.м тога, желеtm, да оДРжимо дух књиге, uоследње главе, -
о фJl3Jl!/кој природи небесних ll1ела, које аутор није СШИlао да корегl/ра, -
ти)' стварно измсњене у смислу реда излагања материјала, само је ("(Јдржина 
ДОНl?дсна у склад са савременим сшањем науке. 

На .ЮВРluешку овога кратког прееговоро, надамо се, да Ђе ово НОВО 
Ilздање mсорие астрономије у овакром облику 6иrди дocrиojн.u сrтО .. 'rlеюtК 
светлој усuомени Н. ј. Цингера, дубокога н.аучара и оснивйча особите СйАfO
сталне школе руских геодета-асшроно.ма. И, надаши је се, да fie се њсгове 
~1fещ()дс рада МОћИ схвашиши ие само нецосредни.м слушањелt њег()В1ЈХ преда-
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УВОД 

1. Задаhа астроиомије. 

3адаћа се астрономије састој(1 у изучавању кретањз, спољњег облика и 
фИ31IЧ!\С природе небесних тела. 

Она аздаћа представља ДОВИТЉИ8Qме уму човеl<ОВОМ бескрајно и непре
гледно по.ъе за ИСПИТl1вања. Посматрачу, наоружаноме дурбином, јављају се, 
ОСИ,\\ СУШЩ Месеца, јарких планета, комета и звезда, још и tlИтаве гомиле 
МНОГ() у~\а.ъенијих небесних тела у оБЛИI<У СИТНИХ звезда и маГЛОВИПIХ маса 
најраЗЛ!Ј'liпијих контура. 3а ова тела lJема ни i<paja НИТИ граница, пошто су се 
досад jllJ.\1ohy астрономских дурбина, који виде даље од пређашњих, откривали 
и новији, пређе невиђени, звездани светови. . 

И онда чак кад бисмо оставили на страну -фИЗИЧI':У природу небесних 
теЛ<Ј, која lIaM је неприступачна за Ta'iHa познавања, и кад бисмо ограничили 
;ыдаЋУ астрономије само на изучавање њиховога I<"ретања и њиховога спољњсг 
облш<:а, И!!3!( се не можемо надати да Ђемо ма кад запаЗити са тач:ношtу све 
оно што се дешава у световима које видимо; јер нам, - због бескрајне њихове 
даљине, - IIзјрааличнија тамо I<ретања изгледају сасвим неприметна или нам 
се откривају тен: после многих деценија или чак и векова. Али, најглавнија се 
3J,'J,at,Q астрономије, I<аО наУI{е, и не састоји у СЛИЧfЮМ намножавању ф3!ПИЧКЈ1Х 
де:1IНШ'1I-!!1Х .3нања, веБ јој је ЦI1Љ, да запази неке опште законе и узроке кретаља, 
која се врше у сфери приступачној за њу. 

2. Привидна и истинита кретаља иебесвих тела. 

РсlЗУi\IС се, да се а priori, тј. чисто путем размишљања, не може ДОЂИ ДО 
()ПШП1Х закона I<ретања небеСtlИХ тела, него је потребно прво изучити та I<ре
ТЈња из посяатрања. Ta~iНa пак посматрања, - која су неопходно потребна за 
ПО::5НЈНЈње Еретања lIебесних тела, - састоје се само у одређивању привидних 
праваНЈ [!а ЊI1Х; после тога се тек, по променама њиховим, долази до ЗCl]{ључакЈ. 

о СТВЈРсН!:\'1 покретима небеС~IИХ тела у простору. На тај начин треба спочетка 
ЗЈ.ПЈЗI1Т!Ј ((.1 Земље ПРИВИДflа креmања небесних тела па затим преiш ОД њих 
!<:Ј. IlСШfШIШllf.М. 

Неor!ходно је потребно међУТI1М објаснити, у I<aKBOM се смислу овде може 
н трсГЈа ;р разуме термин: 1tстИ1lиmо крешање. Разуме се, да не може бити 
[Ш речи о аllСОЛУТНИМ I<ретањима небесних тела према ма чему неПОI<ретноме у 

ваСiЮН'1. IIщ ксткиитим "ретан,И'Iа треба КЦЩ, подразумевати "ретањарелаmИ8Ilа. 
, 

1 



-2-

у античким су временима например рач:унали у истинита кретања она, која 
била .заснована на претпоставци потпуне непокретљивости Земље. Доцније 
тај поглед, -' који се задржао доста дуго, - замењен претпостаВЈ~Љ~l ПОТПУ! 
неПОМИЧНQСТИ Сунца. У сздањем пак добу ми већ знамо, да се и ОНО креће 
простору; поред свега тога може се ипак условно допустити његова НСЛОМИЧНО( 

ради изучавања других кретања. 

Због беСl{рајне даљине од нас ДО звезда, наша се Сунчева система с 
. -снима СВОЈИМ планетама и Ј(омеТ8ма може расматрати, у првом приолижењу f< 

ИСТИНИ, Ј{ао система, потпуно засебна од осталих светова. - У ТШI СМИСЛ3 
У3Н:'Ilајуtи њено главно тело, Сунце, за непокретнн почетаl<, ми можемо и са 
ра~Iунати, да су ова I<ретања планета, према томе почеТI<У, истинита. , 

З. Закони истивитих :кретаља планета Сувчеве системе. 

И TaI<O се, у ИСТОРИСКОМ раЗВИћУ астрономије, најглавнија њена задаћс 
састојала у томе, да, по привидним, са Земље, покреТШVIa Сунца и планета 
одреди њихове путеве. Ради тога је недостајало само довољног знања о њихови.1,1 
растојањима од нас. Ме"ijутим тачно одређивање растојања до Сунца и ДО планета 
непосредним геометарским путем, - СЛИЧНО ономе I<8I<D се мере у геодезији 
растојаља ДО неприступних тачаI<а, - не да се ни заменити ~IaI< ни пшюhу са
вре.\1СНИХ угломерних средстава, услед релативне 'ништаВНQСТИ димешшја саме 
3е,\1ље, која би требала да послужи као основица (бааис) за та мерења. 

Али ево, геније !(еплеров око 1600. године успева да пронађе ДО вишег 
ступња оштроумни начин ради ИЗВОђења веома тачног односа Me-ryy растојањима 
Земље 11 самога Марса до Сунца у различитим временима и то само на основу 
ПРИВИДНИХ, са Земље, положаја Сунца и планете Марса. Другим речима, он 
успева, да тачно изрази променљива растојања међу овим телима у јединицама 
средњега удаљења Земље од Сунца. 

Тада је откривено, да је ИСТИНИти пут Марса, - са претпосташ<Ом 
неПОМИЧf-lОСТИ Сунца, - ели пса и да се Сунце налази у једној од жица те 
еЛИЈЈсе. И тај' се је закон елипшичкога крешања потвр1)авао не може боље бити 
на путањама И свију осталих планета па у том броју и саме Земље. Многого
ДИШЊИМ трпељивим истраживањима Кеплер је дошао такође и до откриhа других 
ааЕОНЈ иних кретања, која се врше у Сунчевој системи. 

4. Теорија истииитих :кретаља. 

А.'ЈИ се наука није могла зауставити само на тима емпиричким ic!Ј.l{онима, 
Еоје је Ј{еrтлер био открио. Било је потребно још објаснити те законе, тј. наћи 
У2РОК, 2бог чега се планете I<pety баш тако, а не ДРУI<чије. То је урадио 
веЛИКII fЬушн, докааавши, да је сила, која ствара погодбе за кретш-ье сваке 
планете око Сунца по /(еuлеровим законима, управно сразмерна масама оба та 
тела 11 обрнуто сразмерна Ј<вадрату растојања међУ њима. 

ГС!Јералисање ефеlпа такве силе, коју је Њутн назвао свеОПllШl/'l.1-! ПРJl
Н/Ю!fСIЫ!.Н (универсалном граВИШGцијО.Аt), на CBaI<e две материјалне честице у 
ПРИРО,ll1 постало је научном хипотезом, и на послу астрuномије почели су се 
Imристити одговарајуtим начином, и ТО: на основу ње створити ШСОРJlју свију 
планеТIIИХ кретања, извести иа ње таl(О иСТО разне друге последице н 2атим 

веРИфiJf.:онати, да ли све то долази у склад са стварним фаI<тима и са IIOСЈ;\Э
трањи.\\а. 

Овај деДУIПИВНИ пут ОТI<РИћа кретања и других последица у свима дста
,ЪИ;\13, на основу данога заI<она деЈС1ва сила, врши се на основу општих ЛРJIЗ!1ла 

механике и математике и ако ОН представља знатне теШI<оhе, - које треба 
савлаt;иваТ!1, - оне СУ чисто ·матемаТИЧf(ОГ XapaI<Tepa. 
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5. Верификација теорвих резултата. 

Механика ДОВОДИ до закључка, да Њутнова сила гравитације може да 
проузрокује !.zретање једнога тела у односу према другоме не само по ели пси 
ПСћ и по цругим кривим другога степена. Па се заиста и показало, да се 
."АЈ!ОГС !{о:\\етс Kpef,y у односу према Сунцу по параболама и па хиперболама. 

Да.ъе, ЈКО сила гравитације дела Me~y сваким двема планетамэ, ТО -путањс 
њихове треба више или мзње да одступају ОД идеалних еЛИПТИЧI<ИХ орбита, 
[{оје СМО напред назвали истинитим и које, строго говореЋИ, имају места само 
за два те.1З. И заиста таква су се одступања ИЛИ, I{Ш<а се то каже, uертур
баl{Nје, и ако веома мала, доцније открила и потпуно оправдала посматра
ЊИ"13 ПОМО~iУ QПТИЧКИХ liнсrрумензrз, ма да су спочетка била неприметна услед 
својс нсзнn.тнс величине, услед незнатне величине и маса планетних, као и због 
несавршених средстава за тачна посматрања, којима су се служили до Кеплера. 

Најпрецизнијим и најновијим посматрањима некојих парова звезда, врло 
блиских ,\\l'ryY соБОм, ОПо::ривена су п()мерања њихова, једне према другој, по 
елипсама. То даје фактичи наслон Bepo~aTHoj претпоставци, да исти 'зЮ{Qf! 
гравитације управља и оним I<ретањима, која се врше у најудаљенијим Щi нас 
дубина.\1а н3.сионе. 

Исто."\ је силом гравитације, - која дејствује међу сваким две,itа мате
ријални,\\ чсстицзма једнога и истог или разних тела, - објашњен и елипсоидни 
облик неких планета ла и саме Земље а тако исто и колебање осовине, 01-<:0 
I{оје се нршtf љено ротациона кретање. 

Убеђеље у и(тинитост силе свеопштег привлачења (гравитације) утвр
дило се Haj~3;:IД ТОЛИI<О неПОI<олеБЉиво, да када је код планете Урана примећСНО 
I{ретање, I~ojc се није у свему подударало са оним I{оје је по теорији добивено 
ра'-ЈУНСЮ'IМ путем, оно је одмах послужило као директна ИНДИI<ација, да постоји 
још Hei\<I, дотле непозната планета, још удаљенија ОЈ Сунца него шго је Уран. 
Дуго се није 'Iекало, да се то оправда стварним њеНlЈМ откриће.\\ (Нептунз) на 
унапред преДсказаном месту. 

у сле;l овакве свестране потврде основне aCTpOHO.itCKe хипотезе и потврде 
на њој засноване теорије са резултатима добивеним и3 директних посматрања; 
затим усле;\ диреI<тнога пута којом је астрон ом иј а дошла ДО таквога стварног 
сазнања и::! најинтересантнијег одељн:а природних појава, - она заузима у реду 
ДРУП1Х природних HaYI<a прво место. Свему је To.'t1e ишла на РУI.су '1 простота 
појава, I~oje се ПОМОћУ ње изучавају, тј. лаI<оllа издвајања многих споредних 
утицаја, I{Оји услов.rьавају кретање планета, - од главног и предоминантног 
утицаја СУIIУСВОГ. Оно, ШТО код других природних наука тражи примену ИСКУСНИХ 
и оштроу.\ШI1Х огледа за издвајање главних УЗРoI<а појава, - у аСТРОНОМl1ји се 
И3ВрШИЛО тшщ рећИ само собом,' благодареt.и малој величини планетних маса у 
сравњењу са Сунуевом. Иначе би њихова кретања била тако комплицирана и 
:::IаМРШСllа, да, може бити, ни до сад не бисмо нашли ни емпиричке њихове законе, 
нити силе, које им дају објашњења. , .. 

6. ОПШТИ ПУТ астрономиских испитиваља. 

у својИ.\1 најновијим испитивањима астрономија греди оним директним 
путем, који јој је намењен већ самом историја,'t1 науке. Ilpe свега се аапажају 
и БРИЖЉИВЮ1 посматрањима изучавају привидна кретања или пак промене у 
спољашње.'I1 ОU.'IИКУ небесних тела; из њих се затим чине аакључци о I<ретањима 
и ПрО,'lсна_\Еl ИСТИНИТИХј напослетку, уаимајУћИ у обзир Bel1 унапред познате 
ефектне УЗрlже, ствара се по~пуна теорија испитаних кретања и промена, при 
че.\\у се ЊСНИ резултати мораЈУ поклапати KaI<O са свима основним, тако ]јСТО 

~I са доцнијим посматрањима. 

" 
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у ОНИМ пак случајима, када се покаже непотпуно ПQI{лапање теорије са 
ПDО1зтрањима, Тј. када је непотпуно објашњена појава, Ј<Оја се И3УЧЗВ:!, мора 
се прибегавати претпоставци неког НОВОГ узрока, који се дотле није НИЧИМ 
јасно ,'iiЈ.llифестовао. Али теорије, створене на таквим претпоставкама, треба да 
очекују разностране потврде, да би се могле рачунати као ДОВОЉНО ТЭLlНе и 
истините, 

7. Подела астровомије ва одељке. 

Према свему напред речеНQ,\1.е о цељи и методама астрономских ИСПlJтивањз, 
аСТРОНОЈ'Ilија се дели на ове одељке: 

1.) Сферна асшроно.мија, која УЧИ, Ј<ако се преносе ГРИВИДНИ, - са земље 
на небеtна тела, - правци на неке основне равни и правце у простору и како 
се иаводе неопходно потребни ОДНОСИ Me~y њима, ПОМОћУ пројектовања њиховог 
на помоhну, уображену сферу, на.,вану у том случају небеСIIОМ сферо.lI. На тај 
се начин изучавају привидна, са Земље, Rретања небесних тела у Taf<BOM ОUЛИl{у, 
Ј\ао да се та Rретања врше на самој тој сфери. У сферну астрономију ;Ј,олазе 
и раО13трања свију МОГУћНИХ околности, !шје условљавају привидне ПР<1вце на 
неБССН<1 тела, као што су: преламање светлих зраl{ова Ј{РОЗ земљину ат.~НЈсферу, 
промена Ta'il{e посматрања на земној површини и др. 

2.) Пракшична асшрономија, која утврђује најбоље поступке и .lIетоДс за 
одре~ивање привидних праваца на небесна тела ИЗ посматрања. Ради тога се 
у њој и~лаже теорија свију астрономских инструмената и У'iИ, I(Ю,() се они 
употребљују те да би неизбежна њихова несавршенства имала најмањи .\Iогуtни 
ШТСТНИ утицај на резултате, који се помону њих добијају. Овај је ПРШПI1ЧНИ 
ОДСЉal( астрономије очевидно у најтеснијој вези са првим. 

:3.) У mеорној астрономији излажу се раЗЛИLJне методе за ОДРС~)Ј.Јпањс 
ИСТИIIИТИХ еЛИПТИЧRИХ, параболних и хиперболних путања небесних тела у 
простору на основу само неКОЛИRИХ посматрања њиховог положаја; а.Ш, I(ао 

што је напред објашњено, при иэводу таRВИХ путања, псртурбациона привлаLIII<l 
деЛОI:J<Јља свију небесних тела једних на друге још се не узимају у об,:шр. 

4.) ИСПlпивање пертурбација на ~ЈСТИНИТИМ путањама небесних тела 
саставља нарочити одељаR у астрономији,' који је Лаплас назвао !lсбесно.М 
.иехаШШО __ ll. }{ њој се односи и теорно изучавање разних Другнх п()с.:lсдица 
заr<Оl1а гравитације, на име: оБЛИR планета и Rолебање осовина 01<0 Ј..:ојих се 
врши њихово ротационо кретање. 

5.) Напослетку, све методе и посматрања, Roja воде ка врло ИlJтере
саIПНИ,\1 али још врло непотпуним и највише само хипоmешичким ПОД<1ЦИ,'1а и 
:~акључuима о фиаичкој природи Сунца, планета'н осталих небесних тс.ы, -
састављају последњи одељаR под именом ФИ3ЮlКС астрономије или асmрофНс-iЈше. 

8. Практичиа примена аСТРОllомије. 

Испитивање облика и димензија саме 3е.\1ље, - Roje .захтева сасвим 
ДРУl{чије поступке и методе од оних, којима се служи астрономија при изучаВЈЊУ 
облика и димензија не6есних тела, - саставља задаЋУ засебне науке, - гсодсзије, 
"оја је ипак са астрономијом у најтеснијој вези, јер се задана геодезије друкчије 
и не решава веЂ ПОМОЋУ астрономских посматрања; с друге стране, ПОВОЉНО 
љено рсшење иде на руку објашњењу многих Щ:ТРОНОМСRИХ факата. Услед тога 
су оnе те HaYRe увек ишле рука под PYRY, помаЖУћИ једна другој. 
, Више или мање тачна посматрања привидних положаја небесних TQJ1a, 
извршена на каЈ<вој тачци Земљине површине, представљају не само најпрос Гl1јс 
ВСћ I!OIJCК<l.Д и једино МОГУћНО средство за одре~ивање положаја те Т[lЧI<е у 
односу пре.'.1З другим местима на Зељми. На тај начин, и геодету, и мореПЛОВI\У, 
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и пре,lу:шмљивоме ПУТНИКУ по непознатим пределима на Земљи - небесна светила 
служе ].:ао нека врста природних кула светиља. Њима се треба само умети 
КОРИСТНТИ. 

ЛЈI{О је видети, да су за практичну примену астрономије при Qдреi]ивању 
гсографших положаја места на Земљиној површини ОД најстварнијег значаја 
прва дна ОД напред изложених њених одељака тј. сферна и практична астрономија. 
На Iы1ховоo и:-зучавање и обратиfiе се најглавнија наша пажња; али Ђе се нарочито 
излагаље сферне астрономије КОД нас гдекэд прекидати и успут допуњавати 
неОПХОДIJО потребним подацима и објашњењима И3 осталих одељака, ТЗЈ<О, да 
:-ззј~Д!lО са ј[,има представи за нас ДОВОЉНО потлуни састав шеорно<' дела 
нашега Ј<УРСЈ. 

9. Руководства. 

!(ао !ывори и PY~OBOДCTBa за детаљније. 11 свестрано изучавање сферне 
и праЕТН(IН~ ;Ј.СТРОНОМИЈе МОГУ ПОСЛУЖИТИ ова дела: 

Сшmча. Курсь сферической асmрономiи. 

, Сuш[ча. Приложенiе пракmической аСШРОНОЈ11iи ко географическо.МУ оuре
дf;Лf!нiю .1lf,(mtJ. 

Вгiil11101t', Lehrbuch der sphbrischen Astronomie; 3 У француском преводу, са 
многим ':'(ОПУН3М3, под насловом: Traife d' Astronomie spherique е! d' Astronomie 
pratiquc. 

С/шuрепе!: А Мапиаl а/ spherical and prac!ikal Aslronomy. 

Гау": Couгs d' As!ronomie de ,. Бсоlе Polylechnique; где су с"раЂено 
и'::;лоњ:снн сви делови астрономије. 

Bai!laud: Cours d' Astronomie д l' usage des etlldiants des Facultes des sicnces. 
0;\ ,\\[[огих трактата и руководстава И3 астрономије довољно ћС бати, 

да оце Y!\J;KC,~\O на знаменита I<ласично дело: 

(]auss: Тћеогја motus согрогиm coelestium, које је преведено на све гл<шније 
СЩЈОпс[(е језике, а !щ(оiJе да препоручимо: 

Сашtчп. Ј(урсь теоретической астрономiи. 

3Ј преl ходио упознавање са небесном Механюшм мож~ послужити: 

Rcsal: ТгајМ eJementaire de Mecanique c(Heste; 
а за L:fH:cTpaHo њено изучавање - најновије опширно дело у четири свеске: 

Тisscrand: ТгајМ de Mecanique celeste. 
Из фЊН1'iI{е астрономије могу се поцрпети довољни подаци И3 многих 

ДСЛЈ са ПО!]УJl'-lРНИМ, описним излагањем астрономских факата и појава; !{аО 
ШТ() су нпр: 

NCH'comb: Рорulaге А slгonomie (Deutsche Ausgabe bearbeitet dllrch 
Ел~сll11аlН]). 

Хаll,:.·lРIШОВЪ. Описашельная Асшрономiя. 

YOllllg': А !exl-Book о/ general Aslronomy, 

---... ~---
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ОДЕЉАК 1. 

ПОМОЋНА МАТЕМАТИЧI{А ПИТАЊА. 
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ГЛАВА !. 
ОСНОВНЕ ФОРМУЛЕ СФЕРНЕ ТРИГОНОМЕТРИЈЕ. 

t О. Разне системе координата и прелаз са једве ОД ЉИХ на другу, 

II О,,0жај се сваке тачке у простору одреljује, - као што је познато из 
(1Н3:l l1тичне геометрије, - њеним координатама у односу према неким ()С НОВНИМ 
1I.'1И КОUРЈ. llнатним равнима и правцима. На сличан начин треба да се одређују 
1-1 ме':та небесних тела у npOCTUpy у ма којем извесном моменту времена. 
Доцније tieMo видети, какве је наиме равни и правце згодније изабрати за основне , 
да б и се пре,",ш њима одређивао положај небесних тела; засад пак напоменуtемо 
само, да се у астрономији на природан начин јављају неколико СИСТС,'I1З ОСНОIJНИХ 
рав ни и н раваца, тако да се на сваком кораку долази ДО препааа са једне системе 

на iIРУГУ. Због ТШ'а Ђе корисно бити расмотрити тај прелаз у опште. . 
li ска гцегод у О (сл. 1.) буде ПОЧЕтак координата и три узајамно управне осе 

ил" IIравцн : ОХ, ОУ " OZ, које собом одреljују три узајамно управне равни : ХОУ. 
XOZ 11 YOZ. Положај се неке тачке М обично ОАређује, 
у ОД II ОСУ пре,,,-а њимэ , или са три њене uраволониске 

КООРД1lнате, тј. са три њена растојања: Х, у И Z од 
д,аmlХ равн и, или са трн uоларне, наиме : 1. њеним 
ра сТој3ље .... , ОМ = Р ОД почетка координата; 2. Углом MOZ 
= Ь , IIз .llе Г,у правца ОМ и једне од оса (у нашем случају 
осе Z) 11 З. углом А између равни ZOM и коорди
AIIHaTHC раВ II И ZOX; при томе се овај угао А треба да 
ра<lуна "ао позитиван у одређеном правцу нпр. онако 
I«ШО је ТО стрелицом пон:эаЭНQ на сл . 1. Јасно је, да Ђе 
угао ХОР 11 2 ,.еђу осе ОХ и линије ОР, - по којој је 

z , "Q / , 
М / !! 

Сп. 1. 

Ј{оорДllllатн. раван ХОУ нренесена управном на њу равни ZOM - бити "ера 
УЈ'л а А. 

1/1:1 СЛl IJ(С је лако видети, да ће се праволиниске координате Х, у И Z тач ке 
Л,l IЈ ~ра;Ш !Ђ nOMotiy поларних А , Ь и р на овај начин : 

z= p·cosb ; y = p·sinb . sinA; x=p · sinb · cosA (1.) 
2 
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3а:\1ИСЛИМО сада, да су уместо пређашњих координатних оса Х, У и Z 
узете друге, ипак узајамно управне: Х' '(' и Z' (сл. 2.), при чему је почетак 

остао у истој тачци О; оса У' узета у истом правцу као 
Z' Q И, У, а изменио се само правац оса Х и Z у равни XZ за 
/R М .. ·.;:·1 некакви угао С, тако да је угао ХОХ' = ZOZ' = С. У ОВОМ 
~ , 1..-
А Х /Сј најпростијем случају промена правца координаТIJИХ оса, 
'/ i i пројекција Ђе Q тачке м на равни ZOX остати иста, а 
с ;Ј iZ И3 цртежа се ВИЦИ, да ће се нове праволиниске координате , 

,: i х' z' и у' тачке М, у односу према осама Х' У' и Z' из-
а ..., /' i х разити ПОМОћУ преIjашњих на овај начин: 

~"<';::::~·t· ~x:~ z'=z.cosc+x.sinc; У'=У; x'=x.cosc-z.sinc. (2.) 

Сл. 2. 
Нека сад буду поларне координате тачке М, - У 

односу Ilрема НОВИМ осама, - ове: А', Ь' и р' = р; при чему ће, као и пређе, 
А' QЗ!ЈЈЧ313а-ти угао између равни Z'OM и Z'OX' и рачунаi1е се у позитиr.тюм 
правцу j{qO и А; а Ь' Ђе бити угао међу правцима OZ' и ОМ. Тада Ћемо Ш1Ј.ТИ, 
СЛи'шu са преf)ашњим: 

z'=p.cosb'; y'=p.sinb'.sinA'; x'=p.sinb'.cosA'.. . (1)' 

Ако се сад сравне ови обрасци са обрасцима (2.), замењујУЋИ )' овима 
(2.) у место х, у и z њихове вредности из (1.), то Ђе се р скрати ти и добиhе се: 

cos Ь' = cos Ь . cos с + sin Ь . sin с . cos А] 

sin Ь' . sin А' = sin Ь . sin А } 
I 

sin Ь' ·cos А'= sin Ь. cos с· cosA-соs Ь· sin с Ј 

(3. ) 

Је,]начине (3.), - које ПОМОЂУ пре~ашњих oдpe~yjy нове поларне ,ooIJДII
нате та'iI,е М, - нису ништа друго него основне формуле сферне ТРИГОНШ·lетрије. 

Да би се то боље објаснило, замислимо сферу -описану из КООРД!1натног 
пuчеТкЈ О, као из центра са произвољним полулречником, који Ђемо 01QТРЈ.ТИ 
:00 јеДIIIIIЩУ. Нека су А, В и С (сл. 2.) продори праваца OZ, OZ' и ОМ ва тој 
сфер"; онда Ђе равни ZOX, ZOM и Z'OM пресеЂИ ту сферу по луцима веЛИl(ИХ 
"ругова АВ, АС и ВС, који међусобом образују сферни троугао АВС са стра
нама: АВ =с, АС = Ь и ВС = Ь' и углима: ВАС=А, АВС = 180" - А'. 
ОЗНЈЧИrsruи сад, - како се то ради у тригонометрији, - страну ВС, - која 
.1СЖИ наСllрам угла А, - са а, угао пак Аве, - који лежи наспрам стране 
Ь, -> са 8, тј. кад ставимо, да је 

Ь'=а и 1800 -А'=В 

l'1lИ l'је\'\() :~о6ити у место формула (3.) ове, веЂ ПО3Њ?,ге И3 сферне тригономеТРЈ1јс: 

cos а = cos Ь . cos с + sin Ь . sin с . cos А 1 
sin а . sin В = sin Ь . sin А ! 
sin а . cos В = cos Ь . sin с - sin Ь . cos с . cos А 

(а. ) 

11, Помоliна (небесна) сфера, 

lIЈ тај начин, применом ЛОМОЂне сфере и на основу формула (а) сфсрне 
тригоно.\\Стрије могли бисмо обрасце (3.) за пrеображај координата ДIlРСПНО 
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наПисати. ИСТО се Tal<O најпростије решавају, - ПОМОЋУ йапред споменуте 
3<l,',1иш.ы:не сфере, - и многа друга питања о узајамном односу разних линија 
н paRlII1 у простору, јер 'Се све СВОДИ на проблеме И3 сферне тригонометрије. 
у 1"0.\1 СЛУЧ<:lју сасвим је Нt:потребно замишљати ту сферу у некаквој одређеној' 
тачци у простору. Сасвим је безразлично, где Ђе бити узет њен центар, само 
ако се ур,еl, iиз њега повлаче правци паралелно са онима, који се расматрају. 

У:-).~Ш,\l() нпр. да су дате у простору три праве: М, N и Р, које се међу 
собом нс CCI,y, при чему не, - као што је познато, - бити код сваког пара ОД 
њих (MN), (,v\P) и (NP) две паралелне равни, које садрже у себи по једну линију. 
И т,џа, ј'Н где замислили центар О ПОМОЋне сфере са три правца из њега: 
Шv\', ОСЈ' и ОР' паралелно са даним М, N и Р, ДОБИЂемо на њој сферни 
ТрОУЈ'Ј() M'N'P' са странама, које су равне углима изме-ryу даних линија и са 
УГЛI1:.1а r.:оји "ћс бити равни углима између парова напред споменутих равни. На 
тај се начин, разни ОДНОСИ изме-ryу углова, које међУ собом образују дане линије 
и равни, изводе из тога сферног троугла исто Taf{O просто, као и у случају 
преСЕт,а тИХ правих М, N и Р У једној .тачци. 

3бt)Г тога што се разне тачке на ПОМОЂној сфери добијају ОД продора 
ра31-1НХ Ilраозца на њој, који оотичу увек И3 њена центра, паралелно са онима, 
које се рао\zпрају у простору, - произлази: 

1.) Свакоме одређеноме правцу сиопа међусобом паралелних правих 
одгивара на сфери свега једна одређена шачка, - и обратно. 

2.) СВЈкоме низу меi)усобом паралелних равни одговара на сфери свега 
јеДЈН ().'ЦЈеfЈени велики круг, -. и обратно. 

З.) [",ту зракова, који у простору образују коничну површину или "оји 
су у ОПllпе нагнути према некој oдpe~eHoj линији под једним и истим УГЛОМ,-
OДГOB~lpa на сфери .мали круг истога угловног полупречника, - И обратно. 

Напред споменута ПОМОЂна сфера са потпуно ПРОИЗВQЉНИМ полупреЧ!lИКОМ, 
- којЈ. се ЗЈмишља ради најзгоднијега расматрања на њој праваца разних 
.'Ншија 1I Р:ШIII1 У ПРОСТОРУ, - налази примене У решавању најраЗЛИL!Итијих 
ГСО,\1СТРИСЮIХ проблема; у астрономији се њоме служе на C8aI<OM кораку и ту 
се за њу ИСТОРИСI<И створио И утврдио чак и специјални назив небесне сфере. 
По ТО.\lе ј,е,\1О је примеру и ми у 6УДУЋе T3I<O звати, ма да Ће представа о њој 
остаТI1 yuel( само чисто геомеТРИСI<а, без икаквог р~алног значења. 

12. Аналогија међу формулама сферие и равне тригоиометрије. 

Сад се веЂ види, какву значајну улогу треба' да има, ,сф~рна тригоно
,\',еТРllјЈ. у НЈ.јвише аСТРОНОМСI<ИХ проблема и како је неопходне)""' потребно добро 
оаП3.\iТ!IТ!1 њене формуле, да бисмо их после· примењивали без иkаI<Rе тешкоfiе. 
Па.'i\ћењс ЊIIХОВО олаl<Ш3НО је пре' свега тиме, што свакоме односу нзмеl)у 
састаВIJШ: ;lе:юва сферног троугла Аве одговара други, по спољњем облику 
ње,,,-у CaC~IJ,\1 слични и који се добија из расматрања поларног троугла, чије 
су стр "н" допуна до 180' углова: А, В И С а угли допуна до 180' страна: 
а, Ь и с. Тако из трију формула (а) произлазе ове: 

cos А = - cos В . cos С + sin В . sin С . cos а 
sinA.sinb= 
sin А .cosb = 

sin В. sin а 

cos В. sin С + sin В . cos С ,cos а 

IЧНI че.'I'\У је ;:!,руга од њих остала иста као и пређашња. 

.. ,(а)' 

у специјалном слу,ају, када је угао А = 90°, из формула (а) и (а)' ла,(О 
се добијају шест доле 0зна'1ених односа (Ь) Me~y саставним деловима правuуглог 

2' 
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сферног троуrла, врло подесних за употребу због ЊИЈ(овога ЛОгаритаМСЈ(оr 
облика; из љих опет, на основу СВОЈстава попарног троугла, произласзе њима 
слични односи (Ь)' за специјалан случај кад је а = 900: 

А=90О а=90' 

cos а = cos Ь . cos с I COS А = - cos В . cos С 
sin Ь = sin а . sin В 
tg Ь = tg а . cos С 

tg Ь = sin с· tg В 

cotg В = cos а . tg С 

cos В = cos Ь . sin С 

(Ь) 

sinB= sinA.sinb 
tgB=- tgA.cosc 

tg В = sin С . tg Ь 

cotgb=-соsА.tg с 

cos Ь = cos В . sin с 

I,aa најбоље пак и најразумније средство за пам!;ење формула (а)' 
могу послужити аналогије њихове са њима одговарајУЋ!1М обрасцима (rJ.) f 

равнога троугла: 

cos А = - cos В . cos С + sin IJ . sin С Ј 

Ь . sin А = а· sin В l 
sin А = cos В . sin С + sin В . cos С Ј 

а2 =Ь2 +с2 

b=a.sinB 

Ь =a.cosC 

b=c.tgBl 

cotg В = tg С I 
cos в = sin С ј 

. . . 

(Ь) , 

и (Ь) 
и (;Ј) 

('Ј.) , 

(~) 

аналогије природне, јер при бесн:рајно великом полупречнику сфере у сраВЈ[Јењу 
са а, Ь и с, сферни се троугао претвара у равн" и све формуле (а)' и (Ь) у 
IbИМО (",говарају!;е (а)' (~). ' 

Док формуле (Ь) нису још добро запам!;ене, најбоље је ДО!;И ДО ЊIiХ 
помоl-iј' формула (Ю; при томе Ђе најпростије раСУђиваље лако укааати, шта 
тачно треба писати у љима - синус или тангенс стране у место саме стране, 

а Т3Ј{О !ЈСТО косинус које баш стране уместо јединице у оним формула,\\Ј. (~), 
где стране троугла сасвим не улазе. Ако би требало, например, изразити [{Ј гету 
Ь ПОМОћУ супротног јој угла В и друге катете С, то узевши одговарајуhу фОР:\1)'ЛУ 
равног троугла Ь = с . tg В " запазив, да у сферном троуглу треба да је Ь = В из;; је 
с = 90'\ - јасно Ђе се видети, да ту треба писати тачно tg Ь У место Ь и sin с 
)' место с. Слично је проверавање корисно примењивати у специјалним С;lучајнма 
и у опште на-' свима формулама с обрасцима, које треба писати директно -
на П<l.\1ет. 

13. Неперова правила за формуле правоуглог сферног троугла. 

Ако се у формуле (Ь.) уведу допуне катета Ь и с до 90" и ако се с"ра
ћено означи 

900 -Ь=Ь' и 90"-с=с' 

то tc свих десет ових формула дати две групе (1.) и (2.) оваквога об.""ка: 



cos а = sin Ь' . sin cl 

cos Ь' = sin а . sin В 

cos с' = sin а . sin С '1 

cos в = sin Ь/ . sin С 

cos е = sin с' . sin В Ј 
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. (1.) 

cos а = cotg В cotg С 
cos Ь' = cotg с' cotg С 

cos с' = cotg Ь' cotg В 1 .' 
cos В = cotg а cotg с' 

cos е = cotg а cotg Ь' Ј 

. . . (2.) 

Испуштзјуtи прави угао А, тј. као да га и не рачунамо за састашш део 
троугла, }'2!1;lcli.eMo, да је у групи (1.) кссииуе свакога дела троугловог IIзражен 
ПР()Н3ВО~Ш1 fl3 синуса она два дела који на њега належу, а у (2.) - произ
ВОДО~l !!З ]{()ТЈнгенса налегла два дела. Ово Иlпересантно својство праВОУГЛQ(' 
СФСРНОI' троугла запазио је Неllер још 1614. ГОД. те је постало као мне,"1tоничк() 
правило ;Ја :шсање свију формула (Ь), ма да се оне, - као што је напред 
речено, - ј\IOГУ врло лаRО памтити и без тога. 

IIос.:!е 150 година Ламберш је дао геометријско објашњење тј. прави 
узрок ових особитих правила. 

Л'Ји IЈI::.\1О га овде дати, пошто га у уџбеницима сферне тригонометрије 
обично ј-ЈС:'\13. 

1(301 се узму темена В и С сфернога правоуглог троугла Аве са правум 
УГЛО,\'1 А ;:::а ГЮ;10ве па се опишу одговарајУЂИ им луци великих кругова NDt:AI!! и 
А I1ЕРА \'Ј (С;I. З.), они Ђе се пресеЂИ међусобом у Е, а са продужењем ХИ!10ТС-
вуас ВС у ТЈ.ЧКD.ма ДЕ и ДlY, с продужењем 1/. 

пш.: f\3T!.:TJ. АВ У AНI и F, и најзад са проду
жсњем ј\ЈТСТС АС У тачкама D и ДЕ!. Пошто 
је угао 13:10 11 ВО = 90", то ће бити AD = 900, 
те Ђе н Ta'Jf\a О бити пол великога круга 
АБ;-N-'\; СЛ!IЧНШl Ђе начином и тачн-:а F бити 
пол ]Н.'.1И1«()ј'3 ]<руга ДlCBДlY, стога што су R 

,!:;-,",_ .~>."~ :~~ ~;,<~' с--_"". /) 

луци ВЕ .. IJ Се равни 900. 
ОВИ.\1 jllJCTpojeM је на тај начин из 

ОСНQШIQГ ТРО}-'Г.ЈП 1 образована четири нова: 
11,111, lV Јј \/ 'lИјИ Ђе угли код: ЛЈ, А Il , ДiH И ДЕУ 
бити T<1I<ol~c JlpaB~1; хищпенузе пак њихове 
биl1е ОСТ,.\,111 ;\С.rIОВИ основнога троугла једно 

за дрУГН:Il, НЈиме: 900 - Ь = Ь', В, С и 

н • 

. . 
,,' ',' 

Сл. з. 

Ј. 

, 
., 

90') - С = ['!1 притом У свакоме од њих - ако праве угле не рачуна мо, - сви Ђе де
лови OCI-ЮIИlога (или пак љихова допуна до 900) ИЂИ један за другим (у истом правцу 
паКЈ.Ј(1Н(I L\\ стре.'lИЦQМ) ОНИМ истим редом као и у основно ме. Према ТШ,.lе је 
,Ј,Оlюл,IlO II.\\ЈТlЈ само два израза (1.) и (2.) за cos а, да бисмо их применили и 
на cos Ь' I УЈ на cos с', И на cos В и на cos С, замењујуtiу катете Ь и с њиховим: 
Д()ПУНЈМZl Ь' и с". 

у ТО.\lе геометриском доказу Неперових правила, који објашњава УНУ
тарњи њихов сыисао, од особитог је значаја особина, да се 1 правоугли сферни 
Т'рОУ""О ре[(l)[[струише у друга четири, такође правоугла: 11, IП, IV и V са тим 
ИСТИМ C;le,vICI-ПШIa (или њиховим допунама до 900), јер се тиме понекад упрош
Ьујс paC,\la ]·рањс извесних проблема из астрономије и геодезије. Тако на при:"ер, 
бројНО решељс 1 троугла по даним у њему: хипотенузи а и углу С, НИ~lИм не 
треба iЏi С!.: раЗЈЈИI<ује од случаја, (<ада би се за дану хипотенузу узела висина 
С а га ДЈ.I!И угао величина а (као у реконструисаном троуглу ЈУ); али ће при 
то"е бројllој ["''"!Ици угл{)ва С - (90" - В) = В + е - 900, тј. сферно"е ексцесу 1 
одгоп"ратн у IV потпуно иста бројна вредност разлике а - Ь. 
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3адаће: 

1. Одредити угао N под којим се секу дијагонале страна КОЦliе. 
На ЏОМОliној сфери угао liе N бити хипотенуза правоуглог троугла са 

катеТ3М<1 од по 450; отуд излази: cos N = cos 450 --; ИЛИ N = 600. 
2. Одредити угле (М, М' и М"). међу суседним странама праВI1"'НИХ по

лиецо.ра са 4, 8 и -~.O страна. 
3а,,<\ислимо центар сфере у ма коме од рогљева полиедара па ћемо добlЈТИ !IЈ љој: 

у прrol),',\ случају правилни троугао, у другом - четвороугао, а у трећем - I]етиуг:.;о са 
стран;;,\\3 ОД 600; поделивши затим угле ових фигура на пола и делеfiи затим до6И8СI!С троуглс, 
Т<Ј.К(), ДЗ СВИ буду правоугли, - из њих ћемо најзад добити: 

COS ЗО') . sin ~ М = cos 600; cos 300 . sin ~ М I = cos 450; cos зао. sin ~ М 1' :--:-:: cos 3бn ; 

М = 70" ,,2'; М' = 109" 28'; М" =138" 12'. 

З. Доказати да liе се прва од основних формула (а) претвор"т" у: 
а2 = Ь2 ~Г f!- 2Ьс. cos А, ако су стране аЈ Ь И с сферног троугла бескрајно 
мале у сравњењу са полулреЧ:НИI<ОМ сфере. 

4. Ако у формулама (а) ставимо: 

sin Ь . sin А = sin р и tg Ь . cos А = tg q, 

!{<lI<:JB fle геометриски значај имати луци р и q у сферном троуглу Аве? 



ГЛАВА 11. 
ОПШТИ ПОСТУПЦИ И ПРАВИЛА ЗА БРОЈНА СРАЧУНАВАЊА. 

14. Разна средства и правила за упро:пrhаваље срачуиавања. 

При извоijењу бројних срачунавања по напред изложеним формулама, као 
и по сваюш другима, од особитог је значаја придржавати се некојих ОСНОВНИХ 
правила II поступака, да би се лостиззла неопходно потребна тачност бројl:lИХ 
резултата на најпогоднији начин, не губеtи притом ни излишно време на тај 
механички посао. Астрономи су обрадили такве рационалне методе за ера чу
нзваље, не пренебрегавајуtи никаква средства, да би ма у КОЛИКО СI<ратили 
рачунп.:и труд. 

Најгљшнија су средства, која служе за упрошtавање рачунских радњи и 
за достнгиуtiС највеnе таЧНQСТИ бј:юјних резултата: 1. Употреба логаритамских 
таблица за сабирање и одузимање; 2.) Довођење формула на логаритамски 
облик; З.) Трансформирање даних формула у друге, погодније за срачунавање; 
4.) ИСI\ОРИШfiзвзње првенствено ОНИХ формула, у којима се тражени угли 
добијају по њиховим тангенсима и котангенсима; 5.) Избор логаритамских и 
других !!О.'lюhних таблица оне баш тачности, каква је само неопходно потребна; 
6.) Скраћr.lнање труда најпогоднијим распоредом и извршењем срачунавања по 
систе,\1аТС!<:О:\l реду И са постепеном контролом. Постаје затим поступци сасвим 
спеuијЈ.лне !Јrироде за упрошtавање срачунавања, који понеI<ад представљају 
неоиењЕ:11е !((ЈРИСТИ и који се састоје у употреби приближних формула и образаца 
у MeCTlJ Т(1tIIIИХ. 

При расматрању свију ових општих средстава,. ми ћемо их примењивати 
најВJlше кОД задаЋа сферне тригонометрије; али Ђе нам се на овим делимични:'\1 
ПРШIеРИ,\1:а дс)вољно разјаснити, како Ћемо се користити ОВИМ или оним средствима 
и при Ср.:lчунавању по ма каI<ВИМ другим формулама. 

15. Логаритамске таблице за сабираље и одузимаље. 

При лш"аритамским срачунавањима по формулама састављених из засебних 
собиршщ ка,) ШТО су формуле (а), у место да се траже одговарају!>и бројеви 
ЛОГЗРИТЮlа "1 ~jX сабирака, претпоставља се, да се узимају директно логаритми 
тражеf1С су-,,\е ИЛИ разлике ПОМОЂУ нарочитих ПОМОЋНИХ uтаблица за сабнрањс 
II одуаU.ШllЬС. Такве се например таблице, са 5 децимала, налазе t<30 до::\атак 
логаРИТа.\\l:I\Н.\'\ таблицама са 5 децимала од Хјуела (Houel), са б децимала у 
таблицама Бре_'vlикера а са 7 деци мала постоји специјално издање: ђТаfеlп der 
Additio!1S Iln,1 SlIbraction Logaritmen" уоп Zech. 
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Са предпоставком да је ОД два броја т и п први веБИ од другога, ЉИХОВУ 
суму и разлику можемо представити у QВЭl{ВОМ облику: 

гдс Је l~().lltLJi!ИI{ r =!!!. веБИ од јединице. Због тога, ако су дани 19 т и 19!1 па 
п 

пре,," ТО."С и 19 r = 19 т ~ 19 п, те да се добије 19 (т + п), треба саl>lО додаПI 
1'3 .luгаРИТ,\1У већега броја т КОЛИЧИНУ 

а да се добије 19 (т - п) - додати негативну I(ОЛИЧИНУ 

ИЛИ, што Је ИСТО, одузети ОД 19m позитивну количину IgR. 

у напред споменутим ПОМОћНИМ таблицама за сабрање дају се ј<ОЛИ чине 
19 S, које о.з,говарају свима могуt.ним вредностима 19 r од О ДО -х; у таблицама 
~aK за одузимање, - услед тога што су R и r везани међу собом симеТРИ'-IНО:-d 
ЈеДН3 СIИ!IОМ: 

- количинс се 19 R дају само за вредности 19 r измеђУ 2 и ОО, због тога, ШТО 
се кО,lичине 19 R, које одговарају осталим вредностима 19 г оц О до 19 2, могу 
наБИ у истим таблицама али само са обратним тражењем аРI'умента' (lg () по 
]{ОЛИЧИIНI функције (lgR). Уосталом облик и распоред таквих таблица НИЈе 
уве]{ П(),Ј,је~нак. 

Да нађемо, ради примера, 19 (т + п -р) по даним: 19 т = 0.34567, Ig· п 
= 0.12345 " 19 Р = 0.23456. 

\ из таблица за сабирање 

, по 19 г= 19 т -l'{ п = 0.22222 

19 т =~ 0.34567 

. 19 S = 0.20398 

\ И3 таблица за одузимање 19 (т + п) = 0.54965 

, по 19t'=lg(m+n) -lgp=0.31509 . . IgR = 0.28741 

19(m +п -р) = 0.26224 

OB~C улазе само два интерполациона изналажења 19 S и 19 R по та6шщ.1.'rШ; 
са та6.'II!ЩI,Yid пак обичних логаритама требало би извршити -три изна:!3.жсња 
()ројееа m. п и р и једно налажење логаритма по броју (т + п -р). 

Таб,lице за сабирање и одузимање су особито згоцне, ({аца је онаЈ Bt:-riИ 

број (т) раван јединици, јер се тада логаритми: Ig(1 +n)=lgS " 1!{(1-1I) 
=-:- -lp: J-Z добијају циректно по аргументу 19 г = -lg п. Тако например, ЈЮГЩ1!ПЈ.!1'l 

обрасца; +~, "РИ 19 п = 9.76379 наtщ ће се по аргументу 0.23621 ОВ'''\О: 
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из таблица за сабирање . .lg(1 +п) = 0.19879 

" " " 
одузимање . 19 (1 - 11) = - Q27725 

, 1 1 +п_ 
gl-ll- 0.57604 

16. дово!;еље формула на логарнтамскн облнк. 
у ,\1есто да се, при рачунању, служимо таблицама за сабираље и одузимање, 

веОМа се често обрасци сума и разлика цоводе на логаритамски оБЛИI<, УВQдеtш 
у ЊЮ1Ј, вештачки, ПОМОRне ·угле. Нпр. ако је т> П, то ћемо, поставивши 

:,', = cos k, добити суму и разлику бројева т и п у облику: 

m+n=2m.cos2~, 2 S· 2 k 
m-п= m· In 2' 

На тај Ђе 

БИТI1 иг>йЈ 

на'IИН и предњи образац II +-", стављајуtи у њему cos k 
-п 

место п, до-

прости облик: cotg2 ~. 
ДrЈ(!Ll.'13НИ израз: М. sin а + N . cos rJ. лако је довести на логаритаМСI{И 

uБЛИ!i: сгашьајуtи у њему tg k У место ~. Тако на пример, ст~вљајуhи у ОСНQВНИ.\l 
формула.\l" сферне тригоиометрије (а): 

Igk=lgb·cosA 

добиkе Се у.\1есто ЊИХ ове, логаритамске: 

COS Ь ) cos а = -' . cos (с- k) 
CQS k 

sina·sinB=sinb.sinA . 

. В cos ь . ( k)\ sm а· cos = k' sm с-
соз ' 

по li:ojr1J'I'd је ггоДније рачунати .не само а и В по даним А , Ь И С, 
'1а[(о 11 с са В, када се дају А, Ь и а. А удубљујуtи се у суштину 
OBOl-а - на I!РВИ поглед чисто вештачког - YBo~eњa помоlшог 
утла k у формуле (а), увидеtемо, да је оно идентично са деобом 
рас.\\праllOГ сферног троугла АВС 'Ја два друга: АСО и ВСО, 
пр,шоугла у тачци D (сл. 4.). Заиста, 0знач:ив АО са q и СО са Р, 
flаhиilе.'I\О и;~ троугла АСО: 

(а), 

него исто 

в 

СЛ. ·t. 

tg'l = Igb. cos А (Т. ј. q =k) . . ь . А "c0."cs."cb 
и sm р =..:: slП . sm I cos Р = СО:; lj 

а аатн.'" И:3 троугла ВСО: 

cos а = cos р . cos (С - q) и colg В = colg Р . sin (С - q). 
Нијt: Тt:ШIZ0 Rи,г\ети, да су ови обрасци потпуно идентични са формулама (а). 

Н(]U().llСIШ. Неки Ђе нас астрономски проблеми доводити до oдp;;~eњa 
угла х из је,'l,llaчине оваквог облика: 

М . sin х + N . cos х = Р, 

г~e су Л'\, N н Р п03нате КОllичине, ПО3Ј.1ПI8не ЦЛИ негатиене. У то.н: Сlучају) 
Ј -
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- користеfiи се ИСтим стављањем 

~ и"рачунати из обрасца: 

N 
Ig k уместо м' - тражени се угао х може 

sin (х + k) = ~ . cos k. 
, 
17. Преображај формула, 

ДОl30~ење некuјИХ формула на логаритамски облик по стиже се понекад 
ЈОШ боље њиховим преображајем. Та"о например образац 

'А - cosa-cosb·cosc 
cos- .Ь. , sm ·sm с 

l<ОјИ потиче из прве формуле (а) и "оји служи за одредбу угла А сферног 
ТРОУС!lа по дани~ странама а, Ь и С, пр~образоваЋе се, «ао што је познато 
из тригономеТРИЈе, у: 

IgA=./Sin(p bj.sin(p сј где ј.е p=~+~+c. 
2 V sinp.sin(р а) , 

I(ад се па" помоliу овога одреljују сва три угла у троуглу, боље је прво 
срачунати величину: 

Igp = (Sin(p aj.sin(p b).sin(p с) 

SlЛр 

Јер после тога иалази просто: 

• 
t А _ tgp t В _ tgp 
g2 -sin(p-a)' g 2 -sin(p I С = _ Igp 

IJ)' g 2 sin(p сј· 

Није ТСШI{О видети, да је овде р полупречник малога круга, уписаног у paO'\aTpallOM 

сферно .• троуглу. 

Најзад ће се сферии е"сцес троугла 2 Р = (А + В + С) - 180" иаразити 
у ОВО,\1 случају овако: 

Ig-' ~ р = ~plg ~ (p-a)lg ~ (p-b)lg; (р-с), 

а S ~ " К' 9~ даће величииу површиие троугла, а"о је полупречии" сфере раван R. 

Ifа сличан начин служе и за израчунавање углова В и С сфернога троутла по 
даНИ.\1 Ь, с и А а тако ИСТО и страна Ь и с ПО да~им В, С и а ове преображене фОР,\1уле: 

и 

. Ь- с 

в-с А SlЛ 2 tg-- = colg -. . 
2 2.Ь+с' 

ь ~C 
Ig-

2
-= 

Sln 2 

в-с 
S/П---

а 2 
Iђ·.в+с' 

Slfl 2 

Ь-с 

в+с л СОS 2 
Ig 2 = colg 2 . Ь + , ' 

cos 2 

в-с cos =--,,:: 
Ь +с а 2 

I!!" 2 = Ig 2 · в+с' 
COS 2 
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чији се ИЗВОД излаже у свима делима сферне Тр'игонvметрије и које су познате 
под им.еноя Неперових аналогија. Све оне, као и напред И3ЛQжени обрасци за 

А н с. б.· . tg р, tg 2' tg ј и fg z лако је ззпамтити, лагодареnи ПРИРОДНОЈ сличности ЊИХОВОЈ 

са љима одгuиарајУЂИМ формулама равнога троугла. 

Да наведемо овде још и преображај формуле: 

cos Е - е 
COSV=] e.cosE' 

са !ШјО;',1 tleMO се сусрести доцније. На исти начин, Ј{ао ШТО се изводи напред 

ИЗЛQжени образац за tg~ из cosA (Т. ј. добијајуЕ.и постепено:. 2.sin2 ј= 1-

cos v, 2. С052 ~ = 1 + cos v и напослетку tg2 ;), долазимо, - у случају е <..::~ ], -

'~() следећСI' најпогоДнијег обрасца зарачунања угла v~поданомеуглу Е НЮЈ обрапlO: 

t" V = . / I + е tg Ё: = tg (45" + ~) tg Ё:. где Ј·е sin Ч" = е 
''>2 V I е' 2 2 2' . 

18. Срачyuаваље углова по љиховим таигевсима. 

При срачунавању углова нај"орисније ће бити, а"о се изаберу формуле, 
слиеlне са те!, што иаведеним, тј. које одређују те угле по тангенсима ИЛИ и 
KOTal!rerтCH.\l<l њиховим а не по синусима и носинусима. Да бисмо објаснили ту 
OIШЛН()(Т, расмотримо следеtе изразе диференциалних промена u (lg tg х), 
._. (lg cotg х), (!g sin х) и 6 (!g cos х) при врло малој промени 6 х угла х, "оје 
се доБИjilју по општим правилима дифереренциалног рачуна: 

_, (lg tg х) = . м . 6 х". sin 1", 
smx·CQSx 

. (1 t ) М,. ., . 1" u 'g СО g Х = - . . ".....Ј Х . sm , 
Slll. х CQS Х 

~~ (!!: siп х) -= М . cotg х . [:, х". sin 1" , " (lg со; х) . _. М· tg х· 6 х"· siп 1"; 

при ЧС.\\ј је број М = Ig2. 718 ... = 0.4343 ... тј. модул обичних логаритама а 

број sin 1 ,. =-= ЈВ(). ~O. 60 = 206Ј265 изражава Дужину ~YKa од 1" У деловима његовог 
по,чпре'IШЈI'(l. МножеЂИ ове обрасце са 100000, да бисмо изразаЈНt грешке 
лагаРИТ;Н1Ј у петој њиховој децимали, доби'hемо саме величине 6 х, изражснс у 
ЛУЧНИ.\1 сеl,:унда,'1Iа, у ОВЗЈ<ВОМ облику: 

с. /. = 2". 4 . sin 2 х . /::'5 (!g tg х), /::, х" = - 2". 4 . sin 2 х . /::'5 (Ig cotg х), 

'" х" = 4".8. tg х· 65 (!g sin х), 6 х" = - 4"·8. cotg х . 6, (!g cos х). 

Према томе, ако су 19 tg х, 19 cotg х, 19 sin х и 19 cos-x подјеДlJаЈ<О погрешнЈ.1 
за јединицу у петој деЦимали, то Ђе HajBelia грешка у углу х, - који се тражи 
по ~r; tg х ИЛИ 110 19 cotg х, - бити при х = 450, ИЈ иааЋИ ће 01<0 ј- 2". 5; 
међути.\1. при одредби тога истог угла по 19 sin х или ло 19 cos х она ве изаhи 
ДИl пут веliа. Па и упштеЈ ма IШЈ<ав био угао, х по својој величини, греШl'а ћС 
у ПQследња Aua случаја бити већа него ШЈ у прва два, јер су 2 tg х и 2 cotg х 
увек већа од sin 2 х. 

З' 
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На основу напред реченог!" најзгоднији ће обрасци за рачунање поларних 
I{оордината: А, Ь и Р за неку тачку, по даним праволиниским: Х, у И Z (формула 
(1) '!л. 10.), бити: 

1.) Ig А = i', 2.) 
х 

р , 
з.) tg Ь = -, 4.) z 

р. sin Ь = р' =-+- (или smA 

р =_Liили 
sm ь l 

, х ) 
пак р =-cos А 

. z ) 
пак р =-

CQS Ь 

ВrаtајУћИ се основним формулама (о) или и (о)" које одређују страну а 
и угао В сферног троугла по даrЈИМ Ь, с и А, - исто Ћемо тано Вl1детн, да 
је уопште некорисно- директно срачунавање а ПО првима ОД њих већ је МНОГ() 
боље наЋИ спочетка В И3 обрасца: 

t В _ cosb·sinc- sinb·cosc·cos А _ colgb.sin(c- k) 
cog - sinb.sinA - cosk.sinA ' 

где је tg k = tg ь . cos А, 

ЮЈЈС се добија деобом треће формуле са ДРУГОМ, а после тек срачунати а по 
њeHO~C тангенсу, КОЈИ се добија деобом прве формуле са другом или са Tpefi"OM. 

19. Употреба логаритамских таблица разне тачиосТ:И. 

Приступајуfiи срачунавању ма Кalше RОличине по познатој фор,\1УЛИ ва 
ту сврху, неопходно је потребно пре свега обратити пажњу на. ону висину 
тачно ст и, какву можемо нли желимо да достигне.'II.О у мрајњем резултату, И) на 

тој основи затим решити, са каI<ВИМ се тачно бројем цифара треба 3<1,'1,080-

љин! \' разним бројевима при овим срачунавањима 11 са Ј<аI<ВИМ се наиме 
логарита,\\СI<ИМ таблицама треба служити (са седам, шест, пет или па], С(]МО са 
4 деЦ!шзле); због тога, што би свака И3лишна цифра) I<oja нема ()сеТlЮгЈ 
утицаја на I<рајни резултат, само беСI{QРИСНО усложњавала срачунавање. 

у обичном логаритму броја а, који је (брОј) дат са извесном '·реш!{ом 
~ а, произлази грешка: 

и ооратно 

, 

f\, (Iga) = М. 6а = 0.43 
а 

6 а = 6 (lЈЈа) = 2.З 
а 0.43 . .. . 

• • • 

. . . 

La 
а ' 

f\, (Ig а). 

1'3],0 на пример, ако би пета цифра у броју а била погрешна Ја ]) то 

.- а може доtиџо 0.0001 а f\, (Ig а) до 0.00004 па због тога је без вредности 
а _:. 
писати шссту децималу у 19a, Исто Tal<O и обрнуто, шеста цифра у броју а 
не ~южt' бити HaijeHa по логаритмима са 5 децимала. Отуд потиче опште 
прави.1U) ДЗ логаритме треба писати са оним бројем децимала са I<ОЛЈ1ЮНl је 
броје.\t I\ифара дат сам број или највише -са још jeAIIO"'" сувишном. деЦИ.\lа.:IO_~. 

Напред смо видели) да, при некој погрешности данога угла, грешке у 
логар~п.\НЈ.\1а тригономеТРИСКI1Х фУНI<ција тога угла могу бити врло ра:mИLJНТС, 
.у заВ!!СIIQСТИ од његове величине; али aI<O се будемо РУКОВОДИЛИ само 1!,ИХОВИ.'rt 
cpe,],lblHI величинама, - остављајУЂИ настрану оне изузетне случаје, юща су 
угли ()Л~IC!Ш оо ИЛИ 900, - то Ђе се ПОl<азати, да Ђе логаритми од 5 деЦИ.\lала 
бити, у опште говореЋИ, потпуно ДОВОЉНИ при тач.ности углова не већој од 
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од О'· 1 = 6"; кад су пак угли тачни и до 1" треба већ употребљавати лоrа
РИТ.,\е до 6 децимала а I{DA тачности ОД О" -1 - са 8 деци мала. 

у ОНИМ пак случајима, када су формуле, које изражавају тражене количине, 
доста С'1()жене и изискују много рачун ских радњи, корисно је ИЗВОДИТИ сва . , 
раЧУН311,З са једном децималом више, у сравнању са напред реченим; зоог тога 

што ј-РСШКС, - које потичу из одбацивања непотребних цифара при потра
ЖИНClЊУ бројева И3 таблица,"') - постепено нагомилавају1iи се, могу саме по 
себи осетно да искваре тачност резултата. Али, овде је реч саАЈО о једној 
деЦI1.·1ю.7l1 више, на тој ОСНОВJ.I, ШТО грешке, о I<ојима је реч, припадају реду 
случајНllХ грешака, тј. таквих, које, не излззеtи ИЗ извесних граница, биваtу 
час ПОЗlIтивне, час негативне те се услед тога при рачунањима наГОМИЛ<lВ<:Ј.ЈУ 

не :lропорционално општему броју потраживање по таблицама већ у много 
маЊОЈ мери. 

Наuо.иеНG. I{од срачунавања треба у сваком случају исписивати све 
неопходно потребне децимале, макар последње од њих биле и нуле, да би се 
ТИ:I1С ј<lснијс изразила она тачност са којом је број дат или пак срачунат. 

20. Форм.улари и контролисаље срачуиаваља. 

I\ОJlичина времена и мехаНИЧI{ОГ труда, који се врши при ма КаЈШОМ 
сра'I)'НШШЉУ, зависи од поступности ПО којој се изводе све за то неопходно 
UOTpt'Ol1e радње, као што су: потраживање логаритама, одговарајуtiих бројева 
и др. Због тога је боље, пре него што се приступи извршењу целога тог посла, 
најпре ра.::;,\IИСЛИТИ о најцелисходнијој поступности за све радње па унапред 
ознаЧИТII на хартији она места, где треба уписивати разне цифре, како би се 
сабирш+,а, uдузимања и друге рачунске радње вршиле згодно без икаквог пре
писиваља једнога и истог броја на разним местима. Унапред састављени, oBaKвr1 
фОР.lIу.mрн за срачунавање, Сl<раtiујУЂИ време њихове стварне израде, корисни 
су још и у другом смислу, наиме, они чине да каЛl<улатор Сl<онцентрише сву 

своју пажњу само на то, да не учини 1.-\3 какве чисто бројне омаШI<е, И, ВОДИ 
на тај Н3Чf11J ка бољем осигурању тачности траженога резултата. 

СЈсновне формуле за срачунавање корисно је имати пред очима, у за
глављу фор.\lулара, ради јасне представе онога што се по њој врши. Добро је 
TaKotJe узети за неизоставно правило, да се сваки из таблица уписани број а 
тако исто и свака радња, која се са бројевима врши, одмах ПрОl<онтлорише; 
због тша што једна, каква било грешка, незапажена на време, може да изазове 
IlогrеШllОСТ свега онога што отуда затим потиче. Па ипак, не гледеЂИ на све 
IIреДУЈСТС предосторожности, ипак се могу десити омашке и грешке разне врсте; 

3(ЮI' ТШ-Ј је неопходно потребно имати потпуно убедљиву контролу тачности 
добивених резултата. Ово се најбоље достиже срачунавањем у две pyt<e, тј. 
ДI3Јју ЛИЦ<1 или пак контролом резултата помоliу какве друге формуле, I<oja би 
их В('31IВШЈа међу собом и са,даним величинама, али која не би и сама улазила 
у paHIJjc извршена срачунавања. 

Ради објашњења напред реченога, даЂемо овде три формулара: 1) за 
сраЧУllаНilње; ПО формулама чл. 18, поларних координата А, Ь и р једне тачке, 
ј{,ца су јој ;:щте праволиниске Х, у И г; 11) за срачунавање, по формулама чл. 17. 
углова А, В и С сфеРНОI'а троугла, када су дате његове стране а, Ь и с; Ш) 
3<.1 срачунавање по формулама чл. 17. саставних делова а, -в и с сфернога 
ТРОУГ.1<1 110 даним Ь, с и А. При томе Ђе ситне цифре, које су стављене у 
заграДCl'\\<1, показивати, I<аквим се редом треба да исписују разни бројеви на 
местн.\\з, IZIJja су за њих унапред предвиђена. 

~) П()С.1~.'lња "е се цифра увек увеЋати ва 1, ако непоср~дно ва њом од6ачена цифра буде IJс/,а ОД 5 . 

• 



, 

(1 ) 

(6) 

(2) 

х= - 82.807 

Дани: у = + 65.910 

z = + 19.623 

Iку = 1.818951 (8) 

Iк siп Д = 9.794 320 (11) 

Iкх= 1.918067, (3) 
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Формулар 1. 

tgA =У, 
х 

• 

, у _ х 

р - sin А -- SQS А ' 
• 

р _ р _ z 
- sinb -- cosb' 

Контрола: р' = х' + у' + z'. 

Igp' = 2.024 631 (13) Igр=2Ш1971 

Ig siп Ь = 9.992 660 (14) Р = 107.639 

Ig z = 1.292 765 (15) х'= 6857.01 

(1) lк cos Д = 9.893 436, ( 12) 19 cos Ь = 9.260 794 ( 16) у2= 4344.1 I 
(') Ig tg А = 9.900 884, (9) 19 tg Ь = 0.731 866 (11) z'~ 385.1! 

р'=-11586.2ј (5) А с= 141028' 55" (10) Ь = 790 29' 46" (18) 

у овоме формулу нису предвиђама места за Igx', Igy', 19z' и 19p' пошто 
није ТСШI{Q у глави дуплирати ЛQгаритам свакога ОД тих брОјева и одмах 

потражнти у таблицама ње,ldУ одговарајуtiИ број. Калкулатор треба таКО!Је да 
се наБИI~Ј!е) да одузима један број од другога а тако исто и да их сабира пос!ињуtiи 
са цифара вишег реда тј. с лева у десно. 

О) Р = 11 о" 38:8 

10 = 88 17.0 

110HII: I/Ј = 10256.5 

с = 30 4.1 

(1) 2р = 221 17.6 

(3) p-a·~ 2221.8 

(' ) р. Ь· 742.3 

(5) р-с 8034.7 

(6) 8'11038.8 

(18); А - 310217 

/Ј-

Дани: с 

Формулар 11. 

= а + ь + с t'" = sin (р - аЈ . sin (р - ЬЈ . sin (р - с) 
р 2' 5 Р sinp 

t А = (п t В = tgp t С = 'п 
g 2 _ sin(p-a)' g 2 sin(q-b)' g 2 sin(p с) 

Ј s=(p-a)+(o-b)+(p-c)=p, 
Контрола А В С 

I~ = 19t9 2 +lgtg"2+ lgtg"2 + 19 siп Р ~ lк tg р. 

( 13) 19 tg р = 9.36 530 

(7) Ig siп (р - а) = 9.58 033 ( 14) 19 tg ~ Д = 9.78 497 

(8) 19 siп (о - Ь) = 9.12 734 (15) 19 tg ; В = 0.23 796 

(9) Ig siп (о - с) = 9.99 410 (16) 19t9 ~ с= 937 120 

( II ) сотрl. Ig siп р = 2.02 883 . (10) 19 siп Р = 9.97117 

(12) 2 .Igtgp = 8.73 060 (17) ~ = 9.36 530 

(19) ; В =59' 57:9 (20) ; с= 13" 137 

Формулар 111. 

В+С А cosHb--с) 
tg--=cotg-. , , 

2 2 COS"2 (Ь + с) 

a~ 

. 'As;nb 'Asinc( ) sm а sm '. в = stn . -. -с контрола. , sm sm , 
• 
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( 1 ) Ь-с= 1 
(11) Iglg2(B-С)= 

(2) Ь+с= 

. Ь - с ( 12) 19l9 ~ (В + С) = 
(3) Igsm-2-= 

(7) 19 sin Ь 

(17) 19 sin В 

(Ј) COl1lpl.lg sin Ь t с = (13) 
1 
2(В- С)= (8) 19 sin С 

1 (14) ~(B+C)= ('Ј) Igcotg 2 А = 

Ь- с (15) В 
('1 19cos 2 = 

( 16) С 

(18) 19 sin С 

(L9) I sin Ь ,= I Sif!l- = 
g siпВ g sin С 

(10) 19 sin А 
( (ј) 

Ь+ с 
сотр!. 19 cos - 2 - = (21) а= (20) 19 sin а 

СР"'Јунати по OBO.~ формулару предњи пример са датим: Ь =1020~6:S, 
с - 30' 4:1 и А ~б2' 43:4 . 

• 3адаће. 

1 С б т . sin '7.. t т . sin 7. . рачунати угле Хј и Х? И3 О разаца: tg X1 = I и gC/.2 -= l' ---
- -Пl.СОS'7.. --т-m·сvs7. 

[(a~ су rn - 9.49 013 и х = 78' 45:0, употребом логаритамских таблица за саби
рање и о:\узимање. [х, = 17' 52:9, Х2 = 15' 57А]. 

2. Представити KOpetle једначине: х2 +р х + q=o у логаритаМСf<О:1'1 обдИ!{у 
и саставити формулар за њихово срачунавање по Tal{O добивеним формулама. 

3. у правоуглом сфериом троуглу (А = 90') даии су: хипотенуза а ~~ 105' 14' 
и угао I3 = 480 37'. Срачунати остале саставне делове Ь, с и С таквим редом, 
ца се сви они добију по њиховим тангенсима. [Ь =4б' 23', с= 112023', С = 1 Об' 36']. 

4. Њрачуиати угао Х И3 једначине: а. cos (х - а) + Ь . cos (х - ~) = с, 
где су а, Ь, с, r1 И ~ познате величине. 



• 

• 



ГЛАВА 111. 
IIРИБЛИЖНИ ИЗРАЗИ И ДИФЕРЕНЦИЈАЛНЕ ФОРМУЛЕ. 

21. Употреба редова. 

!(<1КО у сферној тако и у практичној астрономији имаЋемо прилике да се 
11.1 СН;ШIJ,~\ кораку сусрећемо са таквим случајима, када су некоје ОД непоанатих 
или ~I ;Ј,.аних величина врло мале у сравњењу. са другима. Тада је у сваком 
СЛУ'-!.1Ј) погодније употребљавати за рачунање не строге математичке формуле 
и 06p<:lCUC веЂ приближне, ,{оје се добијају ОД првих, њиховим развијањем у 
pC/\ime, ypcilcl-!e по степенима малих величина. 

Тако нпр., ако су у познатом реду: 

п(п-l) 
(1 +x)"~1 +пх+ ·х' + 1 . 2 

CI:НJ Ч.'I<:lНI)ВI!, почеR ОД треЂега, доста мали, то се до пушта писати npOC"IO: 

:\tЈ.ња 

ИСТОЈ 

(l+x)"~I+nx .. 

Н . 1 < 1 • б . п(п-I) " L 
аПРЊ\1ер, I<aA }еП=-2ах 100,oHAane ро]навредност 2- -х- изаhИ 

1 Ј-- 1 
оц 80000; због тога Ђе, у ТОМ степену тачности, би:и и v 1 + х= 1 + 2 х. На 

1 
се основи у место I може понекад писати: 1 + х. 

-х 

у ОПllпе, ва раавијање ма I<акве функције f (а + х) у рец по степеНЮiа 
веЛlIЧI-ше Х, може послужити познати Тејлоров ред: 

, , 
/(a+x)~/(a)+x.f'(a)+x2 .j"(a)+~j-Г"(a)+. .. . (Ь) 

01'0 се с,"'о посебне вредности производних Г(а), ј"(а) и 
у ~. На тај се начин ·добијају редови: 

ост. не претвараЈУ 

• 1{ '-1"('1 х2 '~I"+x' "1" SlП Х=Х . Sm -6' sm- 12U • Sm - ) 

(с) 
" 2 ' t ". 1"(I+ Х' . '1"+ х . '1"+ gx=x.sm з·sm -Гs-'sm ) 

cos х -=.: (1 х' "1"+-'"' "1" -2· sm- 24- ·sm -. . ) 
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!{I1Д !(ОЈИХ се, Ј{ад Је угао х < 30, можемо готово увек ограничити само са ПГЈва 

24'41" 1 ЦБ<l ЧЛШ!(], зато што занемарени при ТОМ '!лан "is х sm ,у сравњен,у са , 
1 , , 

изла:--ЈН раван '10"0"'0"000 а таКВОј релаТИВНОЈ грешци тангенса или синуса оцгонара 

30 ]" . 
у C<1,\\I)_\\ углу Х грешка {_~._ х = Уооо60б ' 100' На ТОЈ OCHOB~, код углова Х, Пl'[-

I . . ] () 
!!ИХ ~() -IO() и мањих ОД ""4 I можемо занемарити чак и друге чланове у тим РС,,\ОВИNШ 

па ПИС;IПI просто :*) 

, t "'1" SlП х = g х '.'- х . sm и cos х = 1. 

Л<1 би се 1101<333ЛО I<ако Је понеl{ад при срачунавању I<орисна употреба 
,,,,алс Ј;е1Н!'Iине, КОЈа улази у формуле, да ~рачунамо угао т из обраСЦЈ 

tg т = tg п (1 - е), 
• 

у !(ojlJj је с врло мали број. Очевидно, да ће у ОВОМ случају ПОГОДНllјс бнти, 
СРЈЧУf1ilТН не само угао т веЋ малу р~злику п - т == у, која Ђе се добити ImaKO: 

t __ tg 11 - tg' т _ _ е . tg,-".Il== 
g у . _. ] + tg Il . tg т -- I + tg2 11 - е fg2 11 

е· sill п· cos 11 
I e.sin2n' 

и ако Је ,lопуштено, да се занемари величина е· sin2 п у сравњењу са ], Т() ће 
бити "росто: 

" е';.' 
V = 2 . I~ slП 2 П . slП 

Т;ШО нпр. I<ОД тачие формуле: 

tg Ь ~ tga, cos С,-
, 

(d) 

која се О,Ј.!iОСИ на сферии троугао, кад му је врло мали угао С између хипо

тенуас а и Ј<атете b,-имаЂемо: e=2.sin2~C=~C"2sin21", па због тога 

tlCMO добити, - са релативном грешком која не надмаша ~ С"2 sin2 
}''', - ово: 

"- ь --- С"2 sin ]~ . 2 _ С'2 sin2a 
у -- а - - 4 ,SIП а - 229 (,1) , 

I-Iапример, кад је С < 1', разлика ће (а - Ь) изаtи мања 0:1 16" и 
и;зра'lунаtlе се по овој приближној формули (d)' са тачношtу 0".01 ca.'t\Q са 
логаритмима од 4 децимала; међутим за срачунавање, са истом таЧНОСТИ 1 катсте 
Ь по тачној формули за њу, изашло би, да су недовољни чак ни логаритми од 
CeiJ,<1M децимала. 

На сличан се начин и са истим циљем транс формирају . ·многе строге 
формуле, - са којима вемо се сусретати у астрономији, - на приближнс, које 
по својему спољњем облику, изгледају мање просте, али које су много погодније 

< ' 
у примени ОрОЈНИХ срачунавања. 

~) !\zща је потребно да су Сl'Iнуси 11 таНl'енси малих углоuа ловнатн приближно и то са та'lнuшll}' 

, б ' . 1" 1 . б ,1 
само 11:1 .1HI: ИЛ!! три децимаllе, тада Је у место рОЈа SIIl = :Юб20~ ПР:ЈСТi1jС усотре HTII ове: :i1П 1 j"\~ 

11 :i /fl 
1 

1')=-' Тако је нпр. 
37 • 
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Наао"нена. Лако је запазити, да израз (d)', за у" представља површину 
(или сферни ексцес) правоуглог троугла са врло малом хипотеНУЗ0М С при ма 
!.:аююј RРС;ЏН.ЈСТИ а једнога ОД његових углова; што би се, на основу речеllога 
lIa !{рају чл. 1 З, могло директно исписати и без овога иаво,ца овде. 

22. Лаграижов Ред. 

у астрономИјИ се каткад дешава, да треба развити у ред, по степенима 
,\\Јле r>С;Ш'IИllе Х, какву дану Функцију u = ј(у), у н:ојој је у израженu са х али 
IЈе јаыю ВСЋ на оваЈ начин: 

. (1.) 

.1a2pall;/{ је ПOl{азао, да се тада посебне вреДIЮСТИ (при х = о) АифеРе!-ЩI1ЗЛНИХ 

КОСФIlШlјеllот"ј;х~1 У рецу (Ь) чл. 21. 

(dllj х' (rf2111 ' , х" (Ј"и) 
11 . f (а) + х -(- + I 2 Ј' -t-···· -г I 2 З -d" + (ХО. ха ..... пх 

ДIJGијаЈУ у uб.'lИRУ: 

(d""1 Ј"-' " ' dx" о ~- dx" , f'f (а).Ј (а)ј (2). * 

/1,<:1 (јIЈ се ОВО доказало, издиференцираi=iемо пре свега израз (1.) по х и по а 

,(~~ 'f (У) + х J~(y). Ју_ E~~ 1 +х Ј?(у) ЕЈ' 
dx Ју Јх' da dy da 

!{а.1. се {ЩЈ.1Щ~ елиминише множитељ х d~JY) лако се 006"1·' 
Ју , 1-'. 

dy ) Ју 
dx='f(Y da' па du (у) Ји и--w -dx- , Ја (3.) 

а du __ dudy 
dx Ју dx 

, . du dudy 
]ер ]е da ~ dy da ' 

l\а:1 се пак изциференцира производ 'р' (У) ~~ по х, а проиэнuд ~'(y) ~~ 
ЈН) (}, ()H~Џl tlt:.\Ю, на основу (3.) у оба случаја ДОћИ до једнога И истог израза: 

ит!{уд JL: 

. ,_, () () dy ,Ји, .. () rf2" 
l 'f .У "Р У {[а (Ја т 0/ У ([а.Јх 

Ј\,(),(,,\ ,(\,),1,,\ -- " у - - - ~ (у- . 
dx' (ја_ Ја _ Јх_ 

А Теца ЈЈ::; (3.) излази поступно: 

:::~ .. ~ :х \'Р (у) :;~ \ ~ :а \'f (У) ~~\ = ~!,\~'(y) ~~\ 
lPlI lIJll\,()t[lIjl d l (I\2 dll\1 
(Јх3 -= Јх \Ја _'Р у (ta f =;: da lix .'Р (у) Ја. -

(р \ '(у (Ји \ ,(' 1 '( ) (ја\ 
== ,[а2 'Р- ) (i:i ----=---, lta2 'f у ({а_ 

РСНО ЈС, Ј,а 11 даље треба да излази уопште: 

(4.) 

. (5.) 
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Ј та ;ЮIЮДИ ред (Ь) са његовим ПрОИ3ВОДНИМ Ј - при посебној вредности х --- О, 
Јlагранжовом реду 

11 = ј (У) = ј (а) + X~ (а) l' (а) + ]X~ Ја [~2 (а) l' (а)] + ... + 
Х" rJЛ- 1 

+ ] . 2 ... 11 da' , [~' (а) ј' (а)] . . (с) 

Примери: 1) Развити у у ред по степенима мале величине КОt:фицијента 
с израза у = а + суп. 

Овде је x~c, f (у)=у, l'(a)=I,·f(a)=a', стога је 

_ t "+ 2п 2 21/ - I + 31/ (311 - 1) ~ 31/- 2 + 
-а· са --са .---·-са 2 ] .2.Ј 

+411(4n-])(4n-2) , "-3+ 
2.3.4 с а ... 

у ПUСL:бll()М случаЈУ, кад је Il = 2, изаЂИ Ђе: 

.У= 1 + (ас) + 2 (ас)' + 5 (ас)' + 14 (ас)' + 42 (ас)' -1- ... 
а 

2. Развити израз Е = М + е sin Е у ред по степенима мале веЛНЧlIне е. 

Овде је х = е, и = ј (У) = У = Е, ј (а) = М,ј' (а) = 1, 9 (У) = 8;" с: стога 
Ђе бити 

Е -М + . М + с' d ( . 'М)+ еЗ d' ( . з М)' + - esm ndM sm 1.2.Зdмsm ... 

З. Развити израз г = 1 - е cos Е У ред гю степенима мале ВСЛИ'Н!IIL' С, 
гце Је опет Е = М + е sin Е. 

Овде Ђе бити х = е, г -. ј (у) = f (Е), ј(а) = 1 - е cos м,г (а) - с -';" М, 
стига Ђе бити 

---1 ' М+",,·2м+ еЗ "(.ЗМ)L + г- - t COS t: sm П ,[М sm -1--'" 

ell+1 иЈЈ - 1 • , + 1.2.З ... 1I([М" 1 (S/Пll-.--l М). 

23. Логаритамске поправке синуса .малих углова. 

Пuшто Ђе се при срачунавањима имати LlеШЋе посла не са сами.'\t ТРИГU
НОЈ\\СТРИСКИМ линијама веЂ са њиховим логаритмима, ТО да представи,\lO сада у 
облику редова: Ig sin х, Ig tg х, и Ig cos х. На основу општега развијан,а у ред 
логаритма ма "квога брОја (1 + г): 

Z2 г3 
Ig(1 +г)--М(г-2 +3-··.)' 

\ 
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где Је М ~ 0.4343 ... , И3 предидуliих редова (с) добиliе се ови: 

/ . 1 (" . 1") М х' . 2 1" М х' .• 1" /fSlПХ:-= g Х· SZn - tj ·sm ~ 180 ·Sln - ... 

/ t 1 ( " . I ") + м х' ., 1" -f м 7х' . 4 1" + g gx-= g х . sm з ·Stn . "go··sm ... 

!(rcosx= , М х2 • 2 1" М х4 . 4 1" - 2 ·sm - Т2,SlП -'" 

Ако писмо зажелели, ограничавајуви се само члановима са х, - да 
Ю'i1:Чl) све ове логаритме са таЧНОШћУ до шесте децимале, ТО најВСЋИ члан, који 

се I);({),щује М f~ . sin4 1" треба. да буде мањи ОД 0.000 ОО 1, тј. да х". sin 1 ., '.;. 

1
_ о.оООIJI:2 J~.8 или приближно да х < 40, Тада Ћемо, - МНОЖ~ЂИ други корек-

(1-+34:-1 
ЦIЮНI! '!лан I<OA логаритма синуса са 1000000, да бисмо га изразили у је,Ј,ИНИ
ца.\\а шсстс децимале, и 0знзчавајУЂИ га ради скраЂења, са 

" ДUOlПII !IРОСТО: 

, 
М х- ., 1" - ( ) '6 SlIl =~.) х , -

/g sin х = /g х" + /g sin 1" - 60 (х) 1 
19 tg х = 19 х" + 19 sin 1" + 2 6, (х) )' 

19cos х = - 3 <5, (х) 

(с) , 

ТЈ. IJP\.J]!J3 је вредност логаритамске поправке тангенса малога Уј'ла ,Ј,lЮ пут 

Heha ()Д rюправке синуса, величина пак поправке косинуса трипут је веЂа. На 
I..:рају I'::ЊИП~ дата је мала таблица (Таблица 1)* за налажење ових поправака по 
Д'-lНО.'tН: ~!!.- х" или пак по даном е углу Х. 

ј{орист од примене приближних образаца (с)' најбоље Ђе се показати на 
011<1 .'~B<1 примера: 

ј.) Нека је потребно решити uравоуг ли сферни троугао Аве по дaНl1Њ; 
ХИПlПСНУ::НЈ а = 2О 35' 6" -~ 930б" и углу С = 390 l' 48': 2. Због мале хипотену:sс 
па IIpC.\1J TO:l1e и обеју катета, тачне Ђе формуле 

tg Ь :=0- tg а -tos с и sin с -----=----= sin а . sin С, -

!ll)СЛС ;-iClillСНС величине х са аЈ Ь и с изразима (с)' - добити облик: 

/15 Ь ,:! Z (Ь) ~ 19a" + 2 "" (а) +lg cos С, /g с" - 6(c)=lga" - 6(а) + /gSifl С; 

Уl·а!..! Ilаl, ВЈ - на основу реченог у 'IЛ. 21. - боље Ђе се сраЧУllати нс ЈЈ(Ј 
Л.l'Jl-ЮЈ фlJР.\\ули: 

cotg В = tg (90" - В) _ tg с . cos а 
Bcl1 [11.) Lјорасцу: 

С - (90"- В) _ (С . В _ 90")" -- .. ,sin Ј·' . с .,' --t- ---- а 2 . Sll1 . cos \..." 
----~ 

"ј ::' _1_" apIITaMCIo:JlM табmщамrI. bpeMllliepa, Хју~ла I! др. ;Ј.ају се, lюред ЛОI аРНТilма (јрој"1:;.! B':.III'~lillc': 
S ---=I_~:.ШI)' -= (х) IIT= 19sil/ ј"+2е (х). 



- 30-

ШТО 'Ј Ј,аном случају представља сферни ексцес (сувишак) троугла. На тај наLIИН 
срачунанања тражених Ь, с и В постају врло проста и' извешtе се ПО 080.\1 реду: 

/[; СО" С ~ 9.89032' 

2.:::,(а)- +29 

/~. а " - 3.96876 

-'C.(a)-~ --15 

!у: siп С -:--= 9.79915 

/g Ь + 2 <5 (Ь) = 3.85937 

-2<5(Ь)= -18 

/g с - <5 (с)с:с 3.76776 

+Ei(c) = +6 
ь=2"0' 31" 

---- - -

с ~ 1'37'39" 

Ig sin С . cos С = 9.6895 

/g a'·~ 7.9375 

Ig sin 1" = 4.3Н46 
2 __ о 

/g(C + В-90')"= 2.0] 11; 

С + В -. 90'·~ ]' 42: 7 

В ~ 50" 59 54: 5 

~.) Узмимu сада правоугли сферни троуг-ао са даном хипотеНУ3LJ,\1 а ма 
[~~H~I:l~, uе:.IИ'lине, нпр. а = 390] /48': 2 алИ са врло малим углом С, нпр. С = 2!) 35 f 6" 
ЮОб . у том Ђе се случају тачно формуле: 

co(~ В __ с tg (90' - В) = cos а tg С, sin с -" sin а . sin С, tg Ь = tg а . Си, С 

прсобр.1ТИТИ у: 

/g (90' - В)" + 2 "" (90' - В) ~. Ig С" + 2 <5 (С) + Ig cos а 

Ig с - S (с) = Ig С"- 5 (С) + Ig sin а 

)" С2' sin 1" 
(а-Ь = . sma.cosa- 2-

11 СВ,I срэчунавања по њима неће се НИ по чему разликовати од оних, кОЈа су 

I!ЈВРШСНi1 У првом примеру. 

24. Елементарни Tpoyr ли. 

;\[':0 се у правоуглом сферном троуглу, са врло оштрим углом С, П (јК!.1;'[{С, 
,'\а Је ра:~ЛJII{а у између хипотенузе а и катете Ь, - која је изражена ФОРМУЛОЈ\l 
((1)' '1.']. :гЈ,- мања ОД оне греШI<е ';_"1 са.Ј<ојом се дају или oдp~ђyjy всличине 
(/ и и, Ти 11е.\ю имати пршю, да напишемо просто: а = Ь. Такав нас УС.'ЮВ 
дorЩ.ЈII ~O ових неличина угла С: 

кад ] с .:> ~ О". О] онда треба да буде С < 1 2.29 = ] '. 51 
' О" 1 С < 1'22.9 = 4'.7 (С) " " ~= . 

" " " " с < i 229 == 15' f ,.i -- 1 " 
" " 

-
" " " " 

T~IK,IB троугао који задовољава тај услов маленкости угла С, 3 [1!.1 11 t:.'Лl) 
t'.;/('.JlCllШ(!рШ/М правоуглим. Троугао пш< са врло малом хипотенузом О, К(ф1 

;-)(.l:\(Ш().I,(lВiJ IIСТС услове (е), тако да биСмО имали право са истом таЧНСЈСЛl ._'_ 
IlIh.:a-1 f1 90() - В = С за његове углс В и С, - ми иемо звати равни праН()Уt'.'l!l. 

у ПРIЩМ ИС троуглу разни од!!оси међу његовим елементима бити OlН1Ј\f:jИ: 

/, 1 С С · С 'nЬ 90"-В= ( , =----= • SlIl а = . . Sl , С . соз а = С cos . Ь; 

I ;JI,{J, }.(,I ((:; IJII по веЛИ~IИШ'1 својих страна Iн:ЈЈС ра3Ј1ИI{овати од I.:JlCMCНf/bljJIIO,' 
јЮIiI/Щ(ј!([f{(),' троугла у KOJ"I)e су T3"IHO: а:::.:..: Ь и А........:.. В. 
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)'ОI!lllте Ћемо елеМt?нmарним сферним mроуглом' звати такав, \' - коме 
je.'I"H од УI'Пlша (С) и страна (с), која "<У на супрот 

лежи, ;)'-lilОlюљавају напред речени услов мелеНt(ОСТИ. _--",x:::::::::::"-:;=~A~1",~1.,-
Де;lсl,,, та"ЈВ троугао Аве (сл, 5,) на два СВО и ОВА с --< ,Ј_).Ј 
са Ilрar-ш.\\ yr,lQM КОД D (или пак на САО' и О' АВ са D - А 
ПР;:ШИ:\1 YГ~'1-0:\1 КОД О') и 0значив његов спољњи угао С11.5. 
I~OД В, тј: 18011 ~ В, са Д' t имаtемо право, да нзпишемо овакве pa~He односе 
меГјУ 1I,t'I'О!НШ странама и углима: 

ь = а + с' cos А = а + с' cos А' = а - с' cos В I 

- С . sin А = С . sin а = С . s;n ь = с . sin А I I 
1 

А'= 180"-' 4CBD-(90"-А)=Ссоsа+А 1 

и) 

или А'- А = С cosa = С cosb 

После;џьа формула показује, да кад је а = 900 или пак Ь = 90", онда 
crll)ЊI!,\1 \та0 Д' постаје раван унутрашњем А; отуд пак излази и обратно: ако 
су у е-'lе.\,·снгарном сфер~IOМ троуглу УГЛl1 Д' и А потпуно равни међу собо,\\, то 
:ЈШЧ~I, :'~J су његове стране а и Ь прибложно равне 90°. 

НааО.мсна. Све што је овде речено о елементарним сферним ТРОУГЮ1МО, 
вреди исто Та!{о И за елементарне равне mроугле, са том .само разликом, што 

у oHII,\lCl I]()(;!сдњим треба писати а и Ь У место sin а и sin Ь и 1 У место cos а 
~1 COS (Ј. 

25. д1iIфереВЦ1iIјалве формуле. 

Ако се величинама 0-0' ~o, '0"', које улазе у израз Helze' функције 
У,) -= ј ('Ј. " " ~II' -(О, ... ) додаду врло 'маЛII прираштаји LiU., ~~, 6., ... тј. '-ШС се 
IIр{)менс у 'Ј. = О-{} + D.u., ~ = ~o + ,j~, . .. онда Ђе се нова вредност ФУНlщијс 
у:: -./(cl.,~, -(, ... ) разликовати од. пре1Јашње Уо исто тако за врло малу всличину 
_о' УЈ са I1С;У3СТКОМ, разуме се, оних случајева, када код. функције настуr1И IlРСКИi~ 
К()f[П11Iуитетз, Ова се величина 6. У добија по познатом Тејлоровом реду: 

у = у - Уо = "" а ,ј; ("", ~o, ' ,) + "" р ,ј, (ао, ~o, ' ' ) + ' , , ; 
1, ј'" (О ) +' '. ј" (О ) + 1 ' (.'ј" (О )' - ј- i - (Г'.~, '):0, Iјо, . . I~ а. . u р. ,,~~ (1), 1"11, .. 2' u I:I~ r. ао, 1"1), '. . г , , 

1{3,Ј,а су па!, прираштаји <':"'\ а, 613, U"(, ... толико мали, да се квадрати и њихови 
llРОИ;-3ВО,Ј,И .'!\огу занемарити у сравњењу са њиховим првим степенима, _ .. иааtЈИ 
liC llP(JCTO: 

у= 

ШIИ 

ТЈ· I!OTllyнrl прираштај фушщије раван је суми делимичних њених Ilрираштаја 
'.У,.' у;, 'Уг"" од којих први произлази због промене само JCДI!~ вели-

Clf1llt: 1)"11 други - због прuмене само једине величине ~o И т. д. 

Т;:швс се приближне формуле, - које изражавају зависност међу првим 
CTCIH::'III1.\-lJ врло малих прираштаја променљивих и l-ЬИХОВИХ функција, - називају 
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;l,lu!нрСflцијаЛNИМ. Ta'iI-lОСТ њихова неће ни у КQЛИI{Q да пострада, аl<О се у Њим.а. 
у ~lCCTO -:1.0, ~o, '[11 . .. ставе ма какве друге веЛИ~lИне ио + k . ,:ј. '1. .. PI! -) Iz. ,3,·. 
!,"ојс се налазе у границама између ао и (Ј., између 130 и ~ и Т. Д.; :~JT() [ИТО 
б~IСМ(Ј, - развијајytи производне Ј' (ао + k. :'~JJ., ~o + ћ, {.:,~, ... ), Ј: (а!1 ~- k . ,:.\ ГЈ., 

. ~ " 

1")'1 --! 11· ____ 13' ... ) по степенима прираштаја k. ,~, и, ћ, -" [3, ... ~ добили у свима 
"rИ.\1 С:1У LIЈјима за ~y величине, које би се .разлик~вале једна ОД друге само у 
LurJ.II()f>IH1J са квадраТШ't!.а и производима ОД fj, џ, :"::. [3, ... које, ПО Befi VЧИЊСНО,'I\ 
УС!1IЈНУ, IН1амо право да занемаРШi10.*) 

Да бисмо показали примену диференцијалних формула на сФеРНО,\1 тро
)тлу Аве, замислимо, да су се две његове стране Ь и с и угао међу њи,'I'1<l А 
И:-IмсннЛIЈ :~a врло малу величину ~ Ь, ,.ј. с и Iј А, услед чега треба да прои;~ађу 
()ДГ()П;iР<lјУfLе мале промене ,.:. а, ~\ В И ::...-" С У осталим елементима а, В н С. 
ОдrС;ЏЈ,'i\\Ј прву од њих. Узевши ради тога погодну формулу: 

cos а = cos Ь ' cos с + sin Ь . sin с . cos А 

и ДllфсрснцирајУЂИ је прво по Ь, затим по с и најзад по А, - наћИ iiCMtJ: 

SI![ а .. > ~ аь = L~ Ь (sin Ь . cos с - cos Ь . sill с· cos А) := 6 ь . siп а . cos С 

Slf1 а . _'_ а" =!ј, с (cos Ь· Sill С - sin Ь . cos с· cos А) =--= L~ С· sill а· cos В 

S1!l II . ал = 6. А . sill Ь . sill с· sin А = I~ А . sin а . siп Ь ' siп С, 

На сличан би се начин могли добити и диференцијалне промене углова 
В и С а тако исто и промене разних елемената троугла при другим ПОГО;16<lма. 
Али, 1{(ЈО што Ћемо сад видети, сви се оваl<ВИ односи, Me-ryy диференцијалним 
[јРО,,"СН3Ј\IС1 разних елемената сферног троугла, изводе несравњено простијс, 
брже и ОЧИ1'ледније диреlПНО на цртежу, на основу веЂ напред рас..,.IОТРСНИХ 
ОСО()ИНЈ елементарних сферних троуглова. 

26. диференцијални односи међУ елементима сфериих троуг лова. 

мале 

Да rIDчнемо опет Са истим случајем, када у сферном троуглом Аве ;:r.Обијају 
прираштаје стране Ь и с и угао А. Замислимо спочетка, да су с и А 

А остали без промене; продужимо само страну АС (с.'!. 6.) 
::за величину њенога црираштаја се' = ~ ь и ОПИШИ.\10 ПУI{ 
великог круга ВС'. Тада Ђе у новом троуглу Аве' бити: 

с вс = а' = а + L\ а, угао Аве = В' = в + u В и уг"о 
n!.~=пс="::;";::,:::::~'~1 АС' В = е' = С - L:., С; ако је сад .ј Ь ТОЛИКО мало, Да се 

'щ G троугао СВС' може сматрати елементарним, то ће.',ю И3 
њега добити непосредно: С ' :1, (). 

а'- а =--- _аь = ;'ib. cos с, (в' - в) ,sin а = ~ В" sin а = ,,' ь ,siп С 
и с - с = - ~ С, = с:, в, ,cos а = /\ Ь ,sin С ' cotg а, 

_. ", 
Ј ' Ј' , , 

~ ,~ 

f) (ЈIЮ је ПОТПУНО jacflo јот 11 по томе, што, 11мајУЋИ у виду, да бројflе IIредности маm,х IЩ.~јl'll!IIа 
.' . 'ј реба да се изражавају нрло малим бројем децимала, то је и брОјне rШјефицнј,IIII'е IHIXOBe 
..• ,1ОIIlJЉfЮ энаТII само приближно. 
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()СТЈь,ъајуtiи затим без промене Ь и А а 'цодајуtи прираштај само страни С, 
нашли БИО1(Ј на_сасвим сличан начин, да је: 

_ ас --= с . [0$ ВЈ -!.Ј. Вс = ~ С· sin В. cotga, '" Со' sin а = с.\ с· sin В. 

Даље, додаЈУ!;И прираштај '" А само углу А, тј. описују!;и ЛУ" 
лс (сл. 7.) тащ да буде: 'Ј: С'АС="'Аи С'А=СА=Ь, 
доб!!],"\\о !!ИВИ троугао АВС' у коме су: ВС' = а' = а + '" а 

великога круга 

А 

11 .:, лвс = В'= В ~ '" В; тако образовани ТРОУГЛИ АСС 
и !јес I Ј при знатној маленкости L1 А БИће обадва елемен
таР!!I1; аЛIl је у првом од њих 'Ј: АСС = АС С = 90' и 
се I _---' А. sin В па ће због тога И3 другог бити: 

Сп. 7 . 

() - а . А . sin Ь . sin С и (В - В' ) . sin а .~ - . ВА "il1 а ~ • А . sin Ь . cos С. 

Да (Jil ('..: :\1)6ила про:,;\ена -i Сд угла С, биttе простеје ~-заМИСЛИТИЈ да је А 
[HJCTP(Jjl:JIC\ ()ј<:() стране АВ = С, јер ће се тада, - на о::нову тек ШТО и~·ш~де[[uг 
IIIЈра.;1\(1 :~(J _" Вд , - непосредно написати: 

- .6 Сд. sin а = ,::, А . sin с· cos В. 

СаЈ~УII.ъајуiIН, напослетку уједно све делимичне прираштаје Li а/п, \ (1,!Ј ~ а\, 
наlЈИ h:2)\() нотпуни прираштај стране а у савршено истоМ облику, I<аО што Је 
раl-lије ;..(обнјен аналитичким путем: 

'" а = '" ь . cos С + '" с . cos В + 1\ А . sin Ь . sin С 

и YJt;~!iO С -1 им до6ИЂе се још и ОВИ обрасци: 

_ н . sin а = .:.i Ь . sin С - "\ с . sin В . cos а - ~ А . sin Ь . cos С, 

__ с . sin а = - :i Ь . sin С . cos а + .С..Ј. с . sin В - Li А . sin с . cos Б. 

! јllТ!IУIIO сличном геометријском конструкцијом ~13Boдe се и диференцијалне 
IlpU\\l;rJl.': у УЈ'лима сфернога троугла, када се учине мале промене на њсгоьи.'I1 
ТРИМlI страIJЈ.\1а; на име, остављјуi1и Ь и с без промене, из сл. 7, наЋИ 1јСМО: 

_'. Аа · sin Ь = ,~~ и - ._\ В"' sin а = .:..i а . cotg С; stn ~ . 

J]p()M~lla Il~)\ угла С, - ПО СЛИ'-lНQСТИ СВОјОј са променом .угла В, - написаtl~ 
C~ [н: 11 ДIIРСI(ПЮ: 

- .~\ С". sin а = .:..i а . cotg В. 

()6ратни случаЈ, када се у троуглу Meњ~ajy УГШI а траже се Of\I'OBapajylle 
11110:\Н.'II(' страllЈ, доводи до онога ШТО Је малочас излuжено ако само ;~aMHC)[]H\() 

допунски троугао ТЈ. поларии ДШ-I01I1е; али се те промене 

исто тако могу наћИ и овом непосредном I-ШНСТРУlщијUill: 
ос та нљајУЂ с угле В и С без промене и ]{ОНСТРУИllIуtIИ 

, в нови троугао СВ' А' (сл. 8.) са углом код В' ПОП1УlIO ран-
"-.":-___ :,/;( -~<--1! '" ВОМ В, добиflемо тачку D у пресеку веЛИI{ИХ КРУПЈВU АН 

А в' И А I В' на растојању 90О O~~ В, 131<0, да не се .\\ЈJll1 УПЈ() 
, . 
,о. ~.I. I{O!~ [) добити И3 елементарног троугла ВОН

1 

01;Ш~О: 

D= а sinB' .-- л· , , 
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због тога јlЈI': И3 другог елементарног троугла АDА' излази: 

А' - А = ~ А = D . sin с _:...- ;i ад. sin В . sin с 

UTKY,'l: I\a . sin Б = ,:оА 
А sm с 

и !ibA , sin А = О. COS с =LiA. cotgc. 

НаЈНt,~годније 

" , 
, 

\ 
f '. ""Ь" 

се 

"., 

р,обијају геометриском конструкцијом, промене: ~ С, .:.......С 
И 6В елемената сферног троугла, када се њ(тона 
страна Ь промени за величину L::.b а А и а остану 

Ј 
, 
• , 

• 

11 непромењени; или пак промене: Lic, ~C, и --'-Ь, 
када се промени његов угао В за величину ~_ В Ј 
А и а остану без промене. У оба ова СЛУЧЈја од
носи Me~y променама fj,b, - L'::.C и с могу се 
одредити И3 једне само конструкције (сл. 8. 1.) на , 
овај начин: . 

С.1. 8. 1. 

БВ'=- 6C.sina 

Бр= ~ ь sin А cos с 

~C = - јј.Ь sl:nA".:cosc = _ L.,b. tg B.-cosc 
sma·cosB smb 

. (!.) 

. А' Б"Ь А Ь'А Б bCos C 
__ ,С =-= q - р = ~ .СО$ - L ·sm ·С05 c.tg = -~ (о,,:-В . (2.) 

Б с= Б' - Б = ОБС - ОВ'С = (ОБЕ - ОБ'Е) + (ЕБС - ЕВ' С) = 

Ь 'А"С 'Ь 'А(' +cosc.cosa) _, • sm . sm с - !.;,. . cos а = :--":. . slП Sln С . . в =-
Sln а. Sln 

=~b. s~nA.cosb = ~b. tgB 
stna.cosB tgb . . . . . . . . (3.) 

А.'Н1 се ови ор,НОСИ између 6.с, ~b и.iВ могу добити простије 11 ULlНглеiJ,нијс 
Иi-) дне посебне конструкције. Прва А\--___ ......., 

Ђе (сл. 8. 11), (услед тачне једнако- ( 
СП, страна БС = Б' С' = а) дати 
непосредно: 

• 
С'р=-Б'q, или ,~b.cosC= 

- 6с. cos В. . . . (2.) ,\,-------,:/-::'-'--Г-
l{онструкција пак сл. 8. Ш tJ \\ 

(услед Т;Јчне јед,накости углова 
A'~-A) даје: 8. сл. 11. 

" 

" . 
, 

:). C:I_ 111. 

Х-, у=х'+у', тј. х-х'=у'-у или [.',Ccosb=-!\,Bcosc (1.)' 

ШЛЈ ;:ЗЈЈеЦIIО за (1.) доводи до: 

6ЫgБ = [\,В tgb щ 
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С\\спрамо за СУВИШНО, да овде објашњујемо примену ове геомстрисuе 
.r..1eTOAe /Ја раван троугао, Јер он представља само посебни случај сфернога. 

/3адаће: 

1) ПОI(З:ЩТИ, да у сферном троуглу са врло малим странама а, Ь и с, 
тре()а !ta буде; 

:5 (а) == 5 (Ь) + 5 (с) - 2. cos А. 5 (,fbC). 

" v /"]+1' Е 
2) У] ао v изражен Је ПОМОћУ Е и е тачном формулом: tg 2 =v I _ l' . t}.; ]- . 

1 
СРЈСlунаПI ј-а с тачношtiу до l' без логаритаМСI<ИХ таблица са датим: с = 60 и 

Е = За" О' . О. 

З;IНСМ:lрујуhи Ј<вадратс и више степене ОД е, добиhемо СГЈочеТЈ<а 

I 
i т е /!.sinE З4З8, , 
.. _=] +е а затим џ-Е=- . l' = 12V =29 и v=зоо 29. 
I-C SIn 

З) У сферном троуглу АВС дате су стране Ь и с и угао А, пр" ЧСМУ 
је РЈ::SЛИl(.1 Ь - с = ~ врло мала. Одредити остале елементе троугла: (1, В и С 

. . 
на 11аЈIlрОСТI1ЈИ на'iИН. 

,\h:0 на СГfJЗНИ АС = Ь одмеРИМQ лук АС' = С, то не се добити раВНОКР.1юr троуг;ю 
Аве, 'I'!lЈИ се уг.ш В' = С' и страна а' = ВС o,1peljyjy по фЈРМУllама: 

В .. С' А а' в' cotg =cotg =cosc.tg
2 

и tg 2 =tgc.cos ; 

И;; с:rС.\\СIПilрrICJГ троугла пак све до6иkе се затим: 

. . С' в в' . ",С' С с· (В В" • <I-а = _·С05 , - =:~. sind и - ~- - ).cosa. 

4) У !'заном правоуглом троуглу (А = 900) "атете су Ь и с добиле врло 
мале ПРl1Р3lЈпаје 6Ь и Qc. у КОЛИКО се због тога променила хипотенуза а 
11 угли I3 :ј С? 

[/~a - b.c()sC+6c.cosB,6B"=-6С"~ 1. 1,(6Ь.siпС-6с.siп ВН . Q.sm 

5' 

• 



• 

• 



ГЛАВА JV. 
и н т Е Р П О Л О В А Њ Е, 

27. Циљ и општи поступак при ивтерполовању. 

Пео.\\ .1 се често д.ешава, ца су дане само бројне вредности УЈ' У2 . УЈ, . ... 
Ј1еЈ .:е IIСfl реКlџне фующије у =ј(а + х) мале променљиве КQличнне х за НС]{ОЛ ИI{() 
IIOC('()I II-].'\ II .(' II ИХ вредности : Х " xz• Хз • ... -, l<оје се мало разликуј у ј една 
0;( Ј1руте: тада настаје потреба, да се ' само по тим даним нађе бројн .1 вреДJlОСТ 
фУНlщнје ОСЈ И[<ЗI{ВОГ знања њенога аНЗЈНIПIЧКQГ оБЛИI<а - и за све остале 
ИI-пеРkаЛIIС вредности променљиве х. У тим се случајима допушта, да у неКI1М 
ј'СЕИ :\\ I"РiJlIицама ПРО,\о1.енљиве Х, она може бити представљена, «1 доеољно,'о\ 
IIРИ (),' III:'ЮI UСПI, ограниченим бројем чланова Тејлоровог 'реда 

иЈ 

" д.с Је СI.:: раiiења ради означено : 

f _о" / (1/), / , = l' (а), / , = ;/" (а), / , = -"Ј'" (а) , /. = :.1" (а) 11 Т, д' 

СУ!ЩСОЈВНИМ стављањем у овоме реду даних величина УЈ" Ућ УЈ ' .. и 
Њ11.'t1 З одговарајуt.ях вредности Х., Х2 • ХЗ, ' .. добиtJе се неколико јеДН<l'lина пряог 
CTe rJ(~ 1Ia са непознатима 10' /,. 12. [~ .. . ; када пак оне буд}' одређене, л ако је 
ЈЈзr, и , са I3C tiO.\1 или мањом приБЛИЖНОШћУ, и бројне вредности у и 33 ИliТерв.:1ЛН~ 
вреЮЮСТI1 Ilроменљиве Х. Такав начин нахо1јења бројне вредности фУНlщијt: 
lIa :-зи13Ј. с е IIншеРПОЛОВGње. 

Интсрполовање се веома упрошkује, када дане вредности ПРО;\1СН ЈЫШС 
ИЛИ аргУЈш?нша х иду једно за другим у аритметичкој прогреСИЈИ, као нпр. у 

, , 
ОВОЈ таО.'НЩI1: 

a p l "y""eн.T фУНlщија разлике 

. . . . .. 
а - 2 i V_2 

'1'_2 

@- , {] - I у-, .. 
ГЈ._ 1 

@о а УО 

1-
Г1., 

[ј , {] I )', 

"( -1 , , , 

1')0 .. 
'( , 

о, 
Е, (g) .. 

1- 2 i 
~, 

о а у, 1'2 
-11 

, , 

а - - З i 
аЈ .. ,', , -., 

, , 
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Овде С\' I1СПЈЈ С[lне рш~лике ме1ју даним величинама: 

!ш]е се :~пr,у (грве ра;злике; затим су написани бројеви: 

!(оје се ;~Щ;у! друге разлике; на сличан су начин пати бројеви "С, ~, ~, ... , са 
Р(l:ШИ.~' :)Н<:IЧI{Ј.ма цоле, - mреће, четврте и Т. д. разлике. 

у TO,ii случају, I<ao ШТО је напред речено, имаt.емо, за О;Ј.рсl)ив3.њс 
llt:ЛИ L\llНС 1!сl\Ознатих 10' /1' 12' fз ИТД. веtщ или мањи брОј једначина Qrз(1квога 
облика: ' 

:i{\ 

., 

" 

" 
" 

;(--~')i 
~ ~ - у_, = јо- 2 Iј,+ 41' ј,- 8 I'ј, + lбi'ј,-

- I y_,=jo~ Iј,+ '2 f l' ј,+ ., ј 
х -- I ,- 1 ,-о О 

Х=: 11 уо =јо 

х - -= -, I у, =јо+ ;ј,+ јЗј,+ i' ј,+ I'ј, + 
х сс !-2! ћ = !о + 2 1 ј, + 4 ј' ј, + 8 Р ј, + 1 б l' (, + 

О;(У~.)lН',.\Зјуt.и сваку такву Једначину ОД следеЂе, доБИЋемо: 

и., = ; ј, - з ј' ј, + 7 I З ј, - 15 l' ј, + о 

"_,=Iј,- I'ј,+ ;Зјз- 1'/,+ о 

а, =1/,+ i'j,+ ;'ј,+ I'ј,+ 

']', = јј, + з l' ј,+ 7 i' ј,+ 15 I'ј,+ . 

На сличан начин ИЗБИ ћемо затим: 

13_, = 2 ј2 ј, - б i' fз + 14 ј' {, + 
~o =2i'/, + 2;'J~ 

~, = 2 ј' ј,+ бiЗ.f, + 14 ј'ј,+ 

"(_, C~ 6 ј'ј, - 12 ј'Ј; + 
'(, =бi'јз+ 121'ј, + 

. . . 

Обрасци (2.), (3.), (4.) и т. д. довоце нас цо ових закључака: 
ОIlШ ГС таГi;шчне разлике (11.., ~, "(, i3 и т. ц.) треба да буцу у ТQЛИI":О 

I ( 1 .) , 

: (2.) 

\ 

(3. ) 

(4.) 

) (5.) 

1. све у 

;.,\ање, у 
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ј;ОЛНКО је мањи интервал i Me~y даним вредностима аргумента; 2.) смањивање 
разлика са смањењем ј у толико је знатније, у КОЛИКО је њихов ступањ ВИШИ, 
j~p У обрасцима разлика ма ког било ступња п улази као општи МНQжитељ јп; 
З.Ј ако при даном интервалу i, сущесивне разлике у таблици (g) почну, да 
бива ј)' све мање и мање оц преДИДУЂИХ, ове Ђе послужити за директни доказ 
снршеТ!~а реда (Ј), готовог за примену његову у даном случају ради ДОВОЉНО 
тачно!' срачунавања величина у = f (а + х), које одговарају интерваЛI-IИМ вре
еНОС [,,\\а аргумента (а + х). 

28. Иитерполациове формуле. 

Из Једначина се (1.), (2.), (3.) и т. Д. врло различито могу да изразе 
тра;I(СIIС всличине fu, /ј, /2. fз И т. д. на основу даних у или на основу ових ИЛИ 
ОН!IХ ра:-:!Ю1!~а измеi)у њих; стога се и за / (а + х) ,у,огу добити изрази, различити 
l]() L)()ЛIIКУ 11 ПО удопству за примену њихову на послу. Такви се општи изрази 
за / (а -~ Х), - н:оји се зову интерполационе формуле, - изводе ипак згодније 
и llростије не непосредно И3 једначина (1.), (2.), (3.), (4.) и т. д. веЂ из следеЂе 
(ЈСIЮlJllе и најпростије интерполационе Њутнове формуле. 

:У таблици (g) све се разлике а., р, 1, а и т. д. означују и састављају из 
предидуtшх потпуно онако као и дане вредности УОО"<" = f (а + х), за ра:-mе целе 
нрсдности променљиве х; услед тога није се тешко убедити, да Ђе се при 
х :...= О, 1, 2, З и Т. д. добијати за ух поступно ови изрази: 

у, =ј(а) 

у, =ј(а + I)=y,+a, 

уа = ј (а + 2) = у, + 2 а, + р, 
уз = ј (а + З) = у, + 3 а, + 3 ~, + Ђ 
у, = ј (а + 4) = у, + 4 а, + б~, + 4" + О, 

()llllПИ пак изрази за сва"о у =ј(а + х) биtе: 

где су: 
• 
Ао=х, 

D = х (х - 1) (х::- 2)(х - 3) и 
1 ·2·3·4 т. Д. 

( Ј .) 

Ов\! И јесте Њуmнова интерполациона формула, у којој jal:lllj :i;H':U!I 

!~UСф!Щ(1јеl1aта I{ОД разли-ка rl j , ~[, -{2, 021 ZЗ И т. д. лако може БИТI1 ДОI,аааl! :)а 
у, 1, (\1,0 Је он оправдан за ух; остаје само да се допусти примена lооы.:на [1 ;:;а 
све ннтервалне вредности Х, т. ј. И за разломне делове њеl'овеоо Али, !IlJШТU 
rlапред рсусне разлике иду у њој, почевши од a. I , по диагонали нанижс, то Ђе 

(Јна UIПII агоднија од осталих Иlперполационих формула само у оним СlучајИ:\'\<l 
К3ЦЈ БРОооiна вредност у није дана изнад уо, а у аргументу (а + х), _оо r,:оји је 
потребан за рачунање, - прсднос х није веЛИl{а или чак и негаТИВIIЈ. 

/~a у[,едемо сад у ову формулу (1.) ДРУI"е раЗЛИI<е, и то парне j)u, 6,), '?" .оо оо, 
1{()Је ct: Il<lла:--Iе у ~ICTOj хоризонталној врсти са уОЈ и непарне a. I, 11' :=:, .... , К(Јје 
се на:lа:{е у шпервалној ВРСТИ између У[}-Ћ. Тада треба у изразу (1.) 11LЈ(,:таIН1ТИ: 
1\1 ,):1 - ',':, "r~=-:I + аl ="(( + ао + ~[, 02=-G J + ~2=ao + 2s j + .. , :=:J~ 31 
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те [-Је !;:()Сфи!(ијенти А!, B1, C1! Ој. Е, и т. Д. код уведених нам раЗЛИ!((l ГЈ. 1 , ,)IJ1 '11' 
~o, З". .. испасти са јасно израженим законом њиховога састава 

- /\,,=Х В --В (x-I)x. 
L -- 0- --1-:2-' С -В + С __ (Х - 1) Х (х + 1) . 

,- о о- \.2 .. 3 ' 

_ (х - 2)(х _-_Ilx,",(:;-x -'.+,-:1,,-) ",(Х,--+,-,,<2) 
1·2·3·4·5 и Т. Д. 

И1lТСРI1Uлациона Ђе формула 

Ух "----=; YlI + А ј И- 1 + В\ i\, + С 1 "11 +- D 1 Ou + Е ј Z! + <:!.) 

бити ~l(Н-lра :3(1 примену на послу, }{ада је да~ЈИ прираштај х (IЮi::\IПИВi\l\ ИЛИ 
[[ега [ЪВ!III) ~',pГYMeHTa а + х fJ,OCTa мали раЗЛQ.lllак; али је неДОВОЉl10 \\lH"O;t1-1а 

;;3 ВРС~lГ-i{)СЛ1 Х ОКО +;, зато што коефицијенти Вј и 01 ДО стижу С{јоју )13\,

'Ћ\1;1.lНУ ВРС,l,IЮСТ при Х = + 0.5 и коефицијент C1 - при х=-- 0.57. 
;ја е;,'.: пак аргументе а -i- х, који се налазе уопште ма гдс 11:)MC~Y и и 

(/ !- 1, (юље је увести у ту формулу полусуме парних разлика, КОЈе he!l()('\lCiI,l-Ю 
:ll'JКC y,~ ннусрвалну врсту измеijу УО И у, тј, 

I ~I р '" р "{1 '" еl 
(Јеле такве замене ~o, ОО'·· са t' - -:[, r) -:r ... иааЂИ ће: 

у ~c у" + Ао., -+- B~ -t-Ci, -t- Оо + Ео, + 
,"О је А=А,=х; В~св,=l(Х-I)Х; 

. 1 
С=С,-В-2 

1 1 1 .(11) 
~- б (х - I)(х - 2); О = О, =24 (х-2)(х- 1) х(х+ 1); 

Е=сЕ, - ~ О, = гЈа (х-2)(х -1) (х- ~)x(x + 1) . 

01;У је формулу (h) први пут дао СШИRлннг,' примењивзu ју .ic Б~сел, 
[lul1П\1 је дао ПОМОЋне табшще за нахођење коефицијената А, В, С ... llрИ 
jJa.-':;IН1·\\1\\[.\\ БРСјЈ,lIостима Х. У свему даљем и ми ћемо се ис!(ључи[\\) !I,IJMC 
[(()!Ј!\СЛ\ ПI, ИЛИ, - кад то буд!.:: потребно, - и другим њеним ОUЛИКЩ\: 

, ... ~ .~ х' 
у = f (a~, х), ~- у" т ј, Х -t ј, 2 + ј. -6 т Ј. i4 . . . (/1)· 

у НОЈ\)ј l'Y 'шаН{ЈВИ пuрсl)аlJИ JI(~ Пl) реду разлика uelil10 сте[[ениыа 11Р'·ЈМСI1Јl,\ШО[" 
.ltt.'J:l х ~:рl')-"мента (a~+ х), при чему Ђе се, са раСl{риt.ем кuефицијС[-1јта ,\, В С, 1) 
фllр·"I)'.'il: (11), бројне предности 11, Iz! j~ ... изразити помоћу pa;-5."нII';;'] (/1' 1)' "il' , 
( '··'1~()· " ... (1,,",,- . 

(јУ 
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Ми lie~o се овде ограничити са четврти м разликама а са преТIl()стаВI<О.~l, 

да су пете раЗ{lике Е НИШТ3Е\не, јер се табличне вредности за у цају оБИLIНО са 

Та!Ш ,'МlnШ,\ интервалом аргумента, да се ретко l{aA дешава узимати у обзир и 

четврте рззлИ!{е. 

OCHOBlle бројне вредности Y~2! У_1, Уа, УI И Т. д. У таблици (g) дају се обично 
с Т3I.JношflУ ,'~o ~ јединице последње њихове деци мале (цифре); због тога је и при 
срачунанању f (а + х) ПО формули (ћ) дозвољено, да се ограничавамо са,lO 
ОНИМ њеIlИ.\\ члановима, који, - кад се изразе у тим истим јединица.'I1а, -

r1злао€ BetiH ОД ~. Али је се лако убедити, да при свима МОГУЂНИМ вредностима 

х - а, у !"р,шицама ОД О до 1, највеЋе су. вредности за В и D ~ и ј ~8 

( 1) ." с. I I ( I 1) 
и ТО Ilрl1 Х - 2' ; наЈвеnа пак вредност за Је 72~'"3- = 125 при х = 2 -, 21' з 
Отуд ИЗ:I~ШИ, да се четврте разлике могу занемарити ако се доиаже, да је 

о <.::: ~ . 1;8 =-: 21; аио ли је r 1 < ~ 125 = 63 онда се и треЋе разлиие могу занс-
,\о\аР!1ТI1; Haji:!aJI, се и друге разлике могу занемарити ако је ~ < ~, 2 .4 = 4. 

Форму;ra се (h) може употребити и тада, када је потребно наt.и вредност 
функције у за аргумент, који излази из граница наше таблице; али тада величина 

х и коефицијенти ВЈ С, D .... постају врло велики и услед тога, неИ:1бежне 

грешке у разликама С{Ј, ~J ~ГlJ а, ... , - које произлазе од нетачности величина 
. . 

}.Ј .:!, )'-1, Ј'ф Yl .... - могу да искваре тачносr вредности у, КОЈа се на та] начин 

израчунана. Исто би се то десило, разуме се, и при употреби ма које друге 

интеРllолационе формуле. Због тога се· такво Haxo~eњe бројне веЈIичине 

функције, - које се зове екстраuоловање, - никад не може сматрати као 
сигурНt). 

ПРlшер. Ради објашњења свега напред изложенога, да испишемо СИНУСIIС 
ЛОГЩ:НП,\\t ()Д пет деци мала за угле од 60 до 150 са интервалом i ОД l О • Са ста-

НИНШf1 таблицу разлика, - изражених у јединицама пете децимале, - одредимо 

по ТИ;\'\ ;:ЏiНИ.\l 19 sin 8047' и 19 sin 12020'. 

о 
Af1l '."1, Фушщија а ,~ 1 

, 
Q " 

(" ') ) 9.01923 

I 9.08589 
-'- 6666 

-899 + 5767 + 209 
,9 9.14356 -690 -62 

-, 5077 + 147 17 
~ 9.19433 -543 -45 

+ 4534 + 102 1'1 
10 9.23967 - 441 -26 + 4093 + 76 8 
I 1 9.28060 + з128 -365 -18 

+ 58 -1- 5 
1 L 9.31788 -307 -13 + 3421 + 45 + З 
1 З 9.35209 -262 -10 + 3159 + 35 
14 9.38368 -227 

15 9.41300 
+ 2932 

Ii 
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Срачунааање у = 19 sin 8047' 

)'" = 1 (а) = 19 sin 80== 9.14356; 
47' , 

Х = 60' = 0.7833 .. ; 

'Ј., о - 5О77; ,"~; (- 690 - 543) ~ - 616'5; '(, ~ + 147; ђ ~; (- 62 - 45) ~ 53'5 

, 
19 (х - Ј с= 9.452 ~ ~ = - 308., 19 ~ "1, = 1.389 

{g !:Ј'Ј З. 7056 1 I 
24'5 Ig6 С = 8.682" - 61'=+ --

• 

19 х с 9.89394 2148 =- 2.2 19 С,,=0.071" 

Ig (х - 1) = 9.3358" 

19 (х + 1) се 0.25 19 ~ ~ = 2.4889" 19 2~ а = 0.34'1 

19 (х - 2) = 0.09" Ig2 В = 9.2297" Ig24D= 9.57 

19" ArJ.] с= 3.59955 IgB ~= 1.7186 19 D а = 9.91" 

Срачунааање У = 19 sin 12020'. 

. 20' 1 
Yo=f(a)=lgsln 120=9.31788; Х=60'= з; 

", -~ 3421 

,3_с } (-307 - 262) = - 284.5 

" -~ -Т- 45 « 63) 

,- - 1 1 (с_ 21) 

• I 
А=з 

1 2 2 
2 В=з'- 3=-' 

В ~ = - ~ . - 284.5 

УО = 9.14356." 

А Cl. ј =-0=- -+ - 3976.\) 

B1J,=-+ 52-:1 

С '(]= - l.z 

OO~- О.; 

У ~ 9.1 В3В3 

У" = 9.3 17~~ 

А СЈ.. 1 =--= 1- 1140. з 

В ,3 с._ + 31 . " 

у ~ 9.32960 

Из .'lОЈ'аритамских се таблица МОЖеМО уверити, да је у оба Сlучајн 
вредност 3<1 у, нађена интерполовањем, потпуно тачна. 

29. Иитерполов&ље на средину. 

у С!lецијалном случ.ају, када је х =}1 т.ј. кад.а је потребно интеРПQ,10вати 
равно на сре~ину међу табличним аргументима, формула Ђе (ћ) ~о6ити овакав 
прости облик :"') 

1 1 1 З 
I(а + 2)=f a + 2 u"-gfJ + 1280-

или пак 
1 1 3 

Y~ =2(УО+У')-ВР+ 1280- . . (ћ)" 

Рачунања су ПО овој формули тако проста, да је у мнОги,~\ сл.Учајима, 
уместо директног интерполовања за ма какви аргуменат, по фuрмули (11), 

-- r,\HUrU простије саставити спочетка знатно густију таблицу величина у, дупло 
смањујуtш IIнтервал i међу даним табличним аргументима;· јер Ђе тада прве 
разлике постати дупло мање према пређашњима, друге - четири пута, треЂе 
осам пута и т. д.; услед чега се у формули (h) можемо ограничити већ мањим 

---
~) она ће, постати, у дa~oм. случају, тачна са пе'Јим рааmјкама sакључно, јер се при х _.. ; "·Q';фИЦllј~l\·l 

Е -- -1~1j (.х"':" l)Х (~....,...1) (х-2) (~- ~) npeTBiipa у нулу, 
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броје" '1,13нова. Тако напр. пре него што би се "рачунало у = /g sin 8"47': ми 
БИСМD .\ЮГЛН, по дан о] нам таблици величина у, саставити нову, у IШЈОЈ би 
треће 1I '-!етпрте разлике биле већ ништавне; наиме овако: 

; (уо + у,) ~; i3+ 1~8 i) 
80 О' 9.14356 rJ. 

Ј 
+2614 I 

Аргум. у 

9 
9.16894., + 77., - 1., 

9.21700'0 +61', -о." 
8309.16970 ~ 151 

-492 ... -35., 
10 9 О 9.19433 

930 9.21761 

+2463 
~ 135 

+2328 

у,; ~ ј(а) = 19 8030' = 9.16970; 
17 

х = 30 ~ 0.5666 

r/ 1 :;-= + 2463 

I.~' а,=3.39146 

19 х = 9.75333 

19(x~ 1)= 9.6368" . 

Ig А а, = 3.14479 

~ = ~ 143 
I 19, ~ = 1.8543, 

Ig2 В=9.390I, 

19 В ,= 1.2444 

уо = 9.16970 

А а, = + 1395., 

В ~=+ 17.,; 

У = 9.18383 

30. Нахоl;еље аргумента по даиој вредности функције. 

. . , 
+ 16 

По иекад је потребно решити питање обратно напред иаложеНО:Vlе, т. ј. 
наliи величину аргумента (а + х) по данај вредности функције у, која се налааи 
гдегод "'lеђу двема њеним табличним вредностима УО И YI' У ТОМ случају треба 
узети IIнтерrlOлациону формулу у другом њеном облику (ћ)' и иарачунати иа ",е 
тражену вредност З8 х ПОСТУПНИМ приближеЊИ,\'\8, наПИС8ВШИ је овако: 

у - уо /2 х2 fз хз /4 х4 

Х~·Ј~-·~т.т~т.б~f, 24~' .. 
• 

а iiанеј\\ар~,јУћИ у првом моменту 9Л8нове са r, хз и Т. д. наfiи ћемо аа Х прву 
приб.'НЈiК!1)' величину Х ј == у AY.Q..; стављајуtи ХЈ У другом делу форму ле, доби
tlе,'IЮ ,clPYГY вели<IИВУ Х2 веБ ближе l{а истинитој; затим са Х2 наtи ћемо хэ и т. Д. - . . 
ДОК н:.: ,'\ООНјемо две сукцесивне веЛИ'-lине Хn И Хn + Ј КОЈе се ни у КОЛИКО .не 

разликују једна од друге. У највише случајева није ни потребно ИЂИ n,аље од 
четвртог fЈриближења ка Х. 

Потребно је например, да се, ПО напред исписаној таблици логарита.\ы 
синуса, одреди угао М, чији је логаритам синуса тј. у раван 9.18383. Тај nе 
се угао М очевидно налааити негде изме!ју 80 и 9', јер је 19 sin 80 = уо = 9.14356 < у, 
а 19 sill 9" ~ у, = 9.19433> у; абог тога liемо ПОМОIiУ разлика, ~ "оје одг()
В<lраЈУ TO.'!'iC интервалу, ~ 

".,=+5077, ~=~616." ,,=+ 147 и о~~53'Б> 

III 
ноБИТII ПО формули (j)~ величине јl' i Л, 6 јЗЈ 24/4 И њихове логаритме, оваl{О ~ 

ј, ~", ~; ;о "- /2" + li 0=+ 5393., [3.73184]; ~ ј, =~ ('" ~ ;) = + 29" [1.4621; 

~ ј, = ~ C~· ~ " ~ /2 д) = ~ 342. в [2.5350,,]; d4j~ = 2~ а = ~ 2. 2 [034,1; 

6' 

• 
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постеnС!13 П31{ приближења ва х БИЋе оваква: 

._У-)'о_ +4027 . _ _ 
Х, - А--+ 5333.\' 19 х, - 3.60498 - 3.73184 - 9.87314 

х 19x 19 х' 19 хЗ 19 х' х, ХЗ х , 
• Х, - 0.7467 9.8731 9.7462 9.619 9.49 + 0.7467 + 0.7467 .- 0.7467 

Х,- 0.7800 9.8921 9.7842 9.676 9.57 + 354 + 387 390 

x,~· 0.783 1 9.8938 9.7876 9.681 9.57 22 25 2б --
х, ~ 0.7833 8.8032" 7.730 б.61" + 1 + 2 i - 2 

, l' 1 ' 0.7800 0.783 1 0.7833 
IgA 1" fз 1 ј, 

2/1 б/l g 24!1 

ТраЖСНIJ угао М раван је дакле 8' + 0'.7833 ~ 8' 47'0". 

31. Интерполоваље по даним диферевцијаЛRИМ променама функције . 
• 

lZa!!;\ се саставља пространа таблица вредности неке функције У = f (а .!- х) 
:н најР<lз.гН1читије вредрости аргумента Х, онда се јавља питање, са каквим је 
()аш интервалима i најбоље д,ати табличне вредности у? У КОЛИКО је i веЂе у 
толико t1~ таблице бити краЂе, али је зато отежзна њихова употреба, због 
J!~O[[XO;:I,HC потребе узимања у рачун треЂИХ, четврти х а може бити и ВИШИХ 
ра.злш:а; ,ШО се па.к има у виду ШТО је МОГУЂе простије интерполовање па се 
:з601" тога у:зме толико мали интервал ј, да би се увек ограничили само са I1рВИМ 
rа;~лш{а .... \{\, -- као што је то нпр. у логаритамским таблицама намењених за 
(ЈлаЮllањс рачунања, -- онда Ђе таблице изаЂИ сувише гломазне а то је, из 
?lШОГО разлога, TaKo~e незгодно. 

Ове се две супротности (МОГУЂа краТКОЋа таблице и простота њене 
употре(је) најбоље задовољавају таI<ВИМ интервалом i међУ аргументима, за fоји 
су друп~ раЗЛИI<е још осетне, али се треЋе и четврте ~eЋ могу занемарити. 
Такяе су с!,:оро све таблице I<оордината Сунца, Месеца, планета и звезда, које 
се дају у астрономским I<алендарима: Nautical АIП1апас, Connaissance des Тешрs, 
Вегlјl1ег Astronomisches jahrbuch и др. 

у .\ 'Ј" је случају интерполациону формулу 

х 2 

У = f (а + х) = У, + х l' (а) + 2 Г (а) 

IЮГОДfН!ЈС I1редставити у овом оБЛИI<У: 

. (1) 

6,,= l' (а) + х; Г (а) , 
пrедставља диференцијалну промену функције у, која (промена) одговара arrYMeHTY 

(а i ~), Јер је у опште ddY = /"'< = l' (а) + хГ (а). E~~ те се диференцијалне _ х 

промене _ '., 61' 62' .... ,- I<оје одгонарају вредностима аргу."\\с!!та а, а + }. 
а - 2, .... - и дају у напред споменутим аСТРОНОМСl<им··таблицама !!аспра,'\\ вред-
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kОСТИ Уо) YI' У2 .. ',' rЭ-l<О, да се за сваку интер~алну BpeAНotT Х, - ROja _ се liала~и 
измеђУ х с..:..=. О И Х = 1 Ј - мнО}f<итељ 6~ добија са потребном тачнОстИ OBaf.to:-, 

6:<= 60 + ~. (6, - (0)' , 
Помоhу I1РВ!lХ и других раЗЛИI<а, са претпоставком Ј3 = ~o = ~I' обрасци ће пак 
за ,\~ и _,1 бити оваRВИ: 

f I 
/'o~1'(a) -ј, =а'-2=,(а_, + а,) 

6, = l' (а) + Г (а) = ј, + ј, = а, + ~ = ~ (а., + ") 
. . (ј) 

!lplI.tlep. У .Nautical Аlтапас"-у 33 1885. год. на стр. 99. у ступцу под загла
!:I.'ЬО\ ",lеЕГВЈнација Месеца 11 Ј - коју Ђемо означити ради скраl1ења са а,-"": нала~имо : 

15. Јуна а Дllф. лром . ...:.. за ЈО т 

У 6' + 150 5' 35':7 -68':91 

" 
7 14 58 39.3 - 69.88 

" 
8 14 51 37.2 -70.83 

" 
9 14 44 29.3 - 71 .78 

Да cpJ'rYl!a,\\o пре свега сами, по формулама (ј), овде показане диференцијалне 
нрш,еl1С _ --' ;lснлинације а за 7ћ и за 8ћ : 

а ~ Диф. ПРОAl. _. _ за 1" Диф. пром .. : .. :ш 10т 

6" - 6' 56': 4 

7 -7 2 . 1 
- 5':7 -6'59"2 . , - l' 9':88 

8 -7 7.9 - 5.8 -7 5. ОО -1 1 О. 8з 

Да бисмо сад, на основу ових, срачунали величину (), нпр. за 7ћ 22111, треба 
да 11ОМНШКИ\1О прираштај аргумента 22 са диференцијалном променом j~:. '"' I<:оја 

I ~ 
одговара .\iO.\\CHTY 7ћ + 2 22111 --=- 7'1 11111; пошто се пак мења сама величина ,/ 
н то у IIзше,\l случају за О': 95 за 1 час, ТО ће бити: 

1\ = 69" 88 + О" 95.!.!. ~ 69" 88 + О" 18 = 70" 06' ~!- . '60 . . ., , 

32,. Г еом.~триско значеље иитерполоваља. 

3a'leHa ""кве год функције у = (f а + х) ззвршним бројем чланова репа (ј) 
и о;(реryивањс коефицијената код разних степена од х у 
у томе реду на основу неколико даних вредности 

(.с" у_,), (х" Уо) и. т. д. - У геометриском смислу 
означава то, да је на непрекидној кривој "о ' (сл. 9.), 
- чија нам једначина У = ј (а + х) није позната, _ и ~. м 
дато само неlШЛИКО тачака M_1, МО, М ј . , .. о И МИ, ~?: 
ПРОRла'fеГll1 Ј,:роз њих другу алгебарску КриВУ ........ /, о' .. Ј",", i..-, л .. 
;(ОПУIlIТШ,.Ю, ;Ја се 'обе -оне скоро сливају на извеС!-lОМ 
IIРСЈ(ТОРУ међу даним тачкама. Одавде је потпуно 
Јасна IIССШУРНОСТ екстраполовања. 

ен. 9, 

• 

I , 
" 

I 
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Огран"чйти се при наХОђењу HenoaHaTe веЛичине функције у, само са 
првим та6,lИч.ним разликама tJ., у геометријСКОМ смислу значи, ца лу!{ криве 
,\'ie1)y ЦBe~\a њеним сусе,цним тачкама сматрамо за праву, т. ј. за тетиву, ШТО 
је супише гrубо, међутим може ца задовољи потребу само у случају незнатне 
кривине "ри"е или пак у случају кад су на њој тачке сувише блиау једна Аругој. 
Нахођене пак интервалних величина у интерполовањем са д.ругим раЗЛИI<ЭМ3, 

значи, да се повла'ш кроз сваке три сусе,цне тачке М_Ј' Мо и Мј I<:рива другог 
степен,], а наиме парабола, ИЈ да се она сматра као најближа непознатој l-Ja!'il 

кривој. Ово је веЋ МНОГО боље и даје у многим случајима потпуно Ј.OIЮ;ЪНУ 
ТilЧНОСТ. 

Напослетку, диференцијалне промене 0.0' 0." које се дају у неlzoјим 
таблицама, у геометриском смислу нису ништа друго ДО тангенси угловова, 

које саставља оса Х са тангентама криве У даним на њој тачкама М'Ј и М1 ; 
МНО>l<:ите.Ъ 11Ю<' [':::,.1;, који УЩ13И У интерполациону формулу (ђ, јесте тзнгенс 

2 
\'гла игмсђ\' осе Х и тангенте на параболу у средњој тачци ,"леђУ даном 
:гачко.'.1. Мо й траженом М, ИЛИ, што је у ствари исто, изме~у осе Х и тетиве 
JV'\u М, 11арал.елне са том тангентом. 

ЗЗ. Лагравжова формула. 

Остаје нам још да расмотримо интерполовање даних бројних вредности 
у" у,. },;, .. у, ... У, неке ФУНКЦИЈе у = ј (х), када интер вали међу одговарајуtим 
ИМ предностима ХН Х2" Хз ... Х; , .. ХN променљиве х нису једнаки међУ собом 
т. ј. не иду један за другим у аритметич!{ој прогресији. 

ТаЈ.Н се тражена вредност у за ма какву дану вредност х ,У\ОЖ~ IIРСД
CTaIНIТI\ у облику 

(1 ) 

, ". F, F, F, F, .)7 
гце Jle I~О(;;(t'ИЦИЈенти К 1 ' l<2' ... К; Ј ... l<n' - на основу реченога у Ч.'I. - , 

неnПХОД1l0 бити целе функције од Х и притом не више ОД п-тог ступња. 

l(а,1 расмотримо у тој суми (1.) ма који ОД коефицијената, нпр. jF, I(ОД 
" Yi, У' ВI1 пеhС;,'\\I), да Ће се ОН при свима вредностима Х1 , Х2 , •.. Хј_l' Xi_1 ... Х" про-

.\~еНЉИRе х претворити у НУЛУ, а при Х=Хl У јединицу, да би изаш"'IO у_---о)',. 
Прв~! \;(;; l)Д тих услова бити задовоље н онца, l<.ад је 

F, ~ (х·- Х,) (х - х,) ... (х - х,_,) (х - х",) ... (х - Х"); 

ДРУ\'И па!' онда l<ада је 

К, = (х, - Х,) (х, - х,) ... (х, - Xl __ ,) (х, - х,+') ... (х, -х,,); 

због TOI·a Ће се тражена вредност у оцредити средством ЊСНIIХ ШIС~()Н!1Х 
В[1е}ЏIОСП1: Уј, ћ, уз, ... У" по овој Лагранжовој ФОРМУЛИ: 

_ (х - х,) (х - хз) ... (х - х,_,) (х - х,) 

у - (Хl - Х2) (х, ХЗ) .• , (Хl - Xrr _l) (Х! - ХN )УI + 
. (х - х.) (х - Хз)··· (х - х,_,) (х - Х,) 

-t (Х2 Х]) (Х2 X~):. '.(;'2- х.n-1) (х2- Xrr)Yz + .... 
+ (х - Х,) (х - ~2) •.. (Х - Хn _2) (Х - ХI1 ) 

(хn -l Хl) (хn -l - Х2) ,'. (Хn _! - Хn _2) (Хn._l"- ХN )УII-I -~-

, (2.) 
. . . . 

+ (х - х,) (х - Х,) ... (х - Х'-2) (х - Х,_I) --- у 
(Хn - Х\) (Хn - Х2) ..• (хn Хn -2) (Хn - хn -l) п 
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Уз,\\имо ради примера ове бројеве х са одговарајуl;им им у ~ / (х): 

xl-9 

у, - И. ]943 

x,~ 12 

y,~ 0.3179 

x,~14 

Уз ~ 0.3837 

х,= 15 

у.= 0.4130 

ТРЈЖll се нпр., да се одавде нађе вредност у за х = 12ј. Тада ће се у 
фор,viУ;IИ (2.) добити овакви коефицијенти КОД УЈ! ћ, УЗ' У4: 

Р, 

К, 

] . - 5.- 8 4 
9. 15.-18~-24З' 

1 О. + ]. - 8 + 72 
1;';5-. --'T'--;6~.-=-~3 ~ 243 ' 

Р, + 10.-5.-8 200 
-- = +---
К2 - + 9·-6.-9 243' 

Р, +10.+1.-5 25 
К, ~ + 18. + 9. + 3~' - 2-4-3' 

24Зу - - 4 ,< 0.1943 + 200 Х 0.3179 + 72 Х 0.3837 - 25 Х 0.4130 ~ 80.104 

У = 0.3296,. 

IJpojeHIJ УЈ' ћ, Уз и y~ за овај пример нису ништа друго до ЛОl'ЗРИВНI 

СИIЈуса (са 4 децимале) углова 9(), 120, 140, 150 (В. пример у чл.28.) повеfiзни 

за 1; аБОГЈ ога и на!јени интерполовањем број (у - 1) = 9.3296, за х = 12~ 
треба да (јУ,Ј,е раван 19 sin 120 20' = 9,329601 И ОН се, као што ВИДИМО, разли

Kyjt ОД СТ!3ВрНОГ само у петој децимали. 

ЗаАа!;е: 

!.) У сщ~деЋој таблици преписане су из "Nautical Аlmапас U - а вредности 

за 1), TJI-:() .3нсше шири не Месеца: 

9. Августа у О" Ь=4"51' 17"4 . . 

" " " 
12 4 58 25.4 

10. " " 
о 5 1 32.0 

" " " 
12 5 О 40.4 

1 1. 
" " 

о 4 55 57.0 

Одредити одавде највеЂУ вредност Ьm и одговарајУЂИ јој момент вре

."сна t .... [Уоса 12' за јединицу аа иараа времена t по формули (ћ)', доб"hемо 
уопште: /) ~ 5" l' 32':0 + 66':70. t - 119':24. f + 0':80. f т 0':13.1"; узевши 

IIШ~ Ј]РО~Ј,..Ш()ДНУ (~ И изједначив је са нулом, - НЗЋИ Ђемо ' m = 0.2805 = 31122"'. О 
(IИ. августа), а затим Ь" - 5" l' 41 ':3]. 

2.) Артиљеријски метак, у току 21 4 И 6 секунада, после полета његова 
И3 оруђа, пролази пространство oAs,~292.0, s,~566.5, s,=830.6 сажњеDа. 
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Каква је њсеова почетна брзина? [Увев ради УПРОШћења интер.ал времена ОД 
\ са..ј{. с , 

2' за ј"ijИНИЦУ, - доби!;емо по формули (h)': s = 292. 0+ 282.07. [- 8.75 . [, 
, , 1 (ш) , 

" 1.18:.f; одатле пак VO=2" dt _,=151.6 саЖ.=1601 стопа у с""унДи]. 

3.) ,По ~таблици вредно~ти д, датој у чл. 31. одредити а за 6" 45".0 
ПОМОћУ р.,атих __ тамо дифереНЦИЈалних промена ОЈ затим пак одредити то НСТО 
(~ ;Ј,nапут и!-!терполујУЋИ ~a <;реАИНУ~ користеЂИ се Т?М ОКОЛНОШћУ, ШТО је 
дани "o~eHT раван 6' т 30 + 15. [У оба случаЈа треба да се добије 
а = 15'0' 23'.9]. 

• 



• 

ГЛАВА У. 

о с н о в и т Е О Р И Ј Е В Е Р О В А Т Н О С Т и. 

34. Вероватиост простога случајиог догађаја. 

Многи ОД догађаја, које посматрамо, зависе ОД ОКОЛНОСТИ И УЗРОt<:3, који 
ИЛИ C3CBH.'It измичу испред наше пажње или су толико конплицирани те никако 

није МОГУћНО предвидети HeQnXOAHO потребни резултат укупнога њиховог дело
вања. Не МОГУЂИ објаснити постанак Т31<ВИХ појава и факата, - зовемо ИХ 
просто случајним. Припису јем о налример само случајности, ШТО баLlена увис 
.'iЮН етCI , I~aд падне на ПОД, лежи неки пут једном својом страном нзниже а неки 
пут другом. На тај начин, у идеалној представи некога случајног догађаја, остаЈ'С 
само једни ШТО се може подвргнути испитивању а то је, веЂа или мања могуЂ. 
ност Њt.това постанка, _. веЂа ИЛИ мања његова веРОВGШНОСШ. Тако нпр. иавуtи 
среЈ;Ј(У. [(оја добија, иа nутријс<е вазе, у <ој ој је свега 100 среЋа<а, међу <ојима 
1 О <ој е добијају, двапут је вероватније него из друге вазе, у <ој ој на 1 ОО свих 
сре"а"а долаэе 5 које добијају. 

Сва (лична реаоновања оснивају се на представи случајева или подјед
нал"о :ногУћних догаf)аја. Ако се при извесним околностима мора десити овај 
или онај 0,'1, врло различитих догаljаја и аЈШ нема никаквог разлога очекивати 
појаву јсцнога од њих пре другога, онда су такви догаl]аји или случаје!3и ПDД
једнако .\\Огућ!-lИ. Тако нпр. средња се оцена релативне вероватности лутријСI\е 
среЋе Лl0гла оснивати само на претпоставци, да је Иа лутријСRе вазе подједнако 
.\югуhЈЈО извуhи сваку, тј. ма коју среЋку. 

Маmс.наmичка вероваmносш случајног догађаја зове се однос броја под
једнако ,\1()гуhних случајева, када се тај догаljај може десити, према броју 
свију беЈ разлике такоljе подједнако могуtних случај ева, I{ада се он .~\Оже и 
~есити а тако исто и не десити. Например, када се извлачи једна од 52 карте 
добро ПРU,i\ешане, тада се представља 52 подједнаl{О могућна случаја И3ВУћИ 
ову ИЛИ ону карту; али Ђе од свију њих бити само 12 повољних да се извуче 
ФИГУР<l (I{раљ, Дама или пуб); због тога излази, да је вероватност ИЗВУЋИ 

1 12 З В ". . [Н!гуру равна 52 = П. ероватност пак супротног дога'.ЈЙја ТЈ. извлачења просте 

> 52-12 З 
карте, ОИRе 52 = 1 - УЗ' 

И:::! ;Ј,обивене одредбе вероватности излази, да она треба увек .ца буде 
яања ОЈ, јединице а када она постане равна јединици, онда је то веЋ сигурност. 

О,'l,редимо још, ради примера, КОЛИКО је велика вероватност, да ће сума 
оп<ривеннх поена бачених на сто двеју коштаних коцкица са натписима на њи-

7 
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ХОВЮ\ страНЈма 1, 2, 3, 4, 5 и б - бити равна 87 О)Ј. СВИХ Зб јшмбшшција 
ОД шест страна јецне коцке и шест друге, - могу бити повољне за ;,t;е.ъеНrI 
iJ,oratpj са.\\О ових 5: 

От"ривени број поена на прво! I{ОЩШ: 2 3 4 5 6 

" " " " ~pYГOj 
" 

6 5 4 3 2 

!\ PC:,Hl ТL)[\·\C Је тражена вероватност 
5 

равна Зб' 

О~реljујУЂИ 
• 

могуliНИХ на исти начин вероватност СВИЈУ ~ругих сума 

поена, - "оБИЂемо: 

.за суме: 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

бројитељи вероваватности: 1 2 З 4 5 б 5 4 З 2 1 

!ZO:1 случаја са три коцн:е, треба комбинавати CB~1X Зб МОГУЂНИХ СЈ1у'шјева 
I\РНI1Х il,Bejy! \{ОЦ}{И са б случаiева, МОГУћНИХ за трећУ коцку; тада Ђе се !!UI~азати, 
ца [-Је 6рОјl1тељи вероватности за разне cY:v1.e, - I{оје се могу ДОбити на ТЈН1Мй 
КОЦКП.\\Ј \ј које имају општи именитељ 63 - -216, - бити: 

за Су.\lе: Зи 18,4и 17,5и 1б,би 15,7и 14,8и 13,9и 12, 10нl1, 
-,- '--_--..' ----~ ~ ----- -.-

бrОј!\тељи: 1 З б 10 15 21 25 27 

35. Вероватност СЛО'женог догађаја. 

С:ЈУLшјни догађај, састављен И3 појаве 0/1. неколИ[{о ДРУП-IХ IIРОСПlјих, 
ЗОВС се С.южеllYl догађај. Тако се на пример може расматрати као сложени 
;:I.orзl)3.j ItOjaBa фигурне карте И3 сва_I{I)Г од три штоса О/1.акЛе се н:шлачJ.t [Ја 
јеана каРl'а. ' 

Нека је уопште неки сложени' догађај А састављен ОД s ПРОСТIIХ д()га
ry3.ja: ([!, (!'}., •• aSJ LlИЈе су вероватности: 

П1.С Ј\'\ј ;\1", ... М$ представљају све подједнако МОГУћне случаје, Iшји ~\lJГУ 6ИТII 
при појави првог, цругог и осталих догађаја ај, а2 , • • _. а$; бројl1Н1 11<:1К 171 ј , Пl1 , 
, .. т, Ilредстављају бројеве подједнако могуfiних случајева, повољних за ЊIIХОВУ 
ПОјсш')-!. к,ща се сви ови прости догађаји дешавају iедновреl\\ено Н.Ш эаiедно и 
IIРИТОS\ нс;зависно јеАан ОД р,ругога, то се сваки ОА случ:ајева М ј М(;Ж~ са јед
JIJ.I":Ol~1 ,\\огуfiности комбиновати са ма којим од случ:ајева М2 , МЗ,. _ . N\з те te 
;-)бог т<>га број N свих пор,једнако могуfiних случајева бити за сложсН1! ;lОIЋђај 
Л сшш..:.:ш N =---= М! . М;!. Мз ... М.' Али пошто је у сложеНОN\ догађају потребно, 
да се ,т.:.сси сваки од простих догађаја, И3 којих је ОН састављен, .33Л1.\1, 11ОШТО 
Се (ваЮl од случајева Пl ј , ПОВО,f1"них за а 1 , може, са једнаком могуtiНОСПI, 

~ . " 
1{(),\\Оl1н(юати са ма КОЈИМ од случаЈева 1712' тз ,.· . П1s , повољних за (ЈСТГlле, -
то tie ()lIШП1- број случај ева повољних за А, бити: li = l71 ј -· m~ -тз ... П1,,, оООГ 
TOI'a lЈС вероватност догађаја А бити: 

Р _!!.._ Пl!-m2·mЗ·.·/IJ$__ . 
... N --м '\ М М -р,.р,.р, ... р" 
- \'/\2' З··· s • 

ТЈ· ЈЈuроuашн.осm сложеног дога1Јаја равна· је ароизвО-ду И3- .вероtJGItIIlОСШIl иро· 
СШI/Х ,70гаljаја, ИВ Koil1x)e он саfшаВJQен.. .,,-
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у овој, тек ШТО доказаној, основној теореми 'теорИје вероваТН6СТИ ИПЈј, 
се IIpeTГlOCТi:IВ,ъa, да прости догађаји, из којих је састављен сложени, не утичу 
Н(ЈI<Оји,~\ начином j~~aH на другог. Ако ли пак постоји какав утицај, када Се 
ПО.l и:.mеСНI!.\1 околностима дешава ,некакав догађај, онда се Та!{ав утицај мора 
узети у об;iИР. Тако нпр. кад се из потпуног штоса, карата навлачи једна за 
llРУГОЧ Il() једна карта и сваки се пут Iшрта враЂа натраг у штос, ТО te 
псропаЛIDСТ, да се три пут узасгопце ИЗВУllе пуб - на основу предње T~JpC:V\C 

1 з 1 
- OI!ТI! р,)Ј;НЈ (13) = 2197" -Али аЈ{О се извучени пуб не враЋа натраг у штос, 

ТО 11(: пр!! ,Ј,руго.'!\ извлаqењу вероватност, да се опет извуче, бити сад нс 

1 tJ 1" "б 2 1 , " УЈ ве 1 ,~l =.= Ст; при TpeneM пак извлачењу она ne ити 50 = 25 па З0ОГ тога !le 
1 1 1 1 

13CPC)r.ZlTHIJCT н:~влачења пуба у сва три УЗЗСiопна-и.з-в-лаtlења БИТИ--1з ' -17' 25 - , 
5525 

36. Закон великих бројева. 

Лко на огледу будемо пратили појаву некога сдуч:ајног догађаја, I{оји се 
појсll:ш--,ујс ,\IНОГО пута под истим околностима, то ћемо з-апазити, да се однос 
6rnja случаiсва, l<аДа се тај догађај стварно дешава, према општем броју аRП(}
)l{L'!!ИХ С,'lучајева све више и више ближи теорној вероватности расматраl1О!' 
!'I.iJraJjaja. у кОЛИКО је тај ОПШТИ број веliи. 

PH;l,\i боље очиглед,ности, замислимо затворени СУД, н:оји у себи сад,ржи 
N !;УТјЈШР, !;оје се ме-ђу собом разликују ~aMO по боји, али су по веШl'--1ИНИ и 
тежини !IOЛЈ)'Ј-IO једнаке; нека их је 111 црвене боје, П2 - жуте, П 3 - I!лавс 
11 -Ј. Д, ико, .Ј,3 теорна вероватност, да се из суда извуче баш црвена !;углица, 

~ 111 П? Ilз А ' - ОУ.1С ]JI ]\Ј' жута - Р2 = N' плава - N и т, Д, ко сад у СШ\\Ој ствари 

II:3ВРШI-II\\() I:\елики број вађења по једне куглице И3 тога суда, враЂајуtlИ сваки 
пут изнађеll)-' куглицу натраг у суд и мешајУЂИ их понова, то Ђе се посл~ 
неког ЈН;ПЈ!i)Г броја S таквих вађења, показати, да је се црвена I<углица ПОЈавила 
S] 1l)"ТЈ, /ЕУТ:Ј S2 пута" плава Sз пута итд. Понављајуnи такве огледе све више 
11 више ЈЈ U;lређујуfiи увек односе запажених бројева S], S2' Sз.,. према ОПШТС.\1 
броју !13I'..IJ:l t lсња, нашли бисмо, да би се односи 

SI S2 Sз 

S' 5' 5·· .. 

сне више Јl пише приближавали одговарајуnим вероваТНОСiима РЈ' Р2' Рз ... а 
ВрИ ср:lО Е:С.1ЈШОМ броју S ти би се односи могли- од њих разликовзти Ј<ОЛИНl 
J'LJi~ /!·:(;.~Ш.\\О мало. 

ОИЈ ос:обима великога броја оглед,а, I<ojy је први пут теореТИЧЮl ;~OJ{J;'!30 
ј([КО1Ј Б::рН)'.7И и који је Паусон назвао законом великих бројева, олр,щ~arш се 
у ПРИРОДИ при повављању случајних Aorai)aja и појава свију врста. На ОСIIOНУ 
ТС OCOUJflJ": 11 ОМОГУћена је примена теорије вероватности у МНОГЮl Пl1тањю\Ј. 
[!pHP()~]HIJX наука, I<Щ) и y--праI<тичttом животу; али то вреди само у ТО,\-l СЛУЧЈјУ, 

,що се не расматра само некакав засебан факт случајног карактера, Bet ДОВОЈНЈО 
ВСШIl'!Ј (јрој С њим једнородних факата. 

ДЈ lJCжажемо потврду закона великих бројева примером. 
!\.;\n што је познато, логаритми бројева у таблицама логарита,\-13 ОД 5 

,1,\.:ЦШ\~l;!а та'JliИ су С3'lЮ у границама од + 0.5 и ~ 0.5 њихове послеДlъе деци мале. 
При '] O.\le се може -сматрати за п-одједнако вероватне ових 10 слу~шјеRа: (1.) 
I'ЦО Се IРСIIИ'" у последњој децимали садржи измеђУ - 0,5 и - 0,4, (2,) измеijу 
- О, 4 11 - -О, 3, (3') измеђУ - 0.3 и - О, 2, ' , , ' " (9,) измеђУ + О, З 11 + 0,4 

7' 



и најзад (10.) измеl;у + 0.4 и + 0.5. Да би се видело како се теорна вероватност 
. . . 51. 

свакога ОА тих случаlева, - ко]а Је равна 5=10' - оправдава у само] ствари, 

- написаtем.о стварне грешке логаритама ОД 5 децимала, - које Ћемо добити 
сравњеЊ~L'" ЉИХОВИМ са логаритмима ОД 7 цецимала, - и то прво за 50 бројева ОД 
200 до 249. затим за 100 бр )јева од 200 до 299 и најзад за 200 бројева од 200 до 399. 

Та:\а ј".е у свакој од тих група изаЂИ у ствари овакви бројеви s разних 
греШ.1ка 

г решке (1.) (2.) (3.) (4.) (5.) б.) (7.) (8.) (9.) (10.) 
-

i s= 3 4 6 4 3 5 4 7 6 8 
- 50 

1100~= 6 8 12 8 6 ЈО 8 Ј4 Ј2 16 при s-
.- i $= 7 Ја 13 Ја 10 11 7 1 1 Ја 1 1 

. ЈО0 1 JOO~ = 7 Ја 13 Ја Ја JI 7 ЈI Ја 1 1 приS-

. ~ 

(s= Ј7 Ј9 22 22 Ј9 22 Ј9 2Ј 22 17 

200 JOO~=8.5 9.5 11.0 Ј 1 .0 9.5 Ј Ј.5 9.5 10.5 Ј 1 8.5 при s~ 

ОВ;Ј,С је Qчиглед.но све боље и боље приближење 

RePOR[(T!-ЮСП1 110' са повеtiа~ем броја S. 

s 
односа 5 ка теОРНОl 

37. Вероватност грешака у суми ОД неколико табличвих бројева. 

у Ч.1. 19, главе 1l напоменули СМО, да се грешке, које произлазе ОД 
употребе логаритамских таблица извесне тачности, не нагомилавају сразмерно 
броју потраживања по таблицама веЂ у знатно мањој мери. Да раО\Оl рима 
СЩЈ, тај случај нешто иаближе; али ради упрОШЂења и очигледности, допу
стиЋе .... ю, да у логаритму некога броја, преписаног иа таблица, можемо оч.екивати, 
са под,јеДН<tКОМ вероватности (~), само јецан аЦ сљедећИХ пет облика за грешку 
, . 

/.\ У ПОС.lе,l,ЊО] децимали: 

- 0.4, - 0.2, 0.0, -1- 0.2 и + 0.4 

ПоступајУЂИ исто онако као у чл. 34, - где су одређиване вероватности 
разних cy.~a поена при веЂем броју бацања коцки, - лако Ђемо добити 
вероватноети Р6 разних грешака 6, које се могу десити у алгебарској суми 
ОД два, три, четири и уопште п разних логаритама; на име 6ројитељи s И 
и:-,\ените.Ъ\! S = 511 ОВИХ вероватности БИЂе: 

Грешке 
I Бројитељи s 11 ИмеJl. 
I О cF 0.2 -: 0.4 +0.6 ~, 0.8 "F 1.0_+-'.2 + 1.4 + 1.6 + 1.8 '+' 2.0.=C2.2:':}:iL~_ 

при 11 = 2 I 5 4 3 2 1 I 25 
оо 

iI = 1 ' 19 18 15 10 6 3 1 125 
, fI = 4 85 80 68 52 35 20 10 4 1 625 

•• п =5 381 365 320 255 185 121 70 35 15 5 1 3125 
, 1/=6 1751 1686 1506 1246 951 666 426 246 126 56 21 fi 1 15525 

На тај нач.ин видимо, ца са увеЂањем броја 1l логаритама, КОЈИ се 
сабирају, вероватност I<РУПНИХ грешаI<а .6. бива све ништавниј~ и ништаВНllја 
у сравњењу са вероватностима греша"а најближих нули. 
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iiошто су позиtивне и негативне грешке 6 ,једне и исте бројне вроднос.и 
подједнаr:о МОГУћне, то је природније и најбоље оцењивати тачност сваке суме 

ОД неКОЛИI~О логаритама аритметичком средином квадрата свију МОГУЂНИХ У њој 
)~ h. 2 

греШЭК(I __ Ј тј. величином E~ = .... ~ ,која, - као што се је лако убедити из 

напред ј13ВС;Ј,ених бројева Б, - излази на име оваква: 

- , 2 .:.; = . 

2 ",2. 
- ~l, 

(ОА) " :,_(02)2 _ 008' 0'_ 2' 4 (0-2)' + 3,(0.4)' -1- 2.(0.0)' + 1.(0.8)' -_ О 16 
5 -" <=<2- • 25 ---о . 

;:..~ -=- 0.24 = З E~; E~ = 4 6f И Т. Д.; тако да Ђе у опште бити 
_2 _ _ _~ 

<О"--П·"'l 

тј. величина Ет која се зове средња квадрашна ?решка или цросто средња гре

шка, расте сразмерно само са квадратним I<apOHOM И3 броја п логаритама 1-(О]И 
се сабирају. 

Што је овде речено о грешкама логаритамских таблица, вреДи, разуме 

се. и за све друге таблице у којима се ма какве бројне вредности даЈУ са тач

НОШћУ до половине јединице послецње цифре. 

Сџ ћe~o узети у обзир и то, да случај на грешка '" У последњој деци

"али с""кога табличног броја у границама од - 0.5 до + 0.5 има у самој ствари 
не сам.о П~Т оБЛИI{а Ј које смо ми напред допустили, веБ безброј много. Стога 
би) строги ГОl30реliи, требало поделити јединицу послецње децимале на бескрај

но ."iзле интервале d6. Сви закључ.ци, !{оје СМО учинили, остаЂе разуме се, 

у ствари ИСТ11, измеНИЂе се само средња квадратна грешка 3[, за I{оју Ђе се дnоити: 

ШТО се те!;.: нешто мало РЭЗЛИI<ује (за ~4 део) од броја 0.08, који смо били нашли. 
l!а тај Ђе начин с потпуном' таЧНОШЂУ бити: 

,; = ~ (О 5)', Е ~ =.~ (0.5)', Е i = ~ (0.5)', Е; = ~ (0.5)' .... :, э; =~ (0.5)'. 

8адаliе,' 

1. H~l ]{угли, баченој на ПО11, обележимо тач.ку њенога додира са пrџом. 

По др)' ГО.\\ њснОм паду, обежиt.емо већ другу тачку на њој. Каква Је вероват

НОСТ, да УГ;lО међУ овим двема тачкама, гледан ИЗ центра кугле, буде мањи ОД 

неке 3<1;1;:lН1' велич:ине ,'\? 

i\1'::1) замислимо на површини кугле мали нруг, Rоји је описан из прве тач]{е угловним 

nолупре'!НIЩО_\\ ~, то ве број подједнако могуkних случајева, ПОВОЉНИХ да тражени Aoraljaj, 
бит!! сраз.\\СР,lН ПОВРШИНИ cerMetПa куглиног, који је ограничен тим КРУГОМ, 10 јест 

2'7': R2. (1- си., _ о,) =: 4 то R2, sin2 :ј' где R означава полупречник куглин. Број пан свих с.lучајева, 

f(ЗЈ.:О ПОВОЉНlIХ, та1<О и неПОВ·ЈЉНИХ за положај друге тачке, tSиhе сразмеран са целокупном повр

!IJИНn'\\ куг.l!1НО'"'\' 47t"R2. Због тога је тражена вероватност равна sin2 ~. l{aA је ~\ =----,9QП она 
I1(lЛЗ;ЈИ р=н'\а ::2 а кад је 6 = 1800 она се претвара у јединицу т. ј. У сигурност. 
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2~) Баца се' округла монета пречника "d -на пове-ћИ' СТО-; чија Је rюврuшна 
подељена на I~BaдpaTe, правим линијама на растојању а једна ОД друге. l{шша 

је всроватност, д.а Ће монета пасти у ма који од квадрата а да не до;:щрнс 

праве линије, ј.:оје га ограничавају? 

Кct_'lЗ бн на позршини стола био само један реЈ; паралеЛli,-Х линија на растојзњу и jeAHd 
UJ.. друге, ОНДЈ (п вероватност неДОДliРИtЈэња монете ни са једном од њих бим, QчеВ1!ДН(1, равна 

a~:d 1.' Ij . . =, 1 - _о; .10га 3Ј пак, Чt!Ја се вероватност р тражи, распада се на ДВ) таквз, 1If?::ЈЭВИСШ\ 
а и ( d 2 i -,.Ј,(Ш 0;1, ДРУ!'Щ-;\; збоr тога је р= Ј-а)· 

---... ~----



ГЛАВА VI. 
ТЕОРИЈА СЛУЧАЈНИХ ГРЕШАКА ПОСМАТРАЊА. 

38. Сталне и случајве rрешке посматраља. 

Л1еР~!ЫI, на којима заснивају своје ааКЉУLlке како аСТРОНОМlфl , ТЩ{Q и 
дру ге Оll серl3зционе науке, доводе увек до резултата више ~ЛИ мање недовољно 

ПI'l!!lIХ, услед разних узрока, који се крију 1.) У недостацима инструмената и 
,\\ етада , ко ј l1 се употребљују за мерењз , ~) у несавршенству чула са .\юга по
сматра'!" н З.) у неПОВОЉНОСПI разних спољних ОI<ОЛНОСТИ, ПОД кој ш',!а се врше 
мерења. Због тога је неопходно потреб.н о дати себи јасан рачун о томе, 1(31<0 

све ТО треба да утиче на резултате, који се изводе из тих мерења. 

Н екоји ОД напред споменутих узро ;< а могу б ити под.вргнути испитивању 
и тако .l,uбро (l зучени, да се ЊЈIХОВ ут~щај у сваком даном случају може пред
НИ iЏ:ТI-I It уоети у рачун. Грешке, које ~1 З таквих узрока произлазе, З 0ВУ се 
сталн/.;' 11 .111 систематске. 

А.'111 се закон делања огромнога броја других узрока никако не може 
OtkpIITl-I. Тш.:о на пр. за ОКО, које није наоружано дурбином, две таЧ I.; е , које 
се ВlЏ~ 11'1]1 углом 01(0 1' , оне Bet. изгледају као да се сливају ујеюю ; због 
тога с у, I l рИ најпажљи вијем визирању на какав предмет помо1;у глед,аче , .~1OгyЋHe 
најра;иНllllПlје грешке од - 60" ДО + ба" а постанак ове или оне греШI{е у 
ТЮ1 ГР<liII Щ<l,',\З зависи од чисте СJlучајНОСТIf. У ТУ исту врсту УЗРOl<а , I<оји не 
110 .1 ,le iKC 11 ;~усшвању, увршiiују се и коле6ања mшона предмета услед IH~ MllpH(JГ 
~T <lii ,a 1;i;1:!;tYX<I, ,(а о и многи други. Скуп свију тих узрока порађа греlJ ше 110Т
пу но СlучаЈliОГ харшпера, час поз итивне, час негапшне, понекад врло ."але а 

[~ап.:сџ: 11 з натне, али непрелазећИ ипз({ llреЈ{О извесних граница, харзктеРl1СТНЧIНiХ 
; ~ <\ _ ,'I,3Н .У г; рсту посматрања. Такве се грешке зову случајне. О ЊlIма се .\\още 
PC30HOBi.IТ I! само на основу теорије вероватности и СЗ,\IO се ТИМ наLЈШЮМ "lOже 

Il с т ра:"ЮlВilТII највероватн ији резултат 11 3 многих резултата мерења, lIeCY Г)laC"~IX 
MC ~)' со Оо:.! , као и одређивати I1 0требни ступањ вер е у тај највероватниј и ~.н:зултат. 

УОСI·алом подела грешаЈНI. посматрања на стал не и слуqајне ОСТа је ипак 
Д()I II.~ "!l t' УС:ЮОIШ, зато ШТО догод се закон делања некаквога УЗр Оl< а , ]щјн Iшари 
р езултате ·\\среЊЈ, не испита, _ . не остаје нам ништа друго него да греШI{е, 

lюјс lITY:1 Ilроизлазе сматрамо I<ao СЛУ Llај не. Узмимо l1а пример, да Со\1l) мершНl 
Ј,,:зкав )'Г а () помоfiу транспортера, изра~еног врло грубо, тако да му степенска 
ЈI!)ДС.!<I на (вима њеГQВИ.\1 деловима Iшје строго подједнака. Мереfiи уга( ) по.~\ОIIУ 
раЗ li ! l .\' ,1t'.lo ~a тога траНСl10ртера па доб~lјајуiiи при томе раЗЛИLlИте р езултате, 
.\111 ,\lОр а ,\\о ('матратн запажене грешке за случајн е. Али, ако се ~13Y 'le 1·1 таЧIЮ 
IJ с rштају г р~шке целе поделе транспортера, онда nе све, што се пре тога при
писивало СЛУLшјности, постати потпу-но п.равилно и разумљиво. 
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39. Основна особнна случајаJU: грешаК8. 

Да бисмо поставили на математичку основу аанључке о случ.ајним греш

кама, свuјствених ма I<aKBoj врсти мерења, треба увек подразумевати бескрајно 
велики број S мерења, извршених под једнако ПОВОЉНИМ условима и са jeAHaI{O.'t 
БРИЖЉИВОШfЈУ, тако, да се сви поједини резултати ових мерења могу С.iштрати 

1<010 uодједнако ПОВОЉНИ. Поделимо сада на групе све случајне грешке, - које 
при томе J"i\OfY да се десе, - по њиховим бројним вредностима 6,- које се ра

~ликују једна о)], друге за тако малу величину dд да се разне грешке ИЗ једне 

н исте rpYIIC, т. ј. које се садрже у границама!:::. - d ;\ И U. + d;~ Ј могу сма
трати ;ја равне 6,; 0знач.имо затим са SJ број таквих грешака, које су по ве

ЛИЧИНИ равиt.: /\1 Ј са S2 - број таквих, које су равне D.? и т. д. Тада Ђе нам -
S' S S 

по :закону великих бројева, - односи d' ;, 83 ... изражавати вероваТIIОСТИ, 

да te се, у произвољно узетом мерењу, садржати грешка + ~I Ј ИЛИ + ~:., ИЛИ 
_'--- ~'-:J И Т. Ц. 

П\)LIIТО пак бројеви S!, S2' 5з • . . за разне вредности 61' -"':"'2, _. 3 . 

:;ЮГУ бити различити, али, пошто у исто доба они треба, очевидно, да буду и 
сразмерни .\\злом интервалу di:::.. који смо изабрали и за колико се разлИ!<ују 

xie1jy соБШl поступне групе грешака, - то Ђе се уопште вероватност р,_'_' да 

d.. d!i 
ће се греш!<;а некога мерења садржати у границама изме1ју i.\ - -2 и - -1- 2' 
изразити I)B3IZO: 

р =j(~). d "с. 

Ма !~зкав био узрок постанка случајних грешака, - немамо никаююга 

РЗ3.'\ОI'Ј (\\этрати, да Ђе неки од тих узрока делати чеШhе у једну страну, него 

ли у ,1РУ,ТУ. Због тога је позитивна грешка какве било величине (---i. _~) mолнко 
IIСЩО /3{'РОUllшна, КОЛИКО и њој равна негативна (- ci); т. ј. р __ ----= Р+ . Ово 
Је општа основна особина случајних грешакз, која показује, л.а фУНЮ~f1ја / (----'::) 
треба Ј,Ј буде парна. 

дИрt:!пна ће последица ове особине бити та, што ОДНОС aЛc'flvapCKC (},-,ие 

,на којnх I/сrШРНflХ стеиена свију грешака многОбројног низа посмаmршьа uрема 

/--bltХОВО"Н (}(ЕlIlmем броју S треба да се приближава нули са увећањс"н броја S. 

И. ;-I<lиста, д.е-лећи све греШI<е на напред ре4ене групе, имаl-iе,~ю: 

али пошто Ђе у овој суми свакој вредности u са знаком + одгонаратн тшша 
иста преј,!lОСТ !i са знаком -, и, пошто Је р ___ \, =р -:--- ';', то при броју S и 

Нt:паrнuм броју п, мора бити: 

" , " ~ 

s о ...... ,., ... ,. (К) 
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40. Израз вероватвости случајве греlШ<е. 

Алгебарски се облик ј (6) oдpe~yje најПРОСТllје овим реЗ0новањем: За
мислимо, да се гађа И3 револвера у 0значену тачку С (сл. 1.0.) на мети. Ако 
уобрззимо ИЗ С два, ма какна узајамно управна правца ех и 
СУ, ТО tie се вероватност одступаља ПОГОТК8, од првог правца 

~:Ш величину х и ОД другог за величину УЈ изразити том истом 

ФУНЮlијо.\! 1(6) на овај начин: 

p,=f(x).dx и ру=Лу). dy; 

сл. 10. 

пошто пак оба ова одступаља треба сматрати за независне један од другога*), 
то Ђе вероватност укупног љиховог посrајања, - тј. да тане погоди у беско
наЧНD : .. илу површину Ј = dx. dy, са координатама х и УЈ - бити, на основу 
'-IЛ. ЗS. Г.1. у'" 

Р< = р, .ру = ј(х) .Ј(у). а. 

AI<:D бисмо пак З3 правац једне коорцинатне осе узели праву Со, добили 
бисмо, као координате З8 ловршиницу еЈ, ове вредности: г = V х 2 + у2 И О, И 
тада би се та иста вероватност ра изразила овако: 

. р,=ро.р,=ј(О).ј(г).а; ...... (1) 

па абс:)г тога треба да буде: 

(х) Лу) =ЛО) лг) или Igj(x) + Igf(y) =lgf(O) + Igf(r). 

Овом се једначином и одреljује функција I Јер диференцирају!;и 1е прво 
по х а заТlН\ по у, добиЂ.емо: 

dlgj(x) _dIКЛГ) dr_d/gf(r)х d/gf(y) ------ -----и 
Јх lјг 'Јх d/" Г dy 

d/gf(r) у . d/gf(x)_d/gf(y) 
Јг 'г' ТЈ· х.Јх - y.dy 

dlgf(r)= _ 1 
гдг s2 

1 
где - ;2- означава неку константну н:оличину, свакако негативну, јер се f (х) са 
повећавање.~' променљиве х мора смањивати. 

Даље излази: 

d Igf(x) = _ x~~x. х' 
Igj(x) =lgK- 2,' 

и наПОСЛСТI{У: 

х' 

2,' 
ј(х)=К.е .. (2) 

!\"()нстантна КQЛИЧl1на К, у коју се претвара ј(х), кад је х=о, лаl{О се 

o~{peђyje на LЈвзј начин: Изразивши елементарну површину cr са поларним ]{о

ординаТаЈ\\а ,. и е (сл. 10.), добиt.емо вероватност да се _у њу _ ПОГОДИ - на 

основу (1.) IJ (2.) - У облику 

--
Ра = К2. е 

2 Е2 -
.dr.r.d8; 

*) 1. 130trand (Calcul des probabllites 1889. сТр. 29.) а 1'а«о исто и Н. -Po:incare (Calcul des 
pi-оЬаbiJit6s 18('6. ор. 20.) не деле то миwљење. .'_ 
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интеграл пак тога иарааа од 8 = О до 8 = 2" и од r = О до r = <= треба да 
буде раван јединици, јер се вероватност, да се погоди у мету бескрајно вели
ких ди.'!\ензија, претвара у сигурност. 

откуд 

Према томе треба да буде: 

, 
К= &v-z; 

х' 
I - 2,' 

Уопште пак БИЂе f (х) = -Ј-7=, е па због тога вероватност р" --
~ l' 21': 

да се УЧИНИ, при ма каквој врсти мерења, случајна грешка D" која се налази 
d6 dLc. 

У уским границама између 6 - "2 и [; + "2' - треба да буде изражена овако: 

/'" 
р/',= ' е -,,' d/', , , ' , , ' ,(1) 

~. & 

41. Највероватиија вредност мереве кодичиве. 

Када се за адреljивање какве Rоличине х врши доста велики број s под
једнако повољних мерења и када се отуд добију више или мање различите 
једна ОД друге величине ОЈ' 02. Оз, . . • • . . . all то Ђе се грешке свих ових 
посебних резултата, иаразити овако: 

. . . . . , ' , 6, =а.-х,. . (3) 

а ако претпостављамо да су оне сз,,-о случајне, онда Ђе вероватности њихове, 
на основу формуле (Тј, бити: 

Али се појава .ма какве грешке у једном посебном ОД тих мерења може сма
трати као прост догађај, који нема никаквог утицаја на остала мерења; стога 
не вероватност укупног постанка целе системе напрец споменутих грешака 
у низу ОД s мерења, као сложен ог цогаljаја, - бити 

( 
d/', ) ',_,', ' е -, ",~ (, 6, i +, 6, Н, " 

р= Р1' Р2' Рз· .. РВ = V21t (4) 

Не знају-kи истиниту величину Х, можемо чинити о њој врло различите 
претпоставке, при чему ће нам свака од њих дати потпуно одређене величине 
грешака: 61' 62 ... 66 И довеШЂе нас до неке одређене величине вероват
ности Р. Оне претпоставке о вредностима за х, за које би грешке биле вели
ке, имаhе сразмернс> мале вероватности Р, па због тога оне треба да буду одба-



чене, а најбоља претпоставка за величину х БИЕе она, Аа коју Р испадне нај
веЕа тј. за коју сума ~6'~6~+6i+ .... 6~, која улази у образац (4), 
испадне најмањз, а за то је неопходно потребно да буде: 

или . . . . (5.) 

заменујУЂИ овде величине 6" 6" ... 6, са њиховим вредностима И3 (3), 
доБИЂемо: 

з одакле 

(а, - х) + (а, - х) + . . . + (а, - х) ~ О, 

Х= а, +а2+аз+ ... + й ј! ; •• , . . . . . . ,.(6.) 

mј. н.ајlJероваmнија вредност мерене количине х јесте ариm.меmичка средина 
113 свих посебних аодједнй1СО СЮВОЉНИХ резултата мерења. 

3на;\1енити r а у С, који је први поставио рационалну теорију СЛУ'-Iајних 
греШal<3 са свима њеним посљедицама и практичким применама, примио је ово 
правило аришмешичке средине за основни постулат и већ из њега ИЗВОДИО 
образац (1) З3 вероватност грешке ма какве величине 6. 

42. Крива и таблица вероватности случајних rpemaKa. 

Константна велиtIина S, ОД које зависи, - као што то показује формула 
(l), - степен смањивања вероватности р!.:,. по мери увеличавања грешке /~, У 
разни,'I1. врстама посматрања различита је и мора бити одреljена само за свако 
ОД тих посматрања посебице. А образац (4) за вероватност Р укупног постанка 
дане системе грешака 6], 62 . . . . 65' У каквоме ниау ОД s подједнаlШ 
ПОВОЉНИХ мерења, показује наиме, да Ђе најповољнија за овај низ величина ~ 
бити Tal-([33, за коју вероватност Р постаје максимална, тј. за коју је 

dP 

~"" Л'+ Л'+ Л'+ + л' 
одакле e:2=~=иl и2 иВ .... U" 

, s , . . (т) 

-" тз}(о да Је;:. средње И3 I<вадрата СВИХ грешаl<а расматраног низа s посма-

трања. Зато се € .Н зове средња квадрашна грешка ИЛИ, t<раПЮЂе раДи, просто 
средња грешка. Она СЛУЖИ као природна мера за СЛУ':lајне. грешке дане врсте 
посматрања и ПОМОћу ње се потпуно характерише таЧiiОСТ њихова, јер знајуtЈИ 
њу, зваllемо вероватности грешака какве год било величине. 

}{ад изразимо, на ОСНОВУ тек што речеl:lога, сваку грешку 6 њеним од

носом према средњој е, тј. бројем t= ""-, доБИЂемо И3 формуле (1) за вероватност , 
р t,~· да Ђе се учинити случајна грешка, која се налази у ВРЛО уским границама 

" ,11 +d' . измеl)У t - "г и t Т.- оваЈ израз: 

p,=y,dl, 
• 

-.+р 
. , 

где)е Yt=vт.- .е ..... 
2 • 

• • • • . . '. . . . . . . . . . (1') 
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ВеЛИLJине YtJ ~a којима су сразмеР,не вероватности РIЈ лаitQ се срачунавају аа 
разне бројеве t и дате су код нас на крају књиге· у таблици 2. Узев пак 

бројеве t за апсцисе а У за орди

нате, ДОБИЋемо криву L М Е А Е, М, L, 
(сл. 11), која очигледно представља 
закон смањивања вероватности слу

чајних грешака са увеЋавањем њихо

вим у једну или другу страну од 

нуле. Она се приближава 1<а апс-

сл. Н. цисној ОСИ истина ОСИМПТОТИЧКИ, 

али врло брао, тако да се већ при t = + з скоро сасвим слива са ЊП('ј\е (веро
ватности грешака постају потпуно ништавне). ИСТО тако није се теш!;о убедити, 
да испупчење њено прелази у УГНУЂе у двема тачкама прегиба Е и Е" које 
одговарају вредностима (= + 1. 

Заиста, 

" , 
Yt = - у2т: 

__ 1 f 
е 2 + ' 

V2< 

1 , 
1 -Tt, 

~~te v 2,.; 

1 
('е -, f ~ , 

1/2т. 

У," =0, т. ј. {'-1 =0; (=+ 1. 

1 --f 
е 2 (1.-1), 

Одредимо саЈЈ,а дефинитивну вероватност Р (t), да грешка у'-шњена у не
ком посебном посматрању, неЂе преваЗИЂИ величину + t, тј. да она неЋе ИЗИћИ 
ин гра-ница + t и - [. Очевидно је, да ради тога треба узети суму вероват
НОСТИ Р! за све' МОГУЂне величине t, које се налазе између даних; по томе се 
добија: 

1 

f' (1) = df = 2 /Y'.dt~ { ;. 
-1 

__ 1 f2 
2 

. dt. . . . . (п) 

Интеl'рал, који овде улази, изражава собом ПОВРШИНУ криве веРОВ<tТНОСТИ, из
ме1јУ ОРi1инат. MQ и M,Q" које одговарају ОПСЦисама + t и - t. Он се мо· 
же срачунати развијањем подинтегралне ФУНlщије у свршени ре)]" уређен III 

стеПеНИ.\\а ј али се још -простије добијају његове бројне веf1ичине, ;за РЈ3Н( 
uредности 'f, по методи квадратура, тј. простим сукцесивним сумирањем вели 

"""а .; - (уо + у,) df, + (У, + У,) df и т. д. при чему је, 3. интервал dt између сукце 
сищ-\их ордината Уо, УII Yz И т. Ц., довољно узети dt = 0.1. Т!!!'!\ су наИ,,!\1 
начином и Аобивене величине Р (t), које' су цате у таблици 2. упоредно с 
величинама Yt. 

Треба аапааити овде још и то, да је са потпуном строгости Р (1) C~ 1 пр 
t = , стога И3 формуле (п) произлази изме\ју осталог и ова вредност ОДР' 
ђенога интеграла: 

.. -, _ ~t2 . (1t 
Ј е . :l Ј! = V 2:, или 
о 

пак ј;-Х2 dx = ~/-;-. 
. 2 

О 

. . . . . . . . . . . G 
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ПаМОЋУ таблице вероватности Р (1) лако је оцрецити, колико треба ца 
буде греша!i:а, н:оје не превазилазе цану величину + а, у једноме низу од s под
једнат(о IЮВОЉНИХ посматрања, чија је средња грешка равна е. Ради тога треба 

само напи, ПО аргументу 1 = +, оцговарајУIiУ му вероватност Р (1) и помно
ЖИТИ је са s. Тако се на пр. И3 наше таблице 2. одмах ВИДИ, да у низу од 
1000 ПОс.\штрања треба да се деси: 

383 бројној 
, 

617 веl1их 
, 

ОКО грешке по вредности мзњих ац , Е И од , Е 

" 
б8З 

" " " " " " • " 317 
" " • 

" 
954 

" " " " " " 
2 • " 46 

" " 
2 , 

" 
097 

" " " " " " 
3 Е 

" 
3 

" " 3 , 
и ~a Је СI,:ора сасвим невероватно, да ће се десити макар и једна грешка , 
изнад 32 ~. 

Ме1ју разноврсним греШl{ама сваке врсте посматрања интересантнија је 

ОД оста.'lИХ и значајна она грешка р, чија је вероватност Р (1) = р (+Ј = --,}
јер број СIНIХ грешаI<а, бројllО мањих ОЦ те р, треба да буд.е приближно раван 
броју греШi1ка, веЋИХ ОД р. Таква се грешка р З0ве веровашна. Њој одговара
ју!;е ОР;јинате R и R, на кривој веросатности (сл. 11), одвајају шрафирану 
површину, IO)ја је тачно упола мања од целе површине криве LMAM!L!. Пошто 
се из таблипе 2. види, да је Р (1) = 0'500 за аргуменат 1 ~ -;- ~ 0.674, то је: 

р = 0.674. = +. (приближно) . . ... :'. . . . (т') 

У' ,Ј,оста знатном низу извршених мерења, величина се вероватне грешке 
,\юже наl-iи и на овај, MaI<ap и груби начин, али I<оји је ме~утим очигледан и 
диреluан и који потиче из саме њене дефиниције: треба само од свега броја s 
греШЈ!\а ,Ј,анога низа издвојити редом + грешака најближих нули по својој 
бројној вредности, тада Ђе грешка, која стоји на граници измеljу издвојених 

нарtlањнх и осталих -~ највеЋИХ, и бити довољно приближна вероватној. 

43. Потврда теорије случајиих грешака из огледа. 

Сви закључци О релативном броју разних грешака у ма какво,\\ низу 
ПQдједнзко повољних посматрања, које смо извели чисто теорним путем, 
потврђују се исто тако и из uгледа, када је извршеlШ ниа посматрања доста 
,\\Ногобројан. Исто се. тако добро оправдавају ови теориски изводи и при расма
трању природних ПОЈава разне врсте, I<ада одступање љихово од извесне норме 

ПОТl1 сlС са,\lО И3 СЛУ'-lајних узрока. Метеорологија и статистика даје за то 
, . 

,\\НОГООрОЈНС примере. 

а,) Тако например, раст зрелог млаДИЋа некога предела и народности 
заВИСl1 О,], многиХ околности чисто случајног XapaI<Tepa; због тога и одступања 
њеГQва 0.:.\ средње норме не 'Треба много да се разликују од aaI<OHa случајних 
ГРСШiљ:а, ]шји смо извели. Да бисмо се убедили у томе, узмимо резултате 
измерене величине раста 14800 Малоруса од 20 година старости при рекру
тонању IН75 године*). Излази, да на 1000 људи долазе наиме сљеде!ш брејеви 
s људи разн()га раста т (у вершковима**): 

"') Нu~нн()·статистическое о6озреlliе Петер6ургскаl'О 80еннаго округа . 

• *) ! вершок = 0.04445 метра. 
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т < 34 34-35 35-36 36-37 37-38 38-39 39-40 40 -41 > 41 

s 1146 118 244 269 197 88 23 4 

тако, да Је средњи раст то свих ТИХ људи био 

tsт 1:9 
то =" l00~ = 37.3 верш. (= 1.66 мет.) 

" средње пак квадратно uдступање 6, ОД овога, било је: 

.ј ts(m mo)2 
Е = V 1000 -t 1.40 верш. (=+0.06"') 

13ероватност, да раст некога човека одступа ОД то у негативну страну не више 

него за величину 6, тсорно Ђе се иарзаити са -+ Р ('7) а таква Ђе исто бити 
и вероватност, да раст његов не превази-Јје то више него за вели'iИНУ 6. На 
тај ћемй начин НЗ};И И3 табпице 2. сљецеЋе теорне бројеве s' људи СВИХ напред 
покззаних група: 

Раст т 34 35 36 37 38 39 40 41 

L-. =fII-fII" - 3.30 - 2.30 - 1.30 -0.30 + 0.70 + 1.70 + 2.70 + 3.70 

449 323 

ТеОРJlИ број s' 9 42 126 238 

s-s 2-4 + 8 - 6 

85 

276 

+7 

191 

197 

О 

388 

85 

3 

473 

23 

О 

496 

4 

О 

у другој су врсти ове таблице дате вредности одступања 6. граничних вредно
СТИ т раста ОД средњега раста то СВИХ људи; делеЋИ ове дане са средњом 

квадраТl10,\i грешком е: = 1.40, добl1вемо t = ~ са којом по таблици 2 доби-, , 
јама величине Р (1) = р (~) вероватности, да одступања неЂе преЂИ вредност 

грешаl<:а -1.::" = [, не обрзвајуви пажњу на знак; за одступања naI< са oдpe~e

ним 3Hal<O;o,1 + или -, ту вероватност треба делити на пола. Овакве веро
ватности, помножене са 1000, дате су у тревој врсти. У четвртој врсти дате 
су <lш"ебарске разлике OBJlX вероватности. 3а крајње вредности раЗЛИI<е су 
узете од 500. Овде се ВИДИ, да се теорија случајних одступања потврђује до
ста добро. 

Ь.) Узмимо сад пример И3 астрономских ПDсматрања. У току од неко
лико година око 1845. год. мерио се у пулковској опсерваторији врло много 
ПУТU, једним и истим, врло тачним инструмеНТОМ I неки угао о (деклинација), 
који одређује положај Поларне звезде на небу. Примивши средњи резултат И3 
неколико стотина таI<ВИХ одређења, тј. ОО = 88~ 28 f 58."44 за истиниту вели-
9ИНУ тога угла, испишимо сад одступања од тога, тј. 6. = а - О,) за 40 
мерења једне само - 1843. године и поре1јајмо те 6. по ЊИХОвим бројним 
вреДНОСТИ.\13, ~l3ражених у СТОТИМ деловима од 1": 

1
-47-З9-36-34--32-24 -24-17-141--14-13-11-10-7-6-5-5-4 О О 

6. -1-61-,41+35+33+28+25+20+20+ 18+ 18+151+14+13+10+9+7+5+Ч4с2 
Не гледеЂИ на малобројност низа посматрања, који смо узели, све се xapaI<
терие особине случајних греШal,а откривају у њему потпуно задовољавајуliе, 
наиме: 
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б . + 382 .- 342 111 
РаЈУ излази раван 40 . 100 

тавну величину. 

З) З б . Д 1:.62 2.10 
. а средњу грешку • ових мерења до ИЈа се величина .- =, ._ 40 

= 0.0525 или s = + О." 23; ако се са ТОМ велИЧИНQМ израчуна вероватност 
. - 1 

Р (!) = р (:-: ) за t=+ 1 Ј, 1 ТЈ 2, 2т и 3, ТО ве се добити, да се теорни 
бројеви (s') грешака, које иалазе из узетих граница, слажу са онима, (s), 
који су се стварно десили: 

1 1 1 1-'-- 2 1 
З - 2 т • 2 " 

Границе греш. + .1 О," ll,!! 0."23 0."34, О." 46 0."575 0."69 

Теор. (s') = 40 [1 -р (I)J 24'7 12'7 5., 1., O.'~ О., 

Стварно (s) 24 13 6 2 '1 О 

4.) За вероватну грешку р 110биј~ се величина р =-}-. = + 0."15;због 
тога по теорији треба да буде 20 грешака мањих од + О." 15 и 20 грешака 
веЋИХ ОД + О." 15; издвојивши У самој ствари (као што је то показано пуном 
линијом у даном низу грешака) 20 грешака најмање бројне вредности, зауста~ 
ВИћемо се на грешци 0."14, која је врло блиска тачно Cpay.Yfl31oj величини р. 

Из 080['3 примера ВИДИМО још и то, да је највеhа rpeJUI<3, која се деси
ла, тј. 0."61, била потпуно нормална појава, јер је по теорији било МОГУћНО, 
са великом верuватности, очекивати у 40 посматра:ња једну греШRУ изме~у 
О." 57 и 0."69; абог тога неби било ни најмањег разлога одбацивати овај 
резултат (+ 0."61), као мање сигуран само по томе, што он одступа од 
средњег резултата више него остали. Треба YBeR имати у г.иду, да је у низу 
посматрања, који су извршени под једнаким погодбама, исто TaRo вероватна 
и највећа ОД греша1<а, Roje су се десиле, 1<ао и cBaRa друга, посебно узета. 
Само очевидна непажња у записаном броју или пак дире1<тна индикација, на 
неповољне о/{олности, при којима је било извршено посматрање, може бити 
узро/{ томе, да треба или сасвим одбацити добивеии реЗУЛТ(lТ или се ОДНОСНПf 
к њему са мањим поверењем. 

. с.) Ar.:o се обратимо, напослетку, вероватностима ; р<lЗНИХ rрешаI<а 6, 
КОЈе могу Д~ C~ десе у суми од неколш<о табличних логаритама или и других, 
ма КЭi{ВИХ ОРОЈева, узетих И3 таблица извесне тачности (ЧJI. 37.), то ћемо 
~видет.и, да се и оне, са повеЂањем броја п са6ирака, све ВЈ!ше и више при
ЈЛИЖУЈУ опште,\l обрасцу вероватности случајних греша1<а. И заиста, ако са 

:реДIbИМ liвадраТIIИМ грешкама .~ =-}(0.5)' (при п =4) и оЈ = ~ (0.5)' (при п ~ 5) 
fаijе!\ю, /Ја таблици 2_" у КОЛИКО ЊИХ од 1000 случајева греuша Q не треба 
\3 ~зађе ~.з граница +0.], +0.3, +0.5 и т. Д. И зко сравнамо такве теорне 
'раЈеве N са стварним N, који пати чу од даних s и S таБЛllце чл. 37, - то 
,е се показати само сљедеЋе разлике. (N' -N); 



. 

Границе I при f}= 4 

ГРl?шака 
, , N' N'-N ... , 

. -

-0.1 и -ј 0.11 138 +2 
-0.3 +0.3 391 +5 
-0.5 . О' -- .Ј 614 +4 
-0.7 "·0.7 [ 715 -1 
-09 .,-0.9) 881 -1' 
-1,1 +1.1 I 943 -9 
-1,3 + I.З I 916 -8 
-1.5 +1.5 991 -6 

1-1.7 
--;--1,71 996 -4 

-1,9 ,1.9 '[ 999 -1 
-2.1 21 1000 -о , ' 

-
при п = 5 

, , - -N' N' N 

123 +1 
358 +2 
561 +1 

1 
122 -2 
836 -6 
912 -7 
956 -8 
980 -1 
992 -4 
991 --2 
999 -1 

На тај начин, ПОВОЉНО је сабра
ти 4 или 5 табличних бројева па 
да се вероватност разних могуhних 
грешака у њиховој суми веn довољ
но лепо изрази формулом (п). Због 
тога Ђе се и вероватна грешка р 
те суме само врло мало разликовати 

од величине 0.67 в, која се (Jдpe~yje 
по формули (т 'Ј, 

Задаtе: 

Пошто је 40 пута била измерена 
величина а, сва су одступања' 6, 

I измерених величина од истините а Ј 
била иеписана рецом по величини 
од највеЋИХ негативних ДО највеhих 

позитивних; али је последњих 8 бројева уништено преливеним мастило.Vi, тако 
~a су остала само следеtа 32 оцступања 6.: 

-3,7 -2.3 -1.4 -0,7 -0,2 0.0 +0,5 +0,9 

--3,1 -2.0 -1,2 -0,7 -0,1 0.0 +0.6 +1,0 

. 2,7 -1,8 -1,1 -04 • -0,1 +0,2 +0,6 +1,3 

--2.6 -1,7 -0,8 -0.3 -0,0 +0.2 +0.8 +1,7 

Одрс~ити ПО овим непотпуним подацима средњу (.) и вероватну (р) гrешку 
извршсних мерења. 

[\ошто су вероватности позитивних -и неrаТИ6НИХ одступања једне и исте НСJlи'Н!не :i 
Једнаке, то највероватнија вели-чина I:Д2 за несталих 8 позитивних одступања треба да буде 
таква иста као и за првих 8 негативних, наиме: 

'" 8 
~ I'I'=~ 6'=52.8. 
3з I 

Отуд 

.'= ,~(~6'+2f6')= 14.6+105,6 =3,00 
9 1 40 

И,1И :;: =_-: -~ 1.7.3 а р = ~ е= + 1.15.l<аоконтрола за нађену величину р може ПОСЈIУЖЮИ 
то, ШТО j~ У даном низу број одступања, по бројној величи-ни мањltх ОД 1.15, Зilиста ранан 

- ~--- 40=20. . 
2.) Колико је велика вероватност, д,а Ђ.е грешка у суми од ltJ логар и

тама, ва~ених у таблицама интерполовањем, иааЂИ веЂ.а ОД 2 јСАиницt:: llослед
ње деЦШ,'iале ових таблица? 

ЕеЗ интерполовања би средња rрешка t те суме (110 чл. 37.) била 0.51. 

и\!теРПО.lOнањем она треба да буде приближно за V2 вена, тј. 0.5 V 20 , 
З 

тог,\ ће тращена вероватност бити; 

1-Р 11-) . 1-Р (1,55)= 1-0,88 = 0.12, 

_! ~ а са 
3, 

1.29; због 



r л А В А VH. 
ТАЧНОСТ РА3НИХ РЕ3УЛТАТА ДОБИВЕНИХ И3 ПОСМАТРАЊА. 

44. Средља и вероватва грешка ма :каквог резултата. 

В~1Дели смо, да се вероватности различних грешака, својствених ма 
каквом '\\ерењу или посматрању, потпуно одређују веЛИЧИНDМ Е средње грешке 
многих посматрања исте каЈ<воЋе. У ТОМ смислу и треба увек разумети сн:ра
Ћене изразе: "средња је грешка таквог и таквог посматрања равна z" или 
"такво и такво посматрање подвргнута је средњој грешци Е". У ТОМ се ИСТОМ 
смислу понекад оцењује тзчност посматрања и ПОМОћУ његове вероватне гре

шке р, која је увек приближно равна --} е. 
Затим, каца нађена И3 лосматрања количина х улази у извесан низ 

раЧУIIСI{ИХ радњи, ТО Ђе и резултат њихов Х = Ј(х) ИЗ3ћИ више или м,,"ње 
погрешан, што эависи како од средње грешке Е количине Х, тако и од низа 

рачунских радњи, које су са њим извршене, т. ј. од облика f (х). Али, пошто 
раЗЛИЧНЮ1,- МОГУЂНИМ, случајним грешкама 6 количине х одговара, у резултату 
Х, читав низ случајних грешака О, та и тај низ има своју средњу грешку Е, 
чији је квадрат раван аритметичкој средини иа квадрата свих О. Помоfiу те 
срсдњс грешке се и харектерише тачнаст резултата Х. Према томе и скра
Ђени иараз: "средња грешка реаултата Х је Е"- треба разумети увек у том, 
напред објашњеном, смислу. 

Код најпростијег случаја Х=ах, када се количина Х,-која је добивена 
из посматрања са средњом грешком ЕЈ - множи са неким сталним бројем а, 
им.аЂемо уопште D=ct.l1; абог тога Ђе, очевидно, и средња греШI{а Е резул
тата Х бити 

Е=аЕ ..... . , . , . . . 

45. Средља грешка ливеарве фУНlЩије иэмерених количина. 
, 

Одредимо најпре средњу грешку иарааа 

Х=х+х
/

, 

. (1) 

т. ј. суме ИJlИ разлике двеју количина х и х', добивених иа независних међу 
собом посматрања са средњим грешкама Е и Е/, 

Као што је веЂ речено, средњу грешку s количине Х треба разумети 
као средњу !{вадратну иа огромног броја s случајних грешака: 

D.1 , .62, L.З ' . , , •.• L:::. s , 

КОЈе би се могле десити у њему са подједнаком вероватности, т. Ј. 
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1:6' .. 6:)= . , 
На сличан начин треба замишљати и број Sl случајних грешака 

,(оје ОЈ,Говарају количини х'; при чему је: 

."= +(6;'+6;'+ 6;' + 
'2 1":6.'2 

".6,,)=,.. 

у СУ,\Н1 llaK ИЛИ разлици х+х' могу се десити са једнаком вероватности све 
МОГУћllе комбинације грешака !::. првог њИХОВОГ низа са грешка.'dа <,\' другога, 
т. ј. сљедеliе грешке О: 

6,+6; 6+6' . + 6' : . . 
и~' ,- , из - , ,-' '--" I 

6, + 6; 6 +6' 6, + 6; 6' _ :::г ~.' 'Ј ,- , , . 

О= 
• · • 

6 +' · . , - +6' •• 
,-и,. ь. -т- и i..i з - " . • . . Li s =".' ": ,- " 

Узе:вшн сада суму њихових квадрата и поделивши Је са њиховим 6роје.\\ S =S5' 

наЋИћСМО: 

Е'- ~O' _ ~ (s' LOј+2Д~6'+~6"). 
- s - ss' 

=s'I6'±2~6 .. 1:6'+sI6-'.'=I6' .,.2 );6. );t;' +!~2 
SS S S S S 

. . б . ј;", о ~, о . 
али пошто је, према ОСНОВНО] оса ини СЛУЧЗЈНИХ грешака, s = И - ~~_:...-~ Ј то ЈI 

Е2=е?+Е'2 .. . . . (2. 

у случају алгебарске суме Х=х +х' + х" трију независних JeAI," о, 
друге I,-оличина Х, х' и х", а које подлеже одговарајУЋИМ сре;Ј,ЊИ,',l греШI{ая: 
Z, z' и Е", можемо сматрати (Х+Х') као једну количину са СРt.:;l.ЊОЛ\ греш 

ком ~/ S2 + s '2; због тата, - на основу тек што реченог, - изла:'!и ~ ца је 

О'lеВИ;Ј,IЮ 
бити 

Е2=в2 + е:'2+е:"2. 
Је, да liе и при ма каквом броју s сабирних 

• 

E2=S2+e:'2+e:"2+ S"f2 +. 

у специјалном пак случају, када је е: = в' = 6:" = в'" 

E'=·VS. 

количина х, х ,Х " 

. (3. 

Д(јбиtit: се, да ] 

(4 

l]римењујУћИ, напослетку, формуле (1.) и (3.) на ма какву Jlинеарну фун" 
цију Х количина Х, х', х" I Х"', .... , добивених из посматрања, независни 
међУ собом, са средњим грешкама Е, е:' I в", 6:"'1 ..•..• т .ј. 11а образац 
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Х=ах+а.' х' +u."х" +а.lflх'" + • • • • ј 

на-nи tе.\Ю средњу грешку Е таквога резултата Х у ОВОМ облику: 

. . . (р.) 

Наuо,нена. Формулом (4.) до"азује се још и повеl;авање средње грешке 
у суми ОД неколико табличних логаритама сразмерно са квадратним кореном из 

броја сабирака (чл. 37.), јер услов, да је r.;\ =О,-на коме сезаснива ДOlШ3 
фор."УЛС (2.), (3.) и (4.), ~ вреди исто та"о и за грешке у последњој 
јеПИ!ЈНЦИ бројева, који се узимају из таблица. 

45-а Примери за објашљеље. 

flри.lli!јЈ Ј. Из ЧЛ. 41, видели СМО, да када се И3 непосредних iVlерења 
извесне I~О.'lИLlИне х добију за њу подједнако повољне вредности ајЈ а2Ј Gз • . .. a~, 
онда ЈјС највероватнији њен резултат бити средње аритмеТИ4КО 

х=а1 +а2 +Qз+ ..... аз. , 
Ако сад средњу грешку ових мерења 0знаЧИМQ са ЕЈ ТО ће се средња грешка 
Ех таса резултата х одре,~ИТИ, на основу формуле (р), овако: 

. . . . . . . . . . (5.) 

ПРИ.llер lI. На геодеrском мерењу некога доста великог растојања D ломоtу 
ланца, ЧИ J<l је ilужина равна а, добивено је 0= sa. Узрок нетачнuсти таКВ{Јга .\lepeIba - . 
Ј'>10же ОИТИ прво У томе, што дужина а самога ланца НИЈе позната потпуно тачно 

већ са HeKO.i\ средњом греШt(ом ва а друго, у различним случајним греlllка~Ј. 
при појС;Ј,ИН,l LШИМ одмеравањима ланцем, чија средња греш[{а нека буде s. 3бог 
првог јјС се узрока накупити у D средња грешка Еа = S ~a а због друге ће 
пронаа!,,, у [)=а+а+а+ ... a·~ на основу (4.) ~ средња греш!(а 
Еь = ~ I .----;:; због оба пак узрока укупно, резултат Ье мерења бити подвргнут 
среДЊОЈ грешци 

ИЛИ 
Е Е ( . ~=~= [")'+[')' I D sa а а . s' 

Пре~1Ј TO~le релативна грешка ~ мерења дужине О, многокраТIIИМ 
одмеравањем на њој, меро_.". а, - у толико је мања, у колико је број S тз!<вих 
одмераваља веtи~ 

I1РIIЛlер 111. Узмимо да се "оличине х и у oдpe~yjy И3 двеју једнач"на: 

х+у=а и 2х+у=Ь, 

где су и а 11 Ь нађене мерењем са ИСТОМ средњом грешком ~. Тада иалази, да је 

х = Ь - а са средњом грешком S:X = Е v2 

y=2a~b " " " ',=.У5. 
9' 
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Али, ако би после тога требало одредити средњу грешку er разлике t = У - Х, 
то - на основу опште формуле (р) - никако не би требало уаети, да је 
:;~ =- s~ -[- s; =7 =:2 t јер х и у зависе ОД једних и истих погрешних величина 
а и Ь. У томе, случају, за одредбу е:" требало би изразити прво саму величину 
r по;\юЋ.\, а и Ь Т. ј. написати: 

" . 
г=у-х=3а-2Ь; 

после чега - на основу (р) -. тек иалази, да је 

-'-9.'.1.-4='-13·2 =,- ,. - .. 

46. Средља грешка ма каЈ(ве фувкције измеревих количина. 

Да одредимо сада средњу грешку Е реаултата Х, када је он представљен 
у оБЛI1Ј{), .\\а какве непрекидне функције од неколико количина х, х', х" ... Ј 
нађених И3 независних једно од другога посматрања са средњим грешкама 

! /1 • • •. . ТЈ -,::о,.:., .... , . 

Х=ј(х, х', х", .... ). 

т ада можемо ставити: 

+ ' '+ ' х=хо Ь.Х, х =хо 6Х, '1 "+ " х =хо f:,.X.. .. , .. , 

где X1!, X
f
;, X~J . . . . • • . представљају ма какве приближне вредности I<ОЛИ-

, " h ЧИl1а Х, Х, Х, ••.•.•• , макар и произвољне, али потпуно одрс.}ене, 

а _'_,Х, ~ Х', 6Х", . " .. врло мале њихове поправке (корекције), I<oje пе овде 
већ И.\lати исти ~начај као и све Moryl1He случајliе грешке извршених посмз-

, " 
трања а тако исто, као и напред споменуте дане средње грешке Е, Е , Е , . . . 
l{aLJ; развијемо затим функцију f у ред по степенима малих величина .:.:..,Х, L.X', 
',х".' " " " . и задовољимо се при томе само њиховим првим степенима, - до6ИЂt;МО: 

где f (X1) , x~, x~, .... ) и коефицијенти код ДХ, 6Х', ДХ"Ј .•.. представљају 
потпуно одређене величине, које одговарају изабраним вредностима Ха, x~, x~, ... 
I{з,'1. lЈРС,Ј.ставимо на тај начин Х у облику линеарне функције количина 
ех, ех' , х",.,." имаtемо -- на основу формуле (р): 

Е' - ( df )2 '+ (.liL)' "+ (.liL)2 '" + ( ') ___ е: ,е: "е:: .. ,.р 
dxo dXtJ dxo 

Ако је пак зависност Х од Х, х', х", изражена скривеном функцијом 

f (Х, Х, х', х", " ) = О, 

то ће СС, диференцирањем њеним ПО ХЈ Х, х', х" I 
цијаЛIIИ израз за мале прираштаје .:.:-...Х, .6х, ДХ' Ј 

. , добити овај диферен· 

[.liL] ,l\,X+ r d/] ч+ 
dX о tlx. о 

" . 6Х Ј •• 
. , . . 

(df) ,+(df] "+ dx."O.6.X dX"O'--'\Х ••.. о 



I 
А затим ће се - на основу преljашњег - средња грешка Е количине Х 
олред;ити овако: 

1~·12E'= 1~)2., + I df ,i2.'+ I d~)2."+ ....... (р") 
ЈХО \dxO ldx)U \dxO .. 

Да би се, на пример, одредиле средње грешке Е и Е' образаца 

Х=хх' и 
, х 

Х = х' Ј 

.' , - у I<ОЈима независне Једна ОД друге величине х и х подлеже средњим грешкама 

::: и Е:', - простије Ђе бити, ако им прво дамо логаритамски оБЛИR: 

19 Х = 19 х + 19 х' и 19 Х' = 19 х -lg х' 

а затим ће се, из диференцијалних израза 

6Х 6Х+ 6х' 6Х' 6х 6х' ---- -- и -------, 
Х - х х' Х' - х r 

- на основу формуле (р") - добити: 

47. Тежине (важиие) разних резултата. 

I{ада се из непосредних и подједнако ПОВОЉНИХ мерења КОЛИЧИН~ .Х, -
које не садрже у себи никаквих сталних грешака (чл. 37.) већ су подвргнут о 
сз.\1О случајној грешци г, - добијају врло различите вредности аЈ Ј а2 , GЗЈ .... а., 
ТО је са унеличањем броја s таквих мерења, могућНО учинити, - гонореЋИ 

. '.. 1(+ 
теОРИЈСКИ, - да средља грешка Ех :"= ~/s наЈвероваТНИЈег резултата х = s а Ј 

а, + .... + а,) буде колико год желимо мала (чл. 45.); за дане. и <, тај се 
број одреljује .' s=-" 

~ 

На тај начин, сваки се резултат Х, који подлежи извесној среДЈЬОј грешци Вх , 
може расматрати, као средњи из подједнако повољних резултата, који подлеже 
произвољној средњој грешци в. 

На тој основи је лако наtш највероватнију величину количине Х И3 неколико, 
незаВИСllИХ један од другог, његових ·ре'3ултата Х., Xz, хз, ... , који подлеже 
различ"и~ средњим грешкама ВЈ' ~, Вз, .... .- -Ради тога треба да представимо 
себи све те резултате Х., Х2' хз , •••• као средње':~итметичке И3 подједнако 
повољних посматрања. подвргнутих некаквој, једно(и 'Встој средњоЈ грешци э и 
одредимо T3I<BC бројеве g., g2. gз, .... ових посматрања, те да буде: 

·0 r'i; = Е], 

ТЈ· 
~ 

g]=~, 

" 

·0 v 8з =.$3, ••••. -. 

~ 
ЕЗ=-:2' 

Еј 

. . . . , . . (q) 



• 
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Тада Ђемо за количину х имати неки уображени број G = gl + g, + g, + .... , 
подјсднз!{о повољних величина, чија fie општа сума бити, QчеВИllНО, равна 
gt Х 1 -т g2 Х2 -+- gз ХЗ + ...... па Ђе се, због тога, највероватнија величина за х 
и њена срсцња грешка Ех цобити - на основу чл, 40. и ЧЈ1. 45. - овако: 

, 

" " 
(q' ) 

>; ---

-'-';0 - rgl +g,+g,+ .... 

Бројеви а, gl, gZt gЗI ..... I - који су обрнуто сразмерии квадрат има 
среџ,њих грешака разних резултата Х" ~, ХЗ1 """ - зову се тежине (rзажнне) 
ОВИХ реi)ултата; ПОШТО су пан: све оне сразмерне јецној и истој, потпуно ПРОИ3-
вољној ве.'1Н'IИНИ ~, ТО оне дају само релативан појам о тачности Х, X1 , Х2 , Хз, .... , 
- ако lIије објашњено, каквој баш сред,њој грешци 80 одговара тежини g'I)/ I{оја 
је узеТЈ за јединицу тежина. -

48. Тачност одреl;иваlЬа средље грешке ИЗ огравичеиог броја посматраља. 

При одре~ивању средње грешке s КaI{вога низа подједнако повољних 
пuсматрања, по величинама ДОбивених случајних грешака 6, ~ средња ,{вадратна 

... ~ ") 

вредност --=::.....:,- може да се разликује од истините величине в~, јер број 
s 

ПООiатрања s може бити стварно доста ограничен а не бескрајно велИi<И, 
• ~ /';:.2 

како то тражи теОрИЈа. 0значимо ту разлику s - е2 са "fJ и одредимо срсfl,ЊУ 

нелич.ину љенога квадрата, јер она може бити и П03ИТIшна и негативна. 

Рз,~и тога напишимо 'Г? у оБЛИЈ{У 

·}(i'Л'+Л2.,,+ +Л'Л'+ л, Л')_2~6'_, _"о Т::;Ј ~,L.\2 ЦI ЦЗ ••• " Ц2 ЦЗ •••• u s_' ЦS s ~ +;:, , 
~6' 

затим, поставимо овде у место s истиниту вел_ичину е2, а у место суме 

(."" .,.'+ +л,л,+ ,Л') s(s-I), . ~ 1 _' '2 -1 -1..:...':.3 ••• U2 L1З ••• 6 S_ 1 US средњу, њену величину I '2 в; Јер 

у тој суми можемо приближно узети, да је средња величина сваког сабирка 
равна ~:~2=E4 а брОј сабирака да је раван броју комбинација по два елемеllта 
из $ј тих е.'1емената: 6~, 6~, .... 6~. 

1 . 1 
Што се тиче суме s (6: + 61 +, . ,+ 6:) = s 1: 6". то, "ад поделимо 

свих s грешака на групе по њиховим бројним вредностима 6 1 ,62 ,:iз ....... , 
као ШТО је то _ показано у' "ЧЛ. 38., и, tЩЦ претпоставимо да је број грсшщш у 
групз.\\з респективiю раван 5" 52' 5з .... , '- онда Ђемо добити да су вероват-

ности, - да Ђе грешка припадати одређенОј групи, - равне 7-' ~ , s; ..... ) 
. 38 Т .' 1 ~ .'" _ '1 . 4 . 

КОЈе су у чл. . 0значене са PD.I' Р62, PD.з, _"... э:да 1e.s~ u - s и] т 

~2 ~ii + ':1 .6~ + ... = ~ 64р/';:., а тачна велич.ина те суме (при бескрајно 
великом броју s) треба ца буце, - на основу формуле (ТЈ и (1'), - оваква: 
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J:l\' 1 Ј+·М. -6' d 6 Г+Ј- , ==-=1:6' Р6. = . 6' е 2" -=.' 2- -TI' t' dl' Б {21i It 1t е , 
-оо О 

"ад снизимо степен множитеља t' у подинтегралној функцији делимичним 
интегрирањсм, биtе: 

2:,-,' ./ТЈ· =-+1' ЈТЈ= -+1' (. "Ј -,- c=.'v -;;--. е t'dl=.'V -;;-- (-1') е d-Tt = 

о о 

- Iс;.а оо I ---f --f 
=.'{: -fЭе 2 +3.'( :Jl'e 2 dl. 

о о 

Први се сабира" за обе границе претвара у нулу. Кад се други сабирак интегрира 
деЛИhШЧНО још једном, - доБИћемо: 

= '" -ТГ 

+ 3 .,{~ ,[е dt, где]е 
о 

-t'e 
--' ('= 

2 

10 

опет равно нули. При I ~ оо, формула (п) треба да да]е 

, . 
~ -TI' 

Р (оо) = { : Ј е dl = 1 (чл. 39.), и због тога 
о 

6.s
2

=3=:4, 
s 

На тај ће начин изаЂИ, да Је 

·~-=~S+ е4_2е:4 + s4=-s4 ИЛИ "fJ=+s4 _, ) 3 4 s-J 2 {Т 
s s s s 

Нероватна паl( величина раЗЛИl<е УЈ БИће равна 

2.r.---- _:_2{2 Е;;2 
3'--3 v', .' = + у,- (приближно, узимају\;и да је 2 v2 = 3); 

на тај начин Је 

2::62 ( l' .'=--. 1 + ysJ и 
. . 

.=./1:lI'(l+ 1 Ј+= 
V' v s 
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v I6' ( I 1 I I ) = , 1±·Vs+g ,+······ 

1 
или, кад И3 заграде избацимо све чланове ступња изнад Fs' онда Ье бити 

<=.гwr 1+ 1] _.!У6'=+ 1 (~6' . V,--t -2Гs .' V,-- -2Гs " 

т. ј. разлика иамеђу величине средње квадратне грешке. иV~f' карактерише 
1./" 1 1 

североватном грешком+ 2ГsV :E~ или+ 2Гs e, илирелатив.грешком+ 2~ 

Према томе, у примени теорије случајних грешака 'на сгварним посматра
њима какве било врсте, треба увек имати у виду, да како средње грешке, тако 
и тежине, које карактеришу тачност посматрања, никада не MQry бити срачунате 
тачније него са двема цифрама; јер се а2 и е: р,обијају, -' чак и при врло 

веЛИКО!l\броју s=100, -тексата~IНОШt.у+ I'~ и + 2~ њихове властите величине. 
3адале: 

1.) Сума и раалика цвеју количина х и у измерене су са јецном истом 
средњом грешком Е. Каквим Ђе средњим грешкама Еж И ~y бити ПОДElргнуте 

величине х и у, које отуд произлазе? [Ех = Еу = r 1>2 ]. 

2.) У сферном троуглу АВС дане су: цве стране .ь и с са срецњим 
греШI<ама ОО = " = + 1". о а угао међу њима А са срецњом г~ешком Од = : 10". 
Са каквом таЧНОШЋу може бити срачуната, ПО тим подаци мр, треЂа страна а 
троугла, 11, каква Ђе бити та таЧНQСТ у специјалном случају, Чада су приближно 
Ь =с=30' и B=C=60~? .' 

На O~HOBY реченога у ЧЛ. 26, дифереНЦllјаЈЈНИ однос међу ГРQшкама 6а, л Ь И i:::.A 
бине овакви: 

Да=6Ь.соsС+6с.соs B+6Asinbs;nC. 

абог тога Hf', при даним средњим грешкама, бити уопште 

"2 Еа =ros2C+cos2B+IOO.sin2 bsin2 C 

а при напред речеаим величинама Ь. с, В н С имази, ,ца је 

уга() 

"21111377 " • =~+~+ оо ~·~-~ИЛ., 
(Ј 4 -4 '4 4-4 " = + 4"4 . - . 

З.) Разни посматрачи са разним инструментима нашли су за ненакав 
ф ове величине: 
• 

91 = 59" 46' 21"71 • са вероватном грешком р, = + O~ 12 

1.f2= .38 • • • р,=±0.08 

Ч'з = .46 
" " " рз = + 0.05 . 

Одредити највероватнију величину ~ и њену вероватну грещку р,. 
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Ако за јединицу тежинА узмемо тежину резултата, чија би вероватна грешка Ро била 

равна + о'.'] О, то би тежине -даних величина f 1, р2 и ifIз биле: 

(о. \0\' (о. \0\' {о. \0\' gl= o:I2J=O.7,gz= 0:0&1 =1.6иgз=\(ј-.-Q5} =4.0; 

узевши, ради I1ростијег срачунавања, 59046' 2(50 = РО. добиliемопо форм.улама (q) и (q'): 

~ " ._+" '''-+004 ,,- - V g, - .. 

4.) Какав треба да буде број s подједнако повољних посматрања, која 
ПОДЈЈеже средњој грешци Е, па да највероватније одступање ОД нуле алгебарске 
суме s грешака 6, које су се десиле, буде ранио + 4 е? 

На основу формуле (4) ЧЛ. 45, средље квадратно одступање ОД нуле суме s случајних 
грешзкз Р3ЈЈНО је + t J!iS , највероватније пак одступаље биliе + -} t Гs: због тога треба 

да буде ~ "' \-'s = 4 е: или S = 36. 

5.) У глави IV чл. 33. Ha~eHO је било интерполовањем 

у= 
] 

243 [- 4у, +20.0у, + 72уз - 25у.] =0.3296.3 

Каква је средња грешка Еу тога резултата у при претпоставци, .Ц~ сваки од 
бројева у" у" уз И у. подлежи (по чл. 36. гл. V) средњој случајној грешци 
~, = ]0-:0833 у четвртој децимали? 

По формули (р) чл.44.добија се ,; = 0~~~3 [(-4)' +(200)' +(72)' + (-25)2 Ј = 

= 0.0596; према томе је Еу = + 0.24 У четвртој децимали. 

10 
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r л А В А VIII. 
МЕТОДА НАЈМАЊИХ КВАДРАТА. 

49. ДОВОђеље јЕщвачииа ва једну и исту тачвост и ва лииеарпи облик. 

На ПрЗКТИЦИ се врло ретко дешава да се нека .Тражена I<оличина Х 
одреlЈује из непосредних њених посматрања или мерења. Најчешhе пак добивене 
из посмаТРЈ.ња величине N! I N2 , Nз ••.• Nз зависе ОД неколико непознатих 
r.:оли'НШЗ Х, У, Z .... , при чему је та зависност изражена ма каквим, потпуно 
одреi)СI!Ю\ функцијама: 

N,==/, (Х, У, Z ... ј, N'=/2 (Х, Y,Z ... ј, ... N,=/. (Х, Y,Z ... j ... (1.) 

1(ад би број а тражених Х, У, Z, ... био раван броју s даних јецна"ина 
(1) и "ад Met,y овима неби било ме1јусобно иденти"них, то би се за Х, У, Z, ... 
i10биле, разу.'Ле се, потпуно OApeijeHe бројне вредности: 

X=F,(N"N2,···N,j, Y=F,(N"N2 , ••• N,j, ..... . 

а CPCA!LC би се грешке њихове одредиле по средњим грешкама величина 
N j • N2 ••. , • Ns на основу општих правила предње главе. У случају пак да је 
8>Ј, - због неМОГУЂНОСТИ, да се Ha~y такве величине Х, У, Z ... , I<oje би 
тачно за,Ј,овољиле свих s даних једначина (1.), -:- морају се изналазити најверо
ватније всличине непознатих, тј. TaKB~, које би најбоље задовољавале те једначине. 

l{оличине N1 , N2 , ••• N1 МОГУ да подлеже, уопште говореЋИ, различним 
среДЊИЛ1 грешкама €I, €2, ••• €s; али, кад одредимо релативне њиховетежине (чл. 47.) 

где се под € подразумева средња грешка замишљеног посматрања са тежином 

g=l, - и помножимо сваку одједначина (1.) са кореном квадратним из тежине, 
која љој одговара l добиhемо HaMecTo.N1, Nz, ... Ns овакве величине: 

N2 Vg2' .... 

које Ђе подлежати једној и истој средњој грешци 8. 3бог тога liемо унапред 
увек претпостављати, да су све дане једначине (1.) већ доведене, ТaI<Вим на 
име Н;]'ЈИIIО.~, на једну и исту тачност. 

\О' 



-76 -

Затим, ма какве да су једна~ине (1.), оне се увек могу довести - у 
односу према траженим величинама Х, УЈ Z .... - на линеарни облик. Кад 
поступимо ради тога на ИСТИ начин }ШQ у ЧЛ. 46., изаберемо ма какве, ДОВОЉНО 
приближне величине ~, УО1 Zo .... за Х, У, Z .... и ставимо па је: 

имаћемо да тражимо само врло мале поправке њихове: Х, УЈ Z, .... НајчешtJе 
су већ унапред познате ове приближне величине Хс, УО , Zo .... ; у противном 
СЛУtщју, ради њиховог нахоfjења, можемо се користити некојим бројем;:; тих 
јецначина ОД свију цаних (1.) Према томе, кад се задовољимо -' при ра.:iвијању 
функција 11' 12 .... fs - са првим степенима малих величина х, УЈ Z .... и 
кад означимо уопште: 

( dJ') (dJ,) (dJ,) dX ~ = а,-, dY о = b i , az о = Сј) . . • . . N, - h (Хџ, УО ! ZOl ••••. ) =--= lli' 

доби\iемо s даних једначина (1.) у оваквом облику: 

а, х + ь, У + с, z + .... = П, 

а,х + Ь,у + C,z + .... = П, . . . . . . . . . . (r) . . . . . . . . . . . . . 

а,Х + Ь,у + C,z + .... = П, 
или скраhена: 

у ОВИМ S линеарним једначинама, - које ћемо звати основним, - коефици
јенти су ан 02' ••• ЬЈ1 Ь2 • ••• C11 С2' •.• ПОТПУНО оцреijени бројеви; све пак 
величине П 1 , П2 •••• пв подлеже једној и истој сре/Ј,њој грешци 8, јер садрже 
у себи оне исте случајне грешке као и количине N" N2 •••• NS1 које су доведене 
- по напред реченоме - на једну и исту таЧНQСТ. 

50. Нормалне једначиие. 

Што се тиче величина непознатих х, у, z .... ,које улазе у основне 
јецначине (г), о њима се могу чинити разне, више ИЛИ мање вероватне, претпо
ставке, при чему свака ОД ТИХ претпоставака ДОВОДИ до s разлика или оцступања: 

П, - (а,х + Ь,у + с,г + .... ) = "". . . . . . . . . (3.) 

I(оје собом треба да представљају s случајних грешака, које се садрже у броје
вима П 1 , П21 ПЗ1 .••• П,о Али, пошто су вероватности појаве сваке О,'!. грешака 
"" V, .... ", посебице - на основу формуле (1) чл. 39. - овакве 

"', d6 
, 

d6 __ v_~ 
Pz=;;Y2Тo е - 2~2 , . . . . Р• = .,- е 2" 

$" 211 

а вероватност укупног постанка свију њих (чл. 40.) равна 

1 
( d6)' --~v' P~PIP~·· .Рз= tVfi"" е 2$2'" I Ј 



- 71-

то Ђе највероватнија система величина х, у, z .... бити онз, за КОЈУ та веро
В3ПiQСТ Р постаје максимална а за ово треба да буде 

~"+'+'+ --1-2 .. ' L.J V/ = V\ V2 VЗ ... I Vs = mlПlmum . (s) 

Према томе, у даној системи ОД s основних једначина сума квадрата 
свих грешака V/ треба да буде најмања. Због овога се и сама метода одре
ђивања преЈ,ЊИХ количина, И3 многих посматрања, назива метода нај.lfЮЊИХ 
квадрата. Њу су објавили скоро једновремено Лежандр у Францускnј и 
Гауе у Не .• ачкој; први међутим није дао тој методи потребне докаае, док ју 
је Гаус извео на основу теорије вероватности и развио је у свима детаљима 
за љену практичну примену.*) 

Пошто Х, УЈ Z, ... а према томе и Ј непознатих Х, УЈ Z, ... нису везане 
једна за другу никаквом аависношfiу, ТО услов (s) ДОВОДИ, - по познатим 
правишша .Ј.иференцијалног рачуна, - до броја G оваквих једначина: 

~ (v,. -:) = О, }; (v,. ':;) = О, L (v,. -':~-) = О, . . . 

Да еаставимо прву од ових једначина: Диференцирањем v, = П, - (а, х + 
-i- ь, }' +- с, z -+ ... ) по х цоБИЋемо - GI; оцакле је 

V, : = - ај nј + (а, а{ Х + а, Ь; У + а, С/ z + ... ); 
сумиrзн,ем ових израза за разне ознаке i, доБИЋемо: 

"dVi_ ( + + + )+ ~ Vi -dx - - а! n l 02 n2 • • . Os n s 

+ (а, а, + а2 а, + ... + а, а,) х + 
+ (а, Ь, + а, Ь, + ... + а, Ь,) у + 
+ (а, с, + а, с, + ... + а, с,) z + ... = 

" . ~ - }; а, п, + ~ а, а, х + L а, Ь, у + L а, с, z + ... = О 

На та] начин да саставимо и остале једначине 

~(ђ :: )=0, L(V,:: )=0, ... 

o:lv,:) =- Lb,n, + х .Lb,.a,+ y.Lb,. b,+z.Lb,c,+ ... ~ О 

о: I v, '::;) = - L с, п, + х . L с, . а, + у . L с, Ь, + z . L С, с, + ... = о 

I(ад се уведу скраЂене оанане, ноје је предложио Г а у с 

}; k,l, = k, 1, + k,I, + ... k,l, = (kf), 

онца ће Једначине добити овакав облик: 

); а, v, = О или (аа) х + (аЬ) у + (ас) z + ... = (ап) \ 

}; Ь, v, = О " (аЬ) х + (ЬЬ) у + (Ьс) z + ... = (Ьп) (. . . . . (1) 

};c,v,=O " (ac)x+(bc)y+(cc)z+ ... = (сп) \ 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

~'- -- _ ... ~:--7.C 
;~) О а u s 5 ~Methode des moindres carreeS. Memolres sur Ја сотЫпајвоп des observations", tradt!it 

Jl<1r Bertrand. 1855. 



- 7В-

Ове једначине (1), ПОМОЋУ којих се одређују тражене, највероватнијЕ 
величинс Х, у, Z .•. , зову се нормалне. Као што се ВИДИ, прва се ОД њи;< 
добија сабирањем свију ОСНОВНИХ једначина (г), ПОШТО се изврши множењ~ 
(ваке 0,:.1, њих са њеним коефицијентом коц Х, друга - таквим истим сабирање.v 
ЊИХОВI!;'\ после МНQжења сваке са коефицијентом код у и Т., д. Отуда излази 
да се у њима понављају двапут сви коефицијенти непознатих Х, у, г, ... 
Ш\ (аа), (ЬЬ), (се) ... 

51. Тежине и средље грешке тражеиих непознатих. 

После решења нормалних једначина (t), свака ОД тражсних количина 
f1Гip. Х, треба да буде изражена средством п!, П2, ПЗ, ... ПS у оваквом лине· 
арНШ1 облику: 

. . . . . (4.) 

ri1,e су 'J' I И2 ••• u..s неки бројеви, који зависе само ОД даних а" Ь" СЕ •••• а н{ 
ПОJlлС/[~е грешкама посматрања. С друге пак стране, ако помножимо прву ОТ 
ЈсднаЧl\lia (1) са А', другу са А", трећу са А'" и т. ц. И одреци"о ових о МНО· 
Ж!ПС.;Ы из услова: 

(аа) А' + (аЬ) А" + (ас) А'" + ... ~ 1 . 

(аЬ) А' + (ЬЬ) А" + (Ьс) А'" + ... ~ о ( , 
(ac)A'+(bc)A"+(cc)A"'+ ... ~O \ 

. . . (х 

то 11е сума свију једначина (t) дати 

Шl због тога, ради идентичности овога израза са (4)Х1 треба да буде уопште 

. . (5.) 

јlа тај се начин средња грешка нађене величине х добија (чл. 44.) У облик 

Али а!џ) r:J..{ помножимо прво са Gј, затим 

услеi1 услова (х) - изаћи: 
са bl , са С! И т. д., то ћС У сумама -

"a~-1 "Ь"-О .... iu..i-, .... i<J..i-, 1: С; r:J..i = О и т. Д . 

па отуд "-:' А' 0, __ 

На сличан се начин доказује, да 
,. I 1. ,,". 
ОРОјС!Ш В" И с"" КОЈИ се одре"УЈУ из 

(аа) В' -, (аЬ) В" + (ас) В'" -ј-. .. =01 
(аЬ)В +(ЬЬ)В"+(Ьс)В"'+ ... =l ~(y) 

(ас) в· т(Ьс) В"+(сс)В"'+ ... =О\ 
. . . . . . . . . . . . . . Ј 

ће тежине gy, gz количина у и z бит 
система једначина: 

(аа) С' + (аЬ) С" + (ас) С" -1- ... =01 
(аЬ) С' + (ЬЬ) С" + (Ьс) С" -ј-. .. = 0,(, , ' 
(ас) С' + (Ьс) С" + (се) С"'-, ... = 1 \ 

. . . . . . . . . . . . . . Ј 
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саме пак непознате у и z предстаВИће се у линеарним функцијама даних бројева 
П 1 , П2 • ••• пs овако: 

y=~p'ni'"'' (4.)" Z=~I'ni' ....... (4.)" 

где је Fi =--=-= а, В' оо+-- bl В" + С/ BIII + ; ... ,,1 = а/С' + bi ен + Ci СП: +- .. " 
Н~ш()слетку, ако је потребно одредити тежину gt и средњу грешку 3.ј ма 

"а"пе фушщијеј(Х, У, z .... ) количина х=х,+х, У=У,+у, Z=Zo+z и т. Д., 
нађених из нормалних једначина (t), онда ту функцију треба представити 
спочtл.::а у ЈЈинеарном облику 

ј = (, + ;-х + ~y + vz + .... , 
ПЈ,е Је 1,· ·ј(Х" Y"Z, .... ), ). = (:f )o,~= (~ )" "=(~ )" . . . . . . . . , 

3<lТИМ је треба изразити јавно помоhу величина П]Ј П21 ПЗI ••• ПS1 које ПОДЛСЖС 
греШКEI!\Еl посматрањз, при чему Ђе - ако ради скраћења 0значимо 

изаЂИ, на основу (4)" (4)" (4)" .... , наиме: 

j-h1"n,+,.~+~~+ ... +,.n .. 
Тада ће се - по формули (р) чл. 44. - добити: 

~J = Е? ~ 'РГ или " Ј gf = -,?-=~~ci-o,~>. . . . . . . . . . (б.)! 

52. ИЗВОД средље грешке посматраља из ОСИОВНИХ једвачива. 

СреДЊЈ грешка 8 количина П(, П2' ПЗ , • '" пs , моје улазе у основне једначине 
(г), ретко је "ад унапред позната па је стога треба одредити по оним s одсту· 
паЊИМi1 Vj , f,'2, Vз, •..• v s , I<Ojf се покажу у једначинама (г) после заi\Iене у 
њима Н<Ј"ђених највероватнијих величина непознатих х, у, Z, •... и које могу 
.3!Ј3Т!ЈО да се рааЛИI<ују од стварних грешака посматрања 61' 62' 6з , .... ,'\';' 

Пошто би минимална МОГУћна сума LV~ довела до величине + ~Vl, мање 
ОД .~?~~:. ~ .7, то се, смањивањем њенога именитеља за извесан број k, може 
добити '-О'" овако: 

• 

J\.'Hr, <lKO би број s Основних једначина (1.) био раван ђроју G непuзнатих 
Х, у, Z ... , онда би сва одступања V/ и ::: V~ испала тачно равна нули 11 стога 
неби остало НИI<аквих даних за оиену величине 82; према томе -горњи и.зраз, 
l{Qји је за љу узет, треба да се претвори у том случају у неодре-ryену всличину 
о . - б -0-' ТЈ· тре\ы да уде 

o-k=О, k=o 

и . . . . . . . . . . . . . . (и) 
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у специјалном случају, например, када се за одређивање количине Х, 
И3 S подједнако повољних посматрања, добијају вредности: х= П,' х = П21 
х = Пз, .... х = П/Ј онда' се срецња грешка њихова треба да изводи овако 

е:2=1:(m -по)2 гдеј"е 
s-1 ' " 

Фор"ула се (и) строжије цокааује обично на овај начин; 

Нека су и.СUlнннarе величине 11 непознатих; x-~, Y-"Il, z-~, .... СТ<lВИВШИ ИХ У 
једначине (r), ми бисмо добили s нссанн.нтnх грешака посматрања 6\, D.2, 6з, .... ~5 У 
08аквџм општсм облику: 

6; = Vi + ај ~ + Ьј '1'1 + Сј ~ + .... 
где Је џ/ = п, - а/ Х - ы� У - Сј Z - " 

• • • • • Ј 

а пошто Је ва основу (О: 

~aiVI=O, ~bIVi=O, :!;с/џ/=О, .... , 

ТО би после .\шожења Д са Vi и са 1:"1 изашло у сумама, да је: 

Множеtи пак изразе аа L::;f поступно са щ , са Ь! , са С/ •••• , добиНем..о суме; 

~ а, 6, = (а/о) = (аа) , + (аЬ) "' + (ас) , + " " " " 
~ Ь, 6, = (М) = (аЬ) , + (ЬЬ) • + (Ьс) , + " " " " 
~ с, 6, = (с6) = (ас) ( + (Ьс). + (сс) ( + " " " " 

. . . . . . . . . 

које се разликују по своме спољњем. облику од нормалних једначина (ђ само ио TO:'ie, llIТО 
су lIi , Х, у, Z, .... яамењени у њима опговарајуhим величинама 6.1~. ''', ~ .... Према томе, 
замењујуi1и само у (4.)" , (4.)у и (4.).: величине т са грешкама д[ • имаиемо овакве изразе за~, .~, ~, ... 

1J=1:~!6./. (=I:yt6f, ..... 

кад представимо сада произво.о; ~ ~ й/ i~i У облику 

~ ~Ui 1_-': .. / = ( (1';1 ..2'1 + ~2 ~2 + .... + I1.:s 66) (аl Lj + а2 62 + .... + ао ,~." ) '-= 

:ссс CIl :<, --f -' й) (.(2 ~~ + .... + Ds ~s f\~ + (al?':2 + 02!Хl) /"1 ~2 + (аl (1.:3 + Qз 1'1) -1 -Ј + .. . 
увидеhемо, да највероватнија величина суме свију чланова са производима: ~I :~2, --'1 ,:::"з, ... . 
~\2 ---3 .... треба да буде равна нули, јер су по~једнако вероватне како позитивне тако и 
негативне rрешке Д ; место RBap;paTa пак: д~, .6.~ .... .6.; мопи ће се ставити њихова среАња. 

веДН'lина ~ ~.6.~ =;:2 ТајЈ.а не, - на основу напом.енутога вен у ЧJL 51., д.а је ~a! 'i.i -= 1, - изаhи 

Исто се тако доказује, д.а је и '(, 'i:.bl ::../ = ;:2 , И ~ ~Cl ::"'\1 = е2 : .због тога не се ~ :l одредити 

из (7.) овако: 

одаlUlе и 
" " (и) 

s-' 
Према овоме, при извор,у срер,ње грешке;: посматраних величина nl , 112 .. . Ils , - по 

U;l,ступањима V, , v2 ••.• Vs, која ocтaiY у основним једначинам.а, - треба делити увек ~ v7 са 
броiс,',\ :; тих једначина смањеног за број r; неПОЗliатих Х, у, Z, .... , које Се из ЉИХ одређују. 
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53. Формулар н контрола срачуваваља. 

НасНЈН ОАре~ивања величина х, у, z .... И3 нормащiИХ једначина (t), - који 
је изложен у ЧЛ. 51. и који ДОВОДИ ДО неколико система једначина истоветног 
оБЮII\3 (х), (у), (г) . .. са ПОМОЂНИМ непознатим А', А", Ат,. о •• В', В", вт, ... 
С', СП, С"', ... , - даје те величине Х, УЈ г, .... у најопштијем њиховом 
облику (4.)" (4.)" (4.)" т. ј. У облику линеарних функција посматраних RОЛИ
ЧIШэ. п: 1 n~, .... nSI ма какве бнле њихове бројне вредности. Због тога, aI<O 

би некојс 1),1, даних П l1 Пz , ..•. п з добиле доцније неке шmравке, неЂе бити 
потребно, да се понова састављају и решавају нормалне једначине (t) ради 
I!JXUryCI11<1 нових непознатих х, УЈ г . ... у исто доба, - као ШТО смо видели, 
-- .IEII':U се веЂ Qдреi)ује и тежина ма које од функција ових непознатих. Али 
је све то скопчано на целу са врло дугим срачунавањима а то је незгодно и 
СУВИШНО, aJ~O се не прецвиl]ају никакве промене у даним бројним вредностима 
п ј , П~, .... П g и ако је потреБНо' да се Hal)y само тежине и средње грешке непо
:Ш3Т1IХ Х, УЈ Z, .... Таца се најпростије pe~aBajy нормалне јецначине (t) на 
OR3] 1!<.IЧIlН: 

ПО.\!НОЖИВШИ прву од једначина (1) lаЬ} . 
спочетка са (аа) , одузмимо .Је од 

(ос) . 
са (аа) , одуэмимо Је од треће и т. Д. :J.ryrc Једна'iШ:lС; ПQМНОЖИВШИ њу затим 

/ 

ОRна'!ИВI!ЈИ онца, ради скраЂења 

. (аЬ) ( 
(ыЈ) - (аЬ) (ца) = ЬЬ)" (Ьс) - (ас) ~~~~ = (Ьс), ..... . 

(Ьn) - (аn) ~~~- = (Ьn), 

(сЬ) - (аЬ) -~~~ = (сЬ), , (се) - (ас) ~~~ = (се), ..... . 

« ас) 
. сп) - (аn) -(ао) = (сп), 

и уопште 

( ) 
(al) ( 

kl) - (ak (аа) ~ kl)" • 

щ., [је.\10 .:юбlJТИ систему ~ _.] једначина, потпуто сличних ПО облику са пре
~ашњн.\\ (1), али које већ не садрже у себи непознату Х,- а наиме: 

(ЬЬ), У + (Ьс), z + .... = (Ьn), ) 
(Ьс), У + (се), z + .... = (сn).[ ......... (1), 
. . . . . . . . . . . . . . I 

ЕЛНШ!lшрајуt.и на исти начин непознату у из ове системе једначина и)ј 
11 0значујуtи ради скраЂења 

. . (Ьс), _ . ) () (Ьс) , _ ( ) (а), - (Ьс), (b6~ - (се), ..... (сп, - Ьn , (ЬЬ), - сп 2, 

и У()ПШТс (ы), _ ( 
(kl), - (bk), (ЬЬ), - kl)" 

!1,\lallL"J\\() (се), z. + '.' : '. . (cn)~ } . . . . (1) 

1 1 
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На сличан начин треба поступаП1 и даље рад,и елиминирања z и осталих непо
знатих све f.l,отле д.ок не остане само једна јед,начина (t) <>_1 са jeiJ,HOM са;,\о 
непознато". Општи, најпогоднији формулар за решење једначина (1), (t)" (1)" .... 
ПDl{3З3Н jt у примеру ИДУ,Ћег члана (54.) По њему се могу изналазити и ПОМОЋне 
Rели~\инс А', Д", .... В', вn , ••.• С', С" .... И3 једначина (х), (у)' (2'), .... 
о кој!В\Ј jt гопарено у ЧЛ. 51. . 

Такс:ш ред поступног елиминирања непознатих има особито знз'ш]но 
ПРбј~\УћСТБО над свима осталим због тога, што, ако се не д,опусте ииканва 
аРИТМСТН'-Iк(1 скраЂивања ни у самим нормалним једначинама НИТИ у осталим 
јс;\наЧllllа"а (1)" (1)" (1)з .... (t) 0-1, онда коефицијент код једине још непо"нате 
из/!ази ;Ј,а је раван љеној те>IШНИ, Т,ако Аа кад. се елиминисање врши у супротном 
правuу, тј. почевши од. послед.ње нормалне јеД"начинЕ', Ьнд.а се на крају l<pajeBa 
треба да ;Ј,обије за х и за његову тежину gx: 

(аа) ,-1 Х = (ап) ,-1 и g,=(aa)'_I. 

3аи(т3.~ ~][{o бисмо ТИМ ИСТИМ супротним редом пОчели д.а СЛИМИllирамо 
ПО.'I\(Јliне величине .... А"', А", Д' из системе јед,начина (х), потпуно сличних 
са (t), ш-ца бисмо на крају крајева д.ошли~ очевид,но, до овакве последње је;Ј,начине: 

(аа) ,_1 А' = 1, 

а Иd ње по (б), излази 

1 
(аа) 0_1 = 7Г = g, . . . . . . . . . . . (8), 

Ако би се при овом начину решења нормалних јед,начина ДССИ.1Ј. 1101"pe6a~ 
;:Ј,'-I се ()~lреде тежине gf и највероватније величине неке КОЛИ'"lИне Ј, Lшја се 
З(iНИ(!\IjСl ОА на~ених вреlJ,НОСТИ за X~ у, Z, .... изражава (по <{.'1. 51.) У Ј1ине
npllOM о(ј:lИКУ 1=/0 + Ј,Х + !Ј.у + vz + .... , онда би требало ОiJ,<1ТЛС и:зразити 
jCJ~HY (1;1 1lепознатих, напр. Z, ПОМОЂУ f и свију осталих х, у, .... , стаl;ИТИ је 
эаТI1.\\ у СВС основне једначине (r) И, саставивши ПО љима НО,:.У систему ~ НL)fНШЛ\lИХ 
је;ЏlаЧИII:.Ј, - решити је по напред реченоме начину тако, да! са својИ.\1 коефици
јСIlЛН\ ;';., остане и t,a се ОАреди напослетку. 

НСОПХОIJ,НО је потребно, разуме се, имати потпуно сигурну КLштролу 
Т(;t'1!Iul:Лl СВИХ срачунавањз) којима се oдpe~yjy тражене Х, у, Z, .... П() N\.СТОДИ 
Haj,Via!j,[jX квадрата. Ради тога се може, например, по бројни.V\ вреiJ,l{остима 
О)Ј,СТУl1ања 

- !!lJ.'IlUty којих се OlJ,pe~yje средња грешка Е посматрања, - саставити сумг 
~ Ј,';!1 ; =-. V1 111 + vz 112 + .... V,!1 s па видети, да ли се са AOBIJJbl[Q тачносп 
I{Qtпро;шше Једнакост 

КОj<.l произлази, као последица, из нормалних једначина: 

)~c v --о ..... i 1- , •... 

!-lајбlЈ.ъс Је пан:,~ - [(ац се саставе у СВИМЕ1. ОСНОВНиМ ЈеднаЧИIlз',\\а (г) су .... н.: 

, 



эз -

пrОН:ШПР(Ыl1сати поступно сав ход срачунавања ПОМОЂУ Q!ЗItХ неОПХОДЮIХ 
JI.:,'1,H3"OCT[1 : 

(аа) (all) - (ас) + 
(аЬ) -- (ЬЬ) I (Ьс) + 

• 
(ас) ! (1) с) (се) + 

. . . + (ап) = (аг) I 

.... + (Ьп) = (Ьг) 1 
( . .. + (сп) = (ег) I 

. Ј 

(ЬЬ), + (Ьс), + .. 
(Ьс), + (се), +' .. 

+ (Ьп), 
+ (сп)] 

(се), + . + (сп), = (сг), и Т. /1,. 

01>1-1.\\ ГЈе се, разуме се, добити један стубац више у општем фОР:V\УЛЈРУ 
эа срачунзнање, али Ће :се то потпуно НilДокнаДити тиме, шго нећС требати 
:'IHlOrO nj1e.\It:Ha на изналажење случ.ајно У<Јињених грешака за време сраЧУНЭl3эња. *) 

54. Пример за објашљеље. 

Да ставимо, како то често у ствари и бива, да Је количина N, КОјЈ се 
,\\(:ри, IШЈкна функција променљиве величине [: 

N=A + BI+ (1' 

па нека је потребно, да се одреде највероватније константне велич.ине А, В и С, 
које ту у.'ла.'3С, као и њихове средње грешке вА, $в, вс, на основу слеДСЋИХ 9 
n,аних N, добивених из посматрања са различним Тt:жинама g: 

t 1.5 + 1.1 + 0.7 + 0.3 -0.1 -0.5 - 1.0 - 1.5 - 2.0 

~ + б.20 + 3.45 + 2.00 + 1.80 + 2.40 + 4.55 + 8.85 + 15.70 + 24.40 , 
2 1 1 1 1 1 1 

] 

2 

• , 
~) И.1 IIp!l.',\CpHor формулар:!. Ч,1. 54. OlJaKBOr срачуиавања може се видети, да Ђе уопште - пр!! број}' 

:; нспо:mаги'.: Х, у. z, .... - број L", ПОМ:ОЋНИХ величина (бројева и ЊИХОВИХ логарктама), које треба д:а се 

IICIНIIIIY у T~lj lјюр.\lулар ради одреtjивања са,IЮ јеАне непознате, бити OllaKaB: 

1'.··-:;-(:;+1)+:;+(:;-1)+ .... +3+21=1 ( .. +3) ~ i= 
+"'+("'-1)+ .... +3+2 +{'1+2)('1-1) 

+("-1) + .... + 3+2 + ( .. + 1)(.,-2) 
. . . . . . . . . . . . . . 

+2(3+2) 

+2.2 

'11 +31 

+- ('1-I)Z + З (" -1) 
1+(.,~2)Z+3(.,-2) 

. . . . . . . 
+ "'+"') .. ... . -
+12+3.1 

Пра!!с Щ)lе овде озиаLlују су.\lирање. Врсте треће суме 0значују ра31mјсне и преоБРЙН(СIIС Bpcг~ 
"р)ТС Су.\\С . - СУМ3.11:!. аритметич!.:е npO!'pecllje врста ПР!Је cple. Из последње (треће) Cy.\IC, - Кџ C~ су.\\lф:1 110 
СТ}'ЈТШI\I:1, - ,J,IJGllj:1 се: 

L ~'('+'1(2'+])+з ,<,+]) ~_' ~(~_. 1)(0"-5)' 
'" 2.3 :.! 3 : l' 

['1ЦН 1I<llliJC,-1 рС'lеllOга паи сталнога конmРОЛ/lсања та'lносmн свеса иаПl1саиага, - додаје се још сmУОа/( са 
(1)<11-"1\11.1-\ f!pi!JC.H 1,'., ПQJllOhЮfХ веЛII'lItна: 

К,. = 2 [., --;- (., - 1) + (:; - 2) + .... + :2 + 11 = .. { .. + 1 Ј; 

T~H1 ,'\;1. 1] \n:1~1! 1._ 1- K~ = + '" (" + 1) (:; + $). 

На тај начин кад је ,,= 3 онда је LJ = 

:;=6 L6 = 15Ј, К Ii =42 Kt.: L~= 
, 

.. " " .. .. 'јТ 

,,=9 4 = '120, Kg=OO Kg:L9 = 
, 

.. .. .. .. " 
• .. 

11 ' 
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ДЗ НС бисмо имали посла при даљим срачунавањима Са суnише ВеЛИ1{ИN\ 

бројевима, ставиhемо., да је 

• 

А = Ао + х, В = Во + У и С = СО + z, 

па одреДllВUШ помоtу прве, пете и осме једна<Iине приближне величине 

Ао = + 2 . 4, Во = - 3. 2 и со = + 3 .8, 
• 

добиfiе.\\О 9 ОСНОВНИХ једначина (г) за тражене поправке Х, у И Z са ~aљe 

П(жазаl!ИМ ю)јефицијентима: а = V g, Ь = 1 vg, с = f v' .~, п = (N - Ао - 13" t-
- СО (!") ~ -!Ј-.- Саставимо, затим (за контролу I~аних срачунавања), суме: r = -- а т 
-1- ь ,- с -1- п и, напослешу, суме: (аа), (аЬ) , (ас), (ап), (аг), (ЬЬ) , (Ьс), (Ьп), (Ьг), 
(се), (сп) " (ег), које улазе у нормалне јеАначине (1) за највероваТНl!је ве
личине: Х, у И z. 

I а Ь с 11 

1 I 0.707 + 1.06 + 1.591 + 0.035 
2. i 1 + 1.1 + 1.21 -0.03 
З. 1 + 0.7 + 0.49 - 0.02 
4. 1 + 0.3 + 0.09 + 0.02 
5. 1 -0.1 +0.01 -0.36 
6. 1 - 0.5 + 0.25 - 0.40 
7. 1 -1.0 +1.00 -0.55 
8. ! 0.707 -1.06 + 1.591 -- 0.035 
9. ' 0.500 - 1.00 + 2.000 + 0.20 

Су.,,, 7.914 -0.50 +8.232 -1.140 

аа аЬ ас ап 

1 . 0.5 +0.75 +1.125 +0.025 
2. 1 +1.10 +1.21 -0.03 
3. 1 + 0.70 +0.49 -0.02 
4. 1 +0.30 +0.09 +0.02 
5. 1 -0.10 +0.01 -0.36 
6. 1 -0.50 +0.25 -0.40 
7. I 1 - 1.00 + 1.00 . - 0.55 
8. 1 0.5 -0.75 + 1.125 -0.025 
9. • 0.25 -0.50 + 1.00 +0.10 

r аг ЬГ СТ 

+ 0.211 +0.15 +0.225 -,-0.373 
+ 0.86 + 0.86 + 0.946 -1- 1.041 
+ 1.19 + 1.19 +0.833 +0.583 
+1.23 +1.23 +0.369-с-О.111 

+ 0.53 + 0.53 - 0.053 + 0.005 
-0.15 -0.15 +0.075 -0.038 
- 1.55 - 1.55 + 1.550 - 1 .550 
- 1.979 - 1.40 + i098 - 3.149 

1_-2.30 -1.15 +2.300 -4600 

1 - 1.958 - 0.290 + 8.343 -7.260 

ЬЬ Ье Ьп се сп 

1.125 + 1.687 +0.038 2.531 ,- 0.051> 
1.21 + 1.331 -о.озз 1.464 -Q.(Ј3б 
0.49 +0.343 -0.014 0.240 -- 0.01 О 
0.09 +0.027 +0.006 O.OOR -- 0.002 
0.01 -0.001 + 0.036 О -- 0.004 
0.25 -0.125 +0.200 0.063 - 0.1 ОО 
1.00 -1.000 +0.550 1.000 - 0.550 
1.125 -1.687 +0.037 2.531 -0.056 
1.00 - 2.000 - 0.200 4.000 -, 0.400 

-cy,~-;;-I 7.250 
____ О __ • ___________ о - .. __ о _. ___ 

о + 6.300 - 1.240 6.300 - 1.425 + 0.620 11.837 -- 0.298 

I (аг) = - 0.290, (аа) + (аЬ) - (ас) + (ап) = - 0.290 

"""'ро", , (Ьг) = + 8.343, (аЬ) + (ЬЬ) -. (Ье) + (Ьп) = + 8.345 
I . 
l (сг) = -7.260, (ас) + (Ьс) - (сс) + (сп) = -7260. 

Одрс~ивање свију непознатих х, у, z (заједно са ЊИ~О[јИМ ТСЖИllама 

g.o }.fy! g,,) из нормалних јед,начина (t) и оних (ђ! И t2 • које из ЊИХ произлазе, 

да извршимо са логаритмима 0/1. четири децимале по овом формулару : 
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(аа) = 7.250 (аЬ) =0 (ас) =+6.300 (an)=~1.240 (aг)=~0.29() 

Ig (аа) = 08603 19(ab) = .. lg(ac) = 0.7993 19(an) = 0.0934, 19(ar) = 9.4624, 
.- -

(ЬЬ) = 6.300 (Ьс) = ~ 1.425 (Ьп) = + 0.620 (Ьг) == + 8.345 

(аЬ) ЈаЬ). = О (ас) (аи) = О (ап) (аЬЈ = О (аг) (аЬЈ = О 
(аа) (ааЈ (ааЈ (аа) 

(ЬЬ), = 6.300 (Ьс), = - 1.425 (Ьп), = +0.620 (Ьг) , = + 8.345 
I~ (ЬЬ), = 0.7993 19 (Ьс), = 0.1538" 19 (Ьп), = 9.7924 19(br), с" 0.9214 

(се) = 11.837 (сп) = - 0.298 (сг) = -- 7.260 

(ас) «ас) = + 5.474 (ап) iac) = _ 1.077 (сг) «ас» = - 0.252 
ао) аа) оа 

(се), = 6.363 (сп), = + 0.779 (ег), = - 7.008 
(Ьс), ( ) (Ьс), ( ) (Ьс), 

(Ьс), (ЬЬ), = + 0.322 Ьп '(ЬЬ), - С.140 Ьг '(ЬЬ), - 1.888 

z ~',- 0.152 g, = (се), = 6.041 (сп), = + 0.919 (сг), = ... 5.120 
Ig ". 9.1822 19 g' =lg(cc), = 0.7811 Ig' (сп), = 9.9633 ("""'Р"") 

(сс), .6.363 (сЬ), = ~ 1.425 (сп), = + 0.779 (ег), •.• - 7.008 
I!.: (сс), .= 0.8037 19 (сЬ), = 0.1538, 19 (сп), = 9.8915 19' (ег), =. 0.8456, 

(ЬЬ), = 6.300 (Ьп), = + 0.620 (Ьг), = ,- 8.345 

(сЬ) (СЬ'1 = + 0.3 19 (сп) (сЬ), = ~ 0.174 (ег) \сЬј, = _L 1.569 
I (СС)1 1 (се)! I (се)1 ' 

у .• '-0.133 gy= (ЬЬ), = 5.981 (Ьп),= + 0.794 (Ьг),=+6.776 
I.~y = 9.1230Igg,==lg(bb), = 0.7768 Ig(bn)2= 9.8998 (Ко""'''") 

(сс)-.. 11.837 (cb)~-1.425 (са)=+ 6.300 (cn).-~0.298 (cг)~-7.260 

Ig(cc) 1 U7З3 Ig(cb)= 0.1538,lg(ca)= 0.7993 19 (сп) = 9.4742,lg(cr)--· 0.8609" 

(М) - 6.300 (Ьа) = О (Ьп) = + 0.620 (Ьг) = + 8.345 

(сЬ) (си\ - f 0.172 (са) ~Cb) ~ - 0.758 (сп) ~Cb! = + 0.036 (сг) (СЬ)Ј ~ ,,- 0.874 
(сс) СС) се се' 

(ЬЬ),- 6.128 (Ьа),= + 0.758 (Ьп),- + 0.584 (bг),~~ --7.471 

19 (Ь/Ј),- 0.7874 19 (ba),~ 9.8797 l!.: (Ьп), = 9.7664 19 (bг),~ 0.8734 

(аа) = 7.250 (ап) = ~ 1.240 (аг) = - 0.290 

( ) 
(са) ) (са) (са) 

са (сс) = + 3.352 (сп (сс) = ~ 0.159 (сг) (сс) -. - З.Вб3 

(аа),с-· 3.898 (аn), = ~ 1.081 (аг) , ~. -, З.573 

(Ь (Ьа1, ( ) (Ьа), (Ьа', , 
а), (Ьи), = + 0.094 Ьn , (ЬЬ', ~. + 0.072 (Ьг), (bb),~' -. 0.924 

х =- .- 0.303 g, = (аа),= 3.804 (ап),= ~ 1.153 (аг),= -.·2.649 

I.!! х -' 9.4816" l!.: g, = 19 (аа)2= 0.5802 19 (аП)2= 0.0618, (Ко",ро.,,) 
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l{;.ц ставимо, напослетку, Ha~eHe величине Х, у, Z у ОСНОВНИХ 9 једначина, 
!Ј,О()ИRемо c:ьe~eћa оцступања или разлике v = п - (ах + Ьу + cz), при чему се 
тачност срач.Унавања још јејЈ,НОМ контролише тиме, што излази приближно 

цоста тачно, ;:I,a је ~ vn = Е v'l: I 

ах Ьу cz сума п 

1. -- 0.214 -, 0.\41 +0.242 +0.\69 +0.035 
2. - 0.303 +- О. \ 46 + О. \84 + 0.027 - 0.030 
Ј. --lI.ЗШ + 0.093 + 0.075 - О. \35 - 0.020 
4. - - О.З03 г 0.040 + 0.0\ 4 - 0.249 + 0.020 
5. 1 - О.ЈОЈ - 0.013 + 0.002 - 0.314 - 0.360 
6. l' _. 0.303 - 0.066 + 0.038 - 0.33 \ - 0.400 
7. , -- 0.303 - О. \33 + О. \52 - 0.284 - 0.550 
3. ! -lI214 -0.\4\ +0.242 -0.\\3 -0.035 
9.-0.\52 -0.\33 + 0.304 +0.0\9 +0.200 

v "П 
- О. \34 

57 
+ \\5 

- 0.0047 

+ 17 
23 
54 
16б 

276 
\463 

+ 269 + 
46 + 
69 + 

+ 

-
26б 

78 + 
+ 18\ + 

27 
3б2 

0.0 180 
33 

\ 32 
724 

21 
4Н 

708 
61 

328 

2:п. ~0.224 :;,,'~O.224 

Сре;Ј,Н,(1 грешка е оних даних количина N, чија је тежина g равна јеДIJНИl.l,И, 
и:~ла:зи по формули (и) OBal<8a: 

,,'= ;v~ = o.~25 = 0.0375, s = + 0.19. 

А == ,- 2.4 - 0.30 = + 2.10 са cpe~. греш. 
, 

'А= г-=+О.10 
~ gx_ -

fJ == - 3.2 + О. \3 = - 3.07 " 
, , 

ОВ = Ј-= --т- 0.08 
l' gy -" " 

С=+3.8+0.15=+3.95 " , 'О .С=Ј =--1- .08 
у gж --" " 

НаIlО;ИСll.а: У овоме је примеру било потпуно ДОВОЉНО четири цифре у 

СВИi\'Ш ПОМО!lНИМ бројевима и логаритнима за добијање непознатих ХЈ УЈ Z, .... са 
потре()во.\\ тачности само стога, што су у основним једначинама дати коефицијенти 

а, ЕЈ, с код непознатих х, у, Z, приближно једнога и истог ступња, а наИ,'ј\С са 

Ј!зјве\1И.i\ йредностима: й т =О.7, bm --=l.l, с m =2.0. Али, аl<О би Hel13 ()i\ЊИХ 

llадмаша;\а остале !о и више пута, онда би се неке o~ сума (а6), (ас), (Ье), 
које ула:-јl: у нормалне једна чине, изразиле веЋ са пет па чак и са шест цифара 

T~ би стога требало цео рачун по формулару вршити много тачније. Да би се 

то и::\(iсгло, У таквим случајима треба пре свега променити !{оеф~Щl1је!iте 

(/, Ь, с, .... са· њима пропорционапним й', Ь' 1 с', .... тако, да се nројне 
највсће НРСДНОСТИ ат, ЬтЈ Ст, ••.• првих претворе у а'т = Ь'm = с'", -- .... а 
то се увек може достиtш одговарајУЋОМ променом непознатих х,у, Z" ... у 

, 
х -- Х· 

, Ст 
Z =Z·--.- и т. Д. 

С т 
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55. Одреl;иваље коефицијеиата периодичког реда. 

у астрономији и у годезији се врло често има посла са периодичким 

редовима облика 

" .. A-f-ВsiпМ+СсоsМ+В'siп2М+С'соs2М+В"siпЗМ+ .. (v) 

па да се ИЈ посматраних величина N за разне угле, одређују највероватније 

вре;џюсти независних коефицијената А, ВЈ С, В' Ј С' Ј В" И Т. д. Ако при томе 

s посматраних I<Оличина N], N2 •.... Ns подлеже једној и истој грешци s а дани 
угли 1\1 У системи једначина, растуtш у аритметиqкој прогресији, пролазе кроа 

целу периферију круга, т. ј. када су оваRВИ: 

ГДС Је 

• 

М, = М, + а, Мз = М, + 2 u. . . .. М, = М, + (s - 1) а, 

36!Р 
а= 

s 
, 

онда се напред речене непознате добијају ванредно просто, благодареtи тој 

ОКОЛНОСТИ, ШТО за такве угле М, - при сваком целом броју k, са изузетком 

са_\1О j{a;~ је k = s, - излази 

Lsin k М =0 и . . . . . . . . (IV) 

Да би се ТО доказало, најпростије је замислити на равни затворени 

s - угао!Н![( и неку праву Х, која заклапа са једном од његових страна угао M1 • 

Тада ће угли, које заклапају остале његове стране са том праном Х, 

очеВИ;)II!), бити равни напред реченим М2Ј Мз ... М$; пошто је пак сума про

јекција (нију његових страна на праву Х - тако исто и на пра~у, која је на 
њу упранна - равна нули, то неизоставно мора бити Е cos М = О ~ sil1 М = () 

. 11(1'0 тако ако повежемо темена тога s - угаоника, прескаЧУЂИ једно, два итд. 

увидсtе.\lO, ;:Ј,а за сваке, дупле, трипле и уопште k М углове, - са И:iузепшм 

са,\-ш I\J.;~ је k = s, - треба да изађе' ~ cos k М = О и ~ sin k М = О. 
Затим, на основу познатих тригонометриских формула за суме И,1И 

ра:::юн;с crщуса и косинуса два лука, имаliемо за сваке нејеДНЗI<е међу собо: ... 1 

целе бројеве k и 1: 

"~sin k М. sin 1 М = Ј: cos (k -1) М - Ј: cos (k+l) М=О 

2 ~ cos k М . cos 1 М = ~ cos (k -1) М + Ј: cos (k + 1) м = о I . . . (Н/) 
:! ~ Sill k М . cos 1 М = Ј: sin (k - 1) М + Ј: sin (k + 1) М = О \ 

у случаЈУ 11,11{ кад је k = I излази: 

V"kM-' -',. 2kM-' _sm -T-2-COS -Т 

,. 'k М '+' ,. 2 k М s -- cos = "Т ""2 - cos = """2 
.. .. . . (w) 

Тlре.\ш томе, ако су у s основних једначина (v) угли М], М"' .... j'V1s 

(Ј!ЈаЮН!, КЈ]{О је то напред речено, а све количине N1, Nz, •... Ns дане са подјС
днаКl)lIl таLIНОШћУ, тј. са једно,,, И истом тежином g = 1, OHfl.a Ђе у нормалнн,'I\ 

• 
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једначина'\а,(t) - uоје служе за одредбу највероватнијих величина тражених 
А, В, С, В', С' и т, Д., - бити 

а =--= 1, b=sinM, с = cos М, d = sin 2 М, е = cos 2 М, . . . . 
. , 

(аа) ~ s, (ЬЬ) = (се) = (dd) = (ас) = .... = 2' 

(аЬ) ~ .• (ас) = (ad) = .... = (Ьс) = (bd) = .... = (cd) = .... = о 

11 з601" ТОI"а tie изаћИ просто: 

s А =}; N, + В = ~ N sin М, + В' = ~ N sin 2 М, .. . 

+ С ..'.. }; N cos М, + с' . ~ N cos 2 М, .. . 

а тежина tie резултата А притом бити равна s; тежина пак резултата ВЈ С) 

В', с' и Т. Д. биlщравне+. 

НШlO)'rlсн.а. Ако _је пеРИQДИЧКИ ,ред облика 

",с-А +esin (Е+М) + е' sin (Е' +2М) + е" sin(E" +ЗМ)-, .. (v') 

онда Је, :1а изналажење највероватнијих величина с, Е, е' Ј Е 1, е" Ј ё" .... Ј 
згодније :ювести га прво на- облик (v), стављајуtш: 

е cos Е = В, , Е' В' е cos = Ј И Т. Д. 

е sin Е = С, е ' s,' Е' С' п = , 

3адаliе. 

ј.) Одредити највероватније величине Х, УЈ Z И ЊИХDве тежине g", f{)'J g~ 
И3 С:lедеhих једначина, узимају!:;и, да су тежине даних количина п" П:.) .... Пј 
равне ]еДll11ИЦИ: 

х+2у =п. 

х+ y+z=n, 

х+у =11з 

Х + z = 11, 

х -- у + z = 11" 

х-2у =Пј 

Он", је (аа) ~ 7, (аЬ) ~ о, (ас) ~ -1- 3, (ЬЬ) ~ 12, (Ье) ~ О и (се) ~ 3; зби, тщ-а "е три 
системlO јеДНilчина (х), (у) и (z), - Kuje на основу реченага у чл. 50., треба реШI!ТИ Зil изразе 
Х, у и :: у ФУНКЦИјИ П! , /12 ...• Пз, - бити овакве; 

I А' _С :;A"'~ 1) Д' ~+T 7В' +ЗВ' ~O) В' ~ О 

l~ А'! =0. А" = О 128" = 1 :' В"=+-' 
') .,' ) \"'-0 Ј Д"'- • "В' +3В'" 01' " ,)."\ .: ~), - --'4,- ~ = B"~ О 

Зати.\\ 1,~ се по формулама чл. 51. добити: 

, " 
') З 4 5 б 7' 
-,- ---;---С-, 

7С + зС'" ~O I с ~-- '-, 
12CI' =--00 i- с = о 

З.С + З СII! = 1 _1 С" =. ~2 

• 
1] ] 1 1 I ! 

7. ' --:-.! О + т- О + "4 О-+-'4 :1 х = т ( /Ј1 + Ilз + !l5 + 117 ) Д-" = 4 
i ], 1, О 1 1 1 ] 12 

:' I -т+ , Т]Т -11 -i2---fi-1 У = 12 (2 Гll + 112 -~ Ilз - 115 -Iltj - 211,) '<;--"---= 
.', : , 1 + . '+ . . I • ( ) 1 I 12 ( -~\-- Т----"Т T--~ з-'-'4 z=T 11~+n4+lIб -Т(/1IТI1З-:'Љ+IIЈ\i~:-z-=-,-
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2.) Из ОСНОВНИХ једначина предње· за-даће 'Чrачуна-'I'И ,највероватније 
величине Х, у, Z и / = х + 2 z.a тако исто и њихове средње -грешке ЕЖЈ Еу. 
2z1 €j при ОВИМ бројним [р~дностима даних:' , 

п, = - 2.0, п, = + 2.2, п, = О, П, = + 5.5, п, = + 4.0, п, ... + 7.8, П7 ~ + 8.0 

Кад се ове величине ставе у ИЗ!Јред наljеним општи. изразима за х, у и z, добиhемо: х = + 2.5, 
У = + 2.5, z = +- 2.7; после чега ће OC"OBH~ једначине дати ова одступања v и ову средњу 
грешку t даних величина п: ' . ; ,', ' 

VJ ::~ + 0.5, 1'2= -0.5, vз =0.0, V4= + 0.3, Vs = - 1.0, Vб= + 0.1. v7 = + 0.5 

Г~-Vl- t 6 ( 7' , . , 
it= V 7 ~ =+0.7, t x = v'т = +0.3, t, ~ JI- - +0.2, "ж =.. "._ = +0.5. 

, - 4 - '" - .. - , -- ~' ,- ,-

Средња пак грешка резултата 1= х + 2 z = + 7.9 одреД8не се по формулама чл, 51" станљајуliи 
у њима: Л=f,[.I.=О,v=2 и ОРl=fXl+2УI,ПРИ чему излази: .. " 

I '2 1'" 19 
,?I = 1'3 = 'Р$ = р7 = -т. f2 =!р4 = ~ = + З' :E~~=4+T=12' 

па отуд 'f=,ff,=+O.9. 

З.) У тачци М (сл. 12.) измерени су ови угли међУ предметима 
О, Х, У и Z, који се налазе у истој равни: 

40МХ=Х= б8" 17' 18", 33" 23' 32" , 
О, 4YMZ=Z-Y= 113 27 50; 

..):: OMZ = Z = 215 8 35, 

при чему је свако од тих пет мерења извршено са средњом грешком s =--t 5 :'0. 
Одредити највероватније величине углова Х, У и Z и њихове средње грешке 

Да стави,\ю, ради упрошhења даљих срачунавања: 

Х~,""""",б80 17' 18"-ј-х, У=1О1 0 41' О"+у, Z=2150 8'З5"-гz 

па немо имати 5 основних једначина: 

Х=О, у=О, z=O. у-х=-IО" и z-y=+15", 

из КОЈИХ се добијају три нормалне: 

2х-у=+ ЈО", -х+Зу-z=-25'', -y+2z=+ Ј5"; 

решењем пак ЊИХОВИМ по ОDштем. формулару чл. 53. вани немо: 

х=-;" 11.19 или Х= 680 17' 19~9 са ср.греш. =+4~0 

у=-·б.2 .. .. .. =+3.5 

<-.~. 4.4 .. Z=215 8 39.4 .. .. .. , 
t z = VI.D = + 40 

(контрола: 1 v' = 84.4 и :Е v п = 85.0). 

4.) Бројеви 'q = .. siп (L + А), који СУ срачунати са неким сталним неличи
нама tJ.. а А З3 разне вредности променљивога угла L, после одбацивања крајних 
децимала Н3 ЊИХ, изашшt су ованви: 

I~ 



ОдредиТи 
rрешке го: 

."J~' tl~~~ 

L. 

180' 
195 
210 , 
225 

'l ".' "'._ 

по овима 24 даним 
и ел. 

90 

-;; ... L. I,.L .'0. L I 
60' + 75 -:- 240' 1 ~O~ - 38 + 300' 
75 + 50':'" 255 135 '- 65 + Зl5 
90 . + 22 - 270 150 - 87 + 330 i 

105 - 8+ 285 165 -104+ 345 

. ,,' 

наЈвероваТНИЈе величине а. . и А 'и њихове cpeдњ~ 

Ставив~~:, 'ради удо6није'г рачун.3Ња: ~ cos А = х и ~. sinA = у. нани tiel>l.V по фОРЈ\1у.ТЈзма 
ЧЛ. 55. сљед.еПе наЈ.ероватније величине Х, у, <2., А а са њима и ОДСТУП,ања v даних бројева 'г, , . 
ОД срачунатих:. , \ . 

, 
" 

~~-----~-----~.---
...... ,., " -0.15+ --,0.29+-0.13+ 

12x=J:.sihL'-:+ 259.4, к,_12 ',+0.11- -0.17+ '-0.28+ 
I2y=J:,cosL=+ 1357.8, К,= 12 +0.19- +0.39- +0.19-. 

, 'i\S.10 A""79'11~2· -0.30+ +0.41-" -0.29-'-

• VV· 164 
Tal<O да квадрат средње грешке t даних брОјева. и~лази раван &2 = 2; ~ 2 - ~г- = O.074,-штО 

је ДОВОЉНО близу теоријскоме &2 = 0.083 (чл. чл. 37. и 43.). Затим, ако би, ради одређивања 
rt. и А, б~IЛО ставЈьёно' ПРIJО i"':":: ~ + '6 iz. н. А ~ ~ + ь,. Ј!,' I - то.' .ба', основне 24 једначине 
примиле облик 

;1 =-Г, -:- ~ ~in( L + до )= I~ '1... siJI ( L + А» + % 6. Д' si1l.l', CQs( L + Ао) 
а из њих би се 6. '1.. И щ) 6. А' sin l' Д~били, очевидно, са истим теЖ(ЈНзма (1 средњим грешкама, 
као и напред нађене величиtiе'х и у; због тога је: . -

С""" ,.=ј! ~~4 =+0.08. 'л= 

. . 

': : -, - -

.. 

. '- ' 

-1.- "_1_" _ ~-,_-, 

1 .i 0.01. 
"osinl'JI 12 

. . 

. .. 
-, ':2' 4 
=-г : ' 
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ПРИВИДНИ И ИСТИНИТИ ПОЛОЖАЈ 3ВЕ3ДА НА НЕБУ. 

56. Кривина земљине поврmиве. 

у свакој тачци на Земљи тежишна си.ца дела потпуно одреijеним нравцем, 
који показује правац виска, Т.ј. конац о коме мирно виси какав тег. Тај се правац 
зове верmикалан. Равни, које су управне на тај правац, зову се ХОРИЗ0нщалне; 
она ВШ( ОД ЊИХ, која пролази кроз дану тачку аове се истинити ИЛИ асmрономски 
ХОРИЗОllт те тачке. Свака раван, која пролази кроз вертИI{3ЛНУ линију и која 
је, рзо}'ме СС, управна на ХОРИЗ0нат, зове се вертикална или верmикал. 

Облик површине мора и океана зависи ОД правца теже у разним тачкзма 
на 3е:I1JЬИ, јер сваки елемент по врши не течне масе, који се налази у мирном 
стању, Ј\юра бити управан на тежишни правац у таLJЦИ тога елемента. Под 
исmинuшнл обликом 3емље и треба подразумевати ту површину океана, за
миuсъено продужену и под континенте. 

I{ривина се Земљина јасно манифестује на свима океанима и морима 
а тш{о исто И на суву, у равним пределима, на тај начин, што сваки довољно 
високи предмет, ако се од њега удаљујемо, постепено тоне под хоризонт ДОК 
напослетку и сасвим не ишчезне под њим. Узмимо да се око 
посматрачево налази на самој ПОВРШИНИ океана у тачци А и 
на неком растојању АМ = s од предмета М (сл. 13.). Ако 
замисли.\lО !(роз вертикалну линију AZ и тачку М вертикалну 
раван, она Ђе пресеЂИ површину океана по некој кривој чији 
мали елемент АМ = s можемо С\1.атрати за лук круга са кри
вином те I{риве, тако, да Ђе се центар С тога круга налазити 
у пресеку вертикалних линија AZ и МУ. ХОРИЗ0НТ тачке А 
пресеli" liе МУ у некој тачци N, при чему I;е права AN бити 
тангентна на круг у ТаЧЦИ А; због тога, - узимајуfiи при
ближно да је AN равна s и 0значив MN са Н а полупречник 
АС = МС са R, - доби!;емо s' = (2 R + Н) Н или пак, - због 
мале веЛИ'Iине Н према 2 R: -

• s'=2RH ... . . . . . 

I 
! ./ 
ј .. , . . .. 
" ... 

о:," 

• 

/~ 
i 

.. .. 

Сл. ]3 . 

. (1.) 

На тај би се начин могао израчунати полупречник R кривине овога пресека 
3е,'l1љине п'овршине, кад би била позната висина Н некога предмета (например, 
висина ]{атарке на броду, куле светиље или планине на обали) и оно растојање 
s на које је потребно удаљити се па да тај предмет сасвим нестане испод хоризонта. 
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бвај је начин, разумесе, и сувише груб, јер се ту не може одредиtи ни 
тачно растојање s, НИТИ се тачно може узети у обзир повијање свеТЛQснаг 
ЗНаЈ," NA, услед његова пролаза И3 ређИХ слојева ваздуха (на висини Н) у 
гушhе (на самој површини Земље). Због тога се никако и не могу ЧИНИТИ 
за кључ ци о стварној промени 3eMЉ~He кривине на разним тачкама њене по
вршине, нити у разним правцима са Једне и исте њене тачке, на основу оних, 

веома различитих међу собом, резултата, који се добијају ОВИМ нач.ином. Па'" 
ипак он даје бар неки појам о форми и димензијама 3емљиним, на први мах 
за нас довољан, т. ј. да можемо реЂИ, да Земљина површина не треба много 
да се разликује од сферне и то са полупречником 6000 врста.') • 

57. Даљина и спуmтаље привидног хоризонта. 

Због допуштења, да је полупречник кривине R сталан, произлази пре 
свега то, да део 3емљине површине, који се види са тачке N (сл. 13.) треба 
да изгледа оивичен I<PyrOM полупречника МА = s = V2R.H; У самој ствари то 
та!{о и изгледа, I<ЗRО на мору тако и у сваком равном пределу. Овај се круг 
обично .зове аривидни хоризонт у тачци N, за разлику од истинитог или 
aCTPOI-IОЫСКОГ ХОРИЗ0нта у тој истој тачци, која, - по напред рсчеНО.\l,
представља раван TNS, која је управна на вертикалну линију CNY. Сматрајуhи 
R = 6000 нрста и изражавајУЂI1 s, ~ ноја се зове даљина привидног хоризонта, 
- такође у врстама а висину Н у стопама, доБИЂемо, по обрасцу (1.): 

s=J4X 3000 f-I=2 Јзооо Н=2,(б Н r 3500 V 3500 ! 7 . . . .' . (2.) 

Угао TNA = х увек је врло мали услед релативно мале висине Н. Тај се 
s . угао х зове сuушшање привидног ХОРИЗ0нша. Пошто је он раван углу NCA = R' то 

ћемо га добити у ЛУЧНИМ минутама (узев приближно да је sin l' -. 35~O овако 

Х=RS:П-У=~:-V ~ H~{~ Н . . . . . (3). 

Али, у овим изразима (2.) и (3.) још није узето у обзир напред речено 
повијање свеТЛQСНОГ зрака AN, које у самој ствари, - тангирајУБИ 3е,'о\ЈЬИНУ 
навршину у тачци А, - достиже ДО вертикалне линије MN на висину MN', 
УНСI(QnИКО .• ању од Н. Иа огледа се добија (Курс више Геодезије Н. Uингера, 
гл. V, чл. 46.) да при нормалном стању атмосфере, - када су доњи њени 
слојеви у најпотпунијој равнотещи, - тај зрак AN' можемо сщпрати као лук 
!(руга са полупречником АО = N'O = р, који је б или 7 пута већи ОД Земљиног 
П·ОЈ!у!!реЧЈ!l1ка R.~Услед тога, иа троугла CON' Ј - где су: СО = Р - R, ON' ----=.~, 
CN' -.. R . Н' и угао С = 180' - Х, - добијамо: 

р'= (р - R)' +(R + Н')' + 2 (р - R) (R + Н') CQS х 
одаto:ле 

.' 1 [(p-R)+(R+H'»)2-p2 2рН'+Н'2 
Sln ·;г х= 4 (p-R)(R + Н') .- = 4 (R+H') Iр R)' 

3бог тога што је Н', У сравнењу са R, врло мало, као и угао Х, наЂИ ћемо, да Је 

1 2_ -2рН' . 
4- х 4R(p-R) , 

"') 1 "рста = 500 сажњена; I сажењ = 7 стџпа (енгл.) = 84'ЛaJIца (еНI·Л.) = .2.1~ ~ метра. jlpeHoд~!.1aц. 



ИЛИ, пошто Је 
s 7 R- _. x='Rap-' ,то Је 

2р Н' 

R(P-R) 
2.7.R.H' 

R.6.R 

одакле liе, на основу (Ј.), дефинитивно и приближно бити: 

Н= ~ Н' или Н' = ~ Н. 

На тај се начин за цаљину привидног хрризqнт~ добија и тачнији и простији изра~: 

s=2{W .. . . . . . . . . . . . . (2)' 

Ако сад' замислимо у тачци N' истинити хоризонт T'N'S' и тангентну 
A/N' на зрак AN', то .Ђе стварно спуштање привидног хоризонта, - посма
трано са те тачке, - бити х' = 1:: T'N' А' = 1:: CN' О а одреДИЂе се И3 
троугла CON' ~ - после за",.ене синуса са њиховим углима, - овако: 

, СО 
х = ON' 

или х' = {Н' .. , ......•.... (3.)' 

при чему ће се, као што је већ речено, угао х добити у минутама, ю<о висина 
Н' буде изражена у стопама (енгл.). 

58. Привидни и истинити правци на небеска тела. 

Усљед преламања светлосних зракова при пролазу њиховом кроз з~М:ну 
атмосферу, небесна се тела виде у правцима, који су више или мање поремеЋени 
ОВИ.'1-\ преламањем,; због тога, да ~Ce--He· 'ои долазило ДО погрешних закључакз 
о положзју и кретању небесних тела, треба већ у напред да се зна, уколико 
се ;\IOГУ разликовати љихови истинити положај и ОД привидних. 

СмотраЈУЂИ 3емљину површину за сферу са полупречником АС -, R 
(сл. 14.), треба и атмосферу њену да замишљамо у облику концентричних са IbОМ 
слојева аЬ, а Ј Ь" й2 Ь2;, ..... '. чије се густине повеiiавају са' приближењем ка 
површини Земљиној. Тада Ђе зрак Sa од некога врло удаљеног небеСНОI' тела, 
ступивши из ,безвавдушног простора у атмосферу и подвргавајytи се познатим 
законима преламања, у свима тачкама својега даљег пута а ОЈ й2 •... А, - све 
више и више да се приближава вертикалним правцима аС, а, С, й2 С .... АС 
тих Пlчаl<а и ДОЂИ ће напослетку у А правцем. AS', одступивuш од свога 
првОбитног правца aS, Или од паралелног са 'љим AS, З3 неки угао SAS' 0""'_= г, 
који се .зове астрономска рефракција.' При To~e ће се, очевидно, СВН елементи 
КРИВОЛ\ЈнијСI<ОГ зрана Sa ОЈ ..•• А па и }{рајњи његов привидtJи правац, налазити 
у je~Hoj 11 истој вертикалној равни ZACaS. Према томе, астрономс"а рефракција 
само ПQвишава, ИСТl+НИТИ правац на небесно ·тело у вертикалној равни која 
I{P03 љега пролази, 

Уl"ЛОВ\"Щ, надвишавање небесног тела над ХОРИЗ0НТОМ примљено је да се 
ЭOI:Н.: у астрономији висина· тога небесног тела. На тај начин, 31Ш замислимо 
на наше/l1 цртежу линију АН, по којој веРТИI<злна раван ZAS пресеца хоризонт 
Ta'll(e А, то Ђе угао S' АН = ћ' бити uривидnа висина небесног тела а угао 
SAN-- h = ћ' ~ r ИСЩИНЩUII висина њеr<>ва. 



59. дејство астрономске. рефр'!Ј<цвје •. 
у сљед знатне величине 3емљиног полупречника R може се допустити, 

да су на неком пространству око тачке А, како ПQвршина 3емљина ТЈ КО и 

т. Ј. 

слојеви ваздуха над ЊОМ једнаке густине равни и паралелни 
међу собом;· онда одступање зрака AS' од његовог прво
битног ~paBцa aS (сл. 14.) не треба ниуколико да "ависи од 
распореда густине у атмосфери и одредиliе се врло просто. 
3аиста, кад 03Н3ЧИМQ индексе преламања разних слојева, 
почев од највиших, са "1, tIl' (.4, 1J.з, ..•• џ. а угле, које у тим 
слојевима образује светлосни зрак са ХОРИЗ0НТОМ тачке А, - са 
Qдговарајуtим h, ht , h21 hзl •• •• h', - ДОбиЂ.емо, по познатом 
закону преламања, поступно: 

l.cos h = 1', cos h, = џ., cos h, = ... .'= l' cos h', 

cos h = l' cos h' 
• 

Одатле "ак, кад узмемо coshy облику cos (h' -r)=cosh' cosr.+ sin h' sin r 
и, због мале величине угла Г, - ставимо cos r --: 1 и sin r = г" sin 1", Н3ћИ 

Ђемо онда, ца је 

г= f.-;,~ cotg h' = k. cotg h' 
''" 

. . . . . (4.) 

где Ђе НСЛllчина k = f.-;,~ ,- при l' = 1.00028 (која одговара средњој те.\ше
''" ратури ваздуха + 10' С. и нормалноме притиску 760 мм.), - бити приближно 58". 

Отуд" је r=58"cotgh' . ........ . (4.) , 

у сљедеЂој таблици дате су ове приближне величине рефракције Г, срачу

нате по формули (4)' за разне висине h'. Поред њих дате су и тачне величине 
г, које Ђе се извести по формулама главе хщ где ће бити узета у обзир и 

КрИRина Земљине површине. 

ћ' 90' 70' 50' ЗО' 20' 10' 5' 4' З' 2' 1 ' О' 

r (та'ЈНО) 0.0 0.4 0.8 1.7 2,6 5.З 9.8 11.6 14.2 18.1 24.4 35.1 

Према томе, формуле су (4.) и (4.)' довољно тачне само за висине ћ', које 
ннсу Bclle 0;1, 300; могу се оне до некпе сматрати као ззд,овољавајуt.е и за 

висине ОД 200 ДО 100) али постају сасвим неупотребљиве З3 висине h' ИСПОД 5С , 

Тачне величнне r показују, да се рефракција бли.'!у хоризонта, и ако 
долззв тек до 351, ипак мења врло јако са малом променом висине 11'. Отуда 

нам ПОТIIУНО округли ДИСRОВИ Сунцан пуног МесецаЈ кад су ОкО +!I над ХОРИЗ0НТОМ, 
изгледају у неl{ОЛИКО спљоштени у веРТИI<алном правцу. 

Да ",!Дима сада, како се морају да ремете усљед рефракције узајамни поло

Жdји раЗЛIl'IIIИХ иебесних тела, Кад ЗаМИСЛИМо кроз привидне правце AS' и AS;, 



(сл. 15.), на нека 'цна небесна:теnа; вертикалне равни'ZАI-j 'II:ZA1:I, "пренесемо 
у тимравнима величине рефракција Г...,. 4 S' AS и Г, = S;AS" :које одговарају 
природним висинама тих небесних тела ћ' = 41:1AS' и ћ; ~ 4- Н,АS;,дориliемо 
истините на њих правце AS = AS,. Угао S' AS; =d' 
представља UРИВИlJ,но угловно расщојање Mel)y овим небо
сним телима а угао SAS1 = d - истинито. Мереliи прво 
(привидно) и знајУЂИ висине h' и ћ:, люш је срачунати 
и друго (истинито). 

Ради тога замислимо у тачци А ПОМОЋНУ или тако 
звану небесну сферу (чл. 11.). Равни ZAS, ZAS" SAS" 
S' AS; пресеtи liе је по луцима великих кругова и образоваliе 
на њој два сферна троугла ZSS, и ZS'S;. Разлике међУ 
страна:l-,а љиховим г = zs - ZS' И'. = ZSI - ZS: МОЂИ Ђе сп. 15. 

се сматрати као елементарно мале, и, због тога, кад замислимо кроз S и Sj лукове 
Sp и 51 РI управне на 51 s:' .наt.и Ћем.о директно и са ДОВОЉНОМ тачности, да је 

d = d' + Г cos S' + Г, cos S; .. . . • . , . . (5.) 

при ',ему се }'гли S' = 4 ZS'S; и S; =4 ZS;S' МОГУ лако срачунати И3 троугла 
Z5'S; по даним њеГQВИМ странама: 900 -ћ', 900 -ћ: и d'. 

'{ад узмемо аа рефракције r и г! приl'iлижие израае r=kcofgh' и гџ=kсоfgh'l. - ,де 

је k = ?- ,:1 = 58" - лако је показати, да је истинито растојање d взме~у сваке две тачке 
SI!l 1 . 

сфере S I-! SI, - које C~ налазе над ХОРНЗ0НТОМ, - увек веЬе ОД ПРИВИДНfJГ d'. И· заиста. 
над пщеЛI-!МО троугао S ZS'J перпеНДИ!fуларпм ZQ на два правоугла троугла, и 0значимо 
њихове натете S' Q н S' 1 Q (који никад нису веliи од 900), са q и qt, онда liе се равлика 
(d - (() представити у облику 

(d - d') = k (cotg ћ' cos 8' + cofgh'I cos S I}=К (tgq + tg qt} = k :~s ~ c-;;s ~: === Ј' ciJs q cos 91 
sin d' ' 

, што пока"ујс, да lie она бити увек вредност позитивна. 
jacr.O је затим и то, да lie најмања (тјп.) вредност за (d--d'-) бiПи онда, када ,је 

q =, qJ '--= + d" и тада lie наиме бити оваква: 

. " (6.) 

Одатле излази између осталог и то, да нам се хоризонтални преЧНИЦII Сунца и Месеца 
. .,. r ~ 

представљаЈУ, усљед рефракци]f', увек с.мањени приближно ва исту велнчвну k. _tg т = llО :....... т· 

60. Небесаа свод. 

Простор нац привидним ХОрИЗ0НТОМ, представља нам се у ведре дакеу 
облИl{У плаI3I1'-ШСТОГ свода разастртог над 3емљином површином. То произ-л:ааи, 
ПО тсор(]јн Релеја и хипотези Брјуке-Тиндала, слично .мушној средини, .,;..... 
усљед рефлеl\са са честица, које се проносе у ваздуху, - светлих зраКQва 
всhЮl деЛО:'l голубије боје. Што год је ваздух чисти-ји, тим је_' ОН мање,сличан 
таквој среДИШI, и због тога нам на високим планинама и са високо издигнутог 
балона небо изгледа интезивно плаво. Ван атмосфере -оно би изгледало црно 
и тада бис;.ло могли ,и дању видети звезр,е, и без дурбина., 

На тај начин светлосни зраци одбијени са атмосфере, долазеЂИ до o~a 
посматр;:tчсва са свију могуtних праваца, чине утисак, _као да сви долазе са 
једноставне сферне lJовршин_е. ТО, ,'шТО нам ,caMQ иаг.д~~а-, ,Као ,п~врщина1.' ~,И 

13 
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: зове Се не6еснu. своД . .. -При томе нам он изгледа још унеколико и сплоштен у 
, вертикалном правцу. Ово се објашњава-делимично тиме, што у БЛИ~ИНИ хоризонта 
(има много водене паре и других страних честица у ДОЊИМ СЛОЈевима ваздуха, 

услед чега је тај део Ћеб.есног свода мање јасан; ,делимично пак и глзвније тиме, 
ШТО (Ое даљина до тога свода у близини хоризонта цени ОКОМ, у сравњену са 
далеким земним предметима, међутим оцеНЗ._0Д ока нема чиме да се РУКВОЦИ 

у пр<l;ВЦУ иавише. , 
По јасној НОЂИ, без месечине, када' атмосфера рефелктује ништавну f{ОЛИ

'-IИну звездане светлости, небо нам изгледа скоро црно. Тада се ОНУ посматрачеву 
ЧИНИ, као да су све звезде подјед,нако удаљене од њега па као да их тако 
притврђује за сам СВОД неба, )'сљед чега нам оно и у ОВОМ случају изгледа 
облика сводасте површине. Мања пак јаснова звезда, које су близа хоризонта, 
и, близина земљишних предмета чини, по преijашњем, да нам та површина 
изгледа раС!вучена у хоризонталном правцу. 

61. Звезде векретвице. 

у току сваке НОЂИ лако је запазити, да се звезде, према предметима 
привиДнога хоризонта, премештају на сличан начин као и Сунце и Месец, наиме: 
са оне стране одкуд се Сунце palja и све се _ звезде поступно ИЗ/Ј,ижу; затим, 

, СВЗi\3 од њих, достигнув неку највећУ за њу висину, почиње веъ да се спушта 
у страну Сунчева заласка. При томе се HeK~ звезде потпуно скривају за хори
зонт, друге пак ЦОСТИЖУ своју најмању висину па се затим поново издижу и 
не залазеhи. Али се истинити положај звезда, једне према другој НИУКОШI!Ш неће 
променити IlрИ ТИМ општим _покретима њиховим. Лако је се У томе уверити, al<O 
се у раЗЮ1'--1I1I1М временима измере угловна растојања Meljy њима каКВЮl ПОГО)Ј,I-1ИМ 
за то И\-Iструментом, нпр. поморским угломерним инструментом - секств.НТО.'l ~ па 

се ивмсрена растојања исправе за дејство рефракције, као што је то раније 
објашњено. 

Ни најмање се разлике у у ззјамном положају звезда неЂе fJТЈ{РИТИ ни 
таЦЈ, капа се слична мерења изврше на разним местима 3eMЉ~!He површине, 
веома уда.ъених јецно оц другога; то пак значи, да је даљина звезда од нас 
изванредно велика у сравњењу са димензијама и саме Земље. Због тога та 
небеСl1а тела изгледају само као прост~ светле тачке чак и онда када се посматрају 
JlрОЗ IIзјвеhе дурбине, ~ ма да у самој ствари треба да буду врло вели"а. ~ 

у сљед напред речене непроменљивости узајамног положаја звезда, оне 
су још од прастарог доба l!азвате nекреШJ-lИЦGЛЮ. Међутим постоје још нека 
небссна тела, ноја су на први поглед веома СЛИ~Iна са звездама, али која стално 
мењају с!Зоја места; кад се пак посматрају Кр03 дурбин, најсјајније ац њих 
изгледаЈу сличне Месецу. или као скоро пуни дискови, или пак у обли!-{у српа 
осетних угловних димензија (до 1 '). Таквих небесних тела, која мењају своја 
~eCTa, рачунају сад на 500 љих а зову се, по величини, велин:е ИЮ1 А\<1ле 
планете, што грчн:и значи "лушалице". Понекад се појављују не!-{а више или 
мање сјајна небесна тела потпуно ориђиналн<?г оБЛИI{а, праtена <Јесто пута 
врло дуги,\\ свеrлим реповима, које изврше извесан пут међУ звездама неl{ретницама 
за Bpe.~\e 0;1. неколцко Десетина дана па их опет HecraHe. Ова се небесна тела 

. " зову КО.'неruе, ТЈ. "власаста . 

62. Величиве и називи звезда. 
Cl3e су звезде биле веli издавна поцељене, по интензитету ј-Ы1ховога 

СЈаЈа, онако како се голим оком виде, на шест разреда или величина, Т31Ш да 

тер~ин "величина" овде ниуколико не указује на ст.:арне nимен:зијс тих тела. 
Најсјајније су зпеэде прве величине; 33 ",има иду звезде дру?е, веЛИЧИllе, чији 



је сјај мањи приближно за 2'1, :пута; сјај звезда шрehе'јје'Jf,ј~инёl0ШТе аа 2'/, 
llYTa ,'tlз'ЊИ ОД друге, и тако даље до најмање сјајних звезда шесше ВСRичине. 
Таюза је скала величина била прощирена затим ј'с на звезде, које се виде: самО 
ПОМОћУ дурбина, тако да се уошiпе рачуна, да, сјај звезда (п + l)-T,e величине 
треба да буде приближно 21/2 пута мањи ОД сјцја звезда п-те веЩ1чине,' .пошто 
је прелаз ОД једнога разреда сјаја ка другоме поступа н, то се понекад вели'iИН3 
"иездеозначуједвемацифрама једна поред друге: п.(п+ 1) или пак (п+ I).п, 
ШТО у првом случају показује, да је звезда ближе п-тој величини него ли 
(п + I)-т,јј а у другом - обратно. - Употребљује се такође и још тачнија 
03!-!3К3. r.еличине звезда са целим бројевима и ЊИХОВИМ десеТИLfНИМ де.l0вима, 
IIПр_ 2.7, ШТО би по, првом начину бало (3.2). -

НајСlJт!!ије се звезде, 13., 14., ]5. и 16. величине, МОГУ видети само ГЈОМОЋУ 
најСИ';П-Jlф!Х тслескопа или се пак добијају на фотографској плочи после подуже 
еКСI!ОЗI!Шlјс њиховој светлости. Из таквих се звезда најслабијега сјаја састоји 
тат{о 3Н31-1М .1lлеЧЮl пуш, који се види на небу по тамној ноtи. -

У УЈзјаМIЮМ распореду звезда, које се" виде голим оком, не може се 
di:lН3ЗИТН шшакав одређени закон вев оне саме по себи образују само СЈ1уч'ајне, 
више IIЛИ мш-ье скучене групе, које се зову звездана ·'јаша ИЛИ, консmалације 
(сазm:жЬа). Уосталом, општа гу стипа или бројност звезда" особито па.к, малих 
- тслес[~опС!{их, - увеЋава се са приближењем ка млечноме ПУТУ. ИЗУ-4авање 
се констелација о:лакшава звеаданим глобусом, који може бити тачн-а· капија 
целог звезданог неба. Неки његов део може се, нацртати 'и 1101. равни, али, 
разуме се, у облику поремеtеном уtlеколико. Такви С'е цртежи зову звездане 
карте ~ а збщжа таквих звезданих карата целога неба зову се ашласи . . Овде 
је прилоњ::ена карrа,(сл. 16.) онога дела звезданог небз', који се' види у Петро
граду. На њој су означене само најсјајније звезде (до 4. величиИе заюьучно); 
разне Пal( Iшнстелације су означене нумерама и имају ове латинске називе: 

ВUмЧМN' r-:;'--"""'" 
З.'Ц' ,. . 
2. • 
З. • 
4. -. 

• 

" 
" 

. Сл. lб. 

.' . , " 

• • • 
.' 

',., . 

'3' 

• • 



·1. Cepheus (Цефеј), 
2. СаэЭјореја ([{асиопа). 
3. Andromeda (AHApOMel(a). 
4. Pisces (Рибе). 
5. Triangulum (Троусаоник). 
6. Aries (Ован). 
7. Се!цв ([{ит). 
8. Perseus (Персеј). 
9. Ташus (Бик). 

10. Eridanus (Еридан). 
11. Camelopardus (Жирафа). 
12. Auriga (Возар). 
13. Огiоп (Орион). 
14. Lepus (3ец). 
15. Gетiпi (Близанци). 
16. Мопосеro. (Инорог), 
17. Сапјэ тајог (Велики Пас). 
18. Lynx (Рис). 
19. Сапјэ тјпог (Мали Пас). 
20. Argo (Лађа). 
21. Сапсет (Рак), 
22. Hydra (Смук), 
23. Urs' .тајот (Велики Медвед). 
24, Leo minor (Мали лаф). 
25. Leo (Лаф). 
26. Sex!ans (Секстант). 
27, Cra!er (Чаша). 

28. Сапе. Уепа!јеј (Хртови). 
29. Сата Berenices (ВереНИl(ине 

власи). 

30. Virgo (Дева). 
31. Игsа minor (Мали Медвед). 
32. Љасо (Дракон, 3мај), 
33. Воо!е. (Ловац). 
34. Libra (Веси, Теразије). 
35. Lupus (Вук). 
36. Corona borealis (Северни венац). 
37. и 37.' Serpens (3мија). 
38. Scorpio (Шкорпија). 
39. Hercules (Херкул). 
40. Ophiuchus (Офиух). 
41. Sagittarius (Стрелац). 
42. Scu!um (Штит). 
43. Lyra (Лира). 
44. Уи/реец/а (Лисица). 
45. Sagi!a (Стрела). 
46. Aquila (Орао). 
47. Cygnus (Лабуд). 
48. De/phinus (Делфин). 
49. СартјСОТПЦ' ([(озорог). 
50. Aquarius (Водолија). 
51. Equuleus (Ждребе). 
52. Pegasus (Пегае). 
53. Laeer!a (Гуштер). 

Свака је од најсјајнијих (1.-5. величине) звезда овде означена оном 
RонстелаuијОМ, нојој припада а сем тога и СЛОВОМ или бројем за РЗЗЛИl<У од 
осталих звезда исте констелације. Извесне су пак од, најсјајнијих звезда добиле 
одавно нарочите називе: грчке, лз-тинске и арапске. Овакви су нпр. називи 
нај,рупнијих ввезда: 

Велич.. Оанака· Назив 

(2) '" Игsае minoris Polaris (Поларна, Северњача), 
(1) а Tallri .. Алдебаран 
(Ј) а Aurigae . . . [(апела 
(/) а Отјопј •... Бетајхајзе 
(1) ,Ј Orjonjs . . . Ридел 
(1) а Сапј. тајотјв:. Сириуе 
(1) а Сапј. minoris Процион . , 

Вели'/.. Ознака }fasHB 

(2.1) .. Оетјпотит [(астор 
(1.2) ~ Gemjnorum Пол}кс 
(1.2) .. Leonis Регулус 

(1) .. Virgjnis. . Спика 
(1) .. Boo!is. Ар"турус 
(1) "Lurae Вега 

(1.2) <х Aquilae .. Атаир 

[{ад се '!апам",и,до~та добра фиг.ура Kaк~e "онсталације, не може а да се 
не запази, како се она све Qише и више привидно щири са приближењем ка 
харизонту. Али то је сам-о оптичI<.a- обмана ока посматрачевог, сасвим слична 

Z! 3:L' 'Е оној"ШТО нам диск. Сунца или Месеца изгледа увеличан 
: ;/ близу хоризонта; јер тачна мерењадискова као и угловних 

:,/ f': s' растој;lња Me~y звездама не откривају НИ<Јега сличног. 
1 /7 ~ >,~~-~.-~ Очев~дно је; да- су ове, чисто субјективне појаве, у 
:/ 'rЬ' .-:-.:::::'- 1:.0'----- теСНОЈ веаи- ca----оНиМ·----усљед чега нам -11 небесни СВОД 

_~ ___ -:1f 0-' Н изгледа сппоштен одозго. И заиста, tпројектујуfiи нЗ 
с,. 17. такав свод (сл. 17.) привидне правце на небесна тела 
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S и L, око их види И3 А У тачкама свода s и / и цени угловно растојање међу 
њима 4 Si\L дужином лука s/; блиау ХОРИЗ0нта пак томе углу 4, S' AL' = 
4 SAL одговара лук " l' ноји је веliИ од Б/. Иа истог се уарона цени од она и 
свака IЗисиr-Ја небесног тела ћ' = 4- ЕАН, - особито ако није веЛИЈ{3, - нао 
знатно всћа ОД стварне њене величине. 

3адаће: 

1.) На нанву се висину Н' 
са растојањз од 50 врста угледа 
над морем? 

• 

треба попети над морским ниво-ом ла да се 
врх куле светиље, која је висока ЗА сажњева 

На основу формуле (2)' треба да буде: 50 = 2 Vзо х 7 + 2 vw па због тога је Н' = 
=(25- !4.5)2= 110 стопа = 16 саж. 

2.) Кад се уаме, да је приближни иараз за рефранцију г = 58" cotg ћ', 
нека се докаже, да Ђе за све звезде, - које се налазе на истом растојању d 
ОД неке тачке истинитог хоризонта, - њихово привидно растојање ОД те тачке 

бити Ј' = d + 58" cotg d, тј. да ће се сва та растојања повеliати за једну и 
исту ВСЛИЧИНУ 58" cotg d. 





ГЛАВА Х. 

ПРИВИДНО ДНЕВНО КРЕТАЊЕ ЗВЕЗДА 

63. Координате иебесвих тела у односу према хоризонту. 

Почнимо, посматрањем иа неке тачке на Земљиној 1l0ВРШИНИ, да nажљи~о 
изучаrзамо привидно дневно кретање звезда у односу према хоризонту, КОЈИ 

нам изгледа потпуно непомичан, ИЈ узмимо за то у ПОМОЂ небесну сферу, која је, 
као што је ·веЋ било објашњено, чисто геометриска z Е 
представа iJ која нема НИ~Iега заједничког са небесним .. -.. ;/-.r .... _ .... 
СВОДО,'," Замислимо, ради упрошfiења, да је центар њен С у .1, IC 

сзмш,-1 MI.::CTY посматрања (сл. 18.). Хоризонт тога места /! ,/ Е 
као 11 свана уопште хоризонтална раван, представиt.е :·:_:~~:t:-.~~~~,t-~~-.·_· 
се на њој кругом HQH,i вертикална пак линија њена ; С! ..... . 
CZ - двема таЧl(ама Z и N. Прва. од њих, која је над 
глаВlНl поС:\штрачевом, зове се аенищ а друга надир. 

УЈМИ:\lО да правац СЕ на неко набесно тело 
продире кроз сферу у тачци Е. Вертикална раван, која Сл. 18. 

ПРОЛаЗII кроз тај правац, представиfiе се у облику великог круга ZEQN, КОЈИ 
се зове нершикал а по некад и висински круг, зато што се висина небесног 
тела h == ~} ECQ мери његовим луком EQ, лук пак ZE = 4- ZCE = 90' -- h = z 
зове се 3(;'ЮIШНО расшојање небесног теда. БеличИl-IOМ z (или и ћ) одре!)ује се 
на небесној сфери цели мали ируг l{ Е К., који се зове алмуканmараf[[. 

Угао међУ равнима каква два вертикала ZQ и ZH мери се луком Qli, 
који томе углу одговара на хоризонту, или, штоје једно и исто, хориаОНЩQлшt.'И. 
углоJt L) QCH = М. Да би се разни веРТИl<али РЗЗЛИI\:овали Me~y с060,\1, може 
се у.зеПI за услов, да се угли М, који их одређују, рачунају удесно, тј. у страну 
ПРИВИДНО[" дневнога Сунчевог кретања; од које пак тачке Н хоризонта тр~ба 
~ . . . 
ОРО]ИП1 те УI"лове, аа нас Је то, аа сада, сасвим свеЈедно. 

64. Уииверсалии инструмент. 

За .'ltерење ХОРИЗ0нталних углова М међу различитим вертикзлю\а, као 
и зенитних растојаља z постоје инструменти, који се зову У1lиверсаЛI-lИ. f-ЬИХОRа 
Је конструкција у најопштијим цртама оваква: 

ТРОliожац са три завртка 1-', Р' и Pfl (сл. 19.), који је постављен на КЭt(вО,~је 
LIВPCTUM постаљу R, држи ХОРИЗ0нmаЛliИ круг А, који је тачно Пl1де:ьен по 
периферији на степеlJе и њихове делове. Над. центром тога круга издиже се 
стуб В, кој;1 се слободно оБРЋе око своје вершикалне осе. Овај се стуб ншшше 
сзршаsд са два Hoca~a С и С', на једноме од њих чврсто је утврђен веРШЮСйЛШI 
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круг D, који је тако исто подељен на степене као и круг А. У гњездима НQсача 
С и С' обрЈiе се хоризонтална оса ЕЕ' на чијем је јецном крају утврђен дурбин 
ff' а на ~PYГOM, који пролази кроз центар круга D, - леЊИРИЂ или алхидаДQ 

са две циаметрално супротне казаљке ОО', које 
одређују на подели круга D. нагиб дурбнна. 3а 
утврђавање пак алхицаде заједно са цурбином у 
жељени положај служи завртањ d. Слична алхидада 
са каззљкзма Н и Н' и са ззвртњем а за утврђивање 
УЧВРШЂена је такође за стуб В ради очитавања 
хоризонталних углова на кругу А. 

Q 

Сл. 19. 

За довођење осе ЕЕ' у тачно хоризонтални 
положај служи нарочита јахаЬз справа'К са ли6елом. 
Ако је доведемо у хоризонтални положај прво у 
правцу РР' а затим у правцу управном на РР',
ДИЖУЬИ или спуштајУЂИ троношчеве ззвртње Р, 
Р' и Р", колико то захтева либелз, - онда ће' 
вертикална оса инструмента бити верпшална а 
круг А ХОРИЗ0нталан. У дурбину, а наиме у фОl(аЛНОј 
(жижиној) равни његова објектива, ставља се прстен 
Q са затегнутим на њему кОНЧИЋима од паучине, 
од којих је један хоризонталан а други вертикалан. 

Линија, која спаја тачку пресека тих канчиtа са оптичким центром објектива, 
зове се опmичка оса дурбина .. при диазњу и спуштању дурбина она треба аа 
описује вертикалну раван па због тога треба да буце строго управна на осу ЕЕ'. 

Аки дурбин инструмента будемо стављали у pa3H~ вертикалнс равни и 
aI<O при сва}юм таlШОМ стављању будемо очитавали Ј(РУГ А ПОМОЋУ казаљки 
алхидздс Н и Н', то Ђе нам разлике ТИХ очитавања давати величине ХОРИ301l~ 
шаЛI-lНХ углова, које међу собом ааклапају напред речени вертикали. AI{O ПJl<, -
УТВРДI1ВШП завртањ а, - буцемо давали дурбину разне нагибе у једној 11 истој 
вrртиналној равни и ако, ради УПРОШЂења допустимо, да Ђе хазаљка G и О' 
на верт!!калном кругу D показивати равно ОО, када је оптичка оса дурбина 
упр.:mљена тачно у зенит, - то Ђе нам очитавања на томе кругу давати увек 
зеllllmilQ растојања z ОПТИЧRе осе дурбинове. 

у слове, које смо поставили и КОЈе универсални инструмент треба да 
задовољава, као што су: чврсто постављање, тачан положај његових делова, 

тзчно отштавање његових кругова и јЈ,р. - не МОГУЂНО је, разуме се, испунити 
ДО савршенства; али, аадаћа је uракmичне астрономије, да, по могу1Ј.НОСТИ, 
отклони утицај разних недостатака инструмента на мерења, која се са њиме 
врше; l\\j] Ђемо пак, - имајУЂИ за сад у ВИДУ само СУШТИНУ ствари а не и 
дета,ъе, - сматрати, да су ти недостаци потпуно отклоњени. 

Интервали времена, који протнчу измеђУ различитих м'{)мената посматрања, 
oдpe~yjy се ПОМОЋУ часовника, тј. механизама, на којима се од,бројавају l..:ла!1ења 
l{лаТI!Ј. Најважнија и неизоставни услов, којему треба да одговори добар 
'-IЗСОБI1ИI(, састоји се У томе, да трајаље свакога посебног. раамаха његова клатна 
- који у главноме заВИС~f од његове дужине, - буде непроменљиво (ИЗ0ХРОНО). 
Ово трзјање и служи као јединица за мерење р.азлич.них интервала npl:Mella. 

65. Одређиваље правца меридијана. 

Са универсалним инструмеНТQМ и ч.аСQВНИRОМ пратиtемо Hel<y звезду, 
1<:оја се све више и више издиже над ХОрl'i30НТШil. Кад поставимо инструмент 

, , 
I{;lKO трсоа и управимо његов дураин на звезду, ставимо и YTBPAIH10 :завртњем 

d "Јзаљке вертикално г круга D на прочитање г" нешто мање ОД зеНИТНЈ)Г 



• 
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растојаља звезде, окреtУЂИ ааТИlJi С3,в горњи део инструмента тако, ца звезда 
не иззl]е из поља гледања дурбинова, очекиваЋемо момент, када она сама при~е 
ХОРИ30НТЗЛНОМ концу, -Т. ј. када ступи на алмукантарат 21 (сл: '20.); при томе 
треба УLIИIIИТI1 још И то, да звезда у том моменту буде и N 

на вертикалном КОНЦУ дурбина па одма забележи~и како 
момент Тј !\оји поназује часовн.ик ТаЈ<О и прочитање 1\:11 на 
ХОРИ30НТЈЛ!ЈОМ кругу А. Пошто- Ђе звезда ПРОДУЖИТИ да 
се И3ДИiЈ{е, ТО кад се сад постави дурБНН на HOBq .зеНИТНQ 
растој'lII,е Z2J .чзње ОД ZI' ИЈ поступи по преijашњем, запази
heMO !I забслеЖИћемо момент Т2 ПО часовнику и прочитање 
јУ1 2 на ХОРИЗ0нталном КРУГУ, које одговара алмукантарiпу 
Z~; СЛИ'ШИ.\1 начином Ђемо, за сљедеће још мање зенитно 
растојање, наtи Т, и М,. Продужујуl," овај поступак, 
увидсtlc."llО, да Ће покрет звезде по висини бити све, 

Сл. 2Q. 

лаганији и Ла!'анији и да Ђе, пошто достигне до неког најмањег зенитноt' растојања 
;, почети да се спушта. Тада яемо је почети да посматрамо на 'сличан начин, 
али сад веЂ у обрнутом реду; тј. стављаћемо дурбин поступно на преf]ашња 
зенитна растојања ... Zз, г2 И Z] па посматрати и бележити одговарајУће 'ИМ 
мо . ."енте па часовнику: ... Т/з, Т'2 И Т] као И прочитања на ХОРИ;:Юllталном 
t-:pyry: .... Nl'з, М'2 и М']. 

у i1еВШI1 за сваки пар посматрања, која су извршена при истом зеНИТНО:\1 
растојању дурбина. средње аритмет. и3 запажених момената, 'видеtемо, да Ђе 
све те cpe~њe величине бити једнаке Mei)y собом," тј. 

; (Т, + Т',) = + (Т, + Т',) =+ (Т,+ Т',) = ... =ТО 

а <ЈТУ,1 ИЈЛ3ЈИ: 

T.'j-TI):..-T-T]=~I; Т/ -TI)=TI)-T2 =t2 и т. д . 

Исто Ђе се тако показати и полусуме прочитања на хоризонтална м КРУГУ: 

а отуд: 

Све оно значи, да су, Ј<ако привидан пут тако и брзина кретања звезде, потпуно 
Сlf.неmрllЧ1Ul у односу према ономе вертикалу, који је OApei)eH прочитањем Мо на 
ХОРИЗОНТЈ.'IНО.\l кругу И Ј(рОЗ који звезда пролази тачно У моменту то, када 
• ." м 

Је њсно 3СНlПНО раСТОЈање наЈмање ТЈ . .,.. 
ПОl!ављајУЂИ такве низове посматрања звезда ПрИ једном и истом, непро

меНЉИВО.\l положају хоризонталног круга инструмента, увидеhемо, да све звезде, 
без изузеТК<1, достижу до својих најмањих зенитних растојања , у једноме и 
ИСТО.\1 верти[,алу МО, тако да се његов правац може обележити на Земљи 
!,аквим сталним знаком. Ова вертикална раван, која дели дневни пут сваке 
:iвезде на два потпуно симетрична дела зове се н.ебесн.и меридијан; линија пак 
њенога npeccl.:a са хоризонтом зове се меридијанска или полудн.евна (:због 
то["а штu у подне вертикални штап даје на хоризонтаЛНQј равни сенку по правцу 
те линије). Напред иаведени хоризонтални угли А" А" А, и тд., који одређују 
!lоложаје осталих вертикала у односу према меридијану, зову се а.:mhfуmи; 
онај НаЈ( Rертикал, који је упраеан на меридијан (А = + 90°) 80ве се први 
вершика л. . 
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66. Одреl;иваље висиие под&. 
Напред извецени момент То по часовнику о,Цговара горњему пролазу 

посматране звезде кроз мерид.ијан или тако званој горњој кулминацији њеној; 
други пак пролаз Кр03 мередијан иин доњу кулминацију, - при којој звезда 
има HajBclle .:3еНИТНQ растојање и креЋе се у супротну страну, - можемо посматрати 
само код звез,цз, које не залазе ПОЦ хоризонт. 3а некоје ОЦ таквих звздз, нпр. 
за Поларну, највеће се њихово аеНИТНQ растојање врло мало разликује од 
најмањега а саме оне описују свакодневно на небесној сфери тек врло мале 
кругове око неке потпуно непокретне тачке Р, која се налази на самом мери
цијану (сл. 20.). А пошто смо раннје видели, даје узајамни положај 3везда на небу 
непро.~\ен;ьив, ТО сад долази закључак, ца су оне све на непроменљивом растојању 
ОД тс та%с Р, тј. њихови путеви на небесној сфери треба да буду мали кругови 
са ззјецничким полом у Р. 

Није тешко да се тачно одреди растојање 8 тога пола Р од зенита. Ради 
• • • 

тога треоа само измерити инструментом зенитна раСТОЈзње једне ~ исте звезде, 

нпр. Г10ларне, у моментима њихових горњих И доњих кул.минаци]а. ~eKa прво 
зенитно растрјање Ze jl - исправљена за његову рефраКЦИЈУ, - буде (1, а друге 
Ze2 , - таКОђе исправљена за рефракцИју, - '2' 0значив непознато нам још 
растојање те звезде ОД пола са l::o., имаЋемо: 

',=8-(1" ',=8+6. 
а одатле добијамо: 

На тај начин можемо одређивати висину пола 1 = 90' - 8 на даном 
месту колико год пута желимо. Она иалази, непроменљива (или тачније ГQвореtи 
- скоро сасвим непромењљива) и зове се ширина места. 

• 

61. Раввом.еРвост диеввога кретаља звезда. 
Закључак, -који СМО учинили, да пут сваке звезде на небеснОј сфери 

треба да буце мали «руг са полом у тачци Р, може се проконтролисати истим 
z посматрањима са којих смо и почели, - одредивши ширину 

1!:·i:' ;;if;"~' места 'р = 900 - 8. - Ради тога замислимо звезду Е 

\ .. 
•• 

'-......._.-"р. 

(сл. 21.) У моменту т по часовнику, када јој је азимут 
М - Мо = А и зенитно растојање z, - разуме се, поправ

љено за његову рефрекцију. - Кад повучемо кроз Е и Р 
велики "ру г на сфери, доби!;е.о сферни троугао ZPE у 
којем су познате: PZ=8, ZЕ=zиРZЕ= 180'-А; због 
тога се растојање РЕ = L. и yrao ZPE = t одређује из тог 
троугла по формулама: Сл. 21. 

cos L. = cos z .cos 8 - sin z.sin 8.С05 А I 
sin L..sin t =sin z.sin А Ј 

sin L..cos t =cosz.sin 8+sinz.cos8.cosA 
. . . . . (А) 

у место којих је боље за рачунање узети, - на основу речено\"а у '-{л. '!л. 1 б. 
и 18. (контролишу\iи их другом И3 једначина А), - ове: 

~k _.~+~ , 
tli k = tg z cos А, t{I 1= #"(0 + k) IgA, tgL - со, t , ...... (А ) 



где лук k означава растојање од Z до основе перпенди"улара спуUJ1еноrа иg 
Е на мерицијан PZS. На сличан Ђе се начин срачунати РЕ = '" и ZPE = (, за 
ma:-,tент по ч:асовнику ТЈ' на основу истинитога зенитног растојања Zj звезде и 
љенога ззимута М, - Мо = А,; ИСТО Ђе се тако наЋИ 62 и 12 З3 момент Т2 на 
основу даних Z2 И А2 И тако даље. -

Из таквих Ђе се срач:унавања и показати увек, да је 6.1 = 6.2 = 6з = ... 6, 
тј. ца полаР/lО расшојање звезде /:::, остаје у току од једне НОЂИ непро~~енљиво. 
Осетне се промене у њему могу осетити тек после неколико дана, ради ч.ега 

је најпростије да се сваки пут мери зенитно растојање звезде' у моменту 
љене горњt I<:улминације, јер тада излази просто 

'" = 8 - (. 

По напред наведеним формулама срачунати угли [1 , /21. tз И ост. увек Ђе 
изаЂИ тачно пропорционалним интервалима времена Т]' - То = 't]I Т/ - То =-::2 

И ОСТ., који ИМ одговарају,' тако да Ђе уопште бити 

I=K, 

где је К стални број, један и исти За све звезде без изузетка. То значи, да 
је кретање звезде ПО малим круговима око пола Р потпуно равномерно и да 
се врши за све њих са једном и истом брзином. Другим речима, «ретање је 
њихово та«во, као да су оне све притврђене за небесну сферу а она се равно
мерно обрr,е око линије РСР' (сл. 21.). 3бо. тога је та линија још у старом 
ве«у добила назив светске осовине. 

Пол Р, који се види са свију тачаЈ<а северне полукугле Земљине зове се 
северни пол; њему пак супротни Р' зове се јужни. Тачке N и S, које OцroBapajy 
северном и ју",ном правцу меридијанске линије NS, зову се Север (Nord) и 
Југ (Stld); исто тако, сав део меридијана. NZ који садржи у себи пол Р 
зове се северни за разлику оц другог, јужног његовог дела ZS. Она ПQЛQ(Зина 
небесне сфере у којој се сва небесна тела издижу над хоризонтом, зове се 
исшочна; друга пак, где се оне спуштају зове се ааuадна; у тачној су веэи 
такође и реСIИ исшо/С (Ost) и 3аuад (West) са тачкама О и W, у којима се 
хоризонт пресеца са првим вертикалом. 

68. Е:кваторвјалне :координате кебеских теда. 

Дневно кретање звезда, које је доста сложено у односу према верти
]{3лној линији И хоризонту места -посматрања, излази, као што смо се сад 
убедили, I<ЗО врло просто у односу према светској оси. Усљед тада је, за 
одређивање положаја звезда и других небесних тела на небееној сфери, и приро
дније и простије узети за координатну осу не вертикалну линију већ светску 
осу РР', при чему Ђе се хоризонт заменити дру'ОМ равни, која је на ту осу 
управна. Велики круг OeWe' (сл. 21.), који представља ту раван, З0ве се 
небесни скпашор; сви пан велики кругови који су управни на тај еюззтор, тј. 
I<оји пролазе I<P03 пол Р, З0ВУ се, деклинацnони кругови. Према томе је круг 
PERP' де[(линациони кру, звезде Е а ње.ов лук ER = 90' - /'>, = Q З0ве се 
деклинација звезде. Што се пче угла ZPE = I између то. круга и меридијана, 
то Смо видели, да l~ таЈ'угао пропорционалан интервалу времена 'с, што протенне 

од момента T~ 'горље кулминације звезде. Тај се угао зове часовни угао и 
рачуна се I<ao позитиван у страну ({ретања звезда. 

На тај се начин положај CBal<ora небес~ог тела одређује на небесној 
сфери часовним његовим углом t И поларним pacTojalPe~ t:". (или иак деклинацијом 
~ = 90" - ,0\) сасвим онако као и азимутом А и зенитним растојањем z (или 
пак висина,\! h = 90' - z); при томе Ђе се сви неопходно потребни односи 

l~· 
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међУ ОВИ.'I13 И онима координатама добити непосредно И3 сферног троуЈ'ла ZPE, 
у НН\С се ТрСЋИ угао ZEP = q зове паралактички; тако например, аЈ{() су дани 

t и "---, Т(Ј ће се А и z оцредити И3 ОВИХ формула: 

cos z = cos 8. cos .\ + sin 8. sin 6 . cos t 1 
sin z . sin А = sin [', . sin t I . . . . . (В) 
sin z . cos А = - sin А . cos /~ + cos (ој • sin !~ . cos t Ј 

или lI:~ ()UИХ: 

I.~· (8 + ',) = tg "\. cos t, t А = sin «-) + о{) t t 
g sin'( g, 

t I.J " 

tg Z = c~s:" ... (В') 
l{оје су нсте што и формуле (А') предњег чл. 67. али написане само у обрнутом реду. 

Рузуме се, да је положај _ разних деклинационих кругова, - непромен

ЉИЩ]Х меlЈУ собом, - још згодније одређивати не помоtу променљивих њихових 

'IaСОВ!IИХ углова t, I<оји се рачунају 'од м.ерицијана, веЂ помоtiу неких сталних 
. . . 

углова, КОЈИ се рачунаЈУ ОД деклинационог круга неке конвенционално иззорате 

Ta1lKC неба. Као Тalша узета је тачка екватора "У"' (сл. 21.), У КОЈој се Сунце 
на,lази у \10менту пролећње равнодневице (када његова негативна дсклинација 

прелази у позитивну) и која се због тога зове mачка аролећње раШiOДНС8lще 

или СIШllllOКllијална тачicа. О томе пак, како се, из посматрања Сунца, O;:l,pe~yje 

Ibен ПО:lOжај према звезцама некретницама, БИЂе изложено даље, - у глави 

Х\Г. о Сунчевом кретању. -
Почетни декланаЦИОНl1 круг РТ, који пролази кроз тачку 'ј-, зове се 

](олур раmюДнсвица или еКВИНОКЦl1јалнn колур а ,угли између њега и других 

деКЛИl1ационих кругова, зову се рехтасцензије и рачунају се увек од О' до 360' 
у супротном правцу привид~ога дневног Ј<ретања звезда. ,Тако нпр. угао '1 =..:: "'I~PR 

или њел!у рав,НИ лук екватора u.. = ''('R представља рехтанцензИју круга PRP' а 
отуд 11 сmезде' Е,_ која је на томе кругу. Рехтасцензије r:J. и деклинације ;;; и јесу 
Т3I,,:о зване екваторијалне координате небссних тела. Оне су за звезде некре-_ 

тнице у току Једнога дана скоро непроменљиве, тј. оне су као и деклинације 

о IJOi\вргнуте вр. малим променама (чл. 67.) 

69. 3вездано време. 

Н-::; напред изложенога излази, да Ђе се ПОМОћУ часовног угла "I'PZ = S 
(сл. 21.), - који има у извесном моменту тачку пролетње равноднсвицс -Г,
лако одредити ч~совни угли t ма каквих звезда, чије су рехтанцензије по;:!нате, 
јер te свагда бити 

t=S-а 

Тај часовни угао S тачке пролећње равнодневице зове се звездшш ВРСАIС; 
потпуни [ЈаК интервал времена измеђУ два сукцесивна горња -пролаза тачке Т 

KPO~ rdсридијан, ,зове се звсздаНIt дан и дели се или на 3600 или - пак на 24 
часа. Према томе и звездано време S, и часовне углове " и рехтасцензије 
rJ. небесних тела, можемо рачунати како у степенима,- тако и у часовима. За 

претварање пак' иеi.:о-r:а угла,~ _НаПр. 2360 38' 21':6, у меру времена или обратно, 
треба. увек имати у виду ове једнакости: 



и поступати окз({о: 

l' = 15' 

l' 1'-_ -4"1 - 15-

38' = '1'-- 38'" = 5 

- IM -

1'" = 15' 

1"' 
l' = '15 = 4' 

15'= 15Х 

46",=-1 Х 
4 

I~ = 15" 

1" - .!.'.. - 15 

15' = 225' 

46'= 11 +2)< 15 

21'6=i~ - 21,6'= 

236'38'21:'6 

2'"+8 Х 4' 

+ 1'44 

15'46'"33~44 

33' 44 =+ Х 33'44' = 8' + 1.44>( 12:: 
15'46"'З3~44 236'38' 21':6 

Сад представимо себи часовник са клатном, који учини у ТОКУ Једнога 
звезданог дана тачно 86400 (= 24 Х 60 Х 60) кла!;ења; његова Ђе се ПОЈ(азања 
т разликовати ОД .звезданог S само З3 неку сталну 
величину 11, која се зове аоаравка (\ЈЛИ корекци;а) 
чаСОВНЈ1КG, тако, да Ђе увек бити: Т +- и = S. }-Јади 
Qдреijивања II ДОВОЉНО је запазити, по часовнику, 
момент т горњега пролаза «роз меридијан ма које 
авезде, чија је рехтасцензија позната; јер тада иалази, 
на је S = 'Ј, па отуд и и = а-Т. 3нају!;и поправку 
чаСQвника ll, лако је одређивати рехтасцензије осталих 
небесних тела, из сасвим сличних момената ЊИХQВИХ 
I{улминација, при чему З3 горње кулминације излази 

S = т + 11 = ", а за доње S = т + и = ('l + 12'. 
Ра;Ј,И таквих посматрања н:улминација небе-

сних тела, најпростије је поставити хоризонталну 
обртну осу ЕЕ' дурбина (сл. 22,) једном за свагда 
на ~ ста6илниы стубовима R и R' тако, да његова 
Qптич!{з оса описује тачно меридијанску раван а 
~)атим·: посматрати по часовнину моменте пролаза Сл.-22. 
разних не6есних тела кроз вертикални конац мреже КОНЧИЂа дурбина. Такав 
се најпростији астрономски инструмент зове uасаЖIlН или ИllсшрумеllПl аРОЛGзtl. 
ARO ли је ОН снабдевен још И вертиналним ){ругом D за мерење зенипlИХ 
растојаља ; небесних тела у моментима ЊИХQва пролаза кроз меридијан, - у 
циљу одредбе њихове деклинације Q = If' - С, - онца се такав инструмент З0ве 
.мерИДИЈаНСКft круг. 

70. Г еоrрафске mирине н дужине. 

Ширина (лашишуда) места If', усљец своје непромењљивости, најпри
роднија је географска КООРДИllата за оцређивање положаја тога места на 
:-Земљи. Њоме ее управо од,ређује читав низ тзчака тј. једнос!,звна крива на 
Земљиној површини, ноја се зове аеМЉИ1l0 uаралела (упоредник). Паралела са 
среДЊО.\1 ширином If' = 0& зове се 3емљин. еквашор а цве 'тачке, где је '1' + 90~ 
З0ВУ се 3е:иљин.и uолови, - северни и јужни. -

Друга је географска координата дужина (лонгиmуда) места а то је угао 
L, Izоји обрајује раван меридијана тога места са почетним меридијаном каквога 
.Ј:РУГОЈ", Ј{Оllяенцијонално иззбратог, места на Земљи. 3а такво су место СВН 
народи иаабрали Гринвичку астрономску Опсерваторију, да од ње рачунају 
време, Непрекидни низ тачака на3еМЉИНОј површини на истој географској 
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ДУЖИIIИ 1.. З0ве се 3емљИ1l мерnдијан (аодневак); Земљин пак меридијан, I<оји 
пролази t-:рОЗ Гринвичку Опсерваторију, чије су све тачке на L = ОО, зове се 
први Велuьин меридијан. На тај се начин положај каквог места на Земљиној 
површини увек одређује ширином ~. и дужином L. 

Равни небесних меридијана у разним тачкама једнога и истог Земљиног 
1\'\еРИiJ,ијЈна ~·,н)гy и да се не поклапају,-ОНИ су само паралелни Me~y собом, - па се 
гбог тога .\шрају представити на небеснОј сфери једним и ИСТИМ великим кругом, 

који пролази кроз светске полове Р и Р'; отуд излази, да 
} ~: је у сваком узетом моменту звездаНQ време S једно и исто 

,. , '\' за све те тачке. Замислимо сада на небеСНОј сфери (сл. 23.) 
//' • ,-:- 1. ~\.. у неком моменту положај меридијана PZo Гринвичке Опсерва-

./ торије и меридијана PZ и PZ,' нека друга два меет':на Земљи 
. {" '," PZ L Р "' са дужинама L = 4 zo и, = 4 Z, Z, и нека је у првом 

Сп. :23. месту, у томе моменту, било звездано време равно S = .4- "'('PZ 
а у цруго" S, = '):: TPZ,. Јасно је отуд, да је 

L, -L=S, - S, 

тј. да је разлика дужина двају места увек равна разлици звезданих времена, 
која су БИ.13 у истом моменту у та два места. На тај се управо начин и одре
~yjy разлике дужина разних места на Земљи, тј. простим сравњење.'.1. показања 
чаСОВ!1ш{а двају разних места, што се најпростије и најтачније врши ПОМОћУ 
телеграфа. 

71. Инструменти са паралактичким постројем. 

Према еkваторијалним координатама rJ. (или l) f::" = 900 - а Imнструишу 
се наРОЧI1ТИ инструменти - еквашоријали - са тако званим паралакшичким 
{[осmројеш. Општа ће се представа О таквом инструменту (сл. 24.) лако добити, 
ШШ заМI1СЛИ.'.1.0, да је вертикална оса В описаног у ул. 64. ~ 
универсалног инструмента постављена не у правцу верти

калне ЛИIН1је већ у правцу светске осе РР'. Bep-тикащlИ 
њсгов КРУГ постаће тада деклинациони круг D а казаљка 
аЛХИiJ,аде G показиваЋе на њему поларно растојање D 
оне звезде на коју је управљен дурбин FF'; на кругу 
пак А, који је управа н на осу В, казаљка ће покааивати 
непосредно часовни угао t звезде, ако је само његова ОО 
постављено тачно у јужном правцу меридијана,. Због тога 
се круг А, у том случају, зове часовнn круг а оса В -
чаСОШ/G оса. 

Таквоме се инструменту обично додаје још и часовни 
"iеханиза.\\ U те да се ПОМОЂУ њега даде оси В равномерно 
обртање, брзином једнога целог обрта на дан. Ако тада 
навизирамо Аурбином FF' на какву звезду и пустимо часовни 
.11.еханизам, да се оса В окреће, звезда тад неЂе ни Ifзаfiи 
из поља Г.'1едања дурбиновог и изгледаће као даје непомична. 
Ови су скваторијали врло подесни за детаљно изучавање 
оБЛИI{а разних небесних тела, за одреijивање њихових 
димен.зИЈа а тако исто и за мерење малих разлика ((\ - rJ. И 

р 

'. 

R 

Сл. 24. 

~J - ~ из.\1е~у рехтасцензија и деклинација извесних звезда и небесних тела, 
l\Оја се МОГУ једновремено видети у пољу гледања дурбина. 

Да би се екваторкјалом могла мерити мала угловна растојања р и разлике :;(1 - х И 
<\1 - <), на QКУJlЭРНИ крај F његова дурбина ставља се с'права, која се зове мнкрометар. Осим 
два стална, унакрсна кончиliа, уздужног и попречног, у тој је справи .намештен јuш један 
попре']Ј-iИ кончиf1, који се .може померати помоf1у фино пэраljецог ЈИ.1lкромешаРll0г заврцтња П, 
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при чему се ово померање - па, разуме се, и њему одговарајуhи угао И8 центра објеюива 
~ 1nери са ванредном тачношliу бројем обрта и деловима једнога обрта тога завртња. Мрежи 
КОНЧИ5а а с ТИ~\ уједно и завртњу п можемо давати какав желимо правац (положај) прочи
тањем угла обрта на спољњем кругу N, који је подељен на степене и који Се зове UО.'1I1.l/ИСКn 
круг. Овај се угао рачуна управо од правца уздужног кончиliа ка полу Р у ону страну куда 
расту рехтаСЦСll::1ије, И, зове се такође uозицнјСКи. или положајни угао. ' 

3аЮН::ЛIJ.'I'IО сада, да се у пољу гледања дурбина внде Две ме?у собом врло блиске 
зве,џе п;щ уопште две таЧI<е а и Ь, чије су екваторијалне координате I;L, ~ и :1:1, 81_ Пошто 
дурбину даяо дневно покретање помоliу часовнаг механизма U, удесима У8ДУЖНИ кончиh микро
метра пранцс.\1. аЬ а затим поставимо попречни покретни конЧив једно за другим на а и на Ь; 
при томе Ђе нам прочитање на кругу N дати позицијеки угао РаЬ = р а разлика прочитања 
МИl<:рометарног ззвртња - угловно раетојање аЬ = р. Тада "е се из еферног троугла РаЬ, - по 
да!!им, у љему странама Ра = [:;. = 90° - 3, аЬ = р и углу РаЬ = р, - и одредити тр:tжеllа 
разлика Ра - РЬ = 6. - Д = 31 - /) И ~ а РЬ = ОС! - 00:; а како су оне врло мале ;'0 Ђе 
!iзаtш просто: 

o!-o=p.cosp И a:!-"~ 

Ово је најНЧt!ијн начин за одређивање малих разлика ОСј - (7. и 01 - 3. 
Ради сличних и тачних одређивања растојања р и разлика (1.1 - ,r.J.. И $1 - о, која износе 

l' 
и 2 па и IШI.Ш:, употребљује се дурБИII чији је објектив пресечен напола, обе су му пuло-

вине О и О! (сл. 25.) утврђене на плочицама В и 81 И' могу да се покреli.у у општој справи 
ААА,Ај П(Ј,\\оhу .микрометаРIIИХ завртања СС и C1C1• који су паралелни са линијом пресека 
LL. Допусти.\\.о да је једна половина О дала у фокалној равни дурбина лик двеју тзчака а и /) 
толико далеко једна од друге, да се не могу једновремено да виде у пољу гледања окулара. 
Пошто и Јруга ПО;Ю8ина 01 даје такве исте њихове ликове а1 и Ь1, то је, - пошто се намеСТI1 
разрез LL у правцу аЬ, - могуliно померИ1И 01 завртњем С управо толико, да ЛИК и1 падне 
тачно на Ь (1) а у другу страну толико да а падне на Ь, (11). Ако је при томе половина О 
остала непо:,шчна, то liе рамика прочитања ззвртња С1 у положајима I и Il (број целих 
обрта завртња С, чита се на скали Е1 а делови једнога обрта на добошу Оl) дати линеарну 
ве.тIИЧИНУ удвОјРНОГ растојања р = аЬ; DОЗИЦИСКИ пак угао линије пресека LL, или, што је исто, 
угао РаЬ = р '!И'! а се на ПОi:НlЦJlСКОм. кругу, који је удешен 
непокретно на uбјеКТИВRОМ крају F' дурбина. Усљед тога А Е 
што се са таквим инструм.ентом може да мери са особитом 
та'IНОШЂУ чак и пречник Сунчева диска, - он је назват 
хелftометар. 

У најНОlJије се време астрономи служе (осим дурбина) 
још дпа,'ш врло моћним сре.пствима ва изучавање детаља у 
васиони и фИ,"!И'lке природе небесних тела а то су фото
графија и спектрофОПIографИја, јер фотографија, при дугој 
ексоозицији фотографске плоче, открива у васиони и тако 
СИЂушне 3Be~JlC, које се никад не би могле угледати ни КрО8 
најсилније дурGине; спектрофотографија пак указује на хемијски 

в 

L 

А D 

( , 

састаи небесних тела и по померању спектралних линпја пружа MOryl1.HOCT, да се изводе 
заli:ЉУЧЦИ о кретању небесних тела у правцу зрака гледања на ЊilХ. За фотографију неба 
служе И.1И специјални инструменти асmрогрифи или оCiични дурбини са заменом њихових 
Qкулара фоU/ографскоЈК к.оЈК"РОМ; за спектрофогографију пак служе .IIурбини са сuек.ШРОСКОUfl.1111 
или пак сuсктрографи. И Зt\ једне је и за друге неопходно потребан паралактички построј. 
Узајаман Пl1;lожај звезда и других објеката, снимљених на фотограф. плочама са разних делова 
неба, а исто тако и спектралних линија. Jlобивених фотографски на саекшрограмима, - испитују 
се затим у кабинету на нарочитим апаратима при потпуној удобности. 

• 
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ГЛАВА Xl . 
• 

РОТАЦИОНО КРЕТАЊЕ И ЕЛИПСОИДНИ ОБЛИК ЗЕМЉЕ . 

. 
72. Објашљеље ПРИВИДНОГ дневног кретаља небеских тела. 

Земља, као и свако друго слободно тело, може да има прогресивно 
(наарелно) крешање у простору, при којем је цовољно расматрати само кретање 
њснога центра инерције (нззваног иначе центром тежишта), и роmаЦИОfiО 
(оБРШllО) hреmGње око сталне ИЛИ променљиве осе, l{oja пролази нроз !ьен 
центар инерције. Што се тиче првог кретања Земље, ОНО нас се засад не тиче 
јер, због бескрајне удаљености звезда, оно се не може показати на привидном 
нам узајаМI!О.\\ положају њиховом; друго пак, - мењајуilи сваке секунде положај 
равни хоризонта посматрачевог места у односу према звездама, - мора да 

изазове ОНО ПРИВИДНО, правилно и сагласно, дневно њихово кретање, КОЈе 0,\0 

изучилн у пред,њој глави и које, разуме се, није стварно, пошто би ТО било 
НСЛОГИЧЈЮ И "еМОГУћно са механичке тачке глед,ишта. 

Пошто претпоставимо, д,а СУ сва небесна тела непокретна а оса и брзина 
uбртања 3t:мље као непроменљиве (макар и у току мало времена), - замисли~lO 
небесну сферу са разним правцима из њенога центра, који су паралелни са 
стварним правцима у простору. Северни правац Земљине обртне осе предстзсиhС 
се на њој тачком Р (сл. 26.), стално поставље_ном у односу према разним 

\ 

звезда.~ы Е и тачци пролеtње равнод,невице Гf; вертикални 
П31( нравац некога места на 3емд>и, - _који обрщ~ује са 
06pTO.\-i 3е.\\.ЪИНОМ осам неки угао в, ~ предстаВИЂе се 
тач.I{().\1 Z, I(оја Ђе се - остајуtи на непроменљивом 
растојању PZ = е од Р] - кретати равномерно по маломе N 
кругу сфере у правцу ац Z ка Z, (супротно ПРИВИАнаМN,.t\~,с=,·_:!_~\~.F:~":.:1.s 
креТЈЊУ звезда) и ДОЂИ У свој- првашњи положај, у QЦНЩ:У \ ~~ '-Е I 

пре;.,ы ,\'\<1 Ј.:ојој звезди, после -_CB~Koгa ,потпуног _обрта - '~'''_ _ "> .... "1'/ 
" 'i\I: / Земље. На тај начин излази, да је небесна тачка·Р неПQ- ~"",!:, .",'_.~ 

креТl!а у O~HOCY према вертикалној линији и хор-изонту w 
поо\зтрачевог места. Ово је, усљец тога, он-а тачка, коју С.l. 26. 
смо преlЈС НЈзвали северним светским полом; велики је круг PZ меридијан меСl'Э; 
РЕ - деК'lинацион_и круг-; P'"'r - колур равноднев~ща-. По- пређашњим нашим 
0знаЈ{а.iШ биtе затим: 

"2: = .) с. 9()' -~, :;::. ZP'Y' ~ S, .:;::. ZPE = t, :;::. 'У'РЕ с- 0., РЕ = '" = 90' - а, 

ZE = z = 90' - ћ, :;::. PZE = 180' - А 

а сви раНИЈИ извецени ОАИОСИ (А), (А'), (Вј, (В') међу ,оорцинатама зпезца 
г, А, .\, И t = S - о. остаliе без про~ене. ,.... 
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Прелазе!;и обратно од небесне сфере ка стварним правцима у простору, 
треба CJfJ. да сматрамо светску осу, као обртну 3емљину осу а небесни мери· 
дијан места посматрања као раван, која пролази кроз вертшсалну ЛИllију, 
паралелнu са том обртном осом. Она ОКОЛНОСТ, - коју СМО напоменули у 
ЧЛ. '66. Ј - да је величина 8 З3 свако место на Земљи непромеНЉИВЈ, доказује 
НЗ:'!l сада, да се обртна оса не премешта у телу 3емљином Bet да има увек 
јеnзн и исти сталан положај.*) Што се тиче правца Земљине осе у ПРОСТОРУ, 
ТО ПРО.)lенљивост његову показују постепене и сагласне З3 све звезде промене 
њихових поларних растојања 6 (чл. 67.) и рехтасцензија u. (чл. 68.) али те 
промене произлазе тако лагано, ца у току од једнога дана можемо сматрати 
и тај правац 3емљине осе као непроменљив. Напослетку, посмаТРаЈъем откри
вена РЈвномерност привиднога дневног кретања звезца (чл. 67.) и јесте директна 
последица потпуно равномернога обртања 3емље око осе, ,које и не може бити 
ДрУКЧИЈе, пошто се врши по инерцији не наилазећИ ни на какве стварне препреке. 

73. Посљедице ротационог кретаља Земље. 

Расмотримо изближе, како се управо премешта раван хоризонта каквога 
MeCTa~ при обртању Земље око њене осе. Узмимо, ца - при положају зенита 
у тз'!ЦИ Z (сл. 26.), - велики кругови на небесној сфери NWSO, NPZS и WZO 
преЈстављају респективно: хоризонт, меридијан и први вертикал ТОI"Ј. ;\\еста, а, 
N] \V1 Sl Ui , N1 PZ L S] И W] Z] О] те исте кругове по истеl<У врло малuг елеме~lта 

времена L:, S = 4 ZPZ" када зенит проl)е у правцу ка 
тачци истока О врло мали лук ZZ, = 6 S. sin е (И3 елемен

М тарног сферног троугла PZZ,). Разуме се, да ће се за ТaI(ав 
исти угао Ww = Оо = ZZ, = 6 S. sin е обрнути 01(0 своје 
меридијанске линије NS и раван хоризонта; али Ђе у исто 

i" О доба та линија заузети положај NI 8 1 тј. помериhе се за 
j_~ врло мали угао, који се мери луком NN] = SSI :.= .ci S. cos е, 
: : --::::17' што се види из елсментар. сфер. троугла PNN, (или PSS,). 

"- ~ :- /-- Замислимо сада у месту посматрања А раван хори-
Сл. 27. зонта NW80 (сл. 27.) са ма чиме оаначеНQМ на њој 

меридијанCI<ОМ линијом NA8. На основу тек из то реченога, ми можемо да пред
сп1l3и,\-ю себи потпуно покретање те равни у простору, у интервалу времена L S, 
!{ао l\омп()новано И3 три разна покретања: 1.) Не мењајуtш ниуколико свој правац, 
она се .заједно са линијом NAS оБРЂе 01<0 тачке А у страну, ,·..:сја је IЈОКЈаана 
страницом (за сва места северне пол}'кугле) и управо за угао NAN I = L. S. cos 9. 
2.) 3Ј1'Ш,\ се она обрhе око линије N1 AS] за угао .6S. sin 8, при чему се заl1аДllа 
њеН<l страна W издиже а источна пак О спушта. З.) Напослеп{)', остајуhи 
пзралеЛllа самој себи, она се преноси у простору заједно са TatlKOM А у правцу 
I{а иснжу и управо за линеарну величи·ну.г. 6S~ sin 1 \ - ако са r о:шачимо 
растојање места А ОД обртне осе Земљине. -

Прrю, обртно кретање хоризонта 0«0 тачке А треба да се манифестује 
скретањем баченога тела у неком правцу АВМ (сл. 27.) увек у десну страну (на 
нашој северној полукугли), зато што Ђе ОНО пасти где год у В, сама п3!{ линија 
АМ успеl1е да се обрне, за време t његова полета, за угао МАМ1 = NAN1 = t. cos 8. 
Једва ли је ипак то МОГУЂе и приметити у самој ствари, јер, ча« и при hajta'-iНt1јем 
артиљеРИ(Ј<ОМ гаijању, скретање зрна бива час у једну час другу страну, као 
посљедица многих других и при том потпуно СЛУLшјних узрока. Много се лаl{ше 
ОТI{рива (ЈВО обртање равни хоризонта на привидној промени правца КlIаl1ења 

.) Т<:Ј< НJlјНОВllјИМ 11 Н:lјта'1иијlIМ аетрономским посматрањима откривена је вр;ю .\\<;.1а пср\!ОДllчна 
._]/! ] • 

. промена у ШlJр"нама Mecra на Земљи (аа ± --=1 у току од 111 ,·однне). која УКЗ3УЈе на Tal<BO [ICTO пеРИОДIЈЧНn 
премештање обртне осе у телу аеМЉllноме. 
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кзквога клаТJ-Iа у облику оби~ног виска привезаног за henokpe-rfl:у тачку. А.К6 
се такво клатно треба ца клати у правцу ЛМ1 lюји је ма чиме обележен на 
хоризонталној равни, клаЂење Ђе се продужити у ИСТОМ правцу у току подужег 
времена t (цели час па и више); у односу пак према променљивом правцу АМ ј , 
правци тих Ј{,lаћења све Ђе више и више скретати удесно (4 МАМ1 '= 1. cos е 
iI,UСТИЂИ Ђе ДО неколико степени). Овај ДИВНИ оглед, који је смислио и извео први 
пут 1851. г. ФРЈНЦУСКИ физичар Фуко, служи као најпростији и најбољи очигледни 
доказ ротационог кретања Земље. 

Друго, обртно кретање хоризонта око меридијанске линије треба у 
неl{QЛИКО да повеtа или пак да смањи даљину Домета баченог тела, према томе, 
да ли је ОIЮ 6ачено, са истом почеТНQМ брзином, у правцу ка ИСТОI<У или I<a 

западу; а,1И, .~i1пазити ово, још је теже него ли напред речено скретање његово 
у деСIlУ страну. 

1(30 посљедица трећег, прогресивног (унапредног) кретања хоризонта 
t<a истоку треба да буде скретање такође ка истоку CBaI<Ora тела, које слободно 
пада са дово.ыIQ велике висине. И заиста, ако И3 та-ше В, која се налази 
на истuј В~РТИl{алној линији над тачком А (сл. 28.) на висини 
АВ :....:--' 11, ПУСП1МО, без икаквог ударца, тешко тело, оно Ђе по 
исте!{у BPCM~!JJ t пасти гдегод у А2 , прешав по хоризонталном 
пращу (ус;ьо) почетне своје брзине) лук АА, = ВВ, =,: (~ sin 1', 
г це г' .:=" -; h. sin 8 означава растојање тачке В од обртне осе 
Зе.\\Љl1l!е рр': тако пак А прећИЂе за то време лук АА1 = г. t~sin f, 
који је JlеШiО мањи од "АА2 ; према томе привидно скретање тела 
I{ОЈС пзда, треба да буде 

Сл.2Н. 

. ! 1. h 
где ]е t= [/ т' ако се не узме у рачун отпор ваздуха. На пример, при 

С1=45', g==З2.2 стопе (енгл.) у l' и h=9g =290 стопа, треба да иза!)е 
приближно А 1 А2 = 0.8 палuа (енгл.). Ма како да је мало ово скретање ОНО је 
д.оста добро потврђено брижљивим огледи,\\а, који су доста пута вршеН;1 у 
Не,\3чкој (у рудницима каменог угла) и у Италији (у цркви Св. Петра у Риму.) 

74. Дејство цеитрифугалие силе. 

Поред напред изложених очигледних доказа ротационог кретања Земље, 
може се УН<lзати на још неке појаве на Земљиној површини, које се јављају 
као посљедица тога кретања, као ш:го су: пасатии ветрови, спирање највише 

десних обала река северне полукугле и др. Али су за науку најзначајније пос:ьедице 
ротационог t<ретања Земље неједнакост интезитета теже g на њен.ој површИl-!И 
и СIlЉ()ШТСIШ, елипсоидни облик њене површине. 

Са претпоставком да је Земља облика кугле са концентричню\ слојевима 
jeAHal{e густине, - њена централна, uрnвлачна сила Ac~] = 32.2 стопе у l' 
(сл. 29.) на свима тачкама њене овршине била би јецна. и иста и УПУћена право 

к центру С. Али ротациона кретање Земљина око осерСр, [Јора!), 
још у ма којој тачци А, - која узима удела у том обртању и 
која се налази на растојању АВ = г, - ценшрифугалну (центро-

бежну) силу Ab=f=::~=r.sin21s тако, даје оно, што зовемо 
r 

интезитетом теже g, управо компонента обеју сила ј и f а равна 
је Дl1јагонали Аn паралелограма тих сила. Али се сила f поступно 
увеЂава са удаљењем од полова р и РI ка екватору Е и на ЊC.'l\У 

6000 Х 3500 '.Ј ( 15 )'_ 1 __ I '. 
досеже величине око л 206000 -9 стопе -- :шо Ј, 

". 



~бог тога интеаит~т теже g, као 
са опадањем ширине tp а на :самом 

ли на половима. 

реаултантаАnсилај иј, треба да се смањуiе 

екватору треба да буде аа 2;0 део мањи него 
".. О"е се промене у интезитету теже најбоље манифестују "променом трајања I 

Клађ.-ења f{лаТf!а ста:лне дужине, 'Ј кад.се оно премешга с једног места на друго; јер 

је t =" v·- ~". Први "је те приметио француски аетроном Ришер, када је 1672.Г. 
прешао б"о из Париза (~=4~'50') у Кајену (~= 4'56') јер му је чаеовник 

ПОLlео изостајати- у -Кајени ~a 2 -}- минуте на дан. Али му је потребно _објашњење 
дао Њутњ, онако, како смо 'то напред иаЛQЖИЛИ. 
, - При испитиваљу дејства' центрифугашiе силе на Земљи, дубоки поглед 
Њутнов ОД.'IЦiХ је запазио и другу неИЗ0ставну,посљедицу. Површина i\-\Ирне 
течне масе у Т3'iЦИ А (сл. 29.) треба сад да стоји управно не на правац полупреСlНика 
АС, већ '-IJ. верtикални. правац ZAnN, тј. -промењени усљед центрифугалне силе; 
стога и ПUВРШИ,не 3еМЉ.иних 'мора и океана не могу остати сфеРIlОГ оБШJlШ, 
већ треба да приме облик р' АЕ' р;, сплоштен у неколико на половима р' и р:_ 
3бог тога и Земљина кора, за коју се претпоставља, да је постала хлађењем 
неКЈДа Т(1чне масе и Земљине површине, требала је да добије слични облик тј. 
СЛЛОШТt:Ј]rЈга обртног' елипсонда. Овај елипсоидни облик Земљин, - који је 
предс!(а~аu велики Њутњ и који' себи налази логичне потврде у врло при.\lетној 
СШlOштеl!l)СТИ дискЬва планета Јупитера и Сатурна,- - сјајно се потнрдио 
[-еодеТСКIJМ мерењима, КОЈа су од-мах затим извршена. 

!V1tp~tbe најкраЋега лука s MelJy двема паралелама 3емљиним 'i! и tf2, 
S 

ШТО ;:Џlје средњу величину полупречника кривине тога лука, тј. R = -( --:: -)"" Ј" 
?~ ?l. blll 

преДстаНЉ<1 директно и најбоље средство 'за испитивање криви не 3емљшlИХ 
мерндијзна, Тш<ва мерења, која су добила назив мерења сщеценii (gга(fшаssuпg, 
шеSLlГе (ks degrees)1 вршена су много пута чак и -у прастара Бремена*) у 
ЦИЉ)' одређивања димензија 3емљиних као тела сфернога облика; али, због 
тадаЊ!ЈХ грубих метода за uдређивање ширин·а Ф и растојања SI та мереља, 
раЗУ!\-lС се, нису н'и' могла давати повољне резултате. Тек у XVfI је Bel<Y сми
СЛ\Ю ХОЛО!ЈДСКИ научар Снелиус T3'-IНY методу за одређивање великих растојаља 
на 3е~IЉИ. Та се метода' -зове шриангулација и састоји се управо у овоме: 
ме-!)у крајњим тач}(ама лука S, који се одређује, узме се доста ДРУГИХ, интср
валних ТCl'laKa, .које су међу собом повезане непрекидним ланцем троуглова-; 
у тим се 'IРОУI~лима измере само угли; дужине страна, као и тражени лук s, , . .. .. 
ДООИјЈЈУ се тригонометри]ским срачунавањем по измереНОЈ дужини Једне, ма 

I,.::oje, cpa:iMtpHO кратке_ стране, -која се- З0ве бааис или основица, Са ПРИ,\-lеном 
лак ~ у XVII веку - дурбина на угломерним инструментима, повеtана је С 
друге CTpalle тако ,.исто и тачно ст одр~ђивања ширина тачака. 

На тај је њ3..чии ~MOГYћeHO испитивање, да ли се заиста смањује полу
преЧIIШ( I;Рf1Вине 3емљиних мерицијана са приближењем ка екватору, као што 
то захтева елипсоидни љихов облик У ту сврху је Парие-ка Академија Наука 
била IIредузела око 1735. године мерења степена у трима, једна од друге далеким, 
:зе.\1ЈЬ3.\1i.1: Лапландији, Перу и у самој Француској и тада се, показало: 

у Лапландији, при 'f, " + б6~5, R, = 329 0000 то.з.") = 6010.9 врста 

*) ПР!ЈО мереље степена НЗВрШио је Ератостен (250. г. пре Христа). По пnановима ДОЛЈlИе Нала он 
је <'I!!ао рЈ.С10Јање између Александрије и Снјеие (око 5(1)Ј cToAllja) а разлику географских ширина рс 12') 
{)ЈЩХ 'гаЧ,\i:а О,'lредио је по висинама Сунца. 

"'*Ј Стара ФRзнцуска Mepa~ - то .. а=0.91350 сажења. 
- - :=: 1.949\)4- метра. 



у Француск,)], при~, = +49.5; Rг- 326 9850 тоааа = 5974.0 BpcT~ 

у Перу при ~,= ~ 1.5,. R, = 325 1540 тоааа = 5940.6 врста. 

ОВИ:'ll се резултат~ма и -nо:гврдил'а' сплошт,еност 3eM~e на половима.I} 
Сид треба ца приступимо одређивању димензија 3емљинога елипсоtlда 

на основу ОВИХ дaH~X, Koj~ се _добијају из ~epe~§. степена у .опште; али пре 
1'OI"a да НЈпомеЈЈемо ЈОШ, -..:- у допуну ка рани]е реченом О интезитеrу теже, ~ 
да при C.-ШIlСОi1ДНОМ Облику Земље ,централна, привлаq~а сила ј не може сад 
да остане непроменљива веli· (као што liе бити објашњено у глави XIX) се мора 
смањивати са опадањем ширине места; због тога и интензитет теже на еква-

I .. I 
тору излази не за 290 већ_за 189 цео м'ањи него на половима (В. чл. 135.). 

75. ЕJIИПСОИДИИ облик Земље . 
. 

ЛIШ се УЗ.'<1е, да је површина Земљина облика елипсонДног, што долазн ОД 
обртања не!," слипсе рЕр, (сл. 30.) око њене кра!;е осе рСр" то ће и сви 
меРИ;Ј.ијани на Земљи бити исто такве' елипсе а правац верти
I{алнс .lНllшје у ма којој тач.ци А ПОКЛОПИће се са нормалом 
те еЈ1ипсе AN) под углом ANE, који је раван ширини rp тач.ке А. 
Ка;,], 03Н<1'11-1.\1О главне полуосе ње-не СЕ и Ср са а и Ь; правоугле 
координате тасн;е А - У односу према њима ~ са х иу, имаЂемо: 

. . . (1.) 

• 
а из ОВИХ Д13сју једначина лако је добити прво за х и у а затим за 

р ;;, 

• 

Сл. 30_ 

- ' ds 
полупреЧНуll; (Р<liЈ:ИУС) кривине R = Фр меридијана у тачци А ове таЧI'IС изра~е 

у фУНI'Ц!1ј,!ма шнрине ';1: 

(2.) 

-увек 
• 

Под СИ.ЉОllLшенасши елипсе или обртнога елипсоида подразумева се 

број с (/ - Ь.,' који је, за Земљин елипсоид толико мали, па се квадрати 
а - ' " _ 

11 ВИШИ CTeIICHil њеГ·QВИ могу, з.аяемарити _ у сравњењу са јеnиницом, па да се 
I-Ш3t-: у CBe,\IY Iщуl;ем не vчине· јаI{О осетне грешке. Тада Ђе, према томе) изаЂИ; 

IЈ =. а (1 - с), Ь--? = ~:'(1'.-. }_ t;),-.--~/a,-l:~~2!p:.-~ tJ2sin2 ~ -:- у a2cos2~ + а2 ( \-2 С) S/;Z2 rp = 

._= Va'(1-2csin2?) = tfa'll-csin'~)2 с:-с.а{1 - с sin'~) 

Ј, 1--2" . [ . 3 (. .. )·1· (1 с З,.,) (3) ·~~ca ··,-·,=а 1~. 2с+-с 1 ~cos2~ =а ----ccos"~ .. d? l-јсSIf!~'Ј . - . 2 -- ,. . 2 2 

ТЈ· 

где Је 

Ra-.nd . .. Ј 
d = ас = а - Ь, а п = ~ + -i cos 2 ср 

. . . . . . (4.) 

.. _-----
l) Са.\\д IН:~,lll'Пlна сuљоштеllОСТl1 3емјьинога елипсоица још није могла б\lТН В8ве.Ц!'оа, са ;lОl\ОЉНОМ 

Т;1.ЧНОСПI, 113 о~!t:'I:,даНЈ!Х" збgг _-малог брОја мерених ЛУl(ова (В. з. вацаћ.у O~ Г1l~8е) .. 
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Интегрирањем пак добивенога израза (3.) за ds, у границама између 
ТЈ и ћ ширина тачака А, доБИЂе се, да је. 

или 

s = а (р, - р,) [ 1 - ~] - t ас (sin 2 <р, - sin 2 'Р,) = 

= а (р, - р,) sin 1" 

s 
" . 1" =a-md 

\1-2-'Рl) sm 

l1 - ~ - ~c Siп(tp2-tpl)_СQSЈ~±-?1)1 
2.2 t<?2 - !f'tJ" sin I р _ 

. _ 1 + З sin(P2 ...... tpl)cOs(Y2TY1)! 
где Је т - .." -2 ( )" . 1" i .. fz-tpl SlЛ Ј 

(5.) 

Измерени какав лук s земнu" меридијана и разлика ширина 'ћ и t(1 паралела, 
ИЗi\'\еђу Iшјих се ОН протеже, даје нам на 1ај начин једну једначину (5.) са две 
не!lо~·шате а и d. 3а тачно одре~ивање ТИХ непознати потребно је, разуме се, 

'"'1 +- 92 ИЗ,'lеРИПЈ бар два што дужа лука s ПОД разним средњим ШИРИНЗ."llЗ . 2 
(ца би се коефицијенти у добивеним једначинама што више РЗЗЛИКОВЗ.'1И међу 
сuБШ1). По себи се разуме, да ШТО ГОД је Е:.ећи број тих измереЮ1Х лукова, 
у ТОЛl1l{О боље, и то не само због тога, што Ђе се онда а и d одре .. Ј.ИТИ 
тачније (по методи најмањих 1<вадрата) веЂ и због тога, што се само на основу 
.\\)-1Ого измерених лукова може ОТКРИТИ веће или мање одступање ис гннитог 
оБЛИКа Земљине површине ОД очекиваног тачног елипсондног облика њеног. 

у прошлом је столећУ (до 1860 г.) било измерено, са веЛШ{QМ таЧНОШћУ, 
нсколшщ великих лукова на разним меридијанима, наиме: 1.) Руски лук од 
20~5 ОД Дунава до Торнео-а, и у продужењу његовом на север -- СкаНДJtнавски 
лук O~ 4~8 до Сев. Леденог Океана; 2.) Франчуски лук од 12~4 од острва 
Формс нт ера до Динкирхена и У продужењу његовом - Енглески ЛУК од 9~8 
дО ШЈ;UТСКИХ острва; 3.) ИстОЧНО-ИНДИјски лук од 23~8, који су измерили 
еНГЛССI<С геодете; Француско-Енглески лук од 4~б на Ршу Добре Наде; 5.) неко
ЛИI{Q других мањих лукова, измер~них у Перу, Немачкој и т. д. 

Из свију ових градуских мерења, са додатком к њима и лукова паралела, 
нз,\\среmIХ У Индији, енглески је геодет, пуковник ·Кларк добио ове lIајверо· 
ватније вредности за а и с 3емљинога елипсонда: 

а = 5978.91 врста; 

= 6378.25 km 

а-Ь 1 l 
с = а = 293.5 ; а - Ь = 20.37 

r =21.73 

врста 1 

km I 

МеЈјУТИ_\l се У астрономији и у геодизији чак и досад придржавају често Бссолових 
елс,\\сната за а и с, које је он много раније извео из мањег броја ;о.,'I.еридијанских 
лукuва, јер су. на OC.l-IOВУ њих састављене многобројне ПСМОћне таблице. 

Беселови су елементи ови: • 

а =5978.11 врста и С=а-;;Ь = 29~.15;[ а - Ь = 19.98 Вр. ] 
= 6377.40 km [ ~~ 21.32 km Ј 

у најновије време (Ј905. г.) американеки научари Хајфорд и Тит"ан 
обради.," су огромну триангулациону мрежу Сједињених Сев. Америч. Држава. 
узевши у обзир и астрономску одредбу многих тачака те триангулације, па 
су отуд !1звеЛi1 нове вредности за а и с са ванредном тачности. Они су наиме 
добили: 

а-Ь 1 [ ·.1 а = 5978.89 врста, с = а = 297.8; а - Ь = 20.07 Бр. 

=6378.23kт [=21.43 km 1. 
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Нацомена. У астрономији а често и у геодезији се СПЉОШiеност аемљиног 
меридијана па и уопште ма које елипсе не QApeijyje из њене спљоштености 

а-Ь . . а2 -Ь2 . 
С "~ веЂ из ексцентрицитета е, ЧИЈИ Је квадрат i' = 2 • Тачан Је однос 

а а 

између њих ова ј : 

i'=(a-b~~a+ Ь) = С (2-С) = 2 с-о'. 

При маЛОЈ П31{ с(]љоштености С, приближно је 

е' = 2 с. 

76. Скретаље вертикaJПIИХ JlИвија. 

На свш.:о:'lе ОД напред споменутих мерења степена одре'ljиване су иЗ' 
аСТРОIJОМСКИХ посматрања ширине не само ОНИХ, крајњих тачзка лукова мери
дијанских веЂ. и многих интервалних, тако, да се по ФОРМУJlИ (5.), - ако се 

у љој ставе величине а = 5968.74 врста И с = 29~.5' које у целини најбоље 
задовољавају сва мерења степена, - МОГУ срачунати МНОГИ луци s ", тада се 
они могу сравннти са стварно измереним. Из таквих упореijивања излази, да 
несугласице у Ilужинама s знатно превазилазе МОГУЂне грешке мерења, И, досе
жу по liеl(ад ДО + 60 саж., што директно указује на то, до истинита површина 
Земљина (геОIlД) доста осетно одступа од правилне елипсоидне форме. Другим 
речима, то :шаЧI1, да се правац вертикалне линије у ма којем месту на Земљи, 
уопште г{)нореЋИ, не поклапа се правцем линије, нормалне на еЛИПСQИД у томе 
месту и да ТЈlша месmимична скрешања верmикалних линија уздуж мсрених 
лукова раВIIИХ .'I\еридијана дuсежу до + 4"; јер промени ширине аа 1" oд,roBapa 
на Земљиној по"ршини приближна дужина "'- s = 6000 Х 500 Х sin 1" . 14 ~. саж. 
Ова СКРСТЗЈ-Ь3 још И немају великог значаја аа астрономе, кад им је потребно 
да сравњују MetjY собом извесна посматрања небесних тела са рааних тачака 
на Земљи; јер чак и при посматраli:!има најближега нама небесног тела - Месеца, 
требало би да се померимо (као што ћемо видети у глави ХIУ) бар за 1 ОО саж. 
IШ да се праmщ са 3емље на њега измени свега аа 0':1. Због тога се, у астрономији, 
ПОВрШИll3 Рем.'ыша може сматрати Ј<ао потпуно правилни обртни елипсоид напред 
споменутих јЈ,и.\1ензија. Ипак, има предела, понајвише у близини великих план и IIСIШХ 
месива (Каш.::ао, Алпи), где скрегање вертикалних линија достиже до неколико 
десетина сеКУн:Јда, како по ширини, таЈ<О и по дужиии; таква се скретања, - која се 

специјално изучшзају у геодезији, - вев не могу занем.аривати при посматрањима 
Месеца, Ka~a се оне врше у таквим пределима. 

77. Геоцентричке координате тачака ва Земљиној поврmпни. 

Положај сваке таЧЈ<е А на елипсоидној површини 3t'мљиној, у односу 
према њеНЈ),\1С центру С (сл. За.) удобније је одређивати не по њеним праВОУГЛЮl 
Iшордината,\lа х и у веЂ по поларним, тј. 1.) по углу АСЕ = '1", који образује 
полупреЧIJИК ЛС са paBH~1 еЈ<ватора и који се зове геоченшричка ширина та'ше 
Л, и, 2.) по геоценшричколt расmојању њеном АС = r.J. Р, при чему је р апстра!(тнн 
број, СВЈгда Ј\1ањи од јеДИliице. Треба дакле изразити "р' и р у функцији 
географСI{е ширине ч' те тачке А. 

Кад се одреди '1" по њеноме тангенсу и ПРИТОМ, Ј<ао и пређе, занемаРIIМО 
кпадрате и IШШС степене спљоштености С, - доБИЂемо 

Ј У Ь2 tg<p =-=,tg<p=(1-2c)tg<p; 
х ц . 
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Ми, разуме се, да је уместо тога боље :и:nростије срачунати малу разлину 
ч' - 'f I на овај начин 

tg(<p-<p') •. tgр-Igф: .• 
1 + tgp. Igp' 

или ( ')" с . 2 -,_r.p-~ =s;nl"_.S.m --ЧЈ ' .... _ (6.) 
1 

тако да ће, при с = 293 ' максимална УГ1l0ВН~ ,вредност за ("f ,- 9') изаЂИ, за 

ширину 'Р = 450, свега 11' 44". 
Што се тиче геоцентричког растојања од тачке, његов Ђе се МНQжитељ 

р изразити, по формули (2.), овако 

1 . P=-VХ'+у2 
а 

v cos2p+(1 4c)sin2p __ 
- Ј csin2p 

1-2 с sin <? 

l-csin2 ? 

или Р,= 1 ~csin2"f .. (7.)') 

Тачне вредности за· ('Р - 'Р') н 19 Р 8. све ширине <р дају се у оБЛИКу 
таблицZl у свима астрономе ким календари.ма ~ тако иСТО у аСТРОНОМСI<ИМ делима, 

при чему се обично узима Беселова спљоштеност с . 29~.15' Такву СЈ\Ю таблицу 
ми дали (табл. З.) на крају књиге, али З3 вероватнију вредност СПЉОUIтености 

3емљинOI' сфероида, ТЈ· З3 С = ::!~7 
Овде треба још напоменути, да ако је висина Н посматраченога места 

над "юрским ниво-ом доста знатна, онда треба ка нЗ'ljеној иа таблица предности 
. Н . М Н . 

аа F додавати кореКЦИЈУ -, а логаритму р - кореКЦИЈУ i -, КПЈ а ИЗНОСИ 
а u 

свега 1 шесте деци мале за Н = 48 стоnа(енгл.). ~ Тако например за ПУЛRОВСКУ 
Опсерваторију (.р = 59'46' 18".7 и Н = 243 стопе) наћИћемо Н3 наше 3. таблице 

'iO - ~ .. = 10'6" .2, , , т. ј. ~'=59'36'12".5 и Igp=-O.OOI091 +5"09.998914; 
. I 

за СI1Jьоштеност пак 3емљину с = 299.] , изашло би 

~- ~ ----:--
~) O!le приб.1ИЖllе формуле (6.) 11 (7.), - које се употребљују "Највише у праКТIIЧffој ;]СТР(Јно;,нrји, -

ДО1l1lјЈју со:: још прости.е " ОЧИГЈlеДflије из ге"метрнјск ,г цртежа (сл. 31.), У које." је oplНlHaT<1 r ... ·\A (оilН(Јсине 

, , .. 
" . 

" "",. , 
~~I I 

---........ -__ ,A·,····!"'~ , ,. 
'А ,', 

! 

, СДД" ин троугла 

премз TO.\\~ 

тачке А продужена до њеногз пресека у А' са IlpyruM, ОПllсаН11М 11(1 I.:mll1СИНUГ 
центра С полупречнином СЕ = Ср = а = 1. 1<ад се ј,рuз А и А' повуку 
тангенте А1< 11 А'1< на елиГЈСУ и "руг, ноје се пресецају са продуж.сњем дуже 
елипсине осе СЕ У истој та'"lЦII· 1<; кад· се· аатим споје А са С, 11, "ад се 
0зна'"lll угао А'СЕ са ј, - оНда Ђ.емо uмати 

А'А А'М-" АМ -l·-b а....:..Ь·· ..... . 
А'м = А'М. 1 = а = с; ТЈ· А" А = с SII! ј, 

па ће абог тога из елементарног равнОЈ·. троугла САА' изаlш 

~,= АС= А'С ~ А'А" = 1 - csinj. sinj= 1 - csiJJc Ј 

зат.им се иа т.роугла КА'А" добнја за угао {~. - л IiOA К 

А'А" с $in2 f ,-/= АК = tgj =csinjcos/ 

/ 
' АА" ,ајп jcoi./ " .. f ./ 

- ор ="""ЈЏ;; = .-.- .. _с sm cos 
.. р .... -- .. . 

'? - '?' = 2 csin јсо;; ј= с sin 2ј . . . 

. (6.у 

. (7.У 

Остаје јuш ("змо, да у"ажемо на наше права, _ с ycnoвo.it· преljашН>е-'ап!,окснмације, - ;щ З1мењује:.IО RaRO 
у фОРl\:уnама (6.) " (7.), Tal(O If у {б.)' 11 (l.Y географСКУ ширину ор са геоцентричком ор' !ци И ИНГСР!lа.~ном ! 



Вадcdiе: 

1.) Артиљеријска зрно, полазе!;и И3 ОРУljа са He~a~BOM почетном брзИiЮМ 
11 под неким ВИСИНСICИМ углом у равни мерид.ијана, пада по истеку времена ОД 
свога полас"а t = 30 сек. на растојаљу од ОРУljа d = 2000 саЈКљева под уг лом 
!{а хоризонту i = 450. Колико велико треба да буце његово привидно скретшье 
устрану усљед ротационог кретања Земљиног, И, уколико треба да се промени 
напред рече на даљина његова домета d, ако оно буде ивбачено у правцу првог 
нерпщзла, при ширини места 'f = БОО? 

(I<рстање његово у десну страну - при сваком. правцу - треба да буде равно 
li. i~ sin 1 ~ sin '? == 3.8 саж.; у првом пак вертцкаl1У даљина његова домета d nosehahe се ИЛи 
не се с.,tЭњинl. за d. Г~ sin I~ COS!p. cotg i = 2.2 саж .• према томе, да ЛИ је избачена }' правцу ка 
I-1(TI)I(1' или ка западу. 

2.) Срачунати дужину праве АБ = d, која спаја две тачке А и В на 
еЛНПСОИ/l,ној Земљиној површини, чије СУ ширине 0/ = БОQ И f, = 45С а ра;,шика 
дужина 1 ~ 90°. 

] !,:IlIl3Н ПU таплици З. геоцентр1lчке координате тачака '1:/,? и '}I'1 И ~L, иманемо за 
угао ј, ~ који међусобом заклапају полупречници ~ и р1 У центру Земље С, - оваl/:Шi израз: 

CQS i = sin rp' . sin rp'l + cos 9' . cos чi'l cos 1 

а 3.1ТИМ из р.1внога троугла Аве, - који је скоро равнокрак, - у место тачнога израза 

;l,обиl-il:'\\О (1(.1\:\ У З. задаЋИ главе ПI) овај приближни; 

На тај начин, при даним бројним величинама за ср, '}Il И [, излази 

i = 520 27 t 481', ? = 0.997 480 и d= 0.88215 У деловима еквзторијаЛllога Земљиног 
полупре'lIIИЮl а. 

З.) Одредити полуосе 3емљинога сфери ода и љегову спљоштеНQСТ с по 
"aTЉ~ у чл. 74. величинама радиуса криви на R, (у Лапландији), R, (у Француској) 
и R., (у [1еру), Rонбинујуtи ради тога спочетка R, и R" затим R, и R, и најзад R, и R,. 

Са даним тамо средњим ширинама -}- (ср, + ~2) коефицијенти Ђе п код 
неПО.,,::нате (ј у једначинама (4.) изаЂИ овакви: 

П, = - 0.5230, п, = + 0.2912, п, = + 0.5785 

а с љныа Ђе се добити: 

d=a-b d 
а С::-= ~ 

Q 

У првој комбинацији · 5987.2 Вр. 45.3 Вр. 0.0076 

У ДРУI'ОЈ " 
· 6007.9 116.2 0.0193 

У ТРСЋој " 
· 5977.2 63.8 0.0107 

_О-

У срелље:,\ И3 СВИЈУ · 5990.8 75.1 0.0125 

t(i 



• 



r л АВ А ХII. 

ЗАДАЋЕ ИЗ ДНЕВНОГ КРЕТАЊА НЕБЕСНИХ ТЕЛА. 

78. Опште напомене. 

у прошлој смо глави (чл. 72.) видели, да је, при расматрању разних питања 
о привидноме дневном кретању небесних тела, са геометријске тачке гледишта 

сасвим све једно, да ЛИ Ђемо на небесној _ сфери замишљати зенит и хоризонт 
као непомичнс а сва небесна тела да се крећу равномерно ПО својим паралелама 

са истом и општом З3 све њих углавном брзином, или обрнуто, Тј. да су небесна 

тела неПО.\\ИLJrш а да се зенит «реЂе са ТОМ ИСТОМ брзином, али само у обратном 

правцу, по -'\зломе кругу ОКО светскога пала Р. Некоја ОА ових питања решаваtе .. . 
се прости]е и 3ГОДНИЈе са првом претпоставком, неКОЈа пак - са ДРУГОМ. 

ИмајУЂИ у виду у свему ономе, ШТО буде сљедовало, на првом месту само 

разјашњеl-Lе г.'швне суштине ових питања и задаЋа,-МИ се неЋемо овде задржавати 

на довођење њихових формула за решење на облик најагоднији 'за рачунање, 

јер су општа правила за то већ била показана у глави 11; по~ед тога, ми ЋеМ.о 
се сусресги још и у П одељку ,.практичног дела" курса астрономије, са најзна

чајнијим заАаtiама оцре1јивања времена и ширине места по овоме или ономе 

положају небесних тела у оцносу према аениту места посматрачева, где ће бити 

дана ],ј најпогоднија - у практичном смислу - решења њихова -са бројним 

примерима за објашњење. , 
И даље ћемо се придржавати оних истих ознака, КОЈе смо већ рани]е 

УСВОјИЛИ, наЮlt: 

'! --- ширина места (са знаком + ако је северна), 
В =-: 90' - r.p растојање зенита од северног светскога пола. 
о. - рехтасцензија небесног тела. 

"- ДСi\:линација небесног тела (са 3HaKO~ + ако је CeJ:lepHa) . 
..1: : 90С 

- fJ растојање небесног тела од светскога пола. 
z - зенитно растојање небесног- тела. 

h = 90" - z висина његова. 
А - QЗИ.\!УТ небесног тела, рачунајуliи га од југа ка за пацу, 
t - часовии угао, рачунајуliи га такође као и азимут, 

'1 - паралаl{ТИЧКИ угао небесног_ тела. 

S·- локал но звездано време. 
10'" 



- ји -

79. Диференцијалне промене зевитиога растојаља и азим.ута небесног тела. 

Вада/ш 1. Одредити за дано небесно тело (А, г) мале арирашшаје dz 
и dA, који одговарају маломе интервалу времена dS. 

Замислимо на небесној сфери (сл. 32.), да је зенит 
.-<----'}:.': / места посматрачевог Z непокретан а небесно те .. 10 Е да се 
--;-,)~_>,: _.-' је померило у току времена dS = dt = 4 ЕРЕ' за маJlИ лук 

.. ~-::.'~~~j~ Z\ '''''":'-'''-_ ЕЕ 1 = dS. sin 6, онда Ђемо наЂИ из елементарног троугла 
ZEE', да је ' 

... 
, , 

, 
dz = ZE'- ZE = ЕЕ'. sin q = dS.sin "-- .sil1 ". ,. (1.), 

dA= EE',cosq =dS. sin"",cosq .... (1.) 
SlЛ z SIП Z А 

е"·_ !~ ... --
\" .::.':. --_ .. -

__ .. ,...--"1". 
(,1. 32. 

Ако пан: замислимо, да је небесно тело Е непокретна а зенит Z да се 
преместио у току времена dS = 4 ZPZ' за лук ZZ' = dS. sin 8, онда 113 eJle-
ментарног троугла EZZ' излази, 'да је ' 

dz = Z'E - ZE = ZZ'. sin А = dS.sin 8.sin А . , (1.); 

З · ZEZ' ZZ' cosA ~ атим, ПОШТО Је у томе троуглу угаО" = sinz Ј то ье се, (<Ј.МО усљед 

премештаја Z у Z' азимут небесног тела променити за угао 4 ZEZ' cos z = 
= ZZ' cos А cotg г; усљед промене пак правца меридијана од PZ на PZ', он Ђе 
се иаменити још (за сва небесна тела подједнако) за угао 4 ZPZ' cos е ,- ,tS cos 6; 
због тога је целокупно 

ЈА = dS (cos е + sin 8 cos А cotg z) . . ' , , , (I.)~ 

Очевидно је, да су ова друга два иарааа (1.); и (I.)~ за dz и dA истоветна 
са (1,), и (I.)A и покааују: 1.) да су промене аенитних растојања за сва небесна 
тела, која се налазе у једном и истом вертикалу, подједнаке, ИЈ да су оне највеЂе 
(dS sil1 Н) за она небесна тела, која се налаае у првом вертикалу; 2.) Да су 
прш.·\сне азимута за сва небесна тела, која се налазе како на ХОРИ.30НТУ тако 
и у првом вертикаку, подједнаке и равне dS cos 8. На пример, у Петрограду 

(~= 59'56') I;е, при А = + 90', промене зенитних растојања и азимута за I 
минуту времена бити: 

,-"z=±15'sin30'4'=+7'.5 и 6А= 15'cos30'4'=+ 13'.0. 

ВадаЛа 2. Показати, да uаралакшички угао q за сваку звrзду са деКJlИ
нuцијVJIl ~ < r.p uоеmаје највеfiи, кад она пролази кроз први верmикал. 

Велики круг ZE на сфери (сл. 32.) ааКЛОПИЂе највеЂИ угао IJ са декли

национим !<ругом РЕ при положајима зенита у тачкама zo и Zw, у којима кру
гови ZoE и Z.,E тангирају мали круг ЏZ.; У првом Ђе се случају звезда Е 

налазити на источној страни првог вертикала а у другом на западној. ДО ИСТОГ 

се закључка долази и на основу опшrег израза за параЛЗКТИЧЮI угао 

. _ sinf:J.sinA 
smq= sin4 . 
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80. Пролаз вебесвог тела кроз дави вертикал. 
3адаћа З. Одредиши звездано време S и зенишно раСШОјање z данага 

небесног arела (еЈ., 6), кад оно uролааи кров арви верши.кал. 
Из сферног троугла ZPE, са правим углом у Z, излази да је 

tg0 cos 6 
cost= tg L ' cosz= cos~ . , . , . (2.) 

Они изрази за t и z показују, 1.) да се у случају, кад је [:, > 8, добијају два 
решења, и то: So = rx - t (пролаз кроз ИСТQЧНИ део првог вертикала) и 
Sw .= а --г t (кроз западни); затим,. 2.) да се у случају [:, = 8 добија једно 
решење, тј: s = а. И Z = О; напослетку, З.) да у случају [:, < в задаЂа 
постаје немогуЋна. 

При;нер. При деклинацији Сунца 3 = + 230 27', О, за пролаз његов кроз први вертиющ 
у Петрограду (? = 590 5б~ 5), налазимо, да је 

t= + 750 27~ 7 =+5" lm 51' и z=62? З7~б. 

3адаћа 4. Одредити време S и зениmн.о расшојање z н.ебесн.ог [исла 
(а, с.), !Сада .иу је даш ааимуш А. 

Уз>!имо да је PZ - меридијан, QZ - дани вертикал (сл. ЗЗ,), који са 
.r..\сридијЈ.НО/l1 заклапа угао А, а PQ = F - његово најкраЂе растојање од пола 
Р, које се одређује И3 троугла PQZ по формули: 

sinF=sin8sinA . ... . . . . . (З,) 

При ,'~:>~. дневна Ђе паралела небесног тела пресеtи вертикцл 
QZ у ДllС:'i<l тачкама Е 1 и Е2 , које симетрично стоје према кругу 
rQ који је управан на њега; због тога, пошто се срачуна 
А QPE, ,=с 3 QPE, = < и QE, = QE, = '( из троугла PQE, по 
фор.\iула!\\Ј: 

tg f CQS 6. 
COS 1: = t . и COS", -- :о-ос.;р""' . . g L. COS 

. . . . .. 

а _1 QPZ с т и QZ = с И3 троугла PQZ по формулама: 

\ 

Сл. зз. 

• , 

. (З.)' 

cotgT=cos8,tgA и tgc=tgfJ,casA ....... (З.)" 

д,о6иi1е!110 тражена времена пролаза звезде 5\ и 52 И аенитна њена растојања 
Zl и Z~ у ТИ,\l моментима на ОВај начин: 

S\ =a-'t-T, 

S,=a+<-T, 
z, =, + с) 

. . . . . . . . (3.)' 

у специјЈ.'lНШl случају, каца је А = 900, иалази: F = 8, Т = О и с = О а формуле 
[е (3.)' и (3.)' претварају у формуле (2) прошле задаЂе, , 

Прщ!ср. 3а звезду Вегу или а Lyrae (а=18,ззтз·, 6=51"19:4) при 
" =,59" 56:5 (у Петрограду) н А = - 2З' 16' - излази: 

S, = 17' 48" З5" z, = 22" 2З:6 

s; = 4 34 12, z, = 78 2З,3 
, 
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3адаhа 5. 3а звезду са деклимацијом 8, /(оја је ве/ш од шир"не места 
?, одредити положај (А и z) и моменщ.S.највеliегањеног азимуталног удаљења 
од /иеРJtдијана месша Ч'. Такав се аоложај звезде, З0ве њен.а елонгација. 

у ТО.\I Ђе случају звездана паралела EIZ~ само Доцирнути тражени вертикал 
ZQ у тачци Q (сл. 33.) па због тога И3 правоуглог троугла PQZ са страиама 
PQo=~, PZ=8, QZ=z и са углима 4PZQ=A и 4QPZ=CFI излази: 

. ( А ,јn,} cos6 tgi. S --
SIl1 + ) = sin Н' CQS Z = COs t:..' cos t = tglj И = f1. -г- t. . (4. ) 

На пример, за Поларну звезду (6 = 1'18:0), при 'Р = 59'56: 5, у Петрограду 
добиЂе.~о : 

81. Пролаз иебесиоr тела кроз дани алмукаитарат. 

,'Iадаlш б. Одредити време S рађања и заласка небееног тела (и.. "') 
а [[[ако исто азимуm и uаралакUlИЧКИ угао љегов у llIО време, не уаи_~taјуtilt 
у обзир утицај рефракције. 

Замислимо на небесној сфери хоризонт места посматрачева НЕН1 (СЛ. 34), 
меридијан ZPH! и цеклинациони круг небесног тела РЕ па Ћемо добити правоугли 

С.1. ' 

сферни троугао РН, Е са хипотенузом РЕ = '.\, I<ате
тама РН, = ~ и Н, Е = 180' - А и углима -4 Н, РЕ = 
180' - t и 4 РЕН, = 90' - q; због тога се за залазак 
'Гога небеСНQГ тела добија И3 тога: 

cos 6. sin 0/ I cos А = - I cos q = . \ Ј 
costp Stn!-

eos t = - tg~ И S = а + [. 1···· 
trт 6. 1 
о 

(5.) 

за pal)L\НJe пак небесног тела, те исте брОјне вре,цности А, q и t треба да се узму 
са знаком '-, На пример, при деклинацији Сунца 0= + 23027'. О :ш зала.зак 
његов у Петрограду (f = 59' 56'. 5) доБИЂе се 

А= 142'37', q= 19'22' и [= 138'33'=9" 14."'2. 

Вада/ш 7. По UОСАщшран.оме зен.ишн.ом растојаљу z' у моменту S' Ilсбе
СIl()Ю ШС.1([ (а, 6), одредити /(олики је IШ z' утицај рефракције r. 

При даној ширини места посматра<lевог tp, ИСТИНИТНО зенитно расторње 
z небссног тела у времену S' одредиtе се И3 формул е 

cas z = sin ~ cos јј. + сав If sin i'::. cos t 1, где Је t I = S f - r/ . . (6.) 
• 

после LIt:TJ се добија 
,=z-z'. 

НаllV./Иен.а. Из ТаЈШИХ се управо посматрања и одређује величина рефрак-
. .. ., 

ЩЈЈС /'z, кОЈе одговараЈУ разним зенитним расто]ањима z Ј при даНО.\1 стању 

барометра и термометра на месту посматрања. Тако нпр. при НОРМЈЛНОЛ,\ 
IlрИТИС,",У атмосфере 760 mm и температури ваздуха -f-- 100 С" i::\a IIРI1ВI1ДНО 
;Јенитно раСТОјање z' =90', величина рефракције r налази око 35.'1 . 

• 
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:Јадаlт8. Одредиrлиуrлицајрефракцијеу ХОРИ30Ю1IУ '00=35: 1, на време 
11 јЈсст() И3.7(Јска ИЛИ пак 3аласка небеС1l0г шела (а, 6). 

Небесно тело Е (сл. 34.), пошто се покрене по својој паралели за 
веЛИЧИIiУ :!ука ЕЕ', треба да се спусти испод ХОРИЗ0нта НЕН] за вели<\Ину 

лука FE' =: Г'>fI те да зенитно растојање његовога привидног места F буде равно 
g()". I{af<o тај лук није веЛИКИј ТО, кад срачунамо време S и азимут А за положај 
небеСНОI тела Е по формули (5.), .- добиЋемо по формулама (1.)', и (1.)'" 
(ЧJl. 79.) ОВ<1.](ве ЊИХQве приближне поправке: 

_~ t = I~ S = . ,оо. А' fj. А = 6 S. cos е = t (>/00. А . 
Slne.slIl g' .sm ' 

(7.) 

после чега, за привидно место небесног тела F, излази, да Је: 

S'=5+65 и А'=А·+,"',А. 

Тачније пак доби!;е се по формули (б.) и часовни угао t' и звездана 

време S' И;:;.1Јска и ззласка небесног тела, ако се у тој формули стави z -се 900 + "'Ј, 
'Г]. cos ,2' - sm '00; после чега излази·: 

5'- +/' . A,_Sini:..sint' 
-и. ИSIП - ..... 

. stn z . . (7.)' 

ПРIСllер. За залазак сунца (а = + 23'27: О) у Петрограду, са срачунатим 
I:leti НСЛИЧ~lнама t и А У задаЋИ б. - имаЂемо по формулама (7.), да .ie: 

према томе 

,"', / = + 1 '55' ~ + 7~7 и ,"', А = + 1 '40' ; 

/'= 140'28'= 9h21~9 и А'= 144'17'; 

тачнс !!JIZ величине (' и А' изаЂИ Ђе по формулама (б.) и (7.)' овакве: 

/' = 140'30' = 9" 22~0 и А' = 144'18'. 

аLцuhа 9. На каквим ће се mачкама на Земљи uокааати. дан.о небесно 
тело (ГЈ.;;) једновремено на једном и истом аенишном растојању z? 

Ан:о означимо са So звездано време, рачунато од Гринвича, а са 1 ИСТОЧНУ 
.'~УЖl1НУ .'I1ecTa ац ГРИНШl'lа, то Ђе се тражена зависност цужине места од његове 
ширине '? представити Једначином 

cos z = sin ~ . sin а + cos 7 . cos а . cos (50 + /- а) (8.) 

у таЧI.:ама Земљиног меридијана са дужином 10 = fJ. - So дана Ђе небесно тело 
куш'\Ин И pclТ 11 , показујУЂИ се на зеНИТНQМ растојању z у тачкама са ширинама 
'rl "--- ;; - ,( и ~2 = (; + г; за сваку пак интервалну таЧI<У са ширином '~ игМСђУ 

ових грани'IНИХ 'Р! и 'Р2' цоБИЂе се И3 ове једначине одговарајУЂа дужина места + 1. 
](ад би Земља била правилна кугла, онда би опште геометриско место 

на Iboj за све такве тачке (tp, 1) био мали круг полупречника z са полом у 
оној тачни у којој се небесно тело nоказује у аениту, тј. са дужином 1,) '-.,--- ~). - Su и 
са ШИРИlНЈ:\\ tp = а. 
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82. Астровомскв сутон. 

у TOl-tу извеснога времена, како пре ра1јања Сунчевог, тако и после 
залаСЈ..:а његовог, зраци његови осветљаваЈУ горње слојеве атмосфере иац 

z , 
К' --- ----

" I 
" 

К' 

ХОРИЗ0НТОМ АН посматрачеве тачке А (сл. 35.) и 
производе појаву сутапа. Асшрономски сутон рачуна 
се цо онога момента, до којег се на целом небу, -
без облака и без месечине, чак и на ОНИМ деловима 
његовим који су сунцу окренути, - могу још да 
вице голим ОКОМ и најслабије звезде б. вслнч.ине. 
Разуме се, Аа се тај момент не може тачно од-редити, 
али, у средњем И3 многобројних ПОВОЉНИХ посматрања 
излази, ца Сунце раци тога треба ца буде испод 
хоризонта за величину угла с 0= t 70. 

ВадаliО 10. Колика ариближно шреба да буде вИсИна Н Вемљине атмо
сфере па да се никакав део њеног еегменша КАК' (сл. 35.), - који се налаз/[ 
над ХОРllЈОllШОМ тачке llОСllшшрања А, - не осветли неаосредним. .Јрацима 
Сунца S. при наuред речено ј ВИСИНИ његовој 2): HKS = - с = - Ј7'? 

Ако узмемо ради УПРОШЂења, д,а је 3емљина површина сферног облика 
полупреЧlшка R = 6000 врста и не узмемо у обзир ни преламање сунчаних 
зрш<ова, нити рефлекс њихов са осталих делова атмосфере, то Ће зрак SK,-
који се налази у вертикалној равни ZAKS, која и кроз Сунце пролази, ~ само 
додирнути Земљину површину у тачци В. Таца !;е угли -4 ВСК и -4 КСА при 
центру Земљиноме С изаЂИ равни -} с, и из правоуглог троугла АКС цоБИЋе се: 

или 

2sin2 ~ 
H=R 4 =бб 

С 
CDS-

2 

врста О). 

Вадаlю 11. При дана ј ширини мееШа ~ И деклинацији Сунца ;;, одредити 
mрајање с аешрономеког еушона. 

Кад означима часовни угао Сунца при његову заласку (или иаласку) са 
to а при висини њоговој h = - с = - 170 - са /, добиi1емО тражено трајање 
't ---:-:о: t -- t~, пошто се / и /0 одреде иа израза: 

eoslo=-lg~.lga и COSI=_sinc+sin~sin~ . (9.) 
CDS ор. cos 

Пример. За Петрограц (~= 59'5БС5), при најмањОј цеклинацији Сунца 
i; ~ - 23'27' (зими), излази да је: 

10=41'27',1=83'30' и <=42'3'=2'49"; 

при i; -- о (у проле!;е и у јесен) излази: 

10 = 90' 1 ~ 125'43' и ~ = 35'43' = 2'23" , , 

при веБој пак цеклинацији а оц + 13'3:5 (што бива од краја априла до почетка 
августа), Сунце се неве НИ спуштати ниже од 170 испод хоризонта те ће се стога 
вечерњи сутон сливзти са јутарљим (зором), тј. трајаће целе НОЂИ ("беле ноЂи"). 
-~-~- -с--с-с--

~) На тој је висини ваздух ТОЛИКО већ разређен, .ц.а он губи спосоБНQСТ реф.lсктовања сунчаних 
.9раКQНЗј атмосфера пах са јОШ реl}им вазДУХОМ треба да се простире и много даље од 65 DРСТЗ, као што се 
то п поТНрђује ИЗ посматраља авеРАа Ilадалнца, о којима Ъе бита речlt у ХХУI глави овога дела. 
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3адаћа 12. Какво ће и uри каквој liе деклинацији 8 Сунца 6иruи најмање 
mрајање : сушона на даноме месruу са ширином ~? 

Врло би сложен о било решење тога питања аналитичким путем, излэзеЂИ 
из израза (9.); међутим оно се решава директно и вр. просто геометричким 
начином, ако се на небесној сфери представи Сунце S као 
непомично (сл. 36.), а зенит посматрачевог места да се креЋе Ji 

у току Epe,~eHa ZoPZ = 1 - 10 "з Zo (када је SZo = 90') У Z (када 
ie SZ = 90' + с). • 

И заиста, тетива Z;Z а с њоме эајеnно и угао i - 10 
троугла z,rz постаЂе најмањи, када у троуглу ZoSZ угао код 
S буде раван нули а страна џ = SZ - Sz, = с. На тај начин, 
ако уобразюю И3 Р перпендикуларну PQ на тетивуz,z, ми 

-
Ђемо добити И3 троугла Z,PQ О' '. 

V\"---~ 
. -: sinZoQ . с 

SlЛ Т = sin zoP = sm 2 sec 'fi 

, 
а И3 троугла SPQ С.,. 36 . 

. , PS SQ PQ . с sin~ 1 с . 
Sl/l Q -----=CQS =cos cos = - sm"""'2 с = - g Tsm 'f. 

cos "2 

У Петрограду је например < = 34' 20' = 2' 17" при 80 = _7' 26'. 

83. Две звезде у ИСТОМ веРТ1IJ<алу. 

3адаћа 13. 3најући ширину месruа, одредиruи звездано време S, кадо 
liе се две дане звезде (а, 6) и (а', 6 ') налазиruи у исruом вершикалу, чији 
ааимуш А maKolje одредити. 

Пошто се зенит места посматрања треба да налази на великом кругу 
небесне сфере, која спаја две дане звезде Е и Е' (сл. 37.), то, кад опишемо 
из пола Р мали круг полупречником 8 = 90' -~, доБИЂемо две тачке (Z, и Z,) 

пресека његова са кругом ЕЕ' I које задовољавају услове наше 
задаЂе и ПОМОЂУ којих Ђе се одредити тражена звездана времена 
,1:: 'Y'PZ, = S, и -1:: 'Y'PZ, = 5,. 

Ради угоднијег срачунавања ових времена и њима одго
варајУЂИХ азимута звезда А и 180' - А, повуцимо управну PQ = F 
и 0значимо угао EPQ са М у. сферном троуглу ЕРЕ' са даним 
странама РЕ = 6, РЕ' = 6' и угломмеljуњима-1::ЕРЕ'=а' ~a -~. 
Онда Ђе се И3 два правоугла троугла EPQ и Е 'PQ добити: 

IgF=lg6.cosM=lg 6'.cos(~-M); . ... (10.) 

одреп.ившн одатле спочетка М а затим Р, 
PZ,Q (или 113 равнога њему PZ,Q): 

( S tgF 
cos М +" - ) = tg<'!' 

имаЂемо И3 правоуглог троугла 

. sin F 
sш А = -."'" . . . . . . . (11.) sm \'1 

3адаћа 14. По даноме моменruу S јеДНОliреJl!енога пролаза двеју авезда 
(а, "') и (и.', 6') кроз један и исruи вертикал, одредиruи ширину А'еста 
ПОСЈ"иатрања 11 а31lМУШ тога вертикала. 

Као и у прошлој задаЂИ, треба прво срачунати F и М И3 једначина 10. 
па Ђе се затим одредити Ig е и sin А по формулама 11. 

17 
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84. две и .три ,ве.де иа једиом 8ЛМукавтарату. 

Вадаhа 15. Са uо31шu!о.м LUирином места, одреди:ши звеадmю време 
S, каца Лве дане звезде (а, 6) п (а', 6') имају једнака зенишна расшојања. 

А!(о "розсрецину М лука ЕЕ' (сл. 38.), који спаја цве цане звееце Е и Е', 
ПОВУL\С!\\U R(:.lИКИ круг _ сфере управно на тај ЛУI(, онда Ђе две тачке Z! и Z2 

~peceKa његоR.'!. са малим кругом, ОПИС~НИМ И3 пола Р полу
преЧНИI{ОМ 8 = 900 - tp, и бити тражени положај и зенита, који 
одговарају условима 3~A.aЋe и који стварају MoгyЂI10CT~ - да се 
одреце тражена звезцана времена -4 "rPZ,=S, и -4 "rPl,=S2' 
Аналитич!{и пак 'услови зздзi1е биi;е изражен и једначинама: 

, '. 

. ,'z, '; 
! -/ ,--~\ 
:./ -""-. \ : __ .,,>;:, z"\\ 

, 

cos z . cos е cos 6 + sin е sin 6 cos (S - и) I 
= cos е cos 6' + sin е sin 6' cos (S - 'Ј') I , .. (12) 

'<)?.Е'-- Е' 

м И3 којих се добијају спочетка две' величине 51 и 52 З3 тражено 
Сл. 38. звезда на време S (В. напомену И3 чл. 16.) а затим и њима 

оАгопа-рајуhа зенитна растојања звезда ZIE = ZIE' = ZI И ZzE = Z2E' = Z2' 

. Валаtш 16. По даноме мо".teНШУ S, у којем две звезде (а, 6) и (а', ~ 'Ј 
llЛШЈУ јед/ш/ш зениина расшо}ања, одредиши ширину места посмащрања. 

Угао TPZ = S потпуно оцређује положај мерицијана места посмтрања 
ОДНОСНО даних звезда Е и Е' (сл~ 38.); тачка пак Z пресека тога меридијана PZ 
са спомеllУТИМ - у предњој зздаfiи - кругом MZ, који пролази кроз средину 
М ЛУ"" сЕ", БИће тражени положај зенита Z, чиме се добија PZ = е =' 90' -~. 
Срачунавање пак траженог лука е може се извршити и И3 сљедећег израза, 
који се цобија из јецначине (12.) 

t .о. _ sin 6.', cos(S - 11.') - sin 6. Cos (5 -") 
cog" - , , cos6.-cos6 . (13.) 

."Јадаf;а 17. Три дане звезде (а,6), (0;', 1\') и (а
П

, 6
П

) налазе се једно
НРСЛIСНО на je.qHOM и истом алмуканшарашу. Одредиши тај момент S, ширину 
Јнссmа поr: .. нашрања !f и ·сами алмуканшајюш Z. 

Г еометријским се постројем зздаЂа решава врло просто: треба само 

кроз средине М, М' и М
П 

(сл. 39.) лукова, који спајају 
три дане звезце Е, Е' и Е", повуt.и управне на њих лукове 
веЛШПIХ кругова, тада Ђе заједничка тачка њихових пресека 
Z одредити све непознате: . 1:: "rPZ = S, PZ = е = 900~_ ~ 

и ZE = Zf:' = ZЕП = z. 3а бројну пак оцрецбу непознатих 
послужиtе у овом случају ове' једначине: 

Сп. 39. 

СО {а в = "i..~n 6' . cos (5 - 11. ') - sin ~. cos (5 - 11.) = sin 6.". ~os (5.- 11. Н) -: s!1l Lc.. cos (S -» (14) 
ь cos 6.. cos 6. . cos D.., cos .6.". 

[Ја "оји"," се срачунавају' S и еа затим се по формули (12.) ц06ија 3а сваку 
звезду (тј. са цуплом контролом) тражено зенитна растојање z. 
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ТЕОРИЈА АСТРОНОМСКЕ РЕФРАIЩИЈЕ. 

85. Општи израз рефракције. 

. 
-. , . 

у глави IХ (чл. 59.) ми смо и~вели за астрономску рефракцију , тј . за 
угао r, - l\Ојl1 треба додати ПРИВИДНОМ е аенитноме растојању z', да би се добило 
истинито z, - приближии израз г" sin 1" :::::=:= (f.L - 1) tg Z', сматрајуtш пр и том, 
да је ,\13 .11-1 цео криве 3емљине површине исто ШТО и равна површина. Ca,'l,a пак, 
- З <ЈНС,\\<lрујУ ћИ само врло малу СПЉQштеност Земље, - CM3TpahcMO је као 
'уг лу И О."УП Р О'lника а = 5979 врста') а 3емљину атмосферу аамислиtем о -у облику 
такође сф t' РIIИХ слојева , густине 3 која неПРtЮIДНО опада са увећзње ви сине 
11 тих слојева НЗД 3емљином поВрШИНоМ. Као што је познато иа физн[{с , индекс 
!l рел ама њCl :Ј. свакога слоја одредиfiс се таца на овај . начин : 

~ = v 1 +Н 3, 

гце је k = 0.000 2825 = З5~О ' 58':27 . sin 1", ако се аа јециницу израза Q узме 
О llа I'УСПlна ваздуха, која »ма места при нормалној температури ОЦ + 100> С И 
пр и lIорма.ll10М барометарском притиску од 760 mm. 

Замислимо светлосни зрак 5Bbb1b2 .. , А са бескрајно yц~љeHOГ небссног 
тела S (сл. 40.), који спочетка ице правцем праве линије SB а затим, пошто 
ступи у ат.'lОсферу КОД В, . ОН се све Вl1ше и: више повија, Z . $' 

ДОК напослетку не цостигне до Земљине површине у тачци ! 

А ПРИlIJ1ДННМ правцем 5' А, који образује са вертикалном 
лин ија" ZAC угао -4 ZAS' = г ' . 3а расматрање елеме"Ната 
ЬЬ 1 и Ь 1Ь2 овога зрака у ма коме у два суседна слоја, који 
се на.1азе на висинама h It hll са индексима преламања 
1.1 и \.11' јЩ 0значимо углове, које заклапају ови елеМ.еити 
са ПРОДУЖСНIIМ . n.олулречницима СЬ. и СЬ2 • са) и i, а угао 
-4 Ь, Ь , С са / . Тада ће (по познатом закону преламања И3 
троугла Ь , Ь, С) изаtи, ца је: 

sinj [L stnli а + h - -- и ___ О 

sini-[L\ sin! - a + hl' 

.) 0 110 aUТe9a објашњења, јер ва R такве сфере треба узеТII средњн М3 полупреЧНIIIЦ1. "ркннне на 
ЦС,10ј 3СМЉlltl nј ПОIlРШНН8. За нас је ДОВОЉtЮ да расМО1'р" .... О caJIIO ~paj~ љегове велМЧlfне: Ru - 11-'1 тз ""а .l\а 
земног el'il3TOpa ('!' =Q<;> ) " Rto на . зеЈшtlМ поnовима· (" = (J()g). На првим не се у . .меРН II,ноАаmюм nРЗII 1.lу 

добlП\Ј за R нзј.'!Iзња в:личнна ~' (фор~. 2, чл. 75.) а у правцу управнОм:. тј , по самом; el(B3TOpy _ Н :l ј исkа, 

Halt~e и, ј<'\IЮ да не средње (геометрисЈСО) 118 њих бtrm V :' , 0 := 6 . На nO/lOBIIMa пак (;о = !Ј()СЈ) и OKO.1Htl.\I 

• R R . таЧЈ(зма у CBI1.'I ;J. праlЩ8ма биliе R = R9Q = Ь па · због тога "е ~Редњ.18еличииа за бllru средње 113 КСЈ 11 'Ја Тј, 
r=< - - f 

.. Rr· R'}I"I = I {, ~. = а.-
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према томе 

(а + h) џ. sin i = (а + h.) \'1 sin i •. 

То аначи, да проиавод (а + h) џ.. sin i треба да остане непромењљив у свима 
СЛОЈевима; ПОШТО је пак на самој Земљиној површини 

'h=O, 6=до , 1<=\'1> и i=:2j.ZAS'=z', то је 

(а + h) 1<. sin i = а I'-osin z' . . (1.) 

Бескрајно мали прелом арака dr при прелаау његовом иа ма које"а слоја 
густине а у сљедеliИ слој густине а + da ДОби!;е се, ако у првој пропорцији,-
која изражава закон преламањз, - ставимо, да је . 

Тада Ђе иаа!;и: 

или 

f=i-dr и !'-.=џ.+dџ.. 

1 - dr. sin 1" cotg i = 1 - d} 
dr.sin 1"= d~ tgi . 

~ 
. (2.) 

!; !о 1- ~ ... / 11 h' Кад изразимо сада џ. ЛОМа у (Ј, кад 0значимо, затим, ради скраnења ~ = ~ и ~ = 
'о а 

И аграничимо се са првим степенима врло малих рззломака k и h 1, имаt.емо. 

1'<>= 'I~~ -(1 +kao) (1 + ka)-' = 1 +kao (I-В'), 
~ . 

одакле, пошто се логаритмира и диференцира (аадржавају!;и исту тачност) 
добијамо 

Даље !;е по (1.) бити: 
. , 

sini= ~. ~'~\. =[1 -h'+k60 (1-a')] sinz'=(I-u)sinz' 

и 
t ;= _ sini (I-u)sinz' 
g yl sin2i ycos2z' +2I1sin2z' 

I-и 

v cotg2 х' + 211 

где Је u=h'-k60 (1-6') . .. . . (3.) 

На тај начин, потпуна величина астрономске рефракције r, ОД највише 
границе атмосфере, где је ~'= О, па до површине 3емљине, ј'де је ~'= 1, 
иарааИЂе се, на основу диференцијалне једна чине (2.), овако: 

. 1" k6 Ј' (I-u)d!' r.sm = о .r 2 +2 ..... 
о JI cotg z' 11 

. . (с.) 

Може се још изнети ван интеграла множитељ (1 - и) ако заменимо врло мали 
рззломак u сљедеtiOМ његовом средњом величином на простору~целе атмосфере: , 

u.=JUda' 
о 
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а та величина ит , као ШТО Ђемо 9дмах видети, иаhОСИ 

тивно изаЂИ: *) 

I . 
863 1 

тада Ђе дефини-

1 d'8 Ј 
r=k'~of ' . v cotg2 z' + 2 и 

о 

. . . . . . . . (С'.) 

где Је 

k = 58':27 (1 - ит) = 58':20. 

86, Погодбе за равнотежу атмосфере. 

Тачно се неЗЩl, како се управо мења густина ваздуха у Земљиној атмосфери, 
када је у рапнотежи ј због тога је, З3 израчунавање интеграла (С' ), потребно при
беtи нској претпоставци о зналитичној зависности- д' ОД h' ИЛИ пак ОД u. При 
ТО.\1е се може сматран,-,' да Ђе свака од таквих претпосrавака задовољити наше 
потребе, ако само она пре свега не одступа ОД неизоставне по~одбе за равнотежу 
атмосфре. Да ВИДИМО у чему Ђе се и· како ће се та погодба изразити. 

3а:Ш1СЛНМО веРТИI<ЗЛНИ стуб атмосфере, произвољно М,злога flопреЧНОl' 
пресека, чију рана'н можемо ради простоте узети за јединицу. По познатом е 
хидростаТИЧI{Оh\ З'.lкону, да' притисак р у ма којем слоју таквога стуба, - који 
је на висини I] и са густином д, - треба да буде раван тежини ваздуха I<оји 
се на више у стубу налази; стога се он на висини h + dh треба да смаљи за 
величину Јр, I{oja је равна тежини ваздушнога стуба висине' dh а густине О, т. ј. 

dp = -g'д.dh = - aga.dh', 

где се, због мале висине ћl = ~, може узети интензитет теже g онакав исти 
.као и на површини 3еМЉИНОј. На тај ће се начин изразити притисак Ро на самој 
површини 3см,ъиној интеграЛQМ 

н' 

po=ag f a.dh', 
о 

у КОЈем Н' = ~ одговара горњему крају атмосфере (р = О). 

С друге пак стране, притисак се Ро мери непосредно тежином барометаР(l{ОI' 
ЖИIШИОГ стуба висине ЬО (у милиметрима) ИЛИ, равном њој, висином стуба ваздуха 

густине 110 11 OiI,ГOBapajYћe висине 1 = Ьо fo, где је D. густина живе 1091 О пута 
веIlа од густине ваздуха, која се узима за јединицу. Ако пак температуру ва,:!духа 
на површини Земље 0значимо са to а коефицијент његове дилатације (Ш~lрења) 

за l' С - са ,= 2~З = 0.00366, то по познатоме Мариотову закону 
30 ЬО ) 
~) = 760' I +,(to~ )00)' 

излази управо: 

. 1 = 760 . (', [l + • (10 - 10')] = 10 [l ~ • (10 - 1O'~] ! . 
где Је 10 = 7б() Х 10910 милиметара = 8292 т = 7 .. врсте = 769 Ј 

"') Radau. nНесЬегсЬеэ зиг lа Љеопе des refractions astronomigues" 
(Аппаlеэ de l' Observatoire de Patis. 1881.) 

. (4) 
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Густина ваздуха ђ смањује се још унеколико због iюдене паре, која се 
у љему налази, али пошто се стога у исто време повећзва његова МОЂ прелам'ања, 
ТО утицај веЂе или мање I<оличине влаге на'Величину рефракције постаје, уопште 
говореtи, неосетан те се обично и не узима у рачун. 

Према томе Је 

Н' 

Ро = ag Ј ђ . dh' = g ђо 1, тј. неопхоцно ТРеба ца буце 
о 

н' 

Ј ђ~dh'= ~ =1' . . . . . . . . . . ' (5.) 
о 

Ово и јесте она погодба, коју треба да задовољи свака хнпотеза о 
зависности д' ОД ћ'. У примени пак на промењљиву и = h' - kao (1 - о'), КОЈа 
улаои уместо h' у израз рефракције (С'), ова Ђе погоца бити оваква: 

u - И' О' 

Ja~dU = Ј a~dh' + kGo Ј Q~dQ' = l' - ~ kiJo = 1", (5,) , 
о о 1 

при че."'У нормална величина за l" (при 00= 1 и 10= + 100 С) излази равна 
1, I I 

769 -- 70НО = 8БЈ . 

Ако пак последњи интеграл узмемо делимично, ПРИМИВШИ 

Ја: du=O.'u -Ји. dђ' 

и ш.:о напоменемо при том, да се производ a~ и претвара у нулу кан:о за горњу 
границу атмосфере (и = 1) тако и за доњу (и = О), - онца Ђемо исту погодбу 
(5.)' добити У оваквом облику: 

1 

Ј d" 1" и. f) = ..... . (5.)" 
о 

Одатле излази, да Ђе напред речена средња величина и т за сву атмосферу 

бити и т ~l" (= 8~j)' 
Овде је место напоменути да Мариотов закон 

а'=!_Е., I 
'го - ро I +, (1 10) 

заЈедно са изразом 

dp "dh' р I Ј" dh' -=" - ИЛИ пак-=-- U 
РО { ро t 

даЈе 
Iр f3'dh' 

1 + е (1 - 10) = v - = - (3' , ро 
. . . . . . (Т) 

тј. потпуно оцреljује закон промене температуре Iу разним слојевима атмосфере, 
када је дата зависност густине тих слојева д' од висине h'; и обратно, одредио 
би се закон промене густине 8', кад, би била дата зависност t ОД h 1. Пре.\tа томе 
би се теорија рефракције МОГ-!1а изради~и и на основу какве хипотезе о ан<Ј.ЛИТИЧКОМ 
~ 0'_ 

оалику те последње зависности. 
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Други захтеви, које треба тражити од хипотезе, изабране З3 tрачунавање 
величиие рефракције , по формули (С)' (осим тек што расмотрене неизоставне 
погодбе атмосферне равнотеже), заlUЪучиваliе се у довољној сагласности њеној 
са КQнстатованим веЂ метеоролошким подацима о слојевима атмосфере најближих 
Земљиној површини, И, што је најважније, у сагласности добивених, по тој хипо
тези, бројних вредности рефракције са онима ДО којих се долази И3 најтачнијих 
аСТРОНОМСКЈ1Х посматрања (чл. 81. задаЂ3 7.), која се врше специјално ради 
испитивања ре фракције. Тако например, према првом хипотеза треба да даје 
оtањивање тс~шературе t приближно за 5а С. са издиаањем на сваку једну врсту 
од Земљине површине; према другом пак треба при ТИМ ИСТИМ условима да даје 
хоризонта~1НУ рефракцију '00 близу 35'6", нао што је речено у ЧЛ.81. 

87. Разне хипотезе о построју атмосфере. 

1. у почетну је за основу рефракције (Симпсона и Бугера) служила 
претпоставка, да густине (ј' разних слој~ва атмосфере опада -:- са повећзњем 
висине тих слојева - у аритметичкој прогресији, тј. да је 

iЗ'=l- ћ; 
н 

(б.) 

Али је по таквој претпоставци и ПО услоау (5.) излазило, да је висина 

атмосфере Н ~=- аН' = 21 = 15 ~ врста, Тј. више ац четири пута мања од оне, 
ноја се добија из трајања астрономских сутон а (чл. 82., заца"а 10); по њој 
се, зати.'!!, дuбијала сувише мала величина (28: 5) хоризонталне рефршщије '00, 
а по фор.")'ЈЈИ (Т) И сувише брза промена температуре t (сноро за 18' С) са 
издиазњем на 1 врсту изнад 3емљине површине. Према томе та претпоставка 
ни у lШМ погледу не задовољава. 

11. Ближе стварности подилази Њутнова хипотеза по којој густина ~' 
опада са повеЂањем висине ћ' у прогресији геометриској, т. ј. 

I!' 
т 

о'=е , где Је е=2,718' ... , (7) 

при че"у погодба (5.) даје 

Ј'" ћ' 

т dh'- 1'--'-' о е -m= -169 

Овде је безграни'-lНО простирање атмосфере само привидно, јер густина а' постаје 

бројно сасвим ништавна (око ~) веЂ при 11 1 = 85 врста. Али llеЛИ'-lИ~lа 
рефракција за велика зенитна -растојања излазе, толико веЂа ОД стварних, да 
је Б е с е Ј], - оснивају"и своју теорију рефракције на истој претпоставци, 

принуђен био, да узме за т брОј 7~3 ~ /' (1 + 2~ Ј, ноји знатно одступа од 
неизоставне погодбе равнотеже у атмосфери. Па ипак се при томе он морао 
ограничити у CBoj~M таблицама са зенитним растојањима z' мањим ОД 850, јер 
је и при то" броју т излазило да је '00 ~ 36'.4 уместо 35'.1. . 

Ова хипотеза излази недов,ОЉНО тачна и по томе, што из ње по фор.";\ули 
(Т) излази t = t" тј. температура t треба да остаје стална и то онаква, КаЈ<Ва 
Је на површини3.еМЉИНQј.. . . . - . 
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Из свега овде реченог треба иавести закључак, да СТQарни закон промене 
гуспше ~' у атмосфери подилзаи много ближе другој него ли првој хипотези, 
те треба да се представља као нешто средње -ме'ljУ њима. Због тога ако се, 
у ТОМ смислу, оцени вредност прве хипотезе сразмерно малом тежинам п а 

друге- тежино" (1 - п), онда се аа д' може уаети овакав иараа 

h' --
т 

a'=(I-п)е h' ) +п(l- m 
па да се одреде константне вредности за т и п тако, Д~ би задовољена била 
и погщба (5.) и да би иалааило 'оо = 35' б". Сличним је начином поступио нпр. 
Кра",п у својој теорији рефракције. Али је аа интегрирање иарааа (С) требало 
прибеhи тада развијању интегралне функције у врло компликован и и незгодни ред. 

Ш. Боље Ђе бити зауставити се на најоштроумнијој хипотези Л а п л а с о ВО ј 
која TaKot,e спада у ред интервалних међУ напред реченим. Он није уаео висину 
ћ' за независну променљиву вев 1I = ћ' - kao (1 - д') па је представио аависност 
;; I од U у облику 

и 

ђ'=е m(l+n~) (8. ) 
. 

I{ОН1 амогу;'ава тачно интегрирање иарааа (С). И ааиста ако ставимо 

, .? cotgz' 
eotg'z +2u=2mх· и {-2 m=е, онда Г1емо добити 

и 2 о --0- С -x~ 

d,'=-c т (I-п+п-"-) du =-е .[I-п+п(х'-е')Ј2х,dх 
т т 

н 

с' 

[ 

.~ .~' 
2 '-х2 _Х2 

,= k' ао V т е. (1 - п - пс') ј е dx - п f х2 е dx 
, , 

али делю1И~IНИМ интегрирањем излази 

Ј:) • iJ.) 

f _xl 1 _(2 1ј-'" 
х2 е dx=-,ee +-,- е dx , , 

па због тога, ако се означи 

онда Ье бити 

r=k'Oo{; [(1 - ; -пс')ф (еН ~ сЈ 
рефршщија l1ак .у хоризонту (z' = 90', е = о), усљед тога што Је 

~ 

ф(о) = fe-xdx = {"-
о 2 

(чл. 42, формула р), иарааиве се овако 

'!КI=k'oo(l- ~)( 2"m' 
О,') За и;щалажење бројне вредности ч (с) постоје у Беселовој "Fundamenta Astronomiae" помоhне табаllце. 
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Сад остаје само ца се одреди бројна врецност КQнстантних т и п тако, 
да би при нормалним атмосферским погодбама (до = 1) излазило г., = 35' 6" и 
да би задовољена била погодба (5'), а наиме: 

J
'U 

~ ~'du =
о 

Из две ]eДHa~!HHe: 

т п т j'~ -"- ј'= -"-
е du+ m. е udu=m(l+n)=i". 

о о 

58~2 (1 - ;) (2: 35'6" 1 
и m(l+п)= 8б3 

те бројне вредности излазе овакве: 

П = 0.2213 и т = 0.0009489. 

1 Ја овој ЛаплаСО80ј хипотези основане су таблице рефракције, које се 
сваке године д,ају у француском астрономском каленцару "Connaisance des ТетРБ". 

1\'. 3<1 основу теорије рефракције може да послужи још и тако исто 
прости закон промене густине 3' у атмосфери, као ШТО је и Њутнов, али у облику 

и 
--' 

а'=е 
т 

. . . . . . . . . . . . . . (9.) 

који се добија, ако у тек што расм.атреној Лапласовој хипотези ставимо п = О, 
И који пре,," томе приводи к оваквоме најпростијем изразу рефракције 

r = k' ао V ; ф (с) . . . . . . . . . . . . (с) 

Тада погuдба (5)' даје m. 1" (у средњем = 8~3)' а с тим бројем нормална 
величина (при ао = 1) хоризонталне рефракције 'оо излази нешто веЂа, а наиме 
за Зб" пеi1а од 35'6". Али, ако се попут Бесела одступи од погодбе атмо
сфереке равнотеже и узме - као што је то урадио Ополцер - број 

m=I'(1 +;5) _k;o, 
, 1 . 1 ~ Ф () б КОјИ Је при СЈо = раван 8ЗЗ.б' то "е се по ормули С до нти величина Т, 

која се доста добро слаже са посматрањима при свима могуЂним. зенитним 
растuјањима z' од ОО до 900 закључио. 

V. Све остале теорије рефракције, које се заснивају на овој ИЛИ оној 
хипuтетичкој зависности густине i'; 'или температуре t у атмосфери од висине 
ћ, подударајуfiи се са посматрањима не боље од Лапласове, воде само ка 
сложенијим изразима за ,. Таква је например Хилденова теорија ПО којој 
су састављене таблице рефракције за Пулковску Опсерваторију. ПолазеЂИ са 

претпоставке, да се опадање температуре t у атмосфери са висином 1,'=-"-
а 

изражава формулом 

1 +E(t-to)=(I-~h')2 . ......... (10.) 

и одредивши средњу величину Rоефицијента ~ из огледних даних, - ;Ј,обивених 
на ВИСQКИ.'I1 планинама и у долинама, - Хилден добија рефрщщије нешто 
:..t.ање од оних основних, које потичу из посматрања Аргеландера у l{e
нигсбергу а тако исто и ОД Фусовиху Пулкову. 

18 
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у табnици, која сљедује, показана су одступања величина рефракције,
која се цобијају за велика зенитна растојања по формулама Бесела, Ополuера, 
Лапласа и Хилдена, - од онога што дају непосрецна посматрања: 

" Посматрања Бесел Лаплас Ополцер Хилден 

75' 3' 34" О" О" О" О' 

85 9 50 + 1 О + 1 О 

87 14 21 + 2 + 1 + 2 О 

88 18 17 + 6 + 1 + 3 3 
89 24 36 + 14 4 1 -19 
90 35 6 +77 + 3 О -39 

88, Иэраз рефракције у облику реда, 

Пре него што би се интегрирао израз (С"), - при ма каквој преТПОСЛllЩИ о 

" ј'() ф , tgz' 
(; =----' u I - по.Цинтегралну његову УНIЩИЈУ V I + 2 и tg2 z' можемu прецставити 

у облику реда 

- -'[1 '(21,,,,,)+1'3(21,,),1,3.5(21"")'+ ] - tg с - -, u 5 Z 2.4 u g z - 2.4.6 u 5 z ' , , , , , , 

који БеЈ ;iбог мале величине променљиве и, бити свршен чак н за велика 
зенитна растојања z'. Тада излази: 

r = k' ао (А Ig z' - В Ig' z' + с Ig' z' - D Ig' z' + " ... ), ' , , ' (О) 

Ј' Ј' Ј' /" А- da'-1 В- u da' с-2 u'da' o-~ l/'da' - -, - • Ј -2 '-2 
'. 

о о о () 

По_\\utу таквих реЦОВа (О), са наизменично променљивим знацима, сре
l]ених по раСТУЋИМ непарним степенима tg z', и срачунавају се, - по разним 
хипотезаllа о функцији ј (и), - таблиqне вредности рефракције за сва могу!;на 
зеНИТНil растојања, која не превазилазе 850. При томе за све хипотезс () I (и), 
које за;10пољавају погодбу (5) атмосферс"е равнотеже, коефицијент ће В у 
iJ,PYГOMC члану реда бити један и исти, а наиме В = Ј". 

Да одредимо сад остале коефицијенте С и D реда (О) са најпрuстијом 
и 

преТIIостаl::\!{QМ 0'= е - т и са норма!lНИМ бројевима за њу ао = 1 {" 1 и т- =-= - __ о 
- 863 

Пошто деJlИМИЧНИМ интегрирањем излази уопште, ца Је 

/" Ј= и г= и " -- п --Il~1 
т т 

"" , du du , , u ,,10 ~ е. и, - = пт, е. и, - = П (п - 1) (п -2) 2 Ј (т") 
о о т О Јп .... , 

то ћС бити В = т, С = ~ х 2 т2 = З т2, D = ; х 3.2 m3 = 15 mз, П3 Fic се 
/ . 

iJ,ООИТИ, iJ,З Је 

г= 58':20Ig z' - 0.0674 Ig' z' + \ 
+ О': 000234 Ig5 z' - О': 00000 14 Ig' z '+ Ј 

, , ' , , , (О.') 
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Овде је треl,и члан са tg' z' веli толико мали (мањи од 1" при z' = 79') да 
промена љегова због друкчије хипотезе о построју атмосфере може осетно утицати 
на сраЧУН<lВ<lНУ величину рефракције г само при зенитним растојањи\1.3 z', веЂИМ 
ОД ВОС' (што се ВИiJ.И и ИЗ предње таблице); при зенитним пак растојањима, 
.'tiањим OiJ, 75:, ОН се може и сасвим одбацити. 

1 
А ако се за исту хипотезу (9.) узме т = 833.6' то Ђе изаЂИ 

г= 58':20tg z'- 0':0696tg'Z'+} 
+ О': 000250 tg' z' - 0': 00000 15 tg7 z' + . , . . . .; (D') 

Разли,а IIСј,\\еђу рефракција, срачунатих по овој формули и ПО формули (D') 
ЧИНИ свега О.' З за z' = 800; за зенитна пак растојаља мања ОД 750, она Ђе 
бити ПОТПУIIО неосетна. На тај се начин убеђујемо, па мало одступање ОД 
ПOl"одбс атмосферске равнотеже, - које је допустио Ополцер попут Бесела, -
;Ј,ОВОДИ формулу (с) ка бољој сагласности са посматрањима близу хоризонта 
а не ;\\ењајуfiи при том величине ни осталих рефракција, оно је потпуно оправдано. 

Па таIШ је и у самој ствари, јер се слојеви армосфере, који су нр.јближи 
3е.i\љиној површини, никада не налазе у потпуној -равнотежи; НОЂУ пак, најновија 

. . 
метеОРОЛОllжа посматрања константовала су, да се у њима ЈављаЈУ тако зване 

температурне ин.версИје Тј. не опадање веЂ пењање температуре са издиззњем 
над 3е~\;ЬИIIОМ површином. Усљед тога, чак и при истом барометарско.\\ ПРИТИСКУ 
и истој Тс .... шератури на Земљиној површини, посматране рефракције бивају 
час пеliС, час мање од нормалне њихове величине r и представљају управо, -
"ао што је Бесел показао, - оваква вероватна њена одступања L г у сваком 
посебном случају: 

при z' 45' 80' 

"" г= + 0':3 

ТО значи, ца се на посматрања зенитних растојања небесних тела близу 900 не 
МQЖСl'lЮ сигурно ослањати ни при каквој теорији рефракције па их је стога 
боље просто избегавати. 

89, Таблице рефракције. 

И~ напред изложенога види се, да се рефракција " - ма l<аlша била 
узета теорија за њу, - може представити у облику 

r=a.0otgz' ............. (11.) 

гце tle множитељ u. зависити на познати начин од привидног аенитног растојања 
небесно!" тела z' и од величина (чл. 86.) 

1= 7::0 [1+'(10-10')] и 00=7%'1+,(101 I()оЈ' 

Рефраю\ија го ="" tg z', која је срачуната за нормалну температуру ваздуха 
на површини Земље 10 = + 100 с. и за нормални барометаРСК~1 притисак 
ЬО се 760 тnm, - З0ве сесредња рефракција. Исшиниша пак рефракција Г, која 
одговара другим веЛИ'-lинама 10 и Ьо , добија се ПОМОЂу го на овај начин: 

,. 
г = ГО оо' - или 19 Г = 19 ГО + 19 ао + (lg а. -lg "о), 

"о 
1"* " 
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ЈДС Ђе разлика (lg а -lg ао) бити осетна тек при доста великим зенитним 
растојањима z'. Ако 0значимо ради скраЂења 

1 ЬО -О 1 1 
g 760 -1-'0 и g 1+, (10-10') =<0 

и ,ШQ се ограничимо само са првим степенима малих величина )10 и :0 (пошто 
се,':уонште говореЋИ, ЬО и ~ неЂе много разликовати ОД 760 mm и - 100 с.), 
то -Ђе се па Тејлоровом реду добити 

Iga=lgrJ.o+p~o+q<o, где је p=(d~~:) и q=(d;~n 
Ј аати,\\ 

Igг=liЏо + (1 + р) ~o + (1 +q) <о ........ (12.) 

Треба још напоменути, да ЬО треба да представља стање барометра, које 
је сведено на температуру живе ОО; због тога, ако термометар КОД 6арометра 
показује температуру r а посматрана висина барометра' је Ь, ТО Ђе бити 

ь 
bO=l+et' 

ширења живе. ОаначујУЂИ тада, Jlади скраћења, 
1 

е = 5550 коефицијент где Је 

. ь 1 
19 7БU = ~ и 19 1 + еl -< - , 

добиliемо дефинитивну формулу за срачунавање истините рефракције Г, КОЈУ 
]е П[lеДJlОЖИО Бесел: 

Igr=lglgz'+lgao+(1 +p)(~+<) + (1 +q)<o .... (12.)' 

За величине 1].0, р И q састављају се ПОМОЋне таблице по аргументу 
привидног зенитног растојања z'; за остале пак величине ~, "с И 71) као аргу
меllТИ служе показања 6арометра (Ь), термометра код барометра (1) и спољњег 
термомстра (10)' у таблици 4., која је дата на крају књиге, величине Ig~ '1.(} (за 
z' < 83') и 19, го (за z' > 83') срачунате су управо по формулама (О") 11 (с) са 

ОПОЛl/сровим бројем т = 8з~.б; поправке р, "с И "Со Ових логаритама изражене 
су у јединицама четврте цецимале; величине пак р и q узете су И3 Беселових 
таблицо рефракције. 

Например, при z' =84'45'30':0, Ь=741.0mm., 1=+ 15~0 и lo=-10~0 С, 
истинита рефракција r и истинито зенитно растојање z срачунаtе се, по даним 

. .. . 
у ТО] таолици, на ова] начин: 

р= 0.01 q= 0.11 
:=-110 <0=+318 
<_ .. - 10 q<o=+ 35 

~+c--120 

19 го = 2.7545 
(1 +р) (~+<) = - 121 

(1 +q) <0= + З5З 
Igr=2.7777 

Г= 599'4 
=9'59':4 

z - 84'55'29': 4. 

Напомена. Ако је цато истинито зенитно растојање г, рефракција се г il1Оже 
наЂИ ПОМОЋУ истих таблица поступним приближењима, при чему Ће се у првом 
приближењу за z' = z цобити сре,цња рефракција Г(}, затим се по z' = z - го нађе 
истинита г. Тако нпр. ако би при истим метеоролошким погодбама, као и у 
прошло~\ примеру, било дан о z=84°55'29':4, то би се И3 4. таблице добило: 

у 1 . приближењу 19 го = 2.7659 го = 9' 43" z' = 84'45' 46' 
') 19 г = 2.7547 + 232 59.7 

, 
-оо 8445 297 I ·-9 z 

" 
" . " 

.. -

о 19 г = 2.7545 + 232 г=9 59.4 z'~ 84 45 30.0 
" 

Ј. 

" 
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90. Поправка висиве места посматраља. 

!{ад се зрак SBbb,b, .... од небесног тела S (сл. 40.), који долази до 

тачке пооtaтрања А правцем AS', не би преламао у атмосфери, вев би ишао 
првобитним својим правцем, по правој линији SB, он би доспео до верти"алне 
линије у некој тачци А' и образовао 6и код ње угао 4ZA'S~z=z'+r, 
који се зове истинито аенитно растојање небесног тела. Правац пак AS, који 

је одређен тим истим углом 4. ZAS = z, неЂе се МОЂИ сматрати као истинити 
нравац на небесно тело, ако се дужина АА' ~ х покаже доста велика због 

близине тога небесног тела. Према томе, да би се поступила потпуно строго 

при свима :о.югуЋним посматрањима небесних тела, најближих Земљи, треба 

преносити 0133 посматрања управо на тачку А', тј. увек додзвати висини 

места 1I0сматрања над морем још и дужину АА' = х. 

Ве;шчи!!а х лако се одре1јује на овај начин: 3а тачку В, - У којој зрак 

од IIебесног тела. S улази у атмосферу (11 = 1) под углом i према нормали 
ВС, - 113 троугла се А'ВС до6ија, да је (а + х) sin z = ВС sin i; по ОСIIОВIIОЈ 
пак формули (1.) ове главе ВС sin i = а l.1a sin z'; према томе је 

(а + х) sin z=a [J.sin z'=a (1 +k ао) sin z', одаџле је 

х 

а 

(1 + kao)sin z' 
sin(z'+r) 

1 = l+k3o -1· 
1 + sinr.cofgz' , 

због мале пак величине sin г. cotg z' у сравњењу са ]единицом, излази да је, 
при средљој вредности д(Ј = 1, просто 

х k . t' й= -SIПГ.соgz (е) 

Према томе, при 80= 1, највеЂа величина за х (када је z'=900
) излази 

а 
раВ,на ak =-=- 3540 = 1.7 врсте; због тога се она несме аанемаривати при 

посматран,има Месеца. 

На основу ове формуле (е), логаритму ОД 6 децимала геоцентричкога 
раСТОЈања р данога места посматрања (В. таблицу З.) треба увек дода вати ове 

попранке ~ (I{б Р = М : = 0.434 ~ : 

при z' Ig6 Р при z' /':, 1[[6 Р при z' /':, Ig6 Р 
БОС О 81 ' 5 86' 19 
65 1 82 6 87 28 
70 1 83 8 88 42 
75 2 84 10 89 69 
RO 4 85 14 90 123 

91. Кривииа рефракциове криве. 

у свакој тачци ы1 рефракционе криве Bbb1b2 ... . А (сл. 40.) кривина1. те криве добиliе 
р 

се ;Ј,еобо.\\ riecKpajHo малога прелома зрака dr= ј-Ј са дужином. одговарајуЬег елемента криве 

"' ьы1 = ds = - - _ и, на основу фОРМУJlе (2.) 'IЛ. 85., иаразиhе се уопште овако; 
cos I 
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t dfl- . dh а!-, sini k'ao dБ' (1 )" ? = 7 tg 1: - ёOS1 = - -;;:-' dh = - а' (ш' - II S/J! Z 

:l анn занс.\ШРИм.о ведич:ину и, ништавву у сравњењу са ), то ће при норма.1'1l0ј ГУСТИНИ 
!:Iа:луха ~lI = 1 на Земљиној површини, изаtш просто 

I k.,do'
-- =- -smz '-' 
р а dh' 

(13.) 

На тај начин, са претпоставком опадања густине 8' са висином ћ' У прогресији аритме-

(" 1 ћ' ) 6 . IH'!l{llJ ij = - 21' , до ИЈа се • 

. . . . . . . . . . (13.)' 

ТЈ. [ЈУ Ј ЈраКЈ је кроз атмосферу круг ПQлупречника ~.2a,. Са претпоставком пак опадања густине 
sm z 

,ј' са lIИС:I11О,\\ ћ' у прогресији rеометријСl<ој k = е - ~ ), добија се 
1 k., 
-=-SlnZ. е 
f' al' 

ћ' --r . , . . . . (13.)' 

стога he код саме површине Земљине (ћ' = О) полупречинк кривине рефРЗКЦИОllе I<риве 
.. 4.6 а 

IIзаћи нај.\\ЈЊИ, а наиме . -' . • sm .. 
А.ЋЈ, У чл. 87. ми смо видели, да прави закон опадања густине у атмосфери треба да 

преДСТЈВјLа нешто средње међу тим двема претпоставкама; због тога полупречник кривине 

G 3 б t 9.2 а 4.6 а 
::зрака ).'Јн.,у емљине површине тре а да има неку средњу величину изме~у ~- . -. и -,- '-. ..,' 

~DSI!JZ "osmz 
T:lI{O то I! нэлази у самој ствари из геОДетскиХ мерења висина земљишних предмета (sin z' = 1), 
юща се он;). врше при нормалној густани ваздуха 30 = I и при најмирнијем његовом стању, што 
наступа обично за два часа до заласка Сунчева. Тада Dолупречник КРИ8ине ЗРа1(а?о излази раван 
01<0 Са И.1I1 7а тј. средњој величини између 9.2а и 4.б.а, о чему је веЋ било речи у чл. 57. 
главi;O lХ при одређивању удаљености и спуштања привидног хоризонта. 

3адaliе: 

1.) у времену привидног зенитног растојања z' ~ 86'0' центра Сунчевог 
диска, чији Је тада истинити угловни полупречник R = 16'0", - одредити 
вертикалну привидну спљоштеност тога диска, што је чини рефракција (средња). 

Ако означим:о привидна зенитна растојања горње и доње тачке Сунчевога ДИСI<а са 
Z]' и z~', \):\Говарајуhе}!м рефракције - са ГI и Г2 а рефракцију ва Zo' = 860 О' - са Го. то не 
СПЉОIJ\тенuст горње половине диска бити f::,. ~l = ГО - гt а доње f::,. R2 = Г2 - ГО. Узев сrючеrка 
приблшкнu: Zl' = Zo' - 16' = 85044' и Z2' = zo' + lб' = 860 lб', нани немо И3 таБЛЈ1це 4. да је: 

{l=II'O", ro=11'43" и Г2=12'20", тј. 6R1=33" и 6R2=37"; 

посЛе гога имаi1емо тачније: 

ZI' = zo' - 1б' + 6 Rr = 850 44' 33", 
Z2' = zo' - 16' - f::,. R2 = 86 15 23, 

гt = 11' 11" и l:,. R1 = 32" 

Г2 = 12 \9 и f::,. R2 = Зб. 

I1Ј тај Hii'lfНl средња спљоштеност Сунчева диска, у односу према хоризонталном.е његовом 
1" 

по.'rу!:ге'IIНlКу R = 16' О", - који се смањује усљед рефракције само за 4 (чл. 59.), - и3,лази 
]~" 1 

Р:;IШО !:liiC'-' 28.2' 

2.) Са подацима И3 предње задаliе, сматрају!;и деформисани усљед 
"~R .. \ R 

рсфРЈlщије диск Сунца за елипсу са средњом спљоштеношliу с = -' _1-l~ -=---.l, -

одредити привидни пречник њеГО8 2R' у правцу, који саставља са вертикалним 
ПРСЧШII{Оi'" угао М = 450. 
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!lриб.1ИЖНО Ђе се 2R' добити ПО формули (6)' ЧЛ. 77. и И33ЂИ не: 

2R' :.-= :n.: (I-c. cos2 M) = 2R - --} (дR1 +6R2) = 32' О" - 34"=31' 2б". 

:3.) Имамо t' и h.' као привицни чаСQВНИ угао и поларио растојање 
нсбеСi-ЮГ тела (издигнутог рефракцијом). Одредити истините величине и часовног 
угла њеГОАОГ I и паларнаг растајања 6, узев за рефракцију r приближни израа 
k' Go tg z I И са претпоставком да је д врло мало. 

Ако З3.\1.\ЈСЈIИМО на небеснОј сфери п,шожај пола у Р, sенита у Z, истинитог и ПРЮЈИДI],)Г 
места небеснu!' тела у S и S', до6иkемо елементарни 1'роугао PSS' са врло малом ClрЗНО;I\ 
SS' = г и са паралактичким углом. код ње --1:: PSS' = <}:: PS' Z = q', а, И3 тога троугла излази: 

.\ - _~' = г.соsq' = tl30.tgz' CDSq' и (t- f )sin6' = r.sinq' = k' 3o.tgz' sinl;'. 

Ако још ра:::Д".ЂIЈ"О троугао PS' Z, управном Zp на деЈ<лииаЦifОНИ круг PS, на дна ПР~В"УГЈlа 
ТРОУГ.'I(Ј. PZp 11 pZS' И 0знаqимо Рр =- ј, - имаliемо: 

tgf=tg0cost, sin z' sinq' = sill{~.Sin(, 

, Z (' л со" (1 CQS (.:...' -- Ј) cos z = cos .р. cos .:.;., - = _. . 
cos f 

_ "с..= Ј.' ~ t (л' _ Л (! _ t') . ," = 1/ ~ tg е siл t' ./_ k' ~ sin 1.:_ I_g l' --- "- о g .:..;. И Sln _1 /1. ОО (' л .С05 - ОО (" Л 
СМ :.). cos :~ --





ГЛАВА Х1У. 

ПАРАЛАКСА НЕБЕСНИХ ТЕЛА. 

92. Основне формуле паралаксе. 

РаСТОјЈња до Месеца, Сунца.И планета нису тако велика, да бисмu 
!Iравцс на та небесна тела са разних места Земљине површине могли сматрати 
.:iti паралелне; стога се ти правци зову привидни. Правац пак на не!ш небесно 
ТС,10 f\i\ НО центра Земље С (сл. 41. 1), - као правилног ратационог елнпсоида,
усвоје!ю је да се у тим случаiи.мззове истинити. Најзап, угао -4 АМС ~= Р између 
овога геоцснтрнчког правца СМ и привидног АМ са неке тачке Земљине површине 
А - ;)О[lе се ааралакса. 

Нека је А место на Земљиној површини, РСА = 8' = 900 -rp' - допуна 
љегове гсоцентричке ширине 'f' до 900, АС = ар - геоцентричко његово растојање 
('1,1. 77.) а САЗ - продужење Земљинога полупре'!ни"а СА, 
коме Ђе на небеСНОј сфери одговарати та'!"а З (сл. 41. ll), 
lюја се налази на меридијану места PZ а на растојању 
'1 ~ ~ '(, - 'F I ОД зенита Zj та тачка З зове се геоцентрички 
.:;СНUШ .1'IСС[ШI А. Тачка М на тој сфери нека одговара истини
То .... Н: правну ем ка небесном телу а тачка М' - привидноме 
правцу АМ; онда је очевидно, да Ђе се ова тачка М Ј налазити 
на ве.'I11ЮЈi\'1 !.:ругу 3М, који одговара равни зем, а наиме 
на растојању ОД прве тачке М 

MM'=4-АМС=р 

[[ошто 0зна'!имо угловна растојања ЗМ = 4- ЗСМ и 
ВМ' --= ~-}- :=3 .. \/\1\ са' и;", Щlнеарно пак растојање ем до небе
СНОI' те.1Ј. - са d, имаt.емо из троугла Аме овакав израз за р: 

. ао. ;-1 
Бm р =----(r' SlЛ" 

м 

L 

С1.41. 

HajBL:t1a паралакса, - која се добија при р = 1 и ,,= 900, тј. када је место 
ПОСј'у\D.траll,Cl на екватору а 'само небесно тело на хоризонту, - зове L:e хори
аО!UШl.-11-Ю скваторијална uаралакса н.ебесног тела. Другим речима, то је угао 
поц 1~()iш\\ се прер,ставља екваторијални полупречник Земље а, гледан са тога 
не6еснаг п..'ла. Оаначивши га са 'it'J доБИЋемо 

. а 

Sm1t=([ и sinp=p' s{n1t·sin" . . . . . . (Е) 
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На тај tt:: се начин одредити ,= (' -р, при познатој величини d или пак пl 
када је ;1.ано привидно место М' небесног тела. Обратно пак, ако б.удс дато 
истинитu његово место М па разуме се и ,", то за Qдређивање величине р треба 
у Нор"" (Е) ставити "=' + р; таАа I;е, изаЂИ: 

t = р . sin 1t" • sin ~ 
g р I Р sin ;r;: • cos ~ . (Е)' 

И~~ свега реченог а веt је јасно, са каквом би се таЧНОШЋУ могле оцреДИТI1 
ИСТИННТС еl(ваторијалне координате не6есног тела /'ј. и t = S - О. ЛО ;Ј,аним, 
ПРИБИДIЈИ:'II и добивеним И3 непосредних посматрања ~' и f'....,...."S--rЈ.' ИЛИ И 
обрзТlIO; тако исто и ИС1 ините хоризонталне његове координате z и А по даним 
ПРИВII;:1,IШМ z' И А' или и обратно (сл. 41. 11); при томе под z' треба увек 
ПОДРЈЗУ.'оlевати, да је то зенитно растојање небесног тела, које j~ Betl осло60tэено 
О;::Ј, утицаја рефракције. Али, због мале величине паралаксе т. небесних тела, свагда 
је IIOГЮ;hније из налазити директно .само мале ра3ЛИI<е 6.' - fj, и t' - t или паI< z' - z 
и А f - А. Извоtэење доста приближних израза за ове раЗЛИI<е ОД.\1ЈХ ЬСМО И 
ОilП()llеТI1. 

93. Дејство парала~се на екваторијалие координате небесних тела. 

Узмимо да на небесној сфери (сл. 42.) таЧI<а Р предстаВ.ъа северни 

(.1. 42. 

светски пол, 3 - геоцеНТРИЧI<И зенит места Ilос."Латрања, 
М - истинито а М' - привидно место небt:еног те;!а. ИЈ 
сферног троугла РММ', - ако 0знаqимо у II,CMY угао 
4 РМ' М са М', - излази 

sin (t' - t) sin 6= sin р sin М' = Р sin т. sin " sin М' =. Р sill т; sin Е)' sin ( 

или sin (1' - I)~m sin 1', ГАе је m~ f.siП7:sifl(~)' ..... (1)1 
S/fI -

Ј\ко IIЈК овде ставимо 

sin l' ~ sin [1 + (1' - 1)] = sin 1 cos (1' - t) + cos 1 sin (1' - 1), 

то Ђе (t: добити 

tg (1' - t) = ._m'"lnl_ 
J-mcost 

, (2,), 

За одређење раЗЛИI<е 6,'- /\ пренесимо ПО деклинаЦИОНО:\l Ј<РУГУ РМ л)'к 
PN = РМ' = 6' и, - пошто повучемо кроз тачке М' и N веЛИЮЈ !{РУГ, -
О.3Н"'lн,\\О угао 4 PM'N = 4 PNM' са F. ТаАа Ђе из троугла MNM' нзаhн 

sinMN ,ln("-6) siп(F-М') М" М' t С' -, - = . . ~! =::о - • = cos - slП СО U I . 
smp p.sm'r..sm' smF ь , 

НОШТО пак правоугли троугао РМ' Q, - добивени деобом угла 1\: Р i\rl , ЛУКОМ 
РЦ напола, ~> даје 

ТО Је 

,. -1 
cotg F = cos 1', , tg 2 ' 

sin (1','- 1',) = р sin" (Sill С cos М'- sin (' sin М' cos 1~'tR":;- 1) 

= р sin т. (cos 8' sin 6.' - sin 8' cos 6' cos t'.,..,.. :;in 8' СО$ " f siп 1'tlJ' (_'0 t) _. ""-2 



или 

г;~e је 
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( 

С08 f + ') 
=рsiп'itсоs8' sin6'-cos6'tg8' ('2 t 

cos --т 

sin (6'- 6) = п sin (6' - Л, 1 
I 1+1 

1 ј -- t с\' Cos -2 _ fsin т, cos (ј' (1' 

g -g\"Ј t' t а п--- ј' 
COS ~ cos Ј 

Аю) пок <Ј!це ставимо 6' - f = (6 -Ј) + (6' - 6), то Ђе изаЂИ 

t ([.'_ 6) = I1sil1 (6-Л 
g., t - I1С08(6 -Ј) (2.)~ 

Није Tt'lljl,t) :Јапагити, да овде f оз-начава поларно растојање Рг оне таЧI~е " у 

ј(Ој!)ј, lIСРПСil,Н1куларна 3/, спуштена из 3 на лук PQ, сусреЋС деЮННtЈЦИОШI 

"ry! РМ' ("ЛИ и РМ), јер је 

(-' ,(+1 
Ig Рг cos 2 = tg РI = tg 8 cos 2 ' 

()"е точне формуле (2), и (2)6 за ОАређивање разлика (1' - 1) = а - " 
11 : - ~ - а' ПО даним истинишим координатама небесних тела t = S - U. 

И =-,-" 9{) - -- 'Ј, служе највише за Месец, чија паралакса тс ДОСТИЖС 11,0 1 ", 

Ако (ји пак било потребно, да C~ срачунавају исте, разлике по Д31-1IН,.!. 

UРШJl!Д,!IlI.ll I(оординатама t' , S - а' И 1::.' = 90° - ђ', онда Ђе за то бити 

ПОГО;l.НИЈ·С ф{Јр.V!уле (1)1 и (1)-.i, ма да Ђе и оне при томе захтевати !lОСТУПНИХ 

при6.тЈИЖСII,t1: У првој од њих треба спочетка ставити 6' уместо ~ а ЗLlТИ.\\, 

,~aд се ПI) Јругој нађе приближна величина 6'-· 6 па разуме се и L-, ОН;Ј,а 

треба поновити све срачунавање још јед.ном. 

:ia Сунце и планете, чија паралакса 7ё не превазилази 30", у фор.\\у:ш.,<,з 

сс (2)., !1 (2) _ Mory занемарити мале величине т и п у сrавњењу са iеД!II1I1JlО."Ii 
па Ч:Н1ЧУН(1ЕНПИ разлике t'-t и ~,'- /;:, с таЧНОШЂУ до 0~'01 ПО сљедеhи,\\ 

[IРI16.'lII/I,ЮШ изразима за њих, који би се, уосталом, могли добити н Д!1РСЕТ!!О 

и;~ TpO~,T.,la РММ', као елементарног: 

, p'stil(3' t' - t "----::: о. - СЈ. =. Sin t . . 
SlП~ 

, ' , " /""<08(3' '(' Ј) -- - .с..> = ci - U = ј. sm 6 - , 
С08 

ГАе је tg ј = tg 8' cos t ' 

(3.), 

(3.) 

Са I1СТОМ Ђе се тач:ности добити ове разлике и по даним Пр~I!:Н1ЦНИМ 

К\ЈОј1).ината.\lа Сунца и планета ,!' = S - СЈ.' и 6' = 900 - д' ако се на деСНllМ 

СТР<1!ЈЈма фОРl\\ула (3)t и (3)_::0 ставе t' и ео' уместо f и !i. 
llРlиlСР. По дан ој ХОРИЗ0нтаЛlюј еI<ваторијалној 11аралакси СУНlЩ ~ -= 8" RO 

и гсоцеНЧН1'II<ИМ љеговим координатама /\~:: 1000 и t = -r- 3h от, срачутшi1е се 

ПО фОР·\\УЛЈма (З.)t и (3')Ј привидне његове l(оорцинате 6' и " 3<1 Петроград 
(В' ~~ 30' 13.3, Igp = 9,9989) на овај на"ин: 

19' 
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(1) \-)' = 300 13' (2) igp ~ 9.999 IЈ! ,inL 9.856 (18) I!! 

(3) 1Ј! Ig ('У ~ 9.765 (9) Ig.=0.944 

( 16) 

(4) 

,in t ј 

Igsin0' ~ 9.702 (20) 

(1- t) ~ 0.501 

((-I)~'3': 17 

(б)lgсоst ~9.849 (7) 19 sin t = 9.849 (10) Igp.=0.943j --0'21 

(11 ) Ја!,,!" =9.614 (8) 19 sin 6. = 9.993 ,,> • ., 

( 12) j~+22' 21' (13) I!! cos f ~ 9.966 

(5) Igc~s('" =9.936l(19)/.I[( . - )~0.903 

(17) I ,m"~-!Ј~0.024'(21)_'--L~-с8'ОО g -1 I ' . 
( 14) '--j~77'39' (15) Igsin(L-ј)~9.990 Ј 

f = 3h omo~ 21 L' ~ 100' О' 8': ОО 

94. Дејство паралавсе на хоризонталне координате неQеспих тела. 

При оцреljивању раалика иамеђу привицног ааимута Месе'!евог А' и 
геоцентриqког А, ИЈ између привидног зенитног растојања његовог z' и гео
цеНТРИ'lЈ(ОГ z, ми I;емо имати посла са сферним троуглима Z3M и Z3M' (сл. 43.) 

уместо пређашњих Р3М и Р3М'; због тога ће се тачни изрази 
аа А'-А и z'-z добити иа (1.)" (2.)" (I.)L и (2,)с'. простом 
заменом у њима: часовних углова t' и t са ззимутима А I И А, 
поларних растојања .6' и 6,. са зенитним растојЗlt,ИМй z I И Z а 
допуна геоцентричt<е ширине места е' са луком Ф =;>' -;с I = EI' - 8. 
Али пошто тај лук Ф не превааилааи 11' 44" ('1л. 77.), то 
Ђе бити просто: sin Ф = ,.у". sin 1 fI и cos Ф = 1 а ако при том и 
само аенитно растојање z буде не мање од ЗО , то Ђе разлика А' - А 
изаЂИ увек тако' мала, да Ђе се срачунати са потпуно цовољном 
тачности И3 израза: 

. А' 
А ' А .1,' sm - = Р'fSlП 7t . .. 

Sln Z 
(1.)А 

раЗЛИ!(Ј !Јак z' - z доБИЂе се са даним Zl И А', у облику 

sin (z'- z) = р sin" sin (z' - -1'), гце је т' = >f cos А' (1 .), 

Може се чак узети просто 

, . (' ') z -z=р7tSIn Z-T . . . . . . . . (1);, 

због т()га што максимална величина корекционог члана 

. з 

_r~ sin' 1" sin (z' - т') [1 - р' sin' (z'- -1' )], 

који се при томе цобија, износи (при ot= l' = 3600" и z'-,' = 35') свега 0''- 07. 
На тим истим основама, при даним геоцентричким координатаМЈ Месечевим 

z !Ј А, им.аЂемо: 

А' А 1.' sinA - = P'fSIn7t sinz ..... (2.)А 

и t (z'-z)= рSln."П(z-,) 
g I р sinit"cos(z у)' гце је -( = '1' cos А. . . . . (2.), 

Мали луци '(' = Zq' и '( = Zq, који овде аамењују пређашњи лу" f = Рг, . . 
раЗЛИКУЈУ се ]едан од другога веома неосетно. 
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Најза:~! за Сунце и планете, :због мале величине њихове паралаксе, 
допуштено Ђе бити, да се сматра: р = 1, Ф = о и "( = О, при чему излази просто: 

А'-А=О ...... (З.)А И z'-z=1tsinz'=7rsinz . ... (З.), 

ПРI1ЩР. Нека су за Петроград (~= 59' 5б'ЗО", Ф = 10' 10':8 и Ig Р .Се 
= 9.998892), "ри хориз. екват. паралакси Месеца ,,= l' О' О". О, Дане "РН
нидне координате центра његовога диска А' = ба' 0'0:'0 и г' = ба' 0'0': О, Сра'ЈУ
IIзвањс ИСТIfНlПИХ коорцината А и z тога цеlпра И3ВрШИЋе се по формулама 
(1.).,\ и (1.), на овај начин: 

(4) (!!, cos Л' = 9.6990 (б) Igj 
, 
=2.4849 (2) Igp = 9.998892 

(1 ) 'Ј: '1 = 2.7859 (7) '=+5' 5"4 ј . . (З) Ig sin ,,= 8.241865 

(5) Zfl." siп А' :-~ 9.9375 (8) г' - у' = 59'54' 54': б (9)lgsiп(z'-r')=9.9З7159 

(13) /g sil7 ;: = 9.9337 (15)lg(A' -А)= 1.0304 (10) 19sin (z'· -г) = 8.177906 

( 14) / ,ј sin А.:. = 2.7897 
g'SllIl 

(lб) А'-А=+1O':7 (11 ) z'-z=О"51'4Т:4 

/g i) siJl 7: -.::: 8.2407 (17) А = 59' 59'49':3 (12) z =59'8'12:' 6 

ОбраТIIО пак, привидне координате А' и z' наЂИ Ђе се по овима А н z на 
основу фор.\\УiЈа (2.)А И (2.), овако: 

(3) (!! cos !\ ~ 9,б990 (5) 'л ~ 2.4849 (11) 19p sin" cos (г-,)~7.95193 

(1) /g '~ '--= 2.7859 (б) ,~+5'5:4 (8) 19cos (z-'r)~9.71118 

(4) I!;' sin !\ = 9,9З75 (7) z-,=59'З'7':2 (2) 19 Р sin" ~ 8,240747 

(1 О) ';; siп z "-' 9.9337 (17)lg(A'-А)~ I,ОЗ04 (9) • 19 sin (z-j) = 9.93З302 

( 16) 1 1 . . ,;iп А - 2 7897 f.f ' ... - ---'- , sin ,С: • 
(18) A'-A~+10':7 (12) Ig[1-fsin ~ СО' ('-у)] ~ 9.99б095 

Ig Р sin ;: ~ 8.2407 (19) А'=60'0'0':0 (IЗ) 

(14) 

(15) 

19 tg (z'-z) = 8.177954 

(z'-z)~О'51'47': 4 

z' ~ 60'0' О': О 

95. Привидне и истините димензије небеских тела. 

П(ЈШТО нам се Сунце, Месец и велике планете пред-стављају у облику 
(ЖРУI'ЛНХ :l!1CI~OBaJ ТО се у свему преДИДУЕе~ подразумевало, да је правац АМ - . . 11<1 неко неоесно тело она] управо правац, КОЈИ иде 

ка цеlJТРУ њеЈ"Овоме. Замислимо сада из тачке посма
трања А I(J]~BY тангенту АК' на посматрано округло 
небесно ТI.:.'1{) М (сл. 44.) линеарног полупречника 
МК = МК' ссс k, па ћемо добити привидни његов угло
НЮ! ПОЛУUрСЧlll1К МАК' = R', који се може измерити 
СЈ ВСЛИl\О,'l Т<lllношl1у (чл. 71.). Слични пак угао MCK=R СЛ. 44. 

К' 

<'~' г- :м 
-",: 

К 

при центру Земље С БИЂе ИСШИНИШИ угловн.и аолупречник и Qдредиfiе се по 
ПРИВИДНО!I;\е на основу ових тачних односа: 

k = d, sin R = d' sin R'. , 
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, R и R', одакле, зоог У1.злих величина иалази просто: 

R d' sin~ 
v-{[ - sin~' . . . . . . . . (4.) 

А.ТИ из троуглова М'Зг и МЗq (сл. 42.), - У којима је угао KO.~ З 
;јаје;:Ј,!ШЧI\11 :1 угли код тачака r и q допуњују један другога до 1800, - И3.1азн: 

113 због 1'(IГ3 Је 

sin~ _ sinMq __ sin(2-f) 
sin~' - sinMr- - ~in (,::" Л 

R sin (.~ -ј) 
R' = 'sm (..:.\' јЈ (5.) 

Тако се може сра~унати R по даноме R' (и обратно) помоЂу формула (1)_. 
По 118ЛО;Љ::СII;;ме у чл. 94. на сличан Ђе се начин, и помоhу формула (l)z, добити 

R sin (z - 1') 
V - sin (z' - УЈ 

(6.) 

Ако сад И3 ове формуле (6.) иаведемо израз за малу разлику fi '- R, 
допустив при томе, да је 

, 
2 · z - z '(' ) . '(' ) sm -2- = SllZ Z - Z = р sm 1t sm Z - '( , 

имаi'iе:\ю из (6.): 

I1ЛИ 

[( - R 
~ 

. 1 - z 
sin (2' - ,() - sin (z _ уј _ 2 sm 2 ( z + z' " 

sin (1 - уј - . sin (1 _ уј cos 2 - '{ I 

R' R R" ( z + 1 Ј - = pun.ws 2 -, ...... . (7.) 

Одатл.',:: се ВИДИ, да паралактичко повеЂање истинитог угловног ПОЛУПРС<lника R 
.3а Ј'у'\сссц .\10же ДОСТИЂИ, при најкраЋем растојању ац Земље, ДО 18" па га :-;()ОГ 

тога 'Ј ре6а срачунавати по тачним формулама (5.) 'и (6.); за СУllце П3l{ 

и плаl!СТt: може се увек сматрати за нулу, тј. R' = R, не чинеii.И при T(Hte 
ј" 

грешну RctiY од 20· 

И:::\ ОСНОВНИХ израза паралаксе ~ и полупречника R неб~сног тела, 

а H3(ji\o\C иг: 

излаоlJ 

. а 

sm 'It' = d 

sin R 
sin т; 

и 

k 
а 

. R' k sm =-
d 

. . . . . . . . (8.) 

На ТЈј JJJ'-IИН по променама истинитога полупречника R, може се СУ;Ј,1ПИ О 

ПрОЫСI!И паралаксе 7t или, што је исто, о промени растојања d ОД :-1емл,е ДО 

JlебеСIIОГ тела. А ако при ТОМ буд,е позната величина паралаксе 'т:; ОН,ГЈ:3 IjC се 

одредити и линеарни полупречник k небесног тела. 



- 151 -

96. Одређиваље паралакса Месеца и планета. 

За Оi1,ре!)ивање паралаксе 7t небесног тела потребно је имати ДОВОЉНО 
ДУГ(]ЈШУ 6;ы у', тј. посматрати то небесно тело приближно јед,новремено са две 
тачке, y~aњeHC једна ОД друге на Земљиној површини, или пак, посматрати га 
са је;Ј,не и исте тачке, али у разна доба дана, ца би се- сама та тачка ПОМШОIЗ 
у простору ус.ЋСД ротације Земљине. 

По првој је метОј:Ј,И најпростије посматрати меридионална аенитна раста-
о, . . 
]зња неоеСIIНХ rела ИЛИ, што ]е исто, привид,не деклинаЦИЈе центра њеl'Оl:IOга 

ДИСI(З о' ~ ~Ю;' - _i' И а/Ј = 900 -'- l::/1 са два места, која се налазе приближно 
на истом мсr11Јщјану 3емљином*) са геоцентричким ширинама 7' = 9ОС -~' и 
't; ~= 90\! "- tI;. Тада Ђе д,ејство паралаксе 1t на д,еl{линацију постати најВСЂе , . 
и II.зр"зи"е се, на основу формуле (1.)", при t = ( = о и f = EI , овако: 

s[п (о -' '~' ) ~= sin (6' - ~) = Р sin "sin ( !У - 8') = Р sin" sin (~. - о), 

одатле П':Ш: Ј са iJ,овољном тачношi1у, излази просто 

о = ђ' + р 1t sin ( ~' - а' ) , , . ' , (9.) 

привидне д.еклинаЦИЈе ,., 
На IIСТИ се начин И3 посматрања () небесног те.1Ј, са 
АР)ТС Т<1'Il-:е на Земљи, добија 

, ,. 
0+ !', а = о, + Р," s[n (~, - О,) . . , , . . 

> а после е.ЂШ~1Н~ЩИЈе v из двеЈУ једначина (9.) и (9.)" излази 

(9. ), 

(1 О.) 

Али, апсолутна одређивања деклинација (ј небесних тела подлеже увск 
знат!!и,~\ СПlЛI!11М грешкама, ко]е потичу од нетачности поделе кругова на инстру

~\СIПIl:'iа, O.!l. нстачности познавања величина рефракције и др, Због тога упоредно 
са He6ec!!!J.il телом, чија се паралакса одређује, треба увек посматрати и Еакву 
суседну са ЊО.\\ звезду, ца би се све напред споменуте грешке, - које дс лају 
ПОТПУ1l0 тако щ:то и на њену деклинацију 0*, - елиминирале у разликама 
(о _. ,;*) 11 (о, - а.). Тада се врло тачно добија бројитељ израза (10.): 

По тој су управо метоци и одређене, са великом тачношhу, паралаксс 
Месеца 11 планете Марса И3 многих посматрања ових небесних тела, КОја 1.:)' 

и;шршсна у lJРОШЛОМ И У садањем столеtlу са разних опсерваторија у Европа 
н С3. Рта Дu(iре Наде. 

За ЩI,РСryивање паралаксе небесних тела по цругој методи, тј, са једне 
и исте та'Ј\(С :1емљине површине, најпогоцније је користити се цејством Ilаро
лаксе Шl rеХТЈсцензију,.које се изражава приближно овако: 

{ _ t = а. _ а.' = p'it'sinB' sint' 
sm Ј::' 

, где Је (= S' - (Ј, 

') М()Г,\' c,~ ПОСlllа1'рати и кулмиmщије небесних тела на меСЂ!ма са рааЛl!чи.ТI!М дужинаЫЈ, 
;\а l:e y.'i,V1Y у uбзир промене IЈС1'ИнИТИ:Х; деlo'ЛИl:\ација ~ иебеСНI1Х 1'ела, које произлазе У ['(ЊУ 

(11) 

<'1.111 1 <Ј.'!а 

вреМl.;на, 



- 152 -

При ТОМ друго посматрање небесног тела у звезда~ом. времену 511 - ако са !i r:1. 

означим.о извесну промену истините рехтасцензи]е u. за протекши интер вал 

BpeMella 51 - SJ - даје другу сличну једначину са двема непознатим СЈ. и т.: , 

(+ Л) ,_p<sin0'sinfi 
(Ј. и.и. -11.1 - . л 

Sln.:....:. 
Ј гце Је t:=S,-~: ... (11.), 

те [,. стога И3 (11,) И (11.), изаЂИ 

sin L 
'1с = 0.' 

Р Sln"'" 

.' -<:(,' +L<x 
sin t1' sin ( , . . . . . . . (12.) 

Одаеде се ВИДИ, да је за најтачнију одредбу 7t увек боље посматрати 
небесно те.'1O са неке тачке ближе 3емљиноме екватору при чаСQВНИМ углима 
f' = - 6h 11 t[' = + бh И при том, као и КОД прве методе, одре~ивати не саме 
рсхтасцснзије u.' и u./ ВСЂ само мале разлике измеijу њих и рехтасцснзије и* 
какве ;:Ј,ОВОЉНО блиске звезде томе небесном телу (чл. 71.) те да се у бројитељу 
формуле 12. добивају што тачније разлике 

~' - а: = (а' - а.) - (а( - а,,). 

И3 напред речених _ посматрања Месеца и најближих Земљи планета 
Невере и Марса, добивене су даље означене величине њихових ХОРИЗLJнта,'lI!ИХ 
екватоrијалних паралакса 1t, истинитих угловних полупречника R и линеарних 
полупреЧl!l1ка k (у сравњењу са полу преч ником Земљиног екватора а): 

Rmax. R min. т; mln. k 
т; тах. -

а 

за Месец 16:8 14:7 бl :5 53:9 0.2726 

" 
Венеру 33" 2 5" 1 33~3 5:' 1 1.00 

" 
Марс 12': 8 2': з 24':2 4':3 0.53 

97, Одреl;иваље паралаксе Сунца. 

Напред изложене таt.ше методе за одређивање паралаксе, које се .заснивају 
на ПUС.\1атрањима небесног тела и њему блиске звезде, не МОГУ се Ilрименити 
па Сунце, јер је неМОГУЋНО видети НИ кроз најсилније телескопе :-звсзде у 

1. 

Сл. 45. 

ЧJl1Т11 сад у најопштијим цртама. 

његовој близини. Доцније Ће се објаснити 
. . 

разне друге методе за ту циљ, ОД r:ОЈИХ Је 

једна заснована на посматрањима IIланете 
Венере V (сл. 45. 1), када она, при пролазу 
између Земље Т и Сунца S, изг леда на самом 
његовом ДИСКУ као потпуно црна округла 

пега v (сл. 45: ll). Ову Ђемо методу и расмо-

За разна места А и А' на Земљи Венера се при томе пројс!<:тујt у jt:;J,HOM 
И истом моменту времена на разним тачкама v и v' Сунчева ДИС!{[ј; због тога 
ако се и у А и У А' измере угловна растојања Sv = р и Sv' = р' Me~y нентрима 
ДllСкова Венере и Сунца И П03И1"ијски угли -4 NSv = Р и -4 NSv' ~ Р' ('IП. 71.), 
то ће се !IРВО по овим подацима одредити врло мали угао 1: vAv' -='-. d f!3 

џ'= р' + р" - 2 рр' cos (Р' - Р); 
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затим ће се ао познатој паралакси ВенеРИНОј, добити угао 4 AVA'; напослетку, 
"3 троугла АА' "', по Ha~eHOM његовом углу 2): Av' А' ~ Р ~ 1:: AVA' - d, 
извешtе се растојање до Сунца АУ' (или А' у') па према томе и тражена његова 
парала!~са т:. А да неби на ИЗВОД угла d имале осетног утицаја грешке мерења 
углова р и Р', они треба да буду приближно једнаки на обадва места А и А' . 

У ["лани XXV о помрачењима видеtемо још, да се тражена паралакса ;;; 
може О.Ј.редити исто тако и из самих момената ступања Венере на ДИСК Сунчев 
(у та'Ш3.'13 1'1 и У/) ИЛИ пак силаска њенога са тога диска (у тзчкзма У2 ~1 у2'), 
који се пос.\\зтрају са врло великом тачношhу. На тај начин, из многих посма
траља lЗенеГЈе, која су вршена са разних места Земљине површине З3 време 
последња два њена пролаза (1874,' и 1882. г.), доби вена је величина средње 
хоризонталне еЈ:(ваторијалне паралаксе Сунца r. = 8': ВО, којој одговара средњи 
УГЛОВIIИ полупречник R Сунчева диска R = 16' 2"; отуда пак линеарна веЛИ~IИна 
k полупре1lника Сунчевог излази оваква 

~ = sin !_~: 2" = 962 = 109 
а sin8.80 8.80 . 

Из посматрања полупречника R излази затим, да се највећа и најмања њеl'ова 

величина разликују од средње 16' 2" У току сваке године за + 16" тј. за 6~ део 
саме величине R; због тога и највеЂе и најмање паралаксе Сунца, које њима 

одговарају, треба да буду 8': 80 (1 + 6~) = 8':95 и 8': 80 (1 - ~o) ~ 8:' 65. 

3адаliе. 

1.) l{о.rIИКО велика треба да буде хоризонтална паралакса небесног тела 
па ца љено дејство на аеQИТНО растојање тога небесног тела z = 450 буде 
равно по својој бројној вредности дејству средње рефракције? 

[Приближно 1t ~ 58':2 (2 ~ l' 22"] . 

2.) ДuкаааТИЈ да не велики 
,\\еста посматрања И који тангира 
ТШ{Q н његон истинити диск. 

• 
круг, КОЈИ пролази кроз геоцентрички зенит 

привидни диск небесног тела, додирнути исто 

2а 





, 

r л А В А ХУ. 

!{РЕТАЊЕ СУНЧЕВО И МЕСЕЧЕВО. 

98. Одређиваље ек.ваторијалвих координата Сунца. 

Да се Сунце премешта у односу према авеадама некретницама, покааују 
нам прво, периоцичке промене његове деклинације; ПОШТО и полудневна његова 
висина, као и тачке његова рађања и запаска на хоризонту на свакоме м.есту 
посматрања бивају различите у разна доба године, 3, дрУГОЈ Пdстепено рашhењс 
његовс рехтасцензије;' јер је лако запазити, да сваке ПОЂИ пролазе кроз мери
дијан места посматрања звезце са све веЋОМ и веtюм рехтасценаијом. Темељно 
[Јак изучавањс овога привидног годишњег кретаља Сунчевог, треба, разуме се, 
ца се заснива на тачним одређивањима речених његових координата у разне 
дане у години помоliу меридијанског круга. 

Измсрснз у подне меридианална аенитна растојања Z' и Z" горњега и 
доњега "раја Сунчева диска, ослобођена од дејства рефракције, дају нам полу-

R' R 1 (Z" Z") .. пречник тога диска = = ~- - а аенитно раСТОЈање његова центра 

Z ~ ~ (Т + Т) па према томе и истиниту (тј. геоцентричку) ~еt<линацију 
његова центра 

D ~ ~ - Z + ~ sin Z,. . . . . . . . . . . . (1.) 

где је ;: паралакса Сунца, која одговара НЗђеној величини полупречника R 
(сл. 95. 11 97.). Из аапажених пак по часовнику момената Т' и Т" пролаза }{роз 
меридијан првога и другога краја Сунчева диска, изводи се време пролаза његовога 

центра Т· ~ ; (Т' + Т") а аатим и рехтасценаија његова 
A~T+u, 

где по;< 11 треба подрааумевати поправку (корекцију) часовника, "оју треба 
ЦО)Ј,авати свакоме његовоме показању ради добивања одговарајУЂег звезданог 
времена S (ч,1. 69.). Да пак промене ове поправке и нетачно њено познавање 
неби утицали на иавод величине А, треба истога дана нешто мало пре и после 
КУлм.Иl1ације Сунца' посматрати момент кулминације Тој! неке цовољно !<рупне 
звеЗi1,е. Т аца Ђе се при познатој њеној рехтасценаији а., добити U = 'ј. - Т * 
те Ђе дефини.тивно иааtи 

А = СЈ. - 1", где је 1: = Т * - Т . , . . . . ( 2.) 
:Ю* 
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99. Одређиваље положаја тачке пролетље равиоднеВИI(е. 

Када СМО говорили у ЧЛ. 69. о Qдреijивању рехтасцензија разних звезда 
помоhу часовни}(а и пзсажног инструмента ИЛИ меридијанског круга, остало 
нам је још неОбјашњено, како се управо може одредити положај на небесној 
сфери cJ..'lte тачке пролетње равнодневнице rr у односу према ма КЗli:вој једној 
;:шезди те па бисмо имали апсолутну рехтасцензију а. те звезде. Ради тога 
треба и:шршити посматрање Сунца и те звезде онако како је то ИС'\Jlожена у 
11редњсм члану, у току ОД неколико дана око 20. марта, када његова деl<ливација 
прелази 11:\ негативне (јужне) у позитивну (северну). Тада Ђе се И3 Сунчевих 
деклинацнја О Ј , D2, Dз, .... наijених у те дане и И3 разлика '1:" "=2, ':3, .... које 
ИМ одгоrзарају, наiш простим интерполовањем величина ":(1, која одговара цекли
нацији D ----= о тј. пролазу Сунца кроз тачку rr; пошто је пак у томе Mo.~\eHTY 
А =0 О, ТО Ђе на основу (2.) бити 

с1 = 'to 

Ра~и бољег објашњења рецимо, да је 1884. г. из посматрања Сунчевих 
кулминаЦИЈа и авезце Прациона (rJ. Canis minoris) у Гринвичу цобивено: 

D разл. ':: = Т * - т разл. 

18. марта - 0"40' 6" + 7'39т 25'2 

19. 

20. 

21. 

" 

" 

" 

- о 16 24 

+0 7 18 

+03059 

+ 23'42" _ ЗN! Ј8.' 6 

+ 2342 

+ 2341 

7 35 46.6 
-3 38.5 

7 32 8.1 
-3 Зt!.4 

728 29.7 

Одатле ћемо наЂ.и, да је 

- -7'35т 46'6 зт38'5Iб'24' -7'ззт 15'3 'о-(Ј.- . - . 23142" - . 

а у исто време увидеЂемо, ца је 19. марта, у самоме моменту Сунчена пролаза 
кроз тачку 'У", његов заједнички са звездом часовни угао, - тј. гривничко 
3Be;~дaHO време, - било 

S = 24' ~~:~~: = 24' Х 0.692 = 16' 36'? 5. 

ПоказаЂе се на тај исти начин из посматрања идуtе 1885. г., да је 
рехтасцензија с1 те исте звеаде (Проциона) равна 7h ЗЗm 18~ З, тј. да је се пове
t,ала за З~ 0= 45" а да Сунце пролази кроз тачку l' 19. марта у звездано 
гринвичко време S = 24' Х 0.934 = 22' 25~ О, тј. за 5" 48~ 5 или за 0.242 дана 
доцније него 1884. год. Сав тај период времена Т између два сукцесивна Сунчева 
пролаза кроз тачку rr зове се шроuска годнnа. Она дакле садржи, -- сем онога 
Р<l.зломка од 0.242 дана - Зб5 пуних сунчаних или пак Збб пуних звсзданих 
дана. Средње l1ак њено трајање, које се oдpe~yje са довољном та'fНОСТи тек 
и;~ врло великог броја год,ина, износи: 

т = 366.2422 звезд. дана = 365.2422 ср ец. сунч. дана. 

О . 1 
датле излааи, да Је ср-сд,њи сунчани дан д,ужи од звезданог за 365:2-422 део његов 

тј. за З"'5б!5б; звездани је дан пак краЂИ за 36б.~422 део средњега сунчаног 
дана Тј. :--1<1 Зт 55~ 91. Тај среДЊI-I сунчани дан и служи за рачунање разних Нlпервала 
времена, Ј<ао згодни ја и очигле-днија јединица времена него што је ЗRе:здани. 
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1 ОО. Еклиптика. 

Да пИСМО очигледније видели, како ,се управо мења рехтасцензија А, 
дсклинзција D и УГЛОВНИ полупречник R Сунца у току сваке. тропске године, 
ИСПИШИМ() те величине И3 Nautical Almanac-a за 1884. и 1885. гоцину за Ј{ул.,.1I1-
нацију Сунца у Гринвичу у интервалима од 30 дана. 

, 

I у 

..• 

подне I А 
-

D R d. I L dL L, 

1884. Г. ]Ј.lIуэра 1 18'45m52' _23' 2' 16' 18': 2 0.9832 280'33' 
61.2 

280'34' 
31 205411 -1727 16 16. О 0.9854 211 5 310 8 ., 

ба.!) 
.\\ар ј'Ј 1 2251 14 - 718 16 10. О 0.9915 341 22 33942 

31 041 8 + 426 16 2. О 0.9998 11 11 
60.1 

9 16 .. 
59.2 

аПрШ1З 30 232 22 +1459 15 54. 1 1.0081 4031 3850 
маЈа 30 430 57 +2152 15 48. З 1.0142 6925 58.2 

6834 
29 635 9 +2312 15 46. О 1.0167 98 4 

57.5 
9758 Јуна 

29 836 23 +1836 15 47.6 1.0150 12642 
57.2 

1273З ЈУ·;Ш . 
аугуста 28 1029 23 + 929 15 52. 8 1.0094 15532 57.4 157 7 
септе~\1. 27 12 17 29 - 154 16 о. 4 1.0015 18446 

58.0 
18640 

октоора27 14 8 53 -13 1 16 8. 5 0.9931 21429 59.0 
21б 14 

НОВС\lб. 26 1610 54 -21 5 16 15. 1 0.9864 24441 60.0 
24549 

цсцсм. 26 1822 40 -2321 16 18. 1 0.9833 275 12 60.8 
27.'> 23 

18115. [. јануара 25 2032 33 -1850 16 16. 1 0.9847 30546 61.2 
30458 

феGр. 24 223131 9 17 16 11. З 0.9902 336 6 
бl,Q 

ЗЗ432 -
26 022 4 + 223 16 3. 5 0.9982 6 1 6О.З 

4 6 марта 
59.3 

А"о се на глобус пренесе по овим "оординатама А = '"rM и D ,= MS 
НИЈ таЧ3Ј,а S (сл. 46.), ПОl<азаве се, да је привидни годишњи пут Сунца 
Г'ГSј...r.... I' r.е.'1Ш"::И круг сферии, који пресеца екватор r е ~ е' у таЧI<ама ~!-' и '"'= 

И образује ( њим угао (!) = 23027'. И заиста, ако се 
узме ма !{Qiи положај S Сунца, иа правоугиог троугла 
"(SM ;ы тај се угао -4 S"Y'M = ю ~обија по формули 

. (3) 

једна и иста напред навеДена величина 23027'. Из овога 
излази, ;Ј;а се Сунце креЋе увек у равни, која пролази кроз 
3ем.ы11 центар О. Та се раван зове еклипшика а линија 
~i' О -"- ПО !i:ojoj она сече екватор - линијаравноднеВllица 
(еКI1ИШЊ:ЦIl;'а.ша). Њен је правац представљен на небесној 
сфери с јС.Ј,не стане тачком Т а с друге дијаметрално 

.' __ - '1 

Сл. 4б. 

супропiOМ таЧКDМ ..л. јесење равнодневнице (еквинокције), која се може .одредити 
исто оиако "'\1) и Т (чл. 99.) тј. по услову, да у њој буде D = О' а А"= 12" = 1ЯО' 
(око 22. септембра). Сам пак назив тачака Т и ~ и линије r ~ равнодневннца 
произла.3и отуд, што је при D = ОО дужина дана на свима местима на 3е,\1.тЫI 
ранна ДУЖIIН" ноliи (не узимајуliи, разуме се, у обзир утицај рефракције на Сунце). 

Де[(Лl1наЦl1ја Сунца, достижуliи 21. јуна највеliУ величину D=+ш .=+LЗ"27' 
а o!~o 21. децембра - најмању D=-_(I)=_23027', остаје при томе у ТОКУ 
Hc]~ojeГ(1 Врt::1Лена скоро непромењљива; због тога се положаји Сунца I «({ада 
је А С._' 90') и Г (када је А = 270'), - који одговарају тим де"линаЦl1јама, -
зову: ТЈ'I!,(1 лсmње дугодневице (солсшичије) и тачка зимње краmкоднсmщс 
(солсmmЏlје}. Оне су најпогодније за одређивање нагиба u) еклиптике прс.Vlа сква-
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тару Јер тада именитељ израза (3.) постаје највеЋи. Ако 0знаЧИМQ са ~' 
истинито мериционално растојање Сунца Zj, које се добија И3 посматрања у 
првој солстицији а са ("-у цругОј, имаЋемо: (' = r.p - ro И (" = tp + (1), због 
тога се, и без познавања ширине места r.p добија*) 

_ -' (,,,,,, _ '''') 
"'-2" '" . . . . . . . . . . . (3.)' 

На карти се авеаданог неба (сл. 15.) може видети, да Сунце при свако
г()дишње.~t своме кретању ПО великоме кругу еl<липтике пролази кроз OB~ Јшн(та

лације (сазвежђа): Ован ('У'), Бик ('t:!), Близанци (Ј(), Рак (0), Лаф (Ь(), 
Дена (11]1), Веси (~), Шкорпија (пt), Стрелац (1), Јарац (;О), ВОДОЮlја (~~), 
Рибе ()(). Још у прастара су времена тих 12 констелација добиле општи нааив 
констелације зодијака тј. круга ЖИВDТИЊСКОГ. Пошто се у таме појасу креЋУ, 
- не УЦЈљавајУЂИ се сувише много ОД еклиптике, - још и Месец и све велике 
планете, које се виде голим оком: Меркур, Венера, Марс, ]упитер и Сатурн, 
то су ЈОШ стари грчки астрономи почели узимати t велики круг еклиптике за 

основни, iJ,a према њему поставе положај како ових небесних тела, тако и 
звеЗ1lа некретница а то је довело до врло значајних откриt.а у астрономИји, 
као што ћемо видети у чл. 102. 

Да напоменемо још, да се свако кретање, које се врши у ону страну 
Ky~a се Сунце премешта, зове напредна (директно); оно пак које се ВРШИ у 
супропiOМ правцу аове се обратно (ретроградна). Тако је например, обртање 
:-Земљина око осовине - кретање напредна (директно) а приви/],но кретање 
СПИЈУ l1ебесних тела - обратно (ретроградна). 

101. Еклиптичке :координате небесних тела. 

Угао, који образује правац на какво небесно тело са равни склиптике, 
зове се l/lирина небесног тела; угао иак изме~у пројекције тога правца на 
еIСIИПТИ!(У и линије раВНО/.l.невица (еквинокцијалне линије) зове се дужина не6ссног 

С.'1. 47. 

тела. Те Ђемо еКЛИПТИliке координате небеС1iИХ тела 
0значавати увек СЛОВИ'd.а Ь и 1 или са њима СЛИЧНИМ. 

Нор.'\'\ала на еклиптику представиt.е се на небесној 
сфери (сл. 47.) двема дијаметрално супротни" тачкама 
Q и Q', прва од њих, која је ближе сев. полу Р еква
тора и која се налази управо на углавном растојању 
Щ њега PQ ="'. би\iе северни пол еклиumике.. рехта
сцензија њена БИЋе очевидно равна 181' или 2700 а 
деклинација 90" - (о = + бб" ЗЗ'. Лук Еп великога круга 
QEn, повучен кроз пол Q и кроз место Е [{al~Boгa 
небесног тела до пресека (под правим углом) у П са 
еКЛИПТИI{ОМ rr'j =::::. Г, биt.е раван ширини Ь небесног тел.а, 

усљед чега се уопште сви такви КРУГОВИ QE зову кругови ширина. Од љих се 
онај, који пролази КрО3 тачке равноnневица '"f и =::::. зове колур равноДневнца 
(скнтmОКlIионални) а онај који кролази кроз тачке солстиција ј и f' - lCолур 
СОЛСICuщнја. Лук пак "("'п или њеrt1У равни угао -1: rr'Qn БИЂе Аужина 1 небеС!ЈОГ 
TC.1Z1.. UIирина Ь, - слично деклинацији Ет::= 8, - може бити северна (-1-) 
ШШ јУЖ!iа (-); дужина пак 1, - сличtlо рехтасцензији '"rm:..= и., - рачуна се 
увек ОД тачке 'у' у страну Сунчева кретања . 

• ) ова је метода, одређивања наrиба еклипти\<е према еюtaтору, имала осо6итог значаја у пређашња 
Hpe.II€f\.1.. 1<3;1.a још није било тачних средсгава за одређJtвање шJtРllliе '? и када су се УГnОIlИС nQ.'\yAlleIlHe 
,НIСlше Сунца h' = 900 -~' и h" = goo - ," добијале гно.мано.м тј. мерењем ДУЖlIне сенке lJе;}ТИl<аЈ1НОГ шгапа 
по ХОРI,?,онтзлној равни. Ма да се крај. те сеике киј~ одре~ивао ошrро нити тачно, ипак су грешкс од тога у 
!ШCfшаМQ ћ ' [1 h' иалазиле _ у 06а случаЈа приБЛИЖflО Једнаке па су се у равлнци h' - h" =:;" - :' nOIlH\IITaBa.1e. 
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Не постоје такви аСТРОНОМСI<И инструменти ПОМОЋУ којих би се непосредно 
QдређИВ3.'1е ('клиптичке координате Ь и 1 небесног тела веЋ се те Ь и I увек 
до6ивају срачунавањем И3 измерених екваторијалних његових координата. O'ie
ВИДНО је, i),a lie се неопходно З3 -то потребне формуле добити иа веЂ познатих 
нам (А

/

) (чл. 67.) ако се у њима просто замене 8, А, z, t и 6. са величинамз 
l\oje њима Оi1,говарају, а ТО су: Ф, 90° - а, 900 - 8, 90О -1 И 900 - Ь са којимз 
teJVlo С3Д имати посла; али се оне И3 правоуглих троуглова '1 Ет и гг Ел 
(или и PEq и QEq), - ако у првом од њих означимо угао E'fm (равни 900 - Pq) 
са k, - могу написати директно и у оваквом облику: 

t![ k = t
g
!; tg 1 = t

g
:. cos (k - оо),*) tg Ь = sin ltg (k - ю) .. (F.) 

с sm':l. cos 

За 06ратни пак прелаз ОД даних 1 и Ь ка СЈ. и а ИМ3ћемо: 

t,,(k-ю)= tgb 
~ sm 1 ' t _ tglcosk 

gCl.- Ј 
со, (k-<O) 

tg а = вјп а tg k . . . . (1'··.) 

у оба СЈlуча]а може служити као контрола наijених бројних величина ова 
неизоставно. Једнакост: 

(cos '\ Е =) cos 1 cos Ь = COS а cos 8 . (г.) 

11з срачунамо например, дужниу и ширину звезде Проционз, :ја I{OJY 

Је ', с 7"ЗЗ"'15:З=113'IS:S и 8=+5'3I:O при m=23'2П: 

!g tп~:...;; 8.98490 19 cos (k - !ЈЈ) = 9.97954 Ig tg(k - ,.,) ~ 9.49736, " !ПР(Јла 
!д sin у. '-'" 9 9ti30 1 19t9r;.= 0.3655811 igsinl= 9.96008 19 cos [ј = 9 99798 

_.- -

Ix 1Nk=9.021S9 19cos k = 9.99761 Igtgb~ 9.4574411 19 cos 'l. = 9.59743" 

k =' - 6-- и.' 2 Igtgl ~ 0.34751, 19cos Ь = 90;8284 

k-(·J = - 17 ::69 1~114'11:5 b~-15'59:9 19 cos 1 = 9.6 1256" 

;-)3 сз:rю Сунце, разуме се, да ширина треба ,ца буце увек равна нули и 
k == ''': због тога Ђе се његова дужина L изразити из формуле (F) овако 

t L=..tgA .. g cOSUJ 
(4.) 

што се шци и непосредно из троугла Т SM (сл. 47.). Тако се управо, - по 
даним у таблици. ч:л. 100. величинама А и О, - и могу добити показане тамо 
дужине L Сунца и његове диференцијалне (чл. 31.) ~HeBHe промене dL. 

102. Прецесија. 

Запа",ено у чл. 99. повеl;авање рехтасцензије Проциона у току 1884. 
године за 2:"8 = 42" произщ~зи свахе године. Сличне се nостепене промене у 
току BpeM~Ha запажају како код рехтасцензија С1., тако исто и код деклинација 
~ свију з!:\езда некретница. У свима више или мање под,робним списковима 
звезда, - l{Qји се уопште зову кашалози, - те се свакого.Цишње про:-.\ене 
dtJ. и J~ стављају увек поред самих координата r.J.. и (ј И по њима се може видети, 
да се рехтасцензије повеЂавају код огромног броја звезда; . особито пак оштро 
пада у очи правилност промена деклинација, наиме: све звезде, које се налазе 

у близини l{Qлура еквинокцијалног на страни тачке rr (а. = О), приближују се 

.) она C~ формула добl183 113 односа fg l = tg'"'r Е cos (cos (k _ ш)] И tg ~ = tg '"f Е cos k. 



- 160 -

полу Р екнатора сваке ("одине за 20:'0- а на страни тачке === (а = 1800) за толико 
се исто УДЈ.љују ОД њега; код свију пак звезда, које се налазе у колуру солти
ција Си = 90' и а = 270'), де"линације се сасвим не мењају. На тај начин 
иала::)и, да су ове промене поларних растојања звезда сличне са диференцијалним 
промсна.'·ла .зенитних растојања звезда у првом вертикалу и у меридијану каквога 
,VteCTa усљсјЈ, ротационог кретања Земље. 

Још Ђе се боље представити СЛИЧНQСТ годишњих промена du. и Ја са 
диференцијалним променама зенитних растојања z и азимута А звезца, ако 
пре~емо на еклиптичке Iюординате , и Ь. Тада Ђе се показати, да ширине Ь 
остају скоро без промена, дужине се пак 1 повеtавају приближно за једну и 
исту веШI'НШУ ОД 50':2 за годину дана, тј. као да се све звезде крећу равно· 
ыерно ико пола Q еклиптике, аавршзвајуви свој потпуни обрт У периоду Bpe!vleHa 

"-ЮО С 

ОД '~-O" ') = 25800 година. У староме веку, када се Земља замишљала као 
со ~ 

. . -- . 
J-IеПОМИ'JJiа, ово су кретање звезда почели приписивати матерИЈаЛНОЈ нсоеСНОЈ 

сфери са утврђеним звездама на њој. Откада је знаменити астрон ом Хиаарх открио 
(на 150 година пре Р. Х.) промењљивост дужина звезда, сравњујуви своја посма
траља са онима, која су раније била извршен а, отада се у староме Bel\Y Земља 
зам.ишља.'Ia као непомична а ова нретања звезда почело приписивати l{ретању 

.\1атсријаЛI!t: небесне сфере са утврђеним звездама на њој. 
Ако се сада сетимо онога, што је речено у чл. 72, о могуЋности промене 

IIравца 06ртне осе Земљине у простору или, што је исто, о промени положаја_ 
llола Р у односу према звездама, то ве нам постати сасвим јасно, да је ово 
откривено премештање свиЈу звезда само привиди о и да промене деl\линације 
,шезда, које се налазе у колуру еквонокција - за 20"- сваке године, ДИрБПНО 
указују на такво исто премештање пола Р у правцу ка тачци 'У', при чему она, 
- СТQјеt.и увек од пола СР) на растојању од 90', - треба да одступа по 

. . 20"0 
СКЛИППЩИ на сусрет годишњем кретењу Сунца за .' = 50': 2 у току од године 

sm !ЈЈ 

дана н да повевава за ту исту величину дужине /, - које се од ње pa'-lунају, -
;38 све 3l!е:-ще.*) Сама пак раван еклиптике остаје у простору скоро неПОМИЧliа 
пошто се у ширинама Ь звезда примевују само врло мале промене у ТOI{}' врем:ена. 

Пре:\'ш томе долазимо до закључкаЈ да Земљина оса, - 06разујуhи са 
норма:IOМ l{а еклиптици скоро непроменљиви угао w = 2за 27', - описује око 
те lIорма.1е коничну површину И врава се у свој првобитни положај насле 
25800 године. Узрок тога сталнога и равномернога премештања. Земљине осе 
у простору, које се зове uрецесија, објасниве се доцније, нада ће се показати, 
ца оно треба да је пропраЋено још и малим колебањем Земљине осе, како 
по ДУЖИНИ тако и по ширини, које се врши у периоду 011. 18.6 године и које 
се зове нушација. Услед ове пак, ИСUIИНИШИ положај тачке ry' на еклиптици може 
да се ра:З,lикује од средљега, - који зависи само од прецесије, -- за -г 18". 

У годишњем кретању Сунца, прецесија производи ареране равнодневичс, 
тј. повратак Сунца у тачку '1" (или ~) нешто пре него што ОНО заврши свој 
потпуни оптицај око Земље (у односу према звездама некреП1Ицама). Трајање 
њсгово S зове -се звеЗДОllй година и изводи се из познатог нам веЋ срецљега 
трајЈЊа тропске године, ИЗ сразмере: 

S 3600 1 
-т- = З6lJ<' - 50'" 2 = 1 + 25800 ' 

т. Ј. S = 365.2422 + 0.0142 = 365.2564 средњих сунчаних дана. 
_.~----:C 

') ~J тачке раl:lнадне';l1l-ица ~j' 11 l_;.! са'IУl:lале су се 11 ДО сад исте 03f1al(e као и :1(1 ca"IH':.I,I\J ИЕН:I и 
BeC()li;l, у ~()J",'\a су се o1l-e налазилејош 200 !-одинадо Р. Х.; сада пак (1900.1'.), ПQ!{реНУIIШИ се за 50'12' 2!00= 29~, 
ul1C C~ Ha.1a;~ IJC!i У сззвсжђима Риба (Х) 11 Деве (пр). 
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103. КретаљеСувчево по љеговој орбити. 

3најУћЈЈ раван, у којој се врши кретање Сунчево и његове дужине L 
у тој РЈIШИ за разне дане у ГОДИНИ, остаје само, да се одреде линеарна растојања 
;1" њсга d по одговарајУЋИМ његовим угловним полупречницима R (чл, 95,) па 
/1,3 се потпуно одреди његова орбита, т. ј. пут његов у "-'" 
простору у односу према центру 3емљиноме, сматрајУћИ ~'.''-'---·~i~---~ 
га за НСПQМIJЧНОг. Наша таблица у чл. 100. показује, да /" : "/\\ 
ОКО 1. јануара угловни полупречник Сунца достиже величину "( Т!С У'"А 
R" =' 16' 18'.' 2 а око 2, ]'ула - на]' мању R, = 15' 46': О, о."...... ····"1" 
п'рва, најближа Земљи ТЈ тзчка П Сунчевога пута, чија \. M'-\'_(":~\ / Ј 
је ДУ}I~ина Oi-:O 2810 (сл. 48.) ЗGве се uерихел или uеригеј; ~~·''''4< __ .Г;·-~::/ 
друга паl; А, најудаљенија са дужином 101°, зове се 1 _____ ..... ' 

афсл I1ЛН апогеј. Називају их још и аuсидqма а праву 'у' 
ПТА ' ~. 

-- ШlСI/Ј.НОМ ЛИНИЈОМ. 

, 

У:~еl1 средње из растојања ПТ и АТ за јединицу и означивши са Ru 
[ЈШIУПРСLIНШ, Сунца, који оцговара томе срец. растојању, доБИЂемо сва остала 
расто]ања TS = d до Сунца S (в. таблицу у чл, 100,) И3 израза 

d_S~~_~ (5 - sin R - R' . ' , , . . , , • , . . .) 

I"де tlC се С<lяа величина Ro оцредити И3 услова 

~ (ПТ + АТ) = ~o (~, + R~) = 1, 

R - 2R,R, -16']"8 
o-Rр+R, - , , . , . . , . . . . . (6,) 

l{О\-lструисана на тај начин крива ПSАП показаЂе се као круг са центром 

С на аПСИЦliој линији и управо на растојању од Земље ТС = е = ; (ТА - ТП) = 

= 0.0167 --= l;~-I) које се зове ексценmрициmеm Сунчеве орбите. Доцније ЂСМО 
·1· 

У~И;Ј,ети) да ЈС та крива управо елипса са истим ексцентрицитетом е = 60) али Је 

1 2 l ' 
спљоштеНt)СТ њена С = 2" е = 1200 толико мала, да се, при дана] ta'--lНОСТИ 

пuлупре'шик5. R и растојања d (ЦО l~OO дела њиховог), т.а ели пса једва раЗЈ1ИI<ујс 
ОД круга. 

Дllсl:JНС промене dL дужина Сунчевих (таблица чл. 100.) показују ааТИМ 1 
да највеТ18 lbel"OBa угловна брзина (бt~2)Ј Kat<o нам се представља са ЗеЈ'мье Т, 
И,'V\З MeCl (} БЈШ у перихелу П а најмања (57:2) у афелу А, и, да су уопште ов;:: 
лро,\\енс (iL, - слично са растојањима d) - потпуно симетричне у односу 
према сШСИillюј линији ПТ А. Одатле излази, да кац би се Сунце кретало око 

3е"ньс са Ilе!lромењљивом углавном брзином п = 36~ = 59' 8:' 2 на дан) то би 
угао .-:Ј ГJTS'I:= М = п 'с) који оно пређе у TOt<y аЦ 't ца на АЦ момента перихела,' 
био у !IPH()j половини пута мањи а у другој половини веЂИ од истинитог угла 
~J ПТS. - v за неку величину 4 SoTS ="1, која се претвара у нулу при М = О' 
и при л·, -- 1 tюо и која постаје, усљед нагомилавања разлика (dL -11), l!ајнеЋа 
приближно при М = 900 и М = 2700, Ова величина '') = v - М, која се доста 
добро и::::раi-IOша формулом 

"i = 1'56' sin М, где]е sin ]056,--1 -2 е 
- 30 - Ј , ' . , . (7.) 
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доБИ.1С\. је одавно назив јеДНQчине ценшра/ угли пак v и М, који се рачунају 
од пеР~!ХСЈ1а П у страну кретања небесног тела, добили су назив анолюлија -
llС([[f/lUШШХ И средњих. 

Про\а томе, ако 0знаЧИМQ уопште дужину перихела, тј. угао ....с.Ј- ~I~ ТП, 
- који се рачуна од положаја тачке rr у времену 't, - са П, то Ђе се З8 
CBal~!) ,13но време 't (изражен о у сред. сунч. данима) добити СПQ'lен:а (рсдња 
ДУЖJliШ Сунца Lo = 4- rr TSo а затим ИСШИ1-/.иmа L = 4- ry'TS, ПО формулама: 

м = п <, L, = м - (360' - п) и L = L, + "1). . • . . . ($.) 

Те С)" cpe;~њe дужине Lo и показане у ПQследњем ступцу таблице ЧЛ. 100. 
Стари астрономи нису МОГЛИ судити о релативним растојањима ,:1,0 Сунца 

по ПРО.\\СШlма његовога угловног пречника 2 R, које су неосетне за ненаоружано 
ОКО ()[!ТlI'IIШМ средствима. Али су они, излазеЂИ из обичне у та времена поставке, 
да је I.:ретање Сунца, као и д,ругих небесних тела, око Земље најсавршсније тј. 
ЕРУЖIЮ 11 равномерно, почели објашњавати, - почев од Хиuарха, - НССУ[',lасност 
ИСП,НIIПЈХ дужина L са средњима Lo ексцентричношt.у Сунчеве КРУЖIJС орбите 
у ОПНUСУ према Земљи Т (сл. 48.). Отуда је и произашао израз "јсдначине 

. QellTpз". Само је код њих екцентрицитет ТС, - да би одговарао маг.:СШ(lашюј 

1 56' .. 1 -6' 1 ВЈ..'1I!ЧI!Н!! Једначине центра 1Ј = о ,- излазио да је раван sm п Ј :::;::: 30 
1 

уместо ћО' 

104. Годиmња доба. 

т (ЈПЛQТНИ утицај сунчаних зракова а према томе и разлика раЗIiИХ 
П).!lI1ШIl,НХ доба на неком месту Земљине површине зависи УГЛОВI10ме ОД промена 
де!':ЛlJНЈЦI!ја Сунца, јер се са њиховим повеnањем Сунце и више изд(!}Не и дуже 
остаје [IЈ,Ј, ХорИЗоНТоМ. Али при томе немали значај има и нејед!!аЕОСТ раст 0-
Јања ОД Земље до Сунца у разн.а доба године. Сл. 48. нам даје јасну нредставу 
о тш,е, у каквим се управо деловима своје орбите налази Сунцс у МОil'\СIпима 
еlШЈlIlUЈЩi'јја (равнодневица гr и =::ь), који се рачунају за почетак пролеfш ~1 јесени 
а Е<:ЦЈ 'ј lIшментима солстиција (дугодневица, L = 900 и краткодневица '~ = 2700) 
I.(Ojl! се рачунају за почетаl< лета и зиме, за нашу северну ПОЛУК'углу i3емљину. 
1\30 ШТu се види, северна се полу кугла налази у повољнијим климатским 
ПОГОДПЈ.\\3. него јужна, због тога што се суровост зимњега доба и рслати!Зни 
СУВНШClI( летње топлоте умеравају на њој веЂОМ БЛИЗИНQМ Сунца Ј,о эt: .... lље у 
ПрБО~·А с!}'чају и веЂOt''ll његовом удаљеНОШЂУ у другом случају (јужна полу!<)тла). 
ПРИ Л)!,'\t; и само трајање јесени и зиме излази кране од трајања пролеhз и 
пета, ус:ьед тога шта део ~ П "r својега пута Сунце прелази брже, Hel'Q онај 
други :-,г A~. 

;За одређење времена, које Сунце употреби за прелаз CHaf..:Ora од она 
чеТIlРИ сс[(Тора, који одговарају пролећУ, лету, јесени и аим и, К()Р~IСПlhс;.,ю се 
ФОР.\IУ,Т\.~Et (8.), по којима Ђе се број средњих сунчаних дана ':, - који се 
PJ.'i]'Hil. ()I~ момента Сунчева пролаза кроз перихел (П = 281"), - добити за 
сваку ду:,[{Ину L са довољном за нас тачности, овако: 

с = 1.+ 7;" -, = (L + 79' - .~) (1 + б~)') где је 'q = 1 ~ 93 SifZ (1" + 79"). 

СтављRjуhи овде једно за другим: L = О', L = 90', L = 180", С с.о 270' и 
L = 360', доБИћемо: 

')Ј' 360· '"P!en=-~J 
$ 



, 
163 

< трајање 
дана 

при L= ОО + 1~90 78,21 
пролеliа 92.86 дана 

., L= 90 + 0,37 171.07 
лета .. , 93.'61 

" 
оо L = 180 -1.90264.68 

Јесени .. 89,76 
" 

" 
L=270 -0.37354.44 

3~IMe ... 89.01 
" 

оо L =360 +1.90443.45 

Прt.:.'11а томе је на нашој северној полукугли трајање пролеtiа и лета, 
укупно У:Н.'ТСЈ, дуже од јесени и зиме за 7.7 дана; на јужној пак П()ЛУI-:УГЛН 
1'0 је О()јЈЈ 1'11(.', Али Ђемо доцније увидети, да прщзац ТП апсиДне линије СУI!чевс 
орБЈЈте 1It: (;'~1 (\је у простору непомичан већ мења сваке године свој П(Ј:южај 
::1а 1 Ј:·.5 у lIС1 У страну куда се и Сунце Kpefie. Усљед тога се тач[{а paBI-II)д,.l!ешща 
"1 !lриб.l1I',[-:ујс псрихелу П CI3aI{e године за 50':2 + 11','5 = 61':7 тако, да Ji.Q носле 

~~?; :-- 1l)500 година заузети на СунчеВОј орбити ИСТИ положај, који С3), I!.\\а 
Ta~]1~<1 ~"--. Ta,la Ђе се трајаља разних ,fl,оба године и спе Ј{лиматше П()ГО;Ј,6е 
наше f1 јужнс полукугле узајамно променити. 

И;::: ТСI( што реченога о свшюго,],ишњој промени правца аПСИДI1С .1ИЮI]С 
за 111.' 5 1!3,ld3И, да се Сунце враЂа својему перихелу П и у опште СI:)О]IШ 
пређашњн.\\ t.l.llOмалијама М и v по истеку пернода времена од 

, }}"5 
S· 3БО' = 365.2564 + 0.0033 = 3б5.2597 ср. СУ"'!. дана. 

Тај се llСРИО;~ ;јове аномаЛliјска година. 

105, Екваторијалне и еклиптичке координате Месечеве. 

f:tшаторијалне се l{оординате Месечеве а. и а добијају ИЗ сасвим с.'IИЧННХ 
посматраЊЈ Ј\\есеца ПОМОЋУ меридјаНСI<ОГ круга, I<ао што се посматра Ј! Сунце 
(чл. 98.), нр!! чему се упоредно с љиме посматра УВЕК и каква звезда j·j(,'l(:l.'1e!<"Q 
О)]. !1..еГ<1 тс,: ,ЈЈ на извод tJ. И 3 неби имали утицаја НI1ТИ нетачност lZOР':!ЩlJјс 
чаСОВН!iI(а, ВЈ! разне инструменталне погрешкс, НИТИ пак погрешност таблица 
рефракције. Разлика је само у томеЈ• што се код Месеца може посматраТ!! 
геНИТ!lО рас[·ојање! !<ао и момент пролаза кроз меридијан само јед!!ога [(раја 
[·ьсгова Ј,11CI{Ј, који је осветљен Сунцем; због тога се величине УГЛОl:)нога 
његовог [Ю;lУ.lреЧНИI<а R и хоризонталне екваторијалне паралаксе 1С, - !,:()ја му 
(}iЏОПЈра l! ш го је све неопходно JIотребно за извод геоцентричких КООР,lината 
'1. н ој центра Iv'\есечевог, - узимају обично из већ постојеЂИХ таблица N\;;CC'JejJilX, 
Н[]Р. из ,,~~lL1tical Аlтапас"-а. У осталом, Месечев се ·привидан преЧI\!Ш 2[(',
lшји С:1Јја !!]иљке његuвих рогова, ~ може непосредно измеритн у I\\а Izujc 
доба специјалним за то инструмент ом ~ хелиометром. 

Р.:џи lI,tређивања привиднога Месе4евог пута на небесној сфер!!, ПОГОДН\lје 
је пrеhн, _.- [(ао што је напоменуто у чл. 101. - ОД а. И (; на С!С'1ili[ТИ'јКС 
[~ООРДШ!ате 1 и Ь Па формулама (F). Да испишемо, ради прегледности; те 
(при6)ш:,ю-!с) l{Qординате Месечеве И3 Naatical Аlтапас-а за 1885. ГО;l,I1НУ ::!3 
СШl!О'l срсЈ,ЊН сунчани дан месеца марта па да Cpa'-Iунамо уједно СТ:1М, _.- ПQ 
даш.'I.\\ ТЈ.\IQ УГJlОВНИМ полупре'-IIШЦИМЈ његовим RJ - растојања до љега IЈ, У;-\СА 
за је/Ј,11Н!ЩУ растојања одговарајУЋУ средњу веЛИЧiШУ полупречни!(а Rt) = ј 51 з:{ о 
ИЛИ, ШТU је исто, средњу величину његове паралаксе 'it' = 57' 2:' 6 ('1.'1. 913.) 

". 
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Марта, 1 Ь R d I Марта 
1 . 165?5 _1" 44' 16' 1':7 0.970 16. 
2. 179.2 -о 301550.40.982 17. 
З. 192.7 +0 44 15 38. О 0.995 18. 
4. ' 205.7 + 1 53 15 25.4 1.008 19. 
5. I 218.4 +2 55 15 13.61.021 20. 
6. 230.8 +3 48 15 3.5 1.033 21. 
7. 243.0 +4291455.5 1.042 22. 
8. 

, 
255.0 +4 57 1450.3 1.048 23. , , 

О. 
, 

266.9 +5131447.8 1.051 24. 
10. 278.7 +5151448.2 1.050 25. 
1 I . 290.7 +5 41451.4 1.047 26. 
12. 302.8 +4 39 1457.0 1.040 27. 
13. 315. О +4 1 15 4.5 1.032 28. 

I 14. 327.5 +3 11 15 13.5 IШ1 29. 

I 15. 340.2 +211 1523.2 1.011 30. 

1 ь R d 

353~2 +1" 3'15'33': I 1.000 
6.5 -о 10 1542.4 О.У90 

20.0 -1241550.70.981 
33.8 --2 З6 1557.50.974 
47.7 -3 37 16 2.90.969 
61.7 -4 2616 6.80,965 
75.9 -5 016 9.20.96З 
90.1 -5 16 16 10.30.962 

104.3 -5 12 16 10.2 0.962 
118.5 -4 5016 8.70.963 
132.6 -4 10 16 5.8 0.9Ь6 
146.6 -3 16 16 1.4 0.970 
160.5 -2 10 1055.30.977 
174.1 -о 58 58 47.7 0.985 
187.6 +016 1638.80.994 

I~,-ц замислимо И3 центра Земље О (сл. 49.) небесну сферу са еl(,lИПТИКОМ 
ј "~Г /' -"'- и I{онструишемо ПО ОВИМ координатама 1 и Ь места Месечсва L, 
B!-1дeЋ~.\\O, да ће се сва она налазити на великом К'рУГУ, који пресеца еl{ЛИПТИКУ 

Q 

(;1. 49. 

у двема дијаметрално супротним тачкама ~,,~ и (~;. Прва 
од ЊИХ1 где Месец прелази са јужне стр <111 е еl{ЛИПТИI<е 
на северну, зове се У3ЛGЗНИ ИЛИ горњи чвор а Allyra -
СИЛG3НИ 'или ДОЊИ " ОВИМ се истим знаЦима '.~ и (- озна
Lшвају обично и њихове дужине, l{о;е су у садаЈl,ем случају 
равне 13= 184?7 и Q=4?7. Исто се та"о RНЦИ, ;\а је 
Месец достизао ДО највеЋе и најмање своје ширинс i- 5'" 16' 
при његовим дужинама 1 = 6( + 900. Све ово по]{а]ујС, 
да је нреТ8ње Mece~leBO извршено у равни, која пролази 
кроз центар Земљин и да је та .раван нагнута према 
еклиптици под углом .ј = 50 16'. 

106. Орбита Месечева и љене промене. 

Да бисмо конструисали орбиту М'есечеву по напред на~еним расг\)јаЊИ,\\а 
d, пrСћиtlемо прво од дужина 1 на угле или дужине L, које се рачунају у 
орбилнюј равни. Нека је на небесној сфери (сл. 50.) 
та раван представљена великим КРУГОМ ONL, I<:оји 
обра.~ујс са еклиптиком 'Y'Np угао -4 LNp = ј. At<o 
ОД,',lеРИillО на њему ЛУК NO = N '"у' = 5( од узлззног 
(горњеl') чвора N а од доби вене тачке О будемо рачу C.I. 50. 

Н<1.'lИ ,·О'ЖIlН.е ао орбити L = OL, то ће се оне, тј. дужине, одредити по фпр.\\ули 

C.I. 51. 

tg (L _ .Q) = tg (1-.'1) . . . 
COS I 

. . . (9.) 

а због мале величине ј, оне Ђе се разликовати 0;\ 1 не Ш1ше ОД 
10 
" (чл. 21.). 

Конструисана Месечева орбита, I<ао 1I за СУНЦС, по 
L и d У односу према Земљи Т ПОКЭЗ3Ђе се као ј(РУГ илн, 
тачније говореЂИ !{ао елипса (сл. 51.) са дужо.\l пол)'осом 
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~(ТП + ТА) ~ а ~ 1.006и са врло малим линеар. ексцентрицитетом ~ (ТА - ТП) = 

:..:--=: те, чија релативна нумерична вредност е = ТаС излази да је равна -2~.5 

(а приб.'НI}IС спљоштенаст с = -} е2 = I~OO); сам пак правац осе -4 ПТА или 
линије (lIlСfl,ТЩ П И А одредиtе се дужином П = -Ј:: ОТП = 95~ 4 најближе тачке 
ЗОI!ЬИ П. ТЈ. псрихела (перигеја). 

Али, рас.\\зтрајуtи на исти начин кретање Месечево З3 време претходних 
и даЦНl1ј!1Х [{ружења његових око Земље, видеfiемо, да су СВИ уопште еле.mСlllllИ 
~-~, ", П, с и а, који одређују његову орбиту, подвргнути знатним перИОДИЧI<ИМ 
ПРО.\\енu~ы. Линија се чвuрова 5( Т (Ј премешта још притом стално у правцу 
обратнога (ретроградног) кретања (као и тачка '1') у ср'дњем за 19 20:5 у 
ТOI{У године (или за 3110':6 у току средњега сунч.аног дана) па се, разуме се, 

" ' . . З6Q' 186 врапа у пргю()VlТНИ СВОЈ положаЈ по истеку периода времена од 190 2n.'5 = . 

rодина, !(()j~1 је у ИСТО време и период колебања нагиба i орбите у граница,~1d 
ОД 500' цО 5" 16'. Линија се пак апсидна премешта у правцу напредног (директног) 
I(ретан.(] у срес1lьем за 40'41~4 годишње (за б' 41': 1 дневно) прелазеl," ПУНI1 "ПТ 

360' 
У ТОI(У ОД '40: 4ј"!4 = 8.8 година; у зависности пак од овога периода произла:::!е 

и промеl1е у дужој полуоси а орбитиној и у њеном ексцентрицитету е, IZОјН се 
1 1 

колеБЈ у грашшама од 23 ДО 14· 
у наШС'УI примеру узетом за орбиту Месе4еву, он се је враћао У своје 

прсtЈаШII,е ПУЖИl!е L (или 1) по истеку 27.37 ср. СУН4. дана; средња пак веЛИ'lИна 
тога периода Т, - која се зове шропски месец, - ако се изведе из OJ"PO.\tHOl" 
броја КРУЖСII)Ј Месе4евих, износи 27.321 дана l чему ОДl'овара средња про,\\енЈ. 

ДУЖИllе 1. ::;Ј један дан П ! = 3~0 = 13010'35'.'0. Али разлика изме~у истините 
ДУЖl111е l\i\есеца L =.4 OTL, у неком моменту, и средње Lo = 4 OTLJ , која 
би се доG!I;lЈ [IРИ таквом равномерном рашtењу nt ; - ту се веЋ не изражава 

ТЗ I IIIQ OIIOM, тат;о простом једначином центра L - Lo = ? е1"о' sin (Lo - П), [{ао 
''" :i3. Сунце (Ч.l. 103.), већ тражи још многе накнадне корекције, које заl3ИСС од 

положаја Ј\;l~ссчевог и саме његове орбите у односу према Сунцу и које се :iOBY 
llсјС;UU1l(()СШ Л1ссечева кретања. На тај се је начин показало, да је ово кретање 
ИЗR;Ј!lре;~н() СlOжено. 

107. Разнн лунарни (Месечеви) месеци. 

Псри(џс нремена, после којих се Месец враћа у пре~ашње своје положајс 

(по ДУјЮ11111): у односу према звездама некретницама, према својим чворовима; 
према својll.\\ а.псидама и најзад према Сунцу, З0ВУ се респективно: зuездани 
lШI СllдерCl,'!1 (S), драконски (О), аномалијски (А) и синодски (С) ,_есеЦI1. 

({а;Ј, ОЗIl3'I!I:'Ii() средње дневно померање Месеца по дуж ини : у односу ПРС.'l13 
,::;незда.'l'iЈ ВСI{рстницама, према средњем положају њеГОАога чвора ј?, према 

СРС,ЈЉС.\l IlOл\)њ:ају његова перихела П, и, према средњем положају Сунца, 

респеlПИННО са: Пs , ПЈЈ Па И Пс , И приметимо, да се за један сунча[lИ дан: 

, б 50':2 0"14 ~, 
тачка I пре.\\сшта у О ратном правцу за 365.24 =. ,да се дужина О( смаЊУЈС 

за :Ј' щ 6 а дужина П и Сунца да се пове!;ава за б' 41': 1 И 59' 8': З, - ми l,eMO 
са ТЈетрс;!: JJJiJCllOM величином П/ = 13010'35':0 добити, да је: 
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11,'=11,-0':14 =13'10'34':9,l1d=n,+3'IO':6=13'13'45':6 

11, =11,-6'41':1==13 353.9,11,=11,-59'8':3=121126.7; 

после чсг.d средња трајања тако званих лунарних (Месечевих) месеца излазе, 
и;~раже!!и у ср. сунч. данима, оваю~а: 

т =360' = 27.3216, S = 360' = 27.3217 D = 360' = 27.2123 
nt ns ' nd ' 

А = 360' = 27.5546 и С = 360' = 29.5306. 
Па Пс 

у току свакога синодског оптицаја Месец се, гледа" са земље Т (сл. 52.), 
ПРСДСЛII:);],;1 у разним фазама, ШТО зависи ОД положаја љеговога према Сунцу 
S, I<:оји,\\ је осветљен. Сизигије се З0ВУ положаји Месечеви L[ и l~з, кад3. ,r..IY је 

,.-._-

--- -' L. 

Сл. 52. 

Аужина 1 или равнаЈ\УЖИНИ Сунца (ОЈ (конјУК'Iија, 
сједињење) или се рааликује од ње за 180' 
(оuозиција, uрошивсшајање). У првом је случају 

\.8 младина или 11.08 месец, у другом УUlШ(lU или пун 
месец. Интер вал ни положаји МесечеВ!1 1"2 и L~, 
када је угао при њему између праваца на Земљу 
т и на Сунце S раван 900, и када се са 3С.~tље 
види осветљена тачно половина његовога ;Ј,иска, 

зову се 1<вадрашуре или чеШВРlfIИ (ирва и 
uоследња)*) 

Аю, се конјукција (сједињење) или опозиција (противстајање) Месеца 
пре,\1а СУIЩУ деси у оно време, када је он довољно близу једнога од својих 
ЧВОРОВЈ, тј. еклиптици, онда у првом случају он може да покрије heJ-(11 део 
CYIl'lel~a диска те Ђе произаЂИ Сунчево uомрачење; У' другим пак, - 011 Ђе 
llрог,l1 I{PO~~ сенку 3емљину те Ђе и сам да се uомрачи. 

l{,:ю што Ђемо доцније видети (гл. ХХУ)Ј такве се појаве могу десити 
од 2 )10 7 пута годишње; да би се пак ПDмрачења почела опет да !lОнављају 
у иСТО.\\ реду као и раније, uотребно је, да неки цео брОј Nc .СИНОДСI<:I1Х оптицаја 
J\i\eCC'H::BHX буде раван, по својему трајању, тююђе целоме броју NJ оптицаја 
;l,P31,OI-lСiОIХ, Дз би се нашли овакви бројеви, треба представити однос напред 
lIа1lених ве,lичина С и D у облИl{У верижног раЗЛО_\'lКа па срачунати СУlZцt:сивне 

IlOrзОЈЪНС :::;а љега просте раЗЛОМI<е; ОНИ ће наиме 

и 1l0слеДЊli Ђе ОД љих дати с тачношћу 0.03 цана: 

12 13 38 51 242 
бити: П' -i2' 35' 47' 228 

223 С = 242 D = 6585 ~ Аана = 18 ГОА. + 11 ; Аана. 

Ал\-! се сам облик помрачења може мењати још усљед тога, што УГЛОВIIИ 
110ЛУI\РСЧНИЦИ Месечеви и Сунчеви бивају различити, што зависи управо, - као 

што С.\\О видели, - од аНQмелија ТИХ небесних тела; период пак ОјЈ, 6585 ~~
~џша са,Ј.jlЖИ у себи скоро равно 239 аномалиских месеца и само је за 1 0.7 
f],J!I<l \зСГ1И од аном али ских година; према томе, по истеку тога неРИОiJ,<Ј, llзра
лшzсс 11 уг ловни полупречници оба небесна тела враЂају се врло приБШIЖНО 
ПРСlРШЈЫ1Ы својим величинама и свако се помрачење треба да ПОНОВИ у ~1CTOM 
СБојс,\\ облИl{У. Тај период ПQнављања помрачења био је запажен још у прастара 
времена и добио је назив Сароса. -

- - .) ]]р<tlЮУГЛII троугао у квадратурама TLS даје g =cQsT= cos(I-С)соsЬ, Аристрах је још 
~J. 2()() Ј'. ~O 1'. Хр, био предложно на овоме засновану методу, за одређниање растојања ГЈ 1J,lJ Сунца; а;1II 
су му 11:Ј\\ОДН ')11Щl несо1ГУР"Н, абог "емогуt.но~ти одреljивања MOMeHa'ra квадраl'ура Месечеl!l\Х. 
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Вадаliе .' 
1.) О ;Ј.рС;Ј,ИТИ угао, наји заклапа еклиптика са ХОРИЗ0НТОМ места (8 -= 90О 

- '.р) 
у ~BE3i1,aHO BPCiv1C S И показати, када Ђе ОН бити највеtи и најмањи. 

Тај l1е уГЈО Х бити изражен страном QZ сфернога троугла QPZ, у коме су PQ ''= (.ј, 
PZ = н И,,',,: OPZ 0...= 900 + S па је стога 

cosx=coswcos6 -siпwsiп8s{пS. 

l-!iljl1eh,j (Н -:- (ОЈ) lјС: ОН бити при S = +900 = б", а најмањи (0 - (0) при 5 = - 90с = !8h , 

2.) Одредити дужину 1 и ширину Ь небесног тела по даној његовој 
)l,еl\лннаЦ!1ји и рехтасцензији tJ. = о. 

На UIJ;lj (~ специјални случај не могу применити формуле (F), ЧЛ. 101. јер по IbИМil 

ИЈЈIЗЗiЈ k = 90" н I..!? 1 = ri; али се опет И3 троугла 'у' Ел (сл. 47.) непосрt"ДНО доrJиј<\, да је 
tgl-= (f}f)sin "Ј и !g!J =sin lcotgbl, 

з.) Но основу ре'.енога у чл. 1 О 1. и чл. 102. добити опште изразе за 
годишње про,~\сне da и dfJ, које произлазе у координатама звезде СЈ. и ~ 
усљед прецеСИје. 

Ако СТ3ШIМа у формулама (1.)'...: и (I.)I A главе Хll, уместо dS, (0:0), А и z OAI'UBapJjyhe 
И.\\ у томе СЛУ'!i!ју величине: 50"2, tiI, 90o _rJ. И 9СУ'-3 Ј!, ако напо.менемо, да је 
501.' 2 со:> ~J = 46'.' о а 50:'2 sin (JI = 20:' О, онда ће се д.обити: 

drJ. = 46'.' 0+ 20': о sin rJ. tg 3 и d3 = 20': о CQS rJ.. 
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Г л А В А XVI. 
РАЧУНАЊЕ ВРЕМЕНА. 

108. ИСТИНИТО и средље суичаво време .. 

Ро гациu!!о кретање Земљино, које се врши по инерцији са непромсњ.'],ином 
утловном брзином, пружа најбоље средство за мерење разних интервала вре,'lена. 
у аСТРСЈНО,'\Нlј!1 се наиме узима за јединицу времена звезданn дан, Јшји је 
унеКОЩIl<О г.:РЈ.ћи од. времена потпунога обрта Земље око њене осе, јер ТЈч!{а У 
успева ::\3 ТО време да се премести по еклиптици обратним кретањем 33 угао 

5g~J == О'.' t4. у ЧЛ. 69. ми СМО већ видели, да се као почетак звезданих дана 
у KaJ{B()~\ месту рачуна момент I<улминациiе тачке '1 и да се звездано пре.,ие S, 
l.::ао jlt::LJ зве:-\,'],. дана, изражава непосредно часовним углом те тачке па према 

Т(ј,\\С (1.J},\ax ;Ј,аје и Ч3СQВНИ УI'ЗО свакога небесног тела, чија је рехтаСЦl'l!зија 
'Ј. 00311а1'З. 

ГаLIУllање времена по сунчаним д.анима има свој особити знач.ај у О()И'IНО.\\ 
:,!~ивоту, 3<1ТО што је очиглед,није. Као аСТРОНОМСI<И почетак истинити х СУllчаllИХ 
дана 'у' k аквом месту узима се истинито rIOдне, тј. момент горњега пролаза 
lteHTpa СУН'Il'!ЮГ кроз меридијан а под истинитим сунчаним времеНОЈИ подра
;:)YMtГlo. се чзсовни угао t тога небесног тела. 

Л.'lИ, усљед неравномернога прираштаја рехтасцензије Сунчеве А, трајање 
таКВ\lХ Д<1НЈ излази неједнако па због тога не може ни ца послужи као Тачна 
,\\ера вре:nена. За такву се меру због тога узима средња вредност сунчаних 
;:Ј,эна f1:IИ т. ;·H~. средњи дан, који би био створен неким замишљеним среД1ЫUИ 
Сунце;)! со. рехтасцензијом Ао, која би увек била равна средњој дужини L" 
NСШ/[l/llllroга Сунца (чл. 103.)ј стога што би се таква рехтасцензија Ао тако 
исто равномерно мењала у току. времена као и средња дужина L'I И то .~a 

величину . L'I = fj, Ао = -з~;.~О42 = З1!l56~ 56 У току 1 сред. дана или ~Ы 

велиуину ,. L; = '" А; = З::~~2 = зm 55'91 у току 1 звезд. дана. 
;:)а П()СЈетак сред,њега дана узима се момент горњега пролаза кроз Mepl;

дијан Т(јга замишљеНQГ средњега Сунца или т. ав. средње подне (llОЛУДйll); 
уопште ОС1К !ЈОд, средњим се временом подрааумева часовни угао Т тога ;iами
ш.ъеНUI· Сунца. У грађанском пак обичном животу рачунање времена по'--\Иње 
ОД ПU1!О~-!И Т. ј. од момента доње кулминације средњега Сунца. 

Pa3Y~H~ се, да Ђе се чаСQВНИ угли и времена S, t и Т, - која се 
рачунају у кзквоме једном месту, - разликовати увек од часовних углова ИЛИ 
и времена S!, t' и Т', која одговарају првима у истоме моменту на цpyгo~\ 
месту. Очевидно је, да та разлика треба да буде равна разлици дужина I та 
два места, Т. ј, 

S'-S = t'-t=Т'-Т =1. 
22 
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109. Једиачива времева. 

М(;ђУ истинитим СУНЧЗНИМ врем'еном t, сред,њим Т и звезданим S постоји 
Уljек онаЈ ОЦ!-IOС: 

... щ 
при чему се рехтасцеН3Ије А и Ао оцређују по истинитим и средњим АУЖИllа:-.\а 
L и L'j Сунца на овај начи.н: 

tg А = tgL cos '" и Ао = Lo. 

Према томе, за прелаз са ИСТИНИТQГ сунчаног времена на средње и обратно, 
треба знати само разлику у = А - Ао, која се зове јеД1lGчина времена. 

Ради грубог одређења те величине у, с тачношt.у само ДО д.есетих делова 
."инуте времена, ~KO се користимо приближним формулама (7.) и (8.) '1,1. 103. 
и (d) ",1. 21., иааЂИ Ђе, ца је: 

L А . 2 (.) siu 2 L {)nl5' 2 L - = sm -2-' -'-Irn =-' ::Ј. Sll1 (1; 
SIП 

због тога ће бити 

у = А - Ао = 7~7 sin ('-о + 79') - 9~5 sin 2 Lo (2.) 

Ilрuи је Ч1iLlН ове формуле - јед,начина центра (у минутама времена) и представља 
се графИ L!1ZИ (сл. 53.) У облику синусоидне криве са годишњим периодом; Р.руги 
(L -- А), ;;ове се CBo~eњe На екватор и прецставља се у облику синусоицне 

..... ;;: -..: ;. ~. ;>. ~ ~' :1.1: ,,; to' .:;&' :о: ';.'i криве са полугодишњим периодом; сумом пак 

,"i ј: Ј;- k ј." '~ : ~: Ji .. : ~:::;., или разликом њиховом одређују се ор~инатс у 
'I~I·:' rг;---т . : : ~ : т: : -'!: ~.: криве једначине времена. Као што се види, jellHa-
,,' ! - \1' :, " ~ : : : "":'1 чина времена у току године достиже два пута 
·,'i· ь."~Н:-': ",.::: ',о '1 максималну величину (+14'."5 и +6'~12), два 

~~i "~~~~': .: .~ пута минималну (- 3':'9 и - 1б~ 3) н четири 
:.::"1 1 l' -.l.,,:,.i,""~' '~.';-' ',/ -1 пута се претвара у нулу (око 15. априла, 14. 
:~.;t. E~;tEГJVI'C~~~1~.J јуна, 31. августа и 24. цецембра). 

L_~"Q' о' ,.;' IZO' IU' м 3W' -~ Тачне величине једначине времена у и 
њихове диференцијалне промене за 1" (чл. З 1.) 
дају се у Nautical Аlmапас-у за сваки дан \'0-

.Ј,ине, как() за истинито, тако и за средње гринвичко подне, да би се О"'ЮГУЋИЛО 
наХ()lЈСЉС у простим интерполовањем, како за дана истинито време t, тако и за 
срсцњс Т. Нека је нпр. потребно наЂИ средње петроградско време Т по часовном 
углу Сун,," I = + 6' 16" 7~ ВО, - који је посматран у Петрограцу (1 = т 2" 1" 12') 
19. јула 1884. Г. на основу сљедеЂег преписа из Nautical Almanac-a за ту годину: 

Сл. 53. 

~84, г. У истинит. ГРIIНВ. пор.неву У сред. гринв. пор.неву 

јули 
(треба додзвзти . промена у {треба ОД)ЗIIМЗТИ 

у \ истин. времену за lh од cpe~ времена 

19. бm 2~ зз о': 160 бm ~! 31 
20. б 5.91 0,137 б 5.89 

ИнтеРПО.'1ујуЂи величину у онако како је то објашњено У чл. 31., за истинитО 
грингшчко време to = t - 1 = 4h 14m 56S

, доБИЂемо: 
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па Је стт-а 

ОбраТIIО пак, за нахођење истинитог петроградског времена t па даноме 
cpe~њeм. т =. bh 22"' lmso, требало би одредити величину у за сред. ГрИНЕ. време 
т Ј =-:= т - 1--= 41, 20"' 59~, при чему би изашло 

у == 6"2'31 +То (O;I60-0~023 Х ;;) = 6"'2~31 + 0~69 = 6"'3~00 

а t = т - 6"'3'00 = 6' 16"'7'80. 

110. ПреЛиЗ са средљега и истииитог времена ва звездаво и обратно. 

Рехтаснензија средњега Сунца у моменту горње његове кулминације 
у Гринвиqу дата је у Nautical Almanac-y ПОД заглављем звездано вре"не у 
сре;џы:м ZРUIllЮЧКОМ UОДllеву. Ако то звездана време у средњем подневу (Т -= О) 
КЈюзога ДiНI()га м.еета на 3~мљи 0значимо са SOJ ТО ве за сваки други ,'\Шi\ент 

т ПО ЛОК3.'НIO,\\С сред.њем времену бити Ао = 50 + ~:,:. Т; због тога ће се 3веЗјЈ,ано 
вре,'\\с S, које овоме одговара, изразити овако: 

S=T+Ao=5o + T+~ Т) 
3"'56' 56 1} 

~= -24'- - 365.24 Ј 

(3. ) 

Обратно па!~, кац је цато звезцано време 5, рехтасцензиiа Ђе се Ао добити, 
ако ка So (jy~c додата промена тога Ао за интер вал времена (5 - 50); таца ће 

dA' 
и.заl-i.и АI) = So + 24110 (S - 50) па је према томе 

T=S-Ао=S-Sо-I" (S-So) 1 
ГЈс Је ,3"'55'91 1} . (3.) 

l' = -2,' = 366.24 Ј 

Ве.1И'lине своijења р. Т и р.' (5 - 50) интервала ср. времена Т на :,;;ве::щано 
11 интерва.lа (:) - 50) на средње изналазе се најпростије по ПОМОЂНИМ таблицама, 
које су ДО)Ј,атс на крају Вегиних логаритамских таблица ОД 7 децимала. У њима 
су цати ннтсрвали Т и 5 - 50' који одговарају прво округлим бројевима Cei<:YHaAa 
самога cbot]e\!-,а !i'T или пак р.' (5 - 50) а затим и деловима секу нада. Сличне, 
(!(раћене та6.1ице дали смо и ми на крају ове књиге (таблица 5.), за l1зхође1l,е 
тражсннх своllења без икаквих писмених срачунавања. 

Нека је например: 

Д<-lНО Т = 6'22"' 10'80 
.osa 6" 5'" 15~' 1.1 Т= lтo~ 

" 
12 10 2. 

" 4 16 . . . . 0.7 

" 
29 . . . . 0.08 

~T=I"'2~78 

за 6' 

" 
" 
" 

дано S - S, = 6'23"' IТ 58 

6"'15' .1" (S - So) = 1 '''IY 
12 12 2 
4 16 

29 
• . . . (). 7 

. . . O.OR 

~'(5 - 50) = 1"'2.'78 
., -,« 
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Да Hat)eMO сад, на основу сљедећег преписа И3 Nautical Аlтапас-а, ПРFНЈ 
зве:јдан() 11етроградско време S, које одговара срецњем.у Т = бh 22 m 10:' 80 за 
19. јула 1884. Г. а затим Т по Даноме S. 

\Н84. У ИСТИ~И'ТОМ грИt\ВИЧI<ОМ подневу У сред. грlШR. ПО...l,нСВУ 

i- -- , . 

Јула Рехтасцензија А 
промена 

Деклинациiа D I промена 
Звездано време S 

за }II I за}1I 

I 
. __ . 

19. I 711 ~бffl 47~ 70 10~ 017 + 200 44' 27" 5 I 21" 81 I 711 5Оm 44" 37 
20. • О 47.84 V.994 20 зз 9.' 2б~. б8 7 54 40',93 

Пuшто је, у моменту кулминације средњега сунца у Петрограду, чаСQБНИ угао 
то\"а сунца у Гринвичу раван -, = - 211 lm 12~, то Ђе звездаНQ време S!I у средњем 
пt:ТРОГРЈЈ,СКОМ подневу 19. јула бити мање него у ГРИНВИЧI{ОМ ПОДНСl3у за величину 
l' {с= 19' 91. На тај начин, по формулама (3.) и (3.)' и ПОМОЂУ т.блице 5. излази: 

д""о ср. петр. вр. Т = 6'22т 10'80 Дана зв. петр. Бр. S = 14" lзmЗ8~О4 

у ср. 1lетр. ПОАневу So = 7 50 24.46 

евоl,С1I,' l' Т = + 1 2.78 

у с р, петр. п о Ан еву S"'0'--_--'7_""'-('-) -=2;.:4,-. .с:с46 

S -So 623 13.58 

Тражеllll звеЗА. вр. S = 14' Iзт38~04 свођење \" (S - SO) = - 1 2.78 

Тражено ср, време Т 6" 22'" 1 O~ 80 

Да би се цобило звездана време S по даноме истинитом t, треба само 
ДО,Ј,аТI1 томе t рехтасцензију А ИСТИНИТОГ Сунца, нашав је у Nautical Аlшапас-у 
,~a истинито гринвичI<.О време 10=1-1. Тако например ако је 11'184. г. јулс 
19. било У ПетрограАУ 1 = 6' 16т 7~ 80, то Ђе се добити, на основу горњеп 
нреписа И3 Nautical Almanac-a: 

л = 7" 56m47~70 + 10 (10~017 -0'023 Х :~) = 7'56т47~70+42' 55 с_ 7"57"'30,2: 

11 S =1 + А = 14'lзт 38'05. 

liаПОСЛi:ТКУ, за наХОђење истинитог времена t по ДЗНО!l\е ;-H~c;џaHOM S 
најпростије је преЂИ прво са звездаНQГ времена S на средње Т а затим том, 
т додати једначину времена у. 

111. Суичаии чаСОВRИК. 

:3а грубо 

~ х "0' 
II VII''''': '. " 

" у 

оцређивање времена често се пута у обичном животу служ 
тако званим сун.ЧGIlI1М чаСО8НИКОМ на KO.VlC се Сунче 
часовни угао t оцртава на ХОРИЗ0нталнuј или IЩ верн 
калној равни сенком подуже шипке. Pa~y,,\e се да т 
шипка СР (сл. 54.) не треба да буде вертикална ве 
паралелна са 3емљино.м осам те да правац њене CeHl' 
не зависи од промењљиве деклинације Сунца S. Д 
видимо, како управо треба унапрец Нilцртати права 
сенке CS' за разне Ч3СQвне угле t = -4 SPq' Сунца i 

равни qOq I W, која је управна на _раван меридијана qPZC; 
данога места и која се пресеца са љ(ще по лини 

", ". , /р 
'о ' " 
~--. N ~,.,~ 

~-""'-' 

Сп, 54, qCq' И образује са правцем СР неки угао .е: РСч = 
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ЛКО замислимо у тачци С ПОМОЋНУ сферу, доБИЋемо на њој правоугли 
троугzш PqS' са katetom-Рq=Х и налеглим углом qPS'=t; због тога Ђе се 
~pyгa његова ",'пета qS' = <, ~ која одређује тражени угао .4 qCS', -
срачунати овз\{о 

tg<=sinxtgt .. . . . . . . (4. ) 

Ако је раван qOq'W сунчаног чаСQвника хоризонтална, онда је угао х раван 
ширини .'I1eCTa 'Р; ако је она у првом вертикалу. онда је х = 90 + l' а SLП Х::-::: COS'~ 
и онда шишсз, разуме се, треба да буде управљена наниже ПО .)lинији СР!; 
ако l1ai;~ilj], она буде управна на шипку, тј. паралелна са равни екваторСЈ, ТО 
IIзлази да је просто 't = t. . 

Ра.зУ.'tlе се, да за добивање локалног средњега времена Т треба покаЗ<1-
1I,!1 '\\;} СУН'IJНОГ чаСQвника додавати са потребним знаком <+ ИЛИ -) одговарајУће 
вредности ЈЕ\l,начине времена. 

112. Грађанске године и месеци (календар). 

СУНL!ани је дан сувише мала и незгодна јединица за изражавање ВСЛИI{ИХ 
111ПСРВ;\.'lа времена међу разним догађајима; због тога су сви народи одавно 
УЗИМ3.'1Н ;-13 ту сврху пруге прироцне јединице. као што су: СИНОдСЮ1 месец, 

као Пl'ј"Н1ОР; Il()нављања фаза Месечевих, и, тропска година, као период нонаВЉЈња 
разних )оба године. Али је теШI<О било Довесги у сагласност Месечев (лунарни) 

пеРИО;Ј: оп: 2~) ~. дана са Сунчевим од 365 -1- дана, и то је био узрон-, што су 
трајанн} ХРО!lOлоUlКИХ или гра!Јанских година и месеца узимана произво,ъно те 
су ;~HaTHO одступала ОД ИСТИНИТИХ. Код ЕГИПЂана је. например, rpatj3HCf':a 
ГО.1l1l1а са,lржала у себи равно 3б5 дана, ОД којих су се 3БО делили на Ј 2 
.Iv\ессци, 110 30 дана у CBaKOlv'!e. а осталих 5 дана су се просто додавали на крају 

годинс. Према томе код њих је свака година почињала за ~ данараније од преiJ,
идуtе те се је, - прелазећИ постепено кроз сва гоцишња времена, - могла понова 
ГЮКЛОпиТИ са тропском годином тек после периода времена оц 4 Х Зб5 = 1460 
ГЩЈ:ИIl3, и тај је период назван СОШИСОМ. Коц Грка пак Месечев је период 
био У:-1ет :--;(1 основу а година је била састављена из 12 месеци, који су садржали 
Н{lИ;--;:\',СНilЧНО ЗА и 29 дана, а, ради сагласности тих гоцина са ТРОПСl<ОМ, они 
су !\t'I{оји:,\ таквим годинаl'o\а ДОllавали одјещюм цео сувишни месец од ЗU дана. 

Рf1м;ьани су делили своју rpaijaHCl<Y гоцину на 12 месеци: martitlS, аргј!јs, 
јLlпiLIS, Цlliпtilis, sextilis, september, october, поvеmЬег, december, ј<Iпuагius, 
11 fеЬП1;1Гius; али, савршено не познавајУЂИ право трајање тропске године, они су 
ПQчеЛl1 ~,J ,\\ењају, често и сасвим произвољно, број дана у тим мссеЦИ;\1а, да 
6и ту СВОЈУ годину довели у сагласност са сунчаном. Све је то учинило, ца 
Ш,\ је рачунање времена или календар (од речи календа, којом су звали сваки 
први ;ја" у .\\Есецу) био у таквом нереду, да је јулије Цезар (46. г. дО Р. Хр.) решио, 
да УЧIlIi!1 у њему корениту реформу. За ту сврху позват је био И3 Александрије 
3СТРОЈ1Ш1 СО.1иген, 1<0ји је узео за основу гоцишњег рачунања дужину тропше 

\'ОДИllС (),l, 365 : дана па је усталио, да се у три uјЈОсше године, које .иду једна 
за IlРУГОМ, рачуна по 3б5 дана а у четвртој uресшуuној (од речи "ЫsseXtlIS" _.- !-.Iве 
шсспще) по Збб цана. Ово је рачунање времена, - са истим називима месеца 
(е1 и~узстком петога и шестог, који су цоцније назвати јули и август) и са исти.~\ 
броје . .". Д.Јна, - било примљено 325. године. на Никејском Васељенском Сабору 
од странс ХРИШЋаНСflе upflBe и по њему се и .сад рачуна по православном 
каЛСН,Ј,ару. 
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Раз.тика од 0.0078 дана између истинитог трајањатропске године (365.2422) _ 
и јУЛllјанше rpaljaHcKe (365.-25) постепено се накупљала и по jlcTeкy 128 година 
она је представљала већ један.цео дан. Услед тога је пролетња раВlIодневниuа, 
- која је у времену Никејског Сабора падала 21. марта, - у XVI веку падала ВСЂ 
11 .. \\ар"а, 1ј. за 10 дана раније. То је исправио папа Грегорије Xlll 1582. године, 
а, да бvl ПР();lетња равнодневница падала и у будуtе ОКО 21. марта, ОН је УТВР!lИО, 
да се у БУ:lуtе рачунају у просте године ане ад заокругљених у стотинама, 
КОЈе нису дељиве са 400 без остатака (тј. 1700, 1800, 1900, 2100 и т. ;ј.) а 
оне које су дељиве са 400 (тј. 1600, 2000 и т. д.) да буду по пре!јашњсм 
преступнс. 

[]о томе' правилу излази, да је средње трајање грегоријаНСI\С године 

равн() ЗG5 --:- 4~~ = 365.2425 цана и да се разликује ОД истините ТРОПСl-o:с године 
Bel:l тако :\ЫЛО, да Ђе грегоријанско годишње рачунање, - ·т. :?В. НОВИ стил, - . 
:-:lЗДОI30.ъаНLlТИ постављени услов у току од скоро 4000 година. Оно је СПО"lетка 
било ПРIЈ.\'l.ъено као обавезно код свију католичких а затим и !<ОД QСТЈ.1ИХ 
европских ::Iржава. 

113. ЦИКЛИ Месечеви и Суичеви. 

3а старе је Грке, - који су синодски месец имали као основну јединицу за 
ра'-!унање времена, - врло важно било да знају, да се у 19 троuских ZОДина 
садржи 235 тих сиnодс/(их месеца. И заиста, производ 19 Х 365.2422 =- б9З9.бО 

раЗ;lИliујс се од 235 Х 29.5306 = 6939.69 мање од I~ дела дана. ов"ј се цеве
TlliJCCT()-П)ДИШЊИ период, - који је Метон поставио у грчком l<злен,:ыру још 
за 400 година дО Р. Хр., - почео називати ЦИКЛОМ или кругОА! lvIссечсвим, 
због тога што се по истеку његовом све фазе тога не-бесног тела по'шњу да 
понав,ъају опет у преljашње годишње дане; бројеви пак R од 1 до 19, l{ОјИ 
ЛОI{азују., ред разних година у том циклу добили су назив златних бројева. 

Эапочев прву гонину Месечева цикла (R = 1) од његове младине (НОВ "щ.) 
И запа::;ив да се у једној години садржи 12 месеци + 10.88 дана, унидеtеМQ, да 
ЋС у почел(у друге године (R = 2) пораст Месечев, тј. број дана М, који 
npOTCI{He (),], младине, бити раван 10.88 дана; затим Ђе, у почетку ТРСЂе, 
"стврте и ОС1. година, пораст Месечев М бити: 2 Х 10.88, 3 Х 10.88 - 29.53 ~ 3.11 
11 т. д. :\0 R C~ 20 = 1, када Ће понова изаЋИ М = 19 Х 10.88 - 7 Х 29.53 с О. 
lfpate P~C!CHO, пораст Месечев' у почетку сваке године R, - који се зове 
еuщ:шй те године, - добија се као остатак после деобе (R - 1) Х 10.88 са 
29.53 11.111 приближно, као остатак после деобе (R - 1) Х,ll са за. Са.\! пак 
3.1аТlШ број R за ма коју годину нашега (новог) стила доБИЂе се као остатак 
пс.Сlе асобе (N + 1) са 19. Тако Ће на пример за1885. год. изаЋИ, да је R - 5 
а iЧ--14. 

Не;ывисно од године и месеца, код нас се је сачувао још из СТZlрина 
ce;l-"шд!!еВI-Ш период или недеља, који произлази из обичаја, да се дани .зову 
11.\1СПI1"''': Сунца (С'Ј), Месеца (<1:), и планета: Марса (d'), Меркура (~), Јупитера ("), 
Вснсра С ), и Сатурна (1'1). При томе се разне [(;>Дине и месеци запо'-!ињу разним 
Aal!IJJ\'la, jt'P проста година има 52 недеље + 1 дан а преступн'а 52 HelleJЬe + 2 дана. 
Али, пошто се цео број дана садржи у 4 јулијанске године, то Ђе се TCI< ПО истеку 
4: -( 7 -- 2.') гоцина почети да понављају датуми месеца у преljашњим недеЉI!ИМ 
Д(ЈIIИ\1а. ()ilaj 28 годишњи период назван је ЦИКЛОМ или кругом СУJlЧСВИ.-11. 

МсссчеВ~1 и Сунчеви ЦИl<ли служе као најглавнија основа за одређИН.1ње 
у .\\а lzoјој години N ускршње' нецеље, .која по црквеним правилима мора да ;~oђe 
11с-;а !IPBOl' уштапа (пуног месеца) после 21. марта (пролетње равноднсгшцс). 
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)ва се правила најпростије изражавају сљеде!юы формулом Гаусовом са сталним 
>ројсвшы 117 = 15 и п = 6 за каленцар Јулијански и променљивим за разна 
:ТОЛСћа 3<1 l{аЛСНЈ,ар Грегоријански: 

Нека је а ост а так после деобе N са 19) Столева т 11 

" " ь " " " 
N са 41 XVlIl 23 З 

" " с " " " 
N са 7' ХIХ 23 4 

" " 
d 

" " " 
(19 а + т) са ЗА ХХ 24 5 

" " 
с " " " (2Ь+4с+бd+п) са 7 Ј ХХI 24 е 

" 
Дан УСI<ршње нецеље: (22 + d + е) марта, или (d + е - 9) априла. 

На IlpllMep. оа 1885. годину по јулијанском је календару било: а = 4, 
Ь-·l, c.~2, J~I, е=1 а датум Ускрса 22+2=24. марта; по Грсго
ријaf\CI~ОМ mш [((Јлендару било је: d=9, е=5 а Д~TYM Ускрса 14-9=5 априла. 

Као ШТtј се вици, дан ускршње недеље зависи само од бројева: а, Ь ИС, 
l~оји о,ЈЈОl3арају даној години N и који се понављају: први после СВЗf{е 19., 
Щ1УГИ 11ОСЛС 4. а треЂИ после 7. године; усљед тога пан ус«ршње недеље 
оиl,е исти за [:--: + (19 Х 4 Х 7)Ј ~ [N + 532Ј-ту годину, као и за N-TY. Тај се 
532 годШuЈ[,И период зове uасхални цикл. 

,~1aдaЋ.e : 

1.) 110 датим у qл. 109. и qл. 110. преписима И3 NauticaI Аlmаl1ас-а 
одреДIНll са тачнош11у до O~l средња времена изласка горњега краја Сунца 
18. јула и "аласка његова 19. јула 1884. године у Петрограду (~= 59' 56: 5, 
ј -- 21' 1 т 12'), узев ца је рефракција на хоризонту гоо = 35: 1 и угловни полу
[\речнИI": Сунца R = 15: 8. 

Ј{з;t у3.\lе .... о за истинито петроградско подне 19. јула Do = 20044' 27 g 
-[ (-- 27': 8) = 

=20"45'23", наfiи ћемо по формули (6.) чл. 81., при z=90050:9, чаС08не угле иентра 
Сунчеl:!ОГ t -== --:- 81, 53 "! 4 а затим, - узимајуfiи у обзир промену деклинације 6. D = ,,- 27'.1 8 t = 
= ~ 4: 8. - ;щ()иhемо, по О[ЈШТИМ правилима чл. 25. мале поправке за t, које he обадве 
и;вhи paHH~ -- 01."& На тај ће начин истинита времена рађања и ззласкз Сунца бити; 15" 5п:8 
и 811 521~б а cpe;:l,I-ьа времена: 15h ) Ј"!7 и 8h 58m б. 

Ј.) 19. ју"," 1884. г. звездано је време у сред. гринв. подневу So = 7" 50'" 44', 
рехтасцензИј~ је Месечева у 21 h сред. времена а. = 5h 52m 248 а промена њена 
_ ~J. за 1 iII РЙI::\[Ш 2~ 6. Оцредити _ по овим подацима средње време Т горње 
lZул.'\\инацијс Месечеве У Гринвичу. 

Ако СТЈ.I:!ИМО да је T=2I h +,,:m, то не одговарајуне звездано време бити 
S=So-, Т \1-~)=4h54.m 1IS+б~2';" а пошто треба да буде 5=oc=5h 52m24' -;-2~б--:, 
то !,t: се --;,С' ОЛ,редити И3 једначине: 

(ЫУ 1-2~ 6) ':"= 58"' 13'<, ода((ле Је 

:1.) 3(1 [,ОЛИКО Ђе се разликовати средње време Т' Месечеве кулминације 
у ПеТРlн'ра,'Ј,)' од напред на1}еног времена· Т његове кулминаuије У Гринвичу? 

;-)l1t;)!l<ШU време 50 у сред, петроградском подневу БИЋе мање од гринви'-\ког за 
9:- 85 [1' = 1 g,: 7 <l рехтасцензија Месечева ос у моменту њетове кулминације у Петрограду биhе 
мањз него у ГРИНВ!lЧУ 312~ б /m=5 m 15S

; по томе не за Петроград та иста поправка -;-m изаЂИ 
411' 9 

мања:-\а - :--5m Ј . T-T-5ml-21 h 55"'6 5Ј.: () - . ТЈ· - . - , . 
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r л А В А ХУII. 

КРЕТАЊЕ ПЛАНЕТА. 

114. Кретаље плавета у одвосу према звездама. 

Разлике изме~у екваторијаЛНI1Х координата неке планете и I{аквс звезде, 

\шја је БJlИ;;У ње, могу се одредити или у моменту њене кулминације помоl1у 

мсридијанског круга, ИЛИ, што је још згодније и тачније, у сваком жељеном 

времену И;{ i\'\И}{рометарских посматрања ње и звезде ПОМОЂУ еl<ваторијала 

(чл. 71.). У ОВОМ се другом случају веома тачно мери и УГЛОВНИ њен ПОllупречник 

R, по uo.\\e се може СУДИТИ, макар и доста грубо, о l1роменама њенога растојања 
d ОА 3СЈ\I.ъе (чл. 95. и чл. 96.). -Из екваторијалних се пак коорднната u. и ?ј 

ЛШ<О добl1вају и еклиптичке 1 и Ь (чл. 101.). 

У СЉСДСћој су таблици дате те приближне коорцинате 1, Ь и d за планете 
Марса и Беиере кроз ЗО-то дневне интервале за 1875, 1876. и 1877. годину, 
ГАС су уместо дан.§. у години дате истините дужине 0 Сунца а за јединицу 

растојЈЈ[,й d I1римљено је средње растојање од Земље ДО Сунца, које одговаРЈ 
ње["овој паралакси 7t = 8': 80 (чл. 97.). 

РаЈ,И боље пак очигледности, ПРИВИl1.не путање ових двеју планета у 

односу ПРС.\'\3 звезцама конструисане су по координатама 1 и Ь на сл. 55., где је 
ВСЛИН:И 1{РУГ еклиптике развијен у праву линију. Као ШТО се ВИДИ, ове су путање 

Сл. 55. 

врло сложенс "'риве, које пресецају еКЛИПТИRУ у тачкама Q I1 (Ј, које се З0ВУ 

)\?лазни (горљи) и силазни (доњи) чворови, И, које пон:азују, да је обично I{ретање 

Марса и Бенере наuредно (диреICШНО) али понекад и обраm:но (ретроградно). 
т ако се пре\\сштају у односу према звездама и све остале планете без раЗЛИI<С, 

23 
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1<3КО ВС.ЋIКС, Mepl{YP, ЈупитеРЈ Сатурн, који се виде голим ОКОМ, Та!Ш И оне 

мале, телсскопске. Положаји планете КОД с и с {, где се њена дужина у току 

HCr:OI' BPC!I\t::H[t не мења, зову се тачке айстаја (стагнације). 

-
м а р с В е н е р а 

N~ (;~. -----
I 1-(') Ь d ). ~ г 1 /-(') Ь d I ) ,. ,1 

" -
] О' 2580 2580 ()о ].ОЗ 2200 О" ].57 
L ЗО ,-О .. I 240 -1 07б 235 О 1,5З 
З 59 274 215 -2 0.55 251 -1 0.49 
4 88 269 181 -4 ОА4 268 -1 1.45 

5 116 262 146 -5 0.4б 286 -2 1.42 98" _180 О" l.б2 73" С, 0.72 
(; 145 265 120 -4 ОА8 304 -2 1.40 135 -10 +1 l.б9 122 -2 0.72 
7 174 27Н 104 -з 0.74 323 -2 I.З8 172 -2 +1 1.72 170 -13 0.72 
8 204 297 93 -з 0.92 342 -2 I.З8 210 +. 6 +1 1.70 219 т2 0.72 

I 9 234 3] 6 82 -2 ] . 12 1 -] I.З9 248 +14 О 1.66 267 -] 0.73 
IU 264 З37 73 -1 I.З4 19 -1 1.42 285 +21 -1 1.5б 314 -з 0.73 
11 295 359 64 О 1,57 37 О ].45 З23 +28 --2 ].43 2 -з 0.73 
12 325 21 56 О ]80 54 О ].49 З59 +34 -1 1.28 50 -1 0.72 

]3 355 41 46 +] 2.03 70 +1 ].53 35 +40 +1 1.09 98 --'-Ј О.72 

14 25 62 37 +1 2.24 85 +] 1.56 69 +44 +з 0.88 147 -,- 3 0,72 
15 54 82 28 +] 2.42 100 +] l.БО 99 +45 +з 0.64 195 -' 3 0.72 
16 83 102 19 +] 2.55 114 +2 l.БЗ ] ] 9 +36 +1 0·4] 243 ,1 0.73 

]7 111 1 2] 10 +] 2б4 127 +2 l.б5 113 +2 -5 0.29 291 -2 0.73 
18 140 140 О +1 2б7 140 +2 ] .6б 105 -35 -6 0.40 3З8 -3 0.73 
19 169 159 350 +] 2.б5 153 +2 ] .б7 ]24 -45 -з О.б] 26 -з 0.72 
20 198 178 340 +1 2.5б 167 +2 ],б6 153 -45 О 0.84 74 О 0.72 

2] 229 198 328 +1 2.42 180 +1 ],б5 188 -41 +2 1.05 123 +2 0.72 

I 22 259 217 318 +1. 222 193 +1 1.6З 224 -35 +2 1.25 171 +3 О.72 

23 289 236 307 +1 199 207 +1 1.60 260 -29 +1 1.41 220 -1-2 0.72 
24 320 25б 286 О ]7З 222 О 1.57 298 -22 О 1.54 268 -1 0.73 

25 350 27б 286 О ].46 237 О ] .5З ЗЗ5 -15 -1 1.64 315 -з 0.73 
26 20 295 275t-] 1.20 253 -] ].49 Iз - 7 -1 1.7] 3 -3 0.73 
27 49 3]4 265, -2 0.95 270 -1 1.45 50 + 1 -1 1.7З 51 -] О.72 
28 78 зз] 253 -з 0.74 288 -2 1.42 87 +9 +1 1.7] 99 +] 0.72 

29 106 З4З 237 -5 0.55 306 -2 I.З9 12З +17 -ч ] .6З 149 +3 О.72 
30 135 З49 214 -6 0.42 з25 -2 ].38 
з1 164 З4З 179 -6 0.З8 344 -2 I,З8 
32 193 338 145 -4 0.46 3 -1 1.40 

Да занемаримо сад, само за извесно време, врло мале ширине Ь Марса 

и Венсре, па ца конструишемо ПО ЊИХОВИМ цужинама 1 и растојањима 

ац i1eMJЪc d, - као ШТО смо то раније учинили за Сунце и Месец,

,саме орбите тих планета или, тачније говореhи, пројекције тих орбита 

на раван еклиптике. На сл. 56. конструисана је на тај начин орбита 

Марсова, по тачкама: 1, 2, З, 4' .... 31 и 32 а на сл. 57. орбита Венерина. 
На њи.~\а се вид,и, д,а путеви планета у простору и у од,НОСУ према Земљи 
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представљају такође врло слажене и незатворене криве линије са листи hима, 

који се образују увек онда, када се планета приближује Земљи. (тачка 4 и 3 Ј 
КОi\ Марса и Ј7 код Венере). 

Сл. 57. 

115. Кретаља планета у односу према Сунцу. 

Срачунате у предњој таблици разлике (1-- CV), - које се З0ВУ еЛОllгачије, 
Т. ј. чвuровна удаљења планета од Сунца, - показују, да су периодични прелази 

са вапрееН"\' (директног) кретања на обратно (ретроградна) у нзјтешн.ој вези 
са '"О;:I,ИШЊИЫ кретањем тога небесног тела. Тако се нпр. код Марса, - који 

се по дужнни креЂе увек спорије од Сунца, - највеЂе брзине L 1 напредног 
кретаља (у тачкама а на сл. 55.) дешавају при l-CV~O а обратнога (у тачеама Ь) 
при 1 - (о) ~ Ј80'. Први се положаји планете према Сунцу З0ВУ сједињања 

("о"ју,,'!"је, г') са њиме по дужини, а друге - uроrливсrлајања (ОUU3Иl{ије, N. 
Вснсра пак '!ЈС претиче Сунце, час изостаје позади њeгa~ али се ОД њега не удаљује 

!lИt(зда више ОД + 460 по дужиии тако, ца она никад и не долази у положај 

I1РОТИilстајЈња (опозиције) а највеће брзине 6/, како напредног (а), тако и обра

тног љенога кретања (Ь), достиже у моментима њенога сједињења (конјуuције) са 
Сунцеы (1 ~ CV); при томе прва сједињења добивају назив горњих а друга - ДOiЫ1Х. 

Све се планете премештају у односу према Сунцу, стално ИЗ0стајУћИ 
иза ЊС1'а ј{ао и Марс, једино се Меркур креће слично Бенери са максималним 
уцаљеЊl1ма ::+: (1 - 0), који понекад долазе до + 280 а понекад само 11,0 :i~ 160. 

Период времена С између два сукцесивна- противстаiања или два једнака 

сјецињења какве планете са Сунцем З0ве се СИНQДС1СИ оашицај њен, и та је 
величина пише или мање промењљива. Средње се 'пак трајање њено добиuа из 
врло пеликог броја оптицаја планете око Сунца и излази: 

за Меркур, Венеру Марс, јупитер, Сатурн 
С = ЈЈ6 584 780 398.9 378. Ј средњих дана. 

На сл. 56. и 57. конструисана је таКОђе и орбита Сунчева по њеГОВШl 

дужинама CV и по растојањима TS (4Л. Ј03.) и на њој су нагнутим цифрама 
23* 
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0значенн !юложаји његови, који одговарају положајима Марса и Венере на 
ЊИХОUЮ\ ор6итама. Ту су очиглецније представљена противстајања Марса 
(4. т. 4, :Ii. Т 31.) И разлике ДО1ЬИХ сједињења Венере (Т. 17.17.) од горњих (Т 8. 8. И 

Т ';6. 26.). Уопште пак, ако спојимо одговарајУЋе 
положаје планете и Сунца правим линијама (1.1-) 
и (4.4.) И Т. Д., ТО Ћемо запазити, да су та 
растојања (1.1.), (4.4.) и т. д. увек приближно 
једнака, т. ј. да врло сложеНD кретање планете 
у односу према 3емљи Т, излази врло просто 
у односу према Сунцу. То Ђе се .јОш боље 
разјаснити на сл. 56. bis и 57. bis, где су ОД 
Сунца S повучене праве (S.I.), (S.4.) 11 ост. 
пар~лелне и једнаке са пређашњим (1.1.), (4.4.) 
И ОСТ. И где се ВИДИ, да се Марс и Вевере 
креЂУ према СУНЦУ - по затвореним l{РУ}l(НИМ 

С'I. ':6. bis. орбитама и ТО увек у напредном правиу са 
приближно сталном углавном брзином. Одатла 

излази закључак, да њихове орбите у односу према Земљи Т (сл. 56. и 57.) треба 
да буiJ,У ешщиклоиде, т. ј. криве, које постају кретањем тачке (планете) по КРУГУ, 
'Н1јИ се центар (Сунце) кре!>е такође по кругу око непомичног цеl1тра (Земље). 

Али, ако се I'РОЗ S (сл. 56. Ыо и 57. Ыо) повуку нраве 
(S.I.), (S 4.) И Т. д. подједнаке и паралелне са (1. Т.), (4. Т.) 
И Т. Д. (сл. 56. и 57.), т. ј. ако замислимо да се Земља 
креће ОЈ{О <":унца а не Сунце око Земље, OHna Ће се положај 
планете ПРС,Viа Земљи одредити правим линијама (1.1.), 
(4.4.) и т. ~., које су једнаке и паралелне са пређашњим 
правим (Т, 1.), (Т.4.) И Т. д. Из овога излази, да је у 
геоыетриском смислу потпуно све једно, да ли ће се Земља 
сматрати као неПQмична а Сунце и све планете да се 
око ље КРСЋУ, или, да је Сунце непаМИЧНQ а Земља 
као и све оет. планете да око њега оптичу у смислу напредног 

116. Хелиоцевтричке координате планета. 

Сл. 57. u's. 

l{ретања. 

Убсдивши се саца, ца се планете крећУ нееравњено простије у оцносу 
према Сунцу, да узмемо њега сад за почетак координата па да пређемо са 
геоцеНТРИЧI{ИХ координата 1, Ь и d !{зкве план~те на, сличне са њима, хели.о

, 
..,.: 

C.l. 58. 

центРИЧf(е. Неке су Т, S и Р (сл. 58.) јсдновремени 
положаји Земље, Сунца и планете, He~a је затим, S '],""" 
правац који је паралелан са линијом равнодневица Т'У' а 
р - пројекција Р на раван еклиптике. Угао -1: '1 Sp ~ ј" 
који наличи lIa 1: 'у' Тр = 1, БИЋе хелиоценшричка дужи.на 
/lланете а угао 4 Р Sp = ~ - хелnоценurричка ширина 
њена. Означивши дужину Сунца т. ј. угао 4 ~C TS ~ l' SS' 
са 0, растојања TS и SP са R и r а пројекцију Тр ~C d cos iJ 

11 Sp ~ Г. cos ~ са d' и г', - доби!>е>!о из троугла TSp: 

г' sin (), - 0) = d' sin (1 - 0) н г' cos (, - 0) = d' cos (1- 9) - R, 

()ДaI~ЛС Је 

t (1. -0)= . d' sin (1-0) 
g d c05(1-'0)-R 

'= d'.sin (l-0) =d'.C05(l-0)-R (1) 
И r 5iп(У-0) С05(\ (') .. . 
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·а заЛ!:\-1, И;Ј троуглова PSp и РТр иалази, да је: 

tg~~P!,~ dSl~~ 
г г 

г' 
и Г~-'-~ 

cos [:1 
. (2.) 

По себи се p~\::\YMe, да Ђе се хелиоцентричка дужина саме Земље увеl( разли
-ковати ац хелиоцентричке дужине 0 33 + 1800, 

На тај начин, по формулама (1.) и (2.) и по даним 1, Ь, d, со) 11 R, 
_добијаыо стзвл,ене у таблици чл. 114. хелиоцентричке координате Марса 11 

ВСl1ере 1_, ~ и r а по њима се одмах убеђујемо, - као пређе за орбите CYl!ua 
II Месеца, - да се обе те планете крећУ у равнима, р,.....__ 
Ј\ојс пролазе !(роз Сунце. Нека на небесној сфери, - f':'~-:;""~.fJ N ~I~ 
која је ;-)з.\\Иш.ъена И3 центра Сунчева S, _ велики круг Ј!; ==<U' __ л.-·-ј.--f 
ЈГ пrеi1слш:ъа еклиптику (сл. 59.), тачка 'f _ правац Сл. 59. 

S'-,·· 11зрале.'l31! са T'"r, велики круг ONP - раван орбите планетине а таЧК{1 
N - правац пресека те равни са еклиптиком. 0значивши са 6( хелиоцентричку 
.ДУЖJlflУ У'з.7аЗflог чвора N, т.ј. угао 4- 'у' SN = 'у' N а са i nаги.б равни орбин: 
према еl{ЛИПТlЩИ, тј. угао 4-РNf, - имавемо за два ма која положаја пщ\Нете 
р 111" (113 правоуглих троуглова PNp и P'Np' са катетама NР~л-Si, Рр~,З, 
Np' - i.' - ,2 и Р' р' ~ ~') два идетична израаБ за угао ј: 

. tg~ tg~' 
tg 1 ~ sin (1 Q) - tg(l' _ Q)' . . . . . . . . . (3.) 

.KOjl.j Ђе и послужити за срачунавање тражених 6( и '". Јасно је, да је за lIајтачније 
'одрсђиваље ,~-( најбоље узети положај планете Р са ширином ~ = О, када Ђе 
Њ1зliИ, iJ,J је просто 6( =). или Q =}, - 1800; за одређивање пак i најбоље је 
узети полuжај њен Р' са дужином ).' блиски Q = + 900, када ће изаЂИ, ма је 
.i --= + 1--)'. Т3КО Ђе се нпр. за Марс добити, да је Q = 480 и i = 1 о 8' а за 
Венеру ;~=-=75~ а i=З?4. 

Замислимо најзад, - као што смо то веЋ чинили за Месец (чл. 106.) - У самој 
равни орбите планетине правац 50, који образује са SN угао 1:NSO ~ NS '1 ~c(, 
l1а (Јд тачке О да рачунамо дужине на орбити т. ј. 4- 05Р ~ ОР ~ L. Тада Ђе се 
те дужине СРЗ<lунати (сл. 59.) овако: 

t (L-Q)~ tgp.-SI) ....... . 
g COS 1 

. . (4.) 

.а :-tбог малс веЈlН<IИне угла i и на основу формуле (d') чл.20., још простије оваЮЈ: 

(L-),)"~ ~~~ sin 2(L-Q)= ~2~ sin2 (i,-Q) .. ... (4'.) 

'те lie заједнu са растојањима г ПОСЛУЖI1ТИ за Ta<iHl1je одређивање орбите !1 

;:закона креТЈН,й по њој. На тај се начин открива на кружној орбити Марсовој, 

'са полупре"I!!~!I(ОМ ~ rJ. '1t = 1.52 (сл. 56. bls), довољно велики ексцеНТРИЦИТtТ 

S% - S'It" I 
е = "~ = тт у правцу OS" = п = 334' 

,,3 дневне НРО.\\ене дужине L (или },) да се разликују, - у блнзини перихела 'it 

('" L,=О:б3) и афела а (LlL,=О?4З) - од средње промене LlL=О~5З за 
1 

.Т 5 з део те промене 6 L. Меркур се још више одликује ексцеНТРИЧI-Jошfiу 
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орбите и нсравномеРНОШЋУ кретања по њој; КОД I{ога је ~ tJ. '1t = 0.39 а е=-...::: } , 
ЕtZсцентрицитст пак кружне путањt Венерин.е, - са полупречником 0.72, -
скоро је неприметан а кретање се њено око Сунца врши скоро равномерно. 
са iJ,HCBHOM углавном брзином 6,. L = l~БО. .. 

Сад је јасно, ца Меркур и Венера не могу ДОЂИ У положаЈ протиuстаЈања 
са Сунцем, јер су те две планете увек ближе Сунцу него ли Земља. Отуда је 
за њих и дошао назив нижих или унушрашњих, за разлику ац свију остаЛИХ 1 
горњнх или спољњих, које су д,аље од Сунца него ЛИ Земља. 

117. 3веэдави оптицаји планета. 
Период времена ТЈ после којега се планета враћа на своје прсђашње 

хслиоцснтричке дужине (L ИЛИ Ј.), зове се шропски. оатицај њен; за Марс 
И3ЈIa3И iJ,<1 је ОН, по таблици чл. 114., раван приближно 687 ср. A<lHJ. <l за 
Венеру 225 ср. цана. Трајање пак S потпунога оптицаја планете око Сунца 
(у односу према звездама неl<ретницама), - усљед обраТliОГ кретања еЮНlНQ
кцијалнс ;шније за О': 14 за 1 ср. дан, - доБИЂе се по познатоме Т ИЗ иараза 

у КОЈО\ су П = 
3600 

S 

п = nt - 0/: 14 

350' 
и Л t = -т- средња дневна покретања планета у ОДНОСУ 

. . . 
према :шеЗ.Ј.ама и према еквиншщи]аЛНОј ЛИНИ}И. 

ОИЈ.ј се период S зове звеЗДGНИ оптицај планете. Он је скоро непроыењ.ъив,. 
као и Т, и, може се наЂИ по средњем трајању синодског оптицаја С плањ:те, 
l{()јИ се И;:ШОДИ И3 .непосредних посматрања сједињења и ПРОТИВСТЈ.јања њсrlИХ 
IIpeM<l СУНЦУ (чл. 115.). И заиста, ако означимо трајање звездане ГО;Ј,ине· 

(365.2564 ср. дана) са 50 а срецњи дневни покрет Земље око Сунца ( З~~О = 59'8': 2) 
C(l nllJ онда l1е се средњи дневни покрет планете према Земљи изра.зити ра;:)mllщ.~1 
с = rz - l1 u или пак с = ПО - п; због тога Ђе уопште бити: 

1 1 1 
п = по + с или S = 50 + с' .' ...,. (5.} 

гдс :.Й ;Ј,оњс планете, - код којих је п> ПО, - треба узети знак + Ј. за ['орње: 
знак --о На тај Ђе се начин, ·по цаним горе величинама С, д,обити, да је: 

за Меркур, Венеру, Марс, Јупитер, Сатурн 

S (у ср. данима) 88.0 224.7 687.0 4333 107.19 
S (у 3В. годинама) = 0.241 0.615 1.881 11.86 29.46 

108. Теорија епициклова. 

Користеhи се, за посматрања планета, садањим тачним астрономским. 
l1нструментима, помоiiу којих се могу одређивати и паралаксе, и УГЛОВIIИ 
полуr!реч.ници дискова тих небесних тела, није нам било тешко да саставимо 
МЭi~ар и приближну, али ипак цовољно јасну представу о "утањама љиховим 
у ПРОСТОРУ, У односу према Земљи и према СУНЦУ. У ствари пак, аСТРОНU,'у\Ија 
је постепено дошла до тих истих представа и закључака још и пре проналаСI{а 
f];урбина, l{aAa се, због грубих средстава за посматраља, није могло НИ мислити 
() непосредном одређивању растојања до планета. Због тога Ђе бити интере
сантно и поучно, да се зачас зауставимо и да бацимо макар и најповршнији 
!Ю\"ЈIС;::Ј, I-Iа историјско раЗВИће питања о истинитим путањама тих тела за време 
преl:Jзшњих, више или мање превратних појмова о механ-изму васионе уопште .. 
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06јашљења свију уопште кретања небесних тела) која -се опажају са 
Земље, Qсшшала су се код старих грчких астронома на двема поставкама: 

1.) да је са,\iЗ Земља потпуно непомична и 2.) да кретања небесних тела ОКО 
ње треба да буду правилна, т. ј. да се врше по круговима и равномерно. 
На основу тога, аапажена неравномерност промена 

Сунчевих il,ужина објашњавана је ексцентричношfiу 
његове орбите (чл. 103.). 3а објашњење пак тачзкз 
оастоја (стогнauија) и обратних (ретроградних) кретања 
\{Д1zвe планете r (сл. 60.) примљено је било, да се она 
-Epehe Р':ШI-!().\lерно по кругу некајега полупречника 
'СР = т, сврш,:шајУЂИ по њему потпуни свој оптицај за 
врем.е S ('-1.;1. 117.), и, да се у иста време и сам центар 
·с тога ј{руга l{pete око непамичне Земље Т по кругу 
ПО,lупречникз ТС = R са брзином Сунца, т. ј. свршавајуhи 
ПОТПУНИ оптицај у току јед,не звезд,ане гuдине So. Први 
се КРУГ :ЈВ30 саицикл а цруги - деференш. На тај су 

. ~ г 
се начин, - при од,ГОвара]уnем односу R полупречника 

",. , 
:_. , , , , 

Ћ: , , , ' , " , . 
, 'Г 

:/ .. 
" с' ~> .. C' 

Сл. 60. 

, 
с -""7; 

1< " с 

• 

т 

" 
Сл. 60. bls . 

еШЩИКЛLl 11 ~џ:ферента, - сва кретања планета, у од,НОСУ према звезд,ама и 
Сунцу, џ,оста добро поклапала са посматрањима а сам се пут планетин добијао 
У облику ОШIЈ(ве исте еПИЦИКЛО1iДе (сл. 56. и 57.), какву она И описује у односу 
пре.'I\З зеs\.ыI Т. 

Ова је теорија епициклова била изпожена у делу "Алмагест" (што значи 
"ВСЛИЮЈ построј") александријског астронома Пшоломеја (100 г. до Р. Хр.) те 

је iJ,обила назив Пшолом.ејеве системе. Односи ~} -. који су задовољавали 
ПОСЈ'у\зтране дужине планета - излазили СУ приближно овакви :*) 

за Меркур, Венеру, 

~ - 0,39 0.72 

Марс, јупитер, 

1.52 5.2 

Сатурн 

9,5 

*) у c[\~\Oj ствари у тоЈ се теорији У8имало, да се свака плаllета RPelie по своме еПИЦИ!<,lУ са УГЛОl\IIО.~\ 
6р:щно,\\ CYHUil, т. ј. за време 50, а центар еПИЦИt{ла да се крене око Земље ва време 5ј при чему се O!l,tlOC 

ПО.'lупреЧНИЈ.::~l еrнщикла и деферента дОбијао ивврнуто, т. ј. као ~. Ади стварне раапике ту нема са ОЮI.\о\ 
ШТО СМО pe~.111, јер, при овој представи о кретању планете, положај не се цеlПра њенога еШЩИК!13 С' 
(сл. 00. Ы~) ОЈ1.ре;Ј.I\ТИ, за сваки жељени момент, линијом ТС', која је једнака и паралелна са пре\јаШIbО_'>!: 
СР = r; ПVЛОЖЈ.ј пак Пl1анете на овоме епlЩИКЛУ одредине се линијом С' Р, која је једнака и nарааелнз са 
ПРЕђашњом ТС = R; на тај се начин неliе иаменити нити правац ТР. нити па" растојање тр = Ј, од којl1Х 
З,\!Ј]ЈСII оuшн, еmщ!Н{Лоиде. 

G.l_\\И 11<11{ односи ~ за обе доње- планете одређују се непосредно . ПОМОliу њихових маКСIlмалних 
YI.10IJНlIX уда,ьеља ОД Сунца x=+(l-O) чије су средље величиие: 230 ва Меркур и 460 за Венеру, јер је 

тџа ,;-_ ТРС = 9Оо а ~ = siл х. 3а сваку пак од горњих планета тај се однос одређује по њеној елонгацији 
РТС' = х = -t (1- ()), (сп. 60. bis) која се опажа у моментима љених застоја (стагнација). И заl1ста, днсвна 
nомерања п,ынсте '--"Рр = С'с = Rn и Рр' = Сс = Г. по (сл. 60. bis) треба да се виде тада са 3е.\\ље Т под 
једнаким УГ,lима и да се узајамно поништавају. а, пошто прво од тих померања обравује са правцем ТР угао 
. -_ р рт = х _ S:(]~ а друго 1== р'рт = 000 + у, то треба да буде 

-R.ncosx=r./1acosy, где је sinу=siл1==СТР= R.slnxj , 
"а;, се па!' ис~.l,У'lИ у иа тих двеју једиачина, иааliи ће 

(~y = sin2 х + (;)2 cos2 Х = sin1 х + (~ у cos2x, 

Ако се овде ставе добивеllе И8 nосматрања средње величине: х = 1360 за Марс х = 116" за ЈУnl!тер , 
11 Х = 109" за Сатури, то не се и добити даље наведени односи R . 
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Промене су се привидних ширина Ь планета потпуно цобрn 06јашњавале

тиме, ШТО се равни епициклова нису поклапале са равни еклиптикс. 1{<1Aa СУ' 

се пак накупила и побољшала посматрања и почела запажати код l-lel{ојих 

ПЈ1анета, например КОД Марса, неједнакости. (I-/o) ме1ју стварни~ ДУ',[{ИНЗ;-'Ш 
1 и ОНИ:I1Ј. {,ј, које проиалазе И3 ове теорије, - ШТО је УN:азивало управо на. 

нсрапномерно кретање планете по њеном епициклу, - то су прибегавали 

еIНЩИ[{ЛИ.~ta другог степена, nопуштајУћИ наиме, да се по првом епициклу

paBHo.~\epHO креЂе центар цругога епицикла а по овоме тек и сама планета. 

119. Копервикова система. 

После Пmоломеја наступа доба неповољно за цаље раЗВИЋе аСТРОНОМИЈе, 

исто ТЈКО као и за остале Hayt<e, а теорију епициклова су ПРО,'l.ужили ца 

подржавају Арабљани, који су се са успехом бавили астрономским посматраЊИ.\\а 

у Шпанији. Тек у почетку XVI века поколебали су се основи анти<]!!их погледа 
на свет, 1{зда је l{оперник доказао (у своме делу "Dе revolutionibus orbium 
coelestiuI1l .... "), да се привидно дневно кретање небесних тела објашњава 

просто обртањем 3емље око њене осе, као што се Објашњује и привидно· 

гоцишње кретање Сунца и врло сложен е орбите планета КРУЖНИМ о!\ретањем 
љиховим I{ЗО И саме Земље око непомичног Сунца. 

Са геометријске тачке глеДишта овај је прелаз са системе еПИЦИЮlOва. 
на копершшову врло прост, као што смо вев видели у чл. 115. БрОјеви 

ПТОЈlомсјеве теорије, који су изражавали односе ~ у Чл. 118. и угловне· 
ЗБОо 

брзине 11 =-.- -s- кружења разних планета по њиховим епициклима у чл. 117. 

остали су исти; само се саца поц R и r почело подразумевати средње растојањс· 
Земље и планета ОД Сунца а под So и S звезда ни њихови оптицај и 01<0 њега. 
Еклиптиr.:а (В. чл. 100.) је постала непроменљива раван, у којој се О!{реће· 
3еј\'I.ъа ОКО Сунца. Путање пак свију планета ма да су и постале у односу' 
према Сунцу равне и затворене криве, у неколико нагнуте према е1{ЛИППЩИ,. 
оне су ипйк остале у пређашњем облику кру:ж:них епициклова пропраhених 
другостспеним мањим епициклима ради објашњења неравномерности кретш--ьа 
по ЊИ.'О'З. 

Иг,'v\ене у деклинацијама Сунца, разна доба гоцине која свуц произлазе 
(чл. 100. " чл. 104.), раније равнодневице (чл. 101.) и друге астрономе"е порве 
објашњују се у l{аперинковој системи исто тако просто, као и при прецстави 
о tlепо.~1Ичној Земљи. Треба само узети, уместо пре-ljашње ексцентричне (чл. 10З.} 
l1УТ.Јње Сунца, тачно такву исту путању Земље око Сунца и за.',шслити, да 
3е.\\љина обртна оса не остаје стално у истоме правцу у простору !ЗеЂ цд 
описује на небеснt>ј сфери, око непомичног пола еклиптике, мали круг полу-· 
"речн""а ОД 23027' У току од 26000 година. 

120. Тихо Брахе-ова система и љегова посматраља. 

Ма ца су основна становишта Каплерова, - да се Земља окреЋе ОЈ{о.. 
своје осе 11 да она кружи око Сунца, - била чисто теорна и ма да се у то 
време ВИСУ могла доказати ника}(вим фактима, ИПЗ}( је и сама та простота' 
целокупног погледа на свет, - која И3 њих произлази, - била већ довољна,.. 
да се је убе~ење у њихову истинитост почело постепено да учвршtује. 
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ОС1'аЈШ је зар само јецна ОКОЛНОСТ, која се није моrла лако да помири 

са ДР)'1'и.\\ ()~ ових становишта, наиме, требало је раширити ДО невероватно 
ОГРОМНИХ ди.\н:нзија сву васиану а међутим са разних се положаја Земље у про
стnру нису ол<риле ни најмање промене у правцима на звезце некретницс. То 

је и изазвз;lO чак и изврсног астронома Т и х о-Б Р ах е-а, ИЗ краја XVJ века, 

да преД.'ЮiЮЈ своју властиту систему, која. се разликовала ОД Коперникове С3.\\О 

у томе, ШТ() су се по њој све планете Dкретале ОКО Сунца, али се и оно 

заједнu са свима њима окретало око непомичне Земље. 

Тихо Брахе је био конструисао на својој опсерва~орији у ДаНС1<ој нове ИН

струменте Вр.'1O великих димензија и пронашао оштроумне методе за посмаТРЈl-u<1, 

ЧИ~1С jt: повећао тачност у одређивању рехтасцензија и деклинација 3ВСЗДЈ ОД 

највишеl' ступња, Ј{3ква је само МОГУЋна била без помоt.и телескопа, - lIа име, 

;:1,0 2 ;1учне минуте. - Плод његових неуморних двадесетогодишњих радопа 

био је И,С:ВРСlll1 каталог више ОА 1000 звезда и ОГРОМНН број тачних о,т1.редаба 

ыеста ро.:ШНХ планета према тим звездама. Али, он Сам није СТИI'ао да обра;Ј.И 

тај ДрШ"ОЦСIiИ материјал а 1601. он је завештао, да то учини млади I-1с.~\ачки 

. i\'lстеil13ПIЧЈР К е п л е р. 

l{ако је управо започео Кеплер тај посао 

ОПШЛIХ З;Ј.кључака дошао о кретањима планета, 

. . 
и ДО каквих Је 3IЈача]IШХ н 

видеt.емо У. наредној глави. 



• 
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r л А В А XVlII. 
КЕПЛЕРОВИ ЗАКОНИ. 

121. Испитиваље орбите Земљине. 

ПРI1СТУГНШШИ својим испитивањима о кретању планета на основу Тихо
Брахе-ОВ!1Х пооштрањз, Кеплер је био допустио само, да се све ОНС, исто 
TLl.EO Izao 11 3c.\'\.~ьa, Rpefiy према неПОМИЧНQМ СУНЦУ по неким равним затвореним 
Ј.:Р,1ШЈ.\l; ЈЈСПDО,\lењљиво пак трајање S звезданог оптицаја, - по истеку којега 
је Cf\i:11Z8 ОД IЫ1Х требала да дође у свој преijашњи положај у простору, - изводила 
се !1рИ НЈ.'.'\С са ~13BaHpeДHOM Т3ЧНQСТИ по средњем (за више од 15 векова) трајању 
њ'.:]{()га CJIHI_,;~Cl<O!' оптицаја С (чп. 117.). 3а срачунавање растојања планета од 
3е,\1.ъе 11 0,:\ Сунца у разна времена, њему је предстојало, да испита спочетка, 
ШТО је .\101·yl'ie тачније, орбиту саме Земље, што је он и извршио CJЪeActioM 
ОШТРОУ,\IIIО_\\ ,четодом, благодареtи м'ногобројности посматрања планете Марса, 
!шј<l је II:-mршно Тихо-Брахе. 

:Ja.\lI1CJ\II\1O једно од Марсових противстварања (опозиција) М (сл. б 1.), 
f\aJ3 се г~ројс!,!(ија т те планете на равни еклиптике налази са 3емљо.r.,{ Т и 
СУНЦС_\l S lIа истој правој и када се геоцентричка дужина Марсова ~ТТm = 1 
ра::ыш;ујс 0;1 Сунчеве дужине -4. rrTS = со) тачно за 
180". Тш(;}в се .\l.Омент oдpe~yje интерполовањем Тихо
Брахе--ОЕНХ пос:v\атрања. најближих противстајању 
(опозицијIЈ); SЈТИМ се за тај момент, - поред одгова
paj/11.~JX ,\\у ВРС,'1,1ЈОСТИ за 1 и 0, - налази И3 посматрања 
још t! геоцснтрпчка ширина планете МТm = Ь. После 
шојЕта гВС~;_Џli-lOl' оптицаја S = 686.95 дана, т. ј. У 
flЮ.\-l:::НТУ t1 = t. J -: S Марс Ће поново ДОЂИ У ту исту 
ТЈ'ШУ 1\'\ на СЕЈОј()ј орбити; Земља Ће пак бити у ТЈ' 
Т3,·ЏЈ. !,е c~ из посматрања добити 1::: rrT1m = '1 И 
cJ'T,S =с .),. На тај \;е начин у троуглу ST,m 

• 

, , 
'у' 

бит!! позна I"IJ УТ.1И 1:[ = 4 ST1m = 01 - IЈ И ОЈ = 4mS Т] = (.) - 01 па отуд 
JI ТрёЋИ утао P'I = 180" - 'C 1 - :ЈЈ' који се уопште зове годишња паралакса 
fI.'IШIl!ШС. А:·;() се 0значе непозната нам растојања Sm, ST и ST] са р, R и Rj , 

И.\1Ј~lе,\\о 

sin 1'] 
. . . . . . . . . . (1.) 

ИСТО ћС се тако добити за друге моменте t2 = to + 2 S, tз = to -: - З S 
и Т. ;.1,., КЈ;:Ј се Земља буде налазила у Т2 , Тз .... на растојањима од Сунца 
T,S = R,. T,S = Rз и т. Д., да је 

R2 Sifl f2 --. , 
р sm "2 

Rз ._ sin!-Lз . и т. д. 
Р sm ";'3 

24* 
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Ра:зу.\\е се по себи, да ПОД дужинама 1'1 121 lз .... и 0 •. 021 Gз .... треба 
подразумевати не истините ДУЖ~lне планете и Сунца у моментима [., [21 tз ... , веЋ 
пренете заједно са 1 и 0 на једну и исту почетну линију равнодневицз, {{оја 
је GИ.13 на пример у моменту [о • 

Многобројне величине R., R2• Rз, .... које су се изразиле на тај на~IИН 

са ВСЛI1\ZОМ таЧ:НОШЂУ (2~OO) јецном и истом јединицом р, ПQRззале су К е!Ј л е р у, 
/Ј,Ј је ЗеМЉИ\!(l орбита круг (чл. 103.) са центром С, који стоји на ОНО,'11 ИСТОМ 
правцу ПSА (сл. 62.), гце су цневне промене Земљиних хелиоцентричких 

р цужина L'HajBete и најмање, наиме nSp=6L,=61.'2 и 
. ASa = 6 L, = 57:2. Али пошто се ексцентрищпет CS 

/ 1 . С З 
nf--_--'sЏ-.~--',. " показ:о(прsав+ан 60 срецњега раСТОЈања оц унца цо , еМ,ъе 

.,·Г,' А R, = ., AS) а 6 L, и 6 L, се разликовале од средње 
i' дневне промене 6. Lo = 59:2 за + 3~ део ове промене, ТО 

је значило, да се 3емља креЋе са непроменљивом брзином 
С,1. б1. 6. Lo не око центра С веЂ. ОКО тачке S', која се налази ац 

ЊСГ<1 н;} растојању CS 1= CS = б~ R() као и Сунце, само с друге странс. И ззиста, 
T3l<:O су се потпуно лепо објасниле промене дужине D. L и за све остале ;Ј,ане 
у го,'~ИГШ. У осталом, таква се тачка S' узимала још и пре Кеплера, раци 

о· • 
ОUЈaIuљења привидне неравномерности кретања неКОЈИХ планета и .::шала се 

щачка једнокости. 

1'31':0 је Келлер могао, да за сваки жељени момент t израчуна са овом 
неопход.но потребном тачности како хелиоцентричку цужину Земље L = ~;) +: 1800, 
тако и р3.стојање њено R у деловима напред реченога њенога средњега р3.стојања 
R,) ОД СУllца. Интересантно је још и. то, што је Кеплер, при одређl1вању 
правца aIlСИДНИХ линија т. ј. дужине П перихела за Земљу, могао заш1.ЗИТИ, 
б.lагО.1.Јрсћll тачности и многогодишњим посматрањима Тихо-БрахеОВЮ1, 
пuстуПlЮ раШћење те цужине П у срецњем за 11':5 гоцишње (ул. 104.) 

122. Испитиваље орбите Марсове. 

I\ко ставимо у једначини (1.) познату за момент tl величину Rt , ТО Ђе 
се \13 I!,е изразити, - у тим истим јециницама Ro, -. и величина [~ а ;·:нпим 
је ЛаЈ;О одредити, за момент t() противстајања Марсовог, и хелиоцснтричку 
ширину IЬCГOBY MSm = ~ па и само растојање његово оц Сунца SM ,= r (сл. 61.), 
јер ИЗ троуглова MSm и МТm излази, да је: 

Мт p-R 
tg ~ = -,- = р . tg ь и r = р. sec р . . . . . . . . (2.) 

~ПТО се Л!'lе хелиоцентричке дужине Марсове 41' Sm = }" то Ђе она у MO,\ieHTY 

(,ј б!1Т1:! просто равна геоцентричкој цужини његовој 1. 

Та!(о је Кеплер могао поступити само за 8 ра3'НИХ IJРОТИВСТЈјања 
Марса, које је успео да посматра Тихо-Брахе. Нешто сложени је, али потпуно 
на тим истим основама, - а наиме по ма каквом пару посматрања Марса (при 
ПОJlО"жајИ.\1a Земље у Т1 И Т2) раздвојених једно од другога интеРLJалом времена 
S = БН6.9'i цана, - l{еплер је оцређивао (И8 троуглова ST,T2, Т,Т,m и ST,m) 
растојЈ.!иа р = Sm а затим и координате Ј., @ и г за врло много положаја те 
планете на њеној орбити; после овога, као што је речено у Ч.'1. 116, он је 
добиu RРСДНОСТИ за ,5( и ј, које оцре1јују раван орбите, и, најзац, дужине L 
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у тој равни. Тада се по тачно наijеним координатама L и Г, истинити пут 
Марса 1101(3:-:\<10 не као круг веЂ као приметно овалиа а наиме еЛИIlтична 

I 
"ри"а са дужаll полуосом а = -, (SП + SA) = 1.524 RD и са ексцентрицитето" 

с = ~IC = 2~ (SЛ - SП) = А (сл. 62.); само пак Сунце било је једна од жижа 
те елипсс. 

Много је труда утрошио Кеплер на безуспешно изналажење тачке je~Ha
коен! на дужој OC~I ПА те елипсе, из које би се кретање Марса показало 

3600 
равномерно са средњом углавном брзином 6. Lo = 686.95 за 1 дан. 

УостаЛ(ЈЈ\1, при обичном њеном положају у S' на растојању S'C = SC, 
за дневна померања планете Пр у перихелу и Аа у афелу и одговарајуtих Шll 
углова при цеllТРУ Сунчеву [:, Lp = 4 ПSр и [:, L, = 4 ASa излазило је 

ПS'р = AS'a = [:,L, 

.. L -,О П!,_ ПS:6LD _AS.6LD 
-' ,'- SП - ПS - ПS ' 

па према томе: 

6Lp _ (AS)2 
6L, - (ПS)2 

Т. ]. угли, Kl).ie планета прелази у току 1 дана близу перихела и афела, 
обратно су ПРU!lОрционални са квадратима њенога растојања од Сунца. l{ада је 
кеНЈ!ер то 0311(13ИО, и пошто се убедио да та пропорционалност постоји <{а 
промене :\ L JI на свима осталим местима орбите, он је дошао до дефини
ТИВНОГ i{Ш{ЈЪУЧКЈ, да при кретању планете остаје увек непромењљива вредност 
прuиавода (ПS)' .:'i .Lp = (AS)' [:, L, =,' [:, L, т. ј. дупле површине, коју описује 
радиус веlП"ОР за Јединицу времена. 

123. ИСТИНИТИ закони кретаља планета. 

Све напред изложено, што је откривено на кретању Марса, пока:iало 
се iJ,a је тачно и за Земљу и да ниуколин:о не противуреLIИ преljе Ha~CHOl'\ 

. . б 1 
њеном КРСТ'.Ј[!,у 110 КРУГУ; Јер је, з ог малог ексцентрицитета е = 60' еЛИПТИ'lIlОСТ 

Њ€lie ор6lпе била рани;е једва тек приметна (задаtiа 2. на крају ове главе). 
УбеДИ!3Шl1 се I;ОНТРОЛОМ и на другим планетама (јупитеру и Сатурну) у ИСТИJlИТОСТ 
И унивсрсаЛlliJСТ тога характерног кретања, н:оји је отн:ривен код Марса, -
!{еll.1ер је дошао цо ова два општа закона :*) 

].) Орбlilпа је сваке планете елипса, у чијој се једној жижи налази Сунце. 
2.) ПОUРlllина елиuтичког сектора, који описује радиуе вектор tlланеmс, 

расте аРОПОРI{1l0нално са временом. 

Али је љега занимало још и питање о меijусобној вези кретаља снију 
ПЛЈllста. I-]роннкнут идејом потпуне хармоније у природи, он се старао, да 
запаои C.'lII'lH'1CT разних средњих растојања планета од Сунца, ~ т. ј. полу()са 
а ЊИХОБИХ ОРП!lта, - СПОLlетка са хаРМОНИLIНИМ односима основних МУ311ЧЮIХ 

ТОНОВЈ, га 1'11.\\ са полупречницима сфера описаних и уписаних око свега пет 
могуtШIХ прави:1НИХ полиједара; али, И3 свега тога није ништа та'шо нзлС\:--шло. 
Напослсп{)', сравњујуtи ове полуосе а са трајањем S оптицаја планета и запа:-нш 
~_O_ 

~) 1{.оП:I';!' JlХ је 06ја8ИО 1609. г. у делу "дstгоnошiја l10va i~.L"i.0i·.-:о,)" sue рћјБјса coelt:stis, tr[l.dita 
LUlIll]1(~llt[l.Iii~ (!L' m<>,iћus slelJae Martls ех obseryatiO!libus ТусћопјБ Ргаће; pluriunt аппоruш po;'rlilla~i studiџ 
~lalJl)rala Ргаgае:· 
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да О;1.11ОСИ ~ 1 који су ПРОПОРЦИОЩtлНИ линеарним брзинама KpeTaњa~ расту 
са приблИ/!\ењем ка планети, њему је синула мисао о СИЛИ, која као да иолааи 
из Сунца и као да управља кретањима свију њих. Односи а2 : S, I~ao ШТО 
ПОi{8зује fџсье таблица, вев су опадали са смањењем а; ОДНОСИ паl( аЗ : S2 

, , 

Ilоказал!! су се тачно ]еДНatШ КОД СВИЈУ планета: 

за ~ Q б " 2ј. ћ 

а = 0.3871 0.7233 1 1.524 5.203 9.539 
8 = 0.2408 0.6152 1 1.881 11.86 29.46 

а: 8 = 1.607 1.176 1 0.810 0.439 0.324 
а2 :8 =0.622 0.850 1 1.235 2.282 3.088 
аЗ : 82 = 1.000 1.000 1 1.000 1.001 1.000 

На тај је начин откривен ире/ш закон кретања планеТ8,*) Т. ј. 

З.) l(вадраmи трајања оптицаја планета UРОUОР4ионални су са кубоml.Јta 
срrДЊ1f.'( растојања ЊИХОВИХ ОД Сунца, 

ОГРОЩIИ значај последњега закона је ачевидан: на његовој се оснО[НЈ 
IIСГ!ССРСДI!(Ј одреryује дужа полуоса а оне елипсе коју описује планета, а!,О је 
!!оэнато трпјање S њенога звезданOI' оптицаја; исто тако и обратно. 

Та"" су на пример, за најудаљеније од Сунца велике планете, Урана (f~) 
и Нс!пуна Сф), - lюји су откривени помоћу дурбина тек у новија нре.\"\е!lЈ,
дуже пол)'осе орбита а равне: 19.18 и 30.06; према томе за Уран 11:Нlаои, 
да је S '-" (19.18)'" = 84.0 а за He!ll',vH S = (30.06)'" = 164.8 звезд, "UД'iI' •. 

ПРII томе излази, да су сва три закона I{еплерова тачни и за !<()\\t:Te, 
[(O.ie ПРllпа;рју Сунчевој системи и које се крећУ по врло развучеНЮl еЛИIIТИЧЮ!М 
ор6lпача. Тако Бе, на пример, за телескопску Iюмету Енке, - која се ;1еРј:ј();~fi'IЮј 
нраЋЈ. Ј!Ј. сној перихел SП = а (1 - е) = 0.341 ПО истеку времена o:~ S ,3.305 
3Е. ГОД[lј';С, -- БИТrI а = (3.305)'/' = 2.218; због тога ексцентрицитет Њ~HC ор{)ите 

0.341 
И3,liJ.Јfj РZШZll! 1 - 2.218 = 0.846. По тим се ИСТИМ законима крсlЈУ, нај.'3ЈД, 

OI~О П.1,шет;t· и њихОВИ пратиоци (гл. ХХ). 

124. Одређиваље места планете на љеној орбити. 

Л[-:о ј<; С ексцентрицитет и ако су а и Ь = а (Т- e~ лолуосе сmшсс, коју 
OIIi1CYJt JI:li~ll(:Ta, ТО Ђе се дупла површина ':::;, КОЈУ прелази њен раДfЈУС ве!стор 
у ·I\Н-:.\-' 1 ср. дана, израаити, на основу 2. 331шна l{еплеровог, овако: 

2
7rab 2 -----

t;;= т=па V Ј -е' . . . . . . . . (3.) 

S () 
2~ 

!;.Ј,е J~ I1.)СПУНIЈ оптицаЈ планете у средњим данима а II =-s- СРС~,LaУГilовна 

6рсН!!ы 11,'.:I!()га кретања око Сунца, I{oja се, на основу 3. зш{она 1{(;П"'lсроr::ог, 
:\ll)же ;(о(јIПII у лу'tНН:'Ii секундима по истој' таквој брзини кретаља 3С.\I,ъе 

о-

п'; = ""}Ij;:~'i(j~- = 59'К 193 на овај на'IИН: 

~,-

" 11 llo II = __ о 
а 'ј, 

") :1.>:'.[" Ј{еплерово: "НаrШОl1icеs шuпdi libri У. 1619', 

. . . . . . . , . . (4) 
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УЗ.\,\ШIО, ;:],[1. је fI.ынета Р (сл. 63.) прошла кроз свој перихел П у мо;\\енту to 
па да ВlIДИ.\\'Ј, 1(1КО Ђе се за свако друго време t срачунати истинита њена 
3ЈЈОЈ\'\з.1ијi:1 . Ј ПSР = v и радиуе вектар SP = r по даној површини преiјСlюга 

еnИППIЧ"')Г се"тора (ПSР) = + 0(1 - (0)' Ову је "Т'''-. 
зада!lУ 1\"CU.'lCPOUY решио ОН сам, на основу лозна- //_"-'~T~~ 
тих геО.\Iе"јРIIСЮIХ особина елипсе, на овај начин: / 

l{,щ ОПl1шемо И3 центра елипсе С к'руг / , 
ПОЛУПJlе'!i!Ш~().\\ СП = СА = ([, кад спустимо на сп ( / 
упраI3НУ Г(1, која ceele КРУ[' у тачци Р' Ј ИЈ кад спојимо A,~,--.--"""/:';""f":",-Irr 
Р' са S, Ј,о{)и!,(,,\1О површину сегмента (ПР'Q) и 1<: , С 4<1 ~ Q 

(SP' Q) . . С·л. 63. 
ПОВРШII"У тро)'г,ы , КОЈе СТОЈе у односу према 
РССПСКТИВIНШ Сl:!ПТИЧКИМ површинама (ПРQ) и (SPQ) исто онако као а према Ь; . . 
зоог тога J~ lJ 

(ПSР) = ~ (ПSР') = '" 1 - " (ПSП'); 

ка;:!. пак ПОП}'ЧС-'.lо полупре'-lНИК Р'С и Qзначимо угао 4· пер' са Е, имаtiе:\ю, да Је 

(ПSР') = (ПСР') - (SCP') = a~~ _ a~e sin Е = ~2 (Е _ е sin Е). 

ИЛИ Е - е': sin Е = п" (1 - 10) = м . . . (G) 

OB:l,C е с. sin
e 

1" изражава еRсцентрицитет е у угловној мери; дани угао 

М, rшји ГCl.сте пропорционално са временом, то је тако звана средња аНО.НGлија 

ШI.1l1сте; ПО.\\оtЈј-јi! пак угао Е, који се по њој oдpe~yje, добива назив ексцеНШРUЧflе 
ШlO.шumјс. ДЈ (ји се ПОМОћУ њега (е и Е) изразиле тражене г и v, да напо,\\енсмо, 

да је SC~ = СО - CS, Т. 'ј. 

r Cos v = а cos Е - ае . . . . . . . . . . . (5.) 

а по ПО:31IаТОЈ полариој Једначини ели псе, да Је 

И3ЛЈ:--i!I 

р a(l-e2) • 
г=! ecosv=l+ecosv"." ..... , (6.) 

г 

а 

1 -е' 
Ј +ecosv 

cosE -е 
cos v 

а ОЈ.<lТ.1С се ;ја )' и r добивају ови изрази: 

cosv = 
cos Е - е 

l-есоsЕ 
и r = а (1 - е cos Е); . . . . (Н) 

при ЧС'\\Ј"' се и.зраз за cos v лако преображава (чл. 17.) у много ПОГОДНlJј~i за 
ра'-ЈУIJ<1IЫ: УГ.Ы 1': 

г дс Је 
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tlJTU се тиче ексцентричне аномалије Е, бројна ће се вредност њсна 
одредити 11;~ Tpa~cцeдeHTHe l{еплерове једначине (О), али, разуме се, само 
м EK,:I<'"mfJ"'I'Hlffarll Е поступним приближењима, при чему ће се са ма !zaKO 

грубо приближно узетом величином Ео, нпр. Ео =-= М, 
У првом приближењу ЦО бити Е, = М + е sin Ео, У ЦРУI"ОМ 
Е2 = М + е sin Е[ и т. д. цок се не добије са жсљеном 
тачношl;у Ео = Ео _," 

" 
~" 

/ 

.. 
с·, 

" 

f'c 
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. , 
f 

" , 
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~: 
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V 
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1" ::Ј." 
1" 1 

1/ , 
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, 
1 

• 
" 

I 1 
н оо " C.l, 64. 

Она прва вредност Ео налази се најпростије 
(с та'IНОшl;у цо 1') помоl;у приложене овде ГРЗфИЧl<е 
т.блице француског астронома Рацо (сл. 64.), чија је 
оштроумна КОНСТРУl<ција основана на томе, што при 
разним вредностима еi<сцентрицитета е, - !zoје су узете 

за апсцисе, - ординате М треба да припадају (!zao што 
то ПОi<азује једначина О) правим линијама, KOjt: одго
варају разним вредностима угла Е. 

Узмимо, да треба срачунати Е са тачношћу д.о о.' 1 
по цаној средњој аномалији М = 520 8~ О !(OMeH~ Фаја 
(Faye), за коју је е = 0.54902 = 1887: 4. из тзБJlице 
се одмах види, да тачци (а), - која се ОДРС1Јује по овим 
даним и која пада управо између две косе линије са 
натписима Е = 800 и Е = 900, - одговара приближна 
вредност Ео = 830 а са њоме, као што је напред pccleHO, 

доби\-,с се рачуном са логаритмима од 5 деци мала ова поступна приближења 
ка Пр<lВОЈ вредности за Е: 

125. У потреба редова. 

Због незнатних величина ексцентрицитета е планетних орбита, на име; 

за ~ ~ 6 d' ~ ћ 'tI Ч.t 
1 1 1 1 1 1 1 

е= '5' 140 ' ба' [Т' 21' ТВ' 22 ' 
~ 

112 

ПО1ЗОЉНИЈС ће бити ако се . сасвим избегне срачунавање ПОМОћноr угла Е, 
ИЗрOl:·Н!r3ШИ истиниту аномаЛИЈУ v и радиус вектор г планете непосрер,но у 

фУ!IIЩllјИ дане средње аномалије М = п (t - [о), али веЂ само У облику приближних 
реДО13а по растуtим степенима е. 

УЗ.\iИмо за тај циљ овај израз бескрајно мале површине, КОЈУ прелази 
планета ::\<1 време 2dt: 

г dv = а dt =а2 у 1 ~e2.n dt =а' yT-е2 dM. 

Одатле !lC се, на основу једначине елипсе (6.), добити 

dM = (1 - е')'" (1 + е cos ")-' dv 

а ако се ()граничимо, ради упрошtења, само са другим степенима с, то l1.e иЗаЂИ 

dM = (1-2 е cosv+; e'cos 2 v - ...... ) dv: 

М - 2' +32'2 - v - е sm v 4" е slП v - ..... . 
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Одреi)ујУ!iИ из ове јецначине обратно, т. ј. v ПОМОћУ М, наЋИ Ћемо спочетка 
у ПРЕО.\\ щmU;IИжењу ;; = м + 2 е sin М, а затим ве у другом приближењу изаЂИ 

"q = v - М = 2 е sin М + ; е' sin 2 М + . . . . . . . (1 ') 

, 
= (1 - е2) (1 + е cos ")-' = 1 - е cos v - е' sin2 v - ... ; 

" 
одаТЈ1е ПЈЕ, после стављања овде величине М уместо v И3 игрэзэ (1'), излази, да је 

r = а (1 - е cos М + е' sin 2 М - оо оО) " . . " (Н') 

, , 
Оно Је Д(Ј[зОЉliO ради рэзјашњења, да Ј<ЭД би се продужи ло развијаље dl\Л и --

" 
!~a L!CTGpTO!' степена е'закључио, онда би се за"fj и~добили ови још тачнији редови: 

" а . 

"q = (') с - I е') sin М + (~- е'-.'.' е') sin 2 м+Ј:Јез sin З М + IO~ е' sin 4 М, ,-" ([') ,- 4 4 24 12 96 

1) ~:....::: 1 + -1 е2 _ (е _ ~ еЗ) cosM _ (_1 е2 - -1 e')COS2 М--
(/ 2 8 2 З 

3 I -- е' cos зм -- е" cos 4М+ 
8 3 . . . . . (Н') 

110 тај се начин реАОМ (1') или (1") изражава једначина ценшра "г, с.с l' -
- м = L - l'Q, Т. ј. разлика изме1)у истините дужине планеТИllе L ~;:. v --1- п у 
MOMf:HTY t Jl средње Lo = М + П. Због тога се и за полазно место планете 
~НЈЖ~ j".1CТlI нс њен перихел веЂ и ма I<оје друго, одредивши га управо срсдњом 
D.УЖИНШl К планете у nани момент [о. У астрономији је примљено, да се ТЈј 
ПU.'iЈ;-Шf! _'МЈ.\lсrп [о зове епоха. После тога Ђе се за свани други момент 1 !-iai-}II 

јед]]о ;~J ~\p)TJ1M: средња дужина планете Lo = К + п (t - /0)' средња аномалија 
М - L.!) - П, једначина центра 'f), радиуе вектор г и најзад, ИСТИНИ'Ја ;l,уЖИНД 

, , ' , , (1) 

KOj(l Ђе се I1рiПОМ ипак рачунати од првобитне тачке пролетње раВIIU;Џlевице 
-1"' СПlJХt: /0' Ј, да би је пренели на тачку rr за момент [, њој треб<l ;-ЩIЏ1ТН 
ЈОШ и прt?,\Н~lllгај тач[<е r(' за време (t - [о) дана, т. ј. величину о:' 138 (t - 10)' 

126. Срачунаваље геоцентричких координата планете. 

И.~ С!Јега напред реченога види се, да се место планете у простору 
OJPt'tjyjc, ;-;а. ~M који жељени момент [, ПОМОЂУ шест величина, које се ЭОl>У 
с/и'.'I'IСl/{/{/[ I'."ummичког крешања планете, а то су: /?, ј, а, е, П и К. O;~ ЉИ;;: 

и i ;Ј,эју раван орбите у односу према еклиптици, а, е и fI дају ilИ:\lе!!~;Ј1је 
iI положај ~-'lill1Тичке орбите у тој равни а К покааује место планете на тој 
елипси у ~П\)ХИ 10' 

"'Ц се нађу L и r по формулама (1), (1"") и (Н'), ако је ексцеНТРИЦlIтет 
е /Ј,IJСТ;) ~\i1ЛН, ИЛИ, кад се одреде тачно по формулама (1) и (Н), Зi(О Је ТО r 

,-, 
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пеБе, ОIЦZl је лако по даним Q и i добити еклиптичке координате планете 
), и ,ј оа основу формула (3') и (4) чл, 116, (сл, 59), при чему lie изаЂИ: 

tg \' --'- Ь() = tg (L - Ь() cos i ) 

tg~=siп(л-Ь()tgi 1 
(К) 

3аТI1.\1, за прелаз са хелиоцентричких координата Л, ~ и. r на геоцсвтричке 
1, Ь 1I ([, требаhе, да се срачуна З3 тај ИСТИ момент t Земљино место, Т. ј. 
ИСПlll]па дужина Сунца 0 и растојање до њега 'о и тада Ђе се, на основу 
фор."у.lС! (1) чл, 116. (сл, 58), - али само у обратном реду, - одредити 
1, Ь и (1, овако: 

d' sin (/ - 0) = Г, cos ~ sin (л - 0) ) 

d' cos (/ - 0) = г 0 + г , cos ~ cos (л - 0)! ' . .. . (L) 

tg Ь = ; , sin ~ и d = d' sec Ь Ј 
[_Ито се ПI<iе рехтасцензије u. и деклинације а планете, то Ђе се оне нзhи по 
/ 11 Ь lll"\оћУ општих формула (Р') чл, 101. 

АЈ;О се најзад означи са 7t''' паралакса планете и са R" утловни полу
ПРС'IНlЈ\{ ]],енога диска, при растојању њеном d, а са '1t 0 паралаКС<l Сунца, 
која О;Ј,гопара узетом за јединицу средњем растојању његовом од 3ещье, онда 
11С се ПL) формулама чл. 95. добити, да је 

" %0 R"= k " 7С'=([И .1t, 

Ј"д,с k о;.mачује однос линеарног полупречника планете према полупречнику 
3Сill.ЪИ!lIJЈ' екватора. Одатле изЛа3и и обратно, да, ако је параЛ8Ј{са 7.<' планете 
одређена бар један пут И3 посматрања, како је ТО изложено у <\Л. 96., онда 
ile сс ПО~lOћУ ње добити и паралакса Сунца, сматрајУћИ је као непознату. Из 
М!10ПiХ ЈlајпогоДнијих одређења паралаксе Марсове и некојих М3ШIХ планета 
(око iI\О,1Ј\l'Јшта ЊИХОВОГа противстајања према СУНЦУ), ТИМ се упра13() начином 
lЈ одреllујс доста тачна величина 7i:,", = 8:'84; најновија пак многобројна посма
тр::ш)(.l нај6лиже Земљи планете Ерос, извршена 1900. и 1901. г. дала су још 
таЧНIЈ.iУ вредност Сунчеве параЛ8ксе 1С 0 = 8':806 са средњом грешком од 
спега ---t. О'.' 003. 

Нн изблиза није тако просто наfiи, обратно, саме елементе елипти'-l!(ОГ кретања 
П,'јанt:ТС 11;) неколико само праваца посматраних са 3емље на њу. Ми .смо пuказали само 
Мtoтоду, коју је за ту циљ оштроумно пронашао Келлер (чл. 122); али се та J\leToAa 

ОСЩШCl.1:1 {Ја веЂ. познатим трајањима S звезданих оптицаја великих планета и на многобројним 
посматраlЫlма тих планета У TOI<Y од неколико њихових оптицаја. У садање вре",е, "1еђутим, 
када се ~наl{однеВtю открива .много телескопских планета, постаје неопходно погре()но, да се 
uJ,P!C;lC е;!t~,\\енти елиптичког Rретања сваке од њих само 113 неколико првих посмаТР.1ња сваке 

од љих, ;(3 би се што пре саставила таблица или тако звана ефем.ерnда даљих привидних 
!l-Н~Ста TJ!,lJe планете, те да би се згодније налазила на небу, ина'-lе се можс иС!губити. 
Pa;~y.\\e се, да је за одреijивање оних шест непознатих: 67., i, а, е, П и l{, потреuни имати 
(јар lнеп геоцентричких: њених координата (1/. Ь1 ), Љ, Ь2) и Оз, ьз) т. ј. три ПUГПflуна њена 
ПИСЈ,штрања у различитим моментима времена: tl, t2 и Iз. Тада треба, по ТрИЩl познатим 
ПОЛQ;."ај;НМl Земље Т1 , Т2 И Тз У тим моментима и по трима правцима посматраним са ље 
на П.'Iанету, повуfiи кроз неnомично Сунце S тщсву раван, а затим, кроз три ta'-lКС Р ј , Р2 И РЗ 
њсвога пресеl(а са тим правцима - такву елипсу, у којој би тачка S бlf.1lа љена жижа а 
прнто,,\ да површине елиптичких секторз (P1SP2) и (Р2SРЗ) буду једна према другој у односу 
кап 11 Пl! гсрвали вре.мена (t2 - 11) и (tз - t2)' ову је зэдаfiу прво решио Л а п .'1 а с а потом 
још \Ј()Ј"одније Г а У с У његовом анаменитом трактату "Theoria П10ttlS соrРОП\Пl СОl:!еstiШI1. l809." 
r\,ш све то, - као што је веЂ. речено у "уводу" - саставља особитн uдеЉЭI\ "шеорltс" астро
НШНlје, не у општем веЋ'у специјалном СМИСЛУ те речи. 



127. Пример за објашљеље срачу:ваваља :координата СунчевиХ. 

Ди о('јаснимо све што је изложено у чл. ]24., ]25. и ]26. за одреijивање 

.\\естЈ Земље но. њеној орбити или, ШТО је све једно, за одреtjивање геоцен
ТРИ'-IЈ.:ИХ коор,гџшаrа Сунца за некоји момент t, нпр. за гринвичко средље 

ПOi1не ЗА. јуло ]885. године. 
По та6;нщама елиптич({ог кретања Сунца од Л е в е р и е-а (Anllales de 

ј'ОЬsегvзt(Јiге Imperial de Paris. Vol. IV), - које служе као основа (1з' та 

срачунаВ3lЫl, --- у епоси tO= 1.0 јануара 1885. г. по ГРИНВИЧКШ\'l сред. BpeMellY 

треба да буде: 

1{=-_2~lОI8' 2" 

П =. 2НО' 57'2]" 

е = sin Ф = 0.0]6756 

(lg е = 8.224] 7) 

или е"= ф"= 57'36" 

(lg е" = 3.53860). 

Пошто је у "вом случају 1-10=210 дана и п~(t-Iо)=210Х59'Н':I'Ј3=о 
= 206 58' 41 " то Ђе се за момент 1 добити 

I,"=К --п;(I-lо)=]280 ]6'43'' и M=Co -П=207'19'22"; 

3,1ТИМ i-ie се срачунати истинита дужина L и радиус вектор r Сунца по 

таЧНИМ формулама (G), (Н) и (1) на овај начин: 

Ig sin М 

с" sin М 

'1.66182" 

- 26' 26" 

Е, = 206' 52' 56" 

Ig sin Е, = 9.65529" 

, .. Е -26'3" е SlJ1 -:] =-':: -

E~ Е,-·20653'19" 

IgIg(45 0 +: '1')=0.007269 igcosE= 9.95031" 

IgIg: Е=0.62]5Щ IgecosE= 8.17448" 
1 

Il[lg" v =0.628779" ecosE=-О.ОI4944 

: v = 103'13' 44': 6 ___ --'(~_..:.1:.:.0..:.14..:.9=_44:...:.._ 

v=20627 29 C=Lo+'~= 127'24'50" 

'~=v-M=- 51 53 0':138(1-10)=1-29 

Доцн.и.iс heMO видети, да за добивање тачне привидне дужине Сунца 'Э 
трсба lI<li1eHoj дужиии L додати још неке поправке, а наиме: пертурбационо 

дејство n:taHcтe (гл. ХХ.), нутацију (гл. ХХI.) и оберацију (гл. XXlI), '''* у 
ОВО.\1 СЛУЧЈју све заједно износе - 26"; радиус пак вектор доБИћС усљед 

пеРТУР();:ЩIIОНОГ дејства планета попраВl<У - 0.000043. Тада Ђе дефннипшн() 

изаЂИ, да је 

0= 127024' 53" и г = 1.014901. 

Изналажење рехтасцензије Сунца А, деклинације О, јер,начине времсна 

у =- А - Ао УГЛОВНОГ полупречника R" и хоризонталне екваторијалне паро.Jl3Izсе 

'<', извршиtе се срачунавањем по нагибу еклиптике ОО = 230 27' 5", која одговара 
il,юменту t 11 по величинама R~= 16'1':82 и 1t0 = 8':85, које се узим.ају у 
Nal1tical i\IШЈ.llас-у за r = 1. Ова се срачунавања врше по формулама: 

tg А := tg 0 cos ОО, sin D = sin 0 sin (I), 
R " R"=_O_ 
г 

~o 
И 1t=-, 

Г 

25" 



на ОВЈЈ начин: 

/д Ig C~) = 0.11 БЗS9п 
Ig C()S (о = 9.962557 

{О" tcr А = О.О7Н91бп , , 
А' = 129' 49' 22" 

А" = 8h 39" 17'47 
L,,~A"=833 8.80 
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Ig sin Э = 9.899962 

Ig sin '" = 9.599852 

Ig sin D = 9.499814 

О=+18'25'36:'4 

у = + 6т8~67 

Ig R:' ~ 2.98309 

I!? r = 0,00642 

Ig "о = 0,9468 

R"-15' 47:'7 

7:= 8.72 

ОБе су исте вредности О. г, А, Ао (звезда но време у ср. гринв. ПО;Ј,неву), 
у, R" 11 ;: И Аате за 30. јули у Nautical Аlтапас-у за 1885. г. 

3адаliе: 
1.) Одред,ити елементе елиптичке орбите Марса: Q, i, а, е, П и епоху 

to ПРОЈ1Ј.,"'С! његова кроз перихел, по хелиоцентричким његовим !~оординатама, 

[шјс су онце преписане И3 Naut. Аlmапас-а за 1885. годину: 
.. 

у гринв. среА, подневу. i. ~ (!? r 
1, фебр. =1, 31б'41:2 -1'51:0 0.14198 
1. јула =1,=1, + 150 Аана 4822.4 -о 0.60,16834 

28, Аецем, =1з=1,+ 180 дана 136 б,З + 150,90,21951 

ј"Ј,С се све дужине ), односе на еквинокцијалну линију ОД 1. јула. 

Пре свега одредиhе се по формулама ЧЛ. 116: 

~ = 48041.'0, i= 10 51,'0, Lj = 3[6О 41.' З, ~ = 480 22' 4 и Lз = 13б~ 614. 

дт о;ша'ШМО затим у изразу (6.): 

1 1 е е .' 
г = р, р= ТС'рСОSП =х и р' зm П = у, 

Tu 1\с C~ З~\ три н{познате 7', х И У добити три јеДflачине обли' а: 

7' + Х cos LI + У sin Ll = РI 

[јос.'је ЧI~јсг решења излази, да Је: 

7. = 3330 55: 9, е = 0.09337, а = l!:... с'ј = 1.5237 и n=--~~,=3If44З. 
а • . 

ЉЈСЈН.' "[,)1';1 н.е се по формулама (1) и (Н) срачунати аномалије: 

1, " Iз 

v = 3420 45: 4 74026'5 162010' 5 

Е~З44 16.7 69 20.6 16027.4 
М~З45 43.7 64 20.3 157 40,0 

м 
to=t- n =2В.23 фебруара по гринв. ср_ времену. 

2.) Кад би се кретање планете Р око Сунца S вршило ПО СЛИllСII, али 
нс (11) јl,ругоме закону l{еплеровом, веЋ са сталном углавном бр:::иноы 11 око 
T;:t'IKe !:е.:.\накости S', КОЈа се налази у другој жижи елипсе (сл. 62.), ПОfi:3З3ТИ 
ОIЏз' приближно (с тачношtу само до другог степена малог ексцентрищпета е), 
УКШНЉ:О би се разни положај и планете разликовали ОД истинитих И l{Ј!ше би 

УПРЈf'.О највеће грешке требале при том да изаijу за Марс (е = I~.Y) и :::sa Земљу 

(c-"Ju)? 
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При тзr;вој би претпоставци угао 9::: ПS'Р = м == п (t - to) био средња аномалија, угао 
пак ,'( ПSР -= i,1 - истинита аномалltја а угао ~:::: SPS 1= 7]' = у/ - М - једначина центра; 08а 
1I0СЈСДlьа ();ч~едила би се И3 троугла SPS' овако: -

., 2а"м 2,,'nM[I+ (М+')] 
SIn '" = SI"' • sm = 1 е2 е cos ." 

ИЛИ )')' = у
Ј 

- М = 2 е sin М + е2 sin 2 М. 

ИСТШН1Ј п.:щ rн:ли.чина '() = V - М изражава се редом (1'); према томе је разлика 

I е2 • 2М v-v=-4"'sm . 

3] МЈРС је нзјнсliа 
1 l' 

грешка +-.re2 равна +7:5 аза3емљу +4" 

3.) У Nautical Almal1ac-y за 1885. Г. показани су елементи слипти'шог 
~pCTall,<1 ,I\Л3.IС планете Јуноне (3): 

:;а CIIO'" 10= 13.0 априла 1885. г. по. гриив. 

ф' arcsine= 14'50'12" 

п = 813':93 

19 а = 0.42628 

ср. Вр.: К=189'22'IО· 

П=55244З 

6/ = 170 39'55 

1 . 13 1 56 

СР;lЧ).'IIЈТ~1 [НЈ њима за момент f = 30.0 јула 1885. г. гринв. ср. Бр. хелиоцен
ТРИ'IЮ: ююрдинате планете (л, ~, г) и геоцентричке (а, д, d) са таЧJ-lОШ!'iУ 
цО l' .'1.УЧ1iе. 

I\ао uпn је објашњено у чл. 124. И 126. наБИ бе се, за дани момент t ,f(J + 180 дана 
1.;3 .'ЮI'ЗРИТ,\\ЮIЗ од пет децимала, редом ове веЛ/lчине: 

Ј_о=2IЗ~47:2 М= 158022'5 

L ~222 4.8 A~221 21.0 
Е= 162043'8 

'=+10'9:1 

v=1660 40:1, '~=80 ]7:6 

г=33211: 

3(1Т1],\\ !iC се СЈ. I,оординатама Сунца: G= 127024:9 и го = 1.049, - које су Bel] срачуна:с 
за МО,\IСIП t У '!л. ]27., - по формулама (L и F') добити: 

1=203'47.'4 b~+9'53:7 d~3.4066 

8" 8 .~-oo 1'7 и '1t =-'-= 2"6. . ,. 
4.) !<од се допусти, да је Земљина орбита "руг (а = 1), и кад би се 

у.')ело, ,Ј.Ј је дужа полуоса а елиптичке орбите неке од СПОљњих планета мања од 
Ј -т-- е 

ОНц<1 доказати, да Ђе њено привидно кретање, које се са Земље посматра 

ЛИllез рна брзина !{ретања планете у перихелу V треба да буде веба од брзине кретаља 
;1r:м.ыогr \;0 а пошто јР, на основу формула (3.) и (4.), 

1 + е 
ТЈ Tj}crJa ;Ј.3 Суде а < 1 е' 

у- о _ по .!l+e 
--a(l e)-{о'V 1 е И vо=по, 
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r ЛАВА ХIХ. 

ЊУТНОВ 3АКОН. 

128. Постављаље начела :механике. 

у 1687. години појавило се на свет велико, генијална дело ЊУПIOВО 
"P!1Hosoplliae I1зturа1is principia mathematica", у којем су први пут била јасно 
устаљена начела теоријске механике те је на љиховој ОСНОВИ откривен закон 
универсаЛllе ,-,ривишације (свеопште тежње, ПРИВЛЗLfења) и све посљедице, које 
И~ љега потичу, као ШТО су: кретање планета и ЉИХОВИХ пратилаца по 

I\еплеровим ::Јаконимз, појава "рецесије и прилива, спљоштени облик Земљин и др. 

Ево ТИХ ОСНОВНИХ ПОЗИЦИЈа механике, КОЈе су остале и ДО данас 
нспш<олебане: 

1.) Праволинијска и равномерно кретање свакога тела треба да остане 
такво спе дотле, док не ПОLfне на њега да дејствује нека сила Р. То је оСобина 
НllСРl(ије тела. 

2.) Промена брзине кретања тела или убрзање (а1Сцелерација) G врши се 
тачно у llравцу дејства силе Г, при чему је то G управно пропорционално тој 
сили I~' и обратно пропорционално масn тела т, тако, ца је уопште 

F=m. О. 

З.) При једновременом дејству двеју сила на тело, свака од њих мења 
ње["ово кретаље независно од друге; због тога оне могу бити замењене једном 
Рi!dулш(]нmО.ll, која је изражена, како по величини тако и по правцу, дијаго
на.1Шl паралслограма, конструисаног И3 ТИХ сила. 

4.) Свако дејство F = тО на тело, сусређе се са таквим ИСТИМ, директно 
СУПРОТНlШ дејством F = Mg са његове стране, усљед чега је 

М G 
-=-. 
т g 

129. Сила гравитs.ције (привлачеља, тежње) планета ка Сунцу. 

3аыисlИМО орбиту РОР]Р2 ... какве год планете у односу према неПQМИЧII()М 
СУfЩУ S (C:l_ 65.) и радиусе векторе њене PoS, P,S, P2S, .... кроз равие 11 тако 
.~lалс IIHTepSJ.'le времена 'dtl како би C~ елементарни сектори POSP IJ P1SI-\ .... 
могли СМ;Јтрати као троугли; тада ће, по другоме Кеплерову закону, ПОRршине 
ЊИХОВt:: (lити равне једној и истој величини а. dt. Али, кад на планету, у 
JlОЈЮЖЈју њсном P1, неби цејствовала никаква сила, она би, по истеку времена (ft) 
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прош.1а у процужењу праве РоР, простор Р,К,=РоР, а површина троугла P,SK, 
изашла би тако1)е равна POSPl = а. dt; због тога тачке К1 и Р2 ТРОУГ.'lова 
PjSK\ и P 1SP21 - са истим површинама и опшrом ОСНQВИЦОМ p!S, - треба д,а 

/' ....- / , " 
/ ,," р I /- , . /.// 

l' ./ ,~ Р sg::---

(.1. 65. 

се налазе на линији K1P~ паралелној са p\S. Одатле И33-la~И, да 
је сила, - која је преместила планету, у интервалу времена 
d/, из положаја К, у Р" -" цејствовала у правцу P,S. TaRO 
Ђе се ЦОRазати, ца је та сила увек УПУЂена ка центру Сунца S. 

Разуме се, да Ђе бити оправдан и обратнн закључак, 
? непромењљивости равни у којој се врши кретање и о одржзљу 
Јед,накости површинз, ако каква гац сила ПРОИ3ЛЈ3И из неПQ

МИЧНQГ центра S. На тај начин други закон l{еплеров изражава 
само неопхоцну осрбину свакога тако званог цеilшралног 
кретања. 

Да би се простије одре,~ИО мали премештај К\Р:/ = z, 
који:\'\ се iliери величина силе F или њој пропорционално убрзање (акцс.1ерација) 
G, :за,~\Ислиtемо планетину орбиту као круг. Кад по пре1јашњем ОЗН3'"ШМО 
УГЛОБI1У брзину њенога кретања око Сунца S аа 1 д,ан са п а полупречнИI": 
ор6ил: SP'I = SPl = SP2 •••• са г, имаtемо, по познатој особини I{руга, ца је 

= (P'P2)2_(rndt)2 =l-( d/)' 
z 2г ~ 2г 2 п 

с Д,руге пак стране, простор z, који проi)е планета аа време dt ПОД УТИl\ајем 
убрзања G, - као у сваком подједнако убрзаном кретању, - треба да буде 

ранно ~ G df па због тога је 

(1.) 

Али, кад се означи средње дневно кретање Земље ОIШ Сунца са ПО Ј средње 
љено раст(,јање од Сунца са ГО 1 онда по треЋем закону Кеплсровом треБOl да буде: 

п2 S~ го 
n~=S2= ,-3' 

[lрема To_\~e Је 

. . . . . (2.) 

11[. ј. убро'ање G је обратно пропорционално квадрашу растОЈања r Lf.Ю!lеmе 
ОД CYl!lfa. 

• 
130. Уииверсалиост закона гравитације. 

Са сличном силом, која потиче од Сунца и '(Ојом се О),РЖalыју све 
П.1Јнетс на својим приближно КРУЖI:ШМ орбитама, треба да дејетьујс и ;-:$емља 
на Ј\lССС!1, који око ње кружи. Ако озна~lИМО средње дневно ире гањс }\lесеца 
са ј' а cpt:iJ,lbe растојање љегово од Земље са d, то Ђе се убрзаље ј[, I..:оје ,земља 
СЈ.IЈПШТ;:ШЈ. Месецу, изразити на основу (1.) оваио 

g= v'd .......... . . (3.) 

[1 ]1<1 растојању Земљинога полупр.ечника р оно lреба да буде ПО!3t.'11а1l0 у одн()су 
{је: ?" l! .la да у 1 секунди времена веЛАЧИНУ: 

go = g ~ (8б~ОО)' Р (~)' (8б~ОО)" 
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Код се онае ставе бројеви: р = 5970 Х 3500 стопа, d = I =60.2 и v = 2~ ~З··2 ~ 
Р Stn'lt" 1, 

=-= 0.230, ОНЈ,а излази, да је go = 32.3 стопе, цпо је скоро сасвим равно 
убрзању силе теже, поц чијим утицајем произлази и падање тела на 3СI\\ЉИIIУ 
површину, f\oje је још Галилеј био иаучио. 

Да напоменемо овде, да Њутн добива доста сличну вредност за <Ц"~ тек 
за неколико гuдина после извршеног Пикаровог мерења степена по мери
дијану 1бlЈ9. l'. У Француској, на основу којега је први пут са ДОВОЉНОМ таЧllOСТИ 
OApet]C!l3 ВС.'1ичина 3емљинога полупречника; раније су га Сви сматра;IИ само 
за 5 200 врста па је стога и go излазило свега око 28 стопа т. ј. знатно маље 
ОД СТВЩНIO очс\{иване. То је и био узрок ШТО је Њутн З3 много година био ЗЗЩlжао 
пуБЛИј{()вање својих откриЋз. 

Напред наведено размишљање о бројном резултату за g[j убедила је 
I-Ьутна у IШ,Ј.СНТИ·ШОСТ гравитациане силе планета ка Сунцу и силе теже на 
Зе.\\љи; али је он увидео још и то, да се баш тим привлачним дејство'l\ Сунца 
и Месеца, -- али веЋ не на сву Земљу у целости него на сваку од lI,ених 
чеспща IlOСl:бице, ~ објашњује и појава прилива и одлива (плиме и осеке) а 
тако исто и Земљина прецесија, као посљедица њенога елипсоидног 06лИlZ3. 
Спе ово ДОI:>СЛО га је до постављања универсалног (свеопштег) закона граии
тације (ПРlшлачења) у овом облику: 

С вакс се две материјалне честице при влаче ме"ljУСОбно са СJfЛQ.ll tir~ 
кпја је уnрапно сразмерна ЊИХОВИМ масама dm и dm' и обрнуто сраЈ"Ј/срnа 
кrЈащюm}' расmојања d MetJy ЊИАШ ш. ј. 

dF - k dm.dm· 
- if2 (4.) 

I"де k 03Н.1Ч<1ва величину (интензитет) гравитаЦИQне силе цвеју маса, КОЈ С 
су узетс ~a јС;Ј,инице, - на растојању d. 

После тога је остало, да се развију чисто аналитичким ПУТО1 спе 
.\1СЈгуlше 1l()(;lедице тога за:'{Qна, ослањајуt.и се само на бројне резултате 
аСТРОIЮ1'-'\СЮЈХ посматрања, чија се Ta'lHOCT тада веЋ знатно повеЋала У сраЕНЬСЊУ 
са ПРС\јЈШЊОМ, благодареtи проналаску дурбина и примени његовој на утло
},IСРНЮl ЈСТРОНОМСКИМ инструментима. ПочеЋемо пре свега са излагањсм 
НРИ!!ЦШ1Ј теорије гравитације, која се цоцније развила већ у општу, ШI основу 
ЈЬут!!оног ~-;aKOHa. 

• 

131. Привлачно (гравитациово) дејство тела на материјалну тачку. 

Си.'l.:l г", са којом ма какво тело привлачи материјалну тач[zу А, ТРСОЈ. 
:Ја буде PC:~YJl i'aHTa од посебних привлачења те тачке са стране свију 6eCi.:pajHo 
ыаЛ!ЈХ е;Н:.\l~н;па dm тога тела. Да би се одредила њена величина lј nранац, 
У;iМИМО центйр инерције тела С за почетак трију z 
узаја-'rlНО унравних оса коорцинатних ех, СУ и cz 
(С;I. 66.). К,џ 0значимо координате каквога елемента 
тела Nl ј\-\асе (!m - са ~, "Гј и , а саме тачке А - са 
х, у и z, И~\Јhемо: 

(АМ)· .·с._ ,1' = (х - ~)' + (у - ")' + (z - О' .. (5.) 

II йКО yг.\~C(.1O у изразу (4.), ради упрошtења писања, 
!\\асу таЧI<С Л 1-1 I<оефицијент привлачења k за јединице, 

а'т 
ОНЈ,а te пrИВ.raчење А ка М у правцу АМ бити dF -=- U2' 

с 
.с 

СЛ. GiJ. 

:':0 
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ПО\UТО га расчланимо на три компоменте dFx • dFy и dFz У правн)' оса 
Х, у и Z \'1 ПОШТО напоменемо, да су косинуси углова, које заклапа пр;:ша АМ 

х-Е. Y-'t) z-Y 
са ТЈ\М правцима, равни d .:, d и d \ доБИЋемо овакве изра:.,е: 

dF =dm х-< 
х Ql'd' 

dm у- ·г, dm z-( 
dF'=(fi' d ' dF,= «l' d ' 

;~(ju!" то\-а lic ю:Јhшоменте -Р;О Ру и Fz привлачења таЧl{е А са стране не.'lј)IZУШЮ!" 
ТСјШ бlП Н: 

х-, Ј ' 
Fx = СР .dm, Ј

У_" 
Р,= d3 dm, j·z-~ Р, = d3 dm . , , . ,(6,) 

при че.~'у интегрирање треба ца буде извршено међУ извесним I"P<l!-шца.\lа :-за 
,.;, '{/ [1 ~-, које одређују форму и Щlмензије д.анога тела. После тш-а Ђе се 
D:1РСДИТИ и тражена резултанта F и угли (Р,Х), (Р,У) и (f,Z), које Olla образује 
са l.:оор,,\!1Н'ПНИМ осама, - на оваЈ начин: 

L' 1"+Р2 + р2 (РХ)-- F, (РУ)-' Ру (FZ)- с, (7) I ---" у z, cos , --р-Ј cos Ј -ТЈ cos , - --F .... 

/\.101 се компоменте привлачења F предстаLJљају и добијају још Гl[10стије, 
кпо 1lОсс()не производ,не по Х, У и z овакве њихоuе фУlнщије: 

u = u (х, у, z) = Jd~n , . (Ј,) 

rдt: ОГ-!Јј !Iнтеграл треба да буд.е распрострањен на све елементе iЏLГlQГЈ. телз, 
као l(\ЈД (6.). И заиста, из (5.) излази: 

~~=x-:;,! 
dd у-., , 

dY=-СГј' 
dd ____ z-~ 
dz - d 

'па Је стога . . . ,(Ј.) 

Она се Функција u зове потенцијал ПРИВЛQLlног дејства ДGfюга тела 11([ ша1[r:у А. 

П()што правац оса Х, У и Z није ничим условљен, то, при ;-iaN\.ени у 
Hai)CHoj функцији U координата х, у и z тачке А са ма каквим Apyrl!M (, 5 и t, 
треба :1" се добију овакве једнач"не, сличне са (Ј'.) и (7,): 

- '~:- 1-, = F cos (f,R), - С;:; = Р. ~ F cos (F,S), - ~ ~ P,o~ F cos (р,т) , (Ј') 

На тај се начин лако OAptljyje компомента ИЛИ пак пројеl<ција ре:1У.rп анте 
ПРИGЛач!!е силе F у ма којем правцу AS (сл. 66.). 

[(ада су димензије тела врло мале у ераrзњењу са растојањем СЛ -- r --=-~, 
- ~,':J::--:~1'2~ + Z2, онда се могу занемарити квадрат и и виши степс)-1И малих 

(,·111 ] 
ВС.'li1Чl-ll1:i -, -, ~ и представити тад,а у интегралу U функцију -Ј У о(јлику 

; ; ; 
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а пошто 1t: по осооини центра инерције тела 

то 113ЛЭ,:Ш !IРОСТО: 

Ш. Ј. [[Р1l 6јЈ.'1О великом растојању између два тела, она ће се lljЈИв.ла'lИlПil 
приБЛUЖ/fГ) онако исто, као кад би масе њихове биле СКОllцентрисане у ЊЈ/ХОНJi.Н 
ЦI!I/lПРIСШI lll1срцще. 

132. Привлачеље тела сферног облика. 

Д<l представимо себи сфери и, јецнородни и изванредно танки слој полу
ПРС Ll1111кЈ СВ = СВ! = r:J. (сл. 67.) па ца одред,имо привлачно његово дејство r l1а 
TJLjj{Y А, Еоја C~ налази од његова центра С на растојању АС = г. У тЏ)мс 
!~C с\учају (ЈИТИ повољније поларне КООРАинате у 
~\CCTO !lраВ\ЈУТЛИХ' УЗМИМО Т:iLш:е В и ВI продора праве 
АС Н<1 сф~рној ПОВРШИНI-1 за полове и замислимо, 
прво, Ci!CТtMY великих кругова Вm8 1 са разним 
ДУ;'КИ!IЈ.L\~а 1., а затим систему малих I{ругова са разним 

УГ,lОRmш !l(lJ\упречницима ВСт = о. Тад.а ЋСМО, у 
IlPCCl:I{)' ДВСЈ бескрајно блиска круга прве системе са 
~l,Ba 6ес\(рајно блиска круга друге, добити на површини СЛ. 67. 

, 'd ". d' праВОУГЈОНI1!{ са странама тт = пп = а. -:; и тn = т п = а. sm Сј. 1. а ј(3,'1. 

о~наЧfl~Ю густину слоја са а и дебљину његову са 60., имаtемо у н:-зразу {Ј} 

d'-'- -'-= rj." + r - 2 а. г COS О, dm = а. 60. о' sin о do. d). = а. 60"- d. Ј,ј. di. 
r 

2, 

U ЈЈ; = а 60 ; f dd f ф, = 2 'It а 6а. ; f dd. 
u 

lJJro се тиче граница nромењљиве d, оне ће бити разли'-\ите, ПРСI"Ш 
ТОМС, [~J .lll се тачка А налази ван слоја или пак у унутраШЊОј љеГОВОЈ 
ШУI1~Ы]],!l. У првом Ђе случају граничне вредности за d бити r -1- и. !Ј r - (Ј. 
па tiC :Н)()[" тога изаЂИ, да је 

"' т U = 4 'It а 60 - = - и 
r r 

ј-ДС је п1 -- 4'1t а.2 60... а маса целога слоја; у д.РУГОМ пак случају грани чне l1е 
BPCiJ,!!OCT!! за d бити а. + r и а. - r па Ђе CT01'a иза\iи, да је 

u = 4 '1t (; а. 611. И F = - ~~ = О; 

Т. ј. ПIIl!-:ll, једнородни сферни слој привлачи сrюљњу Tal~KY тако, као /ц Је 
сва Њ('l"(Щi1 маса т сконцевтрисана у ње,'овом центру С; унутара.е [Јак Т<:tчке 
011 C<lCUH:\\ и не· привлачи. 

Pa;~Y;'jle се, да Ђе такво исто бити и привлачно дејство на тачку А целога 
I-Iспрею-џн()[" низа концентричних слојева па ма Њ~1XOBe густине о, о', 01' ..... 
БИ,lе !1 ј1а::311ичите. Према томе, свако сферно тело, у којему су аОДједнаке 

26' 
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2YClllllllC јЈаспоре~ене maK0tJe у облику конценшричн.им сферни.х сло;евCl, привлачи 

А F 
м . . 

спо.'ы{,), Ш(i!{Ј(У са силом =;:: -12 m. Ј. онако, као да Је сва његова .vIQca 

AI --- ~т СЈ,"Viщеншрисана у његову центру С; унуmарњу иак шачку А, 01Ш 

Р ' М' . М' . 
UРIШ/Ш'iiL ('(/ СИЛОМ =-= г-г КОЈа зависи само ОД оне .UGce ,- КОја се садржи 

Ј }'lI)'шраШIL'ОС'ШiI сфере аолуаречника СА ~ г. 

Ckcil)J1lJa једнородних сферних слојева да никако не дејствују СВ?јим 
ПРИG.l<l'lёЊС.\\ на тачке унутрашњег пространства, вреци исто тако и ;:::а сло]евl', 

који су ()ГРlliшчени концентричним, сличним и подједнако распоре~ени_,\ елип

, 
/'" '--1. __ _ -.. " 

СQИДНИМ површинама. И заиста, у пресеку дпеју таквих 
површина са некаквом равни добиtе се увек две сличне 
елипсе ЬсЬ[с[ и Ь'с'Ь['с/ (сл. 68.) са ИСТИМ ЦСНТРО.\1 И са 
подједнаким положајем, и свака Ђе права сАе' дати Ilа једној 

. ., . 
и на д,РУГО] од ЊИХ, тетиве ССј и С с1 , КОЈе су пресеченс 

напола спрегнутим ИМ пречником ЬЬ јОЬ 1'Ь 1 ; због ТО!'(\ te 
д,ужина од,сечака се' и сјс ј ' увек бити равне Mei)y С060Я. 
Замислимо сада нроз тачку А вр. много беСКРZlјно блиских 

јеЈНZI ДP~T()j IIравих, ноје би образовале на слоју две бескрајно таню: ззру6.ъсне 
!1I1ра:Ш-I.:Џ; се' и е l ' с ј • Пошто су површине попречних пресека таквих I1ира"IНща 
упршщо (pa:~MepHe са квадратима растојања њихових од врха А, то he сваки 
е.:lе,\·\~нт ПЩ1Zlмиде сс' привлачити ВрХ њен А у правцу Ас; ово би пришычсње 
бил\) пропurционално само дужнии и густини тога елемента 'па Ђе се (тт'а и 

• 
ПОI!I·IШТlIТ!1 СУПРОТНИМ му привлачењем таквога истОг елемента пирамиде сје ј . 

133. Привлачеље обртних (ротационих) тела са врло малом 
. спљоштевоmliу. 

! ~РIII)"lачење елипсоиднога тела са врло малом спљоштеношl'iУ, .\юже се 
():lPCJ,IJТII н:\ сличан начин као и за тело сферног облика. 3аМИСЛИ,\1(Ј испрва 
јеЈ,аЈЈ Т;ШI,!i, једнородни слој густине а међу двема еЛИПСОИДIIИ.\l обртни м 

(РОТ,ЩI!(ЈIIШ\) површинама (сл. 69.) У којима су ~::::~1P~~~:
цеНТЈР С, ()Са РСР] и мала СnJьоштеност с једни 
и ИСЛ! :1 ;,,;; се њихове екваторијалне полуосе u. и 

(Ј. - - ~','j Р;l:mикују за врло малу величину 6а. Ако 
се у cr,c_\-\y, што даље буд,е сљедовало, ограничимо 
(lIlШ С\ IIРВ!1М степенима мале спљоштености с а 

Ю1<lДР<lТС I1 више степене њене занемаримо, онда 

I,е се полупречник тС = р неке тачке т такве повр
lIHIlIt:, - !\\)ја заl{лапа са ОСОМ РС угао 4- РСт = 
--;.: ~)O-' - у, - и дебљина L::. р слоја у тој тачци 
IJзра:шги, - на основу формула (6.)' и (7.)' чл. 77., 

, , , , 
i 
'р, 

Сл. (ЮО 

овако: 

р ~ "- (1 - с sin'~) и 6р ~ 6,,- (1 - с sin' ~). 

\. о, 

Нека су поларне коорд,инате таЧј{е А, коју тело привлачи, у О.Ј,НОСУ 
прt'_\,t1 ЛЈј истој оси СР: -4-- РСА = 900 - Ч'[} И СА -== Т. Повуцимо I{РО3 линијс 
РС И АВСВ 1 раван РВР]В] и 0значимо са А и d>. угле образоване II:-3Ј\Iе~у те 
раВН!I I1 ;!с!{их двеју суседних равни, које пролазе кроз исту праву АВСВ] и 
јЮЈС (t'I;Y спољњу површину слоја по елипсама ВтВ] и ВпВ]. Да преСё'lемо, 
3iПI1М, (ЈОј()ј правим конусима, који полазе из заједничког им врха С пщl, ра3НЮ-l 
уТЛ!I;,l(l ()"ј Iюра -4- АСт = r; према зајеfJ.liичкој њиховој оси ABCB 1• Пош ГО Ђс 
два таква суседна пресека тп и т' п' на елипсоидној површини прессhи прва 



дна тm I и пп' под углом 4- птт', који се ра3ЛИl{ује ОД 900 само за вр. 
ма.1У ВС:ШЧИНУ истога степена као што је и С, то Ђе, - према напред уста
љеној таЧI10СТ!Ј, - бити sin 4птm'= 1; исто Ђе тако, по формули (6.)' 
Ч.l. 77., бит!! раван 1 и косинус угла, који образује полупречник те са нормалом 
ЛI'{ке т. Э(ЈОГ тога Ђе се маса dm, одсеч.енога на тај начин елементарног 
паралелопиrrе;(Cl код тачке т, као и његово растојање тА = d од тачке А, 
нзра:зити On<lK\",: 

аm-'. 6р. р' sin о. do. d), = а. 6а. а' (1-3 С sin'~) sin о do dA, 

Ј' = гС -, ,'- 2 r r cos о ~ Г + а' - 2 r а COS о + с sin' ~ (2 r а cos о - 2 и.-); 

al~() сзiJ. СТ':ШIЈЩ) ради скраЂења, да је 

г'! 1- ("12 - 2 r u. COS G = S2 т. Ј. да Је . d sds sm G 0=-, 

'" 
Т() Ile IJ,~aГlJI, ,1,а је: 

({-' ==. s< '11 + с sin2 'р {г2 ~ :7.2 - 1 } ј 1 1\- с., (,,-., 1] и -=- 1---sLП ~ ---1. 
d 8- 2 82 

На тај ilC се начин потенцијал гравитационог дејства Ј целокупног слоја 
. на тач.I(У А ПРС;Ј,ставити у облику 

/
',1"" "ЈЈ(I 3 ")[ С., ("-.2 1)1 d /' U "'=, .. ;/- -_ .. О: L,a. r - с sm tp 1 - '2 SllГ tp S2- - s. ( А 

или 

где Је 

L1 .-= ~ . !.~a ; f ds j'd), - а . 6а 2(1.г С f ds (Г2 ; (1.2 + 5) Ј sin2 1f dt" 

sin 0/ = sin 'Ро cos cr + cos tFo sin G cos Л. 

Ka.'~ се ТО интегрира прво по промењљивој л од ), -= О до Ј,:::--: 27(; 11 кад 
ct: IrаПU~\СlJе, да Ђе у овим границама бити: 

• 
/ cosAd),~O и 

" 

ОIЦЈ Ј,с:мо до6нти, да је 

Ј 'sin:' 'f di. = :2 то si/l2 '-1'0 COS
2

,G -+ 1t" cos2 '-1'0 sin2 cr = '1t cos2 '-1'0 + 1t" (3 sin2 10 - 1) cos'! Ј; 

<ЖО паl; (1'al:;ll\\O овде, да]е 

s' t г2 + rJ.2 - S2)' 
СО cr = -==-"-2г. 

и ако О;Ш(ll!lI.\\О ради скраЂења 

то Ђе НЭЈI1Н, да је 

4 га' COS2~O 1 + (г + а')' = ь 
3 8in2 tpo 

. у ~ 2 -" /',Is + С -1 =ЗSin2~Оf[(г'_ а') _Ь + 5Ь - 2 (г' - а4) - (9г + 11 а') $' + 5S']dS, 
,,1) _ГЈ.. г 8(1.Г3 82 

с 

Прll томе интегрирању горња Ђе граница промењљиве s, -- која одговара 
Ј-= lьО'" 11 а--=АВ l , - бити s=r+o;; доња пак, - I{Qja одговара :::;=0 И 
d -о ЛI3, - (јиilе ИЛИ s = r - а, ако се Ta~H<a А налази изван слоја, И.1И ПЈУ 
S -- и. - (, i.IlZO је она њиме обухваiiена. У првом Ђе случају изаЂИ, да је: 
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.и;' -. / "'2' Ј ds = 2а, JS' ds=2a. (г' + ;'). JS'dS = 2а (г' + 2,"0' i- ~'I' 
а ПОС.:1С О)ПЈварајУЂИХ скраЂивања добиtе се дефинитивно, да је 

U =4 '1t д 6" ,,' (1 - с) + + ~ '1t а 6а. а' с (1-З sin' 'fo) ,\ .. (g) 

Дt1 Щ\1!О.\\снемо још, да КQефицијент при +' у ПРВО.roл члану ОВО\';} и;зразс1 
прсдстаЮ.Ј<l масу т = 8. v целога елипсоидног слоја, јер је због мале Вl:.'1нчине 

С} љегова запремина (волум~н) равна 

4 4 
l' -~ з'1t а.' (1 - с) - З '1t (а. -- 6а)' (1 - с) = 4" а' 6а (1 - с). 

у ;,ругом Ђе пак случају бити: 

"1. 2г f Ј" (Т'" ( .. ~'I ,1 ~,j::= Ј.2-г2' ds = 2" s2ds , 2г r.L3+T} Ј s~ ds = 2, а4 + 2r
}.2 r" ~- .3 " 

а ПОСIС СВИЈУ скраћења, према реченоме у чл. 132., изаЂИ Ђе просто, ;Џ\ Је: 

U = 4 те а . 60љ f 1 - ;- сЈ, т. ј. F = - ~ ~O 
3[lЩКЛИМО сада тело, које се састоји из непрекидног низа ко\щснтричних 

СЛИilСОli;lllllХ слојева, сличних овима, које сr.ю сад расматрали, т. Ј. Т;}ЮН1Х,~ 
. _. ~ 

КОЈИ Ј1МЩУ ]ер,ну и ИСТУ спљоштеност С, при чему се њихове ГУСПНlе (ј ,\'\еЊ<Ј.ЈУ 

неПРб':IЩI-ј() по неком закону 0= f (а). Ако означиfv\О раnи CKp3ЋeЊ~I: 

а " " ., 
47ё(I-с)ј8а'dа=М и 41'cJBa'do=iG'M . (h,) 

о о 

1",1С jl' а СЈ;ваторијална полуоса површине тела, М - сва његова маса, а"(
_\\Clла ВС':I!lчина истога степена као и спљоштеност С, онр,а Ђе се и,-) ф()р.\\уле 
и]) ;:lоG~1ПI за потенцијал U гравитационог n,ејства целокупног тела l1а тачку, А, 
OBaK<lВ израз: 

м [., ] 
U=r. 1 +,заГ2 (I-З sm' ~o) . . . . . . . . (i.) 

О;Ј,зтле се виАи, - као ШТО и треба КОД симетричне фигуре ТС.1а, -- да tlC 
LIIJli! Г његовога дејства на тачку А бити управљена у меридијаншој равни ред 
(сл. 70.), при чему Ђе се KOM~OJ-leHTe Fc и F", те -силе, - Ј' прrнщу АС 11 
ље ...... у YI1pJBHOM, - изразити, на основу формуле (ј") овако: 

L dU М [1 + а' (1 З . 2)] F dU Ма'. 2 (") ј . = - -d = 2 1" 2"" - Sl1l 'fo И m = - ~d -= 1'- 1- Sln (~() . '. 1 r r г, rq>o r . 

Затим Ђе се угао САО = у, - који Ђе обраЗ0вати резултшпа f са 

Сл 70, 

правцем АС, - добити са таЧНОШЂУ до првог степена 
од 1" овано: 

t Fm а2 • 2 
gY=-F =1"2 sm Ifo , , ( '" ) . . 1 

па Ђе због тога, са ИСТОМ тачности, изаћ!1 [],а је cos у =--= 
= 1 и F = Fc • Са том Ђе ИСТОМ силом F::;.---= F" која дела у 
правцу DA, бити привлачеНQ. и само тело ОД ,-:тране таЧКЕ 
А; али пошто се његов центар С налази од ТО\'Ј правц; 
на растојању СО = r sin УЈ то Ђе мо,\,\ент силе f Ј 
односу према С бити 

F · м а2 '2 .rsmY=j гз szп '-/'о ..... (ј 
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134. Теориска величина спљоmтевости Земље и планета. 

Аl,О C~ ТЗЧI{а А, која се привлачи, налази на самој површини планете 
са УIIУТЈ.РЊИ.\,\ I10стројем онаквим, као ШТО СМО сад претпоставили у чл. 133., 
!I ако НРИТО.\l та таЧI<а узима уд,ела и у ротационом кретању планете Ol'() осе 

рСр, (о. 29. ЧЛ. 74.) са УГЛОВНОМ брзином w, ОНАа liе се компонентама (i'), 
П}!i1НСf]()Г пр.!г,:Ј3'-1сња додати још сличне RОМПQненте Је и јm, које произла,зе ОД 
,'~cjCTBa !ја њу (управно на осу РСР.) центрифугалне силе f = w1 Г cos 'f[}J а IЫ име: 

и 

где Је г ~ а (1 - с sin' ~o) 

:;оог ТО:'а iic се [[[еЖИlUна сила 1[ у тачци А и угао .4 CAN = ф, (I(ОјИ ]е 
ООР330ВЈН са полупречником АС), одредити управо овако: 

g sin Ф ~gm = Рm + Јm и gcos Ф =g,~ Р, + ј" 
А.'lИ !\ОШТQ код таквог тела, - које је добило напред, речену фор~у 

УЈ ПОСТрОј још онда, I{8да је ОНО било У стању течне ротационе масс, 
пранац С!1ле тежишне на површини треба па буде нормалан на њу, то 
)тао 1.(, I(ЈО разлика истините и ГСОЦИТРИЧI{е ширине А, треба TaKO~C Ila 

буд,е раван с sin 20/0 (чл. 77.); 113 овога ПаЈ< излази, да и ОАНОС цснтри
фуга.'lfН.' СШН:~ Ј према сили теже g треба рачунати I{aO врло мали, 
истог ступн,(l као и спљоштеност с. Ка-А са q 0значимо, ради краТКОће, 

w2 a 
.\\ШZСИМЈЛНУ нсличину тога односа -- - која се Аобива управо на ckha-r:ору 

go , 
ПЛ<1НСТС ('?ll - -- О, Г =·а и g = go), - и кад се, као и пређе ограниl.IИМО у изразима 
:--;3 I--""" Гс" ј.,., н Је само са првиr-л степенима малих величина с, r и q, имаЂСМО, да је 

'1 ~ ::"~ (, + ~ q) sin 2 ~o=c sin 2 ~o, т, ј, с ="( + ~q, ... (М) 
3ат[\;,\ l1С изаЂИ, да је 

м 
11.3. еквэтору, при Ч10 = О и г = а: . . . . . . , go ~ а2 (1 +', - <)), 

НЈ 1l0ЛОВlн\а, при Ч10 = 900 и г=а (1 - с): 

У()ПШТС ПЈК, 

а ~ g (1 + g, ~ go sin'" ) 
ь О go rO , где]е 

. g, =~ (1 + 2 с - 2 'О 
а 

g, -go 5 
~-q-c 

go 2 
. (М ') 

, Oi~11 су ОАНОСЈ1 (М) И (М ') од изванредног значаја за теорију фигуре 
3с,',\љс 1I i)Сl'ct.'1ИХ планета. Њих је дао први пут Француски научењак Клс])о*). 
;ЈРУГll iЩ ()Јј!IХ односа, независно ОА веЛИ'-lИне -Г, Т. ј. од закона промене ГYCT1J\H_~ ~ 
У У J-IУТР,ШНI,()СТИ тела, допушта одређивање спљоштености ЗеМЉИНUI" еЛl1iIСОIJ:\(l 
~1;З по.::.чатрања само интензитета силе теже на њему. У "Курсу Више ГеО;Ј,сзије" 
1I!!;Ј,ећt':·,ю, 1,~H,O се И3 _ многобројних посматрања клатна на рЗ3ШIМ мссти.',',а 
3el\'\JbI!I!~ i1uнршине иаводе ове величине: 

Ј:,Ј _._-- 32.085 стопе, gl = 32.255 стuпе у I сек. ср. speMer!a и g,-go =- Ј 
go 181ј' 

а 11])11 Il()ЛУЩЈС'-IНИI<У Земљиног екватора а = 5979 врста иалази, д.а Је: 

~) [!airallt. "Theorie de lа figl1Тe de lа Тепе. 1'143". 
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n,2а (2' )25979Х3500 1 "5 I 1 1 
q С= i;;- = 86164 32.09 = 288 а отуда и с = 2· 288 -189 - 295 ' 

што је сагласно са веЛИЧИНQМ СПЉQштености Земље, која се добива из ~\epeњa 

степена СВ. чл. 75.). 

Први пак ОЦНОС (М) даје крајње границе за СПЉQштеНQСТ С, св,ше 

плаl1ете, чија је маса М и брзина ротације w позната. И заиста, пошто слојеви, 
који су ближе центру, - ПОlJ,вргавајУЂИ се притиску горњих, ~ треба iJ,a буду 
гушl1И 0;:1, ЊИХ ТО Ђе и ове претпоставке: 1.) да је сва планета једнор(}дна и 
2.) ;:Ј,3 је сна њена маса М (концентрисана у њенаме центру, бити i'paJIbe ОД 

свију .\югућIiИХ ; али у првом случају иЗ израза (h) излази, ца је: 

, 
f аа' da = ~ Ва', 
о 

, 
Ј 8а4 da. = ~ аа5 и 
" 

3 
у=кс, 

Ј У ДР)ТО_~lЈ да је "( = О; кад пак ставимо у (М) ове крајње вецности за у, 

и~шlil'Ј"\О, ;:Ј,<1]е 

и . (М') 

w2a 1 
Тако ће За Земљу бити q = go = 288; због тога се спљоштеност њеl1Ј i\юра 

1 1 
нзла3ИПI llЗ,~1еђу граница 230 и 516' Прва оц њих оцговара јер,н ор ОД IЮ.1o,1 по-

строју 3е,,:ос и њу је теоријски предсказао Њутн (чл. 74.). 

135. Средља густива и маса Земље. 

УЗМИ.'I10 сада, раД"1 веЋе простоте оваква расуђивања <усљед lшјих таЧIЮСТ 
I!ИУКО;ШКО неЂе пострадати): нека је Земља сферно тело некаЕ<:вога полу-

пречника СА = р (сл. 71.), које се унутра састоји ио сли'lних 1(0)1-

А центричних једородних слојева густине 0', а ова да 331ЩС11 на 
некакав начин ац полупречника а. тих слојева .. Тада Ђе, на основу 
реченога у сл. 132., силе теже g и g' Ј У тачци А !Ја Зе!\1:ьиној 
површини и у тачци А' на некој дубини h =АА' бити 

м 
g=pi и 

, М-т 

g = (р ћ)2' 

где 1\.'\ lЈ3начзва масу целе Земље а т - масу површининог слоја ;1.0 ,'Ј,убине h ,. 
КЈда је [ЈаК h И т релативно мало према р и М, онда Ђе изаtи приблшкно, да је 

и 
g._g =2 ~ _!!!... 

g r М' 

Тре('(1 наПL}менути, да је скоро неосетно то, што смо при томс ПРСl!еuсгли 
,Јејспю ц('нтрифугалне силе. 

О;·И\t.lЧИМQ сада са 01 густину 'површинског слоја, која је у средњем равна 
2.7, ако се густина воде узме за јединицу; средњу пак густину целе Земље 

03J-\аЧI1,~Ю са .Ј,. Тада Ће се однос ~ представити у облику 



- 209 -

а отуд Је . . . . . . . . . . (k) 

На таЈ начин, кад се одреди тежа g, како на површини ЗемљиноЈ, Tai<Q 

и на некој ,Ј,убини h (у дубоким шахтама), онда liе се моЂ.и закључивати и о 
пеЈ!ИЧИIII1 срецње густине [;,. целе Земље. Из таквих је посматрања пуковник 

Ш т е р н е!{ НЈшао у Ческој, да се на дубини ОД h = 1 км или 2!!.... = з~оо сила 
1 р 

теже g Il()всlОјава прибзижно за {ОООО део своје величине; због тога И3 једначине 

(k) излаЈИ, ;1а Је 

СРС;:Ј;ЊУ су густину Земље ИЗВОДИЛИ и из геодетских испитивања скретања 
вертикалннх линија у близини високих планина, I<oje долазе услед њихово~а 
привлачнш" ,'J;~jCTBa (атракције) (В. "Курс Више Геодезије'I), при чему та густина 
изла::::и ОЈт 5.4. Најтачније се пак она одређује врло деликатним и тачним 
огледима 113 узајамног привлачења алавних кугли на апарату, који се зове 
шорсиона вага и излази тада од 5.5 до 5.6, тако, да се доста приближно 
може у;:;ети, да је 6 = 2 al . 

Маса М целе Земље може да се срачуна по средњој њеној густини ,,\ 
4 

доста [lриблнжно по формули М = з 7t p~ 6, кад се за полупречник р узме таква 
4 4 

веЛИLIИН<'I, Tl: да аапремина кугле 3 7t рЗ буде равна запремини елипсида з7..а2Ь= 

4 1 
-:ј 7. аЗ( 1 - с). Овако добивена величина р = а ( - з с) = 5972 врсте (чл. 75.) 

. 1 
О;lГОВЩ1Ј Земљиној паралепи под 'р = аге sm {3 = З5~ 

3адаliа,' 

Какна је густина ао у центру 3емљином и на којој је дубини 11 = р - а 
СШ!Ј Тбl(е g" највеЂа, кад ;е закон густине (1 =/(а.) = до (I - ka.2)? 

Ако се за u. = р узме, да је (11 = ~ 6, то Ђе изаЂИ, да је: kp2 = ~ 
? _7. (ј l' h._ 1 {7 8 '_ М' _7У7 -(1 + 1) 'о - 4 ~ - .. Ј, Р - -'3 = 0.11 и g - (р h)' - 18 g - 35 g. 
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ГЛАВА хх. 

Ю'ЕТАЊЕ ТЕЛА СУНЧЕВЕ СИСТЕМЕ ПОД УТИЦАЈЕМ 
ГРАВИТАЦИОНЕ СИЛЕ. 

136. Релативно :кретаље двају тела. 

Да расмотримо најпростији случај узајамног дејства само двају тела, 
]CI'],I10 на цруго, например, Сунца S и неке ОД планета Р (сл. 72.) [IРИ чему 
ћс.i1.О, - каlЩ због удаљености једно ОД другога (чл. 131.), тако и збо!" незна
ТНОЈ" щсту"еlЈ,а њихове фигуре од сферног облика (qл. 132.), -
_\ШЋИ ДЗ С\lатрамо ЊИХQое масе М и т сконцентрисане у 
ЊИХQВИМ центрима S и Р. 

По гЬутновом закону, при сваком растојању PS = г, прво 
t1e 0)1, њих S саопштавати ономе другом Р, у правцу Ј{ себи, 

УUРЗ<lЊС G -. k~ пропорционално својој маси М, са своје пак 

странс ОНО liC тежати ка ономе Р са убрззњем g = k ~. Али се 
оба та TCJl3, - ако не постоји никаква друга спољња, страна 
сила, -- )\()Ј'У кретати у 11POCTOPY равномерно са некаквим брзинама 

, 
С -, .1 1 .. 

потпуно Hl':-1ZlВИСНО од њиховога узајамног ПРИRлачног дејства. 
Претпоставимо, да се је на тај начин 5 преместила И3 s у току некога интер
В9.Л<I BpCMella, а ТаКО исто И Р из Р, тако, да центар ЊИХdве инерцијс С, -
•. " " 111 

ко]и се IblIJИjC налазио у с на ЛИНИЈИ ps и на раСТОЈању sc = sp. ~~ од s и 

-'\ б . PS . SC sr т рс ~- sp. М i-in од р, - уде сада на ЛИНИЈИ на раСТОЈању = . ','\'\ ==- Г/Ј 

од S и РС = sp· м ~ т ОД Р. Ако сад повуqемо кроз С праву S,CP, паралелно 
С<I scp а И:--{ $ј и р праве s51 И РР1 паралелне са се до пресека ЊИХОВО!' са 
SjP1 у таЧ!<:3.\Ia 51' И Р1 , то Ђемо увидети, да се премештаји рР и sS могу 
замеНIIТИ, IJРВО, са два, РР ј и s51, паралелна и равна са се; али нас се 
ОБО нс тиче, јер Ђе се тиме линија psc, не мењајуtш свој правац, саЈ\lO пренети 
у простору праволинијски и равномерно; а друго, ти се· премештаји рР и sS 
.~'\Oгy З<1Nlенити и са РјР и 5 jS у односу према центру инерције С, као нсп()~ 
мич.но;'II, при ч.ему Ђе они очевидно бити паралелни међУ собом а од,IЮС њихов 
" рр рс м 
Један преМ<1 другом s:s биtе раван SC = т" Али Ће се у том· ИСТОМ односу, 
М 
- једно прсма другоме налазити и напред речена убрзања G и g оба тела 
т 

r 11 S; :з601' тога Ђе кретања и орбите њихове у односу према НСПО,\\ИЧIIОЊ 
27'" 
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центру С, - дешавајуliи се увек у непромењљивој равни PP,CS,S, - бити 
потпуно сличне Meijy собом, само Ђе им правци бити супротни, као што је ТО 
пока.заНD стрелицама на сл. 72. 

Још простије ье бити, ако се једно од два тела, нпр. S, Y~MC З3 
непомично па се у односу према њему расматра кретање другога те,1а Р. 
Тада за првобитно премештање Р у односу према S, треба да буде при"љено 
РОР = РIIР ј + Р\Р, рачунајуtи ОД тачке Ро, која се налази на линији SPo пара
лелној са s\p\ а на продужењу РР1 ; усљец тежње пак оба тела да се приближе 
једно другоме, потребно ће бити приписивати телу Р у правцу ка S убрзање 

где је l'~k(M+m) . . . . . . . (1.) 

На основу реченога у ЧЛ. 129. о централном кретању уопште, таlП(а Р 
треба да се креће у односу према S по некој равној кривој, прелазиfiе са 
CBoj~ы\ радиус-вектором у једнаким интервалима BpeN,eHa једнаке ловршинс, 
при '-(е.'.1.]' Ђе се раван тога нретања одредити, ако буде дат почетни положај 
тачке РО У односу према S у неком моменту времена /0 а тако исто и правац 
РОР њене брзине Vo у томе моменту Кад се пак означи са ео онај угао SPoP, који 
образује браина Vo са радиус-вектором SPo = го (сл. 72.), онда ћемо за 
сталну величину а удвојене површине, коју пролази радиуе вектор за јединицу 
времена, (чл. 129.), добити управо овакав И.iраз: 

а = го Vo sin 80 . . . . . . . . . . . (2.) 

Остаје још, да се да дужина Lo почетнога положаја таЧI<е РО! I<oja се рачуна 
од правuа SO, као уобичајеног почетка за рачунање дужина L у раВЫI орбите 

(чл. 115.). Тада Ђе се ПОМОЂУ силе ~ и помоilу четири дане величине Lo, Го, Но и Vo 

и УСПОI:5ИТИ потпуно даље кретање тачке Р У напред реченој равни, I{ао што 
ћемо то О/1,мах видети. . 

137. Генералисаље првога Кеплеровог закова. 

У;iМИМО, да су у HeI<aI<BOM моменту времена t координате таЧј{С Р у 
ранни њеllС орбите и у односу према непомичној тачци S OBaI<Be: .4 OSP = I~ 
и SP = г (сл. 73.) па нека се она креће у томе моменту под уг лом 4 SPK - & 

Сл. 73. 

преМа своме радиус-вектору са брзином V, пролааеhи у 
току бес"рајно кратког времена dl лук РР' = ds ~- V Ј! или 
пак површину 

2(PSP')=r'dL=Gdl ... (3.) 

Пошто је пројеI<ција уБРЗ<lља О' на тангенцијалну РК, I<Оје 

.. PS G' Q G' Ј, " деЈСТВУЈе правцем ,- равна COS 'о' = - (/s' то tlC се 

прираштај њене брзине V за време dt изразити овако: 

dV = G' cos 8 .dl= - ~2·dr: =1'.d(~J ~ 

а одатле ће, - ако се означи са 
1 . 

- константна величина, КОЈа 
а 

се Јавља при 

интегрирању, - изаЂИ, да је 

У2 2 
-=---, 
~ r а 

где Је 
а 

2 V~ =---
'о ~ 

. . . . . . . . (N) 
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СтавюlО сада овде уместо 'Ј2 ОДНОС 

ЊИХQве изразе у функцији dL и dr: 

ds' 
df" 

узевши у њему за ds2 и df ове 

ds'=(rdL)'+di' и dt'=(r':L)'. 

Тап.з !Јелю il,оuиrи ова] циференцијални однос измеryу L и г: 

(rdL)2+dr2r.2 2 1 . . -=---, 
(r'dL)2 ~ r а 

КЈД СТ<\RИМQ ради скраЋења писања, . .' 
да Је -;,;: = р . . . . . . . . (4.) 

и 1 - {'_ = tf' ') 
а ,.. . . . . . . . . . . (5. ) 

И!\1аtiе.'.1О И"О II>';:ГЗ, да Је 

С р dr')'= 2р _ р _ р2 ~ е' _ СР _ 1)' 
r2 dL r а г2 г 

IIРС:\1а томе Је 

I.-П=агссоs+(~ -1), р - 1 = е cos (L - П) 
r 

и г= р 
J+ecos(L 

а(l-е') 
Л)- 1 +ecosv ..... . (N') 

иlто се ПI'IС константног угла П, који је при ОВОМ интегрирању' увсден, -
он Ilf: се одредити стављањем у тој истој једначини (N') даних, З3 момент tu 
величина L\) и ГI) и лредстаВИЋе собом очевидно ону дужину тачке Р, при Јшјој 
је растојањс PS -= r најмање т. ј. дужину перихела. Угао пак v = L - П, - који 
се pa'-lУНЈ ОД правца тога најкраЋег растојања Р од S, - то је она ТШШ звана 
истинита ано.\шлија тачке Р. 

јСll,I1<1ЧIНЈа (N') припада, као ШТ9 је познато, свима МОГУЂНИМ кривим 
другог степена са једном и истом жижом У тачци S, при чему је а цужа 
полуоса l\РИВС, е - њен ексцентрицитет, а р = а (1 - "') - параметар. 
Та јСДН[IЛI1НCl показује, да она иста гравитациона сила, која чини, да се CRe 

планстс крсllУ око Сунца по елипсама (први l{еплеров закон), може при 
извссним нагодбама да изазове кретање тела и по хиперболи (а у специјалном 
С'lучају н по пароболи, као што се у ствари и креЂе највеЂИ број номета.) 
При томе, врста I<риве, по l<ojOj се врши кретање тела Р, не зависи од угла 
во, т. ј, ОД правца почетне брзине, веЂ само од њене величине Уа у сравњењу 
са растојањсм (о ' И заиста, И3 израза се '(N) и (5.) види, да Ђе 

1) Ра?,.lщ.;а 1 - ~ означена је овде са е2 стога, што је она увек позитивна вредиост. Заиста по (4.) и 
а 

(2.) Ilзлазн: 

р 

а, sin' flu 

шt зGIII' Лll-а 11 1 .-' Р. > О. 
а 

г' у' 
• • 

• 
2 го _ !._ = 1 _ (1 _ '. )'. 1 _ '! '> о 
а а2 а' a.sm~eo / , 

• 



• 
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при Vi<2~ бити а са +, е< 1 1'. Ј· крива је елипса, 

'о 

" 
V~ = 2f1-

" а 
'о 

со, е= 1 
" " " 

парабола, 

" 
V~>2~ а са -, е> 1 

'о " " " 
хипербола, 

у специјаЛI!ОМ случају када је орбита круг, т. ј. када је е = О и ,= р --- а"..-- T1" 

I3СЛИЧlша \12 треба да буде равна [L, Т. ј. двапуar мања, него код пароболне , 
лутаље при ИСТОМ радиуе-вектару г. 

Напомена: Хиперболно се кретање тела Р врши, очевидно, 110 грани 
криsе, која је ближа жижи S, по другој пак грани, која је окренута ка S својом 
ИСllУПLlеношhу, оно би се кретало само у случају негативне веЛИЧИЈ-1С Р-Ј Т. ј. 

при сили која не привлачи веЂ одбија, т. ј. - ~2J пошто би тада излазило, да Је 

а са +, р са - и е > 1. 

138. Г еиералисаље Tpetera Ке:плеровог закона. 

Орбити и параметар Р, ма каква била та орбита, елиптичка ИЛИ лlJllСР
(јолна, о,,\ређује се по формули (4.) само веЛИ9ИНОМ површине ;;, коју тело 
пролази, и још, масом т, која улази СI{ривена у којефицијент !.l; з60[" т()га та 
2<Ј.ВИСI!ОСТ измеijу р и cr представља собом у општем облику треhи l(e;l.'lepOH 

закон. И заиста, у случају затворене елиптичке орбите, трајање S ПОТ!1унога 
ОПТИiЈ.3јЗ планете ОКР Сунца добиtе се И3 формуле (4.) и (1.) на OB<lj I!Ј t lИН: 

S'~ (2 -те а Ь)2 = 4-те2 а4(1 - е2) = 4 -те 2 • ~_. 
11 !l-P k М 1 + т' 

М 

. . . (6) 

а то Ј! јес.те онај исти Кеплеров ЗalЮН, јер Ђемо сад одмах вид.ети, ца су ·У\асе 
т КО:Ј., СВИ]У уопште планета врло мале у сравњењу са масом_ М Сунца, 11 ,1<:1 се 

;~[ у ср('шњењу са 1 може увек занемарити' 
Ако плане;та има пратиоца, а такве су сне велике планете са иау:с;етко,'I'i 

само IЗснсре и Меркура, онда се о маси њеној т може судити по пос.'I'i[прано,\l 
Tpaj.:lIIJY S' оптицаја пратиочевог и по средњем удаљењу а' fucrOBO.'i· 0;1 [111{1-
пете. И ;'!ZlИста, елиптичко кретаље пратиоца, које се врши под утицаје.\l ["ра
ГlитацНјС ка планети, треба да доведе до сличног израза као ШТО је (6.), т. Ј. 

а'З 

1 + т 
т 

" . (6.) , 

''ДС JIl О;{!i3 Lщва масу пратиоца; у првом пак приближењу могу се Зill-IСМ;ФИТИ, 

у lI:1ра:'!има (6.) и (6.)' мали разломци ~ и :' у сравњењу са 1, и Ta,~a Ile, КЗД 
се l1uдеilИ (6.) са (6.)', изаЂИ 

: ~ (~,)' (~)' или пак . . . . (7.) 

где трајање S' оптицаја пратиоца око планете треба да буце изражено у зве-
3Д",""\ годинама (50 ~ 365. 256 ср. дана) а дужа полуоса а' његове орбите у 
јеДIннща.\\д срецњега растојања 3еr"l1ље оц Сунца. 
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Ка" се ставе у (7.) бројне врецности за S' и а'. које се изводе из 
пос!\\атрања пратилаца разних планета (глава XXIV), онда Ће масе т планета 
ПРС.i\З :i1ЗСИ Сунца М и према маси Земље то иазt.и овакве: 

33 Земљу, 

1 
при М = 1, т = 327000 

при тl) = 1 Ј т = 1 

Марс. 

1 
3090000 
0.11 

Јупитер, 

1 
1048 

312 

Сатурн. 

1 
3530 
93 

Уран, 

1 
23000 

14 

Нептун. 

1 
19000 

17 

ОЦЗТЛС се ВIl,'lИ, да се трећИ }{еплеров закон може рачунати као ДОВОЉНО 
таУ.зн ЧЗIZ и У примени његовој на највеЋе планете, Јупитера и Сатурна. 

Ова релативна ништавност масе Земљине и осталих планета јавља (:е 
!':ао први убс;:Ј,ЉИВИ И строго научии доказ о томе, да не _кружи Сунце ОКО 
3с.У\ље ВСЋ она и све планете око њега; али, као ШТО је речено у чл. 136., 
НИ Сунце не може при томе да стоји непомично, веЋ се и оно, усљед грави
таЦИОI-JОГ цејства на њега и само јединог Јупитера, мора премештати у односу 
према ;:)аје;Ј)IИЧi<ОМ њиховом центру инерције приближно за линеарну величину 

( 5.23 I . 17') 
Ш"lJСТИТО\' свога полупречника 1048 = 200 = Sln • 

Сад rШД,НМО још И то, да се у елиптичком кретању планете, - које C1l\O 
Р<1смаТР<1ЛИ у чл. 124, 125. и 126, - средње углавно кретање њено ОIЩ Сунца 
". . ,;: 

п условљаuа ЈОШ седми м њеним елементом т. 1. њеном масом т и да треоа 

~O се одрсјјује сад већ не по формули (4.) "л. 124. него по овој 

п 2~ пп. V 1 +ж 
п = S = и'l, V 1 + ~. " . . . " . . (8. ) 

['де II ,~) 
J\\i.ICa т 

као li пређе, означава средње 
I! /\11 узета је маса Земље. 

углавно i<peTafue Земље, а за је;Ј,ИШЩУ 

• 

139. Утицај 3емљииоrа праТИQца на љено кретаље. 

Да ПРIJ~'енимо сад на Земљу са Месецем оно што је речено у чл. 136" 
() хрстању ;:џзају тела према општем ЊИХQВОМ центру инерције. Под утlщаiем 
гршштаЦl1јС ј;а Сунцу S, око њега се креће по елипси управо не центар Земљин 
т ВС-Г] иентар инерције С Земље Т и Месеца L 
(сл. 74).; ~бог тога под еклиптиком треба сад 
[]()ДРil.;:-Ју~·\t:·liатп раван кретања тога центра С. Земља 
П,Ш т тре{)а да се креће око њега исто онако као 
ШТО с!.: JlЛес.::ц креће Oi<O ње, т. ј. да остане увек 
[!(l ПРD.пој LCT на растојању од њега 

т' 
CT=LT +-r=r 

то т 11l{} + т' 
т' 

Сл. 7--1. 

• 

1"iJ,e r О;:јНЈ.чава растојање L Т, а то и т' - масе Земље и Месеца. 

ЛКtЈ се, ради упрошiiења, занемари мала ширина Месеца и о(;нзче 
хtJlиоцеilтричке координате тачке С и Земље Т са Lo, Ra и L, R а гсоцсн
трич!~с Ј,у;ю·ше Сунца и Месеца знацима 0 и « то ће се И3 троугла SCT, 
!{.::Ю еЛС.\lС!!Т<1РНОГ, добити: 

1,--Lо =1iL=R СТI"SiП-f:SТС=R' г 1'. т' ,siп(С-С':) (9.) 
о sm о Sll1 mn -t- т 
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Ова се разлика 6.L, - која се периоДички мења у току свакога синод
ског месеца, - у самој ствари и открива на цужинама Сунца (<V ~ L + 180~), 
пос",атраним са 3емље, која у квацратурама Месечевим «[ - <V = 90') досеже 
ДО МaI{сималне своје вредности 6.Lm = + б': 5. На тај се начин из једнаЧИllе 
(9.) oдpe~yje цоста тачно маса Месеца т', а наиме 

Из тога се истог ТРОУ'Ћа SCT цобива израз и за разлику R - Rc = .•• i\R. 
У сљед пак нагиба Месечеве орбите према равни еклиптике (ј = 50 8') цеllтар 
Земљин Т излази помало иа те равни, при чему свакога СИНОДСКОГ месеца 
хслиоцентричка ширина Земље ~ достиже два пут максималну бројну вредност 

А _CT.sin5'S' -'ЛL . 5'8'=+0"6 
t-'m - " • 1" - L.::. т SlП . 

f\.Q Sln -

Али пошто и планете по мало иаводе Земљу иа равни еклиптике, ТО хеЛИQ
цснтри'ша ширина Земље или, што је исто, привидна са ње ширина центра 
Сувчевог (који се цаје у Nautical Almanac-y упоредо са истинитом ;јУЖ"НОМ 
његовом С':Ј) може дости!;и до + 1~ 1. 

==-' 

140. Проблем о три тела. ' 

Проблем о релативном кретању цвају тела А и В поц утицајем љихове 
!"равитацијс не само једнога ка другоме већ још и ка треЋем С, још нема 
Qпштег и строгог решења у матемаТИЧКQМ смислу. Али, када је то ТРСЋе тело 
С врло удаљено од прва цва, - као што је например. Сунце од 3емље и 
Месеца, - или када је његова маса врло мала у сравњењу са масом центрзл
IIora тела А, -. као ШТО је случај дејства планета или пратилаца Iш!·ше плане1е 
једно на друго, - онда бива, да се елиптичко кретање В у односу према А 
може узимати, као прво приближење ка истинитоме његовом кретању па 
И3Н(1ла;,:\Ити само релативно мала скретања од њега, која чини тело С. Таква 
скретања Ol'~ елиптичког кретања :зову се уопште uершурбације (поремеtаји) . 

. Ради упрошi1ења :замислимо спочетка, да се кретање самога псртурба
ционог тела С врши у равни орбите В,В,В,В. тела В (сл. 75.), које подлежи 

"в""-"':,о 
• 

с'l. 75. 

пертурбационом дејСТВу тела С; нека су координате тела В 
у некаквом моменту [, у односу према А, - које се pa'-IYH3. 
као непоммчно, - овакве: -4 ОАБ = L ,И АБ = r и нека се 
оно креЂе брзином V у правцу ВК; при томе овим величинама 
L, г, V и углу АБК = е одговарају елементи еЛИПТИЧI<е 
орбите: а, е, П и епоха 10 цужине П (чл. 136.). Тело С, 
чије се координате -Ј:: ОАС = 1 и АС = Р за тај исти момент 
t могу сматрати као познате, саопштаваЋе телу А у правцу 

АС у6рзање Аа = ОО = ~ а телу В - У правцу ВС - убрзање 

ВЬ = ~, где је d' = р' + г' - 2 Р г cos (1- L). Али, разла
гањем, по правилу о паралелограму сила, посљедњег убрзања 

lIа два таква, од којих би једно Ба' било једнако и паралелно СЈ Аа ===-.; ОО, 
увиде"смо, да ће само друго од њих ВЬ' = ј пореметити (пертурбирзти) "ретоњс 
тела В у односу према А и приморати В, да се креl1е у моменту t сад Betl са 
другом брзином V' и под другим углом 4АВК'=8' према раДИУС-ВСI(ТОРУ 
АБ- Г; ус:ьед тога I;e се и сви цређашњи едементи орбите а, е, П и 10 изменити 
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на а', е', П i И to'. У сљедеЂем моменту t', при новим положај има тела 
В и С, на сличан Ђе се начин добити веЋ унеколико другојачија величина uерmурба
I{ИOl[()Z уйрзања ј, која Ђе са своје стране изменити елементе орбите на а", е", 
11" и 10", и т. д. 

rla сл. 75. покааано је, У какву Ђе баш страну бити УПУЂено lIертурба
ЦIЮНО уБРЗЈЊС ј при разним положајима В у аносу према А и С. Али, ако 
се В l1 С !<ре!-ЈУ у разним равнимэ, њему Ђе се ПРИдl)УЖИТИ још и друго ЈI' 

- које ТСЖЈ1 ДЈ. изведе В И3 Р~ВНИ њ.егова кретања, усљед чега Ђе се и сле,\\енти 
:? н ј, - који oдpe~yjy положај те равни, - поступно мењати на /;( и i', 

, " .. , 
"~ и I Н Т. ;Ј.. 

На тај се начин кретање тела В може сматрати, у разним интерВЈЛИ,~\Ј. 
вре.\\ен.1 t' - t, t" - (' и Т. Д., по пређашњем, f<aQ елиптичко, али са разли
ЧИТИЛl сл(',\\снтима Q, ј, а, е, П и to за сваки од тих интервала. Оне се 
ПРШ1СНС CnC·\,lCIJaTa зову оскуларне. Теорија доводи до тога, да се зависност 
iblЈХОБ<1 L':l, [)pC.'lteHa t изражава, прво, једним редом чланова облика 

с,1 + c,f + ..... 
у ](I)ЈШ·\~l I у.l<1ЗИ јавно а стални коефицијенти с], с2 , •••• зависе од релативног 
ПI).'ј()ЖЈ.јЈ. ор();па тела В 'и С, И, друго, још једшfм редом чланова облИl{,З 

q, sin k Q ИЛИ Пal' q, cos k Q 

у Ј<:(}јИ.ilЈ. ]1a:H-iИ угли Q, који се мењају са временом, зависе од положаја самих 
тела В УЈ С на њиховим орбитама. Први чланови добивају назив вековних 
llсрmурбazџu'(l а други - uериодичких.*) Слични се изрази за вековнс и псри
ОДИЧКС пертурбације кретања тела В употребљују и у том случају, када на 
њсга Д<2.:Јујс Jlсртурбационим начином не само једно тело С, веЂ неколико љих. 

НЈЈје тешко увидети, да се са напред речених перmурбација елеЈШ.!llаLlШ 
еЛЈШПЈЧ!\I)Г ј;рстања тела В може преЂИ на изразе першурбација координата 
ЈЬСГОВIJХ: LШlрине, дужине и радиус-вектора. Такви се изрази YIJpaBO и 
)'ЈЈотрс6.ъују за сраЧУl18вање истинитих места Месеца и планета. Ограничивши 
се ОВШ,l ll[[Ш·ј ~Ш напоменама о пертурбацијама, чија теорија представља најтежи 
проGЛtЛ[ I-Iе,јесне Механике, навешtемо сад за нас најзначајније резултате те 
теорије у ПРИ!lIени њеној на кружење Месеца око Земље и планета око Сунца. 

141, Пертурбације у елиптичком кретаљу Месеца. 

Још Н.Јутн је објаснио био узрок изванредне сложености Месечева 
[;:ретањ;] O!ZO ;-Земље, које смо делимично веЕ расмотрили у ЧЛ. 106. Тај се 
УЗРОК сзсгојн У огромности оних пертурбација, које чини маса CYJJ'leB<i на 
!!OP.\\'-1јјIlО е.'llJПТИЧКО кретање Месеца. Тамо смо видели, да вековне, прuпорцио-
11J,"1!-iС пре.ilен;', пертурбације у дужини 6( узлазног чвора Месечеве орбите и 
у .uУЖ111111 П љенога перихела произлазе са брзинама - З t 10': б и + б' 41 ': 1 
у току јС,lнога средњег дана, тако, да кад се 0значе ове дужине за lIеЕУ 

ИСХОДIЈУ C'IIOXY to са 6(0 и ПО! онда вемо имати по истеку времена t - to, да је 

~,=6(0-3'10~б(I-lо) и П,=По +б'41':1 (1-10)' ... (10.) 

Да 6rl с<.: добиле истините дужине Q и п треба Ђе, да се овима средљи,и 
,1 и П l :Ј,ОiJ,ClДУ још и њихове периодичке пертурбације или неједнакости. 

;-)(1 чвор ОН<1 произлази у једном и истом периоду (нешто мање од по године) 

') l!l")j~l',~ јеЦ>1ИХ и других чланова објасниkе нам се у Г,'ЗВИ која сљедује при pacм.aTp'НI,y аЩ\;IOП1-
'ЉОј' 111]1"<1]\,,, () [lfCјЈlурбаЦ]1јама ротационог кретања 3емље. 
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са колсбањем нагиба t Месечеве орбите према еклиптици, изражавајУЂИ се, у 
ЗЗВИСНОСПI ОД дужине Сунца 0, приближно овако: 

.f-6(,=1'26'sin2(Q,-0) и i-5'8:8=8:8cos2(6(,-(~). (10.)' 

ПеРИО;::Ј,i1Ч!i:<Ј. пак пертурбација дужине перихела произлази заједно са l{Qлебањем 

ексцснтrнщитета Месечеве орбите е = 0.055, при чему се и једна и друга 

ИЗР<1њ:аЬLl LlЛзновима са синусом и косинусом угла 2 (П] - 0). 
Пошто ни елиптичка орбита саме Земље у односу према Сунцу не остаје 

непромсњљивз, веЂ је подложна вековним пертурбацијама, усљед гравитационог 

дејства []Јтанета (чл. 140.), ТО не само напред речена средња кретања Мессчева 

чвора и llсрихела него и средња угловна брзина. кретања Месеца око Земље 
(п = 1З--,10'35':0 за сред . .пан) излази да није стална веЂ подлежи малим 

ВСКОШIИ ј\1 убрзањима. По теорији ово убрзање срецњега МесечеВОI' кретаља 

п треба iЏЈ. повеЂава средњу његову дужину Lo. на орбити за б" у TO!Zj ОД 100 
ГОДИНЈ, што се ипак потпуно не слаже са посматрањима над Месеце:-,\, која 

дају' око 10" уместо 6". Јот није потпуно доказано, али је вероватно, да је 

узрок тој несугласници између теорије и посматрања неко ништавно успоравање 

РОТ3!\llOНОГ кретања саме 3емље т. ј. повеЋавање трајања дана. На тај начин, 
l{aA Q::Iначимо интервал времена (! - (о), изражен у годинама, са s а средњу 

дужину епохе (о са К, .ЦобиЂемо, по општим правилима чл. 125. и 126. за 

средњу дужину Месеца Lo на његовој орбити, у моменту (, овшzав И3рil:З 

. (11.) 

При простом елиптичком кретању истинита' дужина L Месече!:\а разли

КОЈ:Ш.'1(t би се од те средње Lo само за величину једначи.не центра '(Ј -=::: L ~ L" 
која је И.:iражена рецом (1'); радиус-вектор пак или њему обратнu пропорцио
на}lна хоризонтална, еква:горијална паралакса .Месеца '1t добила би се llОМОЋУ 

реца (11'). При срецњој величини ексцентрицитета Месечеве орбите с = 0.055, 
ти редови излаве управо овакви: 

L = L, + 6' 17: 2 sin М + 12: 8 sin 2 М + ..... \ 
. . . (11.)' 

7t = 57'2':6+ 3' 6':5 cos М + 10':2 cos 2М + ..... Ј . 

где јс М = Lo - п. Али овде сад треба да бу це цодато још много чланова, 
Јшјн се наводе по теорији гравитације и I<оји изражавају пери.одичке ПСјЈшурбачије 

дужине 1" и паралаксе '1t усљед гравитационог дејства Сунца и планета. Највеlш 

и најЗН,'lLшјнији од њих, откривени посматрањима далеко још пре Њутна, јесу ови: 

Ile l' ! 'i рбзције 

сr3еlЩИја 

. . 
варИЈаЦИЈа 

ГОДИШl\,а Једначина 

параЛЗКТИЧI<а 

неЈеднакост 

• • • t • , 

Аужине L параЛЗl(се ;; 

+ l' 16: 5sin (2<- М) + .. ) + 34:' 4С05 (2< - М) + . 1 
+ 39:5sin 2<+ ..... "l + 28':5cos 2<+······Ј 

lI:2sin m+ ... .... - 0':3cos m+ ...... ~(11.)" 

) -, 2.'1 sin 'с .••.•. , .1- 1~/OCOS 'С •••••••• 

, , . . , . . . . ,Ј , . . . . . . . Ј 
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при чему ~ О!:ще Q3HaQaB3 разлику средњих и истинитих дужина Месеца и 
Сунца а т -- средњу аномалију Сунчеву. *) Усљед свију ових пертурбација, 
разлика Ј _ - L_" може да достигне скоро до + 80; паралакса пак 7t и њој одго
варајУЂ!! УГ.'1()!mи полупречник R - ДО оних крајњих величина, који су били 
!!<lВСДСlfИ У '1.1. 96. Што се тиче геоцентричке ширине Месеца Ь и дужине 
њеl'ове /, Ј{(Јја се рачуна по еклиптици, - оне се добивају И3 истините 
\-Ьеl-0I3С :1УЖl!не L у орбити по већ познатим нам правилима и фОР:llулама 
('1:1. IОБ., 116. и 126.). 

у аСТР(.!НОМСI<ИМ се календарима срачунавају места Месечева 110 теорији 
и 110 таблица,\13 Хан 3 е Н~ОВИМ, основаним 'ш многобројним посмаТР<IЊИII'\3 Ме
сеца 'ј' ГРИ!li\IIЧУ ОД 1824. до 1850. гоцине. Али су несугласице измеђУ ових 
,\\еСТЈ н стварних, поступним увећањем, достигле сад веБ до 27" (по дужини); 

• • • 
ЗОIJГ ТОГ] с(:' срачунатим координатама па теОрИЈИ, сада цодаЈУ еМIlИРИСКИ 

срачунатс I.:uреlщије (по Њукомбу), које се дају засебно на крају Nalltical 
АlаТПI1Ј.с-а ;-;{Ј СПЭI<У ГОДИНУ. 

142. Пертурбације у елиптичком. кретаљу планета. 

ЗIJLlменнти математичари Лагранж и Лаплас разрадили су општу 
теорију IIсртур6ација великих планета Сунчеве системе, која цаје ове најзначајнијс 
ре:":\ултатс: 

1.) Ду)ке полуосе а елипТиtlКИХ планетних орбита I<ао и трајања S њи
хоr::их рСЕоnу!\ија око Сунца (чл. 138.), која зависе од тих полуоса, [lе[]()iJ,.'I€ЖС 
[н::к!)вJlим пертурбацијама веЂ само перио/Ј,ИЧКИМ. 

2.) ЕI~сцентрицитети е и нагиби i орбита мењају се такође СЈМО пери
IJДИ'-lI{И, {1.1[j У тако дугим периодима, да се у току од неl<ОЛИКО хиљада година, 

слично са ВСI(ОВНИМ пертурбацијама, изражавају члановима облика С] t + С2 /2 -t- .... 
Т,lКО се J-ШI1Рllмер ексцентрицитет Земљине орбите (е = 0.0168) см,нщје CIJ~j[{e 
ПЏИllе за О.0000004, али, [(ад приближно после 20000 година ДОСТИПiС нзј.'\\3ЊУ 
своју веЛ!l'!I1НУ (0.005), онда Ђе се поче ти поново да i108et.aB3. Исто Ђе тако 
II Н,]П1{) СКЛ!1Птике ј, који се мења сваке године за О': 48, ДОСТИБИ после 30000 
година iЏЈ 21/ У односу према садањој еклиптици, затим ћС се мењати ВСЋ у 
СУПРОТ!Ш.\l С\lНслу. 

З.) Вековним пертурбацијама на планетним орбитама подврнутз су управо 
са,,1О .'l!IHllje l-шорова (Q) и апсида (Н), које прелазе са веБОМ ИЛИ ,\1аЊОМ бр
;-)ИI!О.\1 цео круг. Код свију планета, са изузетком само Венере, апсиде се ПU.,,\ерајУ 
у ОНlслу ;~ире!~тног кретања (за Земљу 11."5 за годину дана) а чворови у смислу 
petpO!-р{1,'1,l\I)М (за Земљу 8':7 ГО/Ј,ишње.) 

И;) (нега овде реченога излази, између осталог, заклучак о ста6и.li--IOСТl1 
садаШ1L)СI-а Оllштег облика Сунчеве системе, која је окарактерисан а приG.1ИЖ[!О 
KPY)I,::llll~l ()().'llI!~ОМ планетних орбита, малим нагибом њихових равни једне пре.'1\а 
Ј;ругој и кретаљем свију планета у једном и истом (директном) праl:ЩУ. 

Прн о,'\ређивању места какве планете, за СВЭI{и дани момент времена, 
на ОСНОВУ I[()тпуне теорије пертурбација, које се на њу врше утицајем СБију 
ОСТ3Л1IХ планета, - њене се хелиоцентричке координате Л, ~ и г срачунавају 

~) l{()јефllш]јент код sin t у параЛЗRТИЧRој HejeAHaROCTH, слично са Месече80М једначщю,\\ у теОјЈији 
I;рстања :":\{'М:l,е ('1.1 139.), зависи од истих величина то. т', Ro и Г; због тога, пошто је одре!)сн IM ПОО\<I.
ЧЈitЉ;], 011 ,I\()ЖС ,џ послужи за иавоД l:унчеве паралаксе, IlOја и иалази иа тај 1Iа'IИ1l око 8': 81. И3 број" 
ОСТЭћИХ, ,\-\ЈЉI!Х IlсјС;lНаRОСТИ особито је ИlIтересаитна В': б sin L, која произлази због елиnсоидног ()UЛIJI,а 
;"јеМ.ЂС ('1.1. 133.) па због тога може р;а послужи аа ouellY спљоштености Земље с по бројнОј I1редност!]
коефНЦнјеНТ<t 8': (;, откривеног И3 посматрања Месеца. Иаведена на нј на'iИН спљоштенос-r с 11.'\,1.10'11 \;[;оро 

нсто таЈ(lIа C~~.j,J ],ао и из мерења степена. I{олико је сложена теорија Месечева креrања, може се СУIЏIIII 
по томе, што за срачунавање истините дужине његове L са тачиошћ.у до О': 1, треба да се узме у напред 
спомеНУТI!М I!;~разима његових редова нс маље ад ВО члаНОJl.8. 
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узимајуhи прво у обзир само напред споменуте вековне промене елемената -'')(,. ј, е 
и П еЈIИПТИЧКОГ њеног кретања а затим се тек љима додају и теорне перисДичне 

ЊI1ХОl:Jе пертурбације D"л., 613 и 6г, које, уоџште говореЋИ, не бивају врло велике. 
На пример, партурбације ")' у дужинама Меркура, Венерс, Земље и Марса не 

t' l' l' С превазилазе + -.- ' + 2 ' + 1 и ± 2 , али се код Јупитера и атурва Оllе 

НШ(УJlе у току дугог 900 годишњег периода до 28' и 48'. 
Знатна несугласица изме~УЈ срачунатих ПО теорији, дужине u. и шири не ~ 

!(зкве ПЛ.1нете и њене дужине а' и шири не ~', које су добивене И3 ПОО'l.зтраЊ(Ј, 
треба, рззуме се, да указује на неку неТ3ЧНQСТ основаних величина њених 

еле,\\ената Q, ј, п, е, П и l{ или пак на неку нетачност, у теориј~1 узетих, маса 

т', т", т'" и Т. Д. пертурбационих планета. Овако) из посматрањз, ОТI~ривене 

раЗ.'lЈ.же },-л' и ~-~' и служе обично за изналажење највероватнијих 

коре!щија 662, 6i, /:::'п, lJ.e, 6П, i:,K, ~т', 6т", 6т'" и т. д. тих величина. 

На' тај се начин не само ЈШIПРОЛИШУ веЂ раније изведене масе планета, Iшје 
'И.\\ају пратилаца (чл. 138.), веli се o~peђyjy и масе Мер"ура и Венере, које су 

без пратилаца те у односу према маси С)'нца М и Земље то, излазе: 

1 
маса Меркура = 5300000 М = 0.06 то 

1 
4120ОО М = 0.79 то· " 

Венере 

Ускоро после Хершеловог откриliа планете Урана (1781. год.) појавио 
се један проблем сасвим нове врсте. Разлика између места, срачун,пих за ту 
планету по теорији и оних, добивених из посматрања, -које су око 1840. године 
досезале до 2', указивале су на пертурбације њенога кретања, које проиэлазс 
од не!{с још удаљеније планете од Сунца па је требало одредити мзv-зр 11 приближно 
њеl!)' орбиту, да би се могла наЂИ на небу дурбином. Теоријска ИСТР.1}:1(и!:шња Л с
ие р и ј е-ова по томе 'питању увенчана су тако сјајним успехом, да је преДfшђена 
планета (Нептун) била нађена 1846. године скоро на истом месту, кој\:: је он 
веЋ предсказао био. До тога открива могла се сматрати као ДОВОЉНО задо
вољаr.аЈуhа сљедеЂа елиптичка формула Боде-ова за средње растојање а сваке 
планете од Сунца у зависности од I-t.ене нумере N, ако се нумере !)3!['yI1<ljy ре
дом почев од Сунца и ако се под N = 5 подразумева сав широки појас малих 
планета између орбита Марса и Јупитера: 

(и) =0.4 + 0.3 Х 2N~2 

И .~аиста по њој се добивају наиме такве вредности (и), КОЈе су доста са-
гласне са истинитим а (4Л. 123.): 

., 
,)а П.ынете; Мерк., Вен., 3е,\lЉУ, Марса, Појаса М. пп., Јун., C.:iT, УР;lIIа 

N 1 2 З 4 5 6 7 8 

(а) 0.5 0.7 1.0 1.6 2.8 5.2 10.0 19.6 

а 0.4 0.7 1.0 1.5 (3.3) 5.2 95 19.2 

На основу овога је Леверије узео у својим срачунавањима за предвиђену 
планету, по реду девете, да је а = 38.8; У самој пак ствари за Нептун је затим 
изашло, ~a је а = 30.0 (чл. 123.) 
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143. Вековне промене у положају еклиптике. 

ДЈ раоютримо сада темељније, како се управо мења положај еклиптике 
у току Bpe.il.eHa и какве промене треба отуд да произађу у еКЛИПТИЧI{И.\1 коор
динатэхш ые6еених тела. 

У:"ы'ШО, да вели<и <руг N'rf на небесној сфери (сл. 76.) представља 
еЮ1ИПТИКУ а !'е екватор у неком одређеном моменту, например у "llOчетку 
1850 -; t го;:џ!Не. Као ШТО је напред речено, по истеку 
једне ]"(ЈЦИНС нова Ђе се еклиптика MjN'Y\fl нагнути 
прещ ст"рој за угао <): JNJ, = О': 48, при чему liе се 
ТО нагибэ]!,е започети у тачци М а завршити у М1 , 
на растоЈЭIЬУ 8~'7 ОД тачке пресека N. На тај Ђе начин 
овај СИ.l(l;~1111 (доњи) чвор N покретне еклиптике оцсту
пити по щшобитној З3 8': 7 у току године а по покретној 
за лук Ј\llvl, с= 2 Х 8': 7 = 1 т: 4; према томе, у односу 
према ПIЧl1И пролетње равнодневице r.r', - која такође 
одстуна у истом ретроградном правцу за 50': 2, - расто
јањс TOI'a чвора N'r = С, које је 1850. године било 
pa~HO 7" О', треба да се смањи сваке године за 50': 2-
- 1 Т 4 = 32': 8, т. ј. треба да се изрази уопште ова<о 

е,", Q. -_ .. ,' .. · .... ·-R 
jc.~>~:~. "": ... , . .. . 
::' "ь, 
• • I I • • 

! .1 
• • , , , , 
' .. ',. ::.; 
ђ с ..... . 
1: . ....... • \) 

ј.(. ,.,,:' .. ,~"М џ} 

Сп. Љ. 

N'f=C=7"0'-32~81 ........... (1) 

ПрецеС!1ја премешта годишње тачку l' управо за величину лука 'У nlг, , = Р, 
НС MCJћ<1.jytll1 IIИУI{ОЛИКО нагиб екватора 4Пе = 4/1" еl = (о према почеТlIој 
СI{Л!![!ТlЩН ~; али повртање њено у нов положај N/1 изазива још и пре.Viе
штаIl,С та'!ю~ 1" у директном правцу ло екватору за величину лука Т'Т! =q 
И мења I1Llгиб његов Ш на Ш Ј = /Јсу'lе l . Кад се пренесе по N/ лук ND::-"':: NT\ 
и 0311<1411 ГГ' D са q', увидеhе се, да се она годишња величина прецесије р = 
= 5О'.' L3, која се открива посматрањем (чл. 102.) претставља управо 
.']УКШi р = р - q' ј саме пш( веЛl1чине (01 - Ш, q И q' лако се добивају из елс
r,\eHTapHOГ троугла ry"N'Y\, које при вредностима СО = 700' и ШО = 23'''27' 3С' 8 
;~a li-J50. г. нзлазе овакве: 

q 
, 

q= 

- О': 48cos (С -р) = О': 476 ) 
0"48 ,Јп (с-р) =0~147 ~. 

. stn,~ I 
q cos '" -'- О': 135 Ј 

. . . (1) 

С;;\~Ш,Иllање нагиба еRлиптике ш према екватору за О': 476 lюје отуца 
ПРОИ3Л,]i:)И, IIОТПУНО се потврђује и на Ta~IHOM његовом одређивању у разним 
ј'ОДИНЈ.\IЈ ЈП посматрања. 

3аЫflСЛИМО сада полове Q и QI (сл. 76.) почетне еклиптике NI и оне 
промењенс у току године NЛ па "ОВУЦИМО нроз њих лук великога KpYL·a QQjR 
и кр~упmе ширина QEn и Q,En l неке звезде Е; при чему Ђ.е 1'п =, и Еп = Ь 
бити њеl1i.l ,'~ужина и ширина у почеТRУ године, а '1\ПI = '1 И ЕП I ~ Ь ј - на 
"рају те I·Ol\l1l1e. Пошто је NQR = NQ,R . 90", QQ, = О': 48, NQn = NTI С(П = 
= С+' а NQlnl=N'1'\ +СУ\п,=С -Р+'I' то Ђе се И3 елементарног тро}тла 
QQ,f', са доста малим углом -4 QEQ, = О': 48 со, (С ь+ 1), лако добити за годи-

со, 

шњс Пј1()меllе 61 = 1, -1 и !:::..Ь = ы � - Ь овакви изрази: 

61 = + р - О': 48 cos (С + 1) Ig Ь } 

6Ь = + О': 48 sin (С + 1) 
, . . . . . . (т.) 



• 

Кад ·се ПО.\\II0Же ове величине 61 и 6Ь са бројем година <, које растављају 
ма IС11ШС ;l,пе епохе 1850 + t и 1850 + t' и кад се при том Стзви за угао 
С бројна вредност, која одговара средини тога интервала 't, онда је веЂ лако 
преti.И са координата звезде 1 и Ь, које су дане за прву епоху, на так!3е исте 
љене координате [' и Ь' Аруге епохе. 

3адаће: 

1.) Показати, да је брзина V кретања планете ПО љеној е.тIИПП1'IIШј 
орбити при сваком радиус-вектору r ИСТО таква, као и онз, коју би та 
планета добила на том истом растојању г 0;:1; Сунца, при пздању на њега без 
ИКЗI,:не почетне брзине са растојања го = 2а. 

у другом ће случају полуоса праволиниске орбите бити такође равна а; због тога 
ћс се и не.Л1чина брзине V добити по фор ..... ули (N) таква иста. 

2.) Применити формулу (N) на падање тела на 3емљину ПОВРШИIiУ. 

Ако у тој формули будемо разумели под r полупречни!С Земљин, под ~ = ,g убрзање 
силе теже а ПОД 2а - г= h висину, са !.:оје пада слободно пуштено тело, онда ће, због 

релзтиuно Я3Ј1е ћ. иззli.и, да Је V2= [Lh = 2gh. 
а, 

З.) Показати, да I;е једна чине (1) и (О) прецње главе (чл. 124.) у случају 
параболне орбите (е = 1) довести до сљедеЋе једначине трећег степена за 
од.ређИl3зње истините аномалије v по даноме времену (t - 10)' које је протекло 
од епоха 10 пролаза тела кроа перихел: 

. . . . . . . . . (О ') 

Ако став:!мо да је a=L НЮЈ e2=)-~, где је <; беС1<рајно мала веЛИЧИIIЗ, онда из , 
п' 

и (1) излази, да је п" = р.'!:е V~, Е = v-;- tg ~ и I{еllлерова he се ј~Д[ЈаЧllна (О) 
преТfJзrаТI1 у (О') на овај начин: , 

Е - (1 - ~) (Е - ~ Е'+ .. ) = ; Е + ~ Е' = п" (1 - 10). 

4.) Колико би .било трајање звеаданог Месечевог оптицаја S, кад средња 
паралаК(d његова неби била равна- 57' вен 60 = 360'? 

[ S = 27.32 ~) '1, = 0.685 ср. дана = 1 б ~ часова]. 

5.) I{олико би било трајање звезданог Месечевог оптицаја S, кад би 
маса њеl"ова била 10 пута мања? 

r ( 1+*)~ (1) Тада би бипо S = 27.32 --с = 27.32 I + 180 
1 + 0\0 

= 27.46 ср. дана} 

6.) Како се помера по небесној сфери пол еклиптике Q? 
ОН се помера по маломе I(РУГУ сфере, чији (малога I(руга) се центар налази на 

пресеl<У В(:,)JIj!{ИХ I(ругова MQ и MIQI (сл. 76.), т. ј. на кругу ширинА са ДУЖИНО,\! ЗБUu - С; 
О" 48 

полупреЧllII1< пак тога круга У садање време износи 17': 4 sin 10 = 10 35'. 



Г л А В А ХХ!. 
ПРЕЦЕСИЈА И НУТАЦИЈА. 

144. Пертурбација ротационог. кретаља Земље. 

Усљед елипсоиДног облика Земље сила ОР = Р, - којом СУl!це или 
Mecel\ L (сл. 77.) привлачи 3емљу, - дејствује, у равни PCL ДС[{:lИнационог 
круга lIебесног тела, правцем DL, који не пролази кроз 
центар 3е,\1;ЬС С, веЋ на неком малом растојању ОД њега 
СО = CL sin 4 CLO = г. siny (чл. 133.). 3бог тога, ако 
се В3 пi:Юitужењу со пренесе СО' = СО и у тачци О' 
замисле, паралелно са DF, две силе, које се узајамно 

ПОНИJUтавају Т. ј. О' е' = О' е"= ~ F, онда Ђе се једна ОД 
њих О' е" С:IOжити са Ое = ~ F У резултанту CF = F, 
која tc имати утицаја само на прогресивно кретање центра 
С Земљиног; друга О' е' са ОНОМ Iюја је још остала 

•• i\ 
• •• , . . . 

Ос = -~. l-"' састаВИЂе спрег сила, који тежи да обрне Сл. 77. 

сву 3с.'.1љу ОКО осе со, која је управна на раван PCL и ТО тако, да приближи 
Земљин el,BaTOp правцу CL. Положај осе СО тога спрега у равни СЈ{ватора 
о~ре~иliС се углом 4 "('СО = IX - 90", где IX 0значује рехтасцензиЈу небесвог 

тела L; мо"ент пак спрега (производ силе ~ F са краком ОО'=с 2 СО) биtе 

X=Frsiny ............. (1.) 

Да би се одредило дејство пертурбационог спрега (Ое, О'е') на ротацију 
Земље, !{оја се врши по инерцији око стабилне њене осе СР, - да ВИДИМО 
спочетка, како се две ротације чврстога тела слажу у једну, резултантну. Пошто 
се крак (l:Jакога спрега мОже узети ма какав, само ако његов МО.\lент остане 

исти, -" 0;.( кога само и вависи његово дејство, - онда, да замислимо, да на 

л . 

(.,. 78. 

р 

тачку О каквога чврстог (сл. 78.) тела дејствују у 
разним равнима два спрега (Ар, А,р,) и (А'l, А,ц,.) 
са једним истим краком АА! = 1 тако, да iiC .МО
менти њихови бити Ар = Р и Aq = Q. Кад сло
жимо.~ сада силе Ар са Aq и A\Q!, са А1Цl по пра
вилу о паралелограму сила, добиt.емо две једнаке 
и међусобом паралелне ревултате њихов~ Аг и А1г1 ; 
најзад је очевидно, да Ђе се правац осе OR овога 
реаултантног спрега (Аг, А\г!) и сам момент њсгов 
Ат = R одредити још простије и директно, ако се 
на осама ОР и OQ, компонентних спрегава пренесу 

,ТЈ:ужине ОР и OQ пропорционалне моментима Р и Q и ако се по њима Ј{онструише 
Ilаралслограм POQR. Треба само узети за услов, да се момент с"""ог спрега 
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пренаша по њеГОВОЈ оси у неком одређеном правцу, на пример тако, да се 
ротација, коју ОН изазива, представља с десна у лево, - ако ЗЗМИСЛИ.\1.0, да 
стојимо у правцу осе, ногама у тачци О. -

"а тај начин, ако на тело, које се оБРЂе око стабилне осе ОР, подсј
свујс """"В спрег (Aq A,q,), који тежи ца га обрне око цруге осе OQ, Oll;(a Ђе 
се преl]зшња његова оса ОР преместити у раван POQ. Лан:о је и врло инте
ресантно да се у томе убедимо на оглепу са чигром, која се брзо обрtе, 
на тај начин, ШТО бисмо јој дали пак ударац. Сила теже таКОђе стално тежи да 
промени нагиб њене осе, али уместо тога, њена оса, као што је rЮ3НЈТО, Опи
сује о[(() пертикалне линије коничну површину и ТО УТОЛИКО спорије уколико је 
брзина њене ротације веЂа. 

Сасвим се ТО ИСТО дешава и са ротационом осом 3емљинога еmшсоида 
под УПЩ<lјем на љега пертурбационог дејства Месеца а тако исто и Сунца у 
сваком бескрајно малом еЛiменту времена dт.. Ако пренесемо по оси СО (сл. 
77.) RСЛИЧНI-IУ CQ = Хdт. а по оси СР величину момента ,СО = Z, који одговара 
брзини (1) ротације 3емљине по инерцији, и, аl{О по љима конструишеш па
ралелогра.\1 QCGR, онда Ђе се дијагоналом његовом CR и одредити оса 
рсзултаПТ!lС ротације; пошто је пах Земљина оса стабилна оса, то Ђе она 
по истеку времена dт. и заузети тај нови правац CRP' I који З3lслапа са 

О-=, ,," ~- преЈјашњим СР бескрајно мали угао xg'; сама пак брзнно 3ем
/.,__ љине ратације (t) неЂе се при томе ни уколико ПРЈМСIШТИ, јер 
1"'·110\ Ђе се момент' CR, ко]·и њој OArOBapa, разликовати од СО само 

"f / 0\ за бескрајно малу величину другога степена. 
Cl. 7lJ. У . Хд, Р 

сљед напред реченога премештаЈа z- пола на He~ 

бесној сфери, у односу према пепомичном полу Q еклиптИ!'се (сл. 79.), н:олур 
Ђе солстиције PQ заузети, по истеку времена dт., нов правац Р' Q, који ззклапа 
са пређашњим PQ бескрајно мали угао -4 PQP' = d<ji а лу" PQ, ю'јн пре;\
ств.ъа lIагиб екватора према еклиптици ОО, промеНИЂе се на p I Q = (о I =с Ш --1- dш. 
Р<lзу,,,е се, да ве се за величину истога уrла dф премести ти по t:Ј{ЛИIIТlЩИ И 
таЧI{3 ПР(1лt:тње равнодневнице rr. у току пак ограниченог времена t I1зкупиtе 
се и ограничене величине угла 4-PQP' =ф И промене нагиба ш'- ОЈ -'----' !iш. 

145, Приближни изрази пертурбација. 
~a основу речеrюга у предњем <Јлану. бескрајно мали премештај PQP I = lН кал ура 

СОЛСПЩИЈС PQ (СЛ. 79.) и промена d{O) лука PQ за време ck израаиве се из еЛ,:МС1паРIЮГ 
троугл,Ј Р(lР' овако: 

ll--}. sin w = рр: cos (С( - 900) = Х:: sin С(, dw =РР: sin (С( ~ 900) = Х/' CQS х. . (1.) 

Ако П<:ll{ У формули (ј) чл. 133. уместо СРо и М ставимо деклинациј, 3 и масу т' Atece'!CBY, 
онда lit'.,\o, JIi1 основу (1), 11 мати: 

Xdt Frsillyd;: . 2' . z=--z-=x.sm o.cfr, где Је 
"( m' а2 

х= ,.зz .. 

щ sin w = Х sin 2 а Sill ГЈ.. cfr, Ј..,) = - х sin 2 3 cos f7... cfr . 

_ (2) 

. (3.) 

РЈЦИ )'прошнења, то!юм свега што буде сљедовало, овде .можемо сматрати ](.1') громењ
ЈЫlве сЈ. времена 't" само величине с( и 3 а растојање r Месеца ОД 
Земље па, разуме се, и х -као сталне. Замислимо на небесној сфери .. _,/ L 
(~:I. 80.) CKI:!;~TOP '"Ге, еК]ЈИПТИКУ '"Гј, вел"ки круг Месечеве орбите .... S~-:r:"-:';" 'f 
-'сL ПОД YI·,1o,\\ -1:fbl.L = ј= 50 8:8 " .место самога Месеца L; да <.Ј' .R,' s 
IЮI1У'IСМО Зill Ю\ лук Lp управно на '"Ге, да спојимо 'f и L ЛУКОМ ..,.. 

TL па КЈД О:1Н<1ЧИМ,О 'fQ = Q, QL = (( - Q, --t:.f'f L = Г и 'fL = с, 
да уз.\\е,\\о у свему што даље сљедује, да је приближно cos i = I 
а Sill2 i = О. Тада не из троуглова L 1'62 и L '"Гр изаhи: 

Сл. 8!Ј. 
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sin csin ј' =5јп«( -Q)sin i 

sin ccosi'=cos«( -b()sin 6"2+sin« -61)соsQ=siп ( 
CQSC =С05«( -ь()соsQ-sin(( -ьг)siпЬt.--:-соs ( 

sin i) = sin с "јп (ы + ј') =sin (јЈ .sin ( + Cos wsin i sin « - Q) 

соs,)sinсх=siпссоs(ш+i')=соsw.siп (-siп(usiпisiп« -62) 
со.> i) Со.> (Ј. = со.> с = cos ( 

Према томе је 

""јп 28 sin у. = 2 sin!Jj cos w sin2 ( + 2 cos 2 w sin i sin ( sin « - Ц) 

0.= sin (" CDSW - sin wcos (tlCQS 2( + cos 2w sin i[cos Q - cos (2( - Q)J 

sin 2,') СО.)' 'L - sin ј,} sin 2 ( - cos ы sin ј [sin Q - sin (2{ -62)Ј. 

с.\lатрајуi1и приближно ( и ьг за средње дужине Месеца и његовог чвора и ако 
1 1 

UЗНаЧИ,\\О са 11 I! V њихове дневне промене: 130] O~ б = 4.35 И З 110': б = 1082' онда треба да 

ПОМНО)!(iJJllO у U[ЈИм. изразима чланове са cos 2 ( и sin 2 ( - са d-: = d~n(, члаlluпе са cos 62 

иsiп6-: --са i!-:=_dQ а чданове са С05(2(-62) и siп(2С-61)-са d'r=d(~(-, (!); али 
v п т v 

пошто he коефицијент 2п ~ v у последњим члановима бити 500 пута мањи од коефицијепта 
_1 у пре;(ИЈ:уtШ.\1, то, интегрирајуliи израз (3.), ми liемо просто одбацити те сразмерно мале 
" чланmн:" И, тада l1е изаfiи; 

.1. СОSш . соs2щsiпi . Q 
~=ХСОS{t).-:-х-,-Sln2 (-Х ' sm 

п VSLn", 

sin ,., cos е" sin i П 
ш-{t)о=Ll(!)=Х2/1соs2 (+Х v cos v ( 

. . . . . (4.) 

На сличан не се начин изразити и пертурбационо дејство Сунца, само треба у овим: 
формулаЈ\1a (4.) с.\laтрати sini=O и ставити уместо п - дневну промену по=59 81' средље 
дужине Суща (:~ а уместо Х - величину 

. . . . . . . . (2').0 

['де је М .\\аса lунчева а R средње растојање његово од Земље. На тај 11е се на'IШ! укупно 
дејство оба неОесна тела представити у облику: 

, ) COS", . 20 CQS'''. 2 ( cos2bl.sini. ~~1 
~-X coSbl.'t"-Х0 --Sln • -Х-. -sm -Х . Sln.J' 

, 2110 2п V.smIo) '-

sin"J 2"'+ siпю 2 (+ соsш.sini '( r 
ХО ;;-- CQS I.V Х -, п COS Х CQS о 

~n0 v 

. (5.) 

ПРНН Ч:Ii1.Н узраза Ф показује, да се колур солстиције а с љиме заједно и тачкз пролетње 
раl;\нодt!еI!I1Щ~ ':" стално и равномерно премештају у ретроградном правцу, у чему се и састоји 
појава ПРСЦССl1јс. Као што је ве11 било речено у чл. 102. ово премещтање из посматрања 
И3.'1ази да је [1аВ!ю 50':24 за годину дана; али ако се уаме у обзир премештај тачке l' у 
директну (трану 33 О': 135 услед пертурбационог дејства планета на еклиптику (чл. 143) и ако 
под -; подразумевамо броЈ протеклих дана, онда Ђе изаlш 

50" 37 
(xG+x)COSbl= 365.25 или х е +х=0':1503, 

а И:! (2.) И (2.) о им.аЂем.о 
х т' Rз (389)3 _ . 
Хе = М . ТЈ = 81 Х 327000 - 222, 

ИЗ тих двеЈУ јеДI!ачина са х (') и х добиliе се Х 0 = 0': 0467 и Х = 0-:' 1036. На таЈ he начин 
бројке вредности свију осталих коефицијената у формулама (5.) иза11и овакве: 

cosw= 1"27 
Х@2лф .' cos '" = 0" 20 

х 2л .' х 
cos 2 <" siл i 

vsiл w 17" 26 

siл w-0"55 х sin '" = О" 09 х 
cos •. , sin i 

9': 22 Х 02Пе -. • 2п .' , 
29 
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При тачнијем ИЗВОДУ зависности пертурбационих дејствА Месечевих од елемената 
еЛИ[ЈТИЧ]{l;~ орбите његаве l~ Ь2, е и П, ка QI!Им. Н<UПИМ нађеним изразима З3 ~ И ~(J) додала 
би се још неколико чланова са незнатним бројним коефнцИјентима, од којих су највеЂИ: 
~ 0'.121 . . ~jn 2 ': Ј у израя.у З3 Ф и-О': 09 cos 2Л У изразу З3 600. 

146. Вековно и периодичко колебаље Зе.мљив:е осе. 
УI(УПНО пертурбационо дејство Сунца и Месеца на положај Земљине 

осе у простору, Т. ј. на љене координате ~ и оо', у односу према полу 
еклиптике Q, иаражава се, као ШТО смо мало пре видели, са довољном за 
нас тй.ЧНОСТИ на овз] начин: 

ј"ДС 

а 

Ф=Р.<+N и ш'=ш + 6.ш. I 
Је N = - 1~27 sin 2(::1 - 0:'20 sin 2 С -' 11':26 sin 61 + 0':21 sfn 2 с(, (Р) 

_Ш = + О': 55 cos 20 + 0':09 cos 2' С + 9~22 cos 61 - 0':09 со", 2 ,;,"г i 
Вековни премештај Земљине осе са коефицијентом Р = 50'.' 37, који се 

врши пропорционално са бројем година 1: у ретроградном правцу, ~OBe се 
луно-соларна uрецесија; пеРИОДИI.J.на пак нолебања 3емљине осе N и ~(!) зову 
се луно-соларна нушација ао дужнни н ао ширини (или пан по нагибу е!{.'1Иптике). 
Линија IIрссека екватора, - који је oApeljeH првим, средњим положајем ;Зсмљине 
осе, - са еклиптиком, - која се таКО1Је равномерно помера (чл. 143.), -
зове се (редња линија равнодневица; тачка '1\ која јој одговара, зове се 
средња ШGLlка uролешње равнодневице; угловна пак величина р = Р - (] ( =--= 50~' 24, 
за колико се она сваке године помера по еклиптици, усљед померања њеНОl' и еквз

тора, зuuс се општа годишња uрецесија*) На тај се начин истинити правац еКБИ
НОlщијз.'lНе линије. разликује од средњега за величину нутације N а 1tСLUиюimи 

~ , . 
нагио е'U1Иптике према екватору (О од средњега (1) за величину нутаЦИЈе l..i(l). 

Нatlример, за 1. јануар 1898. године, при 0=281'9', (=24'51' и 
1,/ ,= 291' 47'" добићемо по ОВИМ формулама (Р) и по формулама (1') чл. 143. да је 

N = + 15':5, ш = 23'27'31~8 - 0~476 Х 48= 23'27' 9'.'0 
,"'=+ 3.8, ш'= ш+ 6.ю =2327 12.8 

Ове су (е величине N, 6(1), (1) И оо' npelje давале на 1. страни NЗL1tiсаl 
Аlmапас-а за разне дане у ГОJlИНИ. 

Усљед луно-соларне прецесије средњи се пол екватора РО I10:Vlepa на 
не{ЈеСНОЈ сфери (сл. 81.) око пола еклиптике Q по маломе кругу ПОЛУПРС'iника 
о, 0<1 угао PoQP = 50': з7 <:. На нашој се "арти звеаАаног неба (сл. 15.), -

СЛ. 81. 

где је показан тај круг, - може видети, да Ђе се приближно 
кроз 12000 година налазити у близини пола врло сјајна звезда 
Вега (о. Lyrae) и Аа liе она тада играти улогу Поларне. 

Положај се истинитог пола Р' ОАређује уве" у односу 
према средњему Р врло малим правоуглим координатама 

Pp=x=Nsin ш и Р ' ' 
р=у= iј.Ш, 

па стога, ако се ограничимо само главним члановима нутације N =---= .- 1 Т 2 sin S( 
и ~ '" = + 9': 2 cos 61, иааћи ће 

*) Величине Р и q' не остају потпуно сталне, веЂ се, - као што коказује строга теорија, - иара
жа1lзју за .'r\a какву 1850 + t годину овако: 

р = 50'.' 37 - 0'.' 00024 t, q' = O'~ 135 -- O'~ 00048 t. 
Усљед т()га, коефицијент опште пресеције излави раван р = 50'.' 2з5 + O'~ 00024 ti Т. ј. она се свако ГОДIIШЊ4 
nOBehaua. а трајање се тропске године Т = 365.2422 ср. дана (чл. 98_ и 101.) постепено унеко.'IИКО смањујl 
(у току од 1000 го~иа ва б секуиада1 
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х2 у2 

(17~2sinbl)2 + (9':2)' = 1 

а то значи, да у току од 18.6 годишњег периода повраtаја сред.ње дужине <'.( 

Месечева '-шора на преijашње своје величине, пол Р' описује ОКО средњега Р 
СЛIlПСУ (1 ПОJIуосама 17': 2 sin (о = 6': 9' и 9': 2. Стварни пак пут његов на небесној 
сфери, који је условљен укупним дејством прецесије и нутације, излази вијугав, 
како је ТО ЛО!<333НQ на сл. 81. 

flО,lожај ротационе осе у самоме телу 3емљином такође не остаје потпуно 
сталан. ИБ Т<tчних су посматрања у садање време откривене једновременс и сагла
сне међу соб()~1 мале периодичке промене у ширинама ~ свију места на Земљи) које 

1" \" 
се з .. шршују у периоду ОД 428 дана и досежу каткад ДО +"4 а понекад дО ::L. 10 , 

1 " 
У cpcдњe.~' пак до + б. То значи, да се у току тога периода Зе.~1.ЪИ!l :-10.1 

('1,1. 70.) ПРСМt:llпа (у диреI<ТНОМ правцу) око средњега свог положаја приближно 
1" 

по "ругу ПО.1упречника 6000 Х 500. sill. = 2.5 сажења (5 метара). У ссьед тога 
ни пращщ меридијана, у свакој тачци на Земљиној површини, не остаје, строго 

1" 
говорсtш, СТЈлан, веЂ се колеба у границама' између + б sec~. 

147. Промене екваторијалвих :координата звезда усљед прецесије. 
Да разг ледамо, како треба да се мењају еI<ваторијалне координате ;:шездз 

hel{peTJ-1ИЦЈ усљед луно-соларне прецесије. Да предпоставимо еклиппшу 'Г! и 
њен 11011 Q (сп. 82.) као непаМИ4не и да замислимо у неком одреЈјеном м.о,\\енту 
RpeMCHJ. t СрСДЊИ положај тачке пролетње равнодневице у rr, q-",':.::rl""{'>~, " 
е!{l~аТОРЈ у "('е и његова пола у Р а такве исте положај е њиховеу ·······:v,.;:11-
"(1' у ''Г]е]) и у Р] по истеку године дана, при чему Ђе, као што· ';'~'\ 
је напред р е сJCI \О , бити PQ = P,Q = 4 ('У'е = 4 ј'У',е, = ю И 'ј\ 
-"-'-Ј- PQP 1 =- Т'('Г 1 = Р = 50': 37. Ако замислимо велике кругове .:~';!, ~ 
Р/'Г] и P~I') - продуживши овај послеоњи до пресека његова ,/; - \ ~ ... J 
са СI-I.:I::ШТОРО;-'\ Т\С1 у тачци s, - и, ако повучемо КРО3 какву , I 1_' ~\ 
;:шезду Е f.:pyrOBC РЕm и Р1 Еm" то Ђе 4 'fPm = CL и Ет = а ~,~-,-- ,ј, с:, 
бити старе њене координате а 4 'f1P1m1 = (.(1 И Ет. = дl <'f, Ј "'. 

нове, после годину дана; због тога Ђе се годишње промене СЛ. ,';2. 
1(1 = (.{] - rJ. И 1а = д. - а иавести И3 елементарног троугла РР,Е са врло малим 
У"лом Е = .) РЕР, = РР, sin а sec д у овом облику: 

(а, - 4 '1',P,s) - а = Е sin д = РР, sin а tg д 

РЕ - Р,Е = О, - д = РР,. cos а. 

l{;,ц се сада потсетимо (чл. 143.) да се тачка 'f1 , усљед промене поло
жаја са.'\\е eI<:ЛИIlтике, премешта још у директном правцу за величину q = о:' 147 по 
Cf{BaTOPY, онда треба у првој од ових формула у место 4- 'f\P1s = ''1\1'. cos (I) = 
= р cos (ј) стаюпи Р cos ro -q. На тај Ђемо начин, -Ј{ад још ради скраЂења 0значимо 

т = Р cos (о - q и П = Р sin (о, ~ 
имати, да Је 

6a=m+nsinatga, 6a=ncosa ....... (п) 

где се бројне вредности т = 46': 06 и п = 20': 05 могу без осетне погрешке 
сматрати као сталне за период времена од 1850. до 1900. године па чак 
и нешто дуже*). 

~) 3а С!Јаку liе се 1850 + t годину вепичине т и п тачније изразити овако: 
т = 46': оо + 0': 00028 f, п = 20:' 05 - O~ 00009 t. 

29' 
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148. Прелаз са :координата једне епохе ва ДРУТУ. 

П ри прелазу са екваторијалних координата звезда !хо и ао за епоху 10. 
на CL и г за епоху t = to + '[", неопходно је потребно узети у обзир промењљивости 
годишњих промена 6.а. и 6.д У интервалу ·времена 1:, слично са оним, како се 
при интерполовању уаимају у рачун ~pyre раалике (чл. 29.).· Кад под ј! r10 И 6ао 
бу~емо подрааумевали ове промене аа епоху 10 а по~ d (60:) и d (6а) годишње 
ПрО."ене њих самих, - Које се добивају диференцирањем формула (п), - онда 
Ђемо имати З3 интервал времена 't овакве средње величине ГОЦИШЊИХ промена. 

, 
60:" = 6r1o + d (60:)' ; и 

а са ЊI1,\-lа Ђе се ВСЂ са ДОВОЉНОМ тачности наiш 

и 

у звезданим се катзлозима дају коорд,инате GI.O и ао увек за почетак 
К31{ве ['ощше tf) а З3 сваку звезду показане су, како величине L\tLo и LiiJo, које 
тој епохи (10) OArOBapajy, тако и,њихове промене d (60:) И d (60), помножене 
ради удобства са 100 (variatio saecularis). Помоt.У ових пак даних прелази се 
на l<Оординате r:l и а за другу епоху (= (о + 't увек за 'округли број година 1: 

Т. ј. поново за rrочешак ( ГОјЈ,ине; д,ејство пак прецесије за остали разломак 
гОДJllfС 'о: узима се у рачун веБ после, заједно са нутацијом, као ШТО ћемо 
ТО пндеТI:J у нарецном члану. Да препишемо, ради примера, из "Каталога 
ФУНДЈменталних ПУЛКОВСКИХ Звезда" за 1875.0 годину координате ао И О(Ј. 
звезде : Heгculis: 

г "о "'0 100d("') 30 I "30 1100<1("з,1 
1-1 бh ЗбmЗ4~ 497 +2!2956 +0'00351 +31049'49':38 1-7': 139! ';0':316 I 

Да биою нашли координате те звезде CL и 8, кроз 't = 10 година, т. 1. за 
почетак 1885. године, израчунаtемо: 

а 3;ПИМ 

а-'," ~+2'2958X 10=+22'958 и 

па ћемо i10бити: о: = 1 бh 3б" 57' 455 и 

а - ао = - 7': 123 х 1 U = - 1 ' 11 ': 23. 

а = + 310 48' 38" 15. 

Разуме се, да се при сувише великом размаку времена 'с а исто тако 
и за .1не;:.;де сувише блиске полу Р не можемо - КОРИСТИТИ диференцијалним 
фОРМУЈ!а.\ш (п), веЂ. треба или срачунати нове координате СЈ.. и а по тачним 
фор,\\улама И3 сферних троуглова PoPQ И РоРЕ, или пак иаБИ прво по даним 
ао и со еl{липтичке координате звезде 10 и Ьо , затим преЂИ од њих на 1 и Ь 
"а епоху 10 + < по формулама (т) прошле главе и најаад обратити ове 1 и Ь 
понова у r.J. И а. 

149. Промене координата небесвих тела усљед вутације. 

На еклиптичке координате небеСНQI' тела има утицаја, разуме се, само 
нутација ПО дужини N, која мења дужину 1 тога небесног тела управо за 
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потпуну сноју величину. Тако је, у ПРЈ1меру ЧЛ. 127. потребно, да се ка 
срачунатој тамо дужини Сунца L аа 30. јули 1885 Г., - пре 
него ШТО се преljе са ње на рехтасценаију, - дода нутација 
N = + 0': б, "оја је показана у Nautical Аlтапас-у аа тај дан. 
Дејство пак I!утације N са .6ro на екваторијалне I<оординане 
одреДИЂС се и уаеве се у рачун на овај начин: 

у змим.о да су u. И ђ екваторИјалне координате какве 
звезде, срачунате, - како је ТО речено у предњем члану, -
за почетак какве гоцине, узимајУЋИ у обзир само прецесију, 
а, а' И а! нека су истините њене координате З3 дани дан 
године, т. ј. по истеку неког рааломка (дела) године 6,. 't. 

Ра3ЛИl~а tle rJ.' - U. и а' - а зависити: 1.) ОД дејства преце

Q р 

, 
,"'" , 

, о 

I i .,' . , , . 
i ,. , , , , 

R 

Е 

I ' ,-' , " ' a~1 
__ о - - - _._.~ -

'у' w 
c+-L-e 
____ с· 

Сл. 83. 

сије аа то време 6<, 2.) од дејства нутације по дужини N И З.) од дејства 
нутације по нагибу екватора 6ro. 

Прецесија Ђе аа рааломан (део) године 6< да,и 

и (д'-д), =6д.6< . ..... (б) 

Дејстви мутације N, које премешта средњи екваторов ПОЛ по дужиии потпуно 
онако, као ШТО га прецесија премешта у току од године дана за Р = 50'.' 37, 
преДставиЋr.: се у облику. 

(~'- 11.),= 6а. ~ и . . (7.) 

Нутација Па!, нагиба, премештајуllи срецњи екваторов пол Р по кругу солсти
ција (~PR (е1. 83.) аа величину РР' = 6"" проиавеШЂе у ноординатама звеаде 
F: разлике ('!.'-а)з и (а'-д,)з које Ђе се одредити И3 елементарног троугла 

PP'F: са врло малим углом 4PEP'=E=D.(O.~~:;-, на овај начин: 

и 

< r:PR - 4 EP'R ~ (a'-a),~- Е sin В = - 6'" cos IJ. tgB 1 
РЕ - Р'Е = (а' _. а), = + 6", sina. Ј 

(8.) 

кад сумирамо сад све иараае (б.), (7.) и (8.) и кад оаначимо при том, 
ради сt<:раtења писања, да Је: 

_О + N 
Р =С, 

._- "",=0 , 

онда IЈемо имати, ца је: 

611. ~ т + п sin а tgB=c, 

cos а. tgB = d, 

a'-a~Cc +Od 1 
b'-а=Сс'+Оd' Ј 

60=П cos а=с', 

- sin CI..=d', 

. . (р) 

где неличинс С и О не зависе ОД положаја звезде веЋ само од данога дана у 
гuдини; величине пак С, с', d и d', напротив, различите су код разних 
звезда, али су за сваку од њих непромењљиве у току целе године па чак и 

цуже. Формуле се (о) дају још и у другом облику, ноји је таНОЂе врло погодан 
за срачунанање. Наиме, стављајУЂИ У њима: 
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m. С =ј, n.C=gcosO и D=gsinO 

изаЂИ ~je, да Је: 

а'- а=ј + gsin (а + О) tga) 

д'-д= gcos(a+O) 
. (р') 

3адаliе: 

1.) [кваторијалне су координате Поларне Звезде (а Ursae minoris) у 
почетку 1885. г. биле: а= 1'16~'6 и 3=88042'. После ког liе броја година" 
псларно растојање те звезде бити најмање? " 

Средњи екваторов пол треба тада да прође кроз круг ширине те звезде; због тога. 
ако се 110 даним rJ. и ;) срачуна њена дужина '[ == 860 58: I и ширина Ь = бб" 5.' 7, онда he 

900-1 . 
тражено време -; да се одреди овю.:Q; "t" = 50"24 = 217 година (т.]. око 2102. г.); само пак 

полаРНQ растојање звезде бине тада . 

90' - Ь - Ы--; = 28: 8 [јер је (о)-с = 2ЗU 27132" - О': 48 (35 + 217) = 2ЗQ 25.' 5] 

2.) Расматрајуliи само најглавније члан ове нутације, ПОI<а;ыти, да Је 
кретаl-ье истинитога пола Р' по ели пси нутације - ретроградна. 



r л А В А ХХII. 

АБЕРАЦИЈА И ПАРАЛАКСЕ ЗВЕЗДА. 

150. Дејство паралаксе авеэде ва љене еклиптичке координате. 

Нека је Tt!, (сл. 84.) орбита Земље Т у односу према непомичном Сунцу 
S. Утврдимо НрИ ТОМ да правац SE на неку звезду Е или њему паралелни ТЕ 
I-IЗЗШЗ3ЛЮ ИСlllЈ1flИШnМ; стварни пак правац на њу ТЕ', КОји ће се разликовати 
ОД ТЕ са.\НЈ ;:за врло мали угао .4- ЕТЕ' = х, - ако расто
јање SE -'--= d до ње није бескрајно велико усравњењу са 
ST, - да [Ја;~ивамо ПРИВИДНИМ. 

Кад о;-шачимо угао.4- STE' са Т и примимо ST за стално 
и :=Ш Јединицу, - ШТО Је сасвим допуштено за срачунавање 

М3ЛОГ<l У!'ла Х, - онда Ђемо из троугла STE' наЋИ, да је: 

х --= 'It' sin Т, где Је 
I 

1с = d7:"s,"'n-l"'" . (1.) т к 

Сл. 84. 

3а неЛI1'ШНУ тога угла х, - НО]И се мења у зависности од положаја Земље 
113 њеној орбити, ~ и изгледаtе да звезда одступа у равни ETS од исти
нитог ПРЈгща на њу ТЕ и то увек у правцу ка Сунцу. Стални пак угао 7t, под којим 

би се представљало са звезде Е средње растојањс 
од Земље до Сунца (при Т = 90'), ао ве се годи
шња uаралакса или просто паралакса звезде. 

На основу веЬ реченога, није тешко одре
дити, KaI<O треба да се мењају у TO~y године при
видне са Земље еI<липтичке координате звезде 
l' и Ь" при даној величини њене параЛ<l.I<се 11:. 

Уамимо, да је на пројекцији небесне сфера /тј,m, 
(сл. 85.) велики круг еклиптике, Q њен пол, Е исти
нито место звезде са дужином 'У'm = 1 и ширином 
Ет = Ь. Повуцимо кроа авеаду Е и Сунце S лук 
великога круга SE = STE = Т, пренесимо по 
њему у правцу ка Сунцу лук ЕЕ' = х = '1t sin Т, 

C~. 85. при чему Ђе Е' бити привидно место звезде са 
коnрдинатама Т'm'=l' и Е'm'=Ь', и, кад затим Qзначимо дужину Сунца 
'rS =}: TQS са 0, а врло мале правоугле координате тачке Е' у односу према 
Е - са ~ и .~, онда ћемо И3 елементарног троугла QEE' и правоуглог ESm добити: 

;= (1- п cosb=x sin -4 т ES='1t sin (1- 0) .! 
. . . . (2.) 

''1 = Ь - Ь' = х cos -4 т ES='1t cos (1-0) sin Ь 
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Одатле се види', да дејство паралаксе 11: на ширину звезде Ь достиже 
макси.У.аmЈУ всличину + 1с sin Ь о'нца, када се Сунце при своме годишњем кретању 
налази на њсноме кругу ширине (0 = 1 или 0 = 1 + 180') и да постаје равно 
"ули онда, када је 0 = 1 + 90? Пошто су ~ и "1 врло мале правоугле координате 
тачке Е' У односу према Е и пошто је 

~ 7)2 ~ 1 
7':2 + (~sin Ь)2 , 

ТО привидно место звезде Е' треба уопште да описује у току године елипсу, 
чија је краЋа полуоса 7t sin Ь упуhена по кругу ширина QEm а дужа 7t по 
правцу управноме. 

151. Брадлејево откри\;.е аберације звезда. 
Са усавршењем дурБИНА и применом њиховом на угломерним астро

НОМСКИМ И11струментима, тачност се Qдређивања привидних праваца на небесна 
тела повеtала према преijзшњим до тако високог ступња, да је већ било наде, 
запазити напред. речена паралактичка померања звезда некретница те да би се 
по ЊЉ"Ibl цабнла макар и приближна представа о даљини до тих небесних тела. 
Ради тога је, на опсерваторији у Кију-у близу Лондона (~= 51'28'), био 
постав,ъен 1725. године специјални инструмент (зенитни сектор) великих ДЮ\Iен
зија, који је био специјално удешен за откриве малих промена у меридионалним 
растојањима или пак у деклинацијама звезда, које кулминирају близу зенита 
тога места. Из многих посматрања са тим инструментом, Брадлеј је заиста 
открио некакве годишње промене у деклинаЦИlама звезда, које су достигале 

до + 20", али унеколико другојачије врсте него што су паралактичке. Татю 
lIапрю\ср, код звезде r Draconis (о: = 17' 50m

, а = + 51 о 31', Ь = 75'), која 
се Ilзла:зила у близини колура солстиција (сл. 85.), требало је да -се ове 
прам.енс ВрЛО мало разликују ОД промена у њеним ширинама Ь, т. ј. требало. 
је, iJ,3 ,Ј.остижу своју максималну величину лети и Зими (при (~=-= 90° и 
с') ~ 270'); међутим, то се у ствари десило у јесен и у пролеhе (при СС) ~ 180' 
и с:) = О), тако, да је звезда Сl<ренула не у правцу ка Сунцу веЋ ка Т3LТЦИ 
стшИlПИКС К, чија је дужина била увек за 900 мања од 0. Та!{ве су исте 
резултате давала и посматрања других звезда. 

Опа неочекивано откриве годишњег скретања привидних положаја зве~да 
З3 20", кОЈе је у почетку било потпуно неразумљиво, названо је било абера
Цl1јо.ЈН звеа,·ја некретница.. али је ускоро затим сам Б р а Д л е ј објаснио и узрок 
његов, свсвим: сличан ономе, како нам, кад се брзо креЂемо, изг леда да се 
меЉа правац кише иЛи ветра, чим и сами променимо правац својега крстања. 
Нека су Т и е (сл. 86.) две тачке које служе за визирање на звезду и које 
одрег,ују правац на њу (у дурбину ће то бити тачка пресека кончаницс код 

Е " 

е 

/, 
/;;'. и 

т'т ~Tfc" "--К 

Сл. 86. 

окулара и оптички центар објектива). Пошто се те две тачке 
преносе у простору по истоме правцу ТК, куда се и Земља 
креЂе, и са њеном брзином V, то Ђе оне у току врло мало 
времена dт:, - које је потребно зраку светлости да npeije 
. простор од е цо Т, - СТИЂИ веЂ ца се премести на растојање , 
ee z 

= ТТ I = V dт:; због тога, истинити правац ЕсТ', - по 
коме зрак светлости са небесног тела Е долази до тачке Т' ,
треба да се разликује- од UРИ8ИДllог Е' е'Т' за врло мали 
угао еТ' е' = у, који управо и представља напред pe'ieHY 
аберацију; јер је максимална његова вредност paf3Ha односу 
средње брзине 3емљиног кретања V = 28 врста за l' према 

брзини светлости W = 280000 врста за 1', т, ј, 100001 , 1" = 20", 
.SIn 

, 
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НастаВ:Ьi1јуви своја посматра, Брадлеј је запазио још и промену у 
ДСt.::Јlинација,'ла звезда са 18-то ГОДИШЊОМ периодом времена, која је досе~ала 
наиме ДО -+= g" те је на тај начин открио главни члан нутациЈе (9Л. 146.), који 
је ЊУТ!! и;н)'оио ИЗ вида при теориском расматрању те појаве. 

152. дејство оберације ка еклиптичке координате звезда. 

CI<pCTa][,e привидног правца Т'Е' (сл. 86.) на небесно тело ац ИСТИНИТQ['а 
правца к ље_\\у Т' Е З3 угао у, разуме сеЈ да треба увек да произлази у равни 
С:ТI{, која пролази IlP03 правац 3емљинога прогресивног кретања, а наиме i 
правцу (( тога кретања. Кад 0значимо угао Е/Т'К са U, имаЂемо и;-; елемен
тарног ПЈраЛС;lOграма ТТ' е' е са дијагоналом еТ' = W d-c, да је 

w. d<. sin у ~ V . d<. sin U 

V sinU Vo V sinU V. U 
У= W 'sinl" = W- 'Уо siilГ'=Y. Vo Sln , 

., -
["iJ,C ЈС \rQ - -:: = 27.9 врста средња брзина Земљиног кретања на расто]ању ., 
њеНШil 0;.1, С~v'!ща = 1 а У. = W V? 1" = 20~' 45, кад се узме да је W ----: :281 ООИ 

.sm 
врста 3(1 Ј"'. 

Нс гле;1,еtи на знатну вредност сталнога коефицијента абераl~ије 1:, -

~la ДОПУСТIIЫО сад, да је прогресивно Земљина кретање кружно, раВНСЈ.\\ерно па 
11рема томе и управно на правац ка Сунцу. Тада Ђе се оно на небеСlшј сфери 
(сл. 85.) ПРС,::Ј.ставити тачком К, која се зове аuекс, и чија је дужина ранна 
.:_~) - 90"; IIРС.\13 томе Ђ.е - на основу тек што реченога - UРИВИ,ЦllO меСТО 
t:' (1', !Ј') [('\кве звезде скренути од истинитога Е (1, Ь) по луку неmщога 
IzpYTa ёК -- U за величину ЕЕ I = у. 

абог потпуне сличности ових скретања звезда са паралактички.',1, разлИ!(е 
Ђе се 1-1' 11 Ь - Ь' одредити простом заменом у формулама (2.) паралаксе 
~ са ве.'ШlJIJI-IOМ "ot, а дужине Сунца G са дужином' 0 -- 900 тачке I{ па tie 
изаl-1И онакве: 

~ ~ (1- 1') <os Ь = + ~ со" (1- (')) 1 
- ( . . . . 

.~ ~ Ь - Ь' ~ - % sin (1 - (')) stn Ь Ј 
. (4.) 

НЈ ТЈ] liа'!!јН 11рИВИДНО место звезде Е' описује усљед аберациiе у току године 
ОКо ИСЛIНИТOl"а Е ':ЛИЧIiУ елипсу са полуосама :х. И '1. sin Ь, као и УС,ЪСД парз
ЈЕЩС~, а;ш се увек налази на љој не у правцу ка Сунцу' S, веЂ у правцу I(() 
тачни ]-{, m-iЈf..:о, каЈШ је то и Брадлеј опсрио. 

Доста је оначајна" июересангнз та околност, што фОРМУ.>lе (4.), које изражаl:Jају ~ejCГBO 
зберације Н3. координате зв!.Озда некретница, остају потпуно тачне и у том СЛУСiаЈУ, кад ее 

1 
узме у ЈЬИ.\Ш у рачун е.ксцентрицитет Земљине орбите е = оо' Заиста, уместо ста.'1не нре-

ДЕоети z -= 2t/.' 45, која одговара брзини кретања 3емље Va при 
сре;ЏЫ:NI њеll\I.\\ растојању од Суtща а = I и уместо приближне 
;ЈУЈЮ1не ~ - 90" правца тога Ј<ретања ТК, требd у OB5IM формулама 

да ула:~с ПР')МСI::Lива величина;l. ~ и дужина -1: 'f ТК = 0 - 90' - п 
(сл. 81), при Чf'.\\у се, због мале величине корекционогугла п = <ј:. рТТ', 

. dr'· 
.\\Uже У;Н~ПI, ;Ја Је п = tgn = -d-' По формулама пак (N / ) и (N) , , Сл. 87. 

е.l1!ПТИ'ii{Щ' кретања, - '.граничавајуlш се само са првим степенима ОД е, - им.аhемо: 

за 



, 
-=I+ecosv , . , 
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d, . 
- = е stn l' rdv ! 

где v 03HaLJaBa истиниту аномалију 3ем.ље; због тога не се формуле (4.) претворити у ове 
тачније, са кореКЦИDНИМ члаНОQим.а, који зависе од ексцентрицитета е 

(I-l')сQSЬ = )(.(Ј +ecosv)coi(l-(~+n)= )(.coS(J-0Ј+)(.есоs(l-0--тv)1 
- .' '.(4) 

(1) - - Ь') CQsec Ь = -)(. (1 -т ecos џ) sin (l-G + п) = -)(. sin 0-0Ј -7, esin ~l-- ";) т џ) ј , 

Али, ПUlllТU је у тим корекционим. члановима 0 - v = П дужина Сунчева IIерихела, !(оја се у 
току времена врло лагано м.ења, ТО не други корекциони чланови пре1јашњих израза (4.) -
остају},и f.CQO стални, - променити врло мало и једино средње место Е звеаде а не и 
ПРИВИДНО Е 1. 

• 

153. Аберација планета и Сунца. 

Ј{ацз светлосни зрак РоТ' (сл. 88.) Д.остигне са какве планете Р'Ј ДО Земље 
T 1

, у ТО,\\ Ђе се моменту t привидни правац на њу ТР' разликorыти nд исти
НИТО!' ТРО за онај исти угао у, какав је био и за звезде некретнице (чл. 151). 

ЛШЈ, пошто је светлосни зрак употребио време 1: = ~, на пролаз растојања 
РоТ = (1, то је требало да се планета налази у том положају РВ у моменту 
t~ ~ t - :, Са Земље је тада истинити правац на планету био ТјРо, јер се тада 
ге:'1Јьа НЈлазила у То на растојању ТоТ' = V.'C. Из пропорције пак 

ТоТ' у ТТ' 
РоТ' =W = еТ 

изла:.Ш, ,цз су правци ТоРа, Те и Т'Р' паралелни па због тога видимо планету 
УНСК у правцу Т'Р', паралелном са оним истинитим ТоРо! који је био раније за 

d В 1. б 
интервал времена 1: = W· реме W t КОЈе при томе ,употре и светлост за пролаз 

. (5979 врста] . среПlъеl"а раСТОЈања од Земље до Сунца . t узетог као Јединица за ра-
sm 1t'o 

• 

, , 
• , 

/ , 

,', 

'е-!!' , . , . о 

",-' -i;-/!,;'-"-X 't. Т'Г 
c'I, 88, 

стојања d, излази да је равно 8m18s
• 

Тако ће привидне координате планете l' и Ь' (или и а' И а') 
у ма иаквом моменту времена t бити исте што и истините 1 и Ь 
(или и "- и 8) за момент t - < = t - 498' d. 3а Су"це пак, ра
злика Ђе се између истините његове цужине cv и ПРИНИЈ,Не 0' 
изразити непосредно углом -4- ТоРо Т' = У = '1t :0 sin И, а [\Ошта се 
у том СЛУ"lају угао U разликује од 90(\ само за неличину ступља 

I 
е = 60' то Ђе са тачности цо првог степена од е бити: 

5m И= 1 и 
у 

-у = 1 - е С05 v ("л. 152.) 
о 

0-::)'=х(1 +ec05v)=2O':45 (1 +ecosv) . . (5.) 

Тако например, око 1. јануара, т. ј. када је v=O, треба да буде (0;- ~. = 

~20':45 (l+б~]=2О':79 а око 1. јула 0-0'=20~45(I-б~I=22:11. 
Ове се разлике изме~у истините и привидне дужине и цају на првој страни 
Nautical Almanac-a за разне дане године ПОД заглављем аберација Сунца. 
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154. Дневна аберација. 

Место на Земљи са кога се врше посматрања премешта се у простору 
ЈОШ и УСЫ:;l, ротације Земљине и ТО у правцу источне тачке О хоризонта тога 
места, при '1t'.'Лу брзина v тога премештаја зависи ОД геоцентричкс ширине 
места ';; 11 И:!;13ЗИ, иаражена у врстама, оваква: 

V 2 ~ Х 5979 'О 43 ' У, , 
= 86400 237 cos 'Р =. COS 'f = 65 cos r.p ; 

Т. ј. за Т;lч]zе на 3емљином екватору она је 65 пута мања од средње срзи не 
крстањЈ. ;.)t.:м.ъе Око Сунца vo; због тога Ће се дејство дневне аберације, - која 
[IРОИ3Лil:ЈII .~C"H· ротације Земљине, - изразити истом ОНОм формулом (3.), кад 

се у ]ц)ј СТ:lШ! уместо "Ј; величина~~ cos р'=О':ЗI cos r.p' а уместо U УI'ЛОВНО 
растој;ЈН,е rЮС\'\ctтраног небесног тела ац источне тачке хоризонта О. 

Пr<:.~1а томе, ка)], Z на небеснОј сфери (сл. 89") представља зенит а 
N\\rso х()ри~онт места посматрања, онда ће привидно место Е' свакога небесног 
teJ-rа СI{рt:fIУПI од истинит-ог Е по великом кругу ЕО у правцу 'N 

ка IЈСТОЧ]IOЈ Т~I'ЩИ хоризонта О за величину : 
• Г~· 

, (б,) 

lzoја CL' Jlehc СЈсетно изменити, ако место 11' узмемо гео
графску LЈIИРНI1)-' 'f. На тај Ђе начин сва небесна тела, - која 
се Ha.'1J;-)~ у извесном моменту на маломе кругу, паралелном 

, 
--------zr~---

• , 

(Ј. ј~lер!Ц'i.iај-1U"\ NPZS, - скренути ка тачци О за једну и s 

исту НСЛIIЧНI-ЈУ. у; она Ilак КОЈа се налази .на самоме мери- СII. 89. 

о 

;t:1jJ.HY, прr::дстаВИЂе се на маломе кругу, паралелном са њим, на растојаљу 
О': 31 cos '-? 0130 се, једва приметно дејство дневне оберације, узима у обзир 
[<1.\\0 Прl1 J-lајтачнијим посматрањима небесних тела, о чему Ђе још дет~uьније 
бити РСLIИ У практичном /l.елу нашега курса. 

155. Дејство IIаралаксе и аберације ва екваторијалне кооридвате звезда. 

Л,З Hat1cMO сада изразе за оне мале разлике а'- u. и 21'-('; између привидних 
р екваторијалних координата какве звезде Е Ј.1 исти

нитих r:J. И (';, које треба да се појаве услед дејства 
" паралаксе 'Jt' те звезде и аберације х. Кад ;-)змислимо 

" ! ради тога на небеСНОј сфери (сл. 90.) еКАатор ете, 
" " са његовим северни м ПОЛОМ у Р, онда Ђемо имати, , 

, .<' да Ј'е .4crPE~a, PE~90'-a, .4crPE'-, а', 
о К ~ 

" . 0"0 :. : РЕ' ~ 90' - а' ; КООРДlшате пак Сунца S нека буду: 
ос п' п .4 crPS ~ А и PS = ОО, - О. Онда немо И3 

L.I 9U. 

елсментаРllUГ троугла РЕЕ', - користеЂИ се основним изразом (1.) дејства 
паралзксе 7:, - добити: 

(а - а') cos а ~ ЕЕ' sin .4 PES .. sin Т sin .4 PES 
ђ - а' ~ ЕЕ' cos (180' - PES) = - " sin Т cos .4 PES ; 

ако П3f{ )-'месго sin Т sin 4- PES и sin Т cos 4- PES ставимо њихове 
сфернога троугла PES, онда !>е иаа!>и: 

r;.' - и. -.'. Пl . '"; . т = - cos О sin (а - А) sec а .} 
,~eJe " 

r;'- о . П. 7i; п = sin Dcos 1'Ј -соsDsiп а cos (а - А) 

изразе из 

(7,) 
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Због потпуне сличности дејства аберације са дејством паралаксе, ОНО 
ће се добити И3 истих формула простом заменом у њима координата Сунца 
А и О рсхтасцензи]ом А' и деl<линацијОМ О' апекса, т. ј. оне тачке еl{липтике 
Ј{ ('ЈЛ. 152.), која представља у даном моменту правац кретања Земље, а чија 
је дуж "но равна 0 - 900. На тај !;е начин пза!;и: 

(Ј.' --- .'Ј. --= Пl/Х! . т' = - cos D'sin (/Ј.. - А') sec а 1 
"'1"" ,гдеЈе . I ,. " 

о - " .- " " п ~ sm D cos ~ - cos D sm а cos (а - А ) I (8. ) 

А.,и се QВИј)\ формулама може дати и онај ИСТИ облик, КЗ!(ЈН имају 
фОР."УJlС (р) за нутацију, ако се у њима развију sirr(a-A') и cos(7.-A') и 
ако се 3Z1ТИМ ставе сљедеЂИ изрази, ноји потичу И3 правоуглог троут.'!3 тКп' 
са I,з-гета.чз А I И О' и хипотеНУЗ0М 'Y'I{ = 0 _ 900: 
cos О' со.') А f -= sin 0, cos О' sin А I = - cos {t) COS <::) и sin D / = - siп (!) СО'" С:), !{зд 
се ().jJ\C\L!!1 ради скраЋења писања 

- г . . cos (1) cos -:v = А, cos (1. sec а = а, tg (о cos о - sin а sin r:J. '---"" а' , 

- '1, . siп (~) = В, sin 11, sec а - ь, sin а cos а = Ь' , 

а.' - а = Аа + вь ! 
o'-а-Аа'+ВЬ' ' 

!'i\t: !<O.'lII'!'IJle А и В, које се мењају у току године, не зависе ОА ПШlOЖ31а 
:m~1;J,C; супротно томе пак, количине а, Ь, а' и Ь', које су различите за 
fЈЈ.:Ч1t звезде, остаЈУ скоро непромењљиве у току чак и од неколико го,тЏ1На, 

АI(О се стави, најзад, у овим формулама (q): 

A=hsmH, B=hcosH и Аtgш=i, 

онда их можемо представити, као у чл. 149. ЈОШ и у оваквом облику, врло 
погодне)_'1 З3 рачунање: 

а' - а. ~ h sin (а. + Н) sec а 1 
i ....... (q') 

а' - а = h cos (а. + Н) sin а + i cos а Ј 

156. Одређиваље коефицијеита оберације и паралакса звезда из посма
траља. 

За непосредно одређивање бројне вредности коефицијента а6ерације 'х 
из Ј10С!l'!OIтраних годишњих промена цеклинације или пак рехтасцеl-!]ИЈе l{акве 

зве.::џс, м()гу да послуже формуле (8.). Нека су нпр. о" 02, Оз, .. , деl{линације 
HeK~ звезде, које СУ доби вене И3 посматрања У раане дане године и корегиране 
за дејство прецесиј~ И НУiације, ИЈ нека Ti'fM данима године одговарају Rеличине 
п ј ', п 2 ', I1 з ', ..... Тада Ђе се .истинита д,еклинација те звезде а и величина 'L 

ОДРС,1.ИТII ПО методи најмањих квад,рата И3 целе системе једначина: 

0- Лз' х. = Оз, ..... ' 

На .тај је начин В. С т р у в е И3 много И врло тачних посматрања декли
нација звсзд,а на опсерваторији у ПУЛl<ову нашао, да је '1. = 20': 45; по доцнијим 
пак ПОС.,"штрањима на истој опсерваторији излази, да је '1. = 20': 49, 01{0 20': 47 
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-доби вено је "1. и И3 посматрања рехтасцензија 1 разних звезда у ПУШ{О8У И на 
другим опс\:рнзторијама. I{ад ставимо сад средњу од ОВИХ вредности т. ј . 
. , ~ 20': 47, ""ју је усвојила и међународна конференција'У Паризу 1896. Г., 
У изра;-; 

"1( = Wsin 1" 
УО 2~ а 

-S.Wsiпl'' siпт.о ' 

l-;~e је а ПО.1Уliречник Земљиног екватора а S трајање звездане године у секун
,'.1';1.\1 а , 11, IСЩ узмемо за 'брзину простирања светлости W број 299940 кило
."етара -. 2R 1160 врста, - коју је као најтачнију нашао И3 огледа физичар 
i\\11XC.1CO!l, - онда ћемо добl1ТИ средњу паралаксу Сунца п",=К80 која се 
I10ТПУНО Cl,J:,[{e са нађеном ИЗ ПОС.'l'1зтрања планете Ероса (чп. 126.). 

СЛИЧНИ:\'\ се начином, на основу формула (7.), могу извести и паралзксе 7': 

[)ilјIIИ.'\ ;-;везда. Али се ОВОМ методом успело да одреди и сигурно ДОКа)I~е, да 
постојt' (ЈССЛ-!С паралаксе само код врло мало звезда (за а Centauri т.::-::= 0:'9, 
;ы б 1 CY~l1i 7: = О': 4, за а Canis majoris т.: = 0':2, за а Lyrae ~ =- 0': 1); јер 
и 'у' рефРЈЈ~Щlји и у самом инструменту, који СЛУЖ~ј за посматраl[,а, могу 

TJKO~C:: да произађУ систематске годишње промене, које је тешко испитати. 
Због T(Jj-а се за откриtе пара лакса кад звезда прибеl'ава другој методи, .:1асно
ван!)ј на ьр:1О тачним микрометарским мерењима разлика деклинација или пак 

рехтасцен;-)нја двеју звезда које су близа једна до друге. Пошто су паратшксе 
KO;~ l1эјuсi)сг брОја ситних звезда сасви . ." ништавне, то се овом методом добивају 
реЛ(lТИННС параЛal(се других звезда, које су Сјајније или пак које имају 3Ј1атније 
Rластито кретање (чл. 157. 'и 160.), и које указују на нешто мање paCTojJ!-!~e 
ОД IЫ!Х ,'10 НЈС, него ли друге звезде. Тако је Бесел ПОМОћУ хелиомстра био 
пеl1 та'!но одредио паралаксу r.=О:'З звезде 61. У констелацији Лабуда, а 
запш Су' и други астрономи одредили пара лаксе од неI<ОЛИКО десетина 

других ;ШСii.:.\Ј. 

Ol)a се метода особито развила и распространила у последњој четврти 
прош. CTOJ!~jla са применом фотографије на њу, која ОМОГУћава, да се испити
нана iiПС;_):~{1 !јеже за знатно веtи број суседних јој звезда, TaKoije изазваних на истој 
фотографСЕој плочи. Из таквих веЂ сигурних одреijивања паралакса за неЈ':ОЛИКО 
стотина ;-ше:-Јда, излази, да је код огромног броја њих паралакса мања ОД 01: 1. 

у таб:нщи чл. 160. наредне главе дате су највеће паралаксе звезда се!:!ерне 
половине неба и ЊИ'l1а још додата звезда а Центаура, чија највероваТllијi1 пара-

Ј1акса 0'_' 75 !1.;лази највеЋа ОД свију ДО сад нзђених. Растојање до !!,е ';- ~" 7 
SIfI • :, 

275000 !!УТЈ је веће од растојања до Сунца па због тога светлост од ње треба 
да доспе да нас тек после 275000 Х 498S = 4.4 године. У таквим се свеШЛОСЮIМ 
20ДUЮI.НU. обратно пропорционално паралаксама 1t, изражавају обично и расто
јања до других звезда, при чему Ђе нпр. т.: = о:' 1 одговарати 33 светлосним 
!'одинама. 

И;-) таблице !Јл. 160. може се још видети да је средња паралакса за 8 
звезда прве величине, која се у њој налази, равна О': 17, која одговара расто
јању ОД 20 СRетлосних година. 

Вадале: 

1.) 3а које звезде годишње оберационе промене У деклинацијама достижу 
највеЂУ МОГУЋНУ вредност од + 2<У: 45? 

ДУЖ Ј оса оберационе елипсе (чл. 152.), за такву зезду Е. треба па буде упуfiена 
правцем круга њене деклинације ЕР па због тога тај Kpyr треба да буде управан ва I\Pyr 
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ширине EQ. Нсопхо;ши одНОС ме"ђу координатама ос и i) такве звезде (cotg S = - tgbl sin x)~ 
Rоји произлази И3 правоуглог троугла PQE, може се добити такође и ПО ОШllтем правилу 
нахоЈјења маКСШ'1алне величине рiiзлике о' - /) = Аа I + ВЬ 1, која эависи ОД двеју независних 
једна од друге промењљивих ос И 3. 

2.) Одредити, уколико Ђе дневна аберација изменити рехтасцензИЈУ ГЈ. И 
ДСКЛИllацију ~ некога небесног тела, кац му је чаСQВНИ угао t = S -- О.? 

АIШ се замисле на небесНОј сфери (сл. 89.) декдинациони кругови РЕ, РЕ' и Р(). 
то бе се из трnуглова РЕЕ' и РЕО до6i!.ТИ: 

«('/.'- ос) COS /) = ЕЕ' sin РЕО = + ОЈ: 31 CDS<p cos t 

"- , = ЕЕ I cos РЕО = + 0:' 31 COS <р sin 8:sin (; 

у СПСЦИР.1rј().\\ !"Јак случаЈУ, при t = О, излази 

("'-rJ.)СО$6=О':З1соs'Р и ~1-3=O 
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ВЛАСТИТА КРЕТАЊА ЗВЕЗДА И СУНЧЕВЕ СИСТЕМЕ. 

157. Звездаии каталози. 

Екваторијалне се координате звезда могу рачунати или према средњем 
'положају t"TR3Topa и еквинокцијалне линије, који зависи једино ОД прецесије, 
или, ПРС.\\а истинитоме, који зависи осим тога још и од нутације (чл. 146,). 
У првом се случају координате зову средње а у другом истините " истините 
пак КООРiJ,ИН<lТС, l<орегиране још и за дејство годишње аберације (чл. 155.), 
добивају назИВ rrРИ8ИДн.их. 

у ТЗЈ.:О званим звсаданим кашалозима, Т. ј. У више или мање подро
бним списковима звезда, које публику ју разне опсерваторије, (Гринвичка, 
Парискз, IIY,lKOBCK3, 8ашингтонскз и др.) дају се уве){ средње координате 
ГЈI) и ;:;0 за сваку звезду у почетку какве год,ине /0*)' које су изведене ИЗ непо
средних 11ОС.\'laтрања у току најближих година томе (о- Нека су пак !.1.] и 1}, 

срецње 1~()Щ1!1инате те звезде у почетку t, године, добивене ИЗ посмастрања по 
исте!<у :~HaTHoгa броја година 't = t] - (о . Ако означимо са 6а.m и !~.2iJrn средље 
годишље llpO.ViCHe тих координата за интервал времена "с, који зависи на извесан 
начин (ЧЈ1. 147.) од коефицијента Р прецесије, онда Ђе се за одредбу те вели
чине р дuбити, из посматрања разних звезда, врло много једначина облика 

. . . - . ( 1.) 

При решавању оваквих једначина по методи наЈмањих квадрата, IЩД 
многих се знезда појављују тако велика одступања ~ и 1111, да се не могу 
приписати СЈ.,\Ю грешкама посматрања, које ту улазе са врло великим делитељсм 
1:, BeiJ им треба тражити узрока у премештањима самих звезда. Оваква 
свакогодишњз властита кретања (1" и \.L/j често пута надмашају 1" а коц 
некојих ЗВЕзда, као нпр. код 61 Cygni, достижу до 5" па чак и више, и оне 
су успеле He~ довољно јасно да се манифестују, благодареiш томе, што је 
највештији посматрач ХУIII века Брадлеј саСтавио био за 1755. годину веома 
тачни l,аТЈЛОГ од 3200 најсјајнијих звезда, највише северне половине неба. Та 
се влаСПIТLI кретања и дају у каталозима за сваку звезду упоредно са њеним 
li:оординатЈ.М3 CI.O и до. У веЂИНИ каталога дају се, уопште, тачније него до 1" 
средња мест<Ј. од много хиљада звезда на основу посматрања на на пред споме-

*) ПО;:\ почеТ1<Ом. год,и.и.е овде је прим.љено, д,а се рачуна (lнај момент, када је средља д}'Јћ1На Сунца 
равна :"1.80,·. што (\]Јва управо зt. око децембра по иовоме сти.лу. 
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нутия опсерваторијама. У том се погледу одликује високом тачности каталог 
Боса, који у себи садржи позиције од б188 звезда за 1900. годину. Интересантан 
је такође 11 I{аталог Амброна, који даје позиције свију звезда цо величине 6.5 
за еllОХУ 1900. г. а иаа'бране И3 најбољих каталога. Најпотпунији пак, ма да 
и не тако тачни каталог, који је иадало "Астрономско Друштво" У Немачкој, 

садржи у себи 320000 звезда северног цела неба ДО 9 ~ величине заl{ЉУ'iНО. У 
одrеђИВЈЊу места ТИХ звезда, које су распаде-љене на уске зоне по цеlUlина
uијама, узtншле су удела многе европске и руске опсерваторије. Ипак СЈЗагда 
треба и ... 1ати у виду, да координате rJ. и а за сваку звезду могу "бити нс сасви:rt 
подјецнакс у разним каталозима, ШТО долази не само због случајllИХ греШёl!(а 
пеЋ и системат·ских, I<oje зависе ОД самих величина (Ј. и ~, и које произлазе ОТУД, 
ШТО су инструменти, методе .посматрања и посматрачи били различити. 

иЈто се тиче властитих кретања l.La и 1.1~, I<oja се дају у најновијим СШIСКО
I3и,',\а 3ВСЗ,'l,а, а која нису ушла у списак Брадлеја, то се она одр~tују, ма 
д..а 11 за I<pahe интервале времена ипак зато по знатно савршенијим методама 
посматраља рехтасцензија и д,еклинација звезда. У најзад,ње време пак З3 
одреliивање ~l" и t.lO почела се примењивати стереоскопска метоца, која се састоји 
у томе, ШТО се два фотографска диапозитива, снимљена са каквог дела неба 
у току IШШС или мање дужег интервала времена, расматрају jeAHOtipeMeHO, као 
у стеРСОСI<ОПУ, у нарочитом инструменту - сшереокомпарашору. Ако се је 
каква год звезда за то време знатно покренула у односу према ДРУГИ.\1а, онда 

fiC се она представити не у њиховој равни веЋ као да виси у IIРОСТОРУ. 
Стерсоко:rшаратор ОМОГУЋава да се измери довољно тачно та треlЈа I<ООР
Динат3. у ПРОСТОРУ и да се по њој одреди брОјна вредност релативног поясрања 
3Вl:зде И1!И властитога њеног кретања !.1. Овом је методом ПУЛКОВСЮ1 астроном 
I{ОСТИIIСКИ открио С потпуном сигурности властита кретања врло ue.'JI1KOM 
броју ;·ше?,.Јд. 

158. Формуле за прелаз са средљих звезданих места на привидна. 

Да (:ји се прешло са средњих координата звезде t.J.a и О(}, које су дане у 
каталогу :~a почетак I<aKBe године to, на привидне (J.~ и 3', за ма Ј((lЮШ Bpe.'i\C 
t ~ to ~- : -+- /~c, - где је 'с цео број година а ~'c .неки разломак (il.eo) ГО":lИllе, 
- треба пре свега наЋИ средње координате u. и ~ за почетак t гоцине по форму
ла,',ы чл. 148. са додатком ка њима влаСТИТЈГ свако гоцишњег креТЗII,а ;-ше:јде 

по рехтаСЦi:нзији ~ и по деклинацији !l~ т. ј. 

и > '1 (., + ) 'ј = оо т uo", p.~""C. 

ЗаТИ,\l, п()што се још узме у обзир исто овакво њено кретање 1.1:1' и I·Ч за Bp~Me 
,\ё, iI"оl,с\\О по формулама нутације (р) ('!л. 148.) И оберације (IJ) ("л. 154.) 
овакве н:~разе за разлике u. '- r:J. И (ј' - а. 

".'-(1~Aa +ВЬ +Сс +Dd+i', \.сј 

o'-а~Аа'+ВЬ'+Сс'+Dd+il; 6с ј; . . . . 

по фор,\·\ј'.'Ј(Ј,';tа пак (р') И (q') доБИЋе се овакви изрази за њих: 

и' -- u.=gsin ("+ О) tgO+ll sin (а + Н) ,ееа + ј +1", с'с I , 
" - о = g eos (и. + о) + h eos (а + Н) sin а + "~{)"д+ 1'''; с', i 

(Q) 

(Q'.) 
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Као што је било већ пре1је напоменуто, вели.чиџе се а, О, ,С, d, а', Ь', 
с I Ј d', за СВ3I{У звезду могу овце сматрати скоро кач неПРОj'dењљиве у току . 
ОЦ неколико година па због rora, ако се звезда посм~тра доста често, онда 
Ђе, - срачунавши само једанпут логаритме тих величина, - аt-9цније бити, да 
се употребе формуле (Q); ако ли се каква звезца слу<\ајно посматра, или се 
врло ретко посматра, онда Ће бити простије, да се срачунавања за љу врше 
по формула"а (Q 'ј. Што се тиче величина А, В, С и. О у првим формулама 
и g, ОЈ h, Н, f и i У другим, - оне се, ИЛИ пак њихови логаритми ОД 4 деци
.'f\зле, дају Bet ГОТОВИ у свима астрономским календарима 33 све дане сваке 
године. Оси:\\ тога, у ТИМ се календ,зрима дају и сама 'привидна места неких 
сјајнијих ЗI3е;~ца кроа сваких 10 д,ана у години; при томе треба сматрати за 

најтачније коорцинате оваквих звезда (око 600) оне, које се дају у "Бегliпег 
Astronomisches ]ahrbuch". 

159. Примери за објаmњеље. 

Ради uбјашњења реченога у предњем члану, да срачунамо за гринвичку 
ПОНОЂ 8. септембра 1885. гоцине привидно место звезце 'Herculis, чија су 
властита кретања дата у "каталогу главних пушювских звезда": tJ-a. = - O~ 0346 
и \Ч ~~ + (У: 413. 

Са они" подацима (за 1875.0 г.), који су навецени у чл. 148., срецње Ђе 
се њенс t(оординате rJ. и д, за почетак 1885. године, добити овако: 

,,= 16' 36m 57~ 455 - O~ 0346 Х 10 = 16' 36m57~ 109 

0=+31"48'38':15 +0':413 Х 10=31"48'4~08. 

Кад срачуна"о сац са овим а и д по формулама (р) (q) логаритме ац четири 
децима."1е величина а, а' Ь, Ь' и ост. И [{ад препишемо из Hautical Almanac-a за 
1885. г. дане тамо за 8. септебар 19 А, 19 Б, 19 С И 19 О а тако исто раЗJlомак 
године сСС = 0.6845 (стр. 479.), онца Ђемо наЂИ тражене коорцинате а' И д' 
по првоме начину (Q) овако; 

19 а = 8.4442" 19 е = 0.3612 Aa=-0~507 Аа' = + 15':71 

19 А = 1.2609 19 С = 9.8301 ВЬ=+0.351 ВЬ'=+ 0.90 

19a' = 9.9353 19c' =0.8517" Се = +1.553 Сс'=- 4.81 

19 Ь ~ 8.8655" 19 d = 8.1661" Od=-0.129 0<1'=+ 8.23 

19 Б -~ 0.6803" IgO=0.9444 

"" 
11.< = - 0.023 1" 11.< = + 0.28 

19 Ь' ~- 9.2716" 19 <1' = 9.9708 а' -a=+1~245 д' - д=+Ж31 

о. = 16ћ36m58~ 354 д' =+31"49' 2"59 

Ако се пак узме цруги начин (Q ') и испишу ради тога и3 Nautical 
Аlmапас-а I<оличине; ј, О, Н, 19 g, 19 h И llt i, онца треба ца извршимо са 
логаритыю'\з од четири децимале оваква срачунавања: 

0=32"58' 

а ,~249 14 

Н= 1044:ј 

а + о = 282"12' 

о. + Н =35357 

Igtg a=9.7926 \ 992 

I 
О. 1" 

19 sin (о. + О) = 9.9901" 

19 g = 1.2085 \ 0.5335 
19 CQS (а + О) = 9.3250 Ј 
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19 i = 0.8982 } 
0.8275 

19 scc;;"":"'" 0.0707 

Iд ",јп (:-'- -- Н) = 9.0229n {' . 

fg h = 1.2754 } О.3б90n 

19 COS (Ј. ...:.- Н) = 9.9976 I 

1 . '-97220 ~ 0.9950 gSI!l(!-. Ј 
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f=+ЗI':lб iсоs3=+бr:72 

gsin(.+G)fg3=- 9.80 gcos(.+G)=+ З.42 

hsln(.+H)sec3=- 2.34 hcos(.+H)sin'=+ 989 
+ 19" 02 + 20.03 

=+1~2б8 

1'< 6 <'= - 0.023 

.'-Ix.= + 1~ 245 
!kii 6"" = + 0.28 

3'- б= ~ 20'; 31 , 

160. Брзина властитих кретаља звезда. 

Ya.\"I.~O, да на небеСНОј сфери (сл. 9Ј.) ЕЕ1 = ~ представља властито по
.'!\ерање ЮiJ(ве звезде Е у току од једне године по правцу, који саставља са 
њеним деr:линационим кругом угао 4 РЕЕ ј = ф. Кад замислимо И3 Е 1 управну 
E1P на РЕ. видеtемо, да Ђе властито њено кретање!-ia ПО рехтасцензији и џ.а по 
деклинацији бити: 

Е,р = fLO cos а = џ. sin Ф и рЕ = џ.. = џ. cos ф; 

само пак \-1. и Ф Qдредиtе се по даним величинама 11" и \.La овако: 

и 
1'''' cos d ~ 

tJ. = sin Ф = cos Ф . . . . . (2.) 

НајвеЂИ број звезда има врло незнетну величину 1'. Та«о, од 3240 звеада 
Брадлсјевог каталога, који је прерадио Ауверс, -само 24 О/О имају властито 
"ретање веЂе од 10" за столеЂе а 5Ј % веЂе од 5". 

Ако означимо затим паралаксу те звезде са '1t а растојање ДО ње, из-' 
ражено у јединицама средњега растојања од Звезде до Сунца, са d, онда Ђе 

р , 
<-

! , 
I • 
• ,.,. 

се Њ~HO линеарно гоцишње померање у правцу управном на 

правац глецања на њу, добити на овај начин: 

v=dџ.siп Ј" = l' 
, ~ 

. . . . . (3.) 

С;,. 91. Друга компонента кретања звезде, у правцу самога 
зрзкз гледањз на њу, ма да остаје за нас и непозната *) 

ипш( је не мање интересантно, да се цобије појам и о тој јединој брзини v, 
сравњујуhи је, например, са nужином пута 1 = 2'1tO, који пређе Зе,\-\Јьа око 
Сунца аа годину дана, и "оји Ђе се при а = 1 иаразити броје 2" = б.З. Ради 

тога су у доњој таблици цате паралаксе '/"С' влаСТИТЈ 

за He~Ole звезде .са доста великом паралаксом '/"С. 

v 
кретања р. и односи 1 

3всода 

':1. Сепtашi 
':1. Canis та]. 
':1. Сап!:; 111111. 

б 1 Cygni 
(1. Aqllilae 
':1. ОсmirlOГl1lП 

велич, 

(1) 
(1) 
(1 ) 
(5.') 

2 . 
(1) 
(1 ;) 

0"75 
о: 37 
О. зз 

О. 30 
О. 23 
О. 25 

~ 

3':7 
1. з 
1. 2 
5. 2 
О. 7 
О. 2 

, 
I 

0.7 
0.7 
1.6 
1.9 
0.5 
0.2 

Звезда велич. 

.м. 1830 Grumbr. (7) 
@ Ursae тај. r 3) 
rJ. Tauri (1) 
r:J.. Aurigae (1) 
• Lyrae (1) 
a:·Bootis (1) 

О" ј б 

О. 13 
О. 1 1 
О. 08 
О. 16 
О. ] 7 

l' 
7" О 
1. б 
О. 2 
О. 4 
О. 4 

2. 1 

, 
I 

7.0 
2.0 
О.З 

0.4 
0.4 
2.6 

"') Теоријски може та компонеlПа да буде одреi)ена довољно силним спеl<ТрОСКОПО.',\ ПО с",ретаљу 
Ta,1I1\13.'1 Щ!Нllја на спектру авезданом у јеДflУ или другу страну од HOpMaJ1f10r ЊIIХОВОГ положаја; а.Щ СУ та 
скрс:тања ТQ.1!ШО НtlштаВН8, р;а су oдpe~HBaњa брзнне кретања авез,ца по њима за сада Ј'ОШ доста су.'IIњина. 
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Одатле се види, да се звезде померају у простору ta врЈ\О различитиМ 
БРЗИi-iзма t', foje су по својОј величини, уопште говореi1и, сличне са релативним 
БРЗИ1iзма 1-' кретања планета О!Ю Сунца (оне су дате у чл. 123. у облику 

~ -=- 1.6 за N\CPKYP и 0.3 за Сатурн), ма ,ца има и таквих, код којих су те 
брзине .'i\1IQrQ веће, као нпр. у означеној зве .. щ,И ~ 1830. И3 катаЛога ГРУМ
бр liџа *), 

у садање се време накупило такОђе око 1500 одред'ба властитих крс
тања PJ.:-~}lИЧНТНХ звезда у правцу самога зрака гледања на звезду, тј. зрачне 
љене бр:~ине, помоhу спектроскопа и спектрог~афа. Излази, да је и т.а брзина 
истога ступња као и напредречене попречне, ТЈ. само у ретким СЛУЧ3]ИМ.з. над

машују брзину кретања планета ОКО Суннца, достижуtи ЦО 60 км. у сеf{УНДИ. 

По одредби В. В. Кембела средња брзина звезда у простору ИЗIIОСИ 21.2 
КМ. У секунди. 

Уопште говореЋИ, не постоји ничега што би нарочито пад.ало у очи 
односно ве,3Ј између праваца и брзина кретања разних звезд,а. Уосталом, један 
и исти праВiЩ кретања имају звезде окупљене у познатој групи Плеја ца, затим 
оне из групе Гиада у костелацији Телца и неке друге. Као особито интере
сантни иэузстак Јавља се запажена СЛИЧНQСТ 8ласТl1ТИХ кретања, како 1l0пречних 

ТЈ!":О iJ зрачних код пет најсјајнијих звезда из констелације Великог Медведа. 

161. Привидна помераља звезда усљед властитог :кретаља Суичеве 
системе. 

Ако :iамислимо да смо се удаљили ОД Сунца на исто такво раСТОlања 
1 

d O~ -, ()·.~"o - 275000, на к",<вом се растојању налази нама најближа звезце 
:)m 1;) 

ГЈ. Centmiri, ()нда Ђе се Сунчев УГЛОВНИ пречник претворити у сасвим нсосетну 
веЛИЧИIiУ и '_{::Ј. најсилнији телескоп, - т. ј. У величину 
1920' О' 008 . • 275000 =----'. t па и Јасност ne се његова смањити за 

(2750СЮ)' п)та, т. ј. изгледало би нам највише као 
3ВСЗЛ,'-l 1. всличине. СматрајУЋИ га на тој основи као 
тело сасви:'l\ слично са осталим звездама, да видимо, 

како треба да се промене координате I'J. и а тих звезда, 
ако се оно, заједно са свима својим планетама, прогре
сиино }{реЋе у простору. 

Узмимо, да се Сунце креЂе правцем SK (сл. 92. 1.) 
и да .,а јС;1НУ годину прелази простор SS' = w. Правац 
Ђе се SE на какву звезду Е, - који образује са SK 
угао ~) ESK = е, - променити при том у правац S'E 
ИЛИ ње."у паралелан SE', скренувши у равни KSE за 
У"ао Lt ESE' = 1== SES' = z, који Ђе се изразити из 
елементарног троугла SEE', овако 

Ј. 

/Е' Е , , 

5 w S 

~. 

Сл. 92. 

w . е . е z = d . 1" sm = '7t sm ......... . .sm 

к 

(4.) 

--с=:--

*) 1910, год. откривена је у констелацији Ophiuchi звезда У.4 веJlичине са иајвећllМ влаСТИТIIМ кре-

таље.\-\. :-.L- = 10': 27 по одредби С. l{. КОстиискога. Паралакса је њена то = О': б?, таЈ(О да је ~ -.2.0. Наре
дну flBC3AY по (јРЗИИII кретања ОТilРИО је још ракије Каптајн на плочама Саре Photogr. Duc11mustezung. 0\13 

има 1J.=8'.'7,;;=-О.Зl и ~ =4.5. Положај је њен: a.=5h8m,&=.:.....45oO'. 
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Место пан звезде Е на небесној сфери (сл. 92 .. Н.) треба ца се помери од 
тачке Ј{, -----:- која се зове апекс, - ПО великоме кругу КЕЕ' CBaI<e године за 
величину малога лука ЕЕ' = z. Кад повучемо деклинаЦlЮне кругове РК, РЕ, 
РЕ', над означимо рехтасцензију и деклинацију тачке К са А и D а угао 
-1:: РП:' са ~ и кад напоменемо, да је лук ЕК= 4- ESK = 8, онда ћемо добити 
(СПО'lе"а из еЛементарног троугла РЕЕ' а затим И3 сферног троугла ЕРК) 
овакве изразе за померање звезце Е, по рехтасценаији и деклинацији, I<:oje 
бисмо ЗШlазили усљед прогресивног Kp~Taњa Сунчеве системе: 

d~. cos ђ = z s;n Ф = it w со. D s;n (<Х - А) . ! 
. .. . .. (5.) 

d1J=zсоsф = -" W [s;n D cos б-соs D sin б cos (<Х - А)] 

Разуме. се, да Ће се ова привидна систематска померања du.. и da, - која 
улазе као саставни neo посматраних њихових кретаља (Ја И !-1о, - МОЂИ 
изд,воiити за какав део неба са ДОВОЉНОМ очиглеДности тек у средљем И3 
огромног броја звезда; јер ве се само тада властита њихова померања узајамно 
уништити, пошто су КОА једних позитивна а код других негативна, као што 
то бива и са случајним грешкам~ посматрања. На тој се основи може ПОМОЂУ 
врло ."ного . једнач~на облика (5.) одредити највероватнија велиуина трију 
непо::знатих А, D и w по методи најмањих квадрата. Тешкоfiа се састоји само 
у томе, што у те формуле улазе и паралаксе за разне звезде, I<oje нам нису 
познате на се зато мора прибеЂИ некој другој, више или мэње вероватној 
'претпоставци' 6 'њима.

О 

t62. Хипотетичка pa~Tojaљa ДО звезда. 

Не глецеi1и на то, што стварне цимензије И светлосне МОћИ разних 
звезда могу бити врло различите, уопште Ће бити доста вероватно допустити, 
да су сјајније звезце ближе нама-него ли оне са слабијом свеТЛОШЂУ, па узети, 
да је средње растојање d, до звезда накве год величине (п) у обрнутој пропор
цији са кореном квадратним И3 њихова сјаја јn. А пошто, при прелазу са 

једнога разреда величине (п) ка сљедеЋем (п + 1), сјај звезда слаби 2 + пута 
(чл. 62.), - по фотометриским пак мерењима тачније 2.3 пута, - то Ђе се 
dn изразити ПОМОЂУ 'срещ-ьег растојања dl цо звезда 1 вепичине ОВ8I{О 

. . . . (6) 

Срачуната по овој формули хипотетичка растојања могу се проконтро
писати бројем звезца. разних величина, полазеЋИ са претпоставке, да су звезде, 
- бар оне најјасније до 7. или и до 8. величине, - равномерно распореljене 
у простору. Код такве претпо'ставке заиста треба да број N, свију звезда до 
п-те вс:личине расте са повеl;ањем п приближно пропорцијонално са d~; ПОШТО 
је па" број свију авезда на небу до 7. величине закључно око 27.000, то ће 
хипотетички бројеви Nn бити овакви: 

N, = 27000 (:; )3; 

кад се нак они срачунају по -;юрмули (6.) и сравне са стварним (N,), увидеtемо 
ово ШТО сљедује: ' 
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(п) 1 2 З 4 5 б 7 8 

d,:d, -~ 1 1.5 2.3 3.4 5: 1 7.б 11.4 17 ~ 1 

N" 18 б2 208 704 2370 8000 27000 91000 

(N") ~ - 19 84 280 770 2200 7100 27000 95000 

На тај се начин доста добро контролишу релативна хип()тетичка растојања Јn. 
На основу њих дОБИЋемо, - за цељи показане у прош. члану, - ове односе пар
лакса 7Сn з!:!езда разних величина (п) према средњој паралакси 'Jt, звезда 1. веЛИ'-Iине: 

II = 1 

7':1~ = 1 
7':1 

2 

0.б7 

з 4 5 

0.44 0.30 0.20 

б 7 8 

0.13 0.09 О.Об 

163. Правац и брзина Сунчева "ретаља. 

I{ao ШТО је веli речено у чл. 1 б 1., за повољно Qдреtjивање тражених 
А, О и 'А' на једначина (5.), број звезда са добро познатим властитим н:рета
њима 1" и 1"; треба да буде врло велики. О. Струве је први одредио те 
величине, осшшајУћИ се на свега 400 звезца северног дела неба па је ПОМОћу 
напред 0значених хипотеТИЧRИХ растојања d" добио по методи најмањих 
квадрата, да Је 

А-~2бl~4, и d ~ О" 34 О" 34 w=,Stn. ='. 
~, 

По посљедњсм пак срачунавању Л. С т р у в е, основаном на 2500 звезда истога 
дела неба, те су се величине показале овакве: 

А_с 273" З . , и d . 0"34 О" 34 W = I SlП. о =' , 
'-, 

КОје се доста добро слажу са величинама А = 27З~ 1 и D = + 2З~ 4, I<oje 
су добинснс из влатитих кретања 274 звезда јужне небесне полуку!·ле. 
Та"а неба, којој је упућено прогресивно кретање Сунца и која се одређује 
ПО.~\ОЋу ОВИХ координата А и О Ј налази се У сазвежljу Херкула; брзина пак w 
тога "рстања, ако се узме да је 1t = О': 10, излази да је равно 3.4 = O~54 /. Сада 

се, "ао најта'lIшје рачуна одредба Л. Б о са, «оја даје ~ = 270~ 5 и а = + З4~ З. 
Вrло се просто и очигледно можемо уверити у прогресивном кретању Сунца, аl(О 

узмемо и;~ NaLltica[ Аlтапас-а за 1898. г. само оне звезде северне и јужне полукугле неба, 
чијс се Дt.'КЛИНС.ције налазе у границама + 300 а при том са властитим I<ретањима fL't и 1Ц, која 
Ht.' преfJаЗlыазе 0:'8 те да сувише велике вредности ~ и !А-о, - које се вр. ретко д\.'шавају, 
- нс искuаре средње реаулт.ате. Покззане се, да таквих 8везаа има 260 и да ће их lIa сваки 
део неба по рехтасц~нзији ид 15° = l h ДОНИ од S = 8 од S = 15 на броју. 3бог мале пж нели
чине i) .може се у сре/lЊИМ изводима за све овакве делове неба узети приближно, да је CQS ~ = 1 

и sill ~ = о па представити формуле (5.) у оваквом облику: 

1:.. D . (~11 А) 1:dot :tf111 -.WCQS stn -- =-=-s s s s 

:tJ1; • D -s·wsm ~-~-, , 

• . (5')1 

. (5.), 

1:1'-8 
На тај се начин види, да средњи резултати s' КОЈИ зависе од средњих рехтасцензија звсзда 
~" lћ lh 111 
, - 2, [2, 22 И т. Д., треба да изађу На једној половини неба rЮЗИТИ8RИ на другој нега-
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типни; средњи пак резултати 1:~ треба да изађу свуда са једним и истим знаком. Тако то у 

саяој ствари и излази, као што показују ОВИ Сјројнlt резултати: 

I " СЈ. ~~. L!1a ~" ,,~ ~~, ~" ~~. 
,. 

~ . .... [.!.~ 
-- - -- -

I S S S S 
I 

S S S S S 

0'1 5 + О" 01 - 0':05 8' 5 - 0"08 -0"01 16' 5 - 0" 07 - О" 02 I . . . . . . 
!. :5 + 2 4 9. 5 9 2 17. 5 5 -11 

2. 5 + 5 10. 5 9 О 18. 5 - 8 9 

3. 5 + 2 4 11. 5 -11 1 19. 5 +4 " 
4. 5 + 7 4 12. 5 -19 3 20. 5 + 1 1 

5 . .5 2 3 13. 5 -14 - 4 21. 5 + 4 5 

Ь. 5 -3 2 14. 5 - 6 О 22. 5 + 9 

7. 5 -10 2 15. 5 3 2 23. 5 + 16 9 

LlJ.8 
У средњем ~ = ". 0': 035 са вероватном греШКQМ + О': (К>4. 

Ol;:~j оштроумни начин очигледног доказа властитог кретања Сунца припада Т и се р а н у. 
Али се .\\оже пони и даље па по ОВИМ нашим бројевима одредити приближно L1Э јСl1пачина ,. 
(5)1 И (5)2 саме величине непознатих А, D и w. Ако допустимо, да су средње ПСЛИ'!Clне _", , 
у сва НЫIla 24 дела неба приближно једнаке, онда немо из 24 једначине (5)1 OlI.редити 110 методи 

најм"њих кЋ<1;Јрата највероватније величине А и ~s1\" W cos D, што Је, на основу Иi:U!Јженога у 
'Јл. 55, ванредно просто. На овај немо начин JlaНИ, да је: 

A=270~, ~;: . w cos D = О" 094 , . и 
" ~;:. wsin D = + ~'035, 

а одатле: 

0.035 
tgD = 0.094 =0.37, и 

< 
~ -0"100 . w _ . , . 

Затим, пошго су свих 260 звезда, које см') узели, поре1јане по ЊИХОВИМ веЛИ'lинама (п) овако 

IН~ЛIЈ'lина (п) 

, . , 
орОЈ звезде s 9 

2 

·20 

3 

77 

4 

88 

5 

49 

6 

12 

7 и мање 

5 

то Ђе, по и.1неденој у чл. 162. таблици хипотетичких паралакса, нзаkи 

~n ~/ ПП 
~= 

S 200 па према т')ме и 
(ј' 100 О" З3 

w=' =-'-
О.З;, nl nl' 

0.33 'П'1 

Не Г:lедеkи на грубост и нетачност упvтребљене методе, све су се веЛИ'lИне А, D и 
w ИПа!{ одредиле доста добро. 

164. Оптичке к физичке двојке звезде. 

На небу се може набројати тако много парова звезда, које су врло близу 
Јед-на iJ.O друге 1.1 које се стога зову двојне, да то никако није MOrytHO објас
НИТИ случајним распоредом звезда у простору. Вероватност, да се две ::шезде 
десе на врло малом угловном растојању 6. једна од друге, - као што је то 



- 247 -

одређено у првој задаtи главе У, - равна је sin2~ = ~ 6." 2 sin2 1" па због тога, 

ако је ПCl.\\ИОЖИМО са бројем ; (100.000)2 свију могуtних парова, које обра"ују 
свих lОО.ООО ;)везд,а на небу цо 8. величине закључио, онца Ђе изаЂИ, да има 
свега 8 парова са р;tстојањима мањим ОД 16" а да нема ни једнога са расто
јањеl\Л !\\аЊI·\М ОД 1/f; меijутим се у самој ствари може набројати ЦО 5ОО првих 
парова а ДРУП1Х ОКО 200. Сама та околност веЂ указује на физички узрок везе 
ових звез;џ јС!Ј,не за другу. 

Кад би се две звезде Е и Е, (сл. 93.), које су врло далеко једиа од друге 
у простору, само случајно десиле на малом углавном растојању ЕЕ, = 6. једна , . 
ОД друге, онда ОИ, усљед. властитог њиховог кретања, померење Једне од љих 

Е ј Е~Ез . '. према другој Е требало ца се представи у току многих година као 
право.'lИНИСКО и равномерно. Микрометарска мерења растојања ЕЕ , и пози
ЦИСыих углова .:::).РЕЕ 1Ј која се врше он времена на време, одређују оваыве ре

.. 

СЛ. 93. 

лативне путање Е IЕ2Ез ... са великом тачношћу и показују" да 
двојних звезца са таквим праволиниским путањама има врло мало 
у самој СТi1ари. Овакве се двојне звезце З0ВУ оuшnчке. 

Код свију осталих парова, звезда се Е 1 помера прсыа другој 
Е по некој елипси Е 1 е2ез ..• и, по истеку већег или мањег броја година 
и~вршује око ње потпуни оптицај, што директно указује на стварну 
близину тих звезда Е и Е1 једне према другој и на силу грави
тације међу њима. Ово су фнзичке двојне звезде. На небу се опа
жају такође и сложеllе системе од три и већег броја звезда 
везаних једна за другу фИЗИЧI{И тј. гравитационом силом; али 
се кретања њихова, која су врло интересантна са теорИјСI{О[' гле

дишта ('1,'1. 140.), још нису довољно тачно објаснила из посматрања. 

165. Елиптичке орбите двојиих звезда. 

I(од физичког пара звезда узима се она сјајиија Е (сл. 94.) као главна 
и НСПОМlll.ша а она мање Сјајна е' као њен пратилац па се И3 многогодишњих 
посматr~l(1)а растојања Ее' = р и позициских углова РЕе' = Ф добива или цела 
uривидна слипса П'е'А', коју описује пратилац е' у односу према Е или пак 
њеl1 повсtlИ ;~eo. Али се та елипса представља, гледана са Земље Т, у равни 
упрzшној на правац ТЕ па је стога она само пројекција 
исmИНИlllе ели псе ПеА, по којој се стварно и креће 
пратилац е под утицајем гравитационе силе главне 
?;евздс Е, која треба да је у жижи те елипсе. Овај 
IIOСЛСД1Ь!1 услон И даје МОГУћНОСТИ, да се одреди положај 
истините СЛllпсе ПеА у простору, њене дименаије у 
У"ЛUВflOј .~ери и трајање S потпуне револуције пра
тиоца е. 

.. f ..... . . . .. : 

Ј". 1. 
-_.,~ 

у таблици, која сљедује, дата су та трајања 
S (у ,"одинама) и дуже полуосе елипса а (у секундима) 
за оне пар оне звезда, чије су паралаксе 7t" такође Сл. 94. 
одређене ц()ста добро, после чега се за њих добивају линеарне веЛl'lчине тих 
ПОJlуоса, а ~.- d sin (Ј.. = : (у јединицама средњега растојања од Земље до Сунца) 
и сума \\аса /" и т' обеју звезда (у односу према маси Сунца М), јер lIа основу 
формуле (6) чл. 138. треба увек да изађе 

m+ т' аЗ 

М S, 

• 
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двојвнс звезде Величина а S т + т' 
М 

гоц. 

а Canis majoris ... (1) и (9) 0':28 7':5 27 44 10.0 
а Canis minoris ... (1) и (13) О. 26 4. 7 18 35 4.8 
а Сеntашi ....... (1) и (2) О. 86 17. 5 20 77 1.4 
Р Ophiuc11i ....... (4) и (6) О. 16 4. 8 30 94 3.1 
.~ Саеејорејае ..... (4) и (7) О. 15 8. 6 57 195 4.9 , 

Према томе, и по срецњим растојањима а, и па временима ~ИХОВl1Х револуција 
5, релативне орбите код двојних звезда иалазе сличне са орбитама наiу~аљенијих 
планета щ Сунца; масе пак (т + т ') нешто мало надмашују масу Сунца. 

Односно врло слабог пратиоца Сириуса (а Сапis majoris), може ос напо
менути, ;\а је, пре него што је угледан кроз силне дурбине (1862. г.), његово 
је постојање био вен предсказао Б е с е л на основу промена, које су се откриле 
у рехтасцензији и деклинаЦИји самога Сириуса и које су указивале на то, да 
под утицајем другога тела та звезда описује у простору апсолутну елипсу 
('!Л. 136.) са привидном дужом полуосом од 2': З. Сравњујуtш ову величину од 
2': З. са ду;ком полуосом а = 7': 5 релативне орбите пратиоца, - каква је наЈјена 
после његова ОТКРИЂа, - увидеt.еМQ, да маса његова т' треба да буде врло 

велика (т' = 10.0 Х ;.~ = 3.·1) па према томе да је његова МОIi сјаја врло мала, 
судеt.и по ништавном његовом сјају, који ВИДИМО. Сличне су период,ичкс про
мене (= О': 7.) запажене и у координатама Проциона (а Canis minoris), те су и 
оне указивале на то да и он има пратиоца; али се тек недавно (новеМбра 1898.) 
успело, да се ОН угледа и да му се одреди стваран положај. Откривен је на 
име са опсерваторије Л и к а (у Сев. Америци) ПОМОIiУ огромног .рефрактора са 
објективом o~ 36 егл. палаца у пречнику. 

• 



r л А В А ХХIУ. 

О СПОЉЊЕМ ОБЛИКУ СУНЦА, МЕСЕЦА И ПЛАНЕТА СА ЊИХОВИМ 
ПРАТИОЦИМА. 

166. Фазе планета и Месеца. 

Са Зем,,,е се Т (сл. 95.) обично ви~и само je~aH део а' с тела Р, сфер
нога облика, који је осветљен сунчаним зрацима, - па био то Месец ИЛИ I{зква 
ПЛ3l1етз. - То се зове фаза. У пројекцији пак на округлом његовом ДИСI{У аЬа' Ь' 

(.1. 95. 

TS =?о 11 ГТ = d, 

граница се између љеговог осветљеног и тамног дела ас 
пре~ставља у облику полуелипсе ЬсЬ', чија је краliа по
луоса Рс упуliена правцем ка Сунцу S. Ако се угловни 
"речник тога диска узме за јединицу, онца Ђе се ши
рина осветљеног његовог дела а' с изразити помоhу угла 
4 SPT = Р, овако очеви~но: 

, 'Р + Р I + I Р , р а с=а С=2 2COS =cos i 

а из троугла ће PST, - са познатим странама PS = р' 
- изаЂИ, да је 

а' с = со,;'.!'.= (d+ 1+ Po)(d+ 1-Ро) 
2 41d 

. . . . . . . . (1.) 

3а доње планете и за Месец тај се угао фазе Р може мељати ОД О, ~O 
180''', за П1рње пак планете он достиже своју највеЋУ величину у њихавим 

к"адратурама, !(a~a је 4 STP = 90' па OTY~ и sin Р = 10. На тај начин KO~ Марса 
1 

(Fo = 1, f = 1.52) највеliи мањак осветљенога ~иска излази (при Р =41? 2) раван 

1 - cos' ~. = sill' ; =0.12, KO~ Јупитера (р = 5.2) нешто мање од 0.1 а код 
осталих горњих планета он је сасвим неосетан. 

OHa!~Be се промене у фазама могу занемарити код сваке од оних 1\ШЛИХ 
планета, Iшје рсволуционирају око Сунца измеljу Марса и Јупитера, и тада liе 
се сјај IЬCII i, који се са 3емље види, изразити просто овако 

. с 

'~ p2d" ..... . . . . . (2.) . . . . 

где с означава неку сталну вели.чину за ту планету. Само се И3 сравњења 
ОВ3I{вих cj[ljeBil. i са сјајем великих планета и може судити о приближним ди
."I1ензија;')lа ових малих тела, јер чак ни највеЋе оц њих, Церера ни 8еста, не 

з2 
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пока:3УЈУ никакве приметне дискове. Овим се начином показало, да њихове ди-
. . I З 

меН3ИЈе не надмашз]у 30 део еМЉИНQга пречника; димен-

зије па" осталих И3 највевег њиховог броја још 10 пута су мање. 
I(роз велике се дурбине на површини Месеца (сл. , 

96. 1.) ванре:\но јасно оцртавају поједине планине (а'), пла
нинеЮ1 гребеии (а"), прстенасти кратери (ат) и други де
таљи. Због ';огз елиптитички лук, који раздваја осветљени 

-
• 

;Ј.ео ДИСI.:а О,]. тамногз, увек изгледа више ИЛИ мање зуо

част; суседни пак врхови високих планина, који се налазе П·,,·~·t,,<> 
у бли:з!.1НИ тога лука, виде се на тамном делу диска У об
ЛИКУ сјај!iИХ тачака (а). По цаљини аЬ = т овакве тачке s 
а ОД видне линије границе cbd лако је оценити и саму ви
сину h планине А (сл. 96. п.) И заиста, кад одредимо по 

• . ," 
.~/\ /:\ 

i /:: ;~. 
! : 

, 
.Т 

в д 

углу фазе .с): SLT = Р истинито растојање s . АВ = т р 
sm с.1 96. 

врха А од граничне линије, имаhемо, да је приближно 
S2 

h = 2k' где је k = 0.2726 линеарни полупречник Месеца. О висини планине 

а', која се ОИДИ на осветљеном делу Месечева диска, може се шако&е су
ДНШИ пd дужини сенке а' Ь', коју она оставља поаади себе. На тај начин из
ла::ш да планине на Месецу досежу до б и 7 врста; услед тога и сами крајеви 
(периферија) Месечева диска изгледају као неправилна, таласаста линија, IO)ја 

отсжава тачно одређење величине k Месечева полупречника. 

167, Облик Сатурнових прстенова. 

Сатурн се одликује ОД свих осталих планета тиме, ШТО је окружеlJ системом 
равних, концентричних прстенова (сл. 97.), који су нагнути према еКЛИПТI1ЦИ 

с 

под углом 1) = 28? 2. Унутрашњи од њих Ьс једва се 
ВИДИ, средњи пак cd и спољњи е! јасно су осветљени 
сунчаним зрацима и раздвојени један ОД другога интер
валом de. Ови нам прстен и изгледају као елипсе 
ЧИЈе су дуже полуосе, у сравњењу са полупречником пла

нете k = Са = 9.2, овакве: 
сл. 'п. СЬ = 1.10k, Се = I.ЗЗk, Cd = 1.77 k, Се = 1.80k, 

Сј = 2.04 k; краве се пак полуосе њихове мењају са положајем Сатурна на 
љеговој орбити NMN' М' око Сунца S (сл. 98.). Када се· он и Земља налазе 

, ,. 

i 

СД. 98. 

" 

на правој СТ или пак те', паралелној са линијом '180-
рова NN' равни његових прстенова ('Y'SN = 16S'), тј. 
кад Земља пролази управо кроз ту раван, онда Ђе ти 
прстени изгледати као ванредно танка права линија, 

која се једва види и кроз најсилнији дурбин. Такви они 
изгледају још и при пролазу Сатурна кроз линију NSN', 
јер је тада Сунцем S осветљен само спољњи крај "рај
њега прстена. У интервалним пак положајима Сатурна 
М и М' краве полуосе прстенова излазе највеће тј. равне 
напред наведеним дужим полуосама њиховим, помно

женим са Sin 28? 2. 

168. Одређиваље ротационог кретаља небесних тела. 

На диску се Сунчевом скоро увек могу видети кроз дурбин тамне 
пеге неправилног облика, које се одједном појављују и, пошто се одрже не-
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лолико дана, опет их нестане. По ПРИВИДНОМ померању ЊИХQВОМ још r ал и л е ј 
је донео З3Юhучак о ротацији Сунца у ИСТОМ правцу у коме се и 
ЗС:Vlља обрl1е. На дисковима се некојих плане:а такође ззпажају 
I{РОс) силне телеСКDпе или сталне пеге или КОЈе се повремено по

јављују и I{оје указују на ротациона кретање ТИХ тела. 
. Положај пеге М (сл. 99.) на округлом диску Сунчевом или 

каЮН)Ј"а ДРУI"ОГ небесног тела може се одредити иа посматрања, 
помоhу углотmог растојања његовог МС = Р од центра циска С и 
позицијског УI'ла 2): РСМ (чл. 71.), који се рачуна од деклинаци

. , 
~"! / P~/ 

с 'Оо 

Сј]. 990 

ОНОГ круга Ј[t;бесног тела РС; ПОМОћУ овога се пак угла лако добива пози
ције"и угао .+ QCM = 11, који се рачуна од круга ширина QC. 

Да бисмо прешли са ових координата р и Jl пеге М, које се виде у неком 
моменту врсясна t са Земље Т (сл. 100.), на њене ко
ОРЦИНЈте ОДНОСНО центра О самога небесног тела, -
да 0311ачимо геоцентричку дужину и ширину тога центра 

са , и Ь а растојање његово ОТ са d; линеарни пак 
поnупречнИI{ његов ОС = k ца узмемо аа јединицу. Кад 
;~а.\\ИС}ЈНМО КрО3 правац ОСТ, кроз ОМ и кроз правац 
OQ управни на еклиптику - ТРИ' равни, које секу 
сфериу површину небесног тела по великим круговима СЛ. 100. 

• 

QC, МС и QM, онда Ђемо добити еферни троугао QMC са страном QC = 90" + Ь, 
са угло>! с+ QCM = 11 и са страном МС· у, при чему Ђе се угао -4 МОС = У 
ОдJlеДИП1 И3 равног троугла мат ОВако 

sin (у + р) = d sin р 
Тако Ђе се по трима даним: 90" + ь, 11 и У ерачунати QM = 90" - ~ и 
4 MQC = (1 ;- 180") - 1-, гдеће ~ и 1- бити еклиптичке координате пеге М, 
ј(3!":О се I::'.ИДС из центра небеског тела Оо 

у СПУ'-IЈју пак посматрања пега на Сунцу, иа троугла QCM са страном 
QC~= 90' (јер је тада Ь = о) доби!iемо директно: 

sin ~ = cos 11 sin у и Ig (0 - 1-) = sin 11 IIJ у, 

где 0 о:шачава привидну са Земље дужину Сунца. 
!{;:щ се добију И3 посматрања пеге у разним моментима 11 ,/2 /з • овакве 

њенс ]{UОРДИЈЈате @]'~2'~З И Лl'~'ЛЗ И кад се по њима нонструише на небеСНОј 
сфери њени !tоложаји М1,М2,МЗ (сл. 101.), чији број не треба да буде мањи ОД 

три, - онда веЂ није тешко, да се одреди как,.) ротациона 
оса, тано и време Т потпунога обрта небесног тела. Пол П 

'-" ,,' Е' те осе наЂИ ће се наиме, нао центар маЛQга круга Mlj\12M.~ ... , 
'о i по коме се помера п~га те Ђе се у односу према тачци Q 

"f~, .. ,о: 'м, :1-. ~ одредити ПОМОћУ расто]ања ац ње QlI = 'fJ и помо1ЈУ д:ужине 
-'-.~,,-;.-:r ~ - Ј\. -4 TQII = Q - 900; при чему Ђе 'fj бити нагиб екrюшора He~ 

-~,.- ~ бесн.ог тела EQE I према еклиптици '[QLЛJ, а Q = ПП:! I'I:УЖИНЈ 

Сл, l()l, 

њеног узлазног чвора !Ј. Угли пак код пола П: 4 M,IIM, 
и 4- М211МЗ1 пошто се поделе са интервалима вреМЕна t2 - t!, 
И Iз - 1" који им одговарају, даЂе углову брзину I" ротације 

3600 
небесног тел,( а отуд и време потпунога његовог обрта Т = . ОЧСВI1ДНО, 

w 
да {Је се с тиме уједно добити и сама ширина пеге 900 - IIМ = tf У односу 
према екватору ЕЕ' небесног тела. 

169. Ротациона кретаље Сунца н планета. 
Из њногобројних посматрања пега на СУIЩУ, И3.'1ази, да је Сунчев скватор 

нагнут према еклиппщи под УГЛОNi 'IJ = 70 и да му је положај таl{ав, да је 
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дужина љеговог узлааног чвора Q равна 740, Брзина пак ротације w З3 разне 
зоне Сунчеве површине излази различита и изражава се у зависности ОД ши
рине зоне 'Р приближно овако: 

w = 14? 2 ~ З? 1 s;n' ~ у току једнога средњег дана; 

тако, да је највеЋа ротациона брзина на екваторској З0НИ, и да њој одговара 
3600 -

трајање потпуног обрта Т = 14~ 2 = 25.З средњих дана. "Али са Земље. I<оја 

се обр ће за по 1? О на дан у исту страну, у коју се обрtе и Су нце, пр иви~но 
. . 360' 27 З 

тра]зње потпуне његаве ротаЦИЈе излази равно IЗ? 2 = . дана. 

На ЦИСI{овима Меркура и Венере скоро је неМОГУЂНО запазити llere, зб~г 
силног осветљења сунчаним зрацима; стога су досадањи ззкључци о ротацИЈИ 

тих планета доста СУМЊ~ВИ. По посматрањима Скиаптарели--а 1890. г . 
. излази, да су трајања Т ЊИХОвих ротација таква иста као и трајања њихових 
револуција ОКО Сунца тј. 88. resp. 225 средњих цана; пређе се пак у ХУlll 
столеliу држало, ца је та код Меркура било 24 часа а KO~ Венсре 2З часа. 

ИСТО тако и најновија спектрална испитивања БјеЛОUОЉС1<ог у IIулкову 
И ГаНС1{О<; на Мон6лану, као и визуална посматрања 8асиљева у Одееl1 и Рабе-а 
у ьреслагш дају за Венеру кратки перио~ ротације, око 
24 часа. 

Површина Марса (сл. 102.), са разним контурама на њој, ,. 
ВИДИ се по некад 'Кроз силне телеСкQпе тако 1асно, да су за 

љу веЋ i~аЈ::!НО састављене детаљне карте сличне са географским. 
Због ТОI"а су веЋ давно оцреijени и СВИ елементи ротационог 
кретања те планете, која се обрtе у исту страну као и Земља. 
На и~\е: 

и Т = 24' З7m 22~ 7 

Сл. 102. 

На Јуnитеру се (сл. 10З.), КаО и на Сунцу, појављују o~ времена на 
време час тамне час светле пегеЈ КОЈе се ПО некад одржавају врло дуго те је 
по њи.\\а одређена ротација те планете (k = 11.1), ТаЈ<ође у ~иреЈ(ТНОМ правцу, 
са елементима: 

и Т;- 9' 55~6 

Р<lзуме се, да овако великој браини ротационог кретања одговара и 

знатна СПЈЬоштеНQСТ на Јупитеру тј., ОКО 117' Тамнији појаси на тој планети су 
промеЊЉИllИ, али су увек приближно паралелни са њеним екватором. Посма
трања љихових детаља показују, ца се, слично Сунцу, разне зоне разли~lИТОМ 
брзином 06рЂу. 

Слиr.ше се пеге и тамнији појаси опажају и на Сатурну, чији су елементи 
ротације овакви: 

'уј = 28', 0=168' и Т=10'15" 

тако, ца се екватор његов скоро сасвим ПОI{лапа са равни 

његових прстенова (чл. 167.), али се они обрl;у у неколико спо
рије, наиме за време од Т = 1000ЗО~ Спљоштсност Сатурна 
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(сл. 97.) по .\\ерењима излааи равно ~ и она се запажа чак и од ока. На Са
турну се опажа исти закон промењљивости брзине ротације разних З0на његових. 

Најгад, ШТО се тиче најдаљих планета од Сунца, т.ј. Урана и Нептуна, 
то њихове ротације још нису одређене непосредно, пошто се на њиховим врло 
ма.1ИМ диско"има (4" resp. 21/2' пречника при k = 4.2 resp. 3.8) не могу да 
ззпазе НИКЈ!~БС пеге. 

Али, ;Ја Ура н је 1912. г. откривена у Америци његова ротација спектро
СКОПСIШ, са ПСРIЮДОМ ОА 103/4 часа у исту страну у коју се креЂУ његови пратиоци; 
при TO.\te и екватор се планете приближно поклапа са равни орбита њених 
пратилаца. Тако исто 1924. г. Хол је одредио период обртања Нептуна од 8 часова, 
по пршн;нама љеговога сјаја. У чл. 134. видели смо, нако треба да :-зависи 
сп.ъОШТСНQСТ с планете од угловне брзине w њене ротације, т.ј. кад се зна 
њена маса п1 и .1инеарна дужина њенога полупречника а = k, добиliемо приближно 

. m. 1 
силу теже на њеНОЈ површини go = Q2 и кра]ње границе спљоштености 2:q и 
4 . w2a 
,q, где Је q с - go' На тај начин, излази да су за Марс, Јупитер и Сатурн: 

a=k go 

за Марс 0.53 0.38 

за Јупитер 1 1.1 2.25 

за Сатурн 9.2 0.83 

1 
c>2 Q 

1 ; 430 

1 : 23 

1 ; 1 О 

5 
c<4 Q 

1 ; 172 

1 ; 9 

1 :4 

Стварна 
пљоштеност 

1 ; 17 

1 ; 9 

Пре.\ш тояе се теорне границе за спљоштеност јупитера и Сатурна потпуно потвр~ују по
сматрањима; 1'.1:3:1,1 пак спљоштеност Марса још није Аобивена АОВОЉНО тачно из rlОсматрања. 

170. Ротација и либрација Месеца. 

Планине и остали детаљи, који се виде на Месечеву диску, показују, да 
је ка Зе~i.ЪИ \н.::ренута увек једна и иста половина Месечеве површине; ОТУД 
пак изл;з.:ш, да је истинито трајање Т потпуног обрта Месеца око његове осе 
тачно равно трајању звезданог његовог оптицаја 
(револуuије) 01(0 Земље S = 27.3217 сред. дана 
('1л. 107.) тј. да је угловна брзина ротације 
)" с ~ 11 = 1 З" 1 О' 34': 9 за 1 сред. дан. И3 тачних 
посм.атрања положаја тих планина према центру Сл. 11)4. 

И крајеви:о,iа Месечева диска (чл. 168.) излази, ца је екватор Месечев нагнут 
пре,,"ш е!,:::lИПТИЦИ под углом "ГЈ = 1032', силазни се пан његов чвор (5 (сл. 104.) 
поклапа увек са средњим узлазним чвором Q саме орбите Месечеве па се ОТУД 
заједно са ЊИМ помееа у ретроградном правцу сваке године за 19'20.'5. 

Да би се објаснило, по теорији гравитације, како ово прецесионо кре
тзње ротационе осе Месечеве, - ноје се не би могло појавити КОД потпуно 
сферног тела (чл. 144.), - тако и потпуна једнакост трајања ротације Т и 
револуције S, неопходно је потребна претпоставка, ца је Месец добио био 
Уl1ен:олико rазвучену форму у правцу ка Земљи још онда, када је био у течном 
стзњу. И заиста, кад Месец производи својом привлачном снагом прилив И 
ОД.1ИВ на B();~eHOM обмотачу 3емљином, онда је и обратно, на још не стврд
нутој површини Месечевој требало било да произађу још несразмерно веЂе 
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прилив не испупчености О). Дејствују!;и на супрот ротационом кретању Месеца 
по инсрицији, те су испупчености и могле поступно да и:зравнају брзину ње
гове ротације са брзином револуције његаве око Земље. То се исто могло де
сити и КИД планета Меркура и Венере, које су најближе Сунцу (чл. 169.). Овде 
је место напоменути, да се једнакост ротационог и револуционог I{ретања 
опажа још и КОД неких пратилаца Јупитера и Сатурна, о чијој се ротацији 
да ЗШZЉУ'НlТИ само ПО периодичким променама ЊИХQва сјаја. 

1(з'1 би се правац са 3емље Т на Месец Lo (сл. 106.) одређивао само ПОс\\ОЋУ 
средњс lI,сгове цужине Lo = II + nt, где је t број средњих дана, истек.'1ИХ ОД 
мо,'"еllта Ilролаза Месеца кроз перихег ll, - онда би, услед једнакости w -=-= п, 
централна тачка С привиднога Месечевог диска остала непромењљива. Али, пошто 
се IIСПIНlIта дужина Месечева L разликује од Lo за угао /':, L = 4 LoTL = /с! CLC', 
[шји по некад може ца достигне ДО + 80, (чл. 141.), ТО тачка С ОГЈ,илази ОД 

цетра Мессчева диска час уд,есно час улево за величину се I = + k sin 80 =- ~-i- ~- k, 

Тј. за ~ део Месечева полупречника. Таква се, привид,на са Земље, КО;Iебања 
Месеца :~OBY либрације његове ао дужини.. Због нагиба пак екватора Мессчевог 
I1рема ракни његове орбите на угао од 508' + 1032'= 6040', произлази 11[1' ли
'ШИ начин и ПРИВИДНО колебање или либјЈйција Месечева по ширини. Нај.зад, 
ycљe~ знатне паралаксе Месеца, -и само премештање тачке посматрања на 
ЗеМЉИНОј површини осетио мења облик Месечева диска и тиме изазива дневну 
или l1аралакшичку либрацију. 

171. Орбите плаиетвИЈ[ пратилаца. 

Прзтиоци се планета обично 0значавају нумерама 1, 11, 111 и т. Д. ПО 
реду љихове даљине ОД своје планете, зли сваки од ЊИХ има таlШ~С н свој 
особени нагив. Број је њихов овакав: код Земље 1, код Марса 2, код Јушпсра 9, 
I{OA Сатурна 10, код Урана 4 и код Нептура 1. Сви су ОНИ много мањи од 
својих планета; орбите пак њихове мало се разли
"у ју од "ругова, (само је код VH пратиоца Сатурно-

I ) . 
вог ексцснтрицитет е = 9 а код СВИЈУ су планета, 

I{оје их имају неколико, они распоређани скоро у 
једној и истој равни па и револуционо кретање пра- _. __ ._--<f-
тилаца Ol{() планете врши се увек У једну и исту 
страну. Орбите пак некојих недавно откривених пра-
тилаца Јупитера и Сатурна одликују се знатно веЂИМ СН. IOG. 

Сl(сцентрицитетом и нагибом (нпр. код Х пратиоца Сатурновог је е=- 0.23 и i = 390); 

с.1. \05. 

8) Сила са хојом Месец L (сл. 105.) пертурбира норм:а;ШIЈ облик 3ем
ЉИНИХ океана АВ управно Је пропорционална њеГО80ј маси т' и оБРllУТО лро
ПОРЦИОl'lална кубу његовог p~CТOjaњa од deMљe CL=d. 3M1cTa, al(Q 031!ачимо 
полупречник 3еМЉIIН СА=СВ са tt, то не се убрвања gc, .'[а.И [;1,. КСЈја ;Месеll 
саопштава resp. центру Земље С, најближој тачци А и нај,'l,аљој В, изразl1ТИ 
приближно овако: 

т' т' ("') g c= Ј ga= --~g( 1+dJ. (d-a)2 d 
т' (,,). 

и .gb="(d','i"-';j2=gc l-. ' 
па з601- тога \,е померања тачака А и В У положај А' и В', ТЈ. висине АА' и ВВ' прилш~них I!СПУП'lеНОСПЈ 
(ПЛl\"\\С) ~аВI1СИТИ Од разлика убрзањА 

т' 
g, - gc= gc - gb = 2i1. ср . 

• 
BIICIIIIC "РI1.~lIва (плиме) од дејства Сунца треба да буАУ СКОРО ? пута маља Hero од дcjcТila Месеца, јер 

I1 ако је ILt'J"OFla маса Bel;.a (М, = 18 Х 327000 = 20500000) ипак је и растојање до - ЊСЈ"а R "эш\тно _ неЂс 
т . 

R з з ) ,1 ([ d ] ~ (389) ~ 500000ОО • 
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:им тога VIlI се пратилац јупитеров и IХ Сатурнов креЂУ ретроградно. На 
lj начин системе пратилаца Марса, Јупитера, Сатурна и Урана представљају 
)тпуну сличног са системом свијУ вели}(их планета према Сунцу. 

ИЈто се тиче самога положаја орбитних' равни, оне се код пратилаuа 
ареа, ЈУ[lИтера и Сатурна скоро поклапају са екветьрима тих планета, т. ј. 
-Је су Н3Ј'нуте према еклиптици под resp. ОВ3l{ВИМ углима: 260, 20 и 280, Ово 

.. М' 

ПОЈ{лапање без сумње није случајно, и, ма да ОНО не по
стоји код Земљиног пратиоца, ипак се са великом веро
ваТНQети може претпоставити, да су КОД Урана и Нептуна 
(о чијим се ротацијама ништа непосредно не ана) еЈ{ВЗ
тори нагнути према еклиптици исто тако као и орбите 
њихових пратилаца, тј. поц углом ОКО 980 код првог и 
01<0 1430 код другог. Ови нагиби, веЂИ од 900, показују, ~a 
обично, директно кретање прелази овде у ретроградно, 

Сл. 107. као што се то види на сл. 107. 33 пратиоце Уранове. 

НајиеliУ пл."ету, јупитера прате и највеtи пратиоци. Четири ац њих, 
11, I!I и JV открио је још Галилеј IБIО. године оцмах пошто је пронашао 

урбин. Они би се могли вицети чак и голим оком, кад би били знатно даље 
Д своје сјајне планете; КрО3 силне пак дурбине они се вице са приметним 
ис!{овима у пречнику око 1!1 па и више. Према томе, по својим линеарно...., 
имензијама најЈ\\3lI'И ац та четири главна пратиоца Јупитерова раван је Месецу 
{= 0.27) а највс],и (К = 0.45) - већИ' је од Меркура; али судеtи по оним 
сртурбаЩlјш,\а, које произлазе на h..ИХОВИМ орбитама услед привлачног дејства 
)ИХОI30Г јСЈlЗll на другог, масе њихове излазе веЂ не тако велике, него сраз-

Ј Ј Ј Ј . 
. еР!ЈО мање за: 200' 140' ЗЗ и 77 од масе Земљине. На]ближи пак пратилаЦ 

упитеров и~ваl1реil.НО је мале" и откривен је тек недавно, због чега га и 
,значујемо нумером 1'. Сатурнов је само један IV, пратилац (Титан) скоро 

'ако исто велик I<ao и Меркур, међутим маса му (~I) је скоро дупло мања 
'д масе Меркурове. Сви остали пратиоци Сатурнови и осталих планета много 
:у мањи од нашега Месеца. 

у таблици, I(оја сљедује, наведене су: дужа полуоса а' орбита пратилаца, 
Iзражена у је': .. шницама екваторијалног полупречника Земљеј ХОРИЗ0нталне ею::ш
'оријаЛl-lе Л'-lраласке њихове '7t у односу према својим планетама, израiКенс у 
:теПt:ни.\\а, и трајања S' истинитих ИЛИ звеаданих њихових оптицаја ОКО својих 
lЛанета, ИЗРiЈ)l{ена у средњим данима. 

IраТИОl(И: j\1i1pca Сатурна 
--~~ 

1 јЈ Ј 11 111 lV V УЈ УII VШ 

а 1.5 3.7 28.8 37.0 45.9 58.7 82.1 190.1 233.2 554.1 
_С 21.2 8.3 18.8 14.5 11.7 9.1 6.5 2.8 2.3 I.О " 

S' 0.32 Ј.26 0.94 1.37 1.89 2.74 4.52 15.95 21.31 79.33 

Пратиоци: јупитера Урана Нелтуна 

Ј' Ј 11 III 1У . Ј II Ш lУ 1 
, 

28.2 65.б 104.4 166.5 292.9 29.8 42.0 б8.2 91.2 55.9 а 

,,'Ј 23.1 9.7 6.1 3.8 2.2 8.2 5.8 3.б 2.7 3.9 
S' О.50 1.77 3.55 7.15 Iбб9 2.52 4.14 8.71 13.4б 5.88 
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Овде нису дате орбите нОвих пратилаца јупитера и Сатурна, КОјИ су 
откривени фотографски тек крајем прошлог и почетком овога века, јер још 
нису ДОВОЉНО тачно одређене. Ради извесне њихове характеристике може се 
напоменути, да су периоди VI, УН и УIII јупитеровог пратиоца оцењени у: 250, 
265 и 740 "ана а дуже полуосе њихове у: 1790, 1870, 3690 екваториалних 
радиуса Зе,~ље; време пак оптицаја 'Х и Х Сатурновог пратиоца: 550 и 21 
дан а нолуосе: 2060 и 230 3емљиних радиуса. 

172. Конфигурације Јупитерових пратилаца. 

Ivlct,y горе наведеним звездаnим оuшицајима S трију пратиоца Јупите
рових, 1, 11 и 111, или, меljу одговарајуtим им средњим кретањима за 1 дан: 

, _ 360' _ 203'29'3 
п ,- S', - , , , _ 360' _ 101'22'5 

п 2 - 512 - • И , 360' 50'19'1 ПЗ=S'з= . 

ПОСТОЈИ овај ОДНОС 

п' , + 2n' з - 3n' , = О,. . . . . . . ' . . . . (3.) 

чија се потпуна строгост, - Ј{ао ШТО је Л а п л а с показао, - стално одржава 
узајамниы привлачењем ТИХ тела. Из овога пак непосредно иалази, да су и средње 
планстоцснтричке дужине тих пратилаца, L 1J L2 И ~з 
везане Me~y собом сличнам једначином 

L, + 2Lз - ЗL, = С,. , . , , (3.)' 

где је С стална величина, равна управо 180°, 
"ац се одузме од средњега кретања п' пратиоца 

ередње "ретање п = O'5~0 самога јупитера око Сунца, 
онда се добива средње трајање његовога синодског ои-

. Т' 360' . ~ . 
ШИЦGЈG -::-;- п' п' КОЈе nе се, уосталом, врло мало и {Т 

разликовати од S', По истеку тога времена Т', пра- СЛ. 108. 
тилац по својој орбити долази у преljашњи свој положај према Сунцу. 

в 

Усљед врло малога нагиба Џ= 1'30') орбите самога Јупитера Ј према 
еклиппщи а тако исто и орбита свију његових пратилаца, ти се пратиоци 
представљају са Земље Т увек приближно на правој АЈВ, која је управна на 
правац ]т (сл. 108.); места пак 1, 2, 3 и 4 на којима они треба да буду, лако 
се одређују, :Ш жељени момент, као пројекције на линији АВ истинитих места 
пратилаца 1, 11, III и JV на њиховим uрбитама. Сличне се слике или конфИ
гурације дају у "Nautical Аlmапас-у" по једанпут за сваки дан у години, при 
чему се цисЬре 1, 2, З и 4 стављају увек са оне стране места праТИО'lеllОГ, 
куда је Уllуhеио његово привидно кретање по правој АВ. На тај j~ IШЧИ[[ по 
даној конфигурацији лако обратно успоставити истинито место свакога пра
тиоца на љеговој геБр. кружној орбити. 

173. Помрачеља Јупитерових пратилаца. 

Замис.1ИМО орбиту 3емљину KTL Т' око Сунца S (сл. 109.) и конус Рр Oq Q, 
КUјИ танеира СУђце и Јупитер по круговима PQ и pq. Орбите су свих пет "рати-
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лаца те планете, - као ШТО је напред речено, - тако мало 
НШЂУТС ПРtма равни њене властите орбите; да само JV, нај-
даљи од њих, може да 'прође мимо конуса сенке р Oq; сваки 
Of], осталих П31{, при сваком својем оптицају, мора да проijе 
кроз њега и да се помрачи. Из расматрања момената почетка 
и свршеТI{Cl ових помрачења обично се и одређују не само 
СИНОДСIШ оптицаји пратилаца вер и остали елементи елипТИЧКОГ 
IЬИХQВQга кретања. Уосталом, ступање пратилаца у сенку и 
излаз њихов И3 ње врши се не моментално па су због тога, 
у оцени ,,"юмсната ЊИХОВИХ, МОГУЋне грешке ДО 10 секунада и 
више, ПРС_\\<l величини дурбина, који је употребљен з3 та 
посматрања. 

Али се КОД свију пратилаца не може да посматра како 
почетак, Та!':О и крај једнога и истог помрачења, Кад се "0.
вуче ТЈ.нгента Kq Е на орбиту 3емљину и на ектаторијални 
пресек ЈУlIитера pq, који пресеца изводницу Рр О конуса сенке 
у тачци Е, ующене се, да Ђе се аа пратиоце, који се налаае 
ближе Јуmпсру него та тачка Е, - тј. чија је дупла паралакса 
" ('111. 171.) ие];а од угла 4РЕК, - мо];и посматрати са 
3емљс У iJ,eJ·ty њене орбите mКm' само почетци помрачења 
;} у делу пLп' само ЊИХОви свршетци; пошто је пак 4- РЕК = 

0]2 -. ]-] .. ~ 1 Р, '(о се код 1 пратиоца обе ПОЈ·аве не могу од 
Ј, S/II ., 

, I , 
, 

• , 

_-'-" 
Сл. ШЈ. 

• , , , , , 
• 

." , 

'\ 

.) 
јеДНШl ПООlзтрати (десити), а код 11 у врло реТI(ИМ случајевима. једначина 
(ЗУ ПQl{азујс још, да се пратиоци 1, 11 и III не могу помрачити јеДlIовремено. 

")': "r\;шdicаl Аlmапас"-у цају се не само почетци и свршетци ПОi\lра'IЊЈ 

пратилаца 1, ", Ш и JV веЂ и моменти ступања на ди ск Јупитеров и силази са 
њега СЈ,;\ШХ Ilратилаца и њихових сенки, када они пролаае иаме~у Сунца и планете. 

Као ШТО је познато, посматрања Јупитерових rюмрачења довели су Р е м е р а 
(1675. гоц.) i\() ОТКРИЂа да се светлост не простире моментално. И заиста~ 
услед тога се појављују врло осетне и.еједнакосши у моментима посматрања тих 

појава са 3е.\1.ъе. Уамимо да су посМатрани моменти t и t' почетка помрачења 
l'аююга пратиоца са положаја Земље у Т и Т', при чему су нам позната раст 0-
ј[]ља њена ОД љега d и d'. Истинити не се моменти 8 и 8' тих појава изразити ОВЭЕО 

и Q' f' d! 
I':J = - w,1 

гдс Је W брзина простирања светлости. ПОIUто је потпупо добро nO::lHaT 

интервал времена 8' - 8, који У себи садржи одре~ени број синодских оптинаја 
uратиоца, то се за одре~ивање W добива једначина 

На тај начин, при ., 
\' 16:"6; т. ј. време 
од 3е.'1Јъе до Сунца, 

3адаliе: 

(Ј' - Ј). ,;, = (1' - t) - (8' - 8). 

највећој величини разлике d' - d = 2, ПQсматрања даЈУ 

~, које употреби светлост на пролаа средњега растојања 
које се узима за јединицу, _ иалази равно 8;n З. 

1.) По даним линеарним полупречницима k разних небесних тела, - "3-
ражеНЊ'il у јединицама екваторијалног полупречника Земље, - који су наведени: 
у таблици ШТО сљедује, - срачунати приближно средње густине 6.. тих небеСflИХ. 
тела и убрзаље силе теже g на њиховим површинама, са претпостаВКО.\I, да СУ 
те површине сферне. 
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, 
ОДllUСИ густина 6 према средњој густани 

теже Ј;" на ;)емљиној ПОВРШИ\lИ изрззиhе се овако: 
Земље 6.<> и убрзањА. g према убрзаљу 

6, т I --- -, 
6,.-тo ·k3 

те I!е са 01-111.'.\ релативним масама 

142. изаћИ овакви: 

не6есних тела ~, које су 
m. 

наведене у 'lП. '[П. 138, ] 39. и 

НеБСCfI3 Н'јlа G ~ Q б ( Ј' l~ t, ~ ср 

k 109 0.38 1.00 1 0.27 0.53 11.0 9.2 4.1 4.1 
• 0.25 1.13 0.80 1 0.61 0.74 0.24 0.13 0.20 0.25 ,"':':~II 

х: go 27.5 0.43 0.80 1 0.17 0.39 258 1,10 083 1. О 1 

2.) У које дане гоцине треба да се представи виђени са Земље пут пеге 
на Сунчегюм диску као права линија и под којим углом према д.еклинационом 
кругу СУllца? 

ДY"'~Ha Сунца треба тада да буде ИЛИ П = 740 (око 4. јуна) или П + 180с = 2540 (око 
б. дсцем()ра); ПОШТО пак у троуглу PQS са странама QS = 90'\ PQ = ы И углом -:::.: PQS = 
= 90~ - 74' = 160 (или 1800 - 160) излази, да је tg< PSQ = tgx= tgblsin lб о и х= b~ 8, то 
Ђе у npBO!l1 случају тражени нагиб пута према деклинационом кругу PS бити раван 90" - ".
- х = 760 ;Ј. У другом 90° +." + Х = 1040. 

З.) Са претпоставком, да је сјај планете i увек пропорционалан са исти
НИТО,,"" површином осветљеног дела њенога диска, - одредити при i<oje,i1 Ђе 
положају Венере на њеној орбити њен сјај i бити највеtи. 

На основу фоумула (1.) и (2.) тај ће се сјај i уопште изразити овзко: 

с - ai 
где Је (~= 1, Р = 0.72 а 4рЗ нека стална количина. Услов пак д d = О даће Ra тражено ра-

стајаље /1 Венере од Земље квадратну једначину, иа које ће изаtщ да је 

d= - 2р+ {р2 + 3р02= 0.43. 

Тада Ilе у троуглу STP (сл. 95.) угли код Сунца, код Земље и код 8енсре бити: S = 220, 

Т = 39 с и Р = 1190 ; фаза пак Венерина бине cos2 ; = 0.25. При овој је фази љен СЈаЈ четири 
.пута сиnнији, него ли при пуном .осветљеном диску у горњој конјУRцији љеној са Сунцем. 
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г л А В А XXV. 
ТI:'Q[ЈИЈА ПОМРАЧЕЊА И ДРУГИХ ПОЈАВА СЛИЧНИХ СА ЊИМА. 

174. Опште погодбе за постајаље пом.рачеља Месеца и Сунца. 

ПООl<1трање Месечевих а особито Сунчевих помрачења слуњ:е кпо И3-
врсн() срсдстrю за контролу координата Месеца, које се срачунавају [](Ј вС'ома 
сложеној теорији његова кретања. Тај ИСТИ значај имају и покривања (сжултације) 
звеаца Месспем, која су по суштини слична са Сунчевим помрачеЊl1ма и која 
ОСИМ тт-а с.1Уже често и за од,ређивање дужш:а разних места l-ЈЈ Земљина} 
ПОВрШИIIИ. Најзад, за време ПОТПУНИХ Сунчевих 11Омрачења јављај.у се веm,\а 
IЮГОДllе ОI(О,lНОСти за све врсте посматрања ОНИХ делова неба, [{оји су нај
ближи Сунцу И који су у обично време СИЛНD осветљени њеГОВИ.\l ораl\има. 
Сне ово налаже, да треба темељно расмотрити, како оне опште погодбе, П()Ц 
КОјИ.'Ilа ПРОI1;:;лаае све те појаве, тзl{о и оне најпростије методе за БЈ!аГОLJре~'lСI-Ю 
одређивањс самих момената тих појава. 

СматрајУЋИ Земљу Т за куглу, да замислимо КОНУС MM'KN'N (сл. 110), 
који тангир(\ њу и Сунце S по круговима М 'N' и MN. Он се зове }(01-lУС СШlКе, 
зато што у њега може да ДОј:пе сразмерно мала количина сунчаних ;:1pJ.iZOBa, 
прелщ\,ъених 3емљином атмосфером. Кад спојимо затим тачку М са центром 
3ея,ъе Т и напоменемо да је угао ~ STM угловни полупречник СУIIЦЈ R~) а
угао ТММ' његова хоризонтална паралакса "1'(:), онда Ьемо цобити за угао 
-< ТКМ' ~ / овакав израз 

/=RO-"O' 
Ради одреГЈења угловног полупречника <r:. mТС = р круга сенке пzСп, I':РОЗ који 
може ,Ј,а про~е Месец L 33 време своје опозиције са Сунцем, - да спојИ.~10 тачку 
т тога круга са Т и да оаначимо ХОРИЗ0нталну паралаксу Месеца --с М' mТ са 71:, 

<Ј. његов угловни полупречник ~ L Тm - са R; тада Ьемо из троугла ТmК добити 
p="-/="+,,o-R,,,. . . . . . .. (1.) 

На тај наЧИIl, ако центар Месеца L про1је ОД осе ТС конуса у највећСМ yr,10c1lOM 

расп)јЈЊУ (1, које је мање од величине 

LI=p+R="+"O+R-RО, . . . . . (2.) 
онда ћС насигурно произаЂИ помрачење макар и врло малог дела Месеца; ако 
ли то d, буде Bel1e од 6., онда помрач.ења бити неЂе. 

• 

ЗЗ" 
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Да одредимо сад угловни полупречник т' TS ~ р' кружног пресе"а т' п 
истога КОllуса MKN, кроа који треба да прође макар један део Месеца L' око 
његове конјукције са Сунцем, да би се пројектовао на његов ДИСК са неких 
тачзка 3С.\1љине ПО врши не те да у њима произведе помрачење HeKOI' ЊСГОВОГ 
дела. {{ао и мало час, И3 троугла Тm' К са углом 1: Тm' К = 7t' добиtе се 

. (1.)' 

па 3001' тога најкраће растојање cf центра Месечевог ОД осе TS н:онуса треба 
да БУ;Ј,е у ОВОМ случаЈУ мање од величине 

. . . . . . . (2.)' 

Што се тиче угловног растојања cf (или d), оно се IJ,обива са довољном 
тачности 11С:1 овакве I{онструкције привидног пута Месечевог у односу према 
оси ](Оиуса сенке STK: Нека на небеСНОј сфери (сл. 111.) crS/ буде tlUЈЈ]птика 
а L и S центри Месеца и Сунца (или супротне му тачке С) у MOMe~1ТY њихове 
конјУlщијс То. када је дужина Месеца 1 тачно равна дуж иии СУНЦЈ r,(s --" (-) а 
ШИРИlЈЈ. њс\'ова LS = Ь. По истеку извесног времена Месец Ђе се ПО\l\СРИТИ у 
L, а Сунце у Sj; али, ако се од ПРО.'t\ене Аужине Месеца одузме ПРО.'.1.ена дужине 
Сунца, ОIJ,Ј,а Ђе се уместо L, добити тачка L~, која се налази у односу према S 

: О,': 

• i :- _ 
': i " i : ' ., -.,~" i --~-----".., 

е. , 

у таквом истом положају као Lj у односу пре.'ilа SI. 
OBaRBa се конструкција по тачкама приви;\,но\" пута 
Месечевог N' LL,' У односу према СУЈЈЦУ S (или 
тачци С) може изврши ти врло просто и са до
вољном тачносТИ на равни у произвољној раз,,\ери, 
при чему Ђе се лако одредити и тражено најкраЂе 

Со. ш. растојање Месеца Sp' ~ d' (или Ср' ~ Ј) и сама 
ВСЛИЧИН(l његовог улаза у КОНУС сенке, када то d' изађе мање од р' (или d маље од р). 

КаЈ,О Т1елаТИII~Н тзко и истинити пут Месеца NLL\, - нагнути према еклиптиЦИ "(ј 
под УГЛО.\1 -_~NLF=i=5017:6 (јер cos 2 (Q-0) у формули (10)' чл. 141. треба да буде 
у времену пџмрачења близак јединици), - иваtiи не при њиховој конструкцији приближно 
као праве линије и толико блиске једна другој, да се растојање Sp'=d' може сматрати да је 
равно упраВl!ој Sp на правцу NLL\ - тј. 

d' = Sp = SN . sin . SN 
l = 1O.~ ( 

CN 
или d= Ср = 10.8); 

"']ри чему тачка N може бити и као узлазни и као силазни чвор истините Месечене орбите. 
-с друге паl, стране, при средњим. веЛИ'iинама паралакса и полупречника (Ћ' = 57~ 7, R = 15.'8, 
'Ј':()=О.!Ј, R = 16.'), по- формулама (2.) (2.)' излази, да је 6.=57:6 и 6.'=89.'4 те ће због 
тога неопходна погодба за постајање помрачења бити: 

за Сунчева .... 1~~8<89:4 или SN < 16'? 1, 

за МеСl;!чева ... ISO~8< 57:6 или CN < 1004. 

Према томе, Сунчева помрачења треба да се дешавају чешн.е од Месечевих, Ra Земљу 
уuпште; али се Месечева помрачења виде једновремено са свију тачака целе полуl<угле Зем
љине, СУНЧСlJа пак у највише се случајева виде само са сразмерно малог дела Земљине 00-
вршине. FJpoj једних и других помрачења у периоду од 18 година + 11 дана = 223 сИнод
СИНОДСl<а месеца (чл. 107.), - после којега се сва она понављају у пређашњем својем об
лику, - одредиtiе се приближно, ако нопоменемо, да Ђе се при 223 конјукција и толико исто 
опозиција Месеца према Сунцу, узланни и силазна 'Iворови Месечеве орбите налазити у нај
различитијим удаљењима од тих небе<;них тела, почев од ОО па .11.0-+ 1800; помрачење ће се 
.пак десити само при удаљењима њиховим, која fШСУ веЬа од + 16? 1 и -+- 10':'4. УСЛt'Д тога 
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б б 223 2 Х 16~ 1 О б' . -број Сунчевих ПQмрачења тре а да буде при лажно раван . 1800 =4, рОЈ пак Месе-

2'/10',4 . 
чевях- 22З.l~.ю-'- = 26 (у саМОЈ ствари првих бива 41 а других 29); сваке пак године треба 
да се деси у средњем по четири помрачења (у самој ствари не мање од два нити ВИlне ОД 
седзм}. 

175. УЗРОЦИ Rетачвости посматраља Месечевих помрачења. , 
ПОС.\1атрања Месечевих помрачењз, чак и ПОТПУНИХ, сад вев немају осо

битог ПРЈКТИ'IКОГ значаја, ПОШТО се моменти почетка и свршетка опажају врло 
нетЈ.ЧНО због ОI:JИХ узрока: 

1.) Пре "его што Ђе УЂИ у кану с сенке М' KN' (сл. 110.), Месец L про
лази кроз Ј(ОНУС полусенке рК' q, који изнутра тангира Земљу и Сунце па се 
због ТОГЈ. ЊСгово осветљење Сунцем поступно ослабљује. Није тешко видети, 
да се yT:i()!::!Hl1 полупречник -4 CTq = СТр = г кружног пресека тога конуса 
onpetjyje онш.::rЈ: 

2.) Д()ЊIJ слојеви земне атмосфере са њеним облацима апсорбуј~ знатну 
IZОЈIИ'1ИНУ сунчаних зракова те чини границе конуса нејасним и у неI<ОЛИIZО ра
ширеllИМ, УСЉС,1 чега постоји емпиричко правило, за повеЂање палупрсчника 

1 
р и г, срС\чу"аТIIХ по формулама (1.) и (3.), за 60 део његове величине. 

З.) Ilрсломљени земном атмосфером сунчани зраци, највише ОIlИ црвеllе 
боје, ула:~е у сам Ј<ОНУС сенке те осветљавају Месец чак и онда, ЮliJ,fJ. је он 
ПОТПУIIU ушао у њега. 

у СЛС;:!. снега овога у посматраним моментима почетка или и свршеТЈ<а 

потпуног IIш\рачења Месеца могу се десити грешке од минуте па чaiz и веће; 
остале се фЈ3С помрачсња посматрају још са мањом тачношtу. Због тога се 
потпуно i~ОСТ11же циљ претходног одреijивања тих момената напред. укззаном 
КОНСТРУКЦИ.iОЈ\\ '!ак и у размери не особито крупној, Kau што је то и ураijеио 
на ПРИ!l\еру, Н)ји сљедује ради објашњења. 

176. Коиструкција Месечева помрачеља. 

Ца одrедимо конструкција М, на карираној милиметарској хартији, све 
аl(QUНОСТИ Л'\есечева помрачења, које се десило 30. марта 1885. године а ради 
тога да ПРОИТt:рполујемо пре свега из таблица "Nautical Almanac"-a еклиптичке 
координате ТИХ небесних тела, за неколи!<u целих часова гринвичкога средњсг 
времена, најближих моменту опозиције Месеца према Сунцу То =4т 40п , 

Средњс ,т{ужина Дужина 
l-(С;) + 190') 

Ширина У моменту 
Гринн. Вр. Месеца (. с;) + 180? Месеца Ь. ОnОЗИЩIЈе. 

') I, 188040:4 19002.'3 _1' 21.9 +0021:9 То =--=-4 1! 40'" 
. , 189 ]3.5 4.7 -о 51.2 25. ] -, 
4 ] 89 46.7 72 -о 20.5 28.2 R ~ 15'62 
5 ]9019.8 9.6 +0 10.2 31.2 , ~57.22 

б ] 9052.9 12.1 +0 40.8 343 Ro~]6.04 

7 101 260 19014.6 +1 11.4 37.3 1ёО= 0.15 

Ка:1 уз,\\емо на правој ff' (сл. 112.), - која представља еклиптику, 
тачку С за [,ентар круга сенке и по размернику нашега uртежа пренесемо у 
()дносу према њој (линији (Г) координате центра Месеца 1-(0+ 180') и Ь 
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за разне часове гринв. ср. времена, онца ћемо добити релативни пут тога 
центр" С скоро по правој линији; аатим, кад срачунамо по формули (1,) и (3.) 
полупреЧIIИlZе 

р = 4С З3 (1 + б~) = 42', О и г= 73.41 (1 + б~ '74: 6 

и l.:ајЈ, их узмемо у истој размери, са њима ћемо описати круг сенке и паку-
сенке. ПОМОЂУ растојања 

CT,=CT,=r+R=90:2 и СТ,=СТз =р+R=57',б 

оцредиtit: се положај центра Месеца ТЈ. Т4 И Т2• Тз , када Ђе ОН ЦОiJ,ирнути У , , 

таЧк,В\а [{ , и k4 круг полусенке а у тачкама k 2 и kз круг сенке; положаЈ пак 
Тm центрй Месечева у самој средини помрачења одредиtе се поцножјСЈ'i\ управне.f 
СТm , спуштене И3 С на пуг Месечев, при -чему _ ОДНОС оцсеЧI{а ас према 

27'5 
пречнику ;\!\есечевом излази раван З"'2 = 0.88 и ТО Ђе изразити најВСЂУ' фазу-

! 10 .\1 ра '1 CII,J. 

'" 1
" л-__ "I'""'.~' . 

---,- '1 .... .. .. '" 
оо 

-, .~<.o- .<\... ."., "о.... "," .. , 

Сл. 112. 

и.1то се тиче самих момената, каца ће се центар Месеца налазити у 
таЧI{(\.\\а ТЈ ,Т2, Тm , Тз и Т4 , ОНИ Ђе се лако одредити деловима покрет;] његовога 
аЈ. 1 Ч,Н:: па онда излазе и овде тачно као и у "Nautical Almallac"-y овакви: 

Ступање Месеца у полусенку , Т, = Р50m Гринв. ср, БР, 

" " У сенку . Т2 = 2 59 
" " " 

Срецина помрачења Тm=4 34 
" " " 

Излаз из сенке. . , Тз =6 10 
" " " 

" " 
полу сенке . Т, -'- 7 19 

" " " 
Да би се добили ти -исти моменти у ЛО\ШЈ1НОМ времену, нпр. у петро

граЦСIШ.\\ средњем времену, њима би требало доцати само дужину тога места 
211 1',11 У Петрограду се могло видети само друга половина тога ПОi\\ра~lсња, пошто 
се са,\\ Месец ра1јао тек око 6Ч2 часова пО срецњем времену. 

177. Гаусова метода за срачуиаваље Суичевих ПОl\-'Ј.рачења. 

За Сунчсва се помрачења не можемо ограничити таквим ИСПIL\\ расматрањем 
ЊИХ(ЈГlI1М за 3емљу уопште, као за Месечева , због тога што се она са разних 
тачака на Земљи представљају у различито м облику. 3а срачунаваli)е њихових 
MO:-'iеll3.та у' зависности од географских координата места посматрања постоје 
потпуно тачне методе, које су дали Бесел и Ханзен; 8:1И, користеkи се. 
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врло оштру.'IНlНt начином, који је З3 исту ЦИЉ био предложио Гаус, може се 
Ilесрззмерно простије ДОЂИ и ДО много простијих формула, које не остављају 

r 
'з желети ничега бољег ни у смислу тачНQСТИ. \\ --" 
r 
L \ 
'~ , 

" 
, 
о' 

" 

Гаус је наиме предложио, да се у ОВОМ случају зане.',шри 
па.ралакса Сунца '1t0 ' Т. ј. да се то небесно тело сматра као бескрајно 
удаљено од 3емље, али ца се у место истините паралаксе Месеца т:: узме 
величина '1t' =1t-1to . Разуме се, да при томе и ИСТИНИТИ линеарни по-
}Iупречник Месеца k треба заменити са k' = k':;, те ца би угловни 

~ 

1I0лупречници оба небесна тела R и R0 остали онакви исти, какви 
су они и у самој ствари. Тада Ђе се привидни цодир ДИСlZова 

(;.1. 113. тих небеских тела у моменту почетка или свршетка СУНЧСВОГ по-
МРЗ l\СIЬ<1 нарушити тек неосетно. 

i\a (ји Ct; то доказало, замислимо на не6есној сфери геоцентри.чки зенит 3 та'ще П(1-
C\l,lТpafu<1 ((Л. 11 З.), истинита места L и 5 центара МесеЦii и Сунца и њихова ПРИ!Јидна .\\еста 
L'и S' Ј(Ј растојању L'S'=dl=R'+R'e, при чему су RlиR' е привиди полупречници 
дискова тих !li;(јеСllИХ тела, која се додирују. Са напред реченим смањењем паралаЈ{се Месеца 
1': 1= -: -" ~ , ПРИI::)IJДНО ће се .место центра Месеца L" показати од 5 Бећ на Доугом расто
јању L' S' =- (1" Нt;г,1 што је U5' = d' а у ис.то ће време 11 г.рИБИДНИ полупречннци R" и R" "о = R С:Ј 
бити Уflекu."I!\ЮЈ i.lруКУ.ији t;ero ;ш R'и R' е. Да БИАИМО Дакле, уколико ће се у овом случају 
ра:"1.'llшонати од IЈ}'ле веЛИЧilне 

8~(R" + Ro) - Ј" ~ (d'- d") - (R'- R") - (R'o- Ro), 

·Али преТХ()ДllO да напоменемо, да све те разлике (d'_d"), (R'-R") 11 (R'e-R.,.) треба 
оче!ЈИДНU да Оуду пропорционалне са малом величином. 7t" е = 9': па због тога за паралаксу 
Mccl:l"\a -:-;/= 10 И осталих још мањих углова d', R' и Ro, који ће у њих улззити, 6ићt> допу
штеЈЮ, да се УЗ;\\Е', да је cos 7"= I и sin2~'=O, јер tie производ. 7'0 sin21':' саставити свега 

1 
зtiO део ОД C~I(YHдe. 

I"::џ се, ради скраl1ења, означи l'L"= л, 5S'= 11, 3L'= ~}, 3S'= ~'01 -4.:: 3I-'S'= L' и 
<.~ 3S'L'=-=S' и оареде мале величине л и r; са довољном тачности на овэј начин: 

). "= LL' - LL" = 1!" sin ~' - 7.' sin (~' - л) = 7'0 sin ~ + л sln 7" CQS ~' 

И.·111 

ОН;.1,3. ll.eMo i1.0UIIТИ за разлику (с!' - d"), - као и у чл. 59' - овакав израз: 

(Ј' .. Ј") .-= I C{)S l' + G cos 5' 

." L,+l "'2" L+ = 1'0 sm~ cos 2" Т;.:;., sm7' SJn <., cos' Т;(.\ c05~}sind' - т;., sil1'~'cosL' 

И.'ЈИ 

((( ~ ([') = 7.", cos ~, (sin R' + sin R' 0) + ~ 7'е sin 7t' sin 2~' cos L'. 

Али ће !I;:\ ОСЫЈНУ формула чл. 95., са сличном таЧНЏСТIf, изаl1и: 

11 

(R' R) R" " "'R' о - 0 = '" srn 1":,;, CQS <., '" = 7t6 cos ~ sm '" 

(R'- R') = 1'0 iJ (R~ - R) = 7t", cos~' sin R'; 
r. 

па због тога I,Е' после скраћења тих чланова, који улазе и у раЗЛИI<У (d'- cf'), изаtи просто 

3 = ~ 7'0 sin 1';' sin 2~' cos L'. 
, 
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9" 1" . 
Према томе тражена грешка;) не премаша 112 = -12; а та је величкна ПQПlУНО НИIlпаВ.ia 

у сравњењу са нетаЧllошhу са којом су нам познати УГЛОВНИ полупречниц\{ Сунца и Месеца. 
ИЗ П()с.\lатрзња. 

178. Основне формуле. 

Увев, на основу напред реченога, за растојаље 6,' Месеца L ац Земље 
С (сл. 114.,1) и за линеарни љегов полупречник LB величине: • 
LC - - !,' -" -. ~ и LB ~ k' ~ 0.2726 ",. где је ,,' ~" - "о' - да повучемо И3. 

'-' SIl1-r. т::. 

С и lIe!~e тачке А Земљине ПО врши не паралелне правце CS и AS 1«1 центру 
Сунца S, 1,,10 да је оно бескрајно далеко, w да замцслимо кроз L управну на 
њ'их раВЈ!!, која Ђе се Cd њима пресеilи у тачкама С' и А' а са равни рес 1, 

- која пролази КрО3 Земљину осу 
Ср,-по линији NC' S. У тој Ђемо рав
ни линију С' N и на љу у"равну С' оо 
узети за координатне осе па Ђемо 
означити координате центра Месеца 
L у односу према С' са р и q а 1(0· 

ординате тачке А f са u и L'. Кад

l' , 
; ~ 

~/. 

, . .. 
'. 

, , 

.. 'Ј . 

'. 
• " 
с" 

.,~-~.\ 

/' ,.J~ 
: n. ~ L , 
; 
I~ " .. '. , 

Ђе,,\О имати: 

""" 

1. 
" .f 

. 

СЛ.l!-Ј.. 

Ii< 
. ...• --.. . , 

о , 
с . 

~'''' 
' \ 

i \ ,,- у.----
\.... } 

С' 
о. 

. , 

s 

s iQШ замислимо И3 тачке А 3е~1љине 
површине линију АС" ~ А' С', у
правну на CS и 0значима : АС = р*), 
4 рСА = 90' - ~', < ACS = :;, 
се = w, се = s, ': LCS = d, 
~NС'L=m и -)::=NC' A'=!l, O"Д~ 

p~' LC' sin т ~~: sin d sin т 

q ~ LC' cos т = Ll: sin d cos т 

s = LC. cos d = Ll: cos d 

I , 
\, 

II = А' С' sin f1 = р. sin ( sin IL 

v = А I С' cos t'- = р. sin , cos \1 

W = А С cos ( ~ р. cos , 

I 

\ 

Да би се сад, изразили р, q и s у функцији геоцентричких екваторијалних 
lzоордината '1. и д за Месец и А и D за Сунце а и, v' и w у функцији геоцен
ТРИ'-:Iке ширине tp' тачке А и часовног угла Сунца t (локалног истинитог вре
ме"а), заШIСЛИћемо на ПОМОЂној небесној сфери (сл. 114., 11) полус Р, гсоцсн
трички ::зенит 3 тачке А и центре: Месеца у L а Сунца у S, при чему fie бити: 
РЗ=900-~',4ЗРS=t, ЗS=(, 4РSЗ=f1, LS=d и 4PSl.=m. Тада 
Ђе се И3 сферних троуглова PSL и РSЗ и добити, на основу преДИДУЂИХ формула: 

р = Ll: sin (о: - А) cos а 

. . . . . . .' (R) 

s = Ll' [sin а sin D + cos а со, D cos (о: - А)] 

u = p.cos~' sin t 
v = p[sin ~' cos D - cos~' sin D cos t] 

w = p[sin 7' sin D + cos~' cos D cos t] 

. . . . . . . . . (S) 

*) Да би се увело у обзир дејСТВО рефракције на ПРИВИДRИ додир дискова Месеца 11 СУlща, тре()а 
l-еоцентрН'IКО.\\ растојаљу места посматрања АС = р додати исту корекцију, као 11 уопште npl! посмлтрању 
Месеца ('1,1. QO.]. 
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Линеарно растојање LA' = 1 од центра Месеца L до правца AS на Сунце 
Qдреди1=tе се ПОМОЂУ координата р, q, и и w уопште овако: -

f'=(p-u)'+(q-v)' . .......... (Т) 

а да би се И3 тачке А видело, да диск Месеца додирује диск Сунца, - ЧИЈИ 
Је угловни полупречник Ro, - то раСТОЈање 1 треба да буде овакво: 

, 
где ]е 

! =А'В + LВ =(s -w) tgRo +k'=lo-wlgRф ,) 

(И) 10=stgRo+k' \ .... 

Знак -: код k' О)Ј.говара овде, очевидно, спољњем додиру, т.ј. почетку и 
крају деЛIUrlllЧfюг (парцијалног) Сун.чевог uомрачења З3 тачку А; знак паf< -
одговара унутрашњем њиховом додиру, т.ј. почетку или свршетку uотuуног 
(шошаЛ1Ш':) шш арсшенасшог помрачења Сунчевог. 

Наnо.ш:на. Пролааи дањих планета, Меркура и Венере, преко диска 
Сунчевог и покривања (окудтације) разних планета и звезда Месечевим ДИСКОМ 
потпуно су СЛИЧНИ са Сунчевим помрачењима, јер се у првом случају уместо 
Месеца, као тела најближег 3емљи, јавља планета а код осталих улогу Сунца 
игра планета или Звезда. Преме томе основне се формуле (R), (S) и (Т) при
мењују и на све те појаве, разуме се, са потребном иаменом значења ОНИХ 
величина, КОЈе у ЉИХ улазе. 

179. Расм.атраље Суичева помрачеља за Земљу уопште. 

Пuшто се вfличине Р, q, s и /ОЈ - које су опште за сва места на Земљи, 
могу С\1зтрати }(ао познате за ма који момент Т по гринвичком сред,њем 

времену, то ће се И3 двеју једначина 

и 

(р - и)' + (q - ")' = f' = (10- w tgR0 P . 
'+'+'_2 и v w-p ..... . 

(Т) 

(У) 

одредити I<оорц,инате ИЈ v И w целог низа тачака А на Земљиној површини, у 
којима треба ца произађе у том моменту почетак или крај помрачења. Ако пак за
једно с ТИМ буде дата и величина w ИЛИ, што је једно и ИСТО, зенитно растојање 
Сунца ~ у MO.r..1eHТY ТЈ онда Ђе се добити потпуно одређење вредности за и и v 
па npa!l'\J ТО.\lе и географске коорцинате ср и L за тачку А. И заиста, ИСТИНИТО 
се локално време t и геоцентричка ширина ~' лако добивају И3 израза (S) у 
оваквом оБЈ1ИКУ: 

cotg t =..!.. (w со, D - v SIn О) 
и 

tg~' = si;t (w sin D + v cos О); 
• 

. (W,) 

. (W,) 

тражсltа ПШ, дужина L, која се pa'iYHa на исток од Гривнича, и географска 
ширина " (по таблици З.) тачке А срачунаЂе се овако: 

L=t-(T+ једначинавремена) и ~=~'+(~-~') .... (Wз) 

код напред наведеног одреijивања координата и и v за разне, произвољно 
изабрате, веЛИ'iине Т и w јавља се само једна незгода, која се састоји у томе, 
што у јсдначину (У) улази геоцентричко растојање 

р = l-csin2 !p', 
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КОЈе такође зависи ац непознатих u и v. Али се усљед мале Земљине СПЉQ-
I 

штr.:НQСПl с =297 може спочетка узети р као стално и равно средњој љеговој 

врецнuсти РО = 1 - ~ с = 0.9983, која одговара r.p' = 450; а послеl пошто се до
бију из јОАначина (Т), (V) и (W,) приближне врецности за и, v и р', ваља по
новити, у случају ·потребе, љихова срачунавања. Даље ћемо видети, да се те 
нспознате u и v оцре1јују не може бити простије и са потпуно д.овољном тач
ности нс срачунавањем већ графички као координате тачака npeceI<a двају круга 
(са ПОJlупречницима 1 и VP' - w2), прецстављених јединачинама (Т) и (V). 

180. Одређиваље граиица и централне линије пОмрачења. 

Узеl;емо, ца посматрамо напрад узету (чл. 178.) пројекциону раван са коор
;1\"III3ТН"\\ осама SC'N и W'CO (сл. 115.,1) са стране Сунца. Земља Ье се на 
њој пројс\Повати приближно у облику круга bdhf (w = О), описаног из та'!ке 
С' пuлупречником Р' = 0.9983; помо!;у пак координата р и q, - "оје су сра
чувате по формулама (R) за неколико ПРОИ3ВОЉНИХ момената Т ПО l"рИНВИ'IIЮМ 
cpCJl,fbe:Yt времену, ~ одредиtе се на њој скоро праволиниски и равномерни 
пут центра Месечевог LaLALEL t • Кад из разних места L тога центра, - која 
ОДГОВЗр<lју разним моментима Т, - Qпишемо сад ({ругове полупреЧНИЈ{()М 1 = 10 
(јеЦflачина (Т) при w = О), и обележимо тачке њихова преСel<а {Ј' и d' са 
"руго'>! lIолупречника РО (јецначина (V) при w = О), онца можемо одрецити, по 
КООРiJ,Иllатама тих тачака и, v и времену Т (чл. 179.), ширине tp 11 дужине L 
МНGП1Х ,,\еста на Земљи, У којима Ђе ПОчетак и свршетак помрачења произаЋИ 
при рађању или при заласку Сунца ОеР је ,= 900 при w = О). Та ће места 
цати lIa географској карти цве затворене линије abcd иLеtgh (сл. 115.11). 

Са /1.веју тачака на Земљи а и 
е, - у Јюјима Ђе проиааЋИ само КОН
такт нзrlред споменутих кругова РО и 101 
- са прве Ђе се, а, увидети почетак 
пm.'рачења пре него са свију других 

а са друге, е, нрај његов доцније него 
СЈ снију ДРУГИХ; помоtiу пак одгова
рајуtих положаја центра Месечевог La 

и C~ одреДИЋе се гринвичка времена: 
Та [[ОllL'шка и Те свршешка rlOмрачења 
за сву 8емљу УОUUlше. Онај цео за
творене линије abcd са чијих се Т8'!ака 
b .. c .. d ВИДИ само свршетак помрачења 
пр" раlјању Сунца би!;е ааиадна гра
Нlща предела са којих се може видети 
riОIVifЫ liење; део пак [.g .. h оне друге 
сличне линије ejgh, гце Ће се почетак. 
помра'lења десити при заласку Сунца, 
6иlЈС lIС[[[ОЧНG граница. Разуме се, да 
Ђе те границе прелазити непосредно 

I 

п 

једна у другу, ако најкраће растојање Сл. 115. 

LoC' Месечевог пута оц тачке С' буде било ве!;е оц разлике fo - 1,. 
На тај би се начин и за сваки други круг, - који је описан из цеНТЈ: 

С/ полупречником ро sin' = vr~- w2, - могли добити сличне лишIjl~'_'аIыlldll 
CJlf[lJz1 на Земљи, ПОМОЋУ којих се одређују границе ВИДљивости ri-шлрачен 
пр" зенитном растојању Сунца, које не превазилази неку задану вредност 
Тада би јужне и северне цодирне линије ЬЬЈЈ и dd,h,h, свију система п 
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ЛИНИЈа представљале јужну и северну границу помрачења. Али се, ра:mе тачке 
тих граНlща МОГУ одред,~ти и непосредно на ТОЈ наиме основи, ШТО за ЊИХ 

треба ;:Ј,Ј произађе само nадир дискова Месеца и Сунца; И3 'Чега излази, да се 
за њих нораз (р - и)' + (q - v)' у формули (Т) не треба да мења са прира
штајеil1 времена. На тај начин, 0значивши промене величина р, q, и и 11 за малу 
једишщу времена, например за 1 минуту, са р', q', ll' И v', имаЋемо две једнаСllше 

(р - и)'+ (q - v)'= {'= (10 - w tgRo)' 

(р - и) (р' - и') + (q - v) (q' - "') = О, 

ИЗ КОЈИХ Ђе изаЂИ, да Је 

и 

Ј'де Је 

а пошто 11 

формула (S) 

ч' - " 
и = р + 1 {(р' -и')'+ (ч'_ "р = Р:±-' cos М 

р'-и' 
, , = tg М 
ч-, 

и v' и сами зависе ОД u V, и W, - изражавајУћИ 
управ() на овз] начин: 

и'= р cos~' cos (. sin l т = (w cos D - v sin D) sin l т 

v':=:= р cos tp' sin D sin t. sin l m = и sin D sin i rrt
, 

w'=ucosDsin l т _ 

се на основу 

то 1,е се 1I I! V одредити само ПОМОЋУ поступних приближења. Због мале ве
ЛИ чине tg Rc, може се прво узети, да је / = /0 и занемарити ротациона џретањс 
3el'l'\fue, т. ј. ставити, да је и' = о и v':.= О; затим са наtjеним велич ина:-.ы и, v 
и w == ~., fЋ--n2 v2 срачунати и', v' и / = 10 - w tg Ro па одредити већ и T3'-lНије 
II и V, и Т<lIЩ даље. 

0.1 особитог је значаја, да се знају она места на 3емљи за кај,"! ће 
прои.заtи потпуно (тотално) или пак прстенасто помрачење Сунца. Северна и 
јужна граница врло уског појаса, који садржи у себи сва та места, одреi\иt.е 
се врло просто усљед мале вредности - у том случају - _ ве:н-IЧИНС lо = 
=5 tgR,) -k' а још простије Ђе се одредити оне тачке на том појасу, за 
које I-le центар Месеца ПРОЂИ тачно кроз центар Сунца, јер за СВС l-ЫIХ треба 
>1а буде 

(р - и)'+ (q - v)'=O т. Ј. и=р и v=q. 

HaijeHe та'lке по тим координатама u и v за разне моменте Т, /Ј,ају [Ia \-i:арти 
линију ченmраЛНО2 uомрачења АЕ (сл. 115.11); гринвичка пак времена Т, = Т" 
- која О;1говарају крајевима њеним А и Е (сл. 115. 1), где \;е се то помрачење 
i1.есити теЈ( при рађаљу - и заласку Сунца, - биliе почетак и свршетак чен
mралног tlомрачења за 3емљу уопште. 

181. Пример за објапm.еље, 

Ради објашњења свега напред реченога, ца расмотримо за Земљу уоп
ште Сунчево помрачење од 18. августа 1887. године. Пошто препишеl'v\О ИЗ 
"Naut. АII11." за ту годину екваторијалне координате Месеца и Сунца за неко-

34' 
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ЛИКО часова Т гринвичкога средњег времена, најближих сре;I.њему моменту' 
"онјукције тих небесних тела, доби1;емо по формулама (R) и (U) ове вредности 
за р, q, s I!! Ro и 10: 

т 15' 

'Ј = 9' 46т 59~9 

А,= 95210.1 

д=+ 13'53'46" 

0=+125555 

16' 17' 18' 

49т26~6 51 т53~2 54т 19П 

52 19.4 52 28.7 52 38.0 

44' 43" 35' 35" 26' 20" 

55 6 54 18 53 29 

19' 

56т 46'2 

52 47.3 

17' О" 

52 40 

20' 

59т 12~5 

52 56.6 

7'351/ 

,,= 60 10.8 60 12.0 60 '13.2 60 14.4 60 15.5 

51 51 

60 16.6 

р = - 1.2541 

q =+ 0.9667 

s Ig R,.- 0.2638 

-0.6988 -0.1435 +0.4117 +0.9668 +1.5219 

+0.8271 +0.6872 +0.5471 +0.4068 +0.2662 

0.2638 0.2637 0.2636 0.2635 0.2634 

у ср. моменту [ Ro= 15'50~б, 1.0=8~'7, k'=k ':'=0.2733, једнач. Бр. =-зm З2'; , .. 
Т'" = 1711 ЗОт t ва спољни ДОД"'Р 10=0.5370, ва унутраш. додир [0=- О.ОО9б. 

Да узмемо на милиматарс"ој "арираној хартији (сл. 116.) праве CN и 
WC'O за координатне осе у прОјекционој равни, да опишемо, затим, И3 по·· 
чеша њиховога с' "ру г полупречни"ом ро=0.9983 и да по срачунатим "оор
динаТ3МЈ р и q конструишемо ПУТ центра Месече!!ог, причему да његов покрет 
за 1 час послужи "ао размерник времена. Помо1;урастuјања CL" = CL, = р,,+ 
+/u=:= 1.535 одредиl=iе се на томе путу положаји La и Le центра Месечсвог при 
почеп::у и крају по~рачења за Земљу уопште па отуд и моменти 

Т,= 15'5~5 и Т,= 19'58т 8 по гринв. ср. времену. 

Сп. 116 .. 

Уједно с тим добиье се координате и и v Taqal<a а И е на Земљи, у којима 
Ђе управо проиааtи тај почетак и свршетак помрачења. Тако исто доБИће се 
и координате тачака А И Е У којима се пут Месечев пресеца са кругом полу
пречни"а ро И У "ојима 1;е произаliи почета" TA=16'11~2 и свршета" ТЕ = 
= 18"5З~'2 централног помрачења за Земљу уопште. 
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Да опишемо сад круг полупречником /0 И3 ма којег места L центра Ме
сеченог, например које одговара MOM~TY Т = 17hЗQm. Тачка т пресена њего
вог са оним ИСТОМ кругом полупречника Ро видеl1е у ТОМ моменту само крај 
попречеЊ<l при рађању Сунца а друга п- само почетак његов при залаСЈ{У 
Сунца. На тај Ђе се начин одредити и остале тачке, које се налазе на запад
ној и на источној граници помрачења. Ширине пак 'f и дужине L свију тих та
чака а, А, т, п, Е, е (сл. 117.) срачунаЂе се по формулама (W,), (W,) и (W,) 
ако у њима ставимо, да је w=O, те Ђе изаЂИ овакве: 

, 
т тачке и v I r' ~ L 

15ћ 5т 5 а -0.782 +0.620 17h l9m7 +37'16' +37'27' + 34"26' 

1611. 2 А -0.595 0.801 1653. О 51 29 51 40 + 11 20 

1730. О т -0.285 0.956 1532. 7 69 5 69 13 - 2827 

1730.0 п +0.653 0.753 657.9 4730 4742 -157 9 

1849.7 Е +0.906 0.422 623. 7 2418 24 27 + 17330 

19 55. 3 е +0.982 +0.175 6 9. 1 951 955 +15327 

Сл. 117. 

Да бисмо ПОI<заали, како се добивају, ПОСТУПНИМ приближењима, I<ООР
динате а, L' И W разних тачака јужне и северне границе помрачења (северна у 
OBO.I\-\ специјалном случају не постоји), да их срачунано, например за ону та
чку ј, у којој пр'ост додир дискова произлази у моменту Т = 17hЗО'" по ГрИIIВ. 
ср. "р. 3а ову Ђе по формулама чл. 180. изаtи: 

у првом приближењу·u=+о.оОI, v=+0.095, 

" другом " = - 0.089 = + 0.1 32 

w=0.994 

=0.986 

" треЋем 
" 

=-0.080 =+0.127 =0.987 

а са тим последњим вредностама за И, v и w добиhе се по формулама (~Tl)' 
(W,) и (Wз), да је ' 

~j=+ 20'16' и L,= + 93'30' 
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Да ОiJ,редимо, најзад, јед,ну ОД тачака L, које се налазе на линији цен
тралног помрачења, за коју Ђе ПQклапање центара Месеца и Сунца прuизаtи, 
например, у моменту Т = 17hЗО':' Координате Ђе њене бити овакве: 

11--р=+0.132, v=q=+0.616, 

~c=+ 51'4' и LL= + 110'30'. 

На приложеној карти (сл. 117.) уцртане су по многим тачкама, o~pe
~еним на тај начин, како границе, тако и централна линија тога Сунчевог 00-
мрачења. 

182. Покриваља (окултације) звезда месецем. 

При покривању какве звезде, са цаном рехтасцензијом А и д.еклинаци]ом 
О, цнском Месечевим, требаtе да се у формулама (R), (S) и (Т) стави: 

R0 =0, '1t"0 =0, 'It' ='It, k' =k и л 1= /1. = ј 
U U sin r. 

. 
и та;Ј,Э te оне добити овај простији и потпуно тачни облик: 

р ~ ;", . sill (а - А) cos а, q = 6. [sin а cos D - cos а sin D cos (и. - А)\ · (R') 

11 -~ [, . сиs ~' sin 1, у = р [sin <р' cos D - cos <р' sin D cos 1\ · (S') 

(о - и)' + (q - ")' = k' = (0.2726)'. . . . . . · (Т') 

ПОСlсдња од њих и послужиliе за одреljивање момената покриliа (ТП) и откриtа 
(ТО) i)везде Месечевим ДИСКОМ за тачке на Земљиној површини са јЈ,аilОМ гео
цеllтричrОј'у\ ширином 'f' и дужином L ОД Гринвича. 

Ради посматрања ових појава, треба унапред одредити моменте Т [! и То 
макар приближно, с таЧНОШћУ до 1 минуте времена. До овога је. најПРОСТИје ДОЂИ 
на овај начин: Да нацртамо, јецном за свагда (сл. 118.), на карираlюј хартији 
Ј':РУЈ" ПО,lупречнш(а k = 0.2726, који представља Диск Месечев у пројеlщионој 
рав"и (чл. 178. сл. 114.) и да центар његов L узмемо за почета, координатних 
оса NLS и OLW. Кад се срачунају величине q, р, и, v за два или три проигвољна 
~юмента T 1, Т2.Ј Тз, најближа моменту Те геоцентричке конiукције Месеца са , 
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звездом, и пренесу по оса

ма LS и LW разлике (р - и) 
и (q - "), онда ЂСМО до
бити ПРИВИЦНИ пут звезде 
Т, Т, Тз У односу према ди
ску Месечеву, као аа је он 
непомичан, а тачке пресека 

П и О тога пута са краје
вима диска БИће тражеНI1 
nоложаји звеЗ;:Ј,е у мо:·лен
(има њенога покриtiа Т 11 Ј..
откриliа То. Ради згодније. 
оцређивања тих моменат;: 
може послужити коси раз 

мерник са различитим мо· 

ГУЂИМ часовним покреТИМi 
,звезца Т1 T~, Тз T~ и т. д . 
nозицијски пак угли звезд, 

на Месечевом диску Q" = 

• 
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= NLП и Qo = NLO добиваl;е се непосредно, ако поделимо његов круг на 
степене. / . 

Да напоменемо још, ца се за приближtlO срачунавање координата р и q 
.\!оже у формулама (R') узети, да је cos (а - А) = 1 а уместо синуса малих 
углова <с, (и. -А) и (а - О) узети саме угле; тада I;е изаliи просто: 

и 
з-о 

q= 
~ 

. . . 

Ради примера да одредимо моменте ПОI<РИЂа и ОТКРИЂа звезде И. Таигј 
(А = 4'29 m23.'6, O~ + 16'16'38") 22. новембра 1885. године за Петроград 
('; = 59'56', ~'= 59'46', 19 Р = 9.9989, L = 2'1~2). Срачунавања координата 
р, q, II И V за целе часове грипв. ср. времена ТЈ = 10\ Т2 = 11 h и Тз = Ј 2h

, 

који су најближи моменту Те = 10h52~8 конјукциј~ звезде са Месецем по рехт
асцензији, ~aTOMe у "Nautical Аlцшпас-у", врше се по ОВОМ формулару: 

Гг. ср. Нр. l()' 11' 12' 10' 11' 12h 

CB()~eњe l'?Iб 1'!'8 2':"'0 а.: 4b27mlJ~ Ј 4h 29m4H5 4h32m]2~] 

S I L . т 18' 7. 7 3 +15' 49'4" 53'53" 58'36" 

Петр. ;,Н!. ВР. S 4' g~З 5 9. 5 5' 9'!'7 ~ 5948.5 - 59.81 

S--A=th -о 20. 1 +0 40. 1 +1.40.3 (о - А)' _2т 12! 5 +от 17! 9 +2m48~ 5 

1" _501:5 +10'1:5 +25' 4: 5 (, _ А)' -33: 12 + 4:48 +42.' 12 

19 sin t 8.9425n 9.2412 9.5272 
3-О+32.43 +37.25 +41.97 

19 ? cos 0/1 9.7009 19 cos 3 9.9810 9.9808 9.9806 
• 

19 сиs t 9.9983 9.9933 9.9570 /g « - А) 1.520I n 0.6513 1.6245 

!g sin О 9.4475 compl. 19 'Jt" 8.2232 

/g (3 - О) 1.5109 1.5711 1.6229 
19 р cos ?' siл t 8.5434" 8.9421 9.3281 

1 (Т Ј COSc:J! siпDсоs t ,,> , , 9.1458 9.1418 9.1055 /g Р 9.7243 п 8.8553 9.8283 

Il; о "јn (о;' 9.9354( /gq 9.7341 9.7943 9.8461 ., , 
Ј 9.9175 

[а cos D 9.9822 , 
19 siп r;/ СО.'; D +0.8271 Р -0.5301 +0.0717 +0.6734 

со.'> <р' sif1 О CQS t +0.1402 +0.1385 +0.1275 q +0.5421 +0.5227 +0.7017 

{/ -0.0440 +0.0875 +0.2129 р-и -0.486 . -0.016 +0.460 

v +0.5859 +0.6885 +0.5995 q-v -0.145 -0.066 +0002 

I{ац се сад унесу у цртеж 118. три тачке Т1 , Т2 И Тз по срачунzпим 
!ЮОРДИl!.1ПЈља (п - и) и (q - v) и спаје правим линијама T 1Tz и Т2ТЗ , доби
ћемu положаје звезде П и О у моментима Тл и То њенога покриfiа и оп:риhа, 
при чему Ђе изаЂИ наиме: 

т 1 П = 291•n 8 ИЛИ Т п = Ј Оћ 29';18 rp. ср. Бр. = 12h З11!'О петр. ср. Бр.; Qп = + 68'" 

Т2 О:.;.о:3б'!'2 ~ то = 1136.2 " .. " =1337.4 " " " Qз=-85 

Н{]([(НЈена. На сасвим се сличан графИЧIШ начин МОГУ одредити МО.\1СНП! 
ПUЧСТК<l И свршетка Сунчевог помрачења за какво дана место на Земљи (а тако 
исто и ПОКРИЂе Месецем какве год планете). Кад се конструише на сп. 118, 



- 272-

по ,оординатама (о - и) и (q - _) релативни пут центра Сунчевог (или. пла
нете), треба само још ца се обележе на њe~y тачке Та И Те, КОЈе се налазе 
ОД центра Месечевог L на растојању 1 = 10 - wtg R,. Тако например, за Сун
чево ПО .• рачење 18. августа 1887. године у Петрограду, има!;еМQ са већ срачу
нати .• у чп. 181. величниама р, q и 10: 

Гр. ср. Вр. 15' 16' 17' 18' 
по цртежу: 

t 16ћ 57'!'7 17ћ 57Т7 18ћ 57':17 19h 57'!17 
Т а = 1Sh 241!15, Те = 17/1 191ГЗ Гр. ср. Бр. 

11 -04848 -0.5022 -0.4864 -0.4373 
Лет. " =1725-8, =1921l6 • 

V +0.8703 +0.8412 +0.8121 +0.7850 

I. 0.071 0.192 0.317 0.435 ПозицијСI<И угли тачака додира 

w to- R, 
ь . 0.0003 0.0009 0.0015 0.0020 на ДИСI<У Месечевом: 

Qa=+96°, Qe =_12" 
р-и -0.710 -0.197 +0.343 +0.849 

• 
ц-џ +0.D96 -0.014 -0.125 -0.238 по диску Сунчевом: 

I 0.537 0.536 0.536 0.535 Qa=-84° Ј Q, =+ 1080. 

183. Таблице за одређиваље момеиата ПQкриваља, 

у .,Nautical Almanac"-y, исто тако као и у другим 3.~ТРОНОМСl{ИМ кален
дарима, дају се све звезде до 61/2 веШlчине. чија се покривања Месецем могу 
пuсматрати са ма које тачке на Земљи; при томе се за сваку ОД њих даје 
ГРИННИЧI{О средње време Т( геоцеНТРИЧRе конјукције с Месецем по реХТiJ.сцензији 
(ГЈ: = Л) и граничне географске ширине, изван којих се та звеЗДа ВСЋ не п04 

крива. у последње .време почели су сем ових даних додавати још, - Ј{ао што 
је то уве" било у "Бегliпеr As!r. jahrbuch"-y - и величииу q = qo У напред 
речеl1И момент конјукције Те (када је р = О) и часовне промене р' и q' вели
чина р и q*) тако, да се добивају за свако жељено гринвичко време Т = Те = t 

на овај начин: 

р , P''r. и . . . . . . . . (R"') 

Тако би ,'-ја покривање СЈ. 
- било дано: 

Таип', - које смо расмотрили 
• 

у предидуhем члану, 

T,=10h52~8, qо=+0.БI31, р'=+0.БОI8 и q'= + 0.0799 

За величине и и V, које се изражавају формулама (S'), TaKot)e се могу 
саСТ.:IlЈИПЈ ПОМОЋне таблице, једном за свагда, те да би се моменти покриваља 
и ОТl(ривања ма какве звезде одређивали графички без икаквих логаритамских 
срачунанања. На крају ове књиге дали смо овакве таблице за географске ши
рине ОД З2а до 72<\ где су величине и и V дате само са три децимале (што је 
потпуно iЈ,ОВОЉНО за одређивање тражених момената са таЧНОШћУ 0.1 минуте) 
и само З3 целе часовне угле звезда S - А = t = Oh, t = + 1\ t = =1- 2" и т. д. 
'цО t -= 1 '2,'1; због тога што се .на сл. 1] 8. увек могу унети релативна места 
зв<:здз ПО Еоординатама (р - и) и (q - v), која одговарају управо тим основним 
чаСОВ!lИМ углима t а не целим часовима гринвичког ср. времена Т, Ј<ао што је 
то yparyellO у примеру чл. 182. 

У истом примеру за покриtе звезде а Таuп (А = 4'29~4, D = -г 16017'), 
са напред наведеним величинама З3 њу: qo, р' и q' и по нашим Т<;lблицаМ.а 
l:)ЕЛИЧИНС II И V доБИЋе се на тај начин: 

- -;с----
*) у элманасима су Dоследњих годин.а $а ове величuне унесене OSH<,il<e: У, х' и у'. 
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заf=S-А= ()h + l' +2' по таблицама 

Петр 3В. Нр. S = 411 29t."4 511 29'?14 5Ь 29Т4 за р=59о 56' и D=+'6'17 

5, +L= 18 7.7 -
cRo'IJeIbe = - 1.7 -1.8 -2.0 t= ()h + l' + 2'1. 

ГР. ср. Бр. Т = 10200 11 19.9 1219.7 и= 0.000 +0.130 + 0251 

"-:-=Т-ТС = - 32.8 + 27.1 + 86.9 '= +0.687 + 0.692 + О.706 
p~ Р -- -0329 + 0.272 + 0.873 р-и=-0.329 +0.142 +- 0.622 

q= Ч'] ;- {Ј 
, .- + 0.569 + 0.649 + 0.729 q-v= 0.118 - 0.043 I 0.023 

"ад се унесе у сл. 118. по тим координатама (р - и) и (q - ") релативни "ут 
звезде t/:/ __ , rlаЂИ t-!е.~,Ю као и пређе, да је: 

Ти = 101, 20';'0 + 9':18 = ILh 2~8 

То=" 199: 162=1136.1 

Грин сред. Бр. 

" "" 

= 12' 31СО 

=1337.3 

Петр. cr. Бр.; 

" " ", 

Q 11 = -- 68" 

Qo = -85' 

184. Општи начин срачуваваља .момевата помрачеља. 

При Qдреtjивању момената помрачања и покривања звезда МИ СМО упо
требљавали једино графичку методу, као најпростију, брзу и очигледн)'. Да 
ВИЦИМа С,јна, како се ти моменти могу и срачунавати 

са каквом год желимо тачношtу. У свима ТИМ слу
'-IајИ:lt3 Ilоложај Ђе се неке покретне тачке А (сл. 119.), 
\' жеЉСНО.\I :tюменту времена t, одредити на равни, 

у (ЈДНОСУ !lре,\1а другој тачци С, која се рачуна као 
IIспомична, IТOMOћy њених правоуглих координата: 

Сл. 119. 

гдt су х - Xu и у =-= Уа даН2 координате њенога места Ао У полазном мо.\'\енту 
t О, а х', Ј" и х", у" њихове промене у току какве јединице времена, нпр. 
] '[(lса JlЈ111 1 ;\1Инуте. Питање се састоји у томе, да се одреди онај момент ", 
!{,,!Да је растојање измеf)у тих тауака А!С или А2С равно даној величини d, т. ј. 
[{аца је х2 _О, - у < =-: сР. 

I{a;~ уз'~\1емо у првом приближењу, да је релативно кретање тачке А []pa~ 
ВОЈ1I1нијСI{() и равномерно, т. ј. да је х" = О и у" = О, добиtемо за тражено 
времс: ё IШЈдратну једначину 

ако се у ЊОЈ стави, да Је 

xo=msinM и х' =nsinN 

уо=m cosM у' = п cosN 

она ћС онда добити овакав облик: 

т' + 2 т п т. cos (N - М) + п' т' = 11'. 

Ако сад 0значнмо ~ sin (N - М) = cos t, 
з5 
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онда Ђемо И3 ње наЂИ, ца је: 

",-- -: cos(N-Мј-: siпф и <,=-.!'!.соs(N-Мј+..lf..sјпФ. 
д п 

Затим, кад се узму у обзир одбачен и ЧЛaf;ЮВИ xl/~- и у"-:2, Т. ј. из!], се 
стави: , +" д х о=Хо Х"\ , + " , и у о = Уа У 'С ј 

или П<Ј!': , + " , Хо=Хо X'tz , +" , и у о = Уа У 1:21 

OH;::r.a се ,Yi.Ш-У ПОНОВИТИ сва срачунавањз, те да се тако Ha"tjy већ потпуно тачне 
величинс :1 И 'С2 . Што се тиче геометриског значења ПОМОЂНИХ величина т и 
п и углова M,N и ф, који улазе у изразе З3 'С ј И 'С 2Ј ОНО се јасно види из цр
тежз. По~ициски пак угли тачака А 1 и А2 У моментима 'с\ и '(;2' који се рачу
нају ОД осе СУ, очевицно је, да ће се изразити, на тај начин, овако: 

Q, = (90' - Nj + Ф и Q,= (90' - Nj - ф, 

185, Прелаз Веиере и Меркура преко Суичева диска, 

ВИ,l,ели СМО у чл. -97. да посматрања прелаза 8енере npel{Q Сунчсва 
ДИСI{Э ПРС,'Ј,ставља једно ац бољих средстава З3 Qдреijивање Сунчtве паралю<се 
'j!,_~. Да ВИДИМО сад, како Се она управо изводи И3 посматрања момената сту
пања те IIланете на Диск Сунца и силаска са њега. 

у том случају треба да се у основној јединачни (Тј за помрачења под
разумсвЈ. ПUД величином 11:' разлика паралакса 1tv Венере и 7t o Сунца а ПОД k' 
однос ПО.lупреЧника Венере Rv = k '1tv према величини 11:' (чл. 177.). I{ад се пQ-

• - I • • 

множе сви чланови те .]еднаЧЈ.1не са sm'1t и занемари у ЊО] величина w, КОЈа 

је ништ[\вна у сравњењу са s, па оаначе ради скраЂења 

. , 
q sm '1t = ql' 

. , 
s slЛ '1t = SI' 

Оlща Ђе се она представити у облику: 

(р, - и sin то')' + (q, - v sin то'ј' = (1 sin то' ј' = (s, tg Ro + sjn R,)" . . (1) 

где се Јllак + при Rv олиаси на спољњи ДОДИР цискова Венере и Сунца а 
знак - на унутрашњи, који се посматра несравњено тачније ОД ПРВОЈ"а. 

Према томе ако са каквог места на Земљи, - чија је ширина rf И ду
жина L 110зната, - буде опажен момент спољњега или, још боље l унутрашњег 
ДО;Ј,ира Венере са Сунцем, онца Ђе за тај момент све величине ll, !Ј, Рј, qj, SI' 

Rv и ~ бити познате, и, И3 једначине (!) одредиће се 

. . . . (vj 

Одатле t1C се и добити тражена паралакса Сунца 11:(" пошто је однос расто
јања r ОД Земље до Сунца према растојању d од Земље до Бенере увек по
знат са ПОТПУНОМ тачношЋу. Треба ипак напоменути, да се веЛИЧИI-IС (и. - А), 
(о --- О), R, и R" које улазе у једначину (1), не могу сматрати као доста добро 
nuзнате эа такво одређивање величине '1t' па је стога потребно и њих одре
~ивзти оаједн.о са њоме по методи најмањих квадрата иа многих једначина (t)1 
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које се добивају иЗ посматрања једнога и истог пре~аза Венере са разних та"" 
'1зка Земљине површине. 

Прелаз Венере преко Сунца дешава се доста ретко а наиме, кроз овакве 

неједнаке интервале: 8, 121~, 8, 105~, 8, 121~ године и т. д. Прелаз пак Мср
кура ма да се и дешава много чешће, за одређивање Сунчеве паралан:се он је 

непогодан са тог узрока, ШТО тада коефицијент (~ - 1) КОД 7t'o У ]една-
1 0.39 

чини (v) излази раван 1-0.39 - I = О.бl = 0.64; међутим он је за Венеру 

1 . I 0.72 257' ве!;и. раван ј-О.72 - = 0.28 = . ,Т. Ј· четири пута 



• 

• 



r л А В А ХХУI. 

ПОТОЦИ ЗВЕЗДА ПАДАЛИЦА И КОМЕТЕ. 

186 . .\{ретаље Звезда падалица кроз Земљину атмосферу. 

На своме путу ОКО Сунца Земља се сусреЋе са СИТНИМ честица ма КОС-
.\lИ'-ше .'I1атсрије у чврстом или прашинастом облику. Улазеtи у Земљину ат
мосферу, оне Се услед отпора и трења у њој усијевају и у највише случаЈева 

~"j сагоревају и не ДОСТИГН.УНШИ још до Земљине површине; усљед 
А /i'! \ тога се ЊИХОВЈ-i путеви представљају у облику више или маље 
\ !: 'ЈИ сјајних црта. Зову се оне звезде uадалице. Знатно већЈ пак 
\ /' / .:.147' по Обиму чврста, Ј<амениста телца (често са смесЬм гв()жi)з), 
\,~~:/P 'Р која падају и на саму Земљу, зову се аеролиmи или мещеорнmи. 

L ~.o - ~'_h.' По тамној и ведрој ВОЂИ, без месечине, паЖЉНЕИ Ђе 
посматрач набројати обично од четири ДО десет па И више 

Сл. 12(). звезда падали ца у току од 1 часа. При том он може ,"'\311<1-

ЗИ"Ј'И И пренети на карту звезданог неба оне таЧI<е у којима се таква гве:џа 
п()јавила и где ју је нестало; т'ако исто може оценити !Јриближно и дужину 
I:Jрсмена I/,еногэ сијања, која· у највише случајева не пре.'ttаша једну или ;Јне 
ссн}'нде. кала се пак оваква посматрања изврше на двема тачкама а и а! 

(сл. 120.)," Јюјс одсто је једна од друге на неколико десетака километара, шца 
Ђе се ЈЮ запаженим правцима аМ и а!М са ЊИХ одредити и сам положај оне 
тз'шс .1\1, У којој је почело сагоревање какве звезде падалице па, разуме се, и 
ВИСЈЈНа .I\·lp =- Н те тачке над 3емљином површином h ћ!. Тако се исто добива 
и висина Nl' р' = Н' тачке М', у Јшјој се та звезда угасила, 

ИЗ ТШ{ВИХ се посматрања ПОf<азало: 1) да су правци кретања звезда 
падалица врло различити, 2) да су брзине V' ТИХ кретања, у односу пре.\'lа 
Зе.\IЉИ, T~1[{Ot;c врло различите а наиме од 10 до 70 I{илометара у секунди и 
3) да сагорерање тих звезда прои,:{лази на висинама Н и Н' ОД 150 до 100 
километаРЈ, не гледеtи на ванредну разреijеност Земљине А z Z 

атмосфере у тим регионима. О маси пак тих тела суди се по \ ... -+ .. -Ј.. 
. ... ,~\ r 1', 

ИНТСН::ШТСIУ СЈаЈа, 1<ОЈИ се раЗВИЈа при њиховом сагоревању .: \. : r \м 

па се 113Лd3И, да њихова тежина уопште не превишава 5 /I~ ..... v '\\ : v ',', 

гра.'.'lOва. : ',,, i : -' 
Али је посматрана брзина кретања звезде падалице J,.\'-~~'.'~-_":.:::",;,,- a:::'~ -;;'~--;" 

V' ~ Ма' (сл. 121.) релативна и она се компонује у самој "'" ./ 
СТЩЈ.ри (110 правилу паралелограма) из истините брзине Ма = V, ....... ----. 
са којом се тело креће у простору, и брзине а' а = Vo, са СЛ; 12]. 
Ј<ојом се преl\1ешта сама тачка посматрања; ова је пак бзина Vo, - ако се за
не,\ыри ротација Земље, - по својој величини скоро стална и равна 28 врста 
у секунди. У след тога излази, - како из највеЂе посматране величине \/' - ---= 



• - 278 -

~ V + Уа -··70 врста, тако и иа најмање VП 

~ V - У" ~ 10 вр., - да је ис
тинита брзина V приближно једна и иста, а наиме ОКО 40 врста. 

187. Промељљиво~т средљега броја звезда падалица. 
• 

Средљи број авеада падалица, који се посматра у току од 1 часа обично 
се поступнu повеЂава у току "О11.И а пред саму зору постоје, - у зависности 
од ширинс 'f места посматрања, - ОД 2 до 4 пута веЂИ него у почеп<у ПОЂИ. 
То се врло просто објашљава промеЉЉИВОШЂУ (у односу према хоризuнту 
ha' h' места посматраља а') правца а' аА (сл. 121.) прогресивног кретаља Земље. 

И заиста, ако допустимо да се звезде пацалице креЂУ доста равномерно 
у свима мuгуtним правцима Ма са неком за све њих средњом брзином Ма = У, 
и конструишемо на -линији померања a~ а = Vo одговарајУЂе паралелограме, _. 

при 'ieMY Ђе се правци и величине брзина V' изражавати дијаго
налама Ма', онда Ђемо увидети, да уоп.ште број п ;:звезда П3-
далица, - који се може посматрати у _ току неке јединице 
времена над ХОРИЗ0НТОМ ћа' ћ' места посматрања, - треба 
да буде пропорционалан са површином сфернога. сегмента 
hMh·,T.j. , 

n=C(V+Vocos(') . ........ (1) 

где је С нека стална количина а," = Za' А - зеНИТIIО расто
јаље апекса А. Кад пак аамислимо на небесној сфери (сл. 122.) 

[.1. ЈП. еl<ватор '"rEtru са његовим полом Р, еклиптю<у rrAS~~ са апексом 
А, - који се налааи увек поаади Сунца S на растојаљу SA = 90', - и зеllИТ Z 
места поо\атрања, онда Ђемо имати из сферног троугла PZA: 

cos, = sin ~ sin D + cas ~ cos D cos t' ........ (2) 

где је О деклинација -апекса а [' = s - А часовн.и његов угао. Према томе, при 
напред рсченом допуштењу, средњи број п звезда падалица треба да буде 
највећИ при t' = О, Т. ј. када је часовни угао блиау - бh (иајутра) а најмањи 
при / .• _" 180', када је часовни. угао Сунца блиау + 6' (у вече). 

Ако у формули (2) ставимо у средњем аа целу годину D ~~ О Н, - на 
основу многобројних посматрања звезда падалица у ширинама 'f близу око 
45', - у",емо, да је број п при t' = О трипут веЂИ него при t' = 180", онда 
ће из иар";,а (1) иааЂИ 

одакле је 

V + Vocos ~ _ V + Vocos45' _ 3 
V-Vocos~ - V-Vocos45' - , 

.v=2Vocos45'~ 1.41 Yo~40 врста. 

Оваквим је наиме раамишљењем милански астрон ом С 1< И а п а р е л и до
шао 1866. године до аакључка, да је :квадрат браине V приближно двапут 
веЂИ ОД квадрата брзине кретања Земље Vo и да отуд истините путање звезда 
пацалица у простору, - које су условљене Сунчевим привлачењем, - треба 
да буду блиске параболичком облику (чл. 137). 

188. Радиаити и потоци звезда падалица. 

Привидни пут звезда падалица на небу увек је неки лук великога круга 
небесне сфере те собом одређује ону раван ЬаЬ ' (сл. 123.), која пролаз" кроа 
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тачку посматрања а и кроз праволинијски елемент ЬЬ' ор
бите те звезде у Земљиној атмосфери. Кад се уцртају на карти 
звезданог неба и ДОВОЉНО продуже, ти Ђе се привидни путеви 
многих авеаца ЬЬ', сс', dd' ..... (сл. 124.), који се посматрају 

Ј. -', '>Г" !а' у току једне ноtш, понаазти као да излазе И3 једне или из 
O---'ijQС'---';: неколико тачака неба QрQ2'Qз .... , које се зову радианши ИЛИ 

Cl, 123. 
щачке разилажеЊG. 

То произлази ОТУД, што се Земља сусреЂе са целим uошоцима телаца 

ИЛИ згомилзне I<осмичке прашине, која се паралелно ме~усобно креЂУ, тако да, 
ако ззмислиио слој (сл. 123.) атмосфере dcbe у којем ПQчиње њиховО сагоре
вање и слој d' с' Ь' е' у којем се највише њих гаси, онда паралелни путеви ЬЬ, 

се, dd .... једнога и истог патака и треба да се пројекту ју на небесној сфери, 
и3 тачке посматрања О, у облику лукова великих круговэ., који се пресецају у 
једној и истој· тачци Q. На тај начин, тај радиант Q одређује собом правац Qa 
целога IIОТОIШ звезда падалица. Отуд излази још и то, да путеви звезда пада

лица, УЦРТЈIIИ на карту, излазе у толИl<О дужи, у колико им Је почетак даљи 

од њиховога радианта. 

Пажљивијим испитивањем патока, показало се ипак, да уместо тачака ра

дианта постоје у ствари читаве површине радиације, из Ј<ојих потичу зве8де 
паДЈЛИЦС. Усљед тога што путеви метеорита нису строго п·аралелни, - ова 

појава налази објашњења у Бредихиновој хипотези, ПО којој звезде падали це 
постају од rаспадања аномалних кометних репова. Том истом хипотезом добро се 
објашњује ка/ш МОГУЋНОСТ егзистенције патока са јавно израженим периоДским 

МЗЈ\симу,\шма, тако и сталних, по Обилности, звезда падали ца, које се запањсају. 

Најновија посматрања и испитивања показују, да 

готово и не настоје засебне звезде падалице, које неби 

припадале ,\\3 каквом oдpeдpe~eHOMe потоку и које би се 

звале спораДичке,' али се зато самих патака, више или . . 
маље густих, са наЈразличитИЈИМ правцима У простору, 

набраја сада више од 1000. Особито су н нарочито ин
тересантни ПОТОЦИ Персеида, Леонида и Андро.медида, 

који су добили свој назив по констелацијама у којима се 
налазе њихови раднанти. Први се од њих појављује с 

давних времена сваке године НаЂУ од 6. до 15. августа 

и бива најгушt.и око 10. августа; при томе је запажено 
Сл. 124. 

још, ·да се његова густина мења периодички, приближно кроз 108 ГОДИНа. 

Други се П(јТOI{ појављује 12. и 13. новембра периодички кроз 33 године (напр. 
1799., 1833., 1 Нбб .... ); при чему три године узастопце бива ванредно обилан 

зве:зцама падалицама па се затим за 30 година скоро сасвим прекида. Трсhи 

је тако исто густ поток, сразмерно новог порекла и посматрао се 27. нове"l

бра 1872., ]885. године и т. д. тј. после интарвала времена од 13. година. 

189. Одреl;иваље параболиог кретаља потока. 

При сусрету каквога потока са Земљом Т, у извесном моменту t, рас
тојање т S - = r сваке његове честице т од Сунца S приближно је равно 3C.'I'I

љиноме РЩЈ.Иус-вектору TS = го; правац пак њене релативне БРЗј1не V', па отуд 
и истините V, - као щто је Ј-џщред речено, - указан је положа~ем на веб} 
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привидног радианта Q' тога потока. На тај начин 
остаје само ца се ана сама величина браине V или пак 
У' те lla се по формулама чл. 136. и 137. одреде сви 
елементи кретања те честице у односу према Сунцу. 
Ако се на основу предидуьег ДОПУСТИ, да је 33 све честице 

. 2k(M+m) 
потока У2 ~ 2Vб = онда ће се за њих -добити 

го , 
нека срсдња параболна орбита. 

~ Сл.I~. 
Замисливо центар не6есне сфере у тачци посматрања а (сл. 125.) па неI{а је на тој 

сфери тачка (Ј', - -са познатом дужинам. 'rP' = [' и ширином p'Q' = Ь', - прИВИДНИ радиант, 
тј. онај f«()jll је нађен непосреnно иа посматрања а S и А нека буду положаји СУНЦа и 
апскеа на СЈ{3ШПТИЦИ са познатим њиховим дужинам.а '15 = 0 и 'ЈА = 0 - 9ОС, које 
одговарају ;taHOMe моменту t посматрања. Кад се на сфери повуче велики круг кра:.:; Q' и А и 
означи (~'A = / и -t: Q'Ap'=/, онда Ћемо добити из правоуглог троугла Q'Ap': 

tgb' 
tg f ~ cos «(:Ј-/') и 

." ,_ cotg «(:Ј -1'). 
'5~ - cos/ ' 

из парале.'IUграма пак aa'q'q, - који је конструисан у равни AaQ' из брзине Земљине аа'= 
=...: Vo И из истините брзине патака aq = V, - наtшhемо (занемарајуhИ брзину тачке посмат
рања а ycJЪt;!. Земљине ротације) углавно удаљење -t: AaQ = !.I. н.сraн.нн.шог радианта Q од А 
по Форму:ш 

sin 
. у 

(~- ~) ~ у' Sln 

Тада !,е се угао -t: QaS = 0, - који (Јбразује правац брз\о\не V са правцем aS 3е,"'.ЪИflога 
радиус-веl{Тора, - а тако исто и нагиб i према еклиптиuи оне равни QaS, у КОЈОј се Kpehc 
ПОТОК, - дu(ј~јТИ И3 сферног троугла QA5 са страном AS = 9(}О на овај начин 

cos(j = sinfLcosj и tg [= - tgfLsinj. 

i{ужнна naк С( узлазног ",вора те равни QaS, очевидно је равна 0, 
:-$ЗМIJСЛИМО сада у равни QaS параболну орбиту потока а ОПQ (сл. !26.) и пра~ац 

11.1 Њ'Јј SO !!!)!\ углом. -t: OSQ = Q = 0 према линији aSQ чворова те орбите. Пошто таи
./Q гента Qa у тачци а образује са радиус-вектором aS такав исти угао 

'v" О, хао и са осом SП параболе, то Јје дужина перихела .]:": ОSП = П, 
' .. ;:-~-; - која се рачуна у равни орбите од правца 50, - бити онаква 
.-\-/" : .-- " /,0 /,-., 

-,:::~,~._ Ј '}'/ ___ ._.__ п = 0 - 2 в 
1[1,:", .'i 

" Кад се најзад стави приближна величина r = г. = 1 и v = ПSц = 1800 -
- 2 0 у једначину орбите 

г= р' = q , 
1 +cosv cos~ 

2 

- I','\е Је {ј = ~ р = ПS, - oдpe~!JћeMO онда q = sin2 8. 
Тако например, координате Персеи.да 10. авгусга (а = 1380:> 3) излазе из посматраља 

ова](ве: 

~{= 2h 56m = 440 и 3' = + 560 или l' = 590:> б и ь' = + 37? 3; 

;,бог тога l\е се ПО изведеним формулама добити спочетка 

Ј = 75~ 5, 1'-' = З8~ 8, 1-'- = 650:> О, 0 = 76~ 9, 

iI 3ЈП1М ~1 i~115'7, S(~ 138'3, П~З44'5 и q~O.962. 
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Али је ДОВОЉНО, да се смањи претпостављена брзина тога потока V = УО v'2 за ~ њен део 
па да се та пара болна његова орбита претвари у ешштичку са дужом. полуосом а = 23 и 
са трајање,;l потпунога оптицаја око Сунца S = 110 година. ' 

190. Порекло потока. 

Стварни путеви звезда падали ца у односу према Сунцу, облика стро 
параБОЛIlОГ, показују нам, ,ца матеРиiал за безброј таквих потока допире ДО 
наше CYH~ICBe системе изван ње. С к и а п а р е л и је први разјаснио обраЗЈ
вање њихово на овај наLIИН. 

За.~ИСЛИМО неку гомилу аОЬ (сл. 127.) сиiiушних телаца, која су то
ликО удаљена јецна од другога, ца се узајамно привлачење међу њима "10ЖС 
раLlунати као ништавно; да се она креЂе равномерно по праволинијСКО:\'1 путу 
у простору међу звездама, и, да на томе путу ступа у 
сферу граВl1тационог дејства Сунца S. Свако се од тих 
телаЦЈ, нпр. О, почиње тада да креЂе по хиперболној или 
парабuлној орбити ОО' О" ... , која се- све више и више 
приближује СЛИЧНИМ орбитама осталих телаца аа' а", 
ЬЬ' Ь" и др. по мери приближења ка перихелу П. Али 
оне честице а, које су најближе СУ.НЦУ, ~ пролазеЂИ са 
својим радиус-векторима Sa скоро исто такве равни као 
и најУ;:Ј,з.ъсније Ь, ~ почеЂе све брже да одилазе уна-

,.~<-.- -·f -_-. _._-. 

пред; због тога, ма каква била ПQчетна форма гомиле, Сл. 127. 

она Ђе у близини Сунца добити ванредно развучани облИl{ те Ђе требал! де
сетину и више година на пролаз целога, тако образованог, дугачког ПОТОI{3· 
кроз I-ьегов перихел п. При случајном пресеку његовоме са 3емљином орuитuм 
у таЧЦII Т и произлази свакогодишња појава звезда падали ца у једном и ис
том правцу. Велике пак планете, као јупитер, Сатурн и др. лако могу својим 
привnачсње.\1 да измене облИl{ лутања ОНИХ честица, - које поред њих про
лазе, ~ на облик издуљено-елиптички те да учине, да појава патака на 3с.\\љи 
ностане периодичка. 

Потоци се звезда падалица могу образовати и из ГУШЂИХ гомила кос
мичкс .ЩlТерије, као што су комете, о коима ће одмах бити реч. Ако ради 
УПРОШЋсња замислимо такву гомилу облика кугласт'ог са полупречником Оа = 
= ОЬ =? (сл. 127.) и 0значимо сву њену масу са т, онда ће се спољаwње 

. јJn Н Њ~HC честице привлачити ОД СВИЈУ осталих силом 2 а Н;КОМ пак ограни-
1 

IiИЧСНО:v\ растојању r од Сунца њему најближа ~lестица а, као и најуда;ьенија 
Ь ДОБИЂе полета ца се удаљи од централне О са силом 

- д (ЈМ) Мр 
+Р'дг "=+21,,, 

где је М .'v\i.lca Сунца; због тога Ђе се, ~ као. и при појави прилива ~ сфсрна 
форма гомиле спочетка раЗВУЂИ у правиу ка Сунцу; кад лак, са ПОСТУПJ-lНЛ'\ 

МО m 
01аЊСIЬС.~1 Г, веЛИLЈИна 2/ г~ надмащи f р2' онда Ђе се честице а и Ь ПОlJСТИ 

веГЈ да КРСЂУ, под утицајем гравитације Сунца, по самосталним орбита,'1а, нс
.3ависно 011, (Јсталих те Ђе на тај начин дати више или мање обилатн I]()TOI<: 
_~1ilЛИХ ТС;13ца. 

Да баш ово разорно дсј.3тво Сунца на кометну материју образује []()ТШ<Е 
~шезnа па,Ј.а.lица, доказује се потпуном СЛИЧНОШћУ орбита некојих ПОТ(Ј!,а CiJ 

:ш 
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орбита,\\а ком:ета које њима одговарају. То се ВИДИ например И3 овога срав
~elba Псрсиеда са великом кометом 1862. г. и Леонида са прво" телеСКОПсКQМ 
KO:\'lCTO!I\ 1866. године. 

Елементи орбита Персеиде 
l{oMeTa 

Леониде 
Комета 

1861. год. 1866. год. -
6? 138?3 137?5 231?5 231?4 

1 63.1 66.4 17.7 17.3 

Jl 343.6 344.7 56.4 60.5 

а 22.7 24.5 10.3 10.3 

е 0.958 0.961 0.905 0.906 

S (у roA.) 108 121 33.2 32.2 

I<ретање ретроградно peTporpaAHU 
• 

~~a потоци звезда падали ца произлазе од комета, најБОJl;>е се ТО потвр
!-)ујс Н.:I периодичкој комети Биели, која је престала да се појављује ОД 1852. 
\"О;.!Ј1Iiе; али, када се 27. нс.вембра 1872. грд. Qчекивало да она мора ПРОЂИ у 
Н<1ј6Ј"I!1ЖС:\\ растојању ОД Земље и да се, тако реЂИ, судари са ЊОll'lf, појавила 
се 11JB31-Iг:еАНО обилна киша звезда пад.алица - Андромецида. То се поновило 
и 18Н5. [\ЈД. (чл. 188). 

191. Спољ:њи облик и маса комета. 

K{J.'I1eTe пролазе кроз Сунчеву систему по орбитама, које се .\\ало разли
!{УЈ)' (Ј;1 !!араболних и нагнуте су према еклиптици поц најразличитијим углима 
ОД О'" ДО 1800; оне пак од њих, чије су се орбите усљец гравитационог дејства 
Белш:!!х планета претвориле у изцуљено-елиптичке, постале су већ саставни 
део CY!!lit::'Be системе те се периодски појављују кроз oдpe~eHe интервалс времена. 

[{омета се обично спочетка види само кроз силне дурбинс [~ao слабо 
CHCT.l<l пега у пречнику 1', 2', а понекад и више, кад се она !ЗеЬ приближи 
Сунцу S (сл. 128. Ј) на растојању само 3 до 4 пута веЂОМ од растојања Земље 

до Сунца. Са даљим приближењем ка Сунцу та се пега 
обично издуљује у правuу ка CYHUY а унутра се у њој 
образује сјајнији део, који се зове језгро (11). ИЈ тога 
језгра затим почиње као да истиче светла материја, упу
tујуtи се споqетка ка Сунцу и образујуtи главу комете; 
али одмах затим оштро изгнба уназад (111) и добива, 
по мери ПРliближења комете перихелу, обmн<: све више 
и виш~ издуљен са искривљеним реПОЈ1t (IV). Уоста
лом, код мањих се телескопских комета понекад сасвим 

и не појављују репови. После пролаза KOMf;Te кроз пе-
Сп. 128. рихел, светлосна изливања из њенога језгра потпуно 

()слаС1Јъују; реп пак, који је као и пре~е окренут у супротну страну 0[\ СУlJца, 
поч!!ње да се смањује а она, - ДОбивајуl1и понова облик просте .i\ЭГ,1ине, -
престаје најзад да се ВИЦИ. 

)ll) којег је стуnња ниџпавна густина материје комета, може се судити 
по томе, што се чак и кроз најГУШЂИ део њен прозиру слабе звезде, не трпеЋИ 
при те ме никакво приметно преламање зракова; ззтим још И по тш\е, што 
!{O?lH;Te, не гледеЂИ нз њихове врло велике апсолутне димензије, не произnоде 
IlИ најызње пертурбације у кретању планета, поред којих пролазе. Кад се И3 
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тога И:3ВС;],С закључак, да маса целонупне кометне маглине НИЈе НИ1<ако Bctia 

(JД2b~00 3е,"lљ'!Не масе mо*) и кад се претпостави да је њен пречник (г sin 2' = 

= б~6) u!ш 20 пута веfiи од пречника Земљиног, онда heMo увидети, да средња 
1 (1 ) з густина њена треба да буде мања за 20000 20 од Земљине густине, т. ј. мања с,а 

4И~ОО ОД I"устине ваздуха у ДОЊIIМ слојевима Зем,rьине атмосфере. 
На основу свега овога а та1<О исто на основу напред на:ведеве ве:зс из

J'r,cl)y }{Омета 11 потона звезда падалица, треба да замишљамо управо комету а 
не њен [lеп [{ао више ИЛИ мање густу гомилу посебних телаца ИЛlt метсорнс 
IlРЈШИIIС, ЈюјЈ светли једним делом помоl1у одбијених сунчаних зракова са ње, 
,Г\t:ЛО:\l пак својом властитом свеТЛОШћУ, 1<оја у њој може да се развије при до-
ВОЉНОМ приближењу н:а Сунцу. . 

192. Објашљеље облиkа kометвих репова. 
Најфинија материја, I<oja се издваја из језгра и главе l{Qметине и КОЈЈ 

()6ra~iyjt: [I,eH реп, очевидно да је подвргнута HeKJI<Boj сили Iшја одбија и Ј,оја 
и:злази IJ::-: Сунца, јер тај реп увен: заузима правац супротан Сунцу те и нс съе
д.ује за ко.\\етом I<aA она већ прође кроз перихал већ иде испред ње. Б е с е л у 
припада први успела теорија оБЛИЈ<а Ј{ометних репова. Он је претпостаr:л,ао, 
да је Пр!lрода те силе слеI<ТРИЧНОГ порекла. Најновија пан: испитивања nOl,a:iyjy, 
I<3J~O И31"ледС!, да овде дејствује нека сила, која је пропорционална И3Лlшан,у 
материје или тако звани светлосни притисаI<. Егзистенција таквога притиска 
снеТЛОСIIИХ зракова потиче из МаI<суелове теорије светлости, што је потврђено 
у 1901. - - 1910. гоцина оглецима московског професора фиаике П. Н. Ље6с!,сво. 
Та одбојllа сила v у обрнутој је пропорцији са I<BaApaTo:il растојања r од Сунна, 

}{dl) и СН.lа Сунчевог привлачења ~, тако да се УI<УПНО дејство обеју ТИХ СIIЛЈ. 
~ " 

на СВUIШ I!ОСt:ОIlИ деЛИћ р~пове материје изражава разликом г2~,.2' која !'МЈЖС 

БИПI и ПО:Јитивна и негативr-Ја, што зависи од бројне вредности коефицијснта 

\1 у сраПILСЊУ са !Ј.. . .. 
Да 33Л1Ислимо параболну орбиту језгра КQметиног (сл. 129.) са РЈг.IIIСУ! 

његовим положајима у А 1 Az, Аз .... У моментима [1 [2' [3" .. ' И да претпостаlшt\\о, 
да је одбојна сила почела да делује на HeI<oje 
честице а Ј lек са онога момента I11 1<ада су се " .... 
ОlJе О~IЗојиле од осталих А] Тада ће се CBaI<a од 

~-, 

њих, под дејством силе г2 , почети да «.реЋе по 

новој и управо по хиперболној орбити а]а2аза4 
(чл. 137,) н да !;е, ~ прелазе!;и У ТОЈ(У (1, ~ 1,), 
(tз ~ 2) .... оне исте пређашље површине a l Sa2= 
= A JSA2 , а2Sаз = АSzАзЈ ••. , - почети све више и 

-5 

.. ..... ... 
" 

л,'" 
с.1. ! ' ~). 

I 
*) Ако преТnОС7авимо да је пииеарни полупречник сферне кометне маГПИllе р= 1200 а ;:щ је 

I 
маса IbtHa т = 200боmо, онда, ~ H~ основу реченога у чл. 190., - поступно распадаље њено, под У7IIЦ.1ј с,'.\ 

]·palJ\Ha]~llje Сунаа, треба да nO'lHe са растојања Г, који се одреЬује I]З услова: 

Мс т М 200)() 
21,."'>1,,' т.ј. '3<2-···· --=74 или г./2· " Пlо II200p· ...... , 

а са оваКНОI· раст .. јања 11 почиње обично да се јасно опажз развпзчење кометне пеге у пр.iвцу 1[.еJlOl·а 
раДflус-вектора Г. 

Зб' 
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више ДЗ изостаје иза одговарајуtих' положаја језгр.а. ИСТО Ђе таЈ{О Свака ОД 
честица l12' - пошто се издвоји из А2 У моменту t21 - опиСати сасвим сличну 
хиперБО.:1НУ орбиту Ь2ЬзЬ4 •••• и Т. д. Па због тога Ђе се jeд~;OBpeMeHa места 
ра;:;IIИХ ЧЕстица а, Ь, с .... распоредити по неким кривим Ь'Р2Ј сзЬ~аз, d4С~ЬДсј .... , 
I(оје Щ~У СПQчеТI<а у правцу SA2, SA31 SAt .... , али се затим све више и више ис
ЩЈИНЉУјУ уназад. 

Али пошто се КОД разних честица а 1 - У моменту ЊИХQВОГ издвајања 
/" - пра!:щи и брзане могу у неколико да РЗЗЛИRују, то ве се по истеку не
кога времена, нпр. у моменту t4 , све оне распорецити на више или мање знатној 
понршиви aI

4G4a/; доцније пак одвојене честице 'Ь2 распоредиhс се у и(томе 
моменту t1 по нешто мањој површини Ь'4Ь4Ь/'; честици" СЗ - ПО површини 
c'~c.jC/, још мањој и т. д. На тај начин Ђе се реп, - ·који има за осу напред 
pe'Il'!!Y !(риву d4c4b4a4, - поступно ширити са удаљењем његовим оц главе ко-
мстине н све више и више расејавати у простору, усљед тога Ђе наступити и 
потпуно његово ишчеЗНУЋе у простору, после пролаза комете l':роз перихал, 
када се ~аврши процес њенога распадања и истицањања репове матеРИЈе ИЗ ље. 

Да се по тој теорији објасне облици КQметних репове, остаје само да 
се И;·ШЗ!јС за сваки реп повољна величина коефицијента оу силе одбијања. При 

" > 1-'- орбите Ђе свију честица репа и~аЋИ као хипер
боле AD" које су окренуте Сунцу својом испупченом 
страном (сл. 130.) и реп I;е се добити врло дугачак, 
који тек мало оцилази уназад од продужења радиус~ 
вектора SKR. При у = l' орбите I;е честица бити 
праве линије AD2 а реп I;е KD, иза!;и кра!;и али 
искривљенији. При у > f' орбите I;е честица бип 
хиперболе АDз, окренуте Сунцу својом издубљеном 
страном а реп КDз излази врло мали, али за то С2 

Сл. 130. оштрим изгибом уназад. 
Раци објашњења облика главе кометине, - која се фОР.'\1ИР.э. истицањеs 

MJTl:p!1je из језгра, спочеТllа у страну Сунца а потом веЂ у СУПРОТНО:-'1 правцу, -
ДО ПУШТа се слична одбојна сила, која потиче из ~aMoгa језгра lшыетс, (]Jl~ 
која је lI~cpaBњeHO мања од Сунчеве силе одбијања, и, која се стога изјеД!!(l· 
Li3Ba с њоме на неком довољно блиском растојању од језгра. 

193. Типови ком.етиих репова. 

Испитивања рускога астронома и аК3ј:(емичара Б р ед и х.и н а облика репов~ 
.'\шогих 1,омета, које су посматране за последњих ЗАО година, ЦО!{Јза.гта су, A~ 
се f) е с е л о в а теорија примењује на све њих не може боље бити и Iт~овела п: 
у I!СТО доба до веома интересантне и значајне поделе свију репова на TP~ 
1ипа. 1(0'1 репова uрвога ШИUа (сл. 130. 1) бројна је вредност косфиuијента . 
силе ОЈ.бијања од 17 од 10 пута неЂа од 1-", У средњем пак I! - '1 = - 11 11; кОЈ 
реи()"а другога ШИUа (11) , не излази И3 граница 2 f' и 0.81" а У срсдњем јl 
l' - ./ ~ О; код шреliега тина (Ш) у се кuле6а између 0.5 f' и 0.2:, тш(Q, да ј' 
у CpCAI!,eYl \! - V = + 0.7 tJ-. l{aA 40 комета, које је он изучио, репови су C~ 
пО!{а::!;}л!! управо овакви: 

репови 

Типови 

број "о"ета 

прости 

1 11 Ш 

5 10 5 

дупли 

lиll lиlll lIиШ 

10 5 

трипли 

~--

1, 11 и 11 

2 
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АјlИ У свзltОМ типу, а особито у другом, рззличне величиНё У Ј У напrед 
ПОК33ШIИМ l'раницамз, могу да произведу сложени реи у оБШЈКУ лепезе. ТЗI<В3 

. је била например у ]744. години сјајна комета Шезо (сл. 131.), 
која се могла видети чак и дању голим ОКОМ. 

Нод неких се комета опажао још и један мали додаТЗЈ{, 
који је претходио језгру и који је И3 њега био упу!;ен правцем 
саме орбите или нешто и унутра од ње ка Сунцу. ПОСТЗНЗЈ.: се 
оваквих аномалних репова објашњава егзистенцијом КРУШlијих 

Сл. l:Н. честица, за које привлачна сила преовлаijује силу одбијаља. 

194. Неке ОД најзначајвијих комета. 

М(lЛС се телескопске комете откривају сваке године по три, ЧСТИI: и и 
више њих; многе пак ОД њих прелазе без сумње и не примеhене кроз Сунчеву 
систему. I3tЈ!ИI<ИХ комета, које су се вицеле голим оком, рачуна се да је од ро
ђења Христ. било до 700. Од ових су најзначајније: 

Сјајна комета 1680. године (са репом ]Ј типа), која је прошла ш врло 

блиско" растојању од Сунца (q ~ i ~ 0.0062). Она је послужила Њ у т н у за 
доказ, р,а су парС!.болне путање комета уопште условљене гравитацијом Сунца. 

Ха.'1сјсва комеша (са главним репом 1 типа и са малим 111 типа), при 
чијој је појави 1682. Г., - због њене потпуне сличности са кометама 1456., 
1531. и 1607., - Халеј закључио о њеној периодичносrи кроз сваких 75 ~ 
година и предсказао доцније њене поновне појаве 1759. и 1835. године .. I-Ьена 
појава у ти,.Vi годинама, као и последња 1910. год. изазвале су 'цели низ ра
дова, који су сјајно пот~рдили изводе небесне мехаНИf{е о пертурбацији у кре
таЊИ;\1а IIсбесних тела и који представљају нови ступањ у развиhу ове гране 
аСТРОНО.\\ИЈе. 

f(о,иеum 1811. год. одликовала се огромном дужином својега репа (1 типа), 
I-(.)ja је Ilр2назилазила {- растојања -од Земље до Сунца. 

Неnи,," комета 1843. године (са дуплим репом 1 и ]Ј типа), ](оја је 

с](оро ДО;1\:рнула Сунчеву површину (q = 0:0054 =~} Сунчева полупре'",и"а), 
Ю1ала је таЈ,а тако јак сјај, да се видела и дању поред Сунца. После 37 Ј'ОД. 
т. ј. lН80. г. прошла је поред Сунца под истим погодбама комета, чији су се 
еле,\1еllТИ скоро сасвим поклапали са елементима комете 1843. г. тако, да се 
ПОЈавила претпоставка о њеној лериодичностио Па ипак орбите тих комета, 
до6ивене срачунавањем, показазе су се толико развучене, да је и најмања по
грешка у одре1)ивању положаја комета врло много утицала на трајање периода 
оптицаја. Због тога, када се 1882. г. појавила нова

О 

tюмеrа, која је обишла 
Сунце у ТQI{У ОД 3 часа и ишла ПО таквој истој орбити, онда су у астроно· 
:.\Ији УСТLJЛИО IЮВ појам о тако званим пародицама комета. Под тим се именом 
подра3УЈ\\евају комете, које се креЂУ по скоро идентичним орбитама и l~oje су 
сличне по својему облику и саставу, при чему повратак њихов Сунцу треба 
да произлази после знатног периода времена. На тај начин, приметна сличност 
тих кощ~та служи само указањем на МОГУћНОСТ постанка њихова ИЗ једне и 
исте масе, 1,0ја се кретала или се Kpe!:ie заједно са Сунчевом системом. 

/{ошeura Донаmи 1858. године, са огромним сјајним репом 11 типа и 
мање сјајни.\\ 1 ТИП2 (сл. 132.), била је особито лепа по 
построју своје главе, који се састојао И3 неколико сјајних 
лукова OI{о језгра. 

Морсхоузова комета 1908. г. представила је низ 
врло интересантних промена у построју својега репа. 
УпочеТI{У је она имала један реп I типа, којему се затим Сл. 132. 
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придружи,"" ЈОШ двазра,а, 'ОЈИ одговдрују репу 111 типа. Благодареliи при.\\е"" 
фотографије, успело се у исто време да от'рИју с,оро непрекидне а притом 
компликоване пертурбације у материји репа, а тако ИСТО и обртање њено. 
Спољњи в6лик комете се за све време мењао; ИСIJитивање пак рспа по тео
рији БrеД~lхина показало је, да одбојна сила, која образује реп I типа, није 
била стаЛЈ!Ј, ДОСТИЖУЂИ каткад вредности 72. На тој се комети особито јасно 
изразила вредност фотографисања тих тела, јер се само ПОМОIiУ фотографије 
i'tюгу ОТкР ити оне фине промене, I<oje је она показала. 

Од ЗА периодич,их ,омета са врло 'рашим периодима оптицаја (S < 8 
година), да напоменемо ове: 

J{(HICma ЛексеЛG, која се појавила први пут 1770. године, значајна је 

по ТО:\lС, ШТО је њена орбита постала елиптичка (са периодом оптицаја S = 5 ~ 
г.) под УТlIцајем гравитације јупитера, поред којега је прошла та КОЛlетз iош 
раније; али, 1779. године, када. је она понова црошла поред њега, упщај се 
његов показао супротан те ју је исбацио из Сунчеве системе, измснивши јој 
орбиту на хиперболну. 

Ко.неmа Биели, о којој је ве11 било речи у чл. 190., пре него ШТО се распала 
у прост ПОТОI< звезда падалица појављивала се у почетку XIX века Ilекошшо 
пута Ј~рОЗ интервале. од 63/4 године; али је 1845. год. представљ(ща одјсдном 
интересантан и први пример раздвајања на две посебне комете са паралелним 
репови!'.,,!. При сљедеЋој се њеној појави 1852. г. оба њена дела још више удаљила а 
после се није више ни појављивала, Т. ј. више се није ни видела. Слично се 
распадање на неколико делова десило на очиглед астронома и са jeAHO.'I1. 1(0-

метом 1882. године. 
/(О.мета Енке-Баклунд-ова. Енкејесрачунао 1818. године елиптичке њене 

елементе и нашао за њу изванредно кратки период оптицаја S = 3~ год. Она је 
настала знатна због некога поступног скраЂивања тога периода, што је дало 
понода прt.:тпоставци о осетноме отпору етерне средине према њеllОМ кретању 

у простору измеЈју 3Еезда. Али су доцнија тачна испитивања и сраЧУНЈпања 
ПУЛКО13Сl{QГ астронома и академичара Баклунда -доказала, да то убрзаље 
није стално и може бити објашњено једино ~ретпосвавком, да у близини псри
хела комета пролази кроз средину сличну рОЈУ метеорита са несталним прut.:ТИ

рањем Ј[ л\естом положаја. 



Г л А В А ХХУII. 

КРАТКИ ПОДАЦИ О ФИ3ИЧКОЈ ПРИРОДИ НЕБЕСНИХ ТЕЛА. 

195. Изглед Сунчеве поврmине. 

Силно светла Сунчева површина зове се фощосфера. Кад се ПОС,'!Јтра 
кроз вслrљ:и телес[юп, она изгледа као да је састављена иа малених сјајних 
честица, гранула, по оБЛику налик на пиринчана зрна; изме~у њих се виде 
тамне Мг.ъе које се зову uоре; али се местимично, нарочито у близини Ј<рајева 
Сунчева диска и у суседству са великим тамним пегам?, појављују на њој по

некад и -једноставни сјајни делови, који се 
зову букщиње (сл. 133). Интензитет како с.ет
лосних, тако исто и ТОПЛОТНИХ И хемијСКИХ 
зракова те фотосфере опада поступно са уда
љењем ОД центра диска ка његовим крајевима, 
ШТО произлази очевидно ОД веће апсорпције ~ 

с.,. 133. крајњих зракова АА' и ВВ' (сл. 134.) него Сл. 134 .. 

централних се' I при пролаRУ кроз гасовити омотзч Сунчеве атмосфере 
а LlИјој ег;;,:истенцији директно указује множина црних линија на Сунчевом спектру. 

ТЈ.,,"е пеге, које се образују на фотосфери, бивају најразличитијег облика 
и ДОСТИЖУ понекад до тако великих димензија (до 2' и више у пречнику), да 
се могу видети и без дурбина. Најтамнији централни део пеге који се гове 

језгро, скоро је увек окружен рубом полу-
сенке зракастог или спиралног построја (сл. 
135.); најситније пеге, које се зову поре нису ~ ~ ~ 9 
никад спиралног облика. Али, језгра пегА и 
пора изгледају скоро црне само због контра
ста са околном светлом површином, КОЈа 

[.1. !З5. блиста свеТЛОШЂУ која ааслепљава; у самој 

пак ствари ЉИХОВ је сјај ипак изванредно велик, јер је тек Сл. 136. 
ОКО 70 пута мањи од сјаја фотосфере. Свака· пега уколико је ближа "рају 
СУllчеВО.\I, у толико постаје све ужа и ужа те језгро њено поступно ИШЧС:ЗЈна 
(сл. 136.), саСвим слично ономе) као l{ад би се скривала Al10 левкзстога уду
бл,ења у фотосферп. 

Ве.1l1ка се пега обично ппјављује спајањем из много ситних пара у јеДl10 
опште језгро И uосле свог обрааовања она понекад брзо мења свој облИl" час 
спајајуtи се са суседним пегама, час распадајУЂИ се на посебне делове. Оваква 
се обра30ВЈн,а пега дешавају највише у зонама ОД 100 дО 30О северно и јУЖ1l0 
ОД СунчсвD. Сl<ватора; у близини пак полова његових, пега никад нема. Општи 
број кшm пега тако И буктиња бива час веЂИ час маЊ~1 и то с[{оро пранилно 
у TOI~Y II-то ГОДЩIlњег периода, иЈТ9 ~~ подудара са СЩfЧНИМ периодом пОВСliања 
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или ослаб}l-,ења магнетних појава на Земљи. Тако су се у ХIХ столеЋУ 1848., 
60., 70., 82. и 94. год. одликовале изобиљем пега и буктиња, интернзлне пак 
године: 1856., 67., 79., 89. и 1900. биле су врло сиромашне. 

3.1 време Сунчевих тоталних помрачења ВИДИ се ОКО његове фотосфере 
PCI\i'" слој црвенкасте боје Ь, Ь (сл. 137), која се З0ве хромосфера (ТО је СУН
чсва атмосфера) са дугачким истгкнуliима И3 ње, која се зову uрошурбераю{е 
с, с, а тако ИСТО и ШИРОКИ сребрнасти ореол, који се зове корона (венац). 

Уосталом, хромосфера и протуберанце се виде I<РО3 довољ
НО ШИРОКИ прорез силнога спектроскопа у свако доба, због 
тога ШТО се једнородни и једно бојни зраци њихови не ра
сејавају спеКТРОСКОПDМ те отуд постају МНОГО јаснији ОД 
непрекидног спектра Земљине атмосфере, који је ;mзпlO 
ослабљен. Тада хромосфера изгледа I<30 омотач, који као 
да кључа; на некојим се пак местима њеним цешавају еруп
ције огромне масе гасова са изванрецном ен'ергијом (протур-

е,. 1Л. беранце), чија висина износи понекад до 2'/,', Т. ј. ДО 100000 
КИЛО~lстара (сл. 138.); понекад се избачени тако гасови одржавају над xpo,~o-
сферо.\! коа облаци (сл. 138. bis). . 

Још интересантније резултате даје метоца саекшрохелиографска, коју 
је НСДЈВЈIO применио Хел и Деланд.р. Та справа д.опушта, да се,' ПОМОћУ другог 
прореза, - који је смештен на месту ГАе се образује сяектар, - И3ДIюји ма 
иоја m!НI!ја његова па затим да се њена светлост прими на фотографску плочу. 
ПомерајуtlИ нарочитим механизмом прорез сиектроскопа по целоме диску Сунчеву, 

добиliемо на плочи фотографију, ~oja 
представља размештај по диску Сун
чеву оно'га хемијског елемента, чија 
је линија спектра била издвој~на и у 
чијим је зрацима; разуме се, извршено 

Се, 138. фотографисање. Помоliу ове су мето- Cl. Ј3К, bls. 

це I!ре свега откривена I{омадаста образовања, облаци пара, назване ф.'lокуле, 
!{оје се прсдстављају у облику множине светлих пега, разбацаних по цеЈ101',\С: 
диску, и наПQМИЊУ буктиње. Фотографије' разних зракова показале су, да по
стоје Ј~аЛl.lнјеве, водоникове и др. флокуле. На тај је начин облик Сунца различит 
и у гаСОIшяа. Осим тога, при претпоставци, да су узрок сл()жености Ю1ЛЦИ
јеоих ЛИllија на Сунцу, (које се распадају на 2 линије апсорбције и 2 зрачења,) 
РЈ3ЛИЧИТС висине на којима се налазе СВ,етлеiiе масе, од којих оне произлазе, -
ове су фотографије ОМОГУЂиле, да се иаучи вертикални распоред. Ј'асова у 
СунчеIЮј~i обматачу, а тиме се коракнуло напред у решењу питања о CTI::I3pafuY 
МНОГИХ појава, запажених на Сунцу. 

196. Спектри фотосфере, хромосфере, протуберакцii, пега и короке. 

Неllрекидност и изванредни сјај свију боја спектра, Iшј~1 се добива са 
СУJlчсве фотосфере (сл. 139.), показује, да се она СЈСТОји из силно усијаних 
ЧВРСТИХ или течних материја; пошто се пак у њему налазе тамне линије, чији 
брОЈ ;J,OCciКC до неколико хиљада, то доказује да је фотосфера о!(ружена гасо
ВИТUЫ СРС;Ј,Ином (атмосфером), чија jt: температура нешто нижа те ~бог тога 
апсорбира зраке, оне боје, који су својствени гасовима И3 којих је та атмос
фера састављена. Тако нпр., две врло блиске линије О[ и D2 У }!,УТО,\,\ делу 
спектра одговарају пари натриума, четири тамне линије У црвеНО~l (С), ;-;СЛСНQ
l].'ILH,O,~\ (Г), плавом и љу6ичастом (h) одговарају ВОДОНИI<:У, 460 TaMH~1X линија, 
расејаних по целоме спектру, одговарају пари жељеза; тако исто и остале .'lи-
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није пО!~азују, да у Сунчевој атмосфери има паре калиумз, магниума, бариума, 
никла, :\ырганца и некојих других метала1). 

Али ако се управи прорез силнога спектроскопа на сами крај CYHCleB3 

диска, стављајуi1и га управно на њега, ТО ће се спектар Сунчеве атмосфере 
добити у облику посебних светлих линија, својствених напред 
споменутим гасовима и парама (сл. 139.), при чему веома нез
натна а различита дужина тих линија директно указује на то, да у 
ТОМ доста ретком слоју разних парА најлакше од њих достижу 
већУ ВИСИНУ него теже. Са померањем прорезз спектроскопа ДО 
онога места Сун"е"а краја, где се налази протуберанца, издуљују 
се на сву њену дужину само "етири линије (сл. 139.), које припа
дају ВОДОНИКУ и још једна жутз, која припада хелиуму тако, ца се 
само из тих најлакших гасова и састоје екстремне ерупције из 
корпуса Сунчевог. 

Кад се управи прорез спектроскопа на пегу, добивају се 
један порец другога спектри њенога Јг..згра и њене полусенке. 
Први се разликује од спектра фотосфере тиме, што су му тамне 
линнје раширене и расплинуте а то произлази због веЂе густине 
паре и гасова на томе месту; тамне се пак водоникове ЛИНИЈе ту 

IIOHeKa" испрекидају, одступајуtи у страну црвене боје спектра те 
ти .• е УI<азују на кретање расхлаЈјеног и гушtег водоника у дубину 

в 

с 

пеге. у спектру полусенке све се уопште тамне линије раширују Cl. 139. 

са приближењем њиховим Ј<а језгру, ВОДОНИI{ових пак линија нај'-lешtе ИЛИ са
свим и I!ема ИЛИ су замењене '-Iак са сјајним. Као сјајне се оне јављају и на 
~ . . . . 
оуктиња.',13 и на СЈаЈНИМ МОСШО8има КО]И cel{Y понекад ]езгро пеге на неколико 
делова, - а то зна'-lИ, да је у свима тим случајима температура еруптивног 
ВОДОНИI<а изванредно висока. 

Што се тиче спектра CYH'-Iеве 1{0pOHe, он је изванредно слаб и може 
се ПООIЈ.трати само за време тоталних помра'-lења. Осим тамних линија 
обичнога Сунчевог спектра на њему је откривена једна сјајна линија на зеленој 
боји, која припад'а некој непознатој материји. 

197. Фај-ева теорија о построју Сунца. 

Нн посматрања спољњега облин:а CYH'-Iеве ПОВРШl.1не, I{ao ни спеl>:трална, 
ни ИЈб.'1I1Ја !IИСУ довољна за потпуно објашњење физичког построја Сунца нити. 
процеса који се на њему врше. Мишљења су и преrпоставн:е најауторитетнијих 
астронола и физичара о свему томе врло противуречна. 3а пеге на Сунцу, 
напрш,лер, мислили су час да су облаци, н:оји се образују у његовој атмосфери 
(1{ и р х Q ф), "ас да су шлаке, згушtене на те"ној површини (ц е л н е р), час 
да су удубљења у згушtеној фотосфери (С е к и). 

Ф () ј-ева теорија, !{оја је развијена до најситнијих детаља, најбоље доводи 
у сагласност сва МОГУЂа посматрања Сунца. По његовој представи унутрашњост 
се СУН!lа сатоји ИЗ простих хемијСI<ИХ елемената у гасовитом стању, тако да 
се при изванредно високој термператури, - Ј<оја се цени на 60000 за фотосферу, 
а за унутрашње деIIове Сунца и на стотине пута више 2), - не могу ни да за-

1) Hel<e групе тамних линнја (А и В), "оје се јављају у Сунчевом спе,,:тру припадају ЮlсеоftllКУ, 
<Ј.:ЮТУ и IЮ,1ен()ј nари 3емљине атмосфере, [(роз I<оју пролазе сунчани зраци; али и број и ШИР"lНа тих .111нија 
.,>aBI1CIJ 0;\ ЧII~т()l.с ваздуха и висине Сунца над хорнзонтом те су веома несталне н пр» посматраЊl1ма са В!I
СOlШХ 1I.181111на (опсерваторија на Монблану) скоро ишчеаавају. ОВIIМ се начином доанало да у Сунчевој аГ.\10-
сфеРII tlt:.I\i! !(исе)иика. 

"Ј о OBBKIIOj се темпераТУРII ИЈ ПОВРШННИ Сунца суди по мерељу ,,:оличние топлотних apal(OBJ. JЬCI'OIJl]X, 
!Сој]] ::!.О.1Ј.Ј>': на одређену површину, У311мајуlш ПРИ том у обаир, како слабљење ЊIIХОВО са уд;tљењем: u;э, сунца, 
lal;J) 11 ;щсорбflрање њихово Сунчевом и 3емљииом атмосфером. 

:)7 
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м.ИС.'lе никаква једињења међу њима. 3бог СИЛНОГ пак расхлаljивања ЊИХОВОГ, 
на ПОВРШlЈIIИ се образују облачне масе са течним или чак и са чврстим ~Iести
цама разних сложених материја, које пливају по мање сјајној, гасовитој средини. 
Ти:йе се uбјашњава и онај изванредно СИЛНИ блесак Сунчеве фотосфере, и 
ЗРIlЈ.СТИ љен састав, и непрекид,ност њенога спектра. Расхлађени пак гасави, 
који још нису Стигли да образују хемијска једињења и да се претворе у честице 
чврсте "С1" течне прашине, - образују атмсферу и производе у спектру 
тамне ЛИlll1је. Али пошто чврсте и течне' честице одмах падају наниже те се 
тамо нонова распацају и претварају у гаеОБе, ТО се Meijy спољњим и унутарњим 
делови.1,\3 Сунца стално одржава размена материјала. 

Ра;1И објашњења неједнакости брзина ротације разних З0на Сунчеве 
I10ВрШllне (ул. 169.), Ф а ј претпоставља, да напред речена размена материја, 
постоји С[I.\\О У спољњем одређеном слоју, у чијој се унутрашњости налази већ 
сталније језгро у облщ<у елипсоида, СПЉQштенога на половима, и које се Обрnе 
са ВСЂОМ углавном брзином од СПQљашње површине. Различност ПЭl{ у брзи
Н321Ш !~peTaњa разних зона, треба да nopaija у фотосфери вихрове и циклоне 
сличне са онима, који се образују често и у Земљиној атмосфери а у таквом 
циклону ,~l')"ШЂена пара и гасави распоређују се у облику левка те ИЗГ..'1сдају као 
пеl'а, окру;,кена полусенком. Пошто оне нагле ерупције водоника, ю)је се јављају 
ИЗllутра Hzt површини (у облику протуберанца или буктиња), још више помажу 
обра:i()вању таквих цинлона, то постаје јасна и она напред споменута тесна 
веза !1:'!Meljy пега и протуберанца или буктиња. Али остаје још непотпуно не
разјD.!Ш['(~1-I онај 11-TO годишњи период делатности Сунца, који је изражен веЂИМ 
ИЛИ M~llЫ1.\1 из обиљем и величином пега, буктиња и протуберанца. 

Остаје још хипотетичан и састав короне. Претпоставља се, ДЈ је обра
зују сиllУlIIна телца ИЛИ метеори, који треба да падају на Сунце у lIесравњено 
Betloj ко.'Н!чини него на Земљу. дРЖИ се чак, да је огромно развијање топлоте, 
при њихurюм падању на Сунце, довољно да надокнади онај губитак, lюји про
излази од љегова силнога зрачења. 

l{ос.\шчком се или метеорном прашином, - која се преноси у великој 
НОЛИЧИНИ на простору измеђУ Земље и Сунца, - објашњава таКОђе н оно си
јање l'oje је познато под називом задијакалне светлости. Оно се простире 
од Сунца највише у правцу еклиптике и посматра се најбоље на еЮ::!аторијалним . . 
ширинома при краЈУ вечерњег и у почеку Јутарњег сутона. 

198. Поврmииа Месеца и планета. 

НајGрижљивија посматрања помоliу великих телескопа покаЗУЈУ, да Је 
ПОВРШИI1<l Месеца успела веЂ толико да очврсне, да се на њој не деш~шају ни
l{al<Be промене. Уједно с тим, оштра граница осветљеног дела од мрачнога и 
I11ш\'\еl1таЛf!ОСТ нестајања звезда без Иl>':аквог слабљеља њихове светлости, при 
њихово ... \ 11ОI<ривању ~амним крајем Mec~цa, најзад и спектар Месеца, потпуно 
слични сунчаном, - Јер и он произлази од зракова који се QдбијЈју 011. њега, -
све то УI(азује на околност, да на Месецу нема ни трага од атмосфере па отуд 
ви мора. Називи су мора просто дати некојим доста пространим глаТI<И.\1 про
странстн~р,ш његове површине. 

Осам се планета Сунчеве системе, l{aKO ло њиховим димеН;:;ија.\\а, Т31<0 и 
по ГУСПl1!И, доста оштро деле на две групе: Меркур, Венера, Земља и Марс 
су нај.\\зњс а у исто време са највеЂОМ густином; Јупитер се nat<, СЈТУРН, Уран 
и НеПТУJl одликују и веЂИМ димензијама и несравњено мањом густИlIOМ (глава 
XXIV, ;ыдаЬа 1.). Али се још битнија разлика међу планетама тих двеју \"рупа 
П(Јказује у односу фИЗИЧЈ<иХ особина њихових површина. 
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у спеприма јупитера, Сатурна, Урана и Нептуна има врло много та.\\них 
Л:Iнија, .којих нема у спектру сунчаних зракова, који пролазе 'кроз Земљину 
атмосферу; отуд излази, да су те планете обмотане веома густим атмосфе
рама. То се ИСТО да закључити и из реченога у 4Л. 169. о променљивости по
јасеЕЈа !! Т3.\1НИХ пега на ]упитеру и Сатурну. По силноме сјају тих планета, 
I-шји се lIе ;\lOже објаснити једино рефлексом сун.чаних зраковз, а тако исто 
IJ ПО појаIШ сјајних пега на њима, - треба претпоставити, да течна љихова 
ПОВРШИI1<l још није покривена тврдом кором те је још сачувала способност, да 
сама ОД себе светли. Најглавнију особину Сатурна чине њеГQВИ прстени, I(оји 
га окружују. Највероватније је, да се они састоје из безбројне МНQжине ПQсебннх 
СИТ!lИХ телзца, која оптичу ОКО планете по кружним орбитамз, слично са осталим 
ЊСНЊ\l ПРЈ.тиоцима. 

Њн:упрот томе, површина је Марса у сваком погледу слична са 3ем.ъином. 
НЈ. -1J)ој се понекад оцртавају непроменљиве контуре континената, испресецаних 
l~анаЛЮlа} и мора у правом смислу те речи. Особито су интересантне на њој 
две БСЛИ':lасте пеге на половима р и р' (сл. 102.), које се периодички и наи:з
:\IСНliЧНО ПОL:еtJзвају и смањују према тамошњим добима године. То може да 
произаlЈ е наиме од таложења водене или каквих других пара у облику снега 
у ЗИ,\lње ;l,оба и од ТОПЉд-ьа тих талога у летње доба. И заиста, присуство се 
т;швих пара у атмосфери Марса доказује, прво облачним масама, које понекад 
П()!{РИВЈ.ју контуре његових континената, а друго извесним сувишним линијама 

НЈ. црвеној боји његова спектра. 

На површини је Венере немогувно разликовати ма I{акве сталне КОlJтуре, 
због ТО['3 ШТО је врло јако осветљена сунчаним зрацима; слабе пак и ПРОМСН
Јъш:е пегс l--JJ. њој приписују се облацима, који се крећУ ло њеној атмосфери. 
Да та аТ'\lОt:фера несумњиво постоји, доказује се још и овим фаl{тима: Ј) I(ад 
НснеРЈ !1рслази преЈ<О Сунца она је окружена, још до ступања на његов ДНСК, 
врло ТС!!Њ[[,\1 (велим прстеном; 2) граница осветљеног њеног дела од тамног, Шf!~аi~ 
није ТШ,() оштро оивичена као код Месеца, што треба приписивати појави су
тона на њој; З) У спектру се њеноме налазе сличне групе тамних линија, I(ао 
и ОД НЩЈ,с:[е паре Земљине атмосфере. 

Још иеповољније су погодбе за посматрање Меркура усљед извенрсдне 
(iлизи!!с љегове ДО Сунца па због тога се ништа сигурно не може реви о разним 
особинаЛ'l<l љегове површине. 

199. Спектри комета.· 

Но_\\сте дају најчешfiе спектар из три ШИРОl{е светле пруге (у ЖУТОЈ, 
;:;еленој и плавој боји), који је сасвим идентичан са спектром доњега плави
Ч<1СТОГ пламена обичне свеЂе или светлеЋег гаса, али је проправен још и сл.:1(iШl 
неlIреЮIДН!Ј.'!1: (обојеним) спектром. Овај последњи проиалази, сигурно од сунчаних 

/ ' " , 

зраковз ОДUИЈених са 1{Омете; први пак покаЗУЈе да У њо] ПОСТОЈе некакви yг.ъ~-

ВОДОНl1ЧНИ гасави, који светле. При довољном приближењу некојих комета !{а 
Сунцу, у спектрима се њиховим појављују још и светле металне линије [Јаре 
наТРИУ,\1а, ,\1агниума а понекад и гвожljа; угљеводоничне паl{ пруге при ТШl су 
ИШ'lеззвZlЛС, појављујуви се понова тек при сљедеЂем удаљењу тих комета од 
Сунца. C3CBI!:'Il слична појава произлази, кад се кроз r а ј с л е р о в У цев сЈ. 
паром натриума и петролеума пропусти НИЗ елекри'-IНИХ варшща при раЗllfЈМ 

теЈ"псратурама. 

Што се тиче кометних репова, то је изванрер,на различност одбојних 
убрзања, Kuje добивају њихове '-Iестице (чл. 193.) код разних њихових ТИПОIЗЈ., 
довела акадеМИ'-Iара Б р е Д и х и н а до закључка, да се репови 1 типа образују 
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од нај.'!акшег гаса-водоника, репови II типа - ОД угљевоДОНИЧНИХ јед,ињења, а 
III - од ГDожijа и других метала; али то још није ДОВОЉНО rЮТl3р1)еl10 И3 
непосредних посматрања, ПОШТО су спектри репова 1 типа уопште врло слаби, 
а и 3<lTU ШТО су посматране и такве «омете, чији спектри репова нису одго

варали ТИ.'\ претпоставкама. 

200. Спектри и боје звезда. 

- у С1аЈУ је звезца лако запазити разне нијансе боја, почевши о;]. отворено 
плаве (Вега) или чисто беле, -' које су заступљене код највеЋег броја звсзда, -
па цо ннтензивно жуте (Капела) и црвене (Арктур, l' СерЬеј). Са том је раз
ЛИКОМ у бојама у наiтеснијој зависности различито ст у њиховим спектрима. 

С једне стране разноличност- а с Аруге пак поступии прелаз и СЛИЧНОСТ 
разних спсктара побудили су астрономе, да их групишу у извесне класе, које 

су више или мање једноредни по својему облику. ЗнаYiе-
1 п Пl& нити италијански астрофизичар С е к и први је мао lшаси

фикацију ове врсте. Он је груписао све звездане спектре 
у ова три типа: 

Сuектар uрвога тиuа (сл. 140. 1), који се добива од 
белих и плавичастих звезда, одликује се од сунчаног 
веЋИМ интензитетом отворено-плаве и љубичасте боје и 
врло незнатним бројем тамних линија, од којих су четири, 
које припадају водонику, шире од осталих . . Сuекшр дру
гога шиаа (П), који је врло сличан са сунчаним, добива 
се од жутих звезда·и показује, да се оне налази у слич
ном физичком стању Ka~ и Сунце, т. ј. да су обмотане 
доста густом атмосфером из различитих гасова и пара; 
некоје пак црвенкасте звезде (Арктур), које се убрајају 

С.l. 140. у тај тип, дају спектре са јако проширеним тамним ли-

нија"а, [(ао код Сунчевих пега. Сuектар треliег типа (Ша и 111,) [Јрипа~а по-
. . . . 

наЈвише црвеним звездама и садржи уместо ЛИНИЈа читаве широке пруге IШје 

му дзју облик раЗНciбојне колонаде. Код нвјвише звезда тога типа, \1]. Herculis, 
rJ.. Oriol1is, 11 СеН) таМноћа се ових пруга повеЂава поступно у страну љуби
часте боје; код неких пак слабих звезда - у страну црвене и при том тако, 
да се јасни интервали међу пругама издвајају особито оштро. 

Бременом се ипак накупила множина спектралних испитивања звезда, 
нарочито са примено.\'\. фотографије, и појавила толика различ,итост спектара, 
да је Секијева класификација постала недовољна. Некоји се спектри, карак
тернн за читав ниа звезда, не могу ца уметну у њу, као нпр. авеЗ;:Ј.е (~Lyrae), 
на LlИјем се непрекицном спектру, поред тамних линија, виде и:светле Ј понај~ 
више ВОДОНИ!.Јне. 

Због тога су биле щједложене друге системе, од којих је сада надвладала 
тако знана Харвардска система. У њој су звезде груписане по еПQЉЊИМ одли
ка.\\а спектра - по појави или ишчезнуtу некојих линија, по променЈЬИВОСТI' 
интензитета линија или непрекидног спектра, по присуству пруга и Т. сл. 3<: 
ознз!{е ова се система служи великим латинским словима: О, В, А, f, ОЈ К, М 
N, а ради тачније карактеристике, интервални се спектри 0значују у облик) 
Дссстих делова (нпр. К7 означава, да спен:тар дане звезде лежи на 7. дссеТНОN 
делу интервала међу класама од К ка М). Некоје су класе, осим тога, паде· 
љене НЈ. ПQДкласе а, Ь, с .... , тако да Оа 5 означава спектар, који лежи на ере· 
ДИНИ између подкласе Оа и класе В. 

Секијева се класификација уме"е у Харвардску на овај "ачин: калсе В 
А, F, одговарају 1 типу; G и К 11 типу; М типу lIIа, и N типу IIIЬ. 
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ОДЛИI{е су класа ове системе овакве: Спектар класе (Ј (кога није било 
у Сеlшјеrюј класификацији), садржи сјајне линије водоника при потпуном одсуству 
метаnних линија и интензивности плавог и љубичастог дела његовог (звезде Волфа
Раје, ; Navis). Сuекщар класе В - харантерише се линијама апсорпције водо
нюса И хслиума, и слабим линијама метала (Хелијеве и Орионове звезде, ВЈ '(, 
И ~ Огiопs, ~ Lyrae, ~ Persei). Спектар класе А - водонична линија врло интен
:зивна, хелиумове нема, калцијева линија таНЈ<З, ззпажају се линије метала 
(Сириусове свезде, (Ј. Canis М., а.. Lyrae). Сuекшар класе F има врло интензивне 
I{злцијеве линије, МНОГО линија метала и знатно ослабеле водоничне линије 
(l{алцијСвс звезде, u. Ursae min., ц L:anis тјп.). Спектар класе а- калцијеве ли
није интензивне, врло. много линија метала, водоничне линије још слабије, љу
бичасти крај спектра уопште ослабио (Сунчане звезде, Сунце, u. Aurigae.) 
Сllсиllсар класе К-за њега је характерно јачање многих линија метала, интен-
3ИВНQСТ ]{(1лцијевих линија и извесно слабљење доњих (љубичастих) делова 
спеfПр.1 (СЈ. Bootis, rJ. Tauri). Спектар класе М харан:терише се још веhим ja"lafue.'o1: 
линија мстала, даљим слабљењем доњег дела спектра и појавом тамних IЈРУI'а у 
плаВО.\l и зеленом делу његову (а Scorpii, rJ. Herculis). Спектар класе N, најзад, 
садржи ;ы њега характерне пруге апсорпције угљеника и угљевоДоника; понекад . . . . 
се сем тога виде СЈаЈне ЛИНИЈе; ЛИНИЈе водоника, хеJIиума и калциума у њему нема. 

[Језа између боје и спектра звезда; МОГУћНОСТ да се Сунце уврсти у 
једну О;Ј, Iшаса, а тако исто и резултати лабораторних испитивања, - све то 
изазива помисао, да тако групи сан е звезде по класама имају тесну !:Језу са 
њиховом физичком природом. Представљајуhи сваку звезду у облику централног 
језгра, више или мање чврстог, са гасовитим обмотачем, које се заједно с.1 
овим охла~ује, - јавља се МОГУЋНОСТ, да се по облику спектра суди о саставу 
звезда и о оном стадиуму раЗВИЂа у коме се она назази. На тај се начин до
лази ДО резултата, да старост звезде (подразумевајУЂИ под тим ступањ њеног 
стврдњавањ.1) расте са повишењем спектралне класе. Одатле излази, да се наше 
Сунце НЈ.лази у средини својега развиЂа. 

Интересантно је, да од свију испитиваних звезда 620/0 припадају Ј типу 
Сскијсвом, З70f0 11 типу и скоро 1% 111 типу. У харвардској пак класификацији 
груп" В IIрнпада 11%, групи А 330ј0, групи F 11%, групи О 10%, групи к 
27%, 'рупи м 7% а групи О и N заједно око пола процента. 

201. Променљиве звезде. 

Фотоыетријска мерења откривају код многих звезда, особито код црвених, 
више или мање знатне и при том периодичке промене њиховога сјаја. ТаЈ(ве 
се звезде зову променљиве. Ове промене сјаја бивају врло различите. Иuак се 
оне могу груписати у класе, које се одликују општим особинима. По П и Ј( е
ри 11 г U н о ј класификацији узимају се класе овако: 1) променљивост је иза
ЗВ.1на ПQ.\lрачењем од пратиоца; 2) врло прав ил ни кратки периоци ПРШllене 
СјЈ.Ја; 3) доста П'р~вилне промене Сјаја са дужим периодом; 4) потпуно непра
вилнс промене СЈаЈа. 

Бела зверда 2 величине Алгол ((3 Persei) типична је представница прве 
класе ПРШ,1еllе сјаја. Остајуtи у току ОД 2Ч2 дана сасвим бсз измене, она од
једнШtl П()'Нlње поступно да слаби, кроз 31/2 мунуте постаје за кратко вре.\lе 
звезда 4 величине а затим се ироз 31/2 часа враЋа ка преijашњем своме сј.1ју,' 
и то се I:JРШИ са изванредном правилности, наиме у току од 2.87 дана. Сли\.{на, 
само кратко времена, слабљења сјаја, запажена су скоро у стотини звезда, и 
то се нс да другч:ије објаснити него тиме, што променљива звезда А има 
ТаКВОГ пратиоца В (сл. 141.), која при свакоме свом оптицају пролази испред 
ње те је flомрачи. 3а Алгола се то објашњење потпуно потврдило тиме, што 
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тамне водоничне .i1иније његовога спектра пред сваким слабљењем њсгова СЈаЈа 
О,~ступзју у правцу црвене боје т, ј, указују на удаљење самога АJlгола (А) 
ОД нас (CI, 141,), ШТО и треба да буде, кад се његов пратилац (В) ПРl1б;I1Iжује 
к нш,\з (Ч.1 1. 139.); после пак повратка Алгола на нормални његов сјај, те се 
Jll1нијс по.\\ерају у правцу љубичасте боје, 

в Други облик промена код звезда ове класе Qпажа се највише 
Cii>'"'$,"''''''' код некојих (око 20) звезда жуте боје (@ Lyrae), Сјај се ЊИХОВ 

. .\,. враЂа на пређашњи такође врло правилно, после кратких I1нтер-
fI'/ ___ ~ t'"" вала времена ац неколико дана, али, кад д,остигне своју IiзјвеЂУ 

" ( с (\~: 'ј јачину, ОН почиње непрекидно да слаби; КОД неких се ЈВtзда 
j.~j' / У току тога периода дешавују два тахјтит, а сјаја СЈ Lyrae) 

-'.0- • ___ ~_' па и више. Оваква се променљивост може објаснитн ТИ,\\С, да 

(;'1, i41. постоји светли пратилац, чија се светлОСт час дотщје, час оду-

~им.1 ОД опште суме сјаја. 

Друга Iшаса садржи .v себи звезде, које непрекидно и правилно !lIeIb'ajy 
свој сјај у периоду почев од неколико часова па до неколико месеци. Најкраtи 
ПРИllада звсзди ХХ Cygni и цени се у 31/4 часа. Типична звезда ОБе класе 
(Iшја оБУХБата више од половине познатих променљивих звезда) јесте r.; Cephei, 
усљец чеЈ-а је и цела та класа добила назив Цефеида. Испитиваља последњих 
година IlОК<lзала су, да се код њих врши једновремно промена сјаја, спектралног 
типа и ЈР;:РЈне брзине кретања. Та компликација појаве не допушта за сада 
на~јИ јој узрока, који би свуда био прианат аа исправни. 

Tpct1a се Iшаса састоји иа звеада, највише црвенкастих, чија боја расте 
периоди'љ:н. Периоди промена по својему трајању досежу до целе ГО,џше па и 
више; ИСТО је тако велика и разлика самих ступњева максималног Jf МИ]-IЊ'lалног . .. . . . ~ 

СјаЈа 'Ы1хова; Јачина пак тога СЈаЈа произлази код СВИЈУ њих несравњено орже 

него слабљење његово, које затим наступа. Представница је њихова о Ceti, 
I(оја је добила нааив MirQ, што значи "чудновата". Она је обично тако слаба, 
~~a се НС вици голим оком, али после интерва од 300-360 дана достиже од
јеДЈ-ЈО.'\ до сјаја звезде 4. или 3. а понекад и 2. величине, и пошто остане у 
таIШОМ ()(јmшу неколико дана-, она понова почиње да слаби. СпектраЛJl<1 пасма
трања ;1,aj~/ доста основа претпоставци, да су таI<ве звезде у стадиу.\lУ, слич

номе Н<1ШС~\ Сунцу, и да се променљивост њихова сјаја објасни више ИЛИ !\'lЈње 
енеРГI1ЧНИМ ерупцијама усијаних гасова из њих, што ,се може ПОtlаrзљати пери
ОДИЧКИ, слично са слабљењем и јачањем делатност~ Сунца. (чл. 195. и чл. 197.). 

У последњу, четврту класу долазе звезде са ПQТПУНО непраВИЛIIU!\'l пери
ОДИЧI<Шl променом сјаја. Беле звезде, које улазе у ту класу, мењају Сl1Ој сјај у 
ШИрОЮ1~1 границама; црвене пак обрнуто, - У сразмерно уским. У ту I(ласу 
звезда долазе: CI. Orionis, CI. Herculis и др. 

Најинтерентнија је '1) Navis, која је првобитно у 1677. г. озна'{ена као 
:=!везда 4. всличине; доцније је достизала до 2. па чак и до 1. веЛИЧИIIС, а сад 
се ј;:шља I\ао звездица 7.~8. величине, при чему се сваки час мењала у Ј"рани
цама целих величина. 

202. Нове звезде. 

ПОС;lед~а класа променљивих звезда као да служе прелазом I<а НОВИ.iИ 
ИЛИ, I.::ао ШТО Је то сад предложено звати ИХ, повременим звездама, ]{ОД којих 

се запа:'I{ају највеће промене сјаја. 
Нове се звеаде одједном појављују, сјаје у току од неколико дана или 

недеља врло јана а затим поступно слабе ДО тог ступњ-а, да постану невидљиве 
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чак и ј{РОЗ најсилније телескопе. Тако је наор. знаменити Т и х о - Б Р а х е под
робно опнСЈ.О нову звезду, ноја се у његово доба појавила у сазвеЖђУ Ј{асиопе 
и која је блистала максималнним сјајем Венере у току од неколико дана па је 
!{роз } 1/2 годину сасвим веЋ исчезла; при томе се са поступним слаUљсљс,i1. 
њенога сјајЈ. мењала и боја њена, ОД беле спочетка на жуту а затим на црвену. 
ОД Анеју НОВИХ звезда, које су се појавиле у добу }{ е п л е р 3, једна је нсчезлЗ 
па се је појавила још неколико пута а сад остаје као стална жута звезда б. 
всличинс. 

Спектрална су посматрања била изведена први пут 1866. године над 
нОВОМ :.н.:еЗДО.\l у сазвеж~у Северне :Круне. Доцније се ПОRазало, да је та гвезда 
и раније постојала као врло слаба звездица 91/2. величине, али се одјеДНО;Уl по
јЗliила ДО звезде 2. величине па се нроа два месеца понова вратила на прво
битн!! свој сјај. Сјајне линије водника, које су се при томе оштро изд,вајале 
у њепо;нс спектру, указивале су на привремену ерупцију тога гаса из ње, као 
и на CYHUY, али у несравњено јаче м степену. OBaRBe су се исте сјајне ливије 
пОI<ззале If lIа непрекиДном: спектру са тамним лини]ама апсорпције и код нових 
;ше;]а, Iшјс су се појавиле 1876. г. (у сазвежljу Лабуда) и 1891. г. (у са;шежђу 
Нозара), аЛIJ са том само разликом, што се са слабљењем сјаја тих звезда 
ЊI1ХОН спектар Tal{O изменио, да је постао сличан са спектром гасовитих Ј1а
гЛИllа (сп. 142.). При томе је спектар оне друге звезде испао дупли, т. ј. 
као да ПРQизлази од два тела, која се крећУ са различитим брзинама. На тај 
начин} У;:;РОl{ појачања сјаја те звезде могао је бити у изванредном понеhаlЬУ 
њсне температуре због судара њеног са I<aI<BQM ДРУГОМ} после чега је прираДно 
наступило 11ретварање њихово у усијано гасовито спање. 

гЈа ТЈј начин сумарно излази, да се спеRтар повремнних звезда претвара 
у спектар класе О Харвардске системе} т. ј. У спектар звезда које су открили 
I3 о л Ф и р а ј е, УI<азујуhи тим самим на вероватност, да су те звезде таlш1је 
повремене звезде далеких векова. 

ПРН.\lсна фотографије на изучавању нових звезда открива још неколИl,:Q 
интересантних појавС} у историји раНВИЋа тих звезда. У том је погледу ВрЛО 
MIIOCO дала звеада, коју је у фебруару 1901. гог. открио А н Д е р с о н у кон
стелацији Персеја} када је она била веЋ 2.7 величине. На фотограји Оl{олне 
области неба, снимљен ој у очи тога дана и на којој је било звезда до 12 ве
пичине} - Н,С није било; али на целом низу .фотогр. плоча Харвардске опсер
варторије, почев од деведесетих година, на месту "нове" види се звездица ]3-14 
ве:IИЧИЈ1С. I Ја тај се начин експлозија Nova Persei десила страшно брзо. После 
откиtа су се ПQчеле опажати 9бична н:олебања сјаја, спочетка неправилна, при 
че"'lУ је "нова" за нен:олико час ова постала равна Сириусу а после 11/2 - 2 
звеад. ве.l11чине с постепеним слабљењем сјаја и амплитуде н:олебања. Уједно 
с промеI!О,\'\' сјаја мењала се 1.1 боја} прелазеtи Ol~ плаво-беле у жуту и цр
вену. С 1iре1\ИДОМ колебања гвезда је поступно опет постала бела. НајИlпсре
сзнтнијЈ пuјана, која је откривена код ове звезде састојала се у појави око Iье 
(l1рнб.'Н1}Ј{Јl(Ј на по године после ОТКРИћа) слабог и неправилног, маГЛОБНТ()Г 
оОЈ\1ОТ'ПЈ. Об.\IOтач се састојао И3 два прстенаста: унуттрашњег, сјајнијег и 
спо.ъњег, вешы слабог. Доцније фотографије пон:азале су, да се део светлих 
места ЛОlJ~О дао пон:реhе са великом брзином, пр·н чему се спољl-ЬИ прстен KptT<lO 

ДВЈ. пут uржс од унутрашњег. У току времена то се кретање прекратшIO п 
са;:щ се О],() :шезде види само слаба} расејана маглина. TaI<o представљеl1а 
слика НОНС Псрсеја ОМОГУћила је, да се потпуно одређено подвуче веза из.\~.сђу 
Сl';:;ИСТСI1ЦНЈС .\шглина и образовања нове. Сама појава кретања СВСТ.111Х 
ПРСТСl!она HJ.JuepOBaTH~je м?ж.е бити објашњена простирањем јаРIШГ пл<1Nlеliа 
светлости ОД еКСПЛОЗИЈе, НОја Је наступила после судара звезде се са маГЛI1НО.'l-l} 
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освстљавајУЋИ све удаљеније и ур,аљеније њене д~лове; на ОСН9ВУ те хипо
тезе може се чак срачунати, да је звезда удаљена од нас на 300 свет
лосних година. 

203. Облици маглива
Г 

и љихови' спектри. 

Посматрањем кроз више или мање силне дурбине а тако ИСТО и ПОМОЂУ 
фотографије откривају се на разним местима неба читаве хиљаде магловитих пега 
нзјразличитијег облика и величине. То су или маглине у ужем смислу речи, 
које се састоје И3 једноставне гасовите материје и које слабо CBerjlC; или су 
ТО зuе,}дане гомиле, које само изгледају као магловите масе усљед изванредне 
СИГЈУШЊОСТИ појединих звезда, које се налазе у њој врло' близу једна до друге. 
Спектар се маглина састоји само из три до четири сјајне линије (сл. 142.), 
ОД којих је најсјајнија а (зелена), која, изгледа, да припада азату, друга Ь 
HeKO,ii непознатом гасу а остале с и d, врло танке, тако, да 
по ,зткад исчезавају, - припадају воДонику. Спектар пак --n".--r-
зве3ДЗIIИХ гомила непрекидан је, као код највеЂег броја звеада .-...,.",I[Н!--f.Ј-
и "ПОI-lei{Јi1, је лишен тамних линија апсопције само због из-
ванредне своје слабости. Такав је, например, спектар велике с.l. 142. 

магловите пеге елиптичког облика у саавеж1ју Андромеде, која се, у осталом, 
није .'Iшгла још да раздвоји у посебне звезде ни кроз најсилније телсс(.:опе. 

. ~ 

Маглине се јављају у нај
различнијем ступњу СГУШЂења, 
час облика юiубета, час у 
раагранатој форми те се по 
некад распростиру на неколико 

. ~ квадратних степена, као што Је, 
Сп. t44 • 

~ например, маглина у сазвежljу Ориона (сл. 143.), која 
Сl. t43. окружује мали трапез ОД четири звезде 5. и 7. всличине. 

Али постоје магине и ванредно правилног оБЛИI<а: сunралног (сл. 144. а), 
прсщенасmог (Ь) и округлог, са јасно оцртаним диском. Последње се називају 
још и llланешарним, а једна је од њих (с), која се налази у саавежђу IJОДОЛИје, 
OI.:руже!!з још и еЛИПТИЧI<ИМ прстеном, слично са Сатурном. Са правилним 
сфеРIШ:'l1 обликом а са највеЂОМ густином у њеноме центру, cycpetleMO се по
некад и кОД обичних звезданих гомила, као например код гомиле 0.'Ј. неколико 
хиљада авеада (d), "оја се налази у сазвежђу Херкула. Најзад, врло често ма
ГЛОI3ИП1 обмотач, - који даје и спектар од неколико светлих линија, - ОКРУ
жује посебне, двојне или сложен е звезде, које услед ТOI'а добивају облик и 
назив .:'fщгловиших звезда. 

1 Ја тај се начин у маглинама и у звезданим гомилама може да угледа 
ПОСТПУIlI1 прелаз од крајње рааре~ених гасовитих маса ка стању са ве-
110М или :,>шњом густином ПОД утицајем гравитационе силе. Кроз такве је пре
ла::Нlе ступњеве, по свој вероваткости, требало да прође некада и Сунце са 
цеШЖУllНО:-.1 СВОЈОМ планетном системом. 

204. Млечви Пут. 

TaliO звани МлечниПут или Кумовска Слама (сл. 15.), КОЈИ се простире 
при6ли:..юю по великом КРУГУ обеју полукугла неба у облику ШИРOl(QI' 1'I'13гло
IШТОГ појаса, није ниш!а друго ДО скуп гомила СИЋУШНИХ звезда, који се на 
неЮ1.\i местима раздваЈа а на неким распада на више или мање густе масе 

~лупчастог оБЛИI<а. Дебљи на његова треба TaKo~e да j~ изванредно велика, јер 
се 3ВСЗ;:Џ:, из I<ојих је састављен, представљаЈУЈ гледане кроз најсилнијс тслес
капе) НС на тамном ве!; на мат-светлом пољу. 



- 297 - , 

. у близини се млечнога пута налазе и остале гомиле најобилније з!::!ез
ДЈ..\1Ј, I<ЗО штО су например: Плејаде у' сззвежђу Телца" две гомиле звезда у 
ca3Be>f{~/ Персеја, напред споменута гомила у саавежijу Херкула, ИСТО тшша 
гомила сфериог облика у сазвежljу Центаура и др. Највише се у њему или у 
областима неба најближих њему групирају и све уопште ситне посебне звезде, 
JlO'-lев ОД 7. и 8. величине, тако, да се ра".номерни распоред звезда у ПРОСТОРУ, 
-кОји СМО представили раније у чл. 162., оправдава управо само за сјајније зве::ще, 
које се виде голим ОкОМ. Маглина је, напротив, у млечном ПУТУ и ОКО њега 
врло мало. 

На основу свега тога треба иавести закључак, да у најближем простору 
васионе, ДО кога досежу наша посматрањз, све звезде и њихове гомиле обра
зују нешто у облику дисна, распростртог у правцу млечнога пута, у чијој се 
унутраlI1l[,UСТИ налази и наше Сунце. Многе пан 'гомиле и маглине веома је 
веРОl:Jатно , да су сличне са СИfтемом млечнога пута. 

38 
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Таблица 1. 
Х"2 

6, (х) = 0.4343 б sin' 1" (у шестој децимали). 

11 Iа Х •• ''"', (х) х !gx" 6Ј (х) I 19x" 15, (х) хll х 
ь 

11 -
I З.З85 10 O'40~ З 3.9414 lЗО 2'25: 7 4.0833 250 3"22' О 
I 
I З.5З5 20 057.2 3.9575 140 2 ЗI. 2 4.0918 260 326. О 

, 3.623 30 1 10. О З.9725 150 2 36.5 4.1000 270 3 ЗА О 
, , , 

З.68G 40 1 20.8 3.9865 . 160 2 41. 6 4.1079 280 3 ЗЗ. 8 

I 

З.7З4 ·50 1 ЗО. З З.9997 170 2 46.6 4.1155 290 З З7. 6 

З.774 60 1 39. О 4.0121 180 251.4 4.1228 зоо 3 41. З 

I З.807 70 1 46.9 4.0238 190 2 56. 1 4.1299 310 345. О , 

З.8З6 80 1 54.3 4.0349 200 3 О. 7 4.1368 З20 З 48.6 

" , З.862 90 2 1. З 4.0455 210 3 5.2 4.1435 ззо 3 52. 1 

3.885 100 2 7.8 4.0556 220 3 9.5 4.1500 З40 355. б 

З.905 11 О 2 14. О 4.0653 2ЗО 3 13. 8 4.1563 З50 3 59. О 

З.924 120 2 19. 9 4.0745 240 З 18. О 4.1624 З60 4 2. 4 

I З.941 lЗО 225.7 4.0833 250 322. О 4.1683 З70 4 5. 8 

1 - 2.t 2 

Yt = V 2т: е 2 

Таблица 2. , ' 
и Р (1) = V :л ~ l' ()t. 

о 

I 1 
t у, Р (1) I t у, Р (1) I у, Р (1) 

I1 - , , 

0.0 0.З99 0.000 1.3 0.171 0.806 2.6 0.014 0.991 I 

0.1 0.397 0.080 1.4 0.150 0.838 2.7 0.010 0.993 
i 

0.З91 0.159 0.130 0.866 0.008 0.995 0.2 1.5 2.8 

0.3 0.З81 0.236 1.6 0.111 0.890 2.9 0.006 0.996 

0.4 0.368 0.311 1.7 0.094 0.91 1 3.0 0.004 0.997 
I 0.5 0.352 0.383 1.8 , 0.079 0,928 З.l 0.003 0.998 , 

0.6 0.ЗЗ3 0.451 1.9 0.066 0.942 З.2 0.002 0.999 

, 0.7 О.ЗIЗ 0.516 2.0 0.054 0.954 3.З 0.002 0.999 
I 

0.8 0.290 0.576 2.1 0.044 0.964 З.4 0.001 0.999 
, , 
1 

0.9 0.265 0.632 2.2 0036 0.972 З.5 0.001 0.9~9 

1.0 0.242 0.683 2.З 0.028 0.979 З.6 O.uOI 1.000 

1 .1 0.218 0.729 2.4 -0.022 0.984 З.7 0001 -

1.2 0.194 0.770 25 0.017 0.988 З.8 1.000 -
I 

, -. 

• 
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Таблица 3. 

Геоцетпричке шири не r.p I И радиуса р за спљоштеност земног елипсонда с = 2~7' 
(lg6P У шестој децимали). 

I 
, 

О' 11'00'0 -000 30' 
, 

1 024.2 000 31 
2 048.3 002 32 
3 ] 12. 4 004 33 
4 1 36. 3 007 з4 

5 2 ОО. 2 ' -011 35 
6 223.9 Оlб 36 
7 247.5 022 37 
8 З 10.8 028 з8 

9 З 33.9 ОЗб 39 

10 456.8 -044 40 
1 1 4 19.4 053 41 
12 4 41. 6 Об3 42 
13 503.5 073 43 
14 5 25. 1 085 I 44 

15 546.2 -097 45 
16 6 07. О 11 О 46 
17 627.3 124 47 
18 б 47. 1 138 48 
19 7 06.4 154 49 

. 

20 725.З -170 50 
I 

21 7 43. 5 18б 51 
I 22 8 01. 3 203 52 

23 8 18.4 221 53 
24 834.9 240 54 

25 850.9 -259 55 

I 
26 У 06. 1 279 56 
27 9 20. 7 299 57 

I 28 9 з4. 7 320 58 
ј 29 947.9 341 59 

30 1000.4 -3б3 60 

10'00"4· - 363 
1022.2 385 
1023.2 408 
1033.6 430 
10 43. 1 454 

10 51.8 - 478 
10 59. 8 502 
1 1 07.0 52б 

11 13.3 551 
11 18. 8 57б 

1 1 23.5 - БОl 

1 1 27.4 б2б 

1 1 30.4 б51 

11 32. б б77 

1 1 34.0 702 

11 34.5 - 728 
11 34.2 753 
1 1 33.0 779 
1 1 30.9 804 
1 1 28. 1 829 

1 1 .24.3 - 855 
1 1 19.8 880 
11 14.4 905 
1108.2 929 
1101.2 954 

1053.4 - 978 
10 44. 7 1002 
10 35.З 1025 
10 25. 1 1048 
10 14.2 1072 

1002.5 -1094 

60' 
61 
62 
63 
64 

65 
66 
67 
68 
69 

70 
71 
72 
73 
74 

75 

I 
76 
77 
78 
79 

80 
81 
82 
83 
84 

85 
86 
87 
88 
89 

90 

10' 02': 5 
950.0 
936.8 
923.0 
908.4 

853.2 
837.3 
8 20. 7 
8 03. б 
7 45. 9 

727.б 

7 08. 7 
б 49.3 
б 29.4 
б 09. 1 

548.3 
527.0 
505.4 
443.4 
4 21. О 

358.3 
335.3 
3 12. 1 
248.б 

224.9 

2 01. О 
1 37.0 
1 12. 8 
О 48.б 

024.3 

000.0 

-·1094 
1 1 ] б 
] 1 ЗН 
1158 
1 178 

-] ]У9 

] 218 
1237 
1255 
]273 

~1290 

IЗ06 

1321 
IЗЗб 

1351J 

-1364 
1376 
IЗН8 

1 З99 
1409 

-]418 
]426 
1434 
1441 
1446 

-1451 
1456 
1458 
1461 
1462 

-1462 

I 

I 

, ---' 



• • 
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Таблица 4. 
, 

19 ГО = 19 Ig z' + 19 ао 
19r-~lgr" + (1 +q)~o+(l +p)(~+~) 

to теМllер. ваздуха по Целе. 
t " баром:етра" 
ЬО висина барометра у МIIЛИМ. 

IГz' 19 '1.0 z' 19ao q z' 19 "-о 
про}!., q Р I за 10' 

I 

, 
, 

I О, ] .7649 700 1.7611 0,01 770 1.7557 2.3 0.03 0.00 
20 ] .7649 71 ] .7606 .01 78 1,7541 2.9 .03 .00 

• 

30 1.7648 72 1.7601 ,О 1 79 1.7521 3.7 . 04 .00 
40 ].7646 73 1.7595 .02 80 ] .7496 4.8 .04 .00 
50 ] .7642 74 1,7588 ,02 81 1.7462 6.2 .Q5 .00 
60 ] .7634 75 1.7580 .02 82 1.7418 8.7 .06 .0 ] 
70 ] .76] 1 76 1.7569 ОШ 83 1.7355 ] 2.2 0.06 0.0] 

, 

, 
19 ГО "ром. 10 и 1 Ьо 

• z q р ~ ~ • 
за l' 

" -
830 О' 2.6464 92 0·08 0.01 +589 -260 +18 692 -407 

20 2.6652 9.6 .08 .01 +554 -24 +17 696 -382 
40 2.6847 10.0 .09 .01 700 -357 

+520 -22 +15 704 -332 
84 О 2.7050 ] 0.4 .10 .0 ] +485 -20 +14 ,708 -308 

20 2,7261 10.8 .1 О .01 +451 -18 +12 
40 2.7482 1 1.3 . 1 1 .01 +417 -16 +11 712 '-283 

, 716 -259 
, 85 О 2.7712 1 1.8 .12 .01 +384 -14 +10 720 -235 
I 20 2.7953 12.3 .13 .01 +350 -12 +8 724 -21 ] , 

40 2.8206 12.9 .15 .02 +318 -10 +7 728 -187 
i +285 -8 +6 

86 О 2.8471 136 .16 .02 732 -163 
20 2.8751 14.3 .18 .02 +252 -6 +4 736 -139 
40 2.9045 15.1 .20 .02 +220 -4 +3 740 -] ]6 

+188 -2 +1 744 - 92 
87 О 2.9356 16,0 .22 .02 +]56 -о О 748 -' 69 

20 2.9685 16.9 .25 .03 
, , , 

40 3.0034 18.0 .28 .03 +]24 +2 -1 752 - 46 ' 
+ 93 +4 -3 756 - 23 

, 88 О 30405 19.2 .3] .04 + 62 +6 -4 760 - О , , 
20 З.080] 20.4 .36 .04 + З] +8 -6 764 -' 23 

1 

, 
, 40 3.1223 21.8 .4] .05 768 + 46 ' 
1, О +10 -7 

89 О 3.]674 23.4 .47 .06 _. 3] +12 -8 772 + 68 
10 З.] 912 24.2 .50 .06 - 6] +14 -10 776 + 90 

I 20 З.2159 25.1 .54 .07 - 9] +16 -11 780 +113 
30 3.2414 260 .58 .08 784 +135 
40 3.2680 27.0 .62 .08 -121 +18 -12 788 +157 
50 3.2945 28.1 .67 .09 -]51 +20 -14 792 +179 . 

-180 +22 -15 
, 90 О 3.3241 29.2 , 0.73 0.1 О -209 +24 -17 
, 

I I 



• 



li 
. 

1'. т Т 

О'" О' ()h От о' 

10 Ј О 52 

20 2 1 45 

30 3 2 З7 

40 4 3 зо 

50 5 4 22 

I 

1 О 6 5 15 

• 10 7 6 7 
I 
I 20 8 6 59 
• 

30 9 7 52 

40 10 8 44 

50 1 1 9 37 

2 О 12 10 29 
, 10 1 З 11 21 , 

20 14 12 14 
, 

ЗО 15 13 6 I , 
40 16 13 59 • , 

I 
50 171451 

I , 
З О 18 15 44 

I 10 19 16 З6 

I 20 20 17 28 
I 30 21 18 21 I 

40 22 19 IЗ , 

• 50 2320 6 
I 

I 4 О 2420 58 , 
• 
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Таблица 5. 

3веадано време 5 = ср. Бр. Т + 50 + џ.Т. 
Средње време Т = (5 - So) - џ.' (5 - 50)' 

I~ Т -:;'11 ~, (S-50) 5-So I џ.' (5-So) s7i\ 
-

l' бт 5s ат О' ОЬ от 03 l' б'" 6-' 

2 12 10 10 1 1 2 2 12 12 

3 18 16 20 2 2 5 3 18 19 

4 24 21 30 З З 7 4 24 25 

5 30 26 40 4 4 10 5 ЗО ЗI 

6 З6 31 50 5 5 12 6 З6 37 

7 42 З7 7 42 44 

8 48 42 1 О 6 6 15 8 48 50 
. 

9 54 47 10 7 7 17 9 54 56 

20 8 8 19 -, 

I 0'1 О 37 

0.2 1 13 

30 9 9 22 0'1 О 37 

40 10 10 24 0.2 1 13 

0.3 1 50 50 111127 0.3 1 50 
, 

0.4 2 26 . 0.4 2 26 

0.5 3 3 2 О 12 12 29 0.5 З 3 

0.6 З З9 10 lЗ 13 Зl 0.6 3 40 

0.7 4 16 20 14 14 34 I 0.7 4 16 

0.8 4 52 30 15 15 З6 0.8 4 53 

0.9 5 29 40 16 16 З9 0.9 5 30 

50 1717 41 .. -

0'01 4 0'01 4 

0.02 7 3 О 18 18 44 0.02 7 

0.03 1 1 10 1919 46 0.03 1 1 

0.04 15 20 2020 48 0.04 15 

0.05 18 30 21 21 51 0.05 18 

0.06 22 40 2222 53 0.06 22 

0.07 26 50 2З 23 56 0.07 26 

0.08 29 • 0.08 29 

0.09 ЗЗ 4 О 2424 58 0.09 33 

• 





величина 

- ~07 -

Таблица 6. 

I u = р COS ~' sin t 
< 
I v = р sin ~' cos D - р cos ~' sin D cos t 

за одређивање момената покривања звезда Месецем на ширинама 

~ ОД + 32" ДО + 72', 

Знак ({ОД 11 ИСТII је, као и код часовног угла звезде '. 

П,ЈДВУ'lсН;iМ вр('дносги.\\а v одговара (]риближно зенитно расrој1ње звезде t = 90 Ј • 

1000 u 

Ij~t 
11 t ~'" 32 36' 40' 44' 48" 52" 56" 60" 64" 68" 72" I '! '//1 

1// t ! 

, 
О" IJ О О О О О О О О О О 12" 

1 220 210 199 187 174 160 145 130 1 14 97 80 11 
, 

2 424 40" .584 360 335 308 280 251 220 188 155 10 , 
3 600 573 543 510 474 436 396 354 311 266 219 9 

4 735 701 664 624 581 534 485 434 381 325 268 8 
, 

5 82() 782 741 696 647 596 541 484 425 363 299 7 
I 

6 
, 

849 810 767 720 670 617 561 501 439 376 310 6 ! I 

- 11 

1000 v за t = ---г 6h 

32' 36" 40" 44" 48' 52" 56" 60" 64' 68' 72" I!~ /о, 

775' 800 
I 

+ 455 506 554 599 640 679 715 747 821 + 30" 

+26' 474 525 575 621 '665 705 742 775 805 830 852 +26 

+ 22 489 542 593 641 б8б 727 7б5 800 830 856 879 +22 

+ 18, 50] 55б 608 б57 703 74б 785 820 851 878 901 -ј 18 

-11 14 511 567 б20 б71 718 761 801 837 869 896 919 

I 10! 
т , 519 57б 630 б81 728 772 813 849 881 909 933 ' .. 10 

61 
',' 

. , 

+ 524 581 636 687 735 780 821 858 890 918 942. '. '6 

т 2 : 526 584 639 691 739 784 825 8б2 895 923 2 

О 527 585 б40 691 740 784 825 8б2 895 
- - -





'~' I 
- - --

о 

ID'~;!I 32" 36' 40' 

:Ј4б 401 454 , +30'1 
1 +26- 377 433 488 
+22 406 463 518 
+ 18 433 491 547 

. 

-L 14 458 516 572 
.' 1 481 539 595 -1- 1 О 
.;- 6[ 559 615 501 
+ 21 519 577 632 

- 21 'Ј34 591 646 
- 6 547 603 657 
-10 557 612 664 

-14[ 'iб4 618 668 -
- 181 56!Ј 621 669 

, 
-- 221 571 621 667 

- 26[ 
.-' 

570 617 662 

-3°1 566 611 653 

I 32' 36' 40' 

11'-. ? I 
" D ·'-....1. 32' 36' 40' 

11 -30 244 304 362 , 
348 406 , 26 288 

• + 22 ЗЗО 390 449 , 

I 18 370 431 490 
, 

I , 14 4119 469 528 
+ 10 445 505 563 

I -- 6 480 539 596 
• , 

2 512 570 626 1 .С 
, 
I __ 2 .141 598 652 
1- 6 5б8 624 676 
, 

10 593 646 696 -

1 - 14 614 665 713 
• 

1-18 6З2 681 727 
- - 22 648 694 736 

1-26 660 703 743 
1 -30 бб9 709 746 

[ 40' , 

- ~09 -

1000 v за 1 = '1- 5" -

44' 48' 52' 56' 60" 

505 554 600 642 682 
539 589 635 678 718 
571 621 667 711 751 
600 650 697 740 680 

626 676 722 766 805 
648 698 745 788 827 
668 

• 717 763 806 844 
684 733 778 820 857 

697 745 789 830 866 
707 754 797 836 871 
713 758 800 838 872 - -- -716 760 800 836 868 --
715 757 795 830 860 
711 751 787 820 848 
703 741 775 806 832 
692 727 759 787 812 

44' 48' 52' 56' 60' 

1000 v за 1=+7' 

1000 v за t = + 4' 

44' 48' 52' 56' 60" 

418 473 525 575 622 
463 518 570 61 g. 665 
506 560 612 660 706 
546 600 651 698 743 

583 636 687 733 776 
618 670 719 764 806 
650 700 748 792 831 
678 727 773 815 853 

703 751 795 835 871 
725 770 812 850 884 
743 786 826 862 893 
758 799 836 869 897 -
769 807 841 872 898 --
776 811 843 870 894 

-

779 812 840 865 885 
-

779 808 834 855 872 
-
44' 48' 52' 56' 60' 

1000 v за '=±8' 

64' 68' 72' 11 

718 75' 780 I1 
755 788 816 
787 820 849 
816 848 876 

841 873 900 
862 893 919 
878 908 934 
891 920 944 

899 926 950 + 2'Ј 
-

902 929 951 +6 - , 
901 926 947 -+ 10 
896 920 939 -4- 14 . 

• -887 909 926 
+~~ 1 873 893 909 

854 873 887 ,26· 
832 849 861 -1- 30 

64' 68' 72' 
'-.'-. D 

"~ - • 

64' 68" 72' -:1 
665 706 743 11 
708 748 784 1 
748 786 821 

1 783 820 853 

815 851 882 
843 877 906 
867 899 926 
887 916 942 

902 930 952 
913 938 959 +6' 
920 942 960 + 10 
922 942 957 + 14 -
919 937 949 + 18 
912 927 937 ,+22 , 
901 912 920 _+26 

1 +30 885 894 898 

64' 68' 72' IXI 





.. 

.)" . 

35. 

39. 
39. 
40, 

40. 

7. одозго 

" оада ., 
5. • 
З. одозго 

12. ОЭ~О 

! 

& 
~ 
! 

:арске грешке. 

ша.мuано: Треба (ја буде: 

сажаљу СQжаљењу 

ЈВЙКРОЈН. оваквом 

(рееговора пре,цlOвора 

О'" '" рhбriSСhеп spbll.rischen 
баrи бити 

пренесена пресечена 

Р~ВОЛ' HHCI(e праВQЛ!ll'llше 

АIIЕРАУI AIIEFAI\' 
811СИhа величина 

':BДlY умети}т"; АСОАII; таЧI(3 лакЕ биl;е пол. вел. круга , , 
СО$ 450 - "2 CQS2 450 = 2-

Subraction SubtractioIJ 
Постаје 

" /g(l-;) 
2 , , 

tg2 "2 Р=ТР·· 
упште 

8 децимаnа 
ПОЈ,рзживање 

sin а sin А ... 
m~ 

х 

tg l12 , , 
П=2"ах<!()() 

tgm=fgn (1 ~ е) 

VП = 

+';'6~'/,'(ao, ~o, .. ) 
6A.sinB 
простеје ,. 

cos с . си!!.) 
sina.sinB 

Е 
. .. fgT" 

УО-У, 

вреднос 

А 1 =Ао =х , , 
=б(Х-I){Х--z); 

ПостОје 

,о 

Jg(I+~) 
/g 2 , , 

tg~ TP=fg 2-р ... 

уопшп~ 

7 деЦI1МВ.1а 
потраЖI11,~љ" 

sin а = sill А." 
{сm= 

tgX2 , , 
11=2 ax <IUO 

fgm=(1-e) tgn 

у"= 

, (,'/ " ( + 2" 6 tJ ?2 0:01 

6A.sinb 
простнјс 

" 
cosc.cosa) 
sina.cosB 

Е 
... fgz· 

Уп и YI 
вреднОСТ 

А.=Ао=Х; , , 
="јј (х - !)(х -2) Х; 



СuјРаНII 

V 
V 
V ,. 
5. 
5. 
9. 
9 

1 З. 
13 

l' .. 
1 , 

15. 
15. 
16. 

1 б. 

16. 

18. 

19. 
21. 
21. 
2? 
23. 
23. 

2з. 

25. 

26. 

26. 

З 1. 

ЗЗ. 

ЈЭ. 

J-I. 

З-I. 

35. 

39. 
39. 
40 

40. 

3апажене штампарске грешке. 

ВРСШlJ 

6 ОДОЗгО 

4. овда 
5. н 

11. ОДОЗГО 

18. • 
16. asдo ,. 

" 15. 
" 

19. одоаго 
4. овда 
24 . 

н 

4. 
" 

1. овда 
17. " 

5. ор.ОЗI'О 

7. одозго 

16. 
" 

б. овда 

З. 
" 2. адоаго 

12. " 
1. оада 
9. 

" 
" " 

10. н 

11. " 
10. одовго 

16. 
" 

11. (Ј3ДО 

10 одозго 

1 '. " 2, овда 

15. 
" 

7. одозго 

2, овда 
5. 

" 3. одозго 

12. овда 

ОiJШШа.;)щttНО : Треба да буде: 

саЖаљу сажаљењу 

овакром овакво.М 

ссрееговора uредювора 

о,. щ 

sрhбгisсhеп sphiiri~chtn 

бати бити 

пренесена пресечеllЗ 

проВОЛО ниске праВОЛlн,иске 

A"EFAVJ АIl EFA!\I 
ВllСИil.а lIеЛI\'Iина 

испредДl СВАЈУ уметн}'ти: ACDA1I ; таЧl(а nзкЕ бllЂе пол. Be,l. круга , , 
cos 450 - "2 cos1 45n = 2 

Subraction subtrасtiоп 

Постаје ,. 
Ig(I-;) 

2 , , 
fg~T Р =2 р .. 

упwте 

8 децимала 
IIОЧ)ЗЖlIвање 

sin а sin А ... 
m~ 

х 

fg l12 , , 
П= ТОХ<I00 

tgm=tgn (1 - е) 

v"= 

+; 6~'j,'(~o, ~o •. ·) 
6А.јјnВ 

npocтeje 

за 

СОје.СОја) 

sill а. sin В 
Е 

... tg •. 

уо-у, 

вреднос 

А,=Ао=х , , 
='"6(x-I)(X-"2)i 

Постоје 

,о 

Ig(I+7) 
Ig2 , , 

tg22 P=tb' "2-Р" 
уа nшге 

7 дtЩI1.1'1l1ла 

nотрll)Ј(llн~ња 

sin а =- sin А ... 
(gm= 

, 
tgx~ , , 

11'--= таХ<јОЈ 

tgm=(I--е) tgn 

у" = 

+ : М'ј;; (Оо. ~o, .. ) 
,'::' А . јјп Ь 

ПРОСТJlје 

" 
СОј С. COS Й) 

јјпа.СОјВ 

Е 
. .. tg"j. 

УО и у, 

вредност 

Al=A~=x; , , 
="6(x-I)(x-"2)X; 



С1II PtlIur Врста 

41. 10. Одовго 
П 3. о 

42. 10. оада 

43. 2. о 

41. 2, од08ДО 

45, 11. оада 

51. ,2}. одозго 
-., 14 . . ?-. " 53. 9. ОД08ГО 

59 8. " 
60. З. " 70. 3. " б. 08ДО 

71. 5. оздо 

71. 7. " 
71. 8 .. 
71. 10. " 
7з. 2. 

" 7::1. 4. " 
70. 3. оадо 

76. 3. " 
"1б. 4. " 
)9 1 " 

"" 10. ОД031-0 
81. 1. озда 
85. 8. (1ДО8ГО 
88. 4. одозго 
88 9. " 88. 8. ОЗДО 
89, 5. " 
9Ј, 4. 

" 

[ј3. 2. ОД031'О 

97. З. .. 
99. 18 " 100. 19. .. 
10Ј. 17. O<lAO 

106. 20. " 
107. 2. 011,081'0 

107. ]3. 
" 107. 16. оздо 

107, 21. 
" 1 (}9. 5. ОДОЩ-(ј 

100. 4. опдо 
109. 7. " [ 10. 22. одозго 
! 13. 14. озда 
1 14. 9. " I ј 4. 17. " 
114 21. " 

312 -

ОiJшша.мUано .' 

х- а, 

=53'5 
=ја , 
+ 12 ј 
-i- 4027 
+5333'1 
(ј а --i-- х) 

п, 
~ ._~ 

N 
115 

«вроном 

01 +а2±аэ+ .... +а5 , 
у 

(чл. 38) 

.~=+.,{; 
А S' 

-,"U,,;.:.... = 3 .'. 
s 

(чл. 39.) 
] (, = 

- [-1 е 2 I 
.0 

'111. 44. 
(по ЧЛ. Зб. гл. У) 

v~ (кпд Рl) 

џ2 (1(0/1. Р2) I 

" .. . (1) 
(ст) 

(ас) 

теЖlша 

+ ЗВ" 
+40 

. , 
SIn :!' Х '7~ 

2 р Н' 

R (р ---: R) 
2.7.R.H' 
~R.б.R 

природним 

l(он.сmа.ЮЦllје 

Sagita 
рйСШОЈllње 

неаро.мен.љнво 

PE=L:, 
11 ропоl' ЦЈI ОНаЈ.НоI М 

ТОда 

и-С/uок 

= !I.-I- 2 Х 15 
обрајује 

",+900 
.. (ИЛlI t) _'':'' = 

ОД Р) 

IIUЛУКУГЛН), зато 

СТРЗИlЩUМ 

тек ИВ то 

Треба да буrk: 

х ~ З, 

= - 53'5 
~f(a) , 
+ 12 )1 

+ 4()27 
+5::ЈЮ., 

f (а + х) 
п, 

-PJ=N 

11 о 
I<:OpeHOM 

Ql+а2+ аз , 
У' 

('1:r. '39.) 
, 2 /--2 

",' = -т- Е: 1;' --'--- v :.; 
~ А' 

--,=U,,- = З .'. 
s 

(чл. 42.) 

_-'-"1' - (е ~ 

10 
,{Л. 45. 

(110 'Ш. 37. гл. У) 

"; , v, 
чл,40, 

LV~ 
S-'J 

)' i 

.... (1), 
(аг) 

(се) 

тежине 

+ З Bf!I 
-t 4.0 

. , 
SЩ2~ Х = 

,- 11 S 

2 f Н' 
R (р R) = 

2.7.1~.!i' 

H.{)_Г~ 

прIШЩIЈ!11М 

консщелаЦllјс 

Sagitta 
расmојџње 

непрО)llен.љннй 

РЕ=_:"'l 

п р [)пор ЦIIOII ЈП ,НН 

тога 

ИстО/'; 

=110 -,-21\])' 

оБР<I:J)'јс 
'f -=--, + 9Са 

~ (НЛlJ i) !I 

"' r 
110ЛУЈ{УЈ-ЛИ): 3<1Т() 

С'fрf.'ШЦОМ 

теl{ што 

, 
I , 
1 

i 
i • 

, 
• 
" • 

, 

t , 

I ,. 



Стрт-т 

115. 
115 
115. 
115. 
115, 

11б. 

116. 
11 7. 
119. 

119. 

120. 

121 , 
125, 

125. 
121, 
12). 

1 ::Ј I . 

ј] 1. 

142, 

14~. 

1..\5. 
150, 
157. 
157. 

158. 
159, 
162, 
Iб3. 

16-1 , 
164. 
lЫ. 

165. 
11!5. 
111. 
178. 
1 RO. 
1tЮ. 

1tЮ. 

181. 

181. 
lR2. 
18З, 

1 };5. 

189. 

191. 

1 ~) 1 . 

I!Л. 

201, 

202. 
2(1-1,. 

2li-l 
?(Н. 

BpCflla 

2. одозго 
5. • 

22. • 
'3. овдо 
22. ~ 

17. одовго 
4. оадо 
1. одозго 

12. в 

6. овдо 

7. • 
14. •• 

1. • 
2. • 

12. о 

19. •• 

14. одовго 

8. овдо 

8. оздо 
11. w 

7. одозго 
16. " 

7. - 8. одuзго 
2(). одовго 

2. " 
18. овдо 
18. ОДО3l"о 
З. 

14. 
15. 
16. 

" 
" 
о 

•• 
14. оздо 

21. п 
15.-16.0ЗД') 

8. оДовго 
12. •• 
17. 

" 

1 . Оздо 

1. •• 
9. •• 

12. •• 
~O. одозго 

9. •• 
3. •• 

14. одозго 

ЗIЗ -

Одшiilа.мПаtю : 

А М, 

-=;1.cos8 
Tal(O пак А 
3емље 

9, 
та'lне масе и 3емљине 

стодиЈа 
CjI = + 49.5 

а = 5!:1б8.74 

AC=lXp 
А'А" 

CjI-!=-АК 

р =0.997 480 

" " од ГРIIН6И'l3 

која 

1 
= ђ40 58'.' 27 . sin 1" 

dp dh' 
Ро = 8' -/,-

Z2'= zo' - 16' - .... 
ђ=ll' О" 

ратаЦИОIlОГ 

Прациона 

612 
16 16.1 

растојање 

- 17 269 
ваЛ\iЧIIЮI 

78~ 21 
10 55,3 
58 47.7 
16 38.8 

н.еједн.акост 

27321 
(3.) 

-1 0.49 
(S.I.), (5.4.) 

Одатла 

d.'sin ([-0) 
г= sin lr 0)-

1 
+53 
чл. 20. 
108. 

еuи.ци.клон.де 

О, 

Щ't\QАQУI'tQCI 

= v 1 - е1 , (ПSП') ј 

после 16. врсте одовго додати нозу врсту: 

према томе је 2(ПSР)=<Ј(f-fo)=а1Vl_е2 (E-·е2siпЕ) 

19. оадо 

1. оадо 

13. оадо 
1. одозго 

12. . " 
15. 

" 

t=to+ 180 

'т dP= а2 
.... (f.J 

концеитричним 

сАс' 

АУЖlIна 

Треба да буде: 

АМ 

=t.costJ 
тач .. а пак А 

3е."Iље, 

9" 
течне масе 3емљине 

стадија 

",=+49?5 
а = 5978.91 

АС=ар 

Д' д" 
r::-f=Р:к- , 

f'= 0.997 480, ['1 = 0.998323 

" 
" у Гр~\нвичу 

тји 

1 
= "ј54О = 581.' 27 . sln 1" 

dp dh' 
ро =-;:;'7 
, '1 б' Z2=Zo-1- - .... 

Гl=11' 10" 
ротаЩ1ОНОI' 

Процнона 

61.'2 
16 16.7 

зеНl1ТНО гастојањс 

-1726.9 
ьеЛЈ1'!UНII 

78.21 
15 55.3 
15 477 
15 З8.8 

неједнакости 

2.7.3216 
(3 (' 

- 1 1.49 
(5.1.), (S.~.) 

О,'ЏЈТле 

, d.' sill (l- О) 
r =-sill (л-о) 

1 
-,. ,=,,",-
"-;) .. '1 

чл. 21. 
118. 

е п Ј11!I!К ЛОЈ/Ле 

до 

= l' 1 е 2 (ПSР')i 

t=tU - 1 108 

"m dJ-- = d1 

····(Ј·Ј 
vонцеllТРIIЧНllх 

сАс] 

АУЖIШе 
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СIiipшUl вРсша Од,uша,м,llано : Треба да (ђ'де; 
, 

2()4. • б. оада , и "" А 11 А', 11;, 

~O·I. 12. • - иоја - који 

206. 9. ОДОЩ'О 2г(аз + ;2) 2rl[~2+ " I 3 

1 1 
:Щ<Ј. 7. оада а (- З ,) a('-з С ) 

21 [. 14. ОДО81'О тежати теЖНТI! 

212. 12. оада ';r:; SPK -. <SPK = I~ 

212. 18. •• '1.1. 115. "л. Ј 1 (), 

, 
с' "'")' CPd'}' 21 з. 9, оцоаго 

Г2 dL r2dL 

214. 4. аада C~), С:Ј 
21 б. 7. оадо 

, 
ВЬ= СР 

1" 
Bb=G=(i2 

22] , 16. • = 0': 476 ~-О:/47б 

2.'2. ] З. •• (1) иала8И (Ј) чл. 124. излаЗII 

п' о п" 
222. ---.з. 

•• .. 
рЗ/2 p'1, 

222. 16. • епохо епохе 

'223. 9. •• A\Ql, са A\ql А 1Рl са А,ч\ 
225. 2. •• (чл, 98. 11 101.) ('1.1. 99, И 102.) 
227. 2] . 

о 
nослеоњи послеД!+>1t 

22Н. 5. ОДО3Ј-О '1)1. 29. ЧЛ. 31. 
229. 5. одозго N са L:.'" N и L:."-' 
2:11 . 12. овда сфера сфере 
233. 10. о +xcos(l-0) + ~ СО$ (1- :~)) 
234 4. - 5. ОДОЗГО (4.) (4.)' 
2::)Ј, З. оада =22~' 11 = 2{):' 11 
235. 4. одоаго , V 
2:::6. 17. 

о 8'-Ii-Aa'-j- G'-I'i=АIl1 + 

2ЗG. 4. 08ДО ' Ј Q I ' , , ' Ј '+ ,." а • ~-nl"" -П2.'" о-пз ... -ј- ПЈ ••• , о п,! , !lј ... 

239. 1. о 31. око ОКО 31. 
242. 7. ОД08ГО +20~31 +20< 31 
243. 17. 

о Те.ща Бика 
24Ј. 22. •• растојаља раСТОјаље 
2Ј3. 2з " вве8де звезда 

'2Н 9. 
" " w cos Оо.. :r. w cos D ... 

244. 10. 
о ;t W [sin П ... >о; w [sin О ... 

215. 2. 0311,0 L/L3 ~f'« 
s , 

243. 17.0ЗДО IIлаТlIТИХ lЩзсrИТlfХ 

2п. 1 . а' а' 
•• == ~2 =8~ 

249. 15. одовго PS=p" PS.=p, 
249, 9. оздо 0.1 0.01 
251. 8. 

о љегово!' љеНОЈ' 

252 13. 
" 88. 88 

253. 10. о 1924. 1914. 
253. 16. 

" пљоштеност слљоштеност 
254. 10. ОА08rо пеtНlхег лерихел 
254 20. • осетио осетно 
254. 2. Оздо веће веће од 

257. 8. 2 2 
о -lбm6 W = 16':716 W . 

257. 14. d' "' о W' W 

Ђi:!. З. 011,031'0 
k 1 
k' " 



, 

(~uipaJ/ll 

259. 
260 
:ЉО. 

260. 
260. 
261. 
261. 
263. 
'-5 _О . 

26f. 
267. 

2'17. 
267. 
269. 
270. 
272. 
273. 
273. 
277. 

". - ,. 
280. 
282. 

283. 
284. 
285. 
285. 
286. 
286, 
292. 
2аз. 

293. 
293. 
'0-_ЈЈ. 

295. 
295. 
299. 
301. 

301. 
зоз. 

Врсша 

4. одозго 
1 . .. 
4. оадо 

17. " 
20. ~ 
10. п 

15. одозго 
18. ~ 

2. 
11. 
13. 
'7. 

.. .. .. .. 
8. оадо 
3. одозго 
9. " 

21. оадо 
2. одозго 
8. ОДО8ГО 

б. " 
18. оада 

14. " 
20. " 
7. " 

23. 
" 

] 4. " 
17. " 
15. одозго 
З. оада 

2 .. 
2. 

3. " 
7. " 

17. ор081"О 
24. .. 

1. оада 

1 . " 
б. одозго 

15. " 
2. овда 

з liј 

ОдШШа.мuано : 

Посматраље 

т'n 
напоменемо 

прапцу 

-1:. NLF 
1- <о + '900 ) 

апсорбује 

L"S' = ((' 

w 
W/CO 

и " 
w'=IICOS О зјп lrn ~ 

Ta-'-:"T~, 

истом 

месеце., 

Т=Тс =! 

5h 29';!4 ~h 2;)':14 

0.118 
YClljeBajy 

h ", 
таи

веном 

ДS2А з 

> > 1" 

'У 
nOl(asaae 
н(бацио 

претпосвав~ом 

калсе 

која 

другчнје 

мун}'те 

звеаа, 

спање 

авеад.е се са 

1.000 
\0 22.2 
4 56.8 
3.2945 

---00---

Треба да ~~t()e: 

Посматрања 

т' п' 

напоменемо 

правац 

--Ј' NЧ 
1-(0+1800 ) 

апсорбују 

L"S -= Ј" , 
WC'() 

11, V, 

w'=-L/COS D sm }'" 
ТаllТе , 

IIСТlIМ 

Месецем. 

Т=ТС -: 

5h 29'.n 4 6" 29'."-1 
- 0.118 

УСllјанају 

h "' 1"1111-
неЋе,\ 

A2 SA J 

,< 1'· 

" 
ПQЈ(эззле 

избаЦIЮ 

nре1"поставко.\\ 

класе 

KOjl] 

л,РУК'Illј<: 

час;) 

Clвезд,\ 

СТlIње 

зве3де Сl 

0.000 
10 1'~,2 

3 568 
3.295.5 



Поправке на сликама. 

Ј). На сл. 8. 111 одштампаНQ је - 6.с и 6Ь а треба - L>C и - 6В. 

2.) На сл. 36. уместО t - to И. to треба да буде t - tu и 1o, У место 90-'с треба 90 + с. 
3.) На сл. 42. -sc РМ'З ОВИ!lчеи је " М а треба са М'· , 

~М'РЗ " " " 
t •• " " '. • 

.;: ')' р м 
" " " а " " " 

,. 
• 

';:,),РМ' " " " а " " " " • 
ЛУК З М' , ('. " " " , " " " 

4.) На l.Л. 56. и 57. стоји Орб. С н.ча а треба Ор6. СУllча . 

5.) На сл. 56. bis, пз!.lеђу цифара 25 и 28 на пресеку праве $4 са орбиТ.:ЈМ Марса јаСЈнтјС ог.начаТIJ 4. 

б.) На сл. 72. треба ставити стрелице у правцу ОД р ка Р, ОД р' 1(3 Р И ОД 81 "а S. 

7). На сл. 111. јзсиије обележи1'И са ьг расТОјање N')". 

8). На сп. 116. јасније обележнти са lп растuјања La (1 и Le е. 

НаIIом:еПil; 3бог тога щго у почетку шгаМllањ~_ оног де.та у штампаРl1јн није бllЛО с.·IOНЗ () "а ди-

Јn l/ ОП Ц 
феНЦl1јзю!с формуле морало се УlIотребtГfll слово d, кзо нпр. -. уместо -o~ нЗ стр. 27. и т. Д. Тек Прl1 

х Х 

"рају Ј1П!1мпаља добitВfliО је то СЈ\ОВО те је гатим (С'Д сТр. 245,) и употребљено, као погОдније, ыа да је 11 ТО 

све једно, I(а,,"\ се гна саДРЖIf/tа предмета о I<OMe је реч, !Ја шта се упозорава ·шталац. 
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