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Predgovor

Udzbenik ”"Matematicka fizika” nastao je na osnovu udzbenika ” Metode matemati-
cke fizike” dodavanjem poglavlja o parcijalnim jednacinama prvog reda. Upot-
punjen je i velikim brojem zadataka, kako bi se lakse razumela izloZzena teorija.

Ova dorada dovela je do promene u sastavu grupe autora. Treba istaknuti da su
oni delovi knjige ”Metode matematicke fizike”, autora koji su uc¢estvovali u pripremi
ovog izdanja, malo izmenjeni u zelji da tekst bude jasniji i ¢itljiviji.

Sa posebnim zadovoljstvom isticem nesebi¢nu pomo¢ prof. Jova Jari¢a, koji je
procitao veéinu zadataka, a Cije su primedbe uticale na njihovu bolju formulaciju,
kao i na neka elegantnija reSenja. Njegove primedbe i sugestije su uticale i na
izmene prvobitnog teksta.

Zahvalnost dugujemo i studentima Goranu Runjevcu i Jeleni Ninkov, koji su
ukazali na greske u nekim od zadataka.

Stoga navodimo predgovor knjige ”Metode matematicke fizike”, pri ¢emu smo
u tom tekstu promenili samo imena ljudi koji su se angazovali oko ove knjige.

Predgovor udzbenika ”Metode matematicke fizike”
Kako je i zaSto nastala ova knjiga?

Materijal izmedu ovih korica nastao je kao zelja da se predavanja koja sam drzao
studentima Geofizike, Rudarsko-geoloskog fakulteta Univerziteta u Beogradu, u
periodu od 1991. do 1995. godine, pretoc¢e u udzbenik.

Knjiga nije standardnog tipa ni po sadrzaju ni po stilu. Sva poglavlja pojed-
ina¢no su obradena i u drugim knjigama na nasem jeziku, ali koliko je meni poznato,
u nas ne postoji jos neka knjiga sa ovakvim sadrzajem.

Uobic¢ajen naslov za ovakav sadrzaj je ” Jednacine matematicke fizike”. Medutim,
ova materija predaje se pod nazivom ”Metode matematicke fizike”, pa je on uzet i
za naslov knjige.

Mnostvo je knjiga sa istim naslovom u stranoj literaturi, iako one nemaju isti
sadrzaj. Zajednicko za sve su uglavnom Teorija polja i Parcijalne diferencijalne
jednacine drugog reda.

Sto se stila tice, zelja autora bila je da se svi pojmovi matematicki korektno



smo upuéivali na knjige u kojima su oni dati. Nismo zeleli da optere¢ujemo one
¢itaoce koji bi zeleli samo da primene odgovarajuce stavove ili teoreme.

O poglavljima

Poglavlje 1. je podsecanje na pojmove iz vise matematike koji se koriste u daljem
tekstu. Poglavlja 2, 3, 4, 5. napisana su prema planu i programu predmeta ” Metode
matematicke fizike” koji slusaju studenti Geofizike, Rudarsko-geoloskog fakulteta,
kojima je ovaj udzbenik i namenjen.

Ova poglavlja obradili smo Ivan Obradovi¢ i ja, dok sam zadatake pripremio i
uradio sa Dobricom Nikoli¢em.

Poslednje 6. poglavlje prirodan je nastavak 5-tog poglavlja. Naime, sve je viSe
praktiénih problema koji se svode na parcijalne diferencijalne jednacine ¢ija reSenja
ne mogu da se dobiju u zatvorenom obliku. Njihova resenja nalazimo primenom nu-
merickih metoda, pa su ona, zadnjih decenija, njihov neodvojiv deo. Ovo poglavlje
obradio je Aleksandar Sedmak.

Oblasti obradene u ovoj knjizi izucavaju se na tehnickim fakultetima, i na fakul-
tetima prirodnih nauka. Nadamo se da ovaj udzbenik moze da bude od koristi kako
studentima tih fakulteta tako i stru¢njacima iz prakse.

Kvalitetu knjige doprineli su

Prof. Jovo Jari¢ procitao je pojedine delove teksta i dao je korisne primedbe i
sugestije. Ve¢ smo napomenuli da je pomogao i pri formulaciji zadataka i nekim
reSenjima. Medutim, ne treba zaboraviti ni prof. Milosa Mili¢i¢a, prof. Predraga
Cvetkovica i prof. Aleksandra Stojanovica, Cije su sugestije i saveti bili od koristi
u prethodnoj knjizi, a ¢ije delove nismo menjali.

Prof. Velimir Simonovié, prof. Aleksandar Ivié, redovni ¢lan SANU, prof.
Branislav Glavatovié¢ i prof. Arpad Takaéi, koji su izvrsili recenziju ove knjige i dali
korisne sugestije.

Gospode Jovanka Cvetkovié¢ i Ljiljana Kuzmanovi¢, izvrsile su korekturu teksta.

Gospoda Jelena Knezevié¢ i gospodice Ivana Vasiljevié¢ i Aleksandra TomasSevié,
uradile su graficku obradu. Gospodin Nenad Panti¢ je pomogao oko izrade korica.

Svima njima autori duguju zahvalnost.

Raduje nas postojanje ljudi privrzenih nauci bez ¢ije finansijske pomoé¢i mnoge
knjige ne bi ugledale svetlost dana. Jedan od tih je i gospodin Milo§ Matijas,
direktor firme ”BeoTeleProm”, koji je u viSe navrata pomogao autoru ovih redova,
kome se toplo zahvaljujemo.

Svesni da do gresaka i propusta uvek dolazi, naravno nenamerno, bi¢emo zah-
valni svakom koji nam na njih ukaze. Podrazumeva se da je moja odgovornost ipak
najveca.

U Beogradu, novembra 2003. god. D. Kuzmanovié
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Glava 1

Vektorska algebra i analiza

Uvod

U prostoru oko nas susreéemo se sa raznim pojavama. Da bismo ih opisali,
definiSemo pojmove koji ih karakterisu. Medutim, primecéeno je da i razli¢ite pojave
mogu, matematicki, da se opiSu na isti nacin, odnosno mogu da budu elementi
istog skupa, u kome vaze odredena matematicka pravila. Tako veli¢ine kao: duzina,
povrsina, zapremina, masa, temperatura, pritisak, naelektrisanje su primeri veli¢ina
koje su odredene samo jednim brojem (brojem jedinica pogodno izabrane merne
skale, na primer: 3m, 0.5m?2, 10°C, 1lbar, 110V, itd.). Ovakve veli¢ine zovemo
skalari. Izbor skale je stvar dogovora i zavisi od praktiénih problema (potrebe
prakse).

Za razliku od ovih veli¢ina, sreemo se i sa takvim (fizickim) velicinama za
¢ije je definisanje potrebno poznavanje tri podatka (parametra). Kao primer za
ovakve veli¢ine navedimo: pomeranje tacke, brzina, ubrzanje, sila itd. Ove veli¢ine
karakteriSu se pravcem, smerom i intenzitetom, a zovemo ih vektori.

Pored ovih postoje i takve veli¢ine za ¢ije je definisanje potrebno poznavanje vise
od tri parametra. Tako, stanje napona u tacki tela odredeno je sa devet nezavisnih
podataka (komponenti). Ovakve veli¢ine, ako podlezu odgovarajuéim zakonima,
zovemo tenzori.

U ovom poglavlju prouci¢emo vektore. Medutim, pre nego $to definiSemo vek-
tore i odgovarajuce operacije, definisacemo koordinatni sistem, jer ¢e nam kasnije
biti potreban za pogodniji rad sa vektorima.

1.1 Koordinatni sistem

Da bismo odredili polozaj geometrijskih objekata, potrebno je da definiS§emo refe-
rentni sistem u odnosu na koji se oni posmatraju.
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Osnovna ideja (Dekart) ! je da se svakoj tacki u n—dimenzionom prostoru jed-
nozna¢no pridruzi uredena n—torka brojeva.

Tako, u realnom jednodimenzionalnom prostoru (koji je geometrijski predstav-
ljen pravom) svakoj tacki pridruzuje se jedan realan broj, ¢ija apsolutna vrednost
predstavlja rastojanje (opsti pojam ”rastojanje” definisaé¢emo kasnije) od unapred
zadate tacke, recimo O, koju zovemo koordinatni pocetak. Pored koordinatnog
pocetka potrebno je odrediti i jedini¢no rastojanje (rastojanje sa kojim poredimo
kasnije posmatrana rastojanja). Zbog toga izaberimo neku tacku A i rastojanje
OA proglasimo za jediniéno. Neka je P neka proizvoljna tacka, tada broj x, koji
pridruzujemo tacki P, definiSemo na sledeé¢i nacin

|z = % (1.1)

Slika 1.1:

Uzima se po dogovoru da je & > 0, odnosno znak (+), ako je tacka desno u
odnosu na O (u nasem primeru tacka P na slici 1.1), a < 0, odnosno (-), ako
je levo (u nasem slucaju tacka @ na slici 1.1). Na ovaj nacin odreduje se smer
"kretanja” tacke, pa tako dobijamo orijentisanu pravu koju nazivamo osa. Ovu
orijentaciju oznacavatemo strelicom, koja pokazuje smer u kojem brojevi rastu.

U realnom dvodimenzionalnom prostoru imali bismo ureden par realnih brojeva
kojima odgovaraju dve linije X7 i X2 koje se seku u tacki O (sl. 1.2). Ovu tacku
zovemo koordinatni pocetak.

a) b)

Slika 1.2:

IRené Descartes (latinsko ime Renatus Cartesius) (1596-1650), francuski filozof i matematicar.
Uveo je analiticku geometriju. Njegov osnovni rad Géométrie pojavio se 1637, kao dodatak
njegovom delu Discours de la méthode.
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I u ovom slucaju potrebno je definisati jedini¢no rastojanje, za svaku osu posebno,
§to znadi da ta rastojanja ne moraju nuzno da budu jednaka.

Par ovakvih osa, sa jedini¢nim rastojanjima OA i OB, predstavljaju ose koor-
dinatnog sistema u ravni.

Svakoj tacki P u ravni pridruzujemo ureden par realnih brojeva (x1, x2), koje
nazivamo koordinatama te tacke, a odredujemo ih na sledeé¢i nacin. Prava, koja
prolazi kroz tacku P, a paralelna je sa Xs—osom, sece osu X; u tacki My, a prava
paralelna sa Xj—osom, seCe osu Xo u tacki Ms (sl. 1.2a). Koordinate z1 i xo
definisu se sa

OM;
|$1| )
OA
OM,
|‘T2| = ==
OB

pri ¢emu se znak z1 i 2 odreduju kao i u jenodimenzionom prostoru.

Ovim postupkom mozemo svakoj tacki P iz ravni jednozna¢no (u odnosu na date
koordinatne ose) da pridruzimo ureden par brojeva (z1, x2), ¢ime smo definisali
koordinatni sistem dvodimenzionalnog prostora.

Ovaj postupak mozemo da uopstimo i primenimo na n—dimenzionalni prostor
(n>2).

Ukoliko je ugao izmedu pravolinijskih osa 90°, tada takav koordinatni sistem
zovemo pravougli Dekartov koordinatni sistem.

Napomenimo da prethodno opisan postupak pridruzivanja uredenog para bro-
jeva nekoj tacki nije jedini koji se koristi. Naime, moguce je iz tacke P povuéi i
pravce koji su upravni na odgovarajuée ose (sl. 1.2b) i tako dobiti tacke M7 i M.
U tom slucaju tacka P ima koordinate z) i 25, definisane sa

1) = O

11— 7014 ’
PAk
OB

U specijalnom sluc¢aju Dekartovog koordinatnog sistema parovi brojeva (z1, x2)
i (z}, %) se poklapaju. Pored ovih primera pridruzivanja moguéi su i drugi, ali se,
iz prakti¢nih razloga, koriste ova dva postupka.

U prethodnim definicijama koristili smo pojam rastojanje koji do sada nismo
definisali. Napomenimo da u zavisnosti od izraza kojim definiSemo rastojanje
izmedu dve tacke razlikujemo (u matematickom smislu) razne prostore. Tako na
primer, rastojanje izmedu dve tacke A, sa Dekartovim koordinatama (a1, as) i B,
sa Dekartovim koordinatama (b1, b2), moze da se zada izrazom

2

Z (bl — G,i)2 = \/(bl — (11)2 + (b2 — a2)2. (1.2)

i=1
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U n—dimenzionalnom prostoru ovo rastojanje dato je izrazom

D (b —ai). (1.3)

i=1

dap =

1.2 Vektorska algebra

Prethodno smo se podsetili kako se konstruiSe koordinatni sistem u nama ” bliskom”
dvodimenzionom prostoru, gde se Pitagorina 2 formula (1.3) koristi da bismo merili
rastojanje izmedu dve tacke. Ako se u takvom prostoru, iz tacke A prede u novi
polozaj B, pomeranji%z A (pocetna tacka) u B (krajnja tacka) moze da se predstavi

orijentisanom duzi AB (sl. 1.3).

1.2.1 Definicija vektora

Orijentisana duz zove se vektor. Ovaj pojam potice od latinske re¢i vector —nosac,
ili od vehere, vectum — nositi, pomerati. Njena duzina odreduje intenzitet vektora.
Ovako definisan vektor predstavlja geometrijski pojam, za razliku od prethodne
definicije (pomeranje) koja je vektoru dala fizicki smisao.

Uobicajeno je u literaturi da se vektor oznacava jednim slovom masno Stam-
panim (a) 3 ili sa AB (A je pocetna, a B je krajnja tacka), kada je bitno da se
naglasi pocetna i krajnja tacka. Mi ¢emo, u ovoj knjizi, da koristimo ravnopravno
obe oznake.

1.2.2 Sabiranje vektora

Posmatrajmo pomeranje iz polozaja A u C. Do tacke C mozemo da dodemo direktno
ili preko polozaja B. Ova operacija moze da se oznaéi slede¢om relacijom (sl. 1.3)

AB + BC = AC (1.4)

2Mvdaryopas, greki filozof i matemati¢ar. Roden oko 570, a umro oko 497. god. pre nove ere.
Smatra se osnivatem teorijske matematike, egzaktnih istrazivanja u fizici (akustika).

3Masno slovo je uobiajeno u stampanim materijalima, dok, zbog nemoguénosti, pri pisanju
rukom, koristimo oznaku sa strelicom iznad veli¢ine, na primer &, umesto a. Medutim, u slucaju
kada je vektor odreden pocetnom, recimo A, i krajnjom tackom, recimo B, nuzno je koristiti
oznaku AB.
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Slika 1.3:

. - =g - = . .
Ako je AB = a, BC' = b, AC = ¢, prethodna operacija moze da se prikaze na
jedan od nacina:

—_— -

- —
a+b=c ili @a+b=¢ ili AB+ BC = AC. (1.5)

Pravilo za slaganje vektora, prvi je formulisao Stevinus  1586. god., proucavajuéi
zakone slaganja sila (sl. 1.41.4).

C
//4\
,’% b D
= c /
s |
a . a
A
a) b)

Slika 1.4:

Ovo pravilo je u literaturi poznato kao zakon paralelograma za sabiranje, jer
je, vidi sl. 1.3 isl. 1.4, zbir vektora a i b predstavljen dijagonalom paralelograma
ABCD. Sabiranje vektora je, dakle, binarna operacija nad skupom vektora V,
kojom se vektorima a,b € V jednoznac¢no dodeljuje vektor c.

4Stevin Simon - Stevinus (1548-1620), holandski matematicar i fizicar. Jedan je od prvih koji
se u istrazivanjima sluzio eksperimentima. Prvi je izveo zakon o ravnotezi sila na strmoj ravni i
formulisao pravilo o paralelogramu sila. Znacajni radovi su mu iz mehanike fluida.
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Cinjenica da mnoge veli¢ine u fizicl mogu da se predstave orijentisanim duzima.,
koje se sabiraju po zakonu paralelograma, namece potrebu da ih bolje proucimo.
Dakle, uvodenjem vektora vriimo geometrizaciju fizickih velicina.

Napomenimo da u fizici postoje situacije gde je potrebno da nametnemo ograni-

cenja na pocetnu tacku ili polozaj linije — nosaca posmatranog vektora. Navedimo
dva primera.

Posmatrajmo neko kruto telo. Jedan od aksioma. statike glasi: dva. sistema sila su staticki
ekvivalentna, ako se jedan od drugog razlikuju za ravnotezni sistem sila.

Hi
w2y
Il

0y

Slika 1.5: Pomeranje sile - kruto telo

VazZna posledica ovog aksioma je: napadna taka sile koja deluje na kruto telo moze da se
pomera duZ napadne linije sile. Naime, ako u tagki B (pripada napadnoj liniji sile) dodamo
ravnotezni sistem (5',)57) (sl. 1.5), pa uklonimo ravnotezni sistem (gf — napadna taika B, § —
napadna tatka A}, tada ostaje opet sila g, ali sa napadnom tackom B.

Medutim, ako se telo posmatra kao deformabilno, nije svejedno u kojoj tagki tela ée sila da
deluje.
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Slika 1.6: Pomeranje sile - deformabilno telo

Na primer, na sl. 1.6a $tap je napregnut na zatezanje, stap se izduzuje. Ako se napadne taike
obe sile pomere, recimo, na sredinu stapa, sl. 1.68, tap nede biti napregnut. Konatno, ako se sile
dovedu na suprotne krajeve §tapa, taj §tap ée biti napregnut na pritisak, sl. 1.6¢ Stap se skraduje.
Dakle, sa stanovista stanja kretanja ili mirovanja Stapa, sasvim je svejedno da li na njega deluju
sile kao na slikama 1.6. Sva tri sludaja su medusobno ekvivalentna. Ali, sa stanovista odredivanja
unutrainih sila u pojedinim presecima tog Stapa, razlika je sustinska.

Razlikujemo sledeée vektore:

- slobodni (pomeraju se paralelno sami sebi, a ne menjaju se; kao primer za
ovu vrstu vektora je moment sprega, vektor translacije),

- klizedi ili vektor vezan za pravu (pri pomeranju duz nosata —prave ne menjaja
se; na primer sila koja deluju na kruto telo) i

- vezani za tagku (na primer zapreminske sile).
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Napomenimo da ¢e kasnije definisane operacije da vaze samo za slobodne vek-
tore, ako se drugacije ne naglasi.

Polazedi od ideje vektora kao pomeranja tacaka, zaklju¢ujemo da su dva vektora
jednaka ako su orijentisane duzi, koje ih predstavljaju, jednake po duzini (jednaki
intenziteti), njihovi pravci paralelni, a smerovi isti. Ovo ¢emo da oznacavamo sa

a=b. (1.6)

Na sl. 1.7 prikazani su parovi koji nisu jednaki, jer se razlikuju po intenzitetu (sl.
1.7a), smeru (sl. 1.7b) ili pravcu (sl. 1.7c).

)/ \\ N/

a) c)
Slika 1.7:

Duzinu (intenzitet) vektora a oznac¢i¢emo sa |a| ili krace a.
Nula vektor je vektor kome odgovara nulto pomeranje (vektor ¢iji se pocetak
i vrh poklapaju), a oznacavacemo ga sa 0. Za svaki vektor a vazi

a+0=0+a=a. (1.7)

Intenzitet nula vektora je jednak nuli, a pravac je proizvoljan (neodreden).
Dva vektora istog pravaca i intenziteta, a suprotnih smerova zovu se suprotni
vektori. Suprotan vektor vektoru a oznacavaéemo sa —a. Za njih vazi

a+ (—a)=0. (1.8)

Svaki vektor, Ciji je intenzitet jednak jedinici, tj.
laj =1 (1.9)

naziva se jedini¢ni vektor.
Na osnovu geometrijskih osobina orijentisanih duzi zaklju¢ujemo da je:

at+b=b+a (komutativnost) (1)
(a+b)+c= a+(b+c) (asocijativnost) IIm)

Napomenimo jo$ i to da je operacija sabiranja (+) vektora unutrasnja® binarna
operacija, tj.:

ako a,beV tadai a+beV, gdejeV skup vektora. (111)

Na osnovu prethodnih definicija i osobina mozemo kratko da konstatujemo da
za operaciju sabiranja vektora vazi:

5Pod unutrasnjom operacijom podrazumevamo operaciju kojom se elementima iz jednog skupa
pridruzuje element iz istog skupa.
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a) operacija je komutativna (I),
b) operacija je asocijativna (II),
¢) operacija je unutrasnja (III),
d) operacija ima nula (neutralni) element, 0 V (1.7),

e) svaki element a€ V ima suprotan ili simetri¢an element —a€ V za koji je

a+(-a)=(-a)+a=0. (1.10)

Za neki skup V, ¢iji elementi, u odnosu na neku operaciju, imaju osobine od a)
do e), kazemo da obrazuje komutativnu ili Abelovu  grupu, ili drugim re¢ima skup
V ima strukturu komutativne ili Abelove grupe. Dakle, na osnovu prethodne defini-
cije, mozemo da kazemo da skup vektora V, u odnosu na sabiranje, obrazuje
komutativnu ili Abelovu grupu.

Definisimo sada jo$ neke operacije sa vektorima.

1.2.3 Mnozenje vektora realnim brojem (skalarom)

Definicija.

Neka je a neki vektor, a a neki realan broj. Tada se sa ca(= a«a) definise novi
vektor na sledeci nacin:

- vektor ca ima pravac vektora a,
- ako je a# 01 a > 0, aa ima smer vektora a,
- ako je a# 01 a < 0, @a ima smer suprotan vektoru a,

- intenzitet vektora aa je |aal = |allal] (a= 0 ili @ = 0 (ili oba), tada je
aa =0).

Kazemo da je vektor aa dobijen mnozenjem vektora a skalarom a.

Ovim smo definisali operaciju mnozenja vektora realnim brojem (skalarom).
Jedini¢ni vektor, koji ima isti pravac i smer kao neki vektor a, obelezi¢emo sa

e,. Svaki vektor mozemo da predstavimo, primenjujuéi operaciju mnozenja vektora

skalarom, kao proizvod njegovog intenziteta i njegovog jedini¢nog vektora

a = |ale,. (1.11)

6Niels Henrik Abel (1802-1829), norveski matematicar. Prvi je dao dokaz o neresivosti opste
algebarske jednacine 5. stepena. Veliki njegov doprinos je u teoriji eliptickih funkcija i teoriji
redova. Postavio je temelje opste teorije Abelovih integrala.
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Za operaciju mnozenja vektora skalarom vazi:

aa €V, (ITTa)

(a1 + av)a=aja+ asa (IV)
ala+b)=caa+ab V)
ai(aa) = (a1az)a, (VD)

za svaki realan broj a; i as i za sve vektore a, be V.
Osobine (IV-VI) poznate su i kao osobine linearnosti skupa V.

1.2.4 Projekcija na osu i na ravan
Projekcija tacke na osu

Posmatrajmo osu u odredenu jedini¢nim vektorom u, neku tacku A, koja ne lezi
na toj osi i ravan S (sl. 1.8), koja nije paralelna sa osom. Konstruisimo ravan S’
tako da prolazi kroz tacku A, a paralelna je sa ravni S. Prodor ose u kroz ravan
S’, tacka A’, predstavlja projekciju tacke A na osu u uzetu paralelno sa ravni S.
Ako je ravan S normalna na osu, tada odgovarajué¢u projekciju zovemo normalna
ili ortogonalna.

Slika 1.8:

Projekcija vektora na osu

Neka je vektor odreden pocetnom A i krajnjom tackom B. Projektovanjem te dve
—
tacke (sl. 1.9) dobijaju se tacke A’ i B’, odnosno vektor A'B’.

ol 1B

A 0

Projekcija vektora na osu je skalar koji se naziva algebarska vrednost pro-
jekcije ili krace projekcija. Dakle, projekcija vektora na osu je skalar. Algebarska

Slika 1.9:
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—_— _
vrednost projekcije vektora AB oznacava se sa A’B’, a definisana je sa:

’ ’ ’ ’
+ ‘A B, ako vektor A B ima isti smer kao i osau,
A'B =
’ ! ’ ’
— ‘A B, ako vektor A B ima suprotan smer od ose u.

—
Ako sa a oznac¢imo ugao izmedu vektora AB i vektora u ose u, tada je

I/ = -
A'B’" = projuAB = |AB|cos a.

Napomenimo da vazi sledeéi stav: projekcija (algebarska vrednost projekcije)
zbira vektora, na proizvoljnu osu, jednaka je zbiru projekcija vektora sabiraka, na
tu osu.

Projekcija tacke i vektora na ravan

Da bismo projektovali tacku (A) na ravan (S), potrebno je prvo da se izabere neka
prava (p) u odnosu na koju éemo da izvedemo projektovanje. Presek (A’) ravni (.5)
i prave (p1), (p || p1), kojoj pripada tacka (A), naziva se projekcija tatke A na
ravan (S) u pravcu prave (p) (sl. 1.10). Ako je prava (p) normalna na ravan
(S), tada odgovarajuéu projekciju nazivamo normalna (ortogonalana).

Projekciju vektora, na ravan, dobijamo projektovanjem njegove pocetne i kraj-
nje tacke (sl. 1.10).

Slika 1.10:

Dakle, projekcija vektora na ravan je vektor.
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1.2.5 Skalarni (unutrasnji) proizvod dva vektora

Definicija.

Skalarni proizvod dva vektora a i b, koji ¢emo simbolicki da oznacavamo a-b
(¢ita se "a tacka b”) ili (a b), je realan broj odreden sa: |a|-|b|- cos(a,b), tj.

a-b =|a|-|b|-cos~, (1.12)

gde je v ugao izmedu vektora a i b.

Iz same definicije sledi da je skalarni proizvod jednak projekciji vektora a na pravac
vektora b, pomnozenoj intenzitetom (duzinom) vektora b, tj. a-b = |b|- projpa.
Analogno, a-b = |a|-projab, sto sledi iz komutativnosti skalarnog proizvoda i
parnosti funkcije cos .

U mehanici (fizici) skalarni proizvod ima sledeéi fizicki smisao. Ako sa S
oznacimo silu koja deluje na neku tacku M, a sa dr elementarno pomeranje te
tacke, tada veli¢ina dA, definisana relacijom

dA=S-dr

predstavlja elementarni rad sile S na pomeranju dr.

A \ \d_

b b b
ab>0 a-b=0 a-b<0
a) b) V)
Slika 1.11:

Znak skalarnog proizvoda zavisi od ugla izmedu vektora. Tako, proizvod je
pozitivan, ako je ugao izmedu vektora ostar, nula, ako su vektori ortogonalni (prav
ugao) i negativan, ako je ugao tup (izmedu 7/2 < v < ) (sl. 1.11).

Polazeéi od ove defincije mozemo da odredimo: intenzitet vektora i uslov pod
kojim su dva vektora ortogonalna.

Naime, u specijalnom slucaju, kada je a = b, sledi da je v =0 i, prema (1.12),

a-a = |a| |a|-cos(a,a) = |a|-|a] = |a\2 = |a] =+va-a. (1.13)

Dakle, iz definicije skalarnog proizvoda neposredno sledi da je kvadrat intenziteta
vektora jednak skalarnom proizvodu vektora sa samim sobom.
Iz definicije skalarnog proizvoda, takode sledi da je ugao 7y izmedu dva vektora

a-b

cosy = = 7 = arccos ——, (1.14)
EIRI

_ab
|la[ - [b]



1.2 Vektorska algebra 21

pa za |a| # 0 i |b| # 0 sledi da su dva vektora ortogonalna akko ” je a-b=0.
Iz prethodnih definicija i osobina realnih brojeva slede naredne osobine koje se
nazivaju i metricka svojstva linearnog vektorskog prostora:

- skalarni proizvod proizvoljnog vektora sa samim sobom je nenegativan
aa=la>>0, i (VII)
a-a=0, akoje a=0,

(pozitivno — definitan)

skalarni proizvod je komutativan
a-b=Db-a, (VIII)
(simetrija)

- skalarni proizvod je distributivan u odnosu na sabiranje

a-(b+c)=ab+ac (IX)

- skalarni proizvod je asocijativan u odnosu na mnozenje skalarom

a(a-b) = (aa)-b =a- (ab), gde je « realan broj. (X)

Navedimo jo$ neke osobine, koje slede iz definicije skalarnog proizvoda:
ja-b| < [a] - [b] (1.15)
(Svarcova nejednakost) ®

ja-+b] < Jal + b (1.16)
(nejednakost trougla)

la+ bl +|a—b|* =2(la]* + [b*). (1.17)

(jednakost paralelograma,)

Realni afini prostor V ili realni vektorski prostor u kojem je definisan skalarni
proizvod vektora sa osobinama (VII)—(X) zove se realni Euklidski ? prostor.

Ovako definisan pojam Euklidskog prostora posluzio je za definisanje opstijeg
pojma Euklidskog prostora.

Skup E, ¢iji su elementi proizvoljne prirode, nad kojim su aksiomatski definisane:

Takko je skraéenica za ”ako i samo ako” (potreban i dovoljan uslov).

8Hermann Amadeus Schwarz (1843-1921), nemacki matematicar, poznat po svom radu u kom-
pleksnoj analizi (komforno preslikavanje), diferencijalnoj geometriji i ra¢unu varijacija.

9 Evkerdns, roden je oko 330 pre nove ere, a umro oko 275. god. p.n.e. Jedan je od najveéih
grckih matematicara starog veka. Jedan je od osnivaca i srediSnja licnost matematicke skole u
Aleksandriji. Napisao je nekoliko dela iz geometrije, optike i astronomije. Najvaznije njegovo delo
su Elementi (XTouxela).
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1) operacija sabiranja sa svojstvima (I)—(III),

2) operacija mnozenja elementa skupa E sa elementima jednog polja R, sa svoj-
stvima (IV)—(VI) i

3) operacija mnozenja sa svojstvima (VII)—(X),

zove se Euklidski prostor na polju R. Defini§imo sada i ortonormirani skup
vektora.

Definicija.

Za skup od tri vektora (u 3-D Euklidskom prostoru) e, e3, es kazemo da je
ortogonalni normiran skup ili kra¢e ortonormiran skup, ako je zadovoljen
uslov:
1, i=j .
e,;-ejaij{ 0 i#; i,j=1,23. (1.18)

Prethodna definicija vazi i u n-dimenzionalnom Euklidskom prostoru F,, pri
¢emu indeksi i i j, u relaciji (1.18), uzimaju vrednosti 4,5 = 1,2,...,n.

Veli¢ina d;, definisana prethodnom relacijom, naziva se u literaturi Kronekerov!
delta simbol.

0

1.2.6 Vektorski (spoljasnji) proizvod dva vektora

Definicija.
Vektorski proizvod dva vektora ai b u Ej3 je vektor c koji je odreden slede¢im

uslovima:

i) ¢ je upravan istovremeno na a i b, odnosno ima pravac normale na ravan
u kojoj leze vektori a i b;

i7) smer je odreden pravilom desne ruke (ili desnog zavrtnja). Naime, ako
palac desne ruke usmerimo u pravcu a, a kaziprst usmerimo u pravcu b,
pa zatim zaokrenemo vektor a za oStar ugao (u pozitivhom smeru) da
se poklopi sa b, tada ¢ée vrh srednjeg prsta pokazivati smer vektorskog
proizvoda (videti slike 1.12a, 1.12b i 1.12¢);

iii) intenzitet vektora c odreden je relacijom:

| =|al - b| -sina, a=Z(a,b). (1.19)

teoriji grupa i teoriji brojeva.
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b a
N
Slika 1.12: Pravilo desnog zavrtnja (a), odnosno desne ruke (c)
Ovi uslovi jednoznaéno odreduju vektor c.
Vektorski proizvod simboli¢ki oznacavamo sa:
axb=c, (1.20)

a ¢itamo ”a krst b”.

U mehanici (fizici) vektorski proizvod ima sledeéi fizicki smisao. Posmatrajmo
okretanje nekog tela oko fiksne tacke. Ovo okretanje (rotacija) je posledica delo-
vanja momenta. Moment sile S za tacku definisan je relacijom

M2 =r xS,

gde je r- vektor polozaja napadne tacke sile u odnosu na momentnu tacku O.
Napomenimo da za vektorski proizvod:

- waZi distributivnost, u odnosu na sabiranje:

ax(b+c)=(axb)+(axc) (1.21)
(a+b)xc=(axc)+(bxc) (1.22)

- ne vaZi komutativnost, jer je (sl. 1.13)

axb=—-bxa (antikomutativnost) (1.23)

- me vazi asocijativnost, jer je, u opStem slucaju

ax (bxc)#(axb)xc. (1.24)
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Slika 1.13:

Iz definicije vektorskog proizvoda sledi da je vektorski proizvod dva vektora
istog pravca jednak nuli, tj.

axaa=0.

Napred data definicija vektora, sa odgovarajuéim operacijama, je ”geometrij-
ska” definicija. Naime, iz svega napred izlozenog sledi da su definisani vektori i
operacije nad njima nezavisni od izbora koordinatnog sistema. U nastavku ¢emo
da posmatramo vektore ”algebarski”, definisué¢i njihove komponente u odnosu na
dati koordinatni sistem.

U praksi se ¢esto koristi proizvod tri vektora

abxc=a(bxc),

koji se naziva meSoviti proizvod. Ovako definisan proizvod je skalar. Dobija se
tako §to se prvo vektorski pomnoze vektori b i ¢, a zatim se ovako dobijeni vektor
skalarno pomnozi sa a. U literaturi koristi se 1 oznaka [a, b, c] za ovako definisani
proizvod.

Za meSoviti proizvod vazi osobina kruzne permutacije, naime

[a,b,c] = [b,c,a] = [c,a,b].

1.2.7 Recipro¢ni (konjugovani) sistem vektora

Definicija.

Za dva skupa vektora ay,...,a, i a/17 . ,a;L kazemo da predstavljaju recipro¢ni
ili konjugovani sistem, ako je njihov skalarni proizvod dat relacijom

1, i=j ..
ai-a;:&j:{ 0’ Z?é:; Z,jzl,...7n, (125)

§to moze da se predstavi tabelarno (za n = 3)
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[ 20 [ a5 [ 2
ap 1 0 0
a 0 1 0
as 0 0 1

ili slikom, za n =2 (sl. 1.14).

Slika 1.14: Reciproc¢ni vektori

1.2.8 Linearna zavisnost vektora. Dimenzija prostora

Uvedimo sada pojam linearna zavisnost skupa vektora ai, as,--- , a,
Definicija.
Vektori ap,---, a, su linearno zavisni ako postoje brojevi aq,---, a,, od
kojih je bar jedan razli¢it od nule, takvi da vazi relacija
oqa) + ogas + - - + aga, = 0. (1.26)

Suprotno, vektori su linearno nezavisni, ako relacija (1.26) vazi samo kada je

ap=ag=-=ay, =0, (1.27)

Definicija.
Vektorski prostor je n—-dimenzionalan, ako u njemu postoji n linearno neza-
visnih vektora, a svaki sistem od n + 1 vektora je linearno zavisan.

Pokazimo ovo na nekoliko primera.
Posmatrajmo dva vektora a i b istog pravca i istih ili suprotnih smerova (sl

1.15)

Slika 1.15: Kolinearni vektori
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Tada postoji (realan) broj k # 0 takav da je:
b = ka, (1.28)

a vektore a i b nazivamo kolinearni vektori.
Ako stavimo da je k = f%, tada relacija (1.28) moze da se predstavi u obliku:
aa+ b =0. (1.29)

Odavde zakljucujemo da su dva kolinearna (ili paralelna) vektora linearno zavisna,
jer su « i B razliciti od nule. Dakle, mozemo da kazemo da svi vektori ka, za
proizvoljno i realno k i a # 0, formiraju jednodimenzionalni (1-D) realni linearni
vektorski prostor. Razlog za uvodenje ovakve terminologije sledi iz ¢injenice da
svakoj tacki na osi moze da se pridruzi vektor polozaja!! ka i obrnuto, svakom
vektoru, iz ovog skupa, odgovara jedna tacka na osi (jednoznacna korespondencija).

Posmatrajmo sada dva nekolinearna vektora a i b. Predstavimo ih orijentisanim
duzima, sa zajednickim pocetkom O (sl. 1.16).

Slika 1.16: Nekolinearni vektori

Proizvoljan vektor c, koji lezi u ravni vektora a i b, moze da se predstavi u
obliku
c =ma+ nb. (1.30)

Ova relacija sledi iz pravila o sabiranju vektora i iz definicije mnozenja vektora
skalarom. Iz relacije (1.30), sli¢no kao u slucaju (1.28) i (1.29), uzimajudi:

m=-2 n=-L (1.31)
Y Y
dobijamo
aa+ b +vc =0, (1.32)

§to predstavlja uslov linearne zavisnosti skupa od tri vektora, jer nisu sve konstante
jednake nuli. Na ovaj nac¢in mozemo svaku tacku u ravni da odredimo nekim
vektorom polozaja c, tj. kombinacijom vektora ma+ nb, gde su a i b dva linearno
nezavisna vektora, a m i n odgovarajuéi realni brojevi. Zato mozemo da kazemo

kraj u tacki A.
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da kombinacija ma + nb definiSe dvodimenzionalni (2-D) realni linearni vektorski
prostor. Vidimo da je u 2-D linearnom vektorskom prostoru skup od tri vektora
uvek linearno zavisan.

Posmatrajmo sada tri nekomplanarna'? vektora a, b i ¢, koji polaze iz za-
jednickog pocetka O (sl. 1.17).

Slika 1.17:

Kao i u prethodnim slu¢ajevima, mozemo svaki naredni vektor d da predstavimo
relacijom
d = ma+ nb + pc, (1.33)

odakle sledi da izmedu cetiri vektora a, b, ¢ i d uvek postoji netrivijalna relacija
oblika
aa+ b +yc+dd = 0. (1.34)

Dakle, relacija (1.33), za skup svih realnih brojeva m, n, i p, odreduje trodi-
menzionalni realni linearni vektorski prostor. Mozemo da zamislimo da krajnja
tacka vektora d ”prebrise” sve tacke 3-D prostora, kada parametri m, n, i p uz-
imaju sve vrednosti iz skupa realnih brojeva. Znaci da je u 3-D linearnom vek-
torskom prostoru svaki skup od ¢etiri vektora linearno zavisan. Iskoristi¢emo ovu
vezu izmedu broja linearno nezavisnih vektora sa dimenzijom prostora da bismo
postavili koncept dimenzionalnosti linearnog trodimenzionalnog vektorskog pros-
tora, uz napomenu da se koncept lako moze da uopsti na n — dimenzionalni vek-
torski prostor.

Vektore a, b i ¢, u (1.32), zvaéemo bazni vektori, a sabirke ma, nb i pc
komponente vektora d. Brojeve m, n i p zvaéemo kratko koordinata'® u
odnosu na bazne vektore a, b i c.

Kad jednom odredimo skup baznih vektora, tada je svaki vektor jednoznac¢no
odreden trojkom (u 3-D) koordinata.

Skup od tri medusobno ortogonalna vektora u 3-D prostoru je linearno nezav-
isan'. Ako izaberimo za bazne vektore jedini¢ne ortogonalne vektore e, es i €3,

12Vektori su komplanarni ako su svi paralelni jednoj ravni.

13Napomenimo da u prostorima u kojima nije definisan skalarni proizvod, kao sto je afini prostor,
nema smisla govoriti o pojmovima koji se preko njega definisu, kao $to su intenzitet i ugao izmedu
dva vektora. U literaturi je uobicajeno da se ove veli¢ine, koje smo nazvali koordinate, nazivaju i
afine koordinate, ¢ime se isti¢e priroda tog (afinog) prostora.

14 Posmatrajmo skup od tri medusobno ortogonalna vektora, za koji je a;-a; = A;;0;; (ne
sabirati po 14,j), gde je A;; = |a;j|-|aj|. Podimo od toga da je linearna kombinacija ovih vek-
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tada svaki (sledeéi) vektor, recimo x, mozemo da predstavimo relacijom
X = x1€1 + T2€e9 + xT3es3. (135)

Tacka u 3-D prostoru je geometrijski objekat (ne zavisi od koordinatnog sis-
tema). Ako uvedemo koordinatni sistem, mozemo da je jednozna¢no odredimo sa
uredenom trojkom brojeva (z1, x2, x3), ¢ije elemente zovemo koordinate vek-
tora (u daljem tekstu kratko koordinate) x. Za vektore e;, i=1,2,3, kazemo da
formiraju bazu (osnovu) ili koordinatni sistem (sl. 1.18). Ove vektore (e;) zovemo
(kao $to smo ranije rekli) bazni vektori. Vrhovi (krajnje tacke) F; baznih vektora
e; (i=1,2,3) imaju koordinate:

E,: (1,0,0),
Ey: (0,1,0), (1.36)
E3 : (07071)3

Slika 1.18:

Naime, ranije smo definisali vektor geometrijski, koris¢éenjem orijentisane duzi.
Uvodeéi koordinatni sistem, vektor mozemo da opiSemo algebarski.

Veé¢ smo rekli da se pravougli, pravolinijski koordinatni sistem zove Dekartov
koordinatni sistem. Uobicajeno je da ose Dekartovog koordinatnog sistema umesto
21, T 1 x3 oznacavamo sa x, y i z, respektivno, a odgovarajucée bazne vektore eq,
ey iezsai,jik, respektivno. Napomenimo da se koriste levi i desni koordinatni
sistem, mada desni ¢esée (sl. 1.19).

tora Z§:1 Xia; = 0. Mnozeéi skalarno poslednju relaciju sa a; (j = 1,2,3), a prema uslovu
ortogonalnosti, dobijamo

3 3 3
Z)\iai-aj :Z)\i(ai-aj) :Z)\iAiszij IAjAjj =0 = )\j =0,
i=1 =1 =1

§to predstavlja uslov linearne nezavisnosti za posmatrane vektore.
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desni levi

Slika 1.19:

Posmatrajmo sada proizvoljan vektor a, predstavljen orijentisanom duzi A—B>,
pri ¢emu je A pocetak, a B kraj duzi AB (sl. 1.20).

T, Iy

Slika 1.20:

Neka su koordinate tacaka A (ra,ya,24) 1 B (vB,yB,28), a ra i rp vektori
polozaja ovih tacaka, tada je:
—_—
AB=a=rg—-ry =
Uy =T —TA, Gy =Yg —Ya 1 a, =2 — 24 (1.37)

gde su az, a, i a, merni brojevi vektora a u odnosu na koordinatni sistem, sto
kratko oznacavamo, radi jednostavnosti, sa

a=[ag, Gy, G;] (1.38)
umesto sa
a=a,i+ay,j+ak

Izrazimo sada ranije definisane pojmove preko odgovarajué¢ih mernih brojeva.
Intenzitet vektora a, po definiciji je rastojanje izmedu tacaka A i B, §to u
Euklidskom prostoru, prema (1.3), moze da se predstavi relacijom

ol = V(s AP + VAV T (5~ 2V =A@ ra? (130
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Ako za pocetak vektora izaberemo koordinatni pocetak, tada su koordinate
vrha vektora jednake mernim brojevima vektora. Napred je ve¢ receno da se ovako
konstruisan vektor zove vektor polozaja i obi¢no se oznacava sa r.

Iz (1.37) takode vidimo da merni brojevi a,, a,, a, vektora a ne zavise od izbora
pocetne tacke za a, jer ako vektor a pomerimo, duz pravca AB, tada se menjaju
koordinate tacke A i B za istu vrednost, pa njihova razlika ostaje ista. Dakle, ako
je dat fiksni Dekartov koordinatni sistem tada je svaki vektor jednoznacno odreden
uredenom trojkom brojeva (koordinatama).

Na ovaj na¢in mozemo da definiSemo i nula vektor 0 kao vektor ¢ije su koordinate
[0,0,0].

Za dva vektora a=[ag, ay, a.] i b=[bs, by, b.] kazemo da su jednaka akko su
odgovarajuce koordinate jednake. Naime, vektorska jednacina:

a=Db (1.40)
ekvivalentna je trima skalarnim jednacinama:
ay =by, ay=0by, a.=b,. (1.41)

Vektorski zbir, preko koordinata, mozemo da odredimo na sledeéi nacin (sl. 1.19.):

c=a+b=la, + by, ay+ by, a. +b;] = [ca, ¢y, C:] (1.42)
y
b, b
C,
y ay a c
ax bx
c, x
Slika 1.21:

MnoZenje vektora skalarom

aa = [aag, aay, oa,) (1.43)
Skalarni proizvod
a-b = azb, + ayb, + a.b, (1.44)
jer je:
1, i=j
€;-e; = 6ij = { 07 i 7£ j (145)

Ovo sledi iz pretpostavke da su bazni vektori ortonormirani.
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Vektorski proizvod

i j k
axb=|a ay, a,|. (1.46)
by by b

Vektorski proizvod moze da se predstavi simbolickom determinantom, kao $to je
pokazano u zadatku 1.3, na str. 56. Naime, ovako predstavljen vektorski proizvod
a x b jednak je izrazu koji se dobija razvijanjem gornje determinante po prvoj vrsti.

Mesoviti proizvod
Ay Gy G
a-(bxc)=| by, b, b, |. (1.47)

Cx Cy Cg

Napomenimo da je meSoviti proizvod jednak nuli, ako su ova tri vektora kom-
planarna, tj. linearno zavisna. Specijalno, ako je a kolinearno recimo sa b tada je
a = \b, pa zamenom u (1.47) dobijamo

ay  ay  a ay Gy G
a-(Aaxc)=| Aay Aay Aa, |=A| az ay a, |=0.
Co Gy Cy Co Cy Cs

Ovde smo iskoristili osobine determinante:

- determinanta se mnozi nekim brojem tako sto se elementi jedne vrste ili kolone
mnoze tim brojem i

- vrednost determinante je jednaka nuli ako su bilo koje dve vrste ili kolone
jednake.

Na slican na¢in bismo dobili i u slu¢aju kolinearnosti vektora a i c.

1.3 Aritmeticki model
linearnog vektorskog prostora

Koris¢enje ”obi¢nih” vektora u trodimenzionalnom prostoru da bi prikazali fizicke
veli¢ine, kao §to su: vektor polozaja, brzina, ubrzanje, sila itd, nam je blisko. Sada
definisimo apstraktni linearni vektorski prostor pomoc¢u dobro poznatih osobina
takvih vektora.
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Definicija.
Neka je X neprazan skup ¢ije elemente X,y,z, ..., nazivamo vektori i neka je
T skup svih realnih (kompleksnih) brojeva, ¢ije elemente «,,..., nazivamo

skalari. Par (X,T) obrazuje linearni vektorski prostor ili kra¢e vektorski
prostor (realni ili kompleksni, §to zavisi od skupa skalara T'), sa slede¢om alge-
barskom strukturom:

i) svakom uredenom paru (x,y) vektora iz X odgovara treéi vektor iz X, koji
zovemo njegov zbir, a oznacavamo sa X +y. Operaciju, koja uredenom
paru (x,y) pridruzuje vektor x + y nazivamo sabiranje vektora.

ii) Svakom vektoru x € X i svakom skalaru o € T' odgovara vektor iz X, koji
zovemo proizvod vektora x skalarom «, a oznaCavamo sa ax. Operaciju
koja vektoru x iz X i skalaru a pridruzuje vektor ax nazivamo mnozenje
vektora skalarom.

Operacije sabiranja vektora i mnozenja vektora skalarom imaju sledeée osobine:

1° sabiranje je komutativno

X+y=y+x, (1.48)

2° sabiranje je asocijativno

(x+y)+z=x+(y +2), (1.49)

3° u X postoji nula vektor 0, takav da je

x+0=x, =zasvakox € X, (1.50)
4° svakom vektoru x € X odgovara u X simetrican vektor, koji oznacavamo sa

—x, takav da je

x+ (—x) =0. (1.51)
Mnozenje skalarom je distributivno:

5° u odnosu na sabiranje vektora

alx+y) =ax+ay, (1.52)

6° i u odnosu na sabiranje skalara

(a+ B)x = ax + fx, (1.53)
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7° mnozenje skalarom je asocijativno

a(fx) = (af)x, (1.54)

8° mnozenje vektora skalarom 1 ostavlja sve vektore nepromenjene, tj.

Ix=x, gde 1€T. (1.55)

Definicija.

Vektorski prostor (X,7T') je normiran ako postoji nenegativna funkcija [x]|,
definisana za svako x € X, koja ima sledece osobine:

0l=0 i |x|[>0, =za x=#0, (1.56)
IXx|| = |A| - ||x]|, zasvako Ae€T, (1.57)
Ix+yll <|x|l+lyl] (pravilo trougla). (1.58)

Ovu funkciju nazivamo norma od x.

Definicija.
Neka je X skup ¢ije ¢emo elemente oznacavati sa x,y. ... Ako svakom uredenom
paru (x,y) iz X pridruzimo realan broj d(x,y), koji ima osobine:
0 <d(x,y) < +00,
dx,y)=0&ex=y,
d(x,y) = d(y, %),
d(x,y) < d(x,z) + d(z,y),
kazemo da je skup X snabdeven metrikom d. Skup X snabdeven metrikom d

zovemo metri¢ki prostor. Njegove elemente zovemo tackama, a d(x,y) rasto-
janjem izmedu tacaka x i y. Metricki prostor je, dakle, par (X, d).

U normiranom vektorskom prostoru metrika se uvodi sa:
d(x,y) =[x =yl (1.63)

Oznacimo sa R™ skup ¢ije su tacke uredene n—torke realnih (kompleksnih) bro-
jeva i uvedimo metriku u ovaj prostor sa:

(1.64)
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Prostor R™ zovemo Euklidski (realni ili kompleksni) metricki prostor, a ovako defin-
isano d zadovoljava uslove (1.59)—(1.62).

Uvedimo sada pojam linearnog operatora. Posmatrajmo linearnu vektorsku
funkciju, vektorske promenljive, kojom se svakom vektoru x pridruzuje vektor A(x),
a za koju vazi

Alax + By) = aA(x) + BA(y), (1.65)

gde su « i 3 skalari, a x i y vektori. Ovako definisana funkcija zove se linearni
operator.

Linearni operator je potpuno odreden ako znamo vektore A(e;), gde vektori
e; (i = 1,2,...,n) ¢ine skup baznih vektora. Vektore A(e;) mozemo da izrazimo
preko baznih vektora e;

A(el) = ZAjiej, (166)
j=1

gde je Aj; j—ta komponenta vektora A(e;). Posmatrajmo sada proizvoljan vektor
x, a A(x) oznacimo sa y, tj. A(x) = y, tada mozemo da uspostavimo sledeée
relacije, koristeéi (1.65) i (1.66). Izrazimo prvo y preko baznih vektora

n
y =2 v
j=1

Kako je:

y=Ax)=A (Z miei> =

(1.67)
=3 adte) =YY e = 3 (i
i=1 i=1  j=1 j=1 \i=1
to sledi da su koordinate vektora x i y povezane relacijom
i=1

Mozemo sve ovo, takode, da predstavimo i na sledeéi nac¢in. Recimo da smo
vezu izmedu vektora x i y uspostavili preko linearnog operatora A primenjenog na
x. Simboli¢ki ovo mozemo da oznaéimo sa:!®

y = Ax. (1.69)

Brojeve A;; zovemo komponente linearnog operatora A (ili vektorske funkcije
A) u koordinatnom sistemu e;. Specijalno, iz (1.66) sledi da je A;; j—ta komponenta
vektora Ae;.

15Napomenimo da se, u sluéaju linearnog operatora A, ravnopravno koristi i oznaka Ax.
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Kao i vektori, linearni operatori ¢esto imaju fizicki smisao, koji je nezavisan od
posebnog koordinatnog sistema i moze da se opiSe bez referentnog koordinatnog
sistema. Simbolicki to moze da se predstavi na sledeéi nacin.

Operacije sabiranje i mnozenje linearnih operatora i mnozenje linearnog
operatora skalarom mogu da se definisu relacijama:

(A+ B)x = Ax + Bx (1.70)
(AB)x = A(Bx) (1.71)
(A)x = A\(4x), (1.72)

za svako x € X, gde X predstavlja vektorski prostor.

U opstem slucaju je AB # BA. Ako su ovi proizvodi jednaki, tada kazemo da
je "mnozenje” komutativno.

Definisemo i operatore: nula (0) i identicki operator (I), relacijama

0x=0 i Ix=x, (1.73)

za svaki vektor x iz posmatranog prostora.
Dva operatora su jednaka ako vazi

Ax = Bx (1.74)

za svaki vektor xe X.
Konaéno, ako postoji operator A~! sa osobinom

AAT  =ATTA =T, (1.75)

tada taj operator (A*I) zovemo inverzni operator operatora A. Za operatore koji
imaju inverzne operatore kazemo da su nesingularni.

1.4 Vektorska analiza

1.4.1 Vektorska funkcija

Neka je T skup realnih (kompleksnih) brojeva (skalara), a V skup vektora.

Definicija.

Ako svakoj vrednosti t € T', po nekom zakonu odgovara jedna odredena vrednost
vektora ve V|, tada kazemo da je v vektorska funkcija skalarnog argumenta ¢
i kratko piSemo

v =v(t). (1.76)
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Vektorsku funkciju mozemo da definisemo i na drugi nacin:
vektorskom funkcijom v(t) jednog skalarnog argumenta ¢ nazivamo jednoznacno
preslikavanje skupa realnih (kompleksnih) brojeva (skalara) T na skup vektora V,
prema odredenom zakonu

v =v(t). (1.77)

Skup realnih (kompleksnih) brojeva (skalara) T predstavlja oblast definisanosti
funkcije v(t).

Kako je, prema (1.38), v=[v1,v2,v3] (u 3-D), to se jednozna¢no preslikavanje
skupa T na skup V svodi na preslikavanje prvog skupa na drugi skup preko tri
skalarne funkcije, koje predstavljaju projekcije vektorske funkcije v(t) na koordi-
natne ose

v(t) = [1(t), va2(t), vs(t)]. (1.78)

Na osnovu ovoga, analiza vektorskih funkcija jednog skalarnog argumenta svodi
se na analizu tri (u 3-D) skalarne funkcije-projekcije vektora v(t) na ose odgo-
varajuceg koordinatnog sistema.

1.4.2 Hodograf vektorske funkcije

Definicija.

Hodograf vektorske funkcije v=v(t) je geometrijsko mesto krajnjih tacaka vek-
tora v za sve moguce vrednosti ¢, pri ¢emu se poceci ovih vektora nalaze u jednoj
fiksnoj tacki, recimo O, koju zovemo pol hodografa.

Slika 1.22: Hodograf vektorske funkcije

U slucaju kada vektorska funkcija predstavlja vektor polozaja (u 3-D), tada
hodograf ove vektorske funkcije predstavlja krivu u prostoru (3-D). Vektorska
jednacina ove krive se oznacava sa

r =r(¢). (1.79)
Njoj odgovaraju tri skalarne (parametarske) jednacine:
x=ux(t), y=yt), z=z(), (1.80)

koje predstavljaju jednacinu krive u prostoru, u parametarskom obliku.
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1.4.3 Granic¢ni procesi. Neprekidnost

Osnovni pojmovi u vektorskoj analizi, kao $to su konvergencija i neprekidnost, mogu
da se uvedu na sledeéi nacin.

Definicija.

Za niz vektora a,, n = 1,2,..., kazemo da konvergira ako postoji vektor a
takav da je
lim |a, —al] =0. (1.81)
n— o0
Vektor a zovemo graniéni vektor niza a,, i piSemo
lim a, = a. (1.82)

n—oo

Ako uvedemo neki koordinatni sistem, tada za niz vektora a,, kazemo da kon-
vergira ka a akko tri niza (u 3-D) komponenti tog vektora konvergiraju ka odgo-
varajué¢im komponentama vektora a.

Definicija.

Za vektorsku funkciju v(t) kaze se da ima za grani¢nu vrednost vektor 1,
kada argument t tezi ka tg, ako se za unapred dati broj e > 0 moze odrediti neki
broj 6 = d(e) > 0, takav da je za svako t, za koje je

[t — o] < 4, (1.83)
zadovoljena relacija
[v(t) =1 <e. (1.84)
Simbolicki ovo oznac¢avamo sa:
lim v(t) =1 ili v(t) —1 kada t— to. (1.85)

t—>t0
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Definicija.

Vektorska funkcija v(t) je neprekidna u tacki t = tg, ako:
1° je definisana u tacki t = tg,
2° ima grani¢nu vrednost kada t — tg,
3° vazi

lim v(t) = v(to). (1.86)

t—to

Neka su v(t) i v(t + At) vrednosti vektorske funkcije v za vrednosti argumenata ¢
it+ At (At je prirastaj argumenta). Razliku

vt + At) — v(t) = Av(t) (1.87)

zovemo geometrijski prirastaj funkcije v(¢). Predstavimo ovo na hodografu
—
funkcije v(t), slika 1.23. Geometrijski prirastaj prikazan je vektorom AB.
Mozemo da damo jo$ jednu definiciju neprekidnosti.

Definicija.

Vektorska funkcija v(t) je neprekidna za datu vrednost argumenta ¢, ako njen
geometrijski prirastaj Av tezi nuli, kada priragtaj argumenta tezi nuli, tj. kada

je

Alir—{lo |Av(t)| = 0. (1.88)

Kako je v(t)=[v1(t),v2(t),vs(t)], to je potreban i dovoljan uslov neprekidnosti
funkcije v(t) u tacki ¢ da projekeije v;(t) ovog vektora budu neprekidne funkeije u
toj tacki, tj. da je:

lim Av;(t)=0 = it + At —vi(8)] =0, i=123  (1.89)

lim
At—0 At—0

Odavde neposredno sledi i neprekidnost funkcije |v(t)], tj.

|AV(2)| = v/ (Avy (1))2 + (Ave(1))2 + (Avs(t))2 — 0. (1.90)

1.4.4 1Izvod vektorske funkcije jedne skalarne promenljive

Posmatrajmo sada neku (proizvoljnu) vrednost skalara ¢ i odgovarajuéu vrednost
—
vektora v(t). Ovaj vektor predstavljen je, na slici 1.23, orijentisanom duzi OA.
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A
dv
dt
v (t)
Av
o B

v (t+A L) Av
At

Slika 1.23: Prirastaj vektorske funkcije

Povecajmo sada vrednost skalara ¢ za vrednost At. Vektor koji odgovara vred-
nosti skalara t + At ozna¢imo sa v(t + At). Na slici 1.23 ovaj vektor predstavljen

—
je orijentisanom duzi OB. Promena vektora v(t), koja odgovara prirastaju skalara
t za At, data je razlikom

Av = v(t+ At) — v(t). (1.91)

Sa slike 1.23 vidimo da je ova razlika, geometrijski prirastaj, predstavljena ori-
jentisanom duzi A—B)(:Av).

Posmatrajmo sada vektor %, koji predstavlja srednju promenu veli¢ine v u
odnosu na parametar t. Ovako definisani vektor ima isti pravac kao i vektor Av
(At je skalar). Smer je isti, ako je At > 0, a suprotan, ako je At < 0.

Definicija.
Veli¢ina definisana relacijom
. Av
lim —
At—0 At
zove se izvod vektora v (obican izvod, za razliku od izvoda u pravcu, koji ée

biti definisan kasnije) u odnosu na promenu skalara ¢, ako taj limes postoji. Ovu
veli¢inu kratko oznac¢avamo sa v .

(1.92)

d
Simbolicki izvod oznac¢avamo sa d—z, tako da je
dv . Av

- - 1.
dt A}EIBO At (1.93)
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Definicija.
Za vektorsku funkciju kazemo da je diferencijabilna u tacki ¢, ako postoji prvi

izvod u toj tacki, tj. postoji

’ . AV
v = m 5 (199

Funkcija koja je diferencijabilna je i neprekidna. Obrnuto ne vazi (vidi primer na

sl. 1.24).

(0] x

Slika 1.24: Graficki primer neprekidne nediferencijabilne funkcije.

1.4.5 Osobine izvoda

Navedimo neke osobine izvoda:

%(a—l—b)z%-ﬁ-%, (1.95)
%(ma) = mi—? + (Z—Ta, m = m(t), (1.96)
%(a-b) = %-bﬂ\-%, (1.97)
%(axb):i—?xb+ax%. (1.98)

1.4.6 Diferencijal vektorske funkcije

Pretpostavimo da geometrijski prirastaj vektorske funkcije v(t) moze da se pred-
stavi u obliku:
Av = v(t + At) — v(t) = L(t) At + e(At), (1.99)

pri cemu je €(At), kada At — 0, vektorska infinitezimala viseg reda u odnosu na
At, tj.:
. e(Ab)
1
Ao At

=0. (1.100)
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Definicija.

Diferencijal vektorske funkcije v(t) je linearni deo prirastaja argumenta
L(t)At, u njenom geometrijskom prirastaju. Simbolicki ga oznacavamo sa

dv = L(t)At. (1.101)

Za dovoljno male vrednosti prirastaja promenljive At = dt, mozemo sa diferenci-
jalom da aproksimiramo geometrijski prirastaj funkcije v(¢), tj.

v(t + At) — v(t) ~ L(t)At, (1.102)

odnosno
v(t+ At) — v(t) = dv. (1.103)

Iz (1.99) sada sledi

v(t + At) — v(t) e(At)
At —vi) _q, 1.104
odnosno, prema (1.100) i (1.93), dobijamo
. v(t+AL) —v(t) _dv
dm = S =g =Y (1.105)
Sada (1.101) postaje
dv /
= — A — . . 1.1
dv " t=v-dt (1.106)

Za dobijanje poslednje relacije (1.106) iskoristili smo definiciju izvoda (1.92) i
pretpostavku da je At = dt.
Dakle, diferencijal dv je vektor ¢iji je pravac pravac tangente na hodograf.

1.4.7 Izvodi i diferencijali viSeg reda

Kako je izvod vektorske funkcije takode vektorska funkcija (iste promenljive), to
mozemo da nademo izvode ove funkcije, pa dobijamo za drugi izvod

d ’ d2V ”
Na ovaj na¢in mozemo da dobijemo i vise izvode. Kao je po definiciji v(?) = v,
to za n—ti izvod dobijamo
d dn—lv dnv
2 = — vy 1.108
at <dt”—1 ) am ~ V0 (1.108)

pri ¢emu ova relacija vazi za svako n € N.
n—ti diferencijal vektorske funkcije je, prema analogiji sa (1.106), proizvod n—tog
izvoda i n—tog stepena diferencijala dt, tj.

d"v = v dg", (1.109)
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1.4.8 Parcijalni izvod vektorske funkcije vise
nezavisno promenljivih

Posmatrajmo sada vektorsku funkciju v, koja zavisi od n skalarnih promenljivih ¢;,
i=1,2,---,n, tj.
v =v(t1,ta,  ,tn) = v(T). (1.110)

T mozemo da shvatimo kao tacku u n—dimenzionom prostoru, ¢ije su koordinate t;
(i=1,2,---,n).

Nadimo sada prirastaj ove funkcije, ako se menja samo jedna od promenljivih,
recimo k, a ostale promenljive su ”zamrznute”, tj. smatramo ih konstantnim. Pri-
rastaj funkcije je

V(ty, eyt + Aty S tn) = V(E, o Sty ). (1.111)

Definicija.
Granicna vrednost

lim V(t, ot Al ) = V(b Gt te) OV

= — 1.112
Atr—0 Aty Oty ( )

zove se parcijalni izvod vektorske funkcije v, po promenljivoj tx, ako ovaj
postoji.

Kako je ova velicina takode vektorska funkcija, istih promenljivih, to mozemo
da definiSemo i viSe parcijalne izvode, na primer:

v v v Oy Py (1.113)
ot?’ oot ot3  0t?0t; Ot 0t;0ty’ ’
1.4.9 Diferencijal vektorske funkcije
od n skalarnih promenljivih
Posmatrajmo vektorsku funkciju
v =v(T), (1.114)

tacku T'(t1,t2, -+ ,t,) 1 neku drugu tacku A(aq,as, -+ ,a,). Tacke A1 T pripadaju
n—dimenzionom Euklidskom prostoru E™. Prirastaj funkcije v je

Av =v(T) —v(A) =v(t1,t2, - ,tn) — v(a1, a2, - ,an). (1.115)
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Definicija.

moze da se prikaze u obliku

Funkcija v=v(T) je diferencijabilna funkcija u tacki A, ako njen prirastaj

Av = [pi(T) (1 —a1) + -+ +Pu(T) (tn — an)] + @ (T)- (T, 4),  (1.116)
gde je o(T, A) rastojanje izmedu tacaka T'1 A (u Euklidskom prostoru)
0= \/(t1—a1)2+(t2—a2)2+---+(tn—an)Q, (1.117)
a w(T) predstavlja neprekidnu funkciju u tacki A, u kojoj je
lim w(T) =w(A) =0. (1.118)

T—A

Definicija.

Diferencijal vektorske funkeije v(T'), u tacki A, je linearni deo u odnosu na
prirastaj promenljivih At; = ¢; — a;, u izrazu za prirastaj funkcije Av, tj.

dv(T,A)=p; (t1 —a1)+ -+ p,, (tn —an). (1.119)
Ako fiksiramo sve promenljive, osim k-te
(a1 =t1, ap—1 =th—1,ak41 = tpi1, 5 A = tn),
tada za rastojanje o dobijamo
o(T, A) = \/(tx — ar)? = [t — axl, (1.120)
pa prirastaj funkcije ima oblik:
AV = V(a/17 e 7ak717tk7ak+17 e ;an) - V(a/la ag - - - 7an) = (1121)
pk(tk —ag) + w(T)- ‘tk — ak|.
Iz poslednje relacije, uvodeéi oznaku ¢ — ap = Aty, sledi
Av
— = + w(T). 1.122
o = Pt w(T) (1122)
pa dobijamo
v
li — = + i T 1.12
A S =P Jim w(T), (1.123)
odnosno o
M (1.124)

Pr = 5~ .
oty T—A
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Sada mozemo da napiSemo i izraz za diferencijal (1.119) u jednom od oblika

ov ov
ili, ako je t; —a; = At;,zai=1,2,...,n
ov ov
dv(T,A) = — At s+ —AL 1.126
V( ) ) 8t1 1+ + 8tn n ( )
111, za Atz = dt7
ov ov
dv(T,A) = —d s+ —dit,. 1.12
V( ) ) 8t1 ty + +8tnd n ( 7)
Izraz (1.127) naziva se totalni diferencijal funkcije v, a izraz
g—;:dti (i=1,2,--,n) (1.128)

parcijalni diferencijal.

1.5 Integracija

1.5.1 Neodredeni integral vektorske funkcije

U prethodnom poglavlju definisali smo operaciju diferenciranja vektorske funkcije.
Dakle, ako imamo neku vektorsku funkciju, recimo a, tada, prema definiciji (1.92),
mozemo da nademo njen izvod. Medutim, ¢esto je potrebno obrnuto: ako imamo
izvod neke vektorske funkcije da nademo samu funkciju. U tom cilju definisa¢emo
sledec¢e pojmove.

Neka je a(t) neprekidna vektorska funkcija skalarnog argumenta t.

Definicija.
Primitivna funkcija funkcije a(t) je funkcija b(t) ¢iji je izvod

db

b _ 1.129
it (1.129)

Medutim, kako je izvod konstantnog vektora jednak nuli, tj.

dc

— =0 1.130
T o (1.130)
to, ako je b(t) jedna primitivna funkcija neprekidne funkcije a(t), imamo neogra-
ni¢en skup primitivnih funkcija od kojih se svaka, iz posmatranog skupa, razlikuje
od b(t) samo za vektorsku konstantu c, tj.

d(b+c)

=a. 1.131
g” a (1.131)
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Definicija.

Neodredeni integral vektorske funkcije a je skup svih njenih primitivnih
funkcija, a obelezavamo ga sa

/adtzb—i—c. (1.132)

Kako a mozemo da predstavimo relacijom
a=azit+ayj+a.k, (1.133)

to se neodredeni integral vektorske funkcije svodi na neodredene integrale skalarnih

funkcija
/adt:(/axdt>i+(/aydt)j+(/azdt>k. (1.134)

1.5.2 Odredeni integral

Neka je a ogranicena funkcija parametra t, na intervalu (¢4, tp). Podelimo sada
ovaj interval, na proizvoljan na¢in, na konacan broj delova

Aty =t; —t;_y (1.135)

tackama
ta=to <ty <---<t,=1pB. (1.136)
Formirajmo sada zbir (sumu) (koji se ¢esto zove integralna suma)

n

I:Za(n)(ti _ti—l), (1137)

i=1

gde T; € (t,’_l, ti).

Definicija.

Ako postoji grani¢na vrednost zbira I, kada n neograni¢no raste, pri ¢emu najveéi
od delova At; tezi nuli, i to za proizvoljnu podelu intervala (to, t,), tada se ta
grani¢na vrednost naziva odredeni integral (u Rimanovom smislu) funkcije a

n

tp
lim a(t;)At; = / adt. 1.138
mam|At1|—>O; ( ) ta ( )
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Napomenimo da pored Rimanovog ' postoje i Stieltjesov, Lebegov i drugi integrali.
Prema Njutn!”— Lajbnicovoj'® relaciji je

/tBadt—b}fgf =b(tg) — b(ta), (1.139)

ako je b primitivna funkcija funkcije a.

1.5.3 Krivolinijski integral vektorske funkcije

Prethodno definisane integrale mozemo da shvatimo kao integraciju ¢ija je oblast
integracije prava linija ili jedan njen deo. Medutim, slicno kao i kod skalarnih
funkcija i u slucaju vektorskih funkcija, prirodno uopstenje je prosirenje integracije
na krive linije, povrsi, zapremine.

Orijentacija krive

Posmatrajmo ogranicenu krivu u prostoru, zadatu vektorskom jednac¢inom:
r=r(t), tE€lta,ts] (1.140)

Orijentisati krivu znaéi odrediti koja je od dve posmatrane proizvoljne tacke,
sa krive, prethodna, a koja sledi.

E

T, (-1)

(1)

A
a) b)

Slika 1.25: Orijentacija krivih

16Bernhard Riemann (1826-1866), veliki nemacki matematicar. Dao je znacajne doprinose u
geometriji, analizi, teoriji diferencijalnih jednacina i teoriji brojeva.

17Newton, Sir Isaac (1642-1727), veliki engleski fizicar i matematicar. Zajedno sa Lajbnicom
(nezavisno jedan od drugog) uveo diferencijalni i integralni racun. Postavio mnoge osnovne za-
kone u fizici i metode istrazivanja problema u fizici, koriséenjem matematicke analize. Njegova
knjiga Mathematical Principles of Natural Philosophy, 1687. god. predstavlja izuzetan doprinos
klasi¢noj mehanici. Njegov rad je od velike vaznosti i za matematiku i za fiziku.

181eibniz, Gottfried Wilhelm (1646-1716), nemacki matematicar i filozof. Zajedno sa Njutnom,
uveo diferencijalni i integralni racun.
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Da bismo to uradili, posmatrajmo dve razlicite tacke, T7 i T sa krive [. Ove
tacke odredene su vrednostima parametra t1 ity (t; < t2) i mozemo da smatramo
da je tacka Ty prethodna, a Ts slede¢a. Tada imamo jednu orijentaciju (sl. 1.25a).
Medutim, mozemo da posmatramo i obrnuto, da je To prethodna, a T; sledeca
(t2 < t1), pa imamo drugu orijentaciju (sl. 1.25b). Orijentacija zatvorene krive, za
koju je r(ta) = r(tp), Sto znadi da se tactke A i B, koje odgovaraju vrednostima
parametra t4 i tp, respektivno, poklapaju, odreduje se posmatrajuéi tri tacke sa
zatvorene krive i vr§imo orijentaciju na jedan od dva prikazana nacina na slikama
1.26. Redosled ABC je jedna orijentacija, a redosled ACB druga, suprotna ori-
jentacija.

a) b)

Slika 1.26: Orijentacija zatvorenih krivih

Podela orijentisane krive

Pod podelom orijentisane krive podrazumevamo podelu pri kojoj su tacke podele
krive (I = AB)
A=Ty,Ty,..., T, =B (1.141)

numerisane u poretku po kome slede jedna za drugom (sl. 1.27), odnosno odgo-
varaju vrednostima parametra

to,t1, .-y tn, (1.142)
pri cemu je za usvojenu orijentaciju

ta=to <ty <---<t,=1p. (1.143)

Slika 1.27: Podela orijentisane krive
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Posmatrajmo sada neku ogranicenu funkciju ¢(r) = (X)) = ¢(z,v, 2), gde je
X = X(x,y, z) tacka ¢iji je vektor polozaja r. Funkcija ¢ moze da bude skalarna
ili vektorska. Orijentisani luk AB podeljen je tackama Tg, 71, ..., T, na intervale
u intervalu AT;, tj. X; € AT;. Napomenimo da u ovom sluc¢aju i—oznacava i—tu
tacku, a ne komponentu vektora.

Slika 1.28:

Obrazujmo sada proizvod
@(p;) o (ri —ri1) = p(p;) 0 Ar; = p(X;) o Ar, (1.144)
gde je r; = r(t;) — vektor polozaja tacke T;. Ovaj proizvod moze da bude vektor
ili skalar, sto zavisi od prirode funkcije ¢ i znacenja kruzié¢-—proizvoda (skalarni ili

vektorski proizvod).
Posmatrajmo sada zbir (integralnu sumu)

I=> ¢(X;)oAr;. (1.145)
=1

Definicija.

Ako postoji grani¢na vrednost ove sume, kada najveéi modul |Ar;| tezi nuli,
tada tu vrednost nazivamo krivolinijski integral i piSemo

lim X; oAri:/ r)odr. 1.146
IMED o(x) (1110

mazx|AY;
l

U zavisnosti od prirode funkcije ¢ i znacenja kruzié—proizvoda razlikovacemo tri
slucaja:

- ako je ¢(r) skalarna funkcija, tada o predstavlja mnozenje vektora skalarom,
a krivolinijiski integral je vektorska veli¢ina,



1.5 Integracija 49

- ako je p(r) vektorska funkcija, a tacka o predstavlja skalarni proizvod, tada
je krivolinijski integral skalarna funkcija,

- ako je p(r) vektorska funkcija, a tacka o predstavlja vektorski proizvod, tada
je krivolinijski integral vektorska funkcija.

1.5.4 Povrsinski integral

Orijentacija povrsi

Definicija.

Povrs S naziva se orijentisanom (dvostranom) (sl. 1.29), ako je mogude ost-
variti takvu njenu podelu i orijentaciju njenih pojedinih delova da je na svakom
od lukova zajednickim za dva razlicita dela, utvrden medusobno suprotan smer.
Ako se ni pri kakvoj podeli ne moze da uspostavi ovakva orijentacija delova
povrsi, tada se povrs naziva neorijentisana (jednostrana) (sl. 1.30).

-

Slika 1.29: Orijentisana povrs

Kao primer neorijentisane povrsi navedimo Mebijus ' —ov list. Dobija se tako

Sto se pravougaona traka ABC D spoji tako da se spoje tacke: A sa C'i B sa D, kao
§to je prikazano na sl. 1.30. Ako se izvrsi triangulacija (podela na trouglove) trake
ABCD i izvrsimo orijentaciju dobijenih trouglova (sl 1.30¢), tada pri sastavljanju
Mebijusovog lista duz grani¢ne linije na sastavu strana AD i BC dobiée se ista, a
ne suprotne orijentacije, $to je po definiciji jednostrana povrs.

19Mé&bius, August Ferdinand (1790-1868), nemacki matematicar. Poznat po svojim radovima
iz teorije povrsi, projektivne geometrije i mehanike, kao i teorije brojeva.
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D C

Slika 1.30: Mebijusov list

Dakle, iz same definicije orijentisane povrsi, sledi da orijentisana povrs S ima
dve razlicite strane. Naime, ako u proizvoljnoj tacki povrsi uo¢imo normalu, tada
se na ovom pravcu mogu razlikovati dva smera: smer navise, ako normala gradi
oStar ugao, i smer nanize, ako normala gradi tup ugao sa osom Oz (sl. 1.31)

a) b)
Slika 1.31: Orijentisana povrs

Za gornju stranu dela povrsi S mozemo uslovno da odaberemo smer navise, a
za donju, smer nanize, pa se zbog toga u prvom slucaju kaze i spoljna normala.

Ako je povrs zadata jednac¢inom z = f(z,y), onda je kosinus ugla, koji normala
gradi sa pozitivnim delom Oz-ose, jednak:

1

—————————  —za gornju stranu
J1H 12+ 1
cosy =

! (1.147)

—————— —za donju stranu,
NSy

,_Of  , _0Of
f’”—ax’ fy_ay'

gde je
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Vektorski povrsinski integrali

Neka je ¢(r) = ¢(X) = ¢(z,y, z) neprekidna skalarna ili vektorska funkcija tacke
X(z,y, z), odnosno vektora polozaja r, ove tacke. Podelimo povrs S na konacan
broj delova AS;, i =1,2,...,n. Povrsinu jednog dela AS; mozemo da predstavimo

gde je n — jedini¢ni vektor normale na povrs u proizvoljnoj tacki X; koja pripada
AS;.

Slika 1.32:

Formirajmo sada integralnu sumu

n

I=> o(X;)oAS;, (1.149)
i=1
gde X; € AS;.
Ova suma moze da bude skalarna ili vektorska veli¢ina, Sto zavisi od prirode
funkcije ¢ i znacenja kruzié—proizvoda (skalarni ili vektorski proizvod).

Definicija.

Grani¢nu vrednost sume I, kada najveéi modul |AS;| tezi nuli, zovemo vek-
torski povrsinski integral i oznacavamo je sa

lim Z(p(Xi) o AS; = // ©(X) o dS, (1.150)
i=1 £

ako ona postoji.
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Analiza
Neka je ¢ vektorska funkcija, predstavljena na jedan od nacina
o(X) =v =11+ vyj + vk = [vg,0y, 0], (1.151)

a kruzié-proizvod predstavlja skalarni proizvod. Dalje, jedini¢ni vektor normale
moze da se predstavi u obliku

n = cos ai + cos Gj + cos vk = [cos «, cos 3, cos 7], (1.152)

gde su «, 81y uglovi koje vektor n zaklapa sa koordinatnim osama Ox, Oy i Oz,
respektivno. Sada integral mozemo da predstavimo u obliku:

é/m—). dS:/S/V. dS:é/V-ndS:

//(ng cos o + vy cos [+ v, cosy) dS. (1.153)
S
S druge strane, neka je jednacina povrsi S
2 = f(z,y), (1.154)
tada je:
+1 p p
v, dedy = Uy . (:t 1+ 2+ fy2) dady =
S D, 1 + f;c2 =+ ny

= //UZ cosydS, (1.155)
s

gde je D, projekcija povrsi S na ravan Oxy, a vy ugao izmedu normale n i z—ose.
Znak + uzimamo pri integraciji po gornjoj-donjoj povrsi. Sli¢no dobijamo i za

preostala dva integrala:
//vy dzdz = // vy cos B dS, (1.156)
s s

//vx dydz = // v, cos adS. (1.157)
S S

Zamenom ovih relacija (1.155)-(1.157) u (1.153), dobijamo:

// vy dydz + vy dzdx 4 v, dedy =
s

//(vw cos a + v, cos B + v, cosy) dS,
S

vezu izmedu povrsinskog integrala po koordinatama i po povrsi.
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1.6 Zadaci

Zad.

2)
b)
)
d)

)

e

1.1. Dokazati:

komutativnost zbira vektora,

asocijativnost zbira vektora,

distributivnost mnozenja vektora skalarom u odnosu na sabiranje skalara,
distributivnost mnozenja vektora skalarom u odnosu na sabiranje vektora i

asocijativnost mnozenja vektora skalarom.

Dokaz.

a)

Posmatrajmo dva vektora aib (sl. 1.33). Zajednicka tacka B je tacka u kojoj
se zavrSava vektor a, a pocinje vektor b. Koristeéi pravilo paralelograma za
sabiranje vektora, dobijamo vektor ¢, koji poc¢inje u tacki A, a zavrSava se
u tacki C', c=a+b. Pomerimo translatorno vektor b tako da mu je pocetak
u tacki A i vektor a, tako da mu je pocetak u tacki D, koja je kraj (vrh)
vektora b. Sa slike je o¢igledno: AB+ BC = AC'i AD+ DC = AC, odnosno
a+b=c i b4+a= c i odatle sledi komutativnost zbira vektora a+b=b+a. Na
slici se jasno vidi paralelogram ABCD sa dijagonalom AC. Zato se pravilo
sabiranja vektora naziva pravilo paralelograma.

Slika 1.33:

Posmatrajmo vektore a,b i ¢ (sl. 1.34). Saberimo ai b (OP + PQ = 0Q),
a zatim dobijenom zbiru dodati vektor ¢ (OQ + QR = OR), tako dobijamo
vektor d. Saberimo sada prvo vektore b i ¢ (PQ + QR = PR), pa tako
dobijenom vektoru (zbiru) dodajmo vektor a (OP + PR = OR). Vidimo da
smo ponovo dobili vektor d, ¢ime je pokazana asocijativnost vektorskog zbira

(a+b)+c=a+(b+c)=d.

53
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Slika 1.34:

(a+ fBla=aa+fFa.
a(a+b) =aa+ab.

(@ B)a = a(fa).

@

Zad. 1.2. Dokazati da Je:
aa=la®>0, semakoje a=0.
ab="5hba
a(b+c)=ab+ac

a(a-b) = (aa-b),

gde je o realan broj.

Dokaz.

a) Za a =0 otigledno je a-a = 0. Neka je a # 0, tada je bar jedan od a,, o, ili
a. razlicit od nule. Dakle vazi

a-a=lal® =al +a;+a; >0
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b)
a-b =|a|- |b|cosf = |b|- |a| cos(—0) = b-a

_e/ [ a

Slika 1.35:

sto dokazuje komutativnost skalarnog proizvoda (sl. 1.35). Ovde smo isko-
ristili parnost cos funkcije, tj. cosf = cos(—6)

c¢) Neka je e, jedini¢ni vektor na pravcu vektora a. Projekcija vektora (b+4c) na
vektor a jednak je zbiru projekcija vektora b i projekcije vektora ¢ na vektor
a (videti sl. 1.36)

Slika 1.36:

(b+c)es=b-ey+ce,llal

(b+c)ealal=b-eylal+ceylal =
=(b+c)a=bat+ca =
a-(b+c)=ab+ac.

a(a-b) = afa-becosh) = aa-beosd = (aa)-beos = (aa-b).
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Napomenimo da smo koristili (i koristi¢emo i u buduée) oznaku |a] = a za
intenzitet vektora a (sli¢no za ostale vektore).

Q

Zad. 1.3. Dokazati da je

i j k
axb=|a ay a;
by by, b,

Dokaz.

ax b= (ayi+ ayj+a.k) x (byi+b,j+b.k) =
= abyi X i+ aybyi X j + agbi x K+ aybej X i+ aybyj X j + ayb.j x k+
+abk xi+abkxjtabkxk=
= (ayb, — azby)i+ (azby — azb,)j+ (agb, — ayby)k =

= determinanta.

Napomenimo da je ovo simbolicka determinanta. Naime, determinanta je skalarna
vrednost, a u ovom slucaju dobijamo vektorsku vrednost. Osobine determinante
vaze i za ovu ”determinantu”.

Q

Zad. 1.4. Dokazati:
a) da vektorski proizvod nije komutativan

axb=-bxa,
b) distributivnost vektorskog proizvoda u odnosu na sabiranje vektora
ax(b+c)=(axb)+(axc),
¢) distributivnost vektorskog proizvoda u odnosu na sabiranje vektora
(a+b)xc=(axc)+(bxc),

d) vazi relacija
ax(bxc)=(ac)b-—(ab)c,

e)
ax(bxc)#(axb)xc.
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Dokaz.

a) Vektor ax b = ¢ ima intenzitet absin 6 i smer koji odreduje desno orijentisani

sistem vektora (sl. 1.37).

Vektor b xa = d ima intenzitet ba sin 6 i smer koji odreduje desno orijentisani
sistem vektora (sl. 1.37).

c=axb

b

d=bxa=-axb=-c
Slika 1.37:

Posto ¢ ima isti intenzitet i pravac kao i vektor d, a suprotan smer, onda je
c=—-d odnosno axb=-bxa.

Dakle, vektorski proizvod nije komutativna operacija.

ic)

Prvo ¢emo dokazati distributivnost za slucaj kada je a normalan na ravan
koju obrazuju vektori b i ¢ (sl. 1.38).

a
— A
bb‘\'c c \'\\ RN \\aXc ;:‘s“\

gy\ +\\\ \“

=< (6,( L

=AU <) \
RN

Slika 1.38:

Posto je a normalan na b, onda je vektor a X b normalan na ravan koju
obrazuju a i b i ima intenzitet a-bsin 90° = ab. Isti vektor se dobije kada se
b pomnozi sa a i zarotira za 90°, kao na slici iznad.
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—

Sli¢éno, vektor a x ¢ se dobije kada se vektor ¢ pomnozi sa a i zarotira za 90°,
kao na slici 1.38.

Na slican nacin, a X (b+c) je vektor dobijen kada se b+ ¢ pomnozi vektorski
sa a i zarotira za 90°, kao $to je prikazano na slici 1.38.
Posto je a x (b + ¢) dijagonala paralelograma sa stranicama a x b i a x c,
vazi

ax(b+c)=axb+axec.

U drugom delu dokaza pretpostavimo da vektori a, b i ¢ mogu da imaju bilo
koju orijentaciju u prostoru (sl. 1.39).

Slika 1.39:

Razlozimo vektore b i ¢ na dve komponente, jednu koja je paralelna vektoru
a i drugu koja je normalna na a. Vektorski proizvod komponenti normalnih
na vektor a i vektora a dat je u prvom delu dokaza, a vektorski proizvod
komponenti paralelnih sa vektorom a i vektora a jednak je nuli.

Kako je
a=azit+ayj+tak, b=bi+bj+bk c=ci+tc,j+ck

to je

ik

ax (bxc)=(azi+ayj+a.k)x |b, b, b,
Co Cy Cu

(azi+ ayj + a.k) x [(byc. —bacy)i+ (bocy — bye.)j + (bacy — bycr)k] =

‘ i j K

(

Qg ay a, =
(byc: —b.cy) (b.cg —bycs)  (bgey — byc.)
aybgcy — aybycy —azb.cy + azbge, )it

azbyc, —azb ey — agbyey + azbycy)j+
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Grupisuéi clanove uz by, by, b,, i uz cg,cy, b, dobijamo:

be(aycy + azc.)i— co(ayby + asb,)it+
+by(axcz + azcz)j - Cy(axbm + azbz)j+
+b, (agey + ayey)k — c;(agby + ayby )k

Ako prethodnom izrazu dodamo i oduzmeno ¢lanove a;b.c. i, aybycyjia,b,c.k,
dobijamo

be(aycy + azc.)i— ca(ayby + azb.)i+ azbycai — agbgcgi+t
+by(azcs + asc.)j — cy(azbs + azb.)j + aybycyj — aybyc,j+
+b.(agcy + ayey)k — c;(azby + ayby )k + azb.c.k —azb.ck,

odnosno

ax (b xc)=by(a c)i—cy(a -b)i+
+by(a-c)j —cy(a-b)j+
b.(a-c)k — c,(a-b)k.

Izvlaceéi zajednicke Clanove i iskoristivsi (1.44), na str. 30, dolazi se do
trazene relacije
ax (bxc)=Db(ac)—c(a b). (1.158)

e) Na osnovu antikomutativnosti vektorskog proizvoda (1.23), sledi:

(axb)xc=—-cx(axb)=a(—cb)—b(—ca)=
=b(c-a) —a(c-b). (1.159)

Iz (1.158) i (1.159) sledi da za vektorski proizvod ne vazi zakon asocijativnosti

ax(bxc)#(axb)xc.

Q©

Zad. 1.5. Pokazati da je (a x b)-(b x c) x (c xa) = (a-b x c)?
Resenge.

Koristeéi prethodan zadatak
x X (¢ x a) = c(x-a) —a(x-c)
akojex=b xc

(bxc)x(cxa)=c(bxca)—albxcc)=clabxc)—a(b-cxc)=c(abxc)
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(axb)-(bxc)x(cxa)=(axb)clabxc)=(axb-c)axb-c)=(abxc)

Q

Zad. 1.6. Pokazati da je

(axb)x(cxd)=c(arbxd)—d(a-bxc)=b(a-cxd)—a(b-cxd)

Resenge.
Iz x x (c x d) = ¢(x-d) — d(x- ¢) uzevsi da je x = a X b, sledi
(axb)x(cxd)=claxb-d) —d(axb-c)=c(abxd)—d(abxc).
Aiz (ax b)xy=Db(ay)—a(b-y) uzevsi da je y = ¢ x d, dobija se

(axb)x(cxd)=b(acxd)—a(b-cxd).
Q

Zad. 1.7. Pokazati da vazi jednakost

[a,b,c]d + [a,c,d]b —[a,b,d]c — [b,c,d]a=0.

Resenge.
Posmatrajmo prvo vektorski proizvod dva vektorska proizvoda
(axb)x(cxd).

Ovim proizvodom odreden je vektor koji je normalan na vektore: axbicxdi
zbog toga lezi u ravni vektora a, b i u ravni vektora c, d, odakle sledi da on moze
da se predstavi na dva nacina:

(axb)x(cxd)=][a,cd]b—[b,cda,
(axb)x(cxd)=][a,b,d]c—[ab,c]d.

Oduzimajuéi ove jednacine, dobijamo
[a,b,c]d + [a,c,d]b —[a,b,d]c — [b,c,d]a =0,

§to je trebalo i pokazati.
Q@

Zad. 1.8. Dokazati da su tri ortogonalna vektora u 3-D prostoru linearno neza-
visna.
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Dokaz.

Recimo da su vektori n, m, p uzajamno ortogonalni, odnosno da vazi: n-m =
0, nnp=0i m-p = 0. Posto je prostor trodimenzionalan ne postoji neki
cetvrti vektor koji bi sa ova tri bio uzajamno ortogonalan.

Po definiciji, vektori su linearno nezavisni ako vazi:

on+fm+yp=0=a=F=y=0.
Odavde sledi:

on+fm+p=0/n= aonn+fmn+yp-n=0=
= an2+04+0=0=a=0,

on+fm+9p=0/m= onm+fmm+yp m=0=
= 0+8mP+0=0=p3=0,

an+fm+yp=0/p= an-p+fmp+yp-p=0=
= 0+0+9|p2=0=~=0.

Q

Zad. 1.9. Dati geometrijsku interpretaciju vektorskog proizvoda.
Odgovor.
a) Povrsina paralelograma, konstruisana nad vektorima a i b (sl. 1.40), je
P = |b|-h = |b]-|a|sin ¥,
odnosno P=laxhb|

Dakle, intenzitet vektorskog proizvoda dva vektora jednak je povrsini paralel-
ograma koju obrazuju ta dva vektora.

b) Povrsina trougla ¢ije su dve stranice vektori a i b jednaka je polovini inten-
ziteta njihovog vektorskog proizvoda (sl. 1.40).

1
PA:§|aXb|

b

Slika 1.40: Povrsina trougla
v
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Zad. 1.10. Dati geometrijsku interpretaciju mesovitog proizvoda a- (b x c).

Odgovor.

Posmatrajmo paralelopiped (sl. 1.41) konstruisan nad vektorima a, b i ¢. Nje-
gova zapremina je V = h- P, gde je h — visina, a P — povrSina osnove. Kako je
osnova paralelogram konstruisan nad vektorima b i ¢, to je prema prethodnom
zadatku

P=|bxc|.

Neka je n jedini¢ni vektor koji ima pravac normale na ravan osnove (koja je
odredena vektorima b i ¢). Visina paralelograma, koja odgovara osnovi nad vek-
torima b i ¢, jednaka je

h=an (aan=a-1lcose, gdejeaugao izmedu vektoraain),
pa je
V=hP=anlbxc|

Kako je
b xc=nlb x ¢
to kona¢no dobijamo
V =la (b x c)|. (1.160)

Tako je modul mesovitog proizvoda jednak zapremini paralelopipeda koji obrazuju
ta tri vektora (jednak je modulu, jer zapremina ne moze da bude negativna).

Slika 1.41: Zapremina paralelopipeda

Q

Zad. 1.11. Dokazati da iz a=b & a; =b,, ay =0by, a,="b,.
@

Zad. 1.12. Dokazati da je

aa = [aay, aay, aa,).
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Dokaz.

aa = afazi+ ayj + a.k) = aazi+ aayj+ aa k.

Q

Zad. 1.13. Dokazati da je

a-b=a;b; +ayb, +a.b..

Dokaz.

a-b = (azi+ ayj+ a.k) (byi+b,j+0b.k) =
= agbyi-i+ azbyi-j+ agb.i-k+ aybyj-i+ aybyj-j+ ayb.j-k+
+azb.kitabyk j+abk k=
= agby +ayby +a.b..

Zad. 1.14. Dokazati da je
Az Gy G

a-(bxc)=| b, b, b,

Cx Cy C;

Dokaz.

Kako je

a- (b xc)=(azi+ ayj+a.k) ((byc; —bocy)i+ (baca — bzco)j+ (bucy — bycy)k) =

= az(byc, —byey) + ay(bscy — bycy) + az(bzcy — bycy) = determinanta.
Pri dokazivanju iskoristili smo:

ixi=0, ixj=k ixk=-j, jxj=0, jxk=i, jxi=—k,
kxk=0, kxi=j kxj=-i

Q
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Zad. 1.15. Dokazati da je

la x b| = /(a-a)(b-b) — (a-b)2.

Dokaz.
Kako je kvadrat intenziteta vektorskog proizvoda, prema definiciji (1.19), jednak
ja % bJ* = [al? [b|? sin? ,
a skalarni proizvod vektora a i b, prema definiciji (1.12), je:
a-b=lal[blcosy i |alla| [,
to kona¢no dobijamo:

la x b|* = |a|’ [b[*sin®y = |a|]?|b|* (1 — cos?7) = (a-a)(b-b) — (a-b)>.
V]

Zad. 1.16. Dokazati da svi vektori, koji linearno zavise od vektora a; i as, leze
u ravni OM; M,, ako tatka O predstavlja pocetak, a M; i My krajeve vektora a; i
ag.

Dokaz.

Dva proizvoljna skalara « i § definisu vektor a koji je linearna kombinacija
vektora aj i as.
a = aay + fas.

Uzetemo vektor b koji je normalan na ravan OM;Ms. Posto a; i as leze u toj
ravni sledi da b-a; =01 b-ay = 0. Posmatrajmo sada slededi skalarni proizvod:

b-a = b- (aa; + faz) = b-aa; + b- Bay = ab-a; + fb-as = a0+ 30 = 0.

Kako je i on jednak nuli, to znaci da je vektor b normalan i na vektor a i da prema
tome vektor a lezi u ravni OM7Ms.

Q

Zad. 1.17. Dokazati da su bilo koja cCetiri vektora u 3—-D prostoru linearno zavisni.

Q©

Zad. 1.18. Pokazati da je a-b x ¢ = 0 potreban i dovoljan uslov da vektori a, b
i c leze u jednoj ravni (da su komplanarni).
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Dokaz.

Uslov je potreban. Ako su a,b i ¢ u jednoj ravni, tada je zapremina paralelop-
ipeda koji oni obrazuju jednaka nuli. Iz toga sledi da je a-b x ¢ = 0 (videti zadatak
1.10 na str. 62).

Uslov je dovoljan. Ako je a-b x ¢ = 0 tada je zapremina paralelopipeda koji
obrazuju ova tri vektora jednaka nuli pa iz toga sledi da oni leze u jednoj ravni tj.
da su komplanarni.

Q@

b xc cXxa axb
Zad. 1.19. Neka je a- ira' = — = = ==
ad 9 ekajea-bxc#0i: a b o b abxc c b <o

Pokazati da je:
a) a~a=bb=c-c=1,
b) ab=a’¢c=0, ba=b-c=0, c-a=c-b=0,
1
c) a’ob’xc’:v, akojea-bxc=1V.

d) a’, b’ i ¢’ nisu komplanarni, jer a, b i ¢ nisu komplanarni (uslov zadatka).

Resenje.
a)
a-a—aa —a bxec abxc
B " T abxc abxec
cxa a-bxc
b’ b=b-b ' =b: = =1.
abxc abxc
e ed e axb abxc
B ~ T abxc abxc
b)

b xc _b-b><c_c-b><b_0
abxc abxec abxc

)

c-bxc b xc b-cxc
a-c=ca = =c =
a-bxc abxc abxc

Isto se moze pokazati i za preostale vektorske proizvode.

Isti rezultat sledi i iz ¢injenice da vektor a’ ima pravac vektorskog proizvoda
b X ¢ pa je normalan na ravan koju obrazuju ta dva vektora a’- (ab + fc) = 0.

Napomenimo, da prema definiciji (1.25), skupovi vektora {a, b, c} i {a’, b’, ¢’}
¢ine reciprocni ili konjugovani sistem vektora.

¢) Kako je, prema pretpostavci

a-(bxc)=V,
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to je

/ I n o b Xxc cxa axb =
a (b Xc)a~(bxc).<a-(b><c) Xa.(bxc)>

= %(b x ¢)-[(c x a) x (a x b)].

Koristeéi osobinu trostrukog proizvoda (zad. 1.4d, str. 56) dobijamo:

a (b’ X c/) - %(b x ¢)-{[(c x a)-b]a — [(c x a)-a]c} =
— W(b X c)- [(b X C)-a}a _ %[(b x C)'a]2 _ %VQ _ %

d) Vektori a, b i ¢ nisu komplanarni, jer je njihov meSoviti proizvod razli¢it od
nule, pa je i njegova recipro¢na vrednost razli¢ita od nule. Kako, prema prethodnom
zadatku (1.19c, str. 65), ova recipro¢na vrednost predstavlja meSoviti proizvod
vektora a’, b’ i ¢/, to su i ovi vektori nekomplanarni (videti zadatak 1.18, str. 64).

Q

Zad. 1.20. Dokazati da vektori jednog sistema mogu jednozna¢no da se odrede
pomocu vektora reciproénog sistema vektora i da su te veze reciprocne.

Dokaz.

Neka su a, b i ¢ linearno nezavisni vektori u 3-D prostoru, pa proizvoljni vektor
u ovom prostoru moze da se predstavi kao njihova linearna kombinacija

d =aa+ gb + yc.

Koeficijente «, i v mozemo da odredimo na sledeéi nac¢in. Skalarnim mnozenjem
prethodne relacije vektorom b x ¢ dobijamo

d-bxc=caabxc,

jer je b-b x cic-b x ¢ jednako nuli, kao mesoviti proizvod komplanarnih vektora.
Ako uvedemo oznaku

V =abxc,
tada je
d-bxc
o= —-—:
v
Na isti nacin pokazuje se da je:

67d~c><a 7d~a><b
2L
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Konaé¢no dobijamo da je

(d-bxc) (d-c><a)b_~_(d-a><b)C

d="——at— v

Na osnovu prethodnog zadatka, uvodeéi recipro¢ne vektore istim relacijama, dobi-
jamo

d=(d-a')a+ (d-b)b+(d)ec.

Q

Zad. 1.21. Odrediti vektor r kada su poznati njegovi skalarni proizvodi (a; =
r- A;) sa data tri nekomplanarna vektora A; (i =1,2,3).

Resenje.

Sa
AQXA3 AgXAl A1XA2
AﬁzTa Ag:Ta é:T
odreden je sistem reciproénih vektora A (i = 1,2,3), gde je V = A;- Az x As.
Koriste¢i Gibsovu?® formulu razlozimo vektor r u pravcu tri nekomplanarna vektora
Aj

(1.161)

3
r=(r-A)) A} + (r-Ag) AL + (- Az) Ay = > (r- Ay) Al

=1

Kako je prema uslovu zadatka a; = r - A; to prethodna relacija postaje

3
r= E a;Al.
i=1

Koristeéi vezu izmedu recipro¢nih vektora (1.161) kona¢no dobijamo

r = ai (AQ XA3)+CL2 (A3 XA1)+G3(A1 XAQ)

%

Q

Zad. 1.22. Ako su a, b i ¢ nekomplanarni vektori i ako je ca+ fb+~c = 0, tada
sledi da jea=0=~v=0.

Dokaz.

20 Josiah Willard Gibbs (1836-1903). Americ¢ki matematicar, jedan od osnivaca vektorske ana-
lize, matematicke termodinamike i statisticke mehanike (Elementary Principles in Statistical Me-
chanics, 1902). Njegov rad bio je od velike vaznaosti u razvoju vektorske analize i matematicke
fizike.
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Pretpostavimo da je  # 0. Tada iz aa + b + v¢ = 0 sledi da je aa =

7y

—0b — ¢, odnosno a = ——b — —c. Ali to onda znac¢i da vektor a lezi u ravni

o o
koju obrazuju vektori b i ¢ $to je u suprotnosti sa pocetnom pretpostavkom da su
vektori nekomplanarni. Zato je & = 0. Analogno se dokazuje i da je 5 =01~ =0.

Q

Zad. 1.23. Dokazati da dva konjugovana sistema vektora predstavljaju dva

nekomplanarna sistema iste orijentacije.

Q

Zad. 1.24. Ako su A i B diferencijabilne funkcije skalara u, dokazati da je:

a)

d dB dA
~—(AAB)=A-—+ "B
du( ) du + du
b)
d dB dA
@(AXB)foa+axB.
Dokaz.
a)
i(A~B) ~ lim (A+AA)(B+AB)— A'B _
du Au—0 Au
. A-AB+AA-B+AA-AB . AA7B+A7AB+AA'AB B
A}LIEO Au o Azlfgo Au Au Au B
dB dA
P— A- —_— 7.B
du + du
pri ¢emu je iskorigéeno da je limay,—o (AA-AB) /Au = 0.
b)
i(AxB): lim (A+AA)x(B+AB)— A xB _
du Au—0 Au
. AxXxAB+AAXxB+ AA x AB i AB AA AA x AB
lim = lim ([AX—+ —xB+ —r——
Au—0 Au Au—0 Au Au Au
dB dA
= — + —xB
du + du x5

pri ¢emu je iskorigéeno da je limay,—o (AA x AB) /Au = 0.
Q

):
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Zad. 1.25. Ako vektorska funkcija A ima konstantan intenzitet (|A| ne zavisi
od promenljive ¢, a komponente A;, A, 1 A, su funkcije od ¢) pokazati da su A i

dA
—— ortogonalni pod uslovom da je

dA
— 1| #0.
dt ’ dt 7
Resenge.
d
Posto A ima konstantan intenzitet onda je i A- A = const. Tada je &(A A) =
dA dA dA . . dA .
A. a + EIZA_ 2A- i 0. Iz toga sledi da su A i T ortogonalni pod
lovom da je || £ 0.
uslovom da je | — #*
Q
dA dA
Zad. 1.26. Pokazati da je A- Fr A T gde je A skalarna funkcija A = |A].
Resenje.
o 9 . d d, ..
Posto je A- A = A, onda je &(A A) = a(A ), pa dobijamo
d dA dA dA
—(A-A)=A —+— A=2A-—.
g AA) = A ar
Sa druge strane, posto je
d dA
—(A%) =24—
dt( ) dt
to iz poslednje dve relacije sledi
dA dA
A —=A —.
d¢ dt
V)

Zad. 1.27. Ako F zavisi od z,y, z,t gde z,y, z zavise od t dokazati da je

dF_OF OFdr OFdy  OFd:
dt ot  Oxdt Oydt 0Oz dt’

Dokaz.

Pretpostavimo da je

F= F1(337y727t)i + F2($7y7zat)j + F&(m7y7zat)k
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Tada je

dF = dFji + dFyj + dFsk =

8F1 (9F1 aFl 8F|1 .
[Wdt + %dx + a—ydy + Edz:l 1+

oFy 0Fy 0F, 0F, .

3F3 8F3 8F3 aF3 _

oF,, O0F,, OF;3 OF,., O0Fy,, OF3
<WI+ W‘]—’_W >dt+ <%l+ %Jﬂ-ﬁk) dx+

(@ . OF,, OF; OF,, OF,, 0OF

dy + (—1+—J+—k) dz =

Tt gk 0z 0z 0z

dy ! y Qy

pa dobijamo
dF OF OFdx OFdy O0Fdz
=t —
dt ot  OJxrdt Oy dt 0z dt

Q

Zad. 1.28. Nadi izvod vektora konstantnog intenziteta.
Resenge.

Posmatrajmo vektorsku funkciju g skalarnog argumenta ¢, pri ¢emu je |g| =

o =const. Hodograf ovog vektora je kriva koja lezi na sfere polupreénika o (sl.
1.42).

Slika 1.42:

Kako je p = const. to je p(t+At) = p(t), odakle sledi da je AOAB jednakokraki
(sl. 1.43).
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B
p(t+At)
A@/2 Ap
0 Ap/2 C
P(t)
A
Slika 1.43:

Izvod vektorske funkcije je vektor koji mozemo da prikazemo, kao svaki vekor,
preko njegovog intenziteta i jedini¢nog vektora pravca

do _|de
a |a| P

Odredimo prvo njegov intenzitet

del _ o |Be|_ gy 12el _ ) AB _
dt | at—o|At|  at—o0 At At—0 At
. 20sin(Ag/2) sin(Ap/2) Ap
N Alirilo At N ZQAI?—I}O Ap/2 2At
. osin(Ap/2) . Agp
=p lim ——————= lim —— =
At—0 AQD/Q At—0 2At
= 0.

sin(Ap/2)
Ap/2

Ovde smo tackom iznad veli¢ine oznaéili izvod po vremenu ¢, Sto je uobicajeno u

mehanici. Dalje, kako je 0? = - 0 = 0? = const., to diferenciranjem po ¢ dobijamo

Ovde smo iskoristili ¢injenicu da pri At — 01 Ap — 0, tj. limas—o =1.

odakle zaklju¢ujemo da su vektori g i @ ortogonalni. Konacno za izvod vektora
konstantnog intenziteta dobijamo

0 = |0|p = 0¥p = owp,

gde je ol p, a w = ¢ ugaona brzina, veli¢ina koja karakterise promenu pravca ovog
vektora.
Imajuéi na umu da vektorski proizvod dva vektora daje ortogonalan vektor, to je

0=w X .

Kako je intenzitet vekorskog proizvoda = |g| = w- ¢- sin(w, @) = w- g, to sledi da je
sin(w, @) =1 = Z(w, @) = /2, tj. vektori g,w i  su medusomno ortogonalni. ©
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Zad. 1.29. Predstaviti brzinu tacke krutog tela pri njegovoj rotaciji oko nepomicéne
tacke.

Resenje.

Posmatrajmo proizvoljnu tacku tela M, ¢iji je vektor polozaja r. Telo se okrece

o

Slika 1.44: Polozaj tacke krutog tela

_dr dr. do do
At At dt dt’
Ovde smo iskoristili ¢injenicu da je vektor ro konstantan (tacka C' ne menja svoj
polozaj), pa je njegov izvod jednak nuli.

Posto je telo kruto 2!, to je intenzitet vektora |g| =const, pa je, prema prethod-
nom zadatku

r=r.+0 = V

do bk . .
V= TwWXe=|we wy Wwa =1i(wyz —w.y) +j (W2 —wz2) + k (way —wyx) .
xr Yy oz

Ovde smo sa w oznacili ugaonu brzinu tela.

Q

Zad. 1.30. Dokazati Frene-Sere 22 -ove formule:

dt 1
ds o (kin),
dn 1 1

- _ - __ — 1.162
P k1t + kob Qt+ 7P ( )
db
&~ Ren=opm

gde su: t, n i b jedini¢ni vektori prirodnog trijedra, g - polupre¢nik krivine, a T' -
poluprecnik torzije.

21Pod pojmom kruto telo podrazumevamo da rastojanje izmedu bilo koje dve tacke tela, tokom

kretanja, ostaje nepromenjeno, tj. |CM| = const.
22 Jean-Frédéric Frenet (1816-1900) i Joseph Alfred Serret (1819-1885), francuski matematicari.
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Resenje.

Posmatrajmo prirodni trijedar koji ¢ine jedini¢ni vektori: tangente t, glavne
normale n i binormale b (videti sliku 1.45). Ova tri vektora formiraju desni trijedar,
pa je:

t xn=Db,
nxb=t,
bxt=n.
binormala
s
rektifikacion%// / normalna ravan
ravan e
; 1 1
\ b|, n /gavnanormaa
Lt
oskulatorna ravan
tangent37

Slika 1.45: Prirodni trijedar

Prostornu krivu mozemo da predstavimo relacijom
r=r(s) = z(s)i+y(s)j+ z(s)k, (1.163)

gde je r — vektor polozaja proizvoljne tacke krive, s — luk krive, a i, j i k jedini¢ni
vektori x, y i z ose, respektivno. Tada je

dr 4
ds 7
d’r dt 1
o _Z 1.164
ds?2 ds Qn’ ( )
gde je 1/0 = k1 — prva krivina (fleksija).
Kako je
b=t x = db dtx 4—t><dn =
= n _— = — n —_—
ds ds ds
db dn
— =t X — 1.165
ds x ds’ ( )
jer je
dt 1

ds o

i
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dt
pa su vektori — i n kolinearni, a njihov vektorski proizvod jednak nuli.
S
Kako je b-b = 1, dobijamo

—-b=0. 1.166
P (1.166)

db
Iz (1.165) i (1.166) sledi da je T (vektor torzije) upravan i na t i na b, pa odatle
s
sledi da je ovaj vektor kolinearan sa glavnom normalom n, tj.
db
ds
Napomenimo da je k3 < 0, ako su vektori ko i n istog smera, kada ds > 0, a ko > 0,

ako su ovi vektori suprotnog smera. ko — zove se torzija krive (1.163).
Kako je n-b = 0 to sledi da je

= —kom. (1.167)

dn db
P =0
dn db

Diferenciranjem n, dobijamo

d
=bxtl — =
n X ds

dn _db o dt
ds ds ds
1 1
7k2n><t+b>< *n:k2b+*(7t). (1168)
0 4

Relacije (1.164), (1.167) i (1.168) predstavljaju tzv. Frene-Sere-ove formule:

dt 1

= —Zn(k

dS Qn( 1n)7

dn 1 1

—— = _—kit+kb=—"t+ —b 1.169
1s 1t + ko 0 +T ) ( )
db

— — —kon= ——n.

ds M= pn

Q

Zad. 1.31. Dokazati da je poluprec¢nik krivine krive date parametarskim jednaci-
nama: ¢ = x(s), y = y(s), z = z(s), dat sa

d%z 2 d2y 2 d?z 12
== — —-— . 1.1
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Dokaz.
Kako je vektor polozaja bilo koje tacke na krivoj
r=a(s)i+y(s)j+ 2(s)k,

to je

_dr dax(s), | dy(s),
t_g_ ds r ds I+
&

ds ds2l+ds2

d?y. d%z
QYs

k.
ds?
dt
Kako je — = kn tada je
ds

dt ?

e |—
ds

1
i trazeni rezultat je p = T

V(52 - (22)
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Glava 2
Teorija polja

U matematickoj teoriji polja ! ne izucava se fizicki smisao neke veli¢ine koja je
zadata u datom polju. Izucavaju se samo opSta svojstva polja koja se kasnije, u
fizici i drugim oblastima, primenjuje na konkretna fizicka polja. Konkretna polja
izucavaju se u razli¢itim delovima fizike, dok ¢e se u ovoj knjizi navesti samo neki
primeri da bi (ilustrovali) pomogli u razumevanju izlozene teorije.

2.1 Skalarno polje

Posmatrajmo skup D tacaka n—dimenzionalnog Euklidskog prostora E™. Ako
se svakoj tacki M(x1,x2,...,x,) € D, prema odredenom zakonu, dodeli (kore-
spondira) jedan broj (realan ili kompleksan) y, tada kazemo da je odredena (defin-
isana) skalarna (realna ili kompleksna) funkcija y od n nezavisno promenljivih i
piSemo:

y=f(M) ili y=f(z1,22,...,Zn). (2.1)

Koordinate (1,22, ...,2,) tatke M zovemo nezavisno promenljive, a skup
D oblast definisanosti (domen) funkcije tacke f.

Medutim, u fizici i nekim prirodnim naukama, kao i u tehnici, koristi se po-
jam ”polje” da oznali deo prostora (oblast) u kome se posmatra (”oseéa”) neka
fizicka pojava. Dakle, pod pojmom ” skalarno polje”, matematicki govorec¢i, po-
drazumevamo oblast definisanosti skalarne funkcije. U daljem tekstu koristi¢emo
pojam "polje” umesto ”domen”, pa prethodno mozemo da izrazimo i na sledeéi
nacin: ako funkcija f pridruzuje svakoj tacki iz D skalar (realni ili kompleksni
broj), tada kazemo da je skalarno polje dato u D.

Napomenimo da vrednost funkcije zavisi samo od tacaka u prostoru, a ne i
od posebno izabranog koordinatnog sistema. Treba, dakle, imati stalno na umu
da vrednost funkcije f u bilo kojoj tacki M € D ne zavisi od posebno izabranog

1U matematici se pojam ”polje” koristi i za algebarsku strukturu koju &ine skup i dve operacije
sa odredenim osobinama, kao $to je na primer skup realnih brojeva sa operacijama sabiranje i
mnozenje.
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koordinatnog sistema. Medutim, njen funkcionalni oblik zavisi od koordinatnog
sistema. Da bismo istakli tu ¢injenicu, takode je uobicajeno oznacavanje f(M)
umesto f(z1,...,2,), $to je i iskoriséeno pri pisanju relacije (2.1). Kada je funkcija
izrazena preko koordinata, kazemo da je data u analitickom obliku.

Kao primere skalarnih polja navedimo sledeée: temperatura, masa, gustina
mase, elektriéno naelektrisanje, pritisak, itd.

Kako jedna od promenljivih moze da bude i vreme ¢, to ¢emo ono polje koje ne
zavisi (eksplicitno) od vremena nazivati stacionarno polje.

Definicija.

Geometrijsko mesto tacaka u kojima funkcija f(M) = f(x1,22,23) ima kon-
stantnu vrednost C':

f(M) :f(xlax27x3) :07 (22)

zovemo ekviskalarna povrs skalarnog polja.

Definicija.

Geometrijsko mesto tac¢aka u kojima funkcija f(M) = f(x1,x2) ima konstantnu
vrednost C':

(M) = f(a1,22) = C, (2.3)

zovemo ekviskalarna linija skalarnog polja.

2.1.1 Izvod funkcije u pravcu. Gradijent

Primena matematicke analize na prou¢avanje skalarnog polja f(M) omoguéava da
se opiSu njegove lokalne osobine, tj. promene f(M) pri prelasku od tacke M u njoj
blisku tacku N.

Posmatrajmo neko skalarno polje zadato funkcijom f(x,y, z) = f(M), u odnosu
na pravougli Dekartov koordinatni sistem. Poznato je da prvi parcijalni izvod
skalarne funkcije f predstavlja brzinu njene promene u pravcima koordinatnih osa.
Medutim, neprirodno je ograniciti se samo na ta tri (u 3-D prostoru) pravca.
Prosgirenje te ideje na promenu u bilo kom pravcu dovodi do uvodenja pojma: izvod
(skalarne) funkcije u pravcu.

Da bismo nasli ovaj izvod, posmatrajmo neku tacku M prostora i pravac, kroz
ovu tacku, odreden jedini¢nim vektorom e. Neka se na ovom pravcu ¢ nalazi tacka
N, pri ¢emu je rastojanje izmedu M i N oznaceno sa As (sl. 2.1)

—
MN = Ase. (2.4)

Razliku Af funkcije f u tackama M i N ozna¢imo sa Af = f(N) — f(M).
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M £ N
¥ As
Slika 2.1:
Definicija.
Ako limes: FOV) — FOD) Af
v L 3)

postoji, tad ga zovemo izvod funkcije f, u tacki M, u pravcu e, i oznacavamo

sa df
De f == E.

Jasno je da on predstavlja brzinu promene funkcije f, u tacki M, u pravcu e. Obe
oznake, De f ili df/ds, su uobicajene, mada je De f pogodnija, jer ukazuje na
pravac promene.

Izvod funkcije u praveu, kao sto se vidi iz definicije (2.5), ne zavisi od izbora ko-
ordinatnog sistema. Medutim, da bismo izracunali konkretne vrednosti tih izvoda,
posmatrac¢emo ih u odnosu na, recimo Dekartov pravougli koordinatni sistem i
predstavicemo f(M) kao funkciju f(z,y,z). U tom cilju potrazi¢emo promenu
funkcije f pri prelasku iz tacke M (z,y, z), koja pripada tom polju, u blisku tacku
N(z + Az,y + Ay, z + Az) istog polja, a na pravcu e. Dalje, na osnovu definicije
parcijalnog izvoda skalarne funkcije, recimo po x, imamo:

g: lim flx+Ax,y,2) — f(o,y,2) - Af,

= 2.
ox Az—0 Ax Az—0 Az’ ( 6)
odakle, za diferencijabilnu funkciju, mozemo da napisemo:
0
Af, = or. Az + 6, Az, gde 0, —0 kada Az — 0. (2.7)

ox

Na isti nacin dobijamo i za preostala dva prirastaja Af, i Af,, pa ukupan prirastaj
funkcije f mozemo da napiSemo u obliku:

Af=f(N)—f(M) =
(2.8)
_of of

—~Az+f-Ay+af

= —. A 0z A NRWAN 0, Az,
Oz dy 0z #F 0ar AT+ 0y AY + *
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Dalje, u pravouglim Dekartovim koordinatama je

As = /Az? + Ay? + Az2. (2.9)

Uzmimo sada da As — 0, akko Ax — 0, Ay — 0i Az — 0. Prema slici 2.2,

y“
N
As
p Ay
M o
Ax
x>
Slika 2.2:
vidimo da je:
A A
Iﬁ = cos AZ =cosf3, i po analogiji Az = cos7, (2.10)

—
gde su «, (i~ uglovi koje vektor M N zaklapa sa pozitivnim smerovima koordi-
natnih osa z, y i z, respektivno.

Dakle, izvod skalarne funkcije f u pravcu e, moze da se predstavi i na sledeci
nacin

of of of
A CAY 4+ = Az + 0y Ax + 6y Ay + 6,0 A
Af L Af L ar DT gy BV g BT A AT A A A
ds  As—0 As  As—0 As
_of  Of of
=5 cos o + 3y cos 8+ 92 cos v+
+COSO‘A1§§0 5x+C086A1£20 6y+COS’YA1}gIl>10 0, =
_of of of
=3 cosa—&—a—y cosﬁ—i—& cos 7. (2.11)

Do izvoda u pravcu moze da se dode i na sledec¢i nacin. Posmatrajmo funkciju
f(z,yz) definisanu u okolini tacke M(a,b, c), koja lezi na pravcu £. Neka je ovaj

pravac odreden jedini¢nim vektorom e, a rj; i r su vektori polozaja tacaka M i
N € ¢, respektivno, i (sl. 2.3)

As=MN, r=ry+ As-e,

onda je
r=a+ As-cosa, y=b+ As-cosf, z=c+ As-cos. (2.12)
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Slika, 2.3:
Tada za izvod u pravcu e imamo
pef =& _ i S =10 _
ds N—-M s
T f(r) = flrar) _
n Al.gilo As N
_ oy Jrm - Ase) — fra)
As—0 As

Razvijajuéi u red funkciju f(N), u okolini tacke M (a,b,c) i koristeéi (2.12),
dobijamo:

f(N) = f(z,y,2) = f(a+ As-cosa, b+ As-cos 3, ¢+ As-cosy) = (2.13)
1 (0f of of )
= f(M —|—< -cosa+ = | -cosfB+ =| -cosvy|-As+dN) As,
FD)+ 55\ 50 Ny vl 9z |, <7 (V)

pri ¢emu je limpy_ s 6(IV) = 0, odakle sledi:

f(N) — f(M) (2.14)

~cosa—|—8f‘ ~cosﬁ—|—8f‘ -cosvy + §(N),
M Y | m 0z |y

odnosno:

_df o f(N) = f(M) _Of
A P

ocosaJraf‘ ocosﬂJraf‘ -cosy =
M Y | 9z |y

= fg-cosa+ fy-cos B+ f.-cosvy. (2.15)

Dakle, isto kao i relacija (2.11).

Kako kroz neku tacku prolazi beskonac¢no pravaca, to mozemo da nademo
beskonacan broj izvoda u tim pravcima. Medutim, ako posmatramo neki koordi-
natni sistem, recimo pravougli Dekartov, mozemo bilo koji od tih izvoda da izrazimo
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preko prvih parcijalnih izvoda funkcije f u tacki M i na slede¢i nacin. Neka je tacka
M odredena vektorom polozaja rj; i pretpostavimo da je e jediniéni vektor. Neka
kroz tacku M prolazi linija ¢, koju mozemo da predstavimo u slede¢em obliku:

r(s)=xz(s)i+y(s)j+z(s)k=ry +se (s>0,le|]=1), (2.16)
gde je r(s) vektor polozaja, koji zavisi od parametra s (duzina luka).

d
Posmatrajmo izvod funkcije f duz krive ¢, tada je De f = d—f izvod funkcije
s

flz(s),y(s), z(s)] koji zavisi od duzine luka s.

N
&

Slika 2.4:

Prema tome, pretpostavljaju¢i da f ima neprekidne prve parcijalne izvode, a pri-
menom pravila o izvodu slozene funkcije, dobijamo:
df of dz  Of dy Of d=z
Def=—L=2L. 2 2L =9 2 == _
ef ds Oz ds + Jdy ds 0z ds
of , of , of ,
== . —- 2.17
or ¥ T oY + oz = (2.17)
gde (') oznacava izvod po parametru s.
Diferencirajuéi vektorsku funkciju r(s), iz (2.16) dobijamo ? :

d
d—r:t:x’i+y'j+z'k:e. (2.18)
s

Dakle, u ovom slucaju e ima pravac tangente.

2Neka je kriva ¢ data u parametarskom obliku
r(s) = z(s)i + y(s)j + z(s)k,
gde luk krive s predstavlja parametar. Tada je
dr dox, dy, dy
- = i k
ds ds ds ds

gde je t vektor pravca tangente u tacki na krivoj £, jedini¢nog intenziteta, jer je

2 2 2 2 2 2
= Jt| = (di”) +<dﬁ> +<%> _,/dz7tdy” +de”
ds ds ds ds?

dr

ds
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Imajuéi na umu skalarni proizvod i relaciju (2.18), izraz (2.17) moze da se
prikaze u obliku

0 0 0
De f = (aﬁiwi-ﬁaﬁ'k) (it yj+7k) =

_(9f ;. 9f .. 9Of
_<az‘+ayJ+azk)Q

$to navodi da uvedemo sledeéi vektor.

Definicija.
Vektor odreden relacijom

of

i+6—fj+8—fk (2.19)

grad [ = Ox Oy 0z

naziva se gradijent skalarne funkcije f.

Kako je gradijent skalarne funkcije vektorska veli¢ina, to je za ovaj vektor:

2 2 2
intenzitet: |grad f| = \/<g£> + (gg) + (gi) , (2.20)

of |0z of | oy of |0z
pravac: cos o = ,cosf3 = , COS7Y = . 2.21
arad /| rad /] arad /| 221
Sada mozemo izvod u pravcu da predstavimo u obliku
d
De f = d—f =e-grad f. (2.22)
s

Geometrijski smisao ovog proizvoda je projekcija gradijenta na pravac odreden
vektorom e, tj.

d
d—JSC = proje grad f = |grad f|- cos ¢, (2.23)
gde je ¢ ugao izmedu gradf i e.

Iz ove definicije sledi da je d f /ds maksimalno kada je cos p = 1 = ¢ = 0. Dakle,
skalarno polje najbrze se menja u pravcu gradijenta, tj. gradijent odreduje pravac
u kome se skalarno polje najbrze menja.
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f=c=const.

Slika 2.5:

U specijalnom sluc¢aju, kada se izvod trazi u pravecu +Oz ose, tade je e=i,
dobijamo:

vy (P50 05 OF\ 0. of
D;f=igradf=i <8x1+6y']+82k> = gpli=o (2.24)

Teorema 1 Neka je f(M) = f(x,y,z) skalarna funkcija, ¢iji su prvi parcijalni
izvodi neprekidne funkcije. Tada postoji vektor grad f ¢iji intenzitet i pravac ne
zavise od izbora koordinatnog sistema u prostoru. Ako u tacki M grad f nije jednak
nuli, tada on ima pravac maksimalnog poveéanja funkcije f u tacki M.

Ovu teoremu ¢emo da dokazemo kasnije.

f= const.

Slika 2.6:

Teorema 2 Neka je gradijent funkcije uw = f(x,y,2), u tacki M razlicit od nule.
Tada je on upravan® na svaku liniju £, koja prolazi kroz tacku M, a leZi u ekviskalarnoj

poursi f = const.

3Pod ”upravan na liniju u tacki M” podrazumevamo da je upravan na tangentnu ravan, koja
prolazi kroz M.
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Dokaz.

Posmatrajmo liniju ¢, koja prolazi kroz tacku M, a lezi na povrsi f = const.
(sl. 2.6). Kako funkcija ne menja svoju vrednost, kada se tacka krece duz krive £
(jer lezi na f = const.), to je

df

=0.
ds
Kako je, s druge strane, izvod funkcije duz luka ¢ (2.23)
df
D.f = e e-gradf = |gradf| cos (gradf,e) = 0,
s

to, uz pretpostavku da je gradf # 0, dobijamo cosp = 0 (sl. 2.5). Dakle, kako je
e jedini¢ni vektor tangente linije ¢, sledi da je gradijent upravan na ekviskalarnu
povTs.

Izvod funkcije f u pravcu tangente t (t je jedini¢ni vektor tangente na
krivu C, u tacki M) je, prema (2.23):

df

Dyf = e t-grad f = (2.25)
s
de ., dy . dz af . of . OJf _ dr
<d8 TG k) (8x 1+6y‘]+8zk ~ds grad /.
Odavde dobijamo:
df = dr-grad f. (2.26)

Dakle, kada je skalarna funkcija diferencijabilna, tada je njen totalni diferencijal
jednak skalarnom proizvodu gradijenta funkcije i diferencijala vektora polozaja.
Ovo nam ukazuje na jedan od nacina kako da izra¢unamo gradijent funkcije. Naime,
kada diferencijal funkcije moze da se predstavi kao skalarni proizvod dva vektora,
od kojih je jedan dr, tada je drugi ¢inilac jednak gradijentu funkcije.

2.1.2 Parcijalni gradijent skalarne funkcije

Posmatrajmo neku skalarnu funkciju f koja zavisi od dva vektora u i v:

f=1f(a,v), (2.27)

pri ¢emu ova dva vektora mozemo da predstavimo, u odnosu na Dekartov koordi-
natni sistem, u obliku:

u=ue; + ugez + uges,
V = vie1 + vaes + vses.

Polje ove funkcije odredeno je tackama U i V, koje predstavljaju krajeve vektora
u i v. Ovde smo koristili oznake: e; = i, e = j i e3 = k, koje su pogodne zbog
skraéenog pisanja.



86 2 Teorija polja

Pretpostavimo da je vektor v konstantan i potrazimo gradijent ovako dobijene
funkcije, prema (2.19)

5} 5, 0
grady f(u, v) = a—iel + a—lieg + 875363’ (2.28)

koji se zove parcijalni (delimi¢ni) gradijent skalarne funkcije f, po vektoru u.

Na slican nacin definiSemo parcijalni gradijent i po drugom vektoru. Takode,
ovu definiciju mozemo da prosirimo i na proizvoljan, ali konacan, broj vektora. U
tom slucaju bi se uzeli za konstantne svi vektori, osim jednog.

2.1.3 Osobine gradijenta
a) grad C = 0(C = const.),
b) grad (U+V)=grad U+grad V, gde je U =U(M), V =V (M),
¢) grad (U-V)=V.grad U4+U- grad V,
d) grad (CU)=C grad U, C=const.,
e) grad (U/V)=(1/V?)(V-grad U-U- grad V),
f) grad f(U) = f;-grad U.
Na osnovu ovih osobina vidimo da vazi:
grad (C1U7 + CoUsy) = Cigrad Uy + Cograd Us. (2.29)

Operatore koji imaju ovu osobinu, zovemo linearni operator. Dakle, gradijent
je linearan operator.

Dokaz.
a)
0. 0., 0 _oc, oC, oC., B
gradC—(axl—i-ay‘]—l—azk)C—%1+%J+8zk—0+0+0—0.
b)
grad(U+V) =
o, 9, 0 B
—(axl—FayJ—Fazk)(U-FV)—
oU+V oU+V oU+V
:(+)i+(+)j+(+)k:
Ox dy 0z

oz T oyt T oz ar 8y 9r

9. 0., 0 9. 9. 9.\,
= gradU + gradV.
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c)
grad(U-V) =
(B D -
_ a(g.xV)i N 3(((;;/% n 3([{]9'2‘/)1( _
O D W DY
<§xi+(%j+aik>U-V+U~<£Si+£jj+§zk>v

=gradU-V + U-gradV.

Za vezbu pokazati da vaze i preostale tri osobina gradijenta.

2.1.4 Nabla operator ili Hamiltonov operator

» 4

s . .. . .. . 1. . |4 .
Uvodedi diferencijalni operator, koji nazivamo “nabla” * ili Hamiltonov ° , definisan

sa
0 0 0
=—i+—j+=—k 2.
\Y 8xl+ 8y‘]+ 555 (2.30)
gradijent funkcije f moze da se predstavi u obliku
grad f = Vf—i —l—aff +aff (2.31)

Oznaka V f, za gradijent, koristi se veoma ¢esto u tehnici.

Osobine nabla operatora V

Neka su f i g skalarne funkcije, a a i b vektorske funkcije, tada osobine nabla
operatora mozemo da izrazimo na sledeé¢i nacin:

a) V(f-9)=9Vf+[fVyg,

b) V-(fa)=(Vf)a+f(V-a),

c) Vx (fa)=(Vf)xa+ f(Vxa),

d) V-(axb)=(Vxa)b—a(Vxb),

e) Va-b)=ax (Vxb)+bx(Vxa)+(aV)b+ (b-V)ab

f) Vx(axb)=(b-V)a—b(V-a)—(a-V)b+a(V-b).

4Po hebrejskom slovu V koje se koristi kao oznaka za ovaj operator.
5William Rowan Hamilton (1805-1865), irski matemati¢ar, poznat po svom radu u dinamici.

0]
0z

6Napomenlmo dajea V=ay— +ay— oy +a;—

ox
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2.1.5 Laplasov ili delta operator

Defini§imo sada operator, skalarne prirode, na sledeéi nacin:

V-V=vV2=

Simbol A-"delta”, zovemo Laplasov operator 7 ili Laplasijan.

2.2 Vektorsko polje

2.2.1 Vektorska funkcija. Vektorsko polje

Neka se svakoj tacki M, oblasti D, po odredenom zakonu, dodeli jedna vrednost
nekog vektora v, tada kazemo da je definisana vektorska funkcija v=v(M). Skup
D, kome pripadaju vrednosti argumenta naziva se oblast definisanosti funkcije ili
vektorsko polje ove funkcije. Dakle, vektorsko polje je oblast definisanosti vek-
torske funkcije.

Medutim, kako je svaka tacka M odredena vektorom polozaja r, to prethodna
definicija moze da se da i u obliku:

ako se svakoj vrednosti vektora polozaja re V, gde je V trodimenzionalni
vektorski prostor, ¢iji su bazni vektori e; (i = 1,2, 3), po odredenom zakonu,
dodeli jedna vrednost nekog vektora v, kazemo da je definisana vektorska
funkcija argumenta r:

vV = V(I‘) = vi1€e1 + v2e5 + v3es. (233)

Ovde smo vektor polozaja izrazili preko komponenti, u odnosu na neki koordinatni
sistem, pa tako predstavili i samu funkciju.
Kako je, u odnosu na pravougli Dekartov koordinatni sistem:

v = vl(ac,y,z) V2 = UQ(xa Y, Z) U3 = U3(x,y7 Z) (234)

to svaka od ovih relacija definiSe po jedno skalarno polje. Dakle, proucavanje vek-
torskih polja se svodi na proucavanje tri (ako je trodimenzioni prostor u kome
posmatramo) skalarna polja.

"Pierre Simon Marquis De Laplace (1749-1827), veliki francuski matemati¢ar. Postavio je
osnove teorije potencijala i dao je veliki doprinos u mehanici, astronomiji, kao i u oblasti specijalnih
funkcija i teoriji verovatnode. Interesantno je napomenuti da je njegov ucenik bio i Napoleon
Bonaparta, jednu godinu.
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Kao primere navedimo: polje sile Zemljine teZe, polje brzina pokretnog fluida,
gradijent skalarne funkcije itd. Kao primer mozemo da uzmemo i bilo koju anali-
ticki zadatu vektorsku funkciju, kakva je na primer v= zyi—2yzj+xk, ¢ija oblast
definisanosti predstavlja vektorsko polje.

Neki tipi¢ni primeri vektorskih polja prikazani su na slikama 2.7a,b,c,d.

2 e

polje brzina polje normala polje tangenti polje sila
a) b) c) d)

Slika 2.7: Primeri vektorskih polja

Ako vektorsko polje ne zavisi od vremena zovemo ga stacionarno vektorsko polje.

Definicija.

Vektorskom linijom ¢ naziva se geometrijsko mesto tacaka vektorskog polja
u kojima vektorska funkcija v(M) ima pravac tangente na ovu liniju, u datim
tackama, tj. linija kod koje se u svakoj tacki pravac vektora poklapa sa pravcem
tangente krive u toj tacki.

/v' dr v(r)

)
) r

Slika 2.8: Vektorska linija

Iz definicije vektorske linije, kako su vektor tangente t odnosno dr i vektor v
kolinearni, sledi jednacina ove linije

dr x v=0, (2.35)
ili, na osnovu (1.28), u obliku (vidi sl. 2.8)

dr = v-dt, gde jet parametar. (2.36)
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U pravouglom Dekartovom koordinatnom sistemu (2.36) postaje
dzi+ dyj + dzk = (v1i + vej + vsk)- dt. (2.37)
Kako su i, j i k linearno nezavisni, iz poslednje relacije kona¢no dobijamo
dr d dz
YTy (2.38)
U1 V2 V3
Ova relacija predstavlja diferencijalnu jednacinu vektorske linije.
Izvod vektorske funkcije u pravcu slicno se definiSe kao izvod skalarne funkcije

o Sy Sy (2.39)
pri ¢emu je:
dv; 0Ovy de  Ovy dy Ovy dz
Qs Or ds | dy ds 02 ds
dvy  Ovg dz  Ovs dy = Ovy dz
Qs Or ds By ds 02 ds
dvz  Ovs do  Ovs dy = Ovz dz
Qs Oz ds By ds | 0z ds
Uoc¢imo u vektorskom polju v neku orijentisanu zatvorenu krivu, koju zovemo
kontura. Kroz svaku tacku ove konture prolazi po jedna vektorska linija (¢).

(2.40)

kontura

vektorska linija ()

Slika 2.9: Vektorska povrs

Definicija.

Geometrijsko mesto vektorskih linija, koje prolaze kroz tacke jedne konture u

vektorskom polju v, predstavlja povrs koja se naziva solenoid (tuba ili vektorska
povrs ili vektorska cev), vidi sl. 2.9.

Da bismo napisali jedna¢inu ove povrsi, oznacimo sa S povr$inu omotaca ove cevi, a
sa dS vektorski element ove povrsi. Prema definiciji solenoida ® sledi da je vektorski

8Solenoid - od greke re¢i cwAny - cev.
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povrsinski element upravan na vektor v, pa je
v-dS = 0. (2.41)

Pema tome, ako je S ukupna povrsina omotaca, onda je

/ v-dS = 0. (2.42)
S

2.2.2 Divergencija i rotor

Posmatrajmo diferencijabilnu vektorsku funkciju v, koju mozemo da predstavimo,
u odnosu na pravougli Dekartov koordinatni sistem, u obliku

v =vi+v,j+v.k (2.43)

Definicija.
Skalarnu funkciju, odredenu relacijom

divv = %—I—% Ov,

Or dy * 0z

(2.44)

zovemo divergencija vektorske funkcije v ili divergencija vektorskog polja defin-
isanog sa v.

Pogodnija oznaka za divergenciju je ve¢ definisan nabla operator V, preko koga
mozemo da izrazimo divergenciju u obliku:

divv=V.v=
o. o. o o -

or y 0z
Teorema 3 Vrednost divv zavisi samo od tacaka u prostoru (i naravno od vrednosti

funkcije v), ali ne i od izbora koordinatnog sistema.

Napomenimo da je moguée definisati divergenciju tako da se vidi da ne zavisi
od izbora koordinatnog sistema, sto ¢emo kasnije i uraditi.
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Definicija.

Vektorska funkcija, definisana sa:

i j k
rotv=Vxv=|g& & & |= (2.46)
Vp Uy Uy

Ov,  Ovy ., ov, Ov,\ . ovy  Ovy
= -5 )i+ — J+ - k
Jy 0z 0z ox ox Jy
zove se rotor vektorske funkcije v ili rotor vektorskog polja, definisanog funkci-
jom v.

Teorema 4 Intenzitet i pravac vektora rot v ne zavisi od posebno izabranog Dekar-
tovog koordinatnog sistema.

Ovo tvrdenje dokazacemo kasnije.

2.2.3 Klasifikacija vektorskih polja

Definicija.
Vektorsko polje u ¢ijim je svim tackama:
rotv=0, divv#0, (2.47)

zove se potencijalno ili bezvrtlozno ili laminarno.

Definicija.
Vektorsko polje u ¢ijim je svim tackama:

rotv#0, divv=0, (2.48)

zove se solenoidno ili vrtlozno.

Definicija.
Vektorsko polje u ¢ijim je svim tackama:

rotv=0, divv =0, (2.49)

zove se Laplasovo polje.
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Definicija.
Vektorsko polje u ¢ijim je svim tackama:
rotv#0, divv #0, (2.50)

zove se slozeno polje.

Napomenimo da proucavanje slozenog polja moze da se svede na jedno poten-
cijalno i jedno solenoidno.
Napisimo neko slozeno polje u obliku

V=V + Vo, (2.51)
tako da je:
rotvy =0, divvy #0, (2.52)
rotvg #0, divve =0. (2.53)
Dalje, kako je:
divv = div (vq + vo) =divvy + divve = divvy # 0, (2.54)
rot v =rot (v + va) = rot vi + rot vo = rot vg # 0. (2.55)

to smo dokazali prethodno tvrdenje.

2.2.4 Potencijal

Pretpostavimo da vektorsku funkciju v mozemo da predstavimo kao gradijent neke
skalarne funkcije polozaja ¢(r), tj.

v = grad . (2.56)
Ovako odredenu skalarnu funkciju ¢ zovemo potencijal vektorskog polja v.

Teorema 5 Polje vektorske funkcije v=grad ¢ je potencijalno polje.

Dokaz.
Kako je, po pretpostavci:

¢ dp dp
VvV = grad@ = Vg = %, Uy = @7 V, = &7 (257)
to odavde sledi:

ov, o v, I ov,  Ovy
Dy " 00y 0 ooy T oy o (2:58)
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Na sli¢can nac¢in dobijamo i:

Ovy Ov, . Ovy,  Oug

0z or ' oz oy

Na osnovu ovih relacija dobijamo da je rot v= 0, jer je:

Ove  Ovy\ yy (O Ova) o Oy Ova)
oy 0z 0z or )7 ox y N
0.

Kako je, u opstem slucaju, i:

rotv =

divv =
_ vy . Ovy  Ov, _ 0%p i 0% n 0%
ox Ay 0z  0x%2  Oy? 022
#£0

to je teorema dokazana.

2.2.5 Primeri potencijalnih polja
Polje vektora polozaja

Posmatrajmo vektorsko polje v =r = xi + yj + zk.
vy _ Ovy _ Ov,

or oy =5, = 1 to odavde sledi da je divv = 3 # 0.

Dalje, kako je

rotv = avz_% i+ %_(%Z j+ %_8% k=0
S \9y 0z 92 or)? Oxr Oy o

to zaklju¢ujemo da je vektorsko polje v = r potencijalno.

Kako je

Potencijalne sile

(2.59)

(2.60)

(2.61)

(2.62)

Ako postoji takva skalarna funkcija U da sila S moze da se predstavi u obliku:

S =gradU,

(2.63)

tada kazemo da je sila konzervativna i da postoji potencijal sile U. Na primer,

posmatrajmo silu gravitacije:

S=—v r, r=

(2.64)
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gde su: m i my — mase koje se privlace, v — gravitaciona konstanta, a R — vek-
tor polozaja jedne materijalne tacke u odnosu na drugu, R — intenzitet vektora
polozaja.
Potencijal ove sile dat je izrazom (videti (2.98)):
mo

U=y7- (2.65)

Stacionarno elektrostaticko polje

U elektrodinamici problem odredivanja jacina elektri¢nog i magnetnog polja moze
da se svede na odredivanje potencijala. Podimo od Maksvelovih ? jednagina za
elektromagnetno polje u vakuumu:

divE = i@ divB =0, rotE = —88—1?7 rotB = p,j + so,uoaa—lf,
gde su E(x,y,z2,t) i B(z,y, 2,t) — jacina elektri¢nog i indukcija magnetnog polja
respektivno, g9 — dielektricna konstanta u vakuumu, gy — magnetna permeabil-
nost (propustljivost) vakuuma, a o(x,y, z,t) i j(z,y, z,t) — gustina naelektrisanja i
gustina struje, respektivno.

Pogledajmo drugu i treéu jednacinu (koje se u literaturi nazivaju bezizvorne
jednacine, jer u njima ne figuriu gustina naelektrisanja i gustina struje, koje karak-
terisu izvore polja). Posto je divergencija rotora, ma kog vektora, identicki jednaka

nuli (vidi (2.71), str. 100), mozemo napisati da je

B =rotA divB =div(rotA) =0,
gde je A = A(z,y, z,t). Kada to zamenimo u treéu Maksvelovu jednacinu, dobi-
jamo

9, 0A
rotE = —arotA = rot <_6t) . (2.66)

Kako je rotor gradijenta ma koje skalarne funkcije identicki jednak nuli (vidi (2.69),
str. 100), veli¢ine E i e mogu da se razlikuju za gradijent neke skalarne funkcije

O, gde je & = P(x,y, 2,t). Tako je

0A
E=—-— .
5 grad

Vektorska funkcija A(z,y, 2, t) i skalarna funkcija ®(x, y, z, t) zovu se vektorski
i skalarni potencijal, respektivno.

9Maxwell James Clark (1831-1879), britanski fizicar. Istrazivao je u mnogim oblastima fizike, a
najznacajnija dela su iz elektromagnetskih pojava. Postavio je Cetiri jednacine u kojima je izlozen
princip po kome promene u elektricnom polju izazivaju promene u magnetskom polju i obrnuto.
Formulisao je zakon raspodele brzine molekula u gasu. Smatra se jednim od osnivaca kineticke
teorije gasova, uz L. Boltzmanna i R. Clausiusa.
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Da bismo videli fizicki smisao skalarnog potencijala, pretpostavimo da je elek-

A
tromagnetno polje stacionarno, tj. da se ne menja tokom vremena. Tada je 5207
pa je
E = —grad®. (2.67)

Skalarnim mnozenjem vektorom pomeraja dr dobijamo

0P 0P 0P
E-dr=—-grad® -dr=——dor — —dy — —dz = —d®
r gra r 5 0% 3y y— 5, 4 ,
pa integracijom po nekom putu od beskonac¢nosti do tacke prostora u kojoj po-
smatramo polje, dobijamo

(z,9,2)
<I>(ac,y7z):—/ E- dr.
o0

Tako za stacionarno elektromagnetno polje skalarni potencijal predstavlja rad
koji neka spoljasnja sila treba da izvrsi nasuprot elektri¢cnog polja da bi se jedini¢no
naelektrisanje istog znaka kao i izvor polja dovelo iz beskona¢nosti u posmatranu
tacku (x,y,z). Uzima se da je vrednost skalarnog potencijala u beskona¢nosti
jednaka nuli.

Naravno, u slu¢aju vremenski promenljivog polja ovakav zakljucak vise ne vazi.

Sam vektorski potencijal A(z,y, z) nema neposredni fizicki smisao, dok njegov
linijski integral po nekoj zatvorenoj konturi L ima. Naime, kako je

/A-dl://rotA.dS://B.ds,
L S S

to je cirkulacija vektora vektorskog potencijala, po ma kakvoj zatvorenoj konturi,
jednaka magnetnom fluksu kroz ma koju povrs oivicenu tom konturom, $to vazi u
najopstijem slucaju.

Kalibraciona ili gradijentna invarijantnost elektromagnetnog polja

Napomenimo da funkcije skalarnog i vektorskog potencijala za dato elektromag-
netno polje nisu jednoznacne. To je posledica toga Sto se oni javljaju samo u
obliku svojih izvoda, pa su odredeni samo sa ta¢noséu do izraza koji se skracuju
pri operacijama u navedenim obrascima.

Za vezbu pokazati da se Maksvelove jednacine ne menjaju (invarijantne su) ako
se A i & promene na sledeéi nacin:

o, = 7ﬁ; Ao:A+gradf7
ot

gde je f = f(z,y, z,t) neka funkcija promenljivih z,y, 2, t.

Posto Maksvelove jednacine odreduju vrednosti E i B to znac¢i da se za jedno
elektromagnetno polje moze definisati ¢itava familija vektorskih i skalarnih po-
tencijala koji zadovoljavaju jednakosti (2.66) i (2.67). Najjednostavnije fizicko
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objasnjenje (uproséeno za stacionarni slucaj) je primer elektrostatickog polja gde
nam gradijentna invarijantnost (nepromenljivost) daje slobodu da izaberemo refe-
rentni nivo (nivo na kome je potencijalna energija jednaka nuli) u odnosu na koji
racunamo potencijalnu energiju i potencijal. To znaci da se u definiciji potenci-
jala ne mora uzeti da probno naelektrisanje dolazi iz beskonacnosti veé iz neke
tacke prostora koja tako postaje referentni (nulti) nivo. Bez obzira kako definisemo
referentni nivo, jaCina elektrostatickog polja je nepromenjena.

E = grad(® + ¢) = grad® ¢ = const.

Ovde je ¢ prakti¢no potencijal naSeg izabranog referentnog nivoa u odnosu na
beskonac¢nost.

Jednacine elektromagnetnog potencijala

Posmatrac¢emo Sta se dobija kada skalarni i vektorski potencijal elektromagnetnog
polja uvrstimo u Maksvelove jednacine za vakuum, u kojima figurisu izvori polja
(gustina struje j i gustina naelektrisanja p).

19)
rotB = p,j + 50/105,

0 0A
trotA = poj + - | —grad® — —— | oo,
rotro uJJrat(gra 875)6#

P 2A
—AA + graddivA = p,j — <grad%t + 66752) Eolbo,
02A 0P
AA — EO/LOW = —loj + grad (divA + 50#06&) .

Zahvaljujuéi gradijentnoj invarijantnosti potencijala, A(z,y,z,t) i ®(z,y, 2,t)
mogu da se odaberu tako da zadovoljavaju izraz

. 0P
divA + é‘oluoa = 07
pa je
0’A .
AA — EOMOW = —lo]-
S druge strane je:
1
divE = —p,
€o
0A 1
div [ —grad® — — | = —
iv < gra 5 > - 0,
1
AD + g(divA) =——0p.

ot €o
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)
Kako je divA = feopo% to je

>’ 1
AD — EOHJO@ = 7;p

Tako smo umesto Cetiri Maksvelove parcijalne diferencijalne jednac¢ine koje su
spregnute, u kojima su nepoznati E i B, dobili ¢etiri raspregnute jednacine, koje
su lakSe za resavanje, u kojima su nepoznate velicine A i ®.

Neke osobine divergencije
a) div(ca)=c-diva, c=const.
b) div(a+b)=diva+divb,

¢) div(ua)=u-diva+a-gradu, gde je u skalarna funkcija.

Dokaz.

Ovde ¢emo da dokazemo samo osobinu ¢), a osobine a) i b), kao lakse, ostavljamo
¢itaocu za vezbu.
Kako je:

va=uazi+uayj+uak=(vaz)i+ (vay)j+ (va,)k,

to je:
div (ua) = % (uag) + a% (uay) + % (ua,) =
= .aam+%.a +u~%+@~a +u.aaz+@. =
or  Oxr ° oy oy " 0z 0z ~
:u<8al'+aay+aaz>+au.a +%. +@.a _
Or Oy Oz Ox " oy Y 0z “

= u-diva + a- grad u,

¢ime je prethodna osobina dokazana.

Neke osobine rotora
. —_—
a) rot c=0, ako je c=const.
b) rot (ca)=crota, ¢ =const.,
¢) rot (a+b)=rota+rot b,
)

d

rot (ua)=urot a+ axgrad u, gde je u skalarna funkcija.
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2.2.6 Kratak pregled uvedenih pojmova

vektorske operacije I vrste vektorske operacije I vrste

u — skalarna funkcija — grad u — vektor — div (grad u)
rot (grad u)
diva —skalar — grad (diva)
a — vektorska funkcija —
rota — vektor — div (rota)
rot (rot a)
Operacije viSeg reda
Neka je u = u(z,y, z) skalarno polje, tada je:
0 0 0
gradu = 8—zi + aiylj + aka = u,i+uyj +ulk.
Izracunajmo sada vektorske veli¢ine II vrste:
a)
divgradu =
0 (0Ou 0 (0u d (0Ou
_ Y (% B s — == 2.68
Ox (3x> + Oy (3y> + 0z (82) (2:68)
Pu *u O%u )
== @ 87y2 + @ = Vu — Je skalar.
b)
i j k
rot (grad u) = % 3% % =
Ou  Ou Ou
ox oy 0z
_(Pu _Pu), (Pu PuN. (Pu Pul
Oy0z  9z0y 9192 9202 ) 7 Oydx 0Oxdy )
Kako je, za neprekidne funkcije:
*u  d%u
Oydz 020y’
Pu  0u
0x0z 020z’
Pu  D%u
oyox  0x0y’
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to kona¢no dobijamo
rot (grad u) = 0. (2.69)

c)

grad (divv) =

_ﬁ %+avy+avz '_|_2 %_F%_Favz /an
- Oz \ Oz dy 0z Oy \ Ox oy 0z J

+ 2 vy + % + dv, k =
0z \ 0xr 0Oy Oz N

(82111. v, 0%, ) . (62% 82vy 9? vz) )
= + + i+ TR T +

0x2  O0xz0y Ox0z oyoxr  Oy? = Oyoz

4 8%v, . D?v, n 0%v, K
020x 020y 022

d)
div (rot v) =?

Neka je
v=uvi+v,j+vk,

odakle, prema definiciji (2.46) na str. 92, za rot v dobijamo:

oty — Ov, 8vy - %_81)2 - %_(%1. K &
-\ oy 0z 0z ox J oz dy

=rotv=ajit+aj+azk=a, (2.70)

gde smo uveli sledec¢e oznake:
Ove _Ovay _ (9o O _
Y\ 0: oz or oy ) ¥

. - 6a1 3(12 8a3
dva= 5t oy T o

Dalje, kako je

to kona¢no dobijamo:

_ 0%v, n 0%v, - 9%v, n 82vy _ 0%v,
N 8$8y 83382’ oydz  0x0dy 0xdz  Oyoz
0.

div (rot v) (2.71)
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2.2.7 Prostorno diferenciranje

Postupak uopstavanja izvoda u pravcu, naziva se prostorno diferenciranje, a
rezultat do koga ovaj postupak dovodi naziva se prostorni izvod.

Posmatrajmo neku funkciju ¢(r) koja moze da bude skalarna ili vektorska
funkcija polozaja.

ds

Slika 2.10:

Uoc¢imo u polju ove funkcije neku tacku A i jednu oblast V (deo prostora)
ograni¢enu zatvorenom orijentisanom povrsi S, tako da A € V. Neka je

mesV =V (2.72)

merni broj zapremine ove oblasti, a dS vektorski povrsinski element na zatvorenoj
orijentisanoj povrsi S. Pretpostavimo dalje, da je ¢ integrabilna funkcija na povrsi
S, tj. postoji integral po zatvorenoj povrsi S

I= // o(r) o dS. (2.73)
S

Ovaj integral moze da bude skalarna ili vektorska funkcija veli¢ine V', oblasti
V, koju ograni¢ava zatvorena povrs S.

Posmatrajmo sada veli¢inu I /V i pustimo da se povrsina ”steze” oko fiksne tacke
A, tj. neka V' — 0. Sada se postavlja pitanje postojanja i odredivanja grani¢ne
vrednosti koli¢nika I/V.

Definicija.
Prostornim izvodom funkcije ¢(r) nazivamo granié¢nu vrednost

lim ffs p(r)odS

lim = (2.74)

ako ona postoji.

Ako je o(r) skalarna funkcija polozaja, tada je ¢(r)odS vektor, pa je i prostorni
izvod vektor, koji oznacavamo sa

Vp(r) = lim M

lim 215 (2.75)
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Moze da se dokaze da ova veli¢ina predstavlja veé definisani gradijent

J5 2w ds

- (2.76)

grad p = Vop(r) = ‘9210

Ako je ¢(r) vektorska funkcija polozaja

o(r) = v(r), (2.77)

tada, prema kruzi¢—proizvodu, razlikujemo dva slucaja.
U prvom, gde kruzi¢—proizvod predstavlja skalarni proizvod, proizvod vodS
predstavlja skalar, pa je i prostorni izvod skalar, oznacen sa

-dS
Vv =divv = lim ”L

Tim S5 (2.78)

koji zovemo divergencija.
U drugom slucaju, gde kruzi¢—proizvod predstavlja vektorski proizvod, proizvod
vxdS predstavlja vektor, pa je odgovarajuci prostorni izvod vektor, koji oznacava-

mo sa:
J[gvxds

V x v=rotv= lim
V—0 1%

(2.79)

i definiSe veli¢inu koju zovemo rotor.

Iz prethodnih definicija: gradijenta, divergencije i rotora, sledi njihova nezavis-
nost od izbora koordinatnog sistema, $to smo napomenuli pri njihovoj definiciji u
prethodnom poglavlju.

Divergencija i rotor vektorske funkcije konstantnog pravca

Od posebnog je interesa nalazenje izraza za divergenciju vektorske funkcije kon-
stantnog pravca. Posmatrajmo takav jedan vektor c

c=ccp, gde je cg jediniéni vektor konstantnog pravca. (2.80)
Dalje, po definiciji je:

cdS cdS
dive = éiino ”ST = &iino ”ST co = grad c- cg. (2.81)
Koristeéi ovu relaciju mozemo da napiSemo analiticki izraz za divergenciju u pra-

vouglom koordinatnom sistemu.

Posmatrajmo neku vektorsku funkciju, izrazenu na jedan od na¢ina '°
3
v =i+ vyj +v.k =vie; +v2eg + vzes = E v;e; = v;€;. (2.82)
i=1

10Napomenimo da smo pri pisanju ovog izraza koristili konvenciju o sabiranju, prema kojoj je
Zle vie; = v;€e;, odnosno vrsi se sabiranje po ponovljenim indeksima.
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Prema gornjoj relaciji imamo:

divv = div (vzi) + div (vyj) + div (v.k) =
=i-gradv, + j-grad vy + k-gradv, = (2.83)
3
= Zei- grad v; = e;- grad v;.

=1

Kako je
6vi . 81% . 6’01'

grad v; = o | + 8yJ + 5, k, i=uzy,2 (2.84)
to kona¢no dobijamo
. Ov, Ovy Ov,
=— 4+ == : 2.
divv o + Y + P (2.85)

Dakle, isti izraz kao i u prethodnom poglavlju za pravougle Dekartove koordinate.

I u slucaju rotora korisno je izracunati ga za vektor konstantnog pravca:
R
c=ccy, c=]|c|, cop= const. (2.86)

1z definicije rotora dobijamo:

. [[gdSxc . [[gcdS
rotc = &1130 =y = &1210 BT X ¢g = grad ¢ X cg. (2.87)

Ako ovo primenimo na neku vektorsku funkciju

a=azitayj+ask, (2.88)
dobijamo:
i j k
a 8 B
rota = 9z By 9z =
Gz Gy a (2.80)

= (grada, x i)+ (grada, x j) + (grada, x k) =
_ (Oa, Oay)\. Oa, Oay\ . Oa,  Oay
<8y 8z>l+(82 8x>‘l+<8x 8y>k7

dakle isto kao i u prethodnom poglavlju, za Dekartove koordinate.
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2.2.8 Integralne teoreme

U ovom delu naveséemo nekoliko teorema (Stoksova ', Grinova 12, Gausova 3 )
koje se veoma &esto koriste u integralnom ra¢unu i njegovoj primeni. '#
Stoksova teorema

Ako su projekcije vy (2, y, 2), vy(z,y,2) 1 vi(x,y, ), neke vektorske funkcije v(r),
neprekidne, kao i njihovi odgovarajuéi parcijalni izvodi, na povrsi S, koja je zatvorena
prostornom krivom C, tada je

(z{vdré (Vxv) ndS {/(va)dSé/rotvdS , (2.90)

gde je n jedini¢ni vektor normale na posmatranu povrs.

Grinova teorema

Ako za skalarnu funkciju ® postoji linijski integral po zatvorenoj liniji C' i ako je
grad® neprekidna funkcija, u toj oblasti S ogranic¢enoj krivom C', tada je:

ddr = nx Vo) ds dS x Vo | . (2.91)
IS -/

Gausova teorema

Ako za vektorsku funkciju v(r) postoji povrsinski integral po zatvorenoj povrsi S,
koja predstavlja granicu oblasti V', i ako je div v neprekidna funkcija, u toj oblasti,

tada je
/V/ V~vdV:é/v-ndS :é/v-dS . (2.92)

Ova teorema poznata je i kao teorema o divergenciji ili teorema Gaus— Ostro-
gradskog '°

1 Stokes, George Gabriel (1819-1903), irski matematicar i fizicar. Poznat je po svojim prilo-
zima teoriji beskona¢nih redova kao i prilozima u mehanici fluida (Navier-Stokes-ove jednacine),
geodeziji i optici.

12Green, George (1793-1841), engleski matematicar. Njegov rad odnosi se na teoriju potencijala
u vezi da elekticitetom i magnetizmom, zatim na oscilacije, talase i teoriju elasti¢nosti.

13Gauss, Carl Friedrich (1777-1855), veliki nemacki matematicar. Njegov rad je od osnovne
vaznosti u algebri, teoriji brojeva, diferencijalnim jedna¢inama, diferencijalnoj geometriji, ne-
euklidskoj geometriji, kompleksnoj analizi, astronomiji, geodeziji, elektromagnetizmu i teorijskoj
mehanici.

Dokaz ovih teorema, zbog ograni¢enog prostora, nije dat, a zbog njihove vaznosti navodimo
ih.

50crporpanckmit, Muxaun Bacuabesmu (1801-1862). Poznati ruski matematicar i
mehanicar.
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Teorema o srednjoj vrednosti

1. Akoje f(z,y) neprekidna funkcija, na zatvorenoj i ograni¢enoj oblasti o u z,y
ravni, tada postoji bar jedna tacka (z,,y,) € o takva da je [[ f(z,y)do =
g

f(xo,90) - P, gde je P povrsina oblasti o.

2. Ako je f(z,y, z) neprekidna funkcija, na zatvorenoj i ograni¢enoj oblasti o u
prostoru, tada postoji bar jedna tacka (x,, Yo, 20) € o takva da je

/// F2,y,2)do = (T, Yos 20) - Vi (2.93)

gde je V' zapremina oblasti o.

2.3 Primeri nekih polja
od interesa za fiziku i tehniku

Navedimo neke primere potencijalnih polja koja su od posebnog interesa u raznim
oblastima fizike i tehnike.

Privlacenje dve tacke u polju gravitacione sile

Njutnova sila gravitacije definisana je izrazom

mmo
2

F——n ro, (2.94)

r

gde su m i mg mase koje se privlace, a  je univerzalna gravitaciona konstanta.
U gornjoj relaciji uveli smo sledece oznake (sl. 2.11):

r Eae—
ro=-, gdeje r=MyM. (2.95)
r
M(x,y,2)
m
M(xy,2)
O
my
Slika 2.11:

Pitanje je da li postoji potencijal za ovako definisanu silu? Kako su mase m i
mg, kao i v konstantne veli¢ine, to mozemo da ih zamenimo jednom konstantom,
recimo c¢, pa silu mozemo da prikazemo u obliku

C
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Ranije smo pokazali (vidi str. 93) da ako postoji skalarna funkcija U, takva da
je F = gradU, tada je vektorsko polje F potencijalno. Dakle treba naéi skalarnu
funkciju U = U(r). Kako je

C

d
gradU = d—Zro i F= —ﬁro

to iz uslova F = gradU dobijamo

dU c c
O = ) odnosno dU = —T—er
odakle sledi
2
U = j + Cq.
r

Dakle, na osnovu svega, zaklju¢ujemo da gravitaciona sila, definisana sa (2.94),
moze da se predstavi sa

F = gradU, (2.97)

tj. sila je potencijalna, a njen potencijal je odreden izrazom

U= (2.98)

Ovaj potencijal u literaturi poznat je i kao Njutnov potencijal. Ovde smo uzeli
da je 2¢ = C'ic; = const. = 0, $to ne umanjuje opstost prethodno izvedenog izraza.

Pokazano je da je V(1/r) = 0. Dakle potencijal U zadovoljava Laplasovu
jednacinu
U | 9*U | 0°U

Av ox? + Oy? + 022

0. (2.99)

Funkcije koje zadovoljavaju Laplasovu jedna¢inu zovemo harmonijske funkcije.
Dakle Njutnov potencijal je harmonijska funkcija.

Ravanski zadatak. Logaritamski potencijal

Posmatrajmo sada silu u ravni kojom neka tacka O privla¢i materijalnu tacku M.
Pretpostavimo da je ova sila privlacenja data izrazom

2
F= =" (2.100)
rr

gde je r = |r| intenzitet vektora polozaja r.
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7

Slika 2.12:

Ponovo se postavlja pitanje postojanja potencijala U za ovako definisanu silu.
Sliéno kao i u prethodnom slu¢aju polazimo od:

X_aU_ 2c

=—=—-——==
Ox r2™’
. U 2 (2.101)
Oy 2 4
Odavde dobijamo
x
U= —QC/T—de + f(y)-
Dalje, kako je
r? =2% +4y?, odaklesledi 2zdz=2rdr,
dobijamo za potencijal U
U= —=2clnr+ f(y).
Dalje, nadimo sada parcijalni izvod po y:
ou 0 df
— = —(—2cl - =
By 8y( clnr) + dy
0 or df y df
= 92c—(lnr)— 4+ —L = —92¢ L 4+ =L 2.102
C@r(nr)ﬁy—’_dy 2 +dy ( )

Dakle, prema (2.101) (uslov za Y'), zakljuéujemo da je % = const. I ovde ¢emo da
uzmemo da je ova konstanta jednaka 0, pa dobijamo za potencijal

U=—-2clnr. (2.103)

Napomenimo da u slu¢aju kada vise tacaka privlaci jednu tacku, za potencijal
imamo:
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Njutnova sila kojom homogena sferna ljuska privlaci materijalnu tacku

Posmatrajmo sada homogenu sfernu ljusku, polupreénika R, koja privla¢i materi-
jalnu tacku (sl. 2.13). Prvo odredimo silu kojom beskona¢no mali deo sfere (dS)
privlac¢i posmatranu tacku

]62777/1 de r

dF = (2.104)

r2 r

Slika 2.13:

Kako je: dmg = odV = g -d - dS, za jedini¢nu debljinu d = 1 dobijamo dmy =
odS. Kroz posmatranu tacku M i centar sfere O uvek mozemo da postavimo jednu
pravu. Neka u nasem sluc¢aju to bude z — osa, tj. OM = z. Dalje, ozna¢imo sa
r — rastojanje izmedu tacke M i sredista povrsine dS (tacke u kojoj deluje sila
privlagenja). Ovo rastojanje je, prema slici (primena kosinusne teoreme)

r* = R*+ 2% — 22 R cosf. (2.105)
Sada za intenzitet sile dobijamo

- kalgdS
 R2422—-22zRcosf’

dF (2.106)

Projektujuéi ovu silu na z — osu, a vodeéi racuna o simetriji, zapazamo da se
projekcije na normalan pravac, upravno na z, poniStavaju, pa treba voditi racuna
samo o Z — projekciji (videti sl. 2.14)
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z
LN
z
0
B|B R
Slika 2.14:
dZ = —dF - cos . (2.107)

Dalje, iz relacije: z = cos § + R cos 6 (vidi sliku 2.14), dobijamo

cos§ = @, (2.108)

tako da konac¢no dobijamo za projekciju elementarne sile dF' na z — osu

B k*m1odS z— R cos@ _
R2+22—-22zR cosf r o
2 _
_ k*m10dS(z RCOS6;)/2. (2.109)
(R? + 22 — 2z R cosf)

dz =

Sada ukupnu silu dobijamo integraljenjem gornjeg izraza po celoj sferi S

k*mio(z — R - cos )
Z= _/5 (R? 4 22 — 2R z cos 0)3/2 ds. (2.110)

Izrazimo sada elementarnu povrsinu dS u sfernim koordinatama
dS = R?sin 6 dp de, (2.111)

pa dobijamo izraz

m 2m .

R cosf — z)-sinfdpdd
Z=k 7 / / ( . 2.112
e o Jo (R%2+22—2Rz cosf)3/2 ( )

Dalje, kako je: 72 = R? + 22 — 2Rz cosf, pri ¢emu su R- kao poluprecnik, i z—
kao rastojanje izmedu nepokretne tacke M i centra sfere, konstantna rastojanja, to
dobijamo da je: rdr = R z sin#df, odnosno

2., .2 p2
Rcosefz:fy, (2.113)
z
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pa je:

x B . z+R 2 _ p2
/ ( (R cosf — z) sinfdf _ 1 / (1 n ZR) dr = (2.114)
0 |

R2+ 22 — 2Rz cos)3/2  2Rz2 2

z—R)| r
1 |: 22 B R2 :| z2+R
2R 22 r = R| '
Analizirajmo sada ovaj rezultat. Kako za § = 0 = r = |z — R|, to treba

razlikovati dva slucaja. Prvi, kada je tacka van sfere tada je z > R, pa je
|z — R| = z — R, odakle sledi da je:

2 4 2 2
g FmdAnEp  Fmims (2.115)

22 22

Ovde smo iskoristili da je zapremina sfere, jedini¢ne debljine: V = 47 R?-d = 47 R?,
gde je d — debljina koja je jednaka 1, pa je masa my = oV = 4w o R?. 1 drugi
slucaj, kada je tatka u unutraSnosti sfere. U ovom slucaju je z < R, pa je
|z — R| = R — z, odakle sledi da je Z = 0.

Privlacenje tacke od strane linijskog tela

Odredimo potencijal homogene prave L, koja se poklapa sa z — osom. Kako posma-
trana tacka M i data prava L odreduju jednu ravan, uzmimo da je to Oz ravan,
videti sl. 2.15.

dz

Slika 2.15:

Prvo odredimo silu kojom prava privla¢i tacku. Elementarna sila je:

dz B dz

dF| =k— —s-
|dF| r2 2 + 22

(2.116)

Napomenimo da smo posli od uslova da je sila proporcionalna masama, a obr-
nuto proporcionalana kvadratu rastojanja. Medutim, kako je dm = odV = pP dz
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i P =1, to smo dobili da sila zavisi od dz, dok smo sve ostale konstante oznacili
jednim slovom — k. Dalje, sli¢no kao i u prethodnom primeru, zbog simetri¢nosti
projekcija, videti sl. 2.15, ponovo je potrebno odrediti samo X — projekciju

d
dX = dF cosa = ko - = (2.117)
r r
Ukupna projekcija je
+oo d
X=- [ (2.118)
oo T T2
Dalje, kako je
tga = 2= rtga =dz= LQda, x = const, (2.119)
x cos? o
i 3
= (@ 2 = gt = (2.120)
to za X dobijamo
_g 3
X = —k/ 2 22T qa. (2.121)
bz 3 cos? «
Kako je x = const, to dobijamo
1 (2 2k
X = fkf/ cosada = ——. (2.122)
X +% x

Sada mozemo da potrazimo potencijal. Ako postoji potencijal U, on mora da
zadovoljava relaciju

ou 2k
X=—=—-—— 2.123
ax T ) ( )
odakle kona¢no dobijamo:
1
U= —-2klnz ili U =2kln—. (2.124)
x

Teorema 6 Proizvoljno vektorsko polje F, jednoznacéno, neprekidno i ograniceno,
moZe da se razloZi na zbir potencijalnog i bezvrtloznog vektorskog polja u obliku:

F=-VU+VxA,
pri cemu je V- A = 0.

Skalarnu funkciju U — nazivamo skalarni potencijal, a vektorsku A — vektorski
potencijal vektorskog polja F.

Ova teorema poznata je u literaturi kao teorema Helmholca. ' Teoremu smo
naveli zbog njene vaznosti. Medutim, kako je dokaz relativno slozen, ne¢emo da ga
izlozimo, veé ¢itaoca upuéujemo na reference: [4] (str. 79), [29] (str. 50).

16Hermann von Helmholtc (1821-1894), nemagki fizicar. Poznat je po veoma vaznim radovima
iz oblasti termodinamike, hidrodinamike i akustike.
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2.4 Generalisane koordinate

Polozaj tacke u trodimenzionom Euklidskom prostoru odreduje se, u odnosu na
jednu unapred odredenu tacku O, koju zovemo pol ili koordinatni pocetak, pomocéu
vektora poloZaja r. U odnosu na Dekartov pravougli sistem koordinata Ozyz, sa
pocetkom u polu O, polozaj tacke se odreduje koordinatama tacke (z,y, z). Ortogo-
nalne projekcije kraja vektora polozaja na ose ovog koordinatnog sistema poklapaju
se sa koordinatama tacke, pa se koordinate vektora polozaja r poklapaju sa ovim
koordinatama x, y, z:

r={x,y,2} ili r=zxi+yj+zk (2.125)

Medutim, polozaj tacke u prostoru moze da se odredi i pomoc¢u neka tri medusobno
nezavisna parametra ¢!, ¢?, ¢> (ovde 1,21 3 nisu eksponenti ve¢ oznake parametara !!!),

ili krade ¢* (i=1,2,3). Kada se parametru ¢* daju sve mogudée vrednosti, a svakoj
tacki prostora odgovara jedan i samo jedan ureden skup od tri broja (¢',¢?,¢%) i
obrnuto, svakom skupu od tri broja (¢!, ¢%, ¢®) odgovara jedna i samo jedna tacka u
prostoru (trodimenzionom), tada se parametri ¢ nazivaju opste ili generalisane
koordinate tacke. Sada vektor polozaja mozemo da izrazimo i preko generalisanih
koordinata:

r=r(q', ¢ ¢*), ilikraée r=r(q"). (2.126)

Dekartove koordinate ovog vektora mozemo da izrazimo u obliku:

T = :v(q'f%
y=y(d"), (2.127)
z=2(q")

1z zahteva za obostranom jednozna¢noséu izmedu tacaka u prostoru i koordinata
q" sledi da svakoj tacki sa koordinatama (x, vy, z) moraju da odgovaraju tri broja ¢,
tako da je:
A", ¢* q°)
8(‘7;7 y7 Z)
Dakle, jednacine (2.127) uvek zadovoljavaju uslove potrebne da mogu da se rese po
qZ

%

¢ = q'(z,y,2), # 0. (2.128)

Skup jednacina (2.127) i (2.128) predstavljaju jednacine koordinatne transfor-
macije. Ove transformacije su uzajamno reciproéne — inverzne. DefiniSimo sada
kordinatne linije i koordinatne povrsi.

Definicija.

Kordinatne linije —predstavljaju geometrijsko mesto tacaka koje se dobija ako
su dve koordinate konstantne, a tre¢a se menja.

Koordinatne linije mogu da budu prave ili krive i u zavisnosti od toga govorimo
o pravolinijskim ili krivolinijskim koordinatnim sistemima (slika 2.16).
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z - linija 0 - linija
r - linija

7 p - linija

7 - linija

Slika 2.16: Koordinatne linije

Definicija.

Kordinatne povrsi — predstavljaju geometrijsko mesto tacaka koje se dobija
ako se menjaju dve koordinate, a treca je konstantna.

z ¢ = const. z
z=const. | ¢ = const.
> 4 0 = const. "f\
y y
r = const.
r = const.
x X

Slika 2.17: Koordinatne povrsi

Svakoj tacki prostora odgovaraju tri koordinatne povrsi, tj. tacka predstavlja
presek tri koordinatne povrsi. Koordinatna linija se nalazi u preseku dve koordi-
natne povrsi (slika 2.17). Kako kroz svaku tacku prolaze po tri ovakve, u opstem
slucaju krive linije, to one obrazuju krivolinijski sistem koordinata.

U svakoj tacki prostora mogu da se na koordinatne linije, u toj tacki, povuku
tangente, orijentisane prema smeru u kome rastu vrednosti ¢’.

Bazni vektori ovog sistema koordinata su njihovi tangentni vektori. Napomenimo
da u slucaju krivolinijskog sistema koordinata bazni vektori se menjaju od tacke
do tacke, za razliku od pravolinijskih koordinatnih sistema.

Koordinatni sistemi, u odnosu na koje se odreduje polozaj tacaka u prostoru,
zovu se i sistemi referencije. Prema obliku koordinatne linije imamo:

- pravolinijske (slika 2.18) i

- krivolinijske koordinate (slika 2.16).
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Ako su koordinatne povrsi, odnosno koordinatne linije medusobno upravne u svim
tackama prostora, imamo ortogonalan (pravougli) sistem koordinata. Specijalno
u sluc¢aju Dekartovog koordinatnog sistema polozaj tacke prostora odreden je vek-
torom polozaja

r=czi+yj+ zk. (2.129)
Ocigledno je da je:
Or Or Or
= j=o) k=—. 2.1
o Y oy’ 0z (2.130)

Dakle, jedini¢ni vektori (ortovi) i, j i k mogu da se dobiju kao parcijalni izvodi
vektora polozaja po koordinati tacke.

U slucaju generalisanih koordinata polozaj iste tacke je odreden istim vektorom
polozaja r, ali izrazenog u odnosu na krivolinijske koordinate ¢* (vidi 2.126). Onda
su bazni vektori tog sistema koordinata odredeni (kao i u slu¢aju Dekartovih koor-
dinata (2.130)) sa

g = o (i1=1,2,3). (2.131)
Dakle, vektori g; su osnovni (bazni) vektori sistema generalisanih koordinata ¢*
i u pravcu su tangente na koordinatne linije. Da su oni bazni vektori zakljucuje se
na osnovu njihove linearne nezavisnosti.

Uoctimo da su indeksi kojima se obelezavaju bazni vektori g; i e; na donjem
mestu.

Ako koordinate osnovnih vektora izrazimo u odnosu na Dekartove pravougle

koordinate, intenziteti ovih vektora su odredeni izrazima:

ox\? y 2 92\ 2
i = - - - =h; ,=1,2 2.132
|gil \/(an + <8q’> + (aqz) hi, (i=1,2,3), (2.132)

veli¢ine h; zovemo Lameovi 17 ili metricki koeficijenti.
Ako sa e; oznac¢imo jedini¢ni vektor u pravcu ovih vektora, imamo:

gi

[
P
Xy A P
xﬂ
0] X, 10
(0]
a) b) c)

Slika 2.18: Kosougle koordinatne linije

17Gabriel Lamé (1795-1870), francuski matematicar i inzenjer. Dao je veliki doprinos u anali-
tickoj geometriji i analitickoj mehanici, kao i u teoriji elasti¢nosti i teoriji provodenja toplote.
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Pored ovog skupa jednini¢nih vektora mozemo da posmatramo i skup vektora
gradq®, koji su u pravcu normale na koordinatne povrsi, a definisani su sa
_Vd

V|

i

(2.134)

Vektor E je dakle jediniéni vektor normale koordinatne povrsi. Dakle, u svakoj
tacki prostora imamo dva skupa jedini¢nih vektora: e;— jedini¢ni vektori u pravcu
tangente i E~ jediniéni vektor normale na koordinatnu povrs (sl. 2.19). Ova dva
skupa se poklapaju akko je sistem koordinata ortogonalan.

Slika 2.19:

Posmatrajmo proizvoljan vektor v i predstavimo ga preko ova dva sistema:

vV =
3
=vle; + ves + vieg = Zvlei (2.135)
i=1

3
=ViE' + VLE? + V3E? = Z V,E".
=1

Takode, vektor mozemo da predstavimo i preko osnovnih vektora g; = a—r
ql
VvV =
5 S, or Or Or Or
_ i i _ 19r | o, 0r 30r
_;cgz—;cﬁqi—c 3 a7 T o (2.136)
3 .
= Z C;Vq' = 01Vq1 + OQVQQ + OquS.
i=1

Koordinate dobijene razlaganjem vektora na ove nacine zovemo:
¢" — kontravarijantne i
C; — kovarijantne, respektivno.



116 2 Teorija polja

2.4.1 Element luka i zapremine

Duzinu elementa luka (sl. 2.20) odredujemo relacijom:

ds? = dr - dr. (2.137)

Slika 2.20: Element luka

Diferencijal ovog vektora mozemo da izrazimo na jedan od sledeéih nacina (u
zavisnosti da li su Dekartove ili neke druge - generalisane koordinate):

dr =
=dxi+dyj +dzk =
3 81- 3
= dq* = dg' = 2.138
;(?ql q ;g q (2.138)

3
= Z hieidqi.
i=1

Ako Dekartove koordinate umesto sa x, y i z ozna¢imo sa z', 2 i x3, respek-
tivno, to za element luka (preko Dekartovih koordinata) dobijamo:
3 3
ds* = Z d;jda’da’ = dezda?’ (2.139)
i,j=1 i=1

gde je 6;; — Kronekerov delta simbol. Dalje, prema (2.127), izracunavamo da’:

3 .
; P i ozr' .
o' =2'(¢) = da :;aqjqu7 (2.140)
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pa dobijamo za element luka:

3
ds® = Z 5ijdxidx-j =

3 i
_ Oz kgl —
-y Z%ak'@ldqdq =
i,j=1k,l=1
ox* Ol
=31 Y 51’]’373;1@ : aixz dgkdqt = (2.141)
k=1 \ij=1 a q
3
= Z grudg®dq’.
k=1
S druge strane, iz (2.138) sledi
3
ds? =dr-dr = Z gr- gidgtdg’. (2.142)
k=1

Poredeéi (2.142) i (2.141) zaklju¢ujemo da je gi- g = gri-

Definicija.
Velicine gy, definisane relacijama:
3

oz’ OzI
gkl = 8k " 81 = Z §¢j76qk e (2.143)
ij=1

zovemo osnovni metricki tenzor ili osnovni tenzor prostora.

Napomenimo da je g;; = h?(;ij za, ortogonalni sistem koordinata. Naime u tom
slu¢aju imamo

€;-€; = (Sij, (2144)
ili u razvijenom obliku

e1'62:eg-e3:eg~91:0,

(2.145)
e e 262'62263‘83:1,
tako da za ortogonalni sistem koordinata, za element luka, dobijamo:
ds®* =dr-dr =
3 3 ' _
= Y hidg'hjdg’e; -e; = Y bijhidg'h;dg’ = (2.146)
i,j=1 i,j=1

3
=> (ki dq
=1
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Na kraju napisimo izraz za elementarnu zapreminu (sl. 2.21), preko general-
isanih ortogonalnih koordinata:

dV = |(hidg'e1) - (hadg®e2) x (hadg’es)| = (2.147)
= hihohsdq'dg?dg® (e1 - ey X e3) = hyhohsdq dg®dg®.

Slika 2.21: Element zapremine

2.4.2 Gradijent, divergencija, rotor i Laplasijan - izrazeni
preko generalisanih koordinata

Gradijent proizvoljne funkcije U, izrazen u generalisanim koordinatama je:

gradU = VU =

1 oU 1 oU 1 oU

— = — = — ez = 2.148
hl 8q1e1+h2 6q262+h3 8q3e3 ( )

Divergencija je data izrazom

divA=V-A = (2.149)

0 0
(hahsA1) + = (hsh1A2) + == (h1h2As)

__1 |9
_hlhghg (’9q1 an 8q3

Rotor je dat izrazom

h161 h262 h3€3

LY I A
hl h2h3 8(]1 8q2 8q3
hlAl hg A2 hg A3

rotA =V x A= (2.150)

Na kraju izrazimo Laplasijan (A = V2) u odnosu na generalisane koordinate

AU = (2.151)

LU [0 (hehs QU 9 (hshy QU 0 (ks U
N h1h2h3 6q1 h1 8(]1 an h2 8(]2 8q3 hg 8q3 '




2.5 Posebni koordinatni sistemi 119

2.5 Posebni koordinatni sistemi

1. CILINDRICNI (o, ¢, 2)

Veza izmedu Dekartovih i cilindriénih koordinata data je sa (sl. 2.22):

Slika 2.22:

r=pcosp, Yy=osinp, z=z,
gdeje 0>0, 0<p<2r, —0<z<+400.

Pokazimo sada na primeru ovih koordinata kako se odreduju Lameovi koefici-
jenti. Izracunajmo prvo diferencijale dz,dy, dz preko novih koordinata:

dx = cospdo+ (—sinp) odp,

dy = sin p dp + cos ¢ podyp,

dz = dz.
Zatim izracunamo element luka:

ds? = dz? + dy2 +dz? =

=do? + ¢*dp? + d2?, (2.152)
pa porededi sa (2.141) zakljuéujemo da je:
ho=1 hy,=90 h,=1



2 Teorija polja

120

2. SFERNI (1,0, ¢)
U ovom slucaju veza izmedu ovih koordinata je, prema sl. 2.23:

<y

Slika 2.23:

y=rsinf sinp, z=r1r cosb,

x =1 sinf cos @,
0<p<2r, 0<O<m.

gdeje >0,
Na slican nacin kao i u prethodnom sluc¢aju dobijamo:

hr=1 hy,=rsing hy=r.

3. PARABOLICNO-CILINDRICNE (u, v, z)

Lo o 9
.I—2(u —v), y=uv, z==z2
gdeje —oco<u<oo, v>0, —oco<z<o0
hy = hy = Vu2+v2, h,=1,

dok je veza sa cilindriénim kordinatama data relacijama:

Y, _
—,Z=2z.

u:\/%cosg,v:\/%sin 5
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4. PARABOLOIDNE (u, v, ©)

1
T=uvCcosyp, Y =uvsinp, z=§(u2—v2)
gdeje u>0, v>0, 0<p<27

i hy=hy=vVu2+v? h,=uv.

5. ELIPTICKO-CILINDRICNE (u, v, z)

x=achucosv, y=ashusinv, z=2z2
gdeje u>0, 0<v<2m, —-o0<z<

i hy = hy, = aVsh?u + sin® v, h,=1.
6. SFEROIDNE (&, 1, ¢)

a)
x =ash§ sinn cosp, y=ash{ sinn sinp,
z=uach& cosn
gdeje €20, 0<n<7m, 0<ep<2r

i he=h,=a sh2§ + sin? n, h, = ashf sinn.

x=ach& cosncosy, y=ach& cosn siny,
z=ash¢{ sinn

gde je £ >0, —ggngg 0<p<22rm

i he=h,=a Sh2§ + sin? 7, hy = achg cosn.

7. ELIPSOIDALNE («, 3, )

r=csinf cosp, y=csinasinfsing, z=ccha cosf
gde su:
0<a<oo, 0<B<m, —Tm<p<mw

a Lameovi koeficijenti su:

ho =hg = cy/sh? + sin® 3, he = cshacsin 5.
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8. ELIPSOIDNE (A, pu, v)

2 2 2
< Y Z 2 2 2
=1 ALt <b <a
Z_ A TE AT EA
2 2 2
295 2y +22 =1 A <pu<b?<a®
a*—p b*P—p  cc—p
2 2 2
a + i + G A <bh? <v<ad

pri ¢emu su:

9. BIPOLARNE — ravanske (u, v, z)

2
22 + (y —acotu)” = a® csc®u,

(z — acothv)® + y? = a®csch®v, 2=z

. ashv a sin u
i v=——"-—7-—, y=—""7-7—+ z=2
chv —cos u chv — cos u
gdeje 0<u<2r, —oco<v<oo, —00<z<00.
Za Lameove koeficijente dobijamo:
a
hy=h,=——, h,=1.
chv — cos u
10. BIPOLARNE - bisfericne (u, v, ¢)
c sinu cos ¢ csinu sing cshv
= —_—_, y = 5 = —-—
chv — cosu chv — cosu chv — cosu
c csinu
hy=hy=———, h,=——-—.
b Y chv — cosu ¥ chv — cosu
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11. ELIPTICKE (), u, 2)

z=chp, y=c/N-1)(1-p?), 2=z
Lameovi (metricki) koeficijenti su:

)\2 _ 'u2 )\2 _ ,LLQ
hy=c o1 u=c e h, =1.
12. TOROIDALNE (a, 8, ¢)
csha cos csha sin g csin 3
r= ———————" = - =
cha — cos 3’ Y cha — cos 3’ cha — cos 3

gdeje: 0<a<o0, —nm<f<m, —-7m<p<7
dok su Lameovi koeficijenti:

c csha

ho =hg = o

~ cha —cos 8’ :cha—cosﬂ'

14. SFEROIDALNE - a (A, p, )

a)

r=chi, y=c/(W—1)(1—@)cosp, z=cy/(¥—1)(1—p?)sing,
gdeje: A<1, —-1<u<l, 0<p<2rm

gde su Lameovi koeficijenti:

)‘2_M2 )‘2_,“2
hA:cU)\Q_l, h, =c¢ 2 hy = /(A2 = 1) (1 — p2).

r=c\psing, y=cy/(N2—1)(1—pu2), z=chucosp,
gde su Lameovi koeficijenti:

)‘Q_MQ )‘Q_M2

hy=c o1 h,=c




124 2 Teorija polja

2.6 Zadaci

2.6.1 Gradijent

Zad. 2.1. Nadi gradijent sledeé¢ih funkcija:

a) ¢=r,

b) ¢ =Inr,
1

C) ¢:;7

gde je r - vektor polozaja, a r - njegov intenzitet.
Resenje.

a) Vektor polozaja, izrazen u odnosu na Dekartov koordinatni sistem, r = x -
i+y-j+z-k, ima intenzitet r = \/22 + y2 + 22, pa je Skalarna funkcija ¢,
izrazena u odnosu na Dekartov koordinati sistem, oblika

o=r=22+1y?+ 22

Njen gradijent je

IVa?+y?+22, OJat+y?+22, OJa?+y?+22

Vo = A - AR
dy 0z
xT . Yy . z

Vo = i+ J+ k=

Vi + 2 +22 2+ yR 422 a2y 22

:Eiro.
,

b) Skalarna funkcija ¢, izrazena u odnosu na Dekartov koordinati sistem, ima
oblik

1
¢:1nr:§ In (2% + 9> + 2?),

pa je njen gradijent

1
V¢ = §Vln(x2 +y? 4+ 2% =

1[.0 0

Vo = 3 _i% In(z? + y? + 2%) —|—ja—y In(z? +y? + 23+
+k21n(x2+y2+22) =
0z

17 2z 2y 2z
Vo= |i ° k
i g R R B R B
v¢:xi+yj+zk:£.

$2+y2+22 T2
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1
¢) Kao i u prethodnom zadatku, prvo izrazimo — u odnosu na Dekartov koordi-
r
natni sistem, pa racunamo gradijent:

1
Va2 +y? + 22

=i g 2 2 2\— . Q 2 2 2\—1
Vcé—l[ax(a; +y° + 29) :|+J|:ay(l‘ +y* + 29) +

w):vi:v( ):v[(x2+y2+z2)—é] -

N

0
—i—k[az(xQ—i-yQ—&-zQ)_;} =
. L 2 2\—3 . L 2 2\—3
Vo =i —§(fﬂ +y +27)72 2|+ —§($ +y +27) 72y +
1
+k{—2(x2+y2+22)_3-22} =

v ditwtek | r
(.1‘2 + y2 + 22)5 r3

Q

Zad. 2.2. Pokazati da je Vr" = nr" ?r.

Resenje.

Vr" =V (12 +y2 +Z2) — V(£L'2 +y2 +Z2)n/2 =

Vrt =i [E

2(x2+y2+22)(n/2)71.2x} +j {ﬁ(x2+y2+22)("/2)’1-2y} +

2
+k [g(xz +y? 4+ 22/t 22} =
V" =n(zi + yj + 2k) (22 + y? + 22) /D1

Vr® =nr"?r.

Q

Napomenimo da ovaj i prethodni zadatak mogu da se rese jednostavnije i na
drugi na¢in. Vidi zadatak 2.7 na strani 128.

Zad. 2.3. Pokazati da je grad f vektor normalan na povrs koja je data funkcijom
f(z,y,2) = ¢, gde je ¢ konstanta.
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Resenje.

Neka je r = zi+ yj + 2z k vektor polozaja tacke P(x,y, z) na toj povrsi. Tada

dr = dzi+ dyj + dzk pripada tangentnoj ravni date povrsi u tacki P. Kako je

B AT A T AP T T
df_8xdx+8ydy+8zd2_d(c)_01h

%1+ y 0z

tj. Vf-dr = 0 odakle sledi da su ova dva vektora (grad f i dr) ortogonalna
(normalna) jedan na drugi.

df = <af' 8fj+afk) (dzi+dyj+dzk) =0,

Q

Zad. 2.4. Naéi jednacinu tangentne ravni povrsi 2zz? — 3zy — 4o = 7 u tacki
A(l,-1,2).
Resenje.
Jednacina ravni kroz tacku A je
(r—ry) - n=0,

gde je n je ort vektora normale te povrsi u tacki A.
Dakle, da bi odredili jednac¢inu ravni potreban nam je vektor ortogonalan na tu
ravan. Prema prethodnom zadatku, vektor

Vf=V(2xz? 32y —4a) = (22 — 3y —4)i — 3zj + 4azk,

je vektor u pravcu normale na posmatranu povrs. Ort ovog vektora (n =V f/ |V f]),
u tacki A(1,—1,2), je n = 7i— 3j+8k. Jednacina tangentne ravni, u ovom slucaju,
je

(7i—3j+8k)

[(zi+yj+zk)—(1i-j+2k)]- i)

= ()7
odnosno

T(x—1)—-3@wy+1)+8(z—2)=0,
Tr — 3y + +82 —26 =0.

Q

Zad. 2.5. Neka su T(x,y,2z) i T (x + Az, y + Ay, z + Az) vrednosti temperature u
bliskim tackama P(z,y,2) 1 Q(z + Az, y + Ay, z + Az).

a) Dati fizicku interpretaciju veli¢ine
AT T(z+Az,y+ Ay, 2+ Az) — T(x,y, 2)
As As
gde je As rastojanje izmedu tacaka P i Q.
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AT dT
b) Dati fizicku interpretaciju veli¢ine hm — = .
As—0 As dS

dT dr

Pokazati d =VT- —.

c¢) Pokazati a‘]eds \Y P

Resenge.

a) AT predstavlja prirastaj temperature pri prelasku iz tacke P u tacku @,

AT
As rastojanje izmedu tih tacaka, a njihov kolicnik — predstavlja srednju

vrednost promene temperature po jedinici duzine u pravcu PQ.

oT oT oT
b) Kako je prirastaj AT = a—A T+ a—A y+ a—Az—i— infinitezimalni ¢lanovi

viseg reda od Ax, Ay, Az, to je

T lim (BT Az 0T Ay 0T Az)
As—0

Aherilo As Oz As "oy oy As T 0z As

odnosno

dT  0T'dzx L or oT dy L or oT dz
ds Oz ds dy ds 0z ds’

dT
Dakle — predstavlja promenu temperature u tacki P, a u pravcu PQ.

ds
c)
AT _ords 0T dy | OTd:
ds Oxds Oyds 0zds

(T I - T
\ oz 8y‘] 0z ds as? " ds

VT - —.
vds

V)
Zad. 2.6. Naéi prirastaj funkcije ¢ = x?yz+4x2? u tacki A(1,—2,—1), a u praveu
vektora v =21i—j—2k.
Resenje.
Kako je gradijent u proizvoljnoj tacki
Vo = V(z2yz + 4x2%) = (2zyz + 42°)i + 222j + (2%y + 8z2)k,

to je u tacki A(1,—-2,-1)
V¢ =8i—j— 10k.
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Jediniéni vektor u pravcu 2i — j — 2k je:

v o 2 —j— 2k B
vl 22+ (-1)2+ (-2)?

n= j—

1 2
= k.
3 3

2,
25
3
Tada je trazeni prirastaj u praveu v (vidi str.83)

. 2, 1, 2 16 1 20 37
V¢~n=(81—3—10k)~(31—3J—3k):3+3+3=3.

d
Napomenimo da je reSenje pozitivno, tj. d—(b > 0, sto znaci da ¢ raste u tom
pravcu. s

Y%
Zad. 2.7. Dokazati da je gradijent slozene funkcije ¢(f) dat u obliku

Vo(f) = j—“jw

gde je f = f(z,y,2).

Dokaz.

dp. Op. Op dpdf. dpdf. dpdf
= — —_ — K= —— —_— 771(:
Ve 8x1+8y']+6zk df3x1+df3yJ+df3z

_dp (0fz, O0F =, Ofp) _de
= <8xz+8y]+8zk)dfvf'

Primenimo sada ovu formulu na funkciju ¢ = % (vidi zad. 2.1c).
dey 1
Vo = EV?” = —T—ZVT.
Kako je (vidi zad. 2.1a, str. 124),

kona¢no dobijamo

§to je isto kao i u navedenom zadatku.
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Zad. 2.8. Data je skalarna funkcija ¢ = z2yz3.

a) Nadi pravac, koji prolazi kroz tacku A(2,1, —1), u kome je prirastaj funkcije
maksimalan.

b) Izracunati ovaj maksimum.

Resenje.

a) Prema tvrdenju na strani 83, ”...gradijent odreduje pravac u kome se skalarno
polje najbrze menja.” treba izracunati gradijent funkcije ¢ u tacki A(2,1,—1)

Vo =V (22yz?) = 22y2°1 + 222%) + 32%y2’k =
=—4i—4j+ 12k.
Dakle pravac, koji prolazi kroz A, u kome je maksimalan prirastaj funkcije je
V¢ = —4i —4j + 12k.
b) Maksimalan prirastaj je

(Vo = /(—4)2 + (—4)2 + (12)2 = V176 = 4V/11.

Q

Zad. 2.9. Nadi ugao izmedu povisi ¢y = 22 +9y> +22 =91 ¢y = 2 = 22 +¢y> — 3,
u tacki A(2,-1,2).
Resenje.

Ugao izmedu dve povrsi u datoj tacki je ugao koji zaklapaju njihove normale,
odnosno njihovi gradijenti, u toj tacki. Gradijent (normala) povrsi 22 +y%+2%2 =9
u tacki (2, —1,2) je:

Vor = V(x? +y? + 2%) = 2z + 2yj + 22k = 4i — 2j + 4k,
a gradijent (normala) na povrs z = 22 + y? — 3 u tacki (2, —1,2) je:
Vo =V(z? +y? —2) =2zi+2yj —k =4i — 2j — k.

Skalarni proizvod ovih vektora je (V1) - (Vo) = |V1]|V2| cos b, pa je kosinus
trazenog ugla

(4i—2j +4k) - (4i — 2j — k)

oS = gy a2 — k]
3 16 +4—4 B
V@7 (22 @22+ (22 (-2

16
6v21
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Odavde dobijamo da je 6§ = arccos = arccos 0.5819 = 54.41°.

8
3v21
v

Zad. 2.10. Neka je R rastojanje izmedu fiksne tacke A(a, b, ¢) i proizvoljne tacke
— —
P(z,y,z) (R = AP). Pokazati da je VR ort vektora AP.

Resenje.

Akosury irp vektori polozaja ai+bj+ck i xi+yj+zk tacaka A i P respektivno,
onda je

R=rp—-rg=(x—a)i+{y—-0bj+(z—-0ck

a intenzitet ovog vektora (rastojanje AP) je

R=@—aP+ (= b7+ (- 2.

Odavde dobijamo

VR=V\/(z—a)?+(y—b+ (s —c)? =
_ (r—a)i+(y-bj+(z—ck R

Vi@—a?2+y-0b2+(z—c? R

—
ort vektora R = AP.
Q

Zad. 2.11. Neka je P tacka na elipsi, a A 1 B su zize te elipse. Pokazati da AP i
BP grade isti ugao sa tangentom elipse u P.

Resenge.

Neka su R; = AP i R, = BP vektori koji povezuju tacke A i B sa tackom P,
a T je ort tangente u tacki P (vidi sl. 2.24).

Iz definicije elipse znamo da je zbir rastojanja od zize do tacke P konstanta p,
tj. R1 + Re = p = const.

Znamo da je V(R; + R3) ort normale na elipsu, pa je [V(R; + R2)]- T =0ili
VRy-T =—-VR;-T. Kako su VR, i VRy ortovi vektora Ry i Ry (videti prethodni
zadatak 2.10, str. 130), odatle je kosinus ugla izmedu Ry i T jednak kosinusu ugla
izmedu R; i —T. Sledi da su uglovi jednaki.
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PR
Ry LT
[ R
LA B
\.\\\‘—_— ._——1////

Slika 2.24: Elipsa

Napomenimo da se fizicki smisao ovog rezultata moZe nadi u optici. Naime,
svetlost koja se emituje iz A reflektuje se od elipticnog ogledala 1 prolazi kroz B 1
obrnuto.

v

2.6.2 Divergencija

Zad. 2.12. Za vektorsku funkeiju A = 2221 + 24°2%] — 24”2k naéi divA u tacki
(1,1,-1).

Hesenje,
divA = %(mgz) + %(23{223) — %(rygz) =
:2rz+6y2z2—$y2 = -24+6-1=23.
v
Zad. 2.13.

Za ® =32%2 — v%2% + 42By + 22 — 3y — 5 nadi V2&.

Hesenja.

V2P = 6z 4 2dzy — 22° — 622
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Zad. 2.14. Za A = (32%y — 2)i + (z2® + y1)j — 2232k naci V(V-A) u tacki
(2,-1,0).

Resenge.

V(V-A) = —6i + 24j — 32k.

Q

Zad. 2.15.
Za A = 3zy2%i + 2293 — 2?yzk i ® = 322 — yz. nadi:
a) V-A, b) A-V®, ¢) V- ($A), d) V- (VP), u tacki (1,-1,1).

Resenge.
a) 4,b) -15, ¢) 1, d) 6.

Zad. 2.16.
Pokazati da visak zapremine fluida koji istekne, u jedinici vremena iz jedini¢ne
zapremine, fluidnog prostora, predstavlja divergenciju brzine v fluida.

Resenje.

Posmatrajmo strujanje fluida.

| dy |
ulazi : I izlazi
W '
1
|
1
z SN L [ —> U, +dy,
U, i ,’,
——i S
v, dt (v,+dv,) dt

y
/
Slika 2.25: Strujanje fluida

Izracunajmo razliku protoka fluida koji ude u elementarnu zapreminu dV =
dzxdydz i fluida koji izade iz te zapremine, za isto vreme.
Koli¢ina fluida koja ude u ovu zapreminu, u pravcu y - ose je

vydtdrdz.
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. . . . .. . Ouy
Pretpostavimo da su promene brzine v, u pravcima x i z zanemarljive, tj. B 0
x
. Ovy

i 5 = 0, zbog malih dimenzija posmatrane zapremine.
z

Koli¢ina zapremine koja istekne, pod istom pretpostavkom, je
(vy + dvy) dtdzdz,

pa je razlika
(vy + dvy) dtdedz — vydtdedz = dv,dtdadz.

Ovu razliku mozemo da predstavimo na slede¢i nacin

9 e+ 8”ydz> dtdzdz = %@’dtdv.

vy
dv,dtdzrdz = <<9ydy + o 5%

Na isti na¢in pokazuje se da su promene zapremine u pravcu x i z,
dv,dtdydz, dv.dtdzdy,

respektivno. Prema tome ukupna promena jednaka je zbiru ovih promena, tj.

ov ov ov
d(dV) = =Z2dVdt + =2dVdt 2Avdt =
(dV) 8xv+8yv+8z
= (divv)dVdt =
. d(dV)
divv = v

Dakle, divergencija brzine fluida v predstavlja promenu zapremine fluida u jedinici
vremena po jedini¢ni zapremine fluidnog prostora.

Q

Zad. 2.17. Data je skalarna funkcija ¢ = 223y%2*.
a) Izracunati V - V.
b) Pokazati na ovom primeru da je V- V¢ = V2¢ = A¢, gde je V2 = A =

9? 9? 9?
—— + — + —— tzv. Laplasov operator (izrazen u odnosu na Dekartove
Ox? * Oy + 0722 P P (
koordiante).
Resenge.

a) Krenuéemo od definicije gradijenta

.0 o394y, 0 00394 O o 39 4y _
V(b—lax(Zacyz)+Jay(2$yz)+k82(2xyz)_

=62%y% 21 + 423y21j + 82392 k.
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Nadimo sada divergenciju ovog vektora, tj.

0 0 0 - 0 o
V.-Vo¢= <i6m +Ja—y + k@z) . (612y224i + 4x3y2tj + 8xdy2z‘5k) =

:% (62%y%z*) + 0%/ (42yz*) + % (8z%y?2%) =
=12zy%2* + 4a2* + 2423222,
b) Kako je

Py 0% 0% :
BO= Gt o2 022 122y°2* + 42”2 4 242y 2%,

to, porededi sa rezultatom pod a), vidimo na ovom primeru da je

V. -Vo=Ap=V>%p.
Vi

Zad. 2.18. Dokazati sledece osobine divergencije:
a) V-(A+B)=V-A+V:-B

b) V- (¢A) = (Vo) A+ ¢V - A

Resenje.
a) Kako je (u odnosu na Dekartov koordinatni sistem)

A = Aji+ Asj+ Ask

B = Bli + BZ,] + .Bg;k7

to je
V- (A+B)= 2'—f—gW-gk (A1 4+ B1)i+ (A2 + B2)j + (As + B3)k] =
= 8x1 8y‘] 02 1 1)1 2 2)) 3 3 =
0(A1+ B1) 0(Aa+ B2)  0(As + Bs)
ox dy 0z

0A; 0As 0As 0By 0By 0Bs

ox oy 0z ox y 0z
=V-A+V-B.
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V- (¢A) =V - (A1l + pAzj + ¢ Ask) =
_ (A1) N d(pAs) N 9(pAs) _

Ox Jy 0z
_0¢ 13J0) 0¢ 0A; n 0As 0A3

=—A1+—A+ —A =
Ox 1+5‘y 2+5‘z 3+8m¢ 0y¢+ 3z¢
(06 00, 06N .

= (8g;l+ ay'] -+ 8zk> (A11+A2_] +A3k)+

8A1 8A2 aAS
+¢.(8x + oy + 82)
=(Vo) - A+o(V-A).

Q

1 1
Zad. 2.19. Pokazati da je V2 (r> YN (r> =0, gde je r = /22 + y2 + 22.

1 82 82 82 —1
22\ (2 _ L2 42 2 2 2 =
v (r) <8m2+8y2+622)( vy +Z)
0?  9? 2 —1
~ (g o o) @ e
Kako je
O (o, 2, 2% _ 2, .2, 2\"%
%(z +y +z) —z(x +y —|—z) ,
onda je
52 1 0 3 2x2—y2—22
—(m2+y2+z2)_5 — —(—x(x2+y2+22)_§)= - - (2153)
o2 o1 @+ g2t 22
Sli¢no dobijamo:
1
92(x2 + 42+ 22)72 92 — g2 — 2
( v ) * _ Lo (2.154)
y (2 + 32 + 22}
1
20,2 1 22 4 ,2\"3 9,2 _ 22 _ 42

022 (22 g2+ 22)
Ako sada saberemo jednacine (2.153), (2.154) i (2.155) dobijamo

02 0? o? 1
~_ - | =0. 2.1
(3:172 +8y2 +322> ( :c2—|—y2+z2> ! (2156)
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Podsetimo se da se jednac¢ina V2¢ = 0 zove Laplasova jednaéina, a njeno resenje
zove se harmonijska funkcija. Dakle, resenje jednacine (2.156) ¢ = 1/r je harmoni-
jska funkcija. '8

Ovaj zadatak moze da se resi i na drugi nacin.

Kako je
1 1
VQ <> B v . v () ’
r r

to iskoristivsi rezultat zad. 2.1, na str. 124, dobijamo

1 r
v (r> =

Prema zad.2.20, na str. 137, je

r
V() =0
¢ime je dokazano da je ¢ = 1/r harmonijska funkcija.
v

Zad. 2.20. Dokazati da je V - (%) =0.
r

Dokaz.

Ako stavimo da je ¢ = r3 1 A = r zadatak se svodi na primenu prethodne
osobine divergencije, pri ¢emu je koris¢en zadatak 2.2 na str.125, za n = —3,:

Ve ?r)=(Vr ) v+ (r 2V 1)
=—3rr-r+3r3=0.

Q

Zad. 2.21. Pokazati da je V- (UVV —VVU) =UV?V — VV2U.
Resenge.

Ako pogledamo zadatak 2.18b na str.135 i stavimo da je ¢ = U, odnosno A =
VV, tada je

V- (UVV)=(VU)-(VV)+U(V-VV)=(VU) - (VV)+UV?V,  (2.157)
V- (VVU) = = (VV)-(VU) +VV?U. (2.158)

18Napomenimo da je ¢ = 1/r harmonijska funkcija u prostoru E3, dok je y = Inr harmonijska
funkcija u prostoru Ea.
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Relaciju (2.158) dobili smo iz (2.157) zamenom U sa V i V sa U. Oduzimanjem
leve, odnosno desne strane i koriséenjem osobine divergencije (divergencija razlike
je razlika divergencije), dobijamo

V- (UVV)-=V-(VVU) =
=V - (UVV = VVU) =
=(VU) - (VV) +UV2V — [(VV) - (VU) + VV?U] =
=UV?V - VV2U.

Q@
Zad. 2.22. Nadi konstantu a tako da vektorsko polje
V= (24 3y)i+ (y - 22)j + (2 + a2)k,
bude solenoidno.

Resenje.

Uslov da bi vektorsko polje bilo solenoidno je: V-V =0 (vidi str. 92). Kako je

V.V=

d(x + 3y) n Ay — 22) n Az + az)

=1+1
Ox Oy 0z tita,

to dati uslov daje

V- V=a+2=0,

odnosno a = —2.
V)
2.6.3 Rotor
Zad. 2.23.
Za A = 2?yi — 2xzj + 2yzk nadi rot TotA.
Resenje.
rotrotA =V x (V x A) = (2z + 2)j.
Q@
Zad. 2.24.

Za A = 2yzi — 22yj + 22%k i ® = 22%y2> naéi A x V.
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Resenje.

A x VO = — (62?22 + 2232°)i + (4a?y2® — 1222y%23)j + (daPyz* + 423y 2% k.
Q

Zad. 2.25.
Pokazati da vektorsko polje A = (222 +8zy?2)i+ (3z3y—3zy)j— (4y*2%+2232)k
nije vrtlozno (rotA = 0), a da je polje B = zy2z2A vrtlozno.

Q

Zad. 2.26.

Za A = 1221+ 2yj — 322k i B = 3221 + 2yzj — 2%k nadéi A x (V x B) u tacki
(1,-1,2).
Resenge.

A x (V xB) =18i — 12j + 16k.

Zad. 2.27. . .
Naéi rotV i divV za vektorsko polje V = L

Q

Zad. 2.28. Pokazati da je rot rotA = —AA + grad divA.
Q

Zad. 2.29.
Odrediti rotor brzine proizvoljne tacke krutog tela koje se obrée oko nepomicnog
pola.

Resenge.

Brzina tacke tela koje se obrée oko nepomicnog pola (koji éemo, bez gubljenja
u opstosti, uzeti za koordinatni pocetak) data je relacijom

i j k
V=wXP=|wy wy Wy =1(wyz—wy)+Jjw,x—wyz)+k(wyy—wyz),
T Yy oz
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gde je w - ugaona brzina, a g - vektor polozaja tacke tela. Kako je ugaona brzina
tela ista za sve tacke krutog tela, to ona ne zavisi od koordinata z, y i z, pa je

o . 0 a . 0
%(?j) - % (sz - wzz) =W @($) - (()?IJ (wyz - wzy) = —Wz,
a . 0 o ,. 1o}
@(l‘) =9 (wWyz —w.y) = wy %(2) = 92 (Wzy — wyT) = —wy,
a . 0 a . 0
@(Z) = 87y (wey — wyz) = Wy %(y) e (W — wp2) = —Wg.

Onda je rotor brzine v, prema (2.46)

i3k
0D b gox iy g ox\ | (o0 oi
oz Oy 0z| \Oy Oz AT ox Oy’

Iz ovih relacija kona¢no dobijamo
rotv = ifwy — (—wg)] +jlwy — (—wy)] + klw: — (—w.)] = 2w.

Q

Zad. 2.30. Ako je V = 2231 — 22%yzj + 2yz*k, nadi V x V u tacki A(1,—1,1).

Resenje.
T
V xV= (axl—&- ayJ+ 8zk> X (x2°1 — 2x°yzj + 2yz°k) =
i j k
_|l9 9 9_
oz y 0z
xzd  —22x%yz 2yt
4 _ 9.2 3 4
_ 9(2yz")  9(—227yz) - 0(zz®)  0(2yz*) i+
dy 0z 0z or
I(—222yz) B d(xz3) B
ox y N

= (22* + 222)i + (322%)j — (4ay2)k.
Za tacku A(1,—1,1) dobijamo V x V| = 3j+ 4k.
A

Q
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Zad. 2.31. Posmatrajmo izraz V- (V x W).
a) Dokazati da je
V- (VXW)=(VxV)- W=V (VxW).

b) Naéi vrednost posmatranog izraza kada je W =r iV x V =0.

¢) Dokazati da ako su V i W bezvrtlozna (potencijalna) polja, onda je polje
dobijeno njihovim vektorskim mnozenjem solenoidno (vrtlozno).

d) Iz b) i c) sledi da je vektorsko polje vektorskog proizvoda vektora polozaja i
bilo kog bezvrtloznog vektorskog polja, solenoidno polje. Dokazati.

e) Vektorsko polje vektorskog proizvoda vektora polozaja i konzervativne sile je
uvek solenoidno polje. Dokazati.

Resenje.
a) Kako je
9 98 &
_|0x 0Oy 0z|
V- (VXxW)= v, V, V.|=
W, W, W,
S ww. v+ L ww, vy + 2w, —vw)
- oz yVVz zVVy ay zVWa xzVVz 9z xzVVy yWWa),
(2.159)
to je, posle diferenciranja i grupisanja
W, 31@_% —|—Wy %_3‘/2 + W, %_3‘@ _
oy 0z 0z Or ox oy (2.160)
v oW, oW\ v oW, OW.\ v ow, oW, '
T\ Oy 0z Y\ 0z Oz *\ Oz oy )
Kako je
i j k
o o0 0
Vo 'V, V.
(Ve OV (Ve OVLY L (0V, oV,
T\ 0y 0z I\ a2 Ox Ox oy )’

i sliéno za vektorsko polje W, pa relacija (2.159), koristeéi (2.160) postaje
V- (VxW)=(VxV)- W=V (VxW), (2.161)

§to je trebalo i dokazati.
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b) Zamenivsi u relaciji (2.161) W sa r, dobijamo
V- (Vxr)=(VxV).r—V.(Vxr). (2.162)

Kako je, prema uslovu zadatka V x V = 0, a prema (2.62) V x r = 0 (vidi
str. 94), to je
V- (Vxr)=r-(VxV)=0.

¢) Koristedirelaciju (2.161), zakljucujemo da je divergencija vektorskog proizvoda
jednaka nuli, jer su polja V i W bezvrtlozna, tj. njihovi rotori jednaki nuli.

d) Neka je v bezvrtlozno polje, tj. V x v = 0. Zadatak je da se ispita vektorsko
polje w, definisano sa w =r X v.
Izracunajmo prvo gradijent ovog polja V- w = V- (r x v). Iskoristivsi rezultat
pod a), relaciju (2.62), str. 94, kao i uslov zadatka (V x v = 0), dobijamo

Vw=V(rxv)=(Vxr)v—r(Vxv)=0.

Moze se pokazati da je, u opstem slucaju, Vxw # 0. Pri dokazivanju koristiti
osobinu nabla operatora (vidi str. 87).
Dakle, polje w je solenoidno (vrtlozno) polje.

e) Posmatrajmo vektorsko polje M =r x S, gde je S sila, a r - vektor polozaja.
Kako je sila konzervativna, prema uslovu zadatka, tj. V x S =0, to je

VM=V (rxS)=(Vxr)S—r(Vx8S)=0.
Q

Zad. 2.32. Nadi rot(rf(r)), ako je f(r) diferencijabilna funkcija.

Resenje.

Vx (xf(r) =V x (zf(r)i+yf(r)j+zf(r)k) =
i ik
) b0

ox oy 0z
xf(r) yf(r) zf(r)

_(.0F Of\. of  ofy. of of

Izracunajmo sada parcijalne izvode funkcije f po x

of [df orN _df 0 rs—s—"s x T
5‘:1:_(d7"> (&:)_drax( Ty ) =) /962_|_yz_|_z2_fr7
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d
gde je - = f’. Na sli¢can nac¢in nalazimo i preostala dva parcijalna izvoda
r

of _
oy

pa konacano dobijamo:

V x (rf(r)) =
’ zZ . zZ xX s . x ’
(zyf —yff)l—k(acff —sz>_]+<yff —xyf)k:O.
T r T T r r
Q
Zad. 2.33. Dokazati da je V x (Vx V) =-V?V +V(V-V).
Resenje.
i j k
o o0 0
VX(VXV)ZVX% aiy &:
Vi Vo V3
B oVs  0Va ovi  I0Vs . Ve  O0Vi B
|G- w ) (G w ) ()
i j k
9 9 9
= Ox Oy 0z =
v v, v ov v, ovi
dy 0z 0z or O dy
(o (Ve 0w\ _ 0 (v o],
- |0y \ ox Oy 0z \ 0z oz ) |
RN AN NP A
10z \ Oy 0z Oz \ Oz Oy _J
RN AN LAY
|0z \ 0z Ox Oy \ 0y 2z )|
0PV 0PV, 0*Vy P\ . 0*Vy 9%V
_(_ o2 8z2>1+<_ 022 8x2)']+<_8x2 a 8y2>k+
92V 2 2 2 2 2
n 2 0°V3 - 0°Vs  0°Vi it oV 0°Vs K
Oydx  0z0x 020y  0x0y 0xdz  0Oyoz
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022 Oy? 022 Ox? oy? 022
2 5 2 G 2 5
0%V 0PV 9%V Kt
0x? oy? 022
vy 0%V, 0%V, vy 0%V, 0%V,
+ + + i + o2t j+
0x2  Oxdy 0Ox0z Oyox  O0y?  Oyoz
N (82V1 0%V, 62‘/3) B

(82V1 0*Vy 82V1>. (82V2 0?Vsy 82V2>,
= i+ (- i+

0z0x * 0z0y * 022

0? 0? 02 . .
= - (a.TQ+8312+822) (Vii+ Vaj + Vak) +

_;’_3 %+%+% 1 9 %+%+%
ox dy 0z ox dy 0z

or 1+a—y J+

L0 (v v 0V
0z \ Oz Jy 0z
vy Ve  OVs
8w+8y+8z>

=-V*V4V(V-V)

v2v+v(

Q

Zad. 2.34. Pri rotaciji krutog tela oko nepomicne tacke brzina proizvoljne tacka

1
tela data je izrazom v = w X r. Dokazati da je tada w = §r0t V.

Resenje.

Napomenimo da pri rotaciji krutog tela ugaona brzina ne zavisi od polozja tacke
6wi o &ui &ui

telu, tj. —— = =0(0=123 j
u eu7J 893 3y 82 (’L ,,),paje
i j k
Vxv=Vx(wxr)=VX| w w w3l =
T Yy =z

=V X [(wez —w3y)i+ (wsx —w12)j+ (w1y — woz) k] =

i j k
_ 9 9 9 ]
ox dy 0z

WoZ — W3y W3T — Wiz W1y — wWaT

= 2 (w1l + waj + wsk) = 2w.

Q
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Zad. 2.35. Neka je

V-E=0, VXE:—%—B,

1(,;E (2.163)
V-B=0, VxB=——"

c? ot

2

0
Dokazati da E i B zadovoljavaju jednacinu oblika VZu = aZWl;, pri ¢emu je E

jacina elektri¢nog polja, B magnetska indukcija a a konstanta.
Resenje.

Posmatrajmo izraz V x (V x E), koji moze da se prikaze u obliku (vidi zad.2.33,
str.143)

Vx(VxE)=-V’E+V(V-E).

B
Iskoristivsi uslove zadatka (2.163) (V-E=0AV xE = 78—) dobijamo

ot
V x <—3B) = —V2E,
ot
odnosno
0
- B) = —VZE.
5 (V xB) \Y
. e 1 OE . .. .
Ako sada iskoristimo i uslov V x B = 20 konac¢no dobijamo, za polje E,
1 OE o
—— = E. 2.164
2 ot v ( )
Sliéno, za polje B dobijamo
LOB _ VB (2.165)
2otz ' '

§to je i trebalo dokazati.'®

19Napomenimo da se ove jednagine nazivaju Maksvelove jednagine za elektromagnetsko polje.
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Zad. 2.36. Neka je vektorsko polje F opisano relacijom F = %—’_? Izracunati:
2ty
a) VxF.
b)

%F~dr

po bilo kojoj zatvorenoj putanji. Objasniti rezultate, ako F predstavlja silu.

Resenje.

a) Krenuéemo od definicije rotora

i j k
9 9 9
VxF= Jr dy 0z |

odakle dobijamo da je rot F = 0 u bilo kojoj oblasti osim u tacki (0,0).
Dakle, vektorsko polje F je laminarno. Ako F predstavlja silu, tada je polje
sila potencijalno, a sila je konzervativna.

b) Posmatrajmo integral po zatvorenoj liniji

fF.dr:]{w,
2 + 32

Pogodno je preéi, zbog oblika linije, na polarni koordinati sistem, koji je
povezan sa Dekartovim koordinatnim sistemom relacijama

T = pcosy,
y = psing,
gde su (p, ¢) polarne koordinate. Diferenciranjem dobijamo:

dx = —psinepdy + dpcos e
dy = pcospdy + dpsin .

Sada je odgovarajuca veli¢ina, izrazena u ova dva koordinatna sistema,

—ydr +xdy

Yy
R dp=d (arctan ;) .
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C B
( S
(0 @ %o

D A

Slika 2.26:

Posmatra¢emo dva slucaja:
1) kada je koordinatni pocetak unutar zatvorene krive i
2) kada je koordinatni pocetak van zatvorene krive, vidi sliku 2.26.

Prvi slu¢aj. Posmatrajmo zatvorenu krivu ABCDA (vidi sliku) koja okruzuje
koordinatni pocetak. Pri opisivanju krive, u ovom slucaju, vrh vektora polozaja
polazi iz tacke A (r =r4, po = 0), kreée se po krivoj i ponovo se vraéa u polaznu
tacku (kriva je zatvorena !l!). Dakle, ugao se povecao za 27 (0 < ¢ < 27), pa je

liniski integral jednak
27
/ dp = 27.
0

Drugi slucaj. Za zatvorenu krivu PQRSP (vidi sliku 2.26) koja ne okruzuje
koordinatni pocetak, ugao se menja od ¢ = g u P do ¢ = ¢q posle obilaska punog
kruga. Liniski integral jednak je

¥o

/dcp:O.

$o

v
2.6.4 Mesoviti problemi

Zad. 2.37. Dat je vektor
v = (x4 2y+az)i+ (bx — 3y — 2)j + (4dx + cy + 22)k.

a) Odrediti konstante a, b, ¢ tako da je vektorsko polje potencijalno.

konstanti a, b i ¢ odredenih pod a).

Resenje.
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a)

Poci¢emo od definicije rotora

i j k
o 0
rOtV—VXV—% a—y 21

Vg Uy U

pri ¢emu je v, = v + 2y + az, vy = bx — 3y — 2, v, = 4x + cy + 2z. Odavde
sledi da je
rotv=(c+1)i+ (a—4)j+ (b+2)k.

Prema uslovu zadatka vektorsko polje je potencijalno, tj. rotv=0. Ovaj uslov
je zadovoljen ako je: a =4,b=2,¢c= —1, pa je

v=(r+2y+42)i+ 2z -3y —2)j+ (4o —y + 22)k.

Kako je
_ v 904,005 09
v=Vé= 8xl+ ay‘] + sz’
to je prema a)
9 _ 4oyt (2.166)
5y — L2 t4z .
o¢
L =9y — 3y — 2.1
oy x— 3y — z, (2.167)
o¢
5 =dr -yt (2.168)

Kako je, u ovom slu¢aju, rotv = rotgradp = 0, ovaj sistem jednacina je
integrabilan. Integraleéi relaciju (2.166) po x, smatrajuéi y i z za konstante,
dobijamo

2
¢ = % + 20y + dxz + f(y, 2), (2.169)

gde je f(y, z) funkcija koja zavisi od y i z.

Zatim jednacinu (2.169) diferenciramo po y i izjednac¢imo sa jednacinom
(2.167), pa se dobija

9¢ 9f(y,2)
=2 —= =2z — 3y — 2. 2.170
By T + ay T Yy —z ( )
Odavde je
9f(y,2)
——— =3y — =z 2.171
dy y—z ( )
Ako resimo jednacinu (2.171), smatrajuéi z za konstantu, dobijamo
3y
[y, 2) = == —yz +g(2). (2.172)

2
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Zamenom jednacine (2.172) u jednacinu (2.169) dobijamo sledeéi izraz za
trazenu funkciju

z? 3y?
¢ = +2uy 4wz + —=- —yz+g(2) (2.173)

Ponovnom diferenciranjem, sada jednacine (2.173), ali sada po z, dobijamo

%zﬁm—y—l—@g(z).

- = (2.174)

Sada desnu stranu jednacine (2.174) izjednac¢imo sa desnom stranom jednacine
(2.168), a zatim izra¢unamo nepoznatu funkciju g(z)

4:v—y+a%7(z):4x—y+2z, (2.175)
z
9g(2)
—— =2 2.1
o 2 (2.176)
g(z) = 2% + const. (2.177)

Zamenom jednac¢ine (2.177) u jednacinu (2.173) dobija se trazena skalarna
funkcija

2 32
¢:%7%+22+2xy+4xzfyz+const.

Q

Zad. 2.38. Pokazati da ako je skalarna funkcija ¢(zx,y, z) resenje Laplasove
jednacine, onda je vektorsko polje V¢ solenoidno i potencijalno.

Resenge.

Prema pretpostavci zadatka ¢ zadovoljava Laplasovu jednacinu V2¢ = 0, tj.
V- (V¢) = 0. Odavde se vidi da je V¢ solenoidno polje. Sa druge strane je uvek
V x (V¢) =0, pa je prema tome V¢ i potencijalno polje.

Q



150 2 Teorija polja

Zad. 2.39. Kako prosiriti pojam gradijenta i na vektorske funkcije?
Resenje.

Izrazimo vektor B, recimo, u odnosu na Dekartove koordinate B = By -i+ Bs -
j+ Bs -k, pa je gradB

o, 0. 0 . :
VB = (81+8J+ak) ® (Bl + B2j + Bsk) =

0B OB )
L i@i +21®J—|—831®k>

+

0B 0B O0B:-
kit —2k®j +3k®k>

Ox 0

8Bl®+B 2i+ 2550k +
e @it
(%

gde velicine i ® i, i ® j,.. ., k ® k predstavljaju tzv. jedini¢ne dijade. 2°

Velic¢ina prikazana u obliku

a1l ® 1+ asl ®J + a131 ® k+
+a21j @i+ a20) ®j+ asj @ k+
+azk ®i+azk®j+azkek

je dijada a konstante ay1, a12, a13... su njene komponente.

Q©

Zad. 2.40. Neka je vektor A prikazan u obliku A = Aji+ Asj+ Ask, a dijada ¢
kao ¢ = a11i®@i+api®j+api@k+anj®@i+anj®j+asj@k+ank®i+
a32k ® j + azsk ® k. Izracunati A - ¢.

Resenge.
Koristeéi zakon distribucije dobijamo

A-¢p=(Aii+Aj+ Ask)-p=A1i-p+ Aoj- p+ Azk - ¢

Izracunajmo prvo i- ¢. Ovaj proizvod je definisan kao skalarni proizvod jedini¢nog
vektora i sa svakim ¢lanom dijade ¢. Tipi¢ni ¢lanovi su i-a11i®1i, i-a12i®j,

20Uredeni par vektora (a, b), koji oznatavamo sa a ® b ili ab (stariji nagin oznacavanja),
nazivamo dijada ili tenzorski proizvod ili otvoreni proizvod vektora a i b. Dijada ab se
definise kao tenzor koji svakom vektoru v pridruzuje vektor (b-v)a, tj. (a® b)v = (b-v)a, gde
tacka oznacava skalarni proizvod.
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i-a01j®1,1-a32k®j, ...Ako ovo uzmemo u obzir, dobija se
i-ani®i=a(i-i)i=ai,
i-api®j=an(i-i)j=aizj,
iranj®i=uagn(i-j)i=0,
i-ak®j=a3(i k)j=0.
Dalje imamo analognu interpretaciju za j - ¢ i k - ¢, pa kona¢no dobijamo
A - ¢ =A(a11i + ar2] + a1zk) + Az(az1i + aj + agsk)+
+ Az(azii+ as2j + aszk) =
=(Ara11 + Azagr + Azaz1)i+ (Ararz + Azaze + Asasz)j+
+ (Ara13 + Azagz + Azasz)k.
Dakle, skalarni proizvod vektora i dijade A - ¢ je vektor.
Q@

Zad. 2.41. Neka su A i B vektorske funkcije, ¢ skalarna funkcija, a V operator,
izrazeni u odnosu na Dekartov koordinatni sistem.

a) Interpretirati simbol A - V, a zatim ga primeniti na skalarnu funkciju ¢.
b) Dati mogucéu definiciju (A - V)B.

¢) Da li je moguée napisati ovaj izraz i bez zagrade A - VB, a da se ne promeni
znacenje?

Resenje.
a) Neka je A = Aji+ Asj+ Ask. Tada

d d 5,
A -V =(A1i+ Asj + Ask) - (axiJr a—yj + azk)

0 0 0
=A1— +As— + A3 —
1oz + oy T4 0z
predstavlja operator. Primenom ovog operatora na skalarnu funkciju ¢, do-
bijamo

(a9 49 40N, 00, 00, 0
(A V)gzs—(Alax+A26y+Agaz)¢_Alax+A28y+A382

Ovo je isti §to i A - (V¢). Dakle, kako je
(A-V)o=A-(Vg),
to, u ovom sluc¢aju, mozemo da izostavimo zagradu, tj.

(A-V)p=A-(Vo)=A- Vo
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b) Ako u a) zamenimo ¢ sa B = Bji+ Bsj + Bk, dobijamo

) ) )
(A-V)B = <A18w + Aoy +A382> B =

OB OB OB
= A Ay Ay =

ox 0y 0z
- (Alaail +AQaaBy1 +A3aaB;) i+
+ (AlaaB; +Azaalz2 +A38£2)j+
+ (A138i3 +Aza£/3 +Aga£3) k.

¢) Iskoristimo prethodno izracunat izraz za VB (vidi zadatak 2.39)

A VB =(A1i+ Asj+ Azk) - VB =
=A1i- VB + Ayj- VB + A3k - VB

0By, 0By, 0B3 0B1, 0By, O0Bs3
=A k A k
1((’9301+ axH Ox >+ 2<8y1+ 8y']+ Oy )Jr

0By, 0By, 0Bj
+A3<8zl+ 921" 8zk)'

Odavde vidimo da je rezultat isti kao i pod b), t;j.
(A-V)IB=A.-(VB)=A VB.

Ovde smo iskoristili i rezultate zadatka 2.40.

Q©

Zad. 2.42. Ako je
A = 2yzi — 2%yj + z2%k
B = z%i + yzj — zyk
¢ = 22%yz3
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e) A x V.

Resenje.

a)

_ .o 2 9. 9. 0 _
(A.V)¢—[(2y21 z?yj + x2°k) (3x1+3y']+6zk>]¢_

B 0 o 0 5 0 9 3\
= (2y28x x y—ay +xz 82) (22%y2°) =
0z

= (2yz) (4y2") — (a%y) (2°2%) + (02%) (627y2") =

=8xy%2* — 22ty + 62°y2*.

0 0 9]
:2yz£ (2x2y23) — xzya—y (2x2yz3) +z2?— (2x2y23) =

A -V =(2yzi— z2yj + 1’221{) . <gi}1 + ?sz + g(ﬁk)
= (Qyzi —22yj+ xzzk) . (4xyz3i + 222235 + 6x2yz2k) =

=8zy?z*t — 22ty2® + 623yz?

Rezultat je isti kao i pod a). Dakle (A -V)¢ = A - V¢, kao i u zadatku 2.41, na
str.151.

c)

0 0 0
. _ 2. s Y. . o _
(B-V)A {(m i+yzj xyk) (8x1+ 8y'] + 8zk)] A=

0 0 0
— 27 = _ - —
—<x x—|—yz ” Ty z)A_

0
( LOA  OA aA)
= x 74— _—

ox vz dy xyg
=x (—2xyj + sz) +yz (Zzi — a:2yzj) — 2y (2yi + 222k) =
= (2y22 — 2:Uy2) i— (2$3y + x2yz)j + (x222 — 2;v2yz) k.
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0 0 0
— s 2 2 9., 0. 0
(Ax V)¢ = [(2y21 TY)+xz k) (&C + 8y‘]+ azk)] ¢ =
i j k
2yz —xly x2?|,
|29 97T
oz oy 0z

9¢ 9¢ o 0P\ .
2,02 2
( v yaz v 8y> ! (xz oz — 2 3z)‘]+

4:E2yz 12x2 2,3

—~ o~~~

4x2yz4 + 4x3y223) k.

A x V¢ = (2y2i — 2°yj + 22°k) x <8¢ +87¢ +87¢ )
i J k
| 2yz 2Py x2?|
= B " 0|
oxr Oy 3z

0z

+
=— (62'y®2” +22%2°) i+
+

—~ —

4a2yzt 4 4a3y? 3)k

Uporedivanjem sa d) vidimo da je (A x V)¢ = A x V.
Q
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2.6.5 Invarijanta

Zad. 2.43. Dva Dekartova koordinatna sistema zyz i x'y’z’, sa zajednickim
koordinatnim pocetkom, rotiraju jedan u odnosu na drugi. Odredi veze izmedu
koordinata proizvoljne tacke P izrazene u odnosu na ova dva koordinatna sistema
(koordinatne transformacije).

Resenge.

Neka su r i r’ vektori polozaja tacke P u ova dva sistema. Posto ovi koordinatni
sistemi imaju isti koordinatni pocetak, to je OA = r = r’/, preko komponenti (u
odnosu na koordinatne sisteme)

21 +yj + 2k = xi+yj+ zk. (2.178)
Ako jednacinu (2.178) pomnozimo naizmenuéno sa i’, j’, k', dobijamo
o' =lx + ligy + b3z,
Y =lo1 + Lygy + Lo32, (2.179)
2 =lg12 + L3y + U332,
gde je: £11 =i -1, l1po=1"j,...,l33=k -k
Q@

Zad. 2.44. Dokazati da je
i =l111 + l12) + 13k,
J' =lori+ l0) + la3k,
k' =031+ 30§ + l33k.

Resenge.
Svaki vektor v/ u sistemu S’ moZemo izraziti preko ortova sistema S i, jik
v =ai+ 3j+k,
pa to vazi i za ortove sistema S’, tj.
i' = aii+ Bij + 1k, (2.180)
J' = ol + Baj + 12k,
k' = azi+ B3j + 13k

Odredimo prvo koeficijente a1, 81,71. Mnozenjem jednac¢ine (2.180) naizmeni¢no
sa i, j, k, dobija se

i/~i:o¢1:€11,
o/ .

i'-j=p01 =100,
i k= =l
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Na ovaj nacin dokazali smo prvu trazenu jednacinu
i' = 11+ o] + lisk.

Ostale dve se dokazuju na slican nacin.

Napomenimo da, radi preglednijeg prikaza ovih relacija, ove zavisnosti mogu da
se prikazu tabelarno

35 || Lo | loo | Lo
5| l31 | l32 | £33

Zad. 2.45. Dokazati da je

m i n uzimaju vrednosti 1,2, 3.
Resenge.
Slicno, kao u zadatku 2.44, mozemo da pokazemo da je:

i=01i + lj' + l31K,
J =o'+l + U3k,
k =l131" + losj’ + l53K/,

pa je:

i-i=1=(lui 4+l + lak') - (Cai' + lorj + l51K') =
3
=lh + 0, + 6, = mefm,
p=1
i-§=0=(l1i + lo1j + l31K') - (Croi’ + laoj + l32k') =
3
=l11412 + la1la2 + l13030 = nglgzﬂv
p=1
ik =0=({11i' + 1] + ls1K') - (0131 + Losf + l33k) =

3
=l11013 + la1023 + l31033 = nglgpii-
p=1
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Dakle, za m = 1 dokazali smo da vazi polazna relacija. Na isti na¢i pokazuje se
tac¢nost relacije za m =2,3in=1,2,3.
Iskoristivsi Kronekerov simbol

5 — 1, za m=mn,
mrT o0, za m#n,

prethodni rezultat moze da se napiSe u obliku

3

p=1

Q

Zad. 2.46. Ako je v = 22%i — 3yzj + 222k i ¢ = 2z — 23y, nadi:
a) v-Ve,
b) vx V¢
u tacki A(1,—1,1).
Rezultati.
a) b, b) 7i—j — 11k.

Zad. 2.47.

!
Dokazati da je V f(r) = / (T)r.
r

Q

Zad. 2.48. Ako je U diferencijabilna funkcija od z, y, i z dokazati da je

VU -dr = dU.

Q

Zad. 2.49. Neka je F' diferencijabilna skalarna funkcija od x, y, z, i ¢ pri ¢emu su
x, vy, 1 z diferencijabilne funkcije od ¢t. Dokazati da je

dF  OF dr

o VP
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Zad. 2.50. Ako je v konstantan vektor, pokazati da je V(r-v) = v.
Q@

Zad. 2.51. Ako je v =wv1i+ voj + vsk , pokazati da je

dv = (Vuy - dr)i+ (Vg - dr)j + (Vs - dr)k.

Q©

Zad. 2.52. Nadi prirastaj funkcije ¢ = 4r23 — 32%y%2 u tacki A(2,—1,2) u pravcu
vektora n = 2i — 3j + 6k.

Rezultat.

376/7.
v

Zad. 2.53. Nadi prirastaj funkcije ¢ = 4e**~Y™* u tacki A(1,1,—1) u pravcu

druge tacke B(—3,5,6).
Rezultat.
~20/9
@

Zad. 2.54. U pravcu kojeg vektora, iz tacke A(1,3,2), prirastaj funkcije ¢ =
2xz — y2 je najveéi? Koliki je taj prirastaj?

Rezultati.
v = 4i — 6j + 2k, 2v/14.
Q

Zad. 2.55. Naéi ugao izmedu povrsi zy?z = 3z + 22 i 322 — 2 + 22 = 1 u tacki
A(1,-2,1).

Rezultat.

arccos —-.
14

Q

Zad. 2.56. Nadi konstante a i b tako da povrs ax? —byz = (a+2)z bude normalna
na povrs 4oy + 2% = 4 u tacki M(1,-1,2).
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Rezultat.
a=5/2,b=1.

Zad. 2.57.

a) Funkcije u(z,y, 2), v(z,y, z) i w(z,y, z) su funkcionalno zavisne (F(u,v,w) =
0) akko je Vu - Vv x Vw = 0. Dokazati.

b) Izraziti Vu - Vv x Vw = 0 u obliku determinante.

c) Dali su funkcije: u =z +y+ 2z, v=2?+y?+ 22 iw = zy+yz + zz zavisne?

Rezultati.
or Jdy 0z
b |0 00 oo
Oxr 0Oy Oz
ow w  Jw
or Oy 0z
1 1 1
¢) Da, jer je u ovom slucaju | 2x 2y 2z | = 0. Njihova funkcionalna

y+z x+z2 yYy+=z
zavisnost je oblika u? — v — 2w = 0.

Zad. 2.58.
Ako je A = 3xyz?%i + 2293 — 2%yzk i ¢ = 32% — yz nadi:

a) V- A,

b) A -(Ve),

c) V- (oA),

d) V- (V¢), u tacki (1,-1,1).
Rezultati.

a)4, b)—15, ¢)1, d)6.
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Zad. 2.59.
_ & 2df
T dr2 o dr’

b) Naéi f(r) tako da je V2f(r) = 0.

a) Dokazati da je V2f(r)

Rezultat.
b) f(r) = A+ B/r, gde su A i B konstante.
Q

Zad. 2.60. Pokazati da vektorsko polje
A = (227 + 8zy?2)i + (32%y — 3wy)j — (4dy?2? + 22°2)k
nije solenoidno polje, dok B = zyz2A jeste.

V)
2.6.6 Integrali, integralne teoreme

Zad. 2.61. Nadi povrsinu elipse.
Resenje.

Povrsina P bilo koje ravne povrsi S jednaka je

P= // dxdy.
s

Neka je povrs S ogranic¢ena zatvorenom krivom C, tada je prema Stoksovoj teo-

:21
1
P://dxdy:§7{xdy—ydx.
s c

remi
Prelaskom na polarne koordinate z = a cosf, y = bsin 6, dobijamo
1 2T
1
P= 5% xdy — ydx = 3 /(a cosB)(beos8)df — (bsinf)(—asinb)dd =
c
0

2w 27
1 9 . 9 1
B ab(cos” 0 + sin” 0)df = 3 abdf = 7ab.Q
0 0
0Q oOP L. . . ..
2A(r ol dzdy = § Pdz + Qdy. U posebnom slu¢aju kada je P =0 i Q = z, dobija
z Y e}
se {gf dedy = gxdy. U sluéaju kada je P = —y, a Q@ = 0, dobija se gf dxdy = féfydx.

Sabiranjem ovih integrala dobijamo 25 = § zdy — ydz.
C
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Zad. 2.62. Posmatrajmo kretanje materijalne tacke (Cestice) M pod dejstvom
centralne sile. 22 Diferencijalna jednac¢ina kretanja ¢estice M, mase m se tada
moze prikazati u obliku

d*r

m— = f(r)r

di2 f( ) 05
gde je r vektor polozaja ¢estice M meren u odnosu na koordinatni pocetak O, rg
je ort vektora r, a f(r) je funkcija rastojanja tacke M do O.

a) Interpretirati fizicki smisao izraza f(r) < 01 f(r) > 0.

d
b) Pokazati da je r x d—; = ¢, gde je ¢ konstantni vektor.

¢) Dati geometrijsku i kinematic¢ku interpretaciju rezultata pod (b).

d) Povezati prethodni rezultat sa kretanjem planeta u nasem suncevom sistemu.

Resenge.
o dr . G
a) Za f(r) < 0, ubrzanje el je vektor suprotan vektoru r, dakle sila ima smer

od M ka O, pa na Cesticu deluje privla¢na sila iz tacke O.

Ako je f(r) > 0, onda sila ima smer od tacke O ka M i na ¢esticu deluje
odbojna sile iz O.

d2
b) Pomnozimo vektorski obe strane izraza maE = f(r) ro, sa leva, vektorom r.
Dobija se
d’r
mr X — = f(r)r xro =0,
de2 f( ) 0

jer su r i rg kolinearni, tj. r x rg = 0. Odavde

a2
mr X dit;‘ = 07
odnosno
4 r X dry _ 0
dt dt
Integraljenjem se dobija
dr
- = 2.181
rx - =¢ ( )

gde je ¢ konstantni vektor.

22Gila ¢iji pravac prolazi kroz fiksnu tacku O prostora (centar sile) naziva se centralna sila.

centra.
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¢) U vremenskom intervalu At Cestica se pomerila iz polozaja M u N. Povrsina
koju "prebrise” vektor polozaja, u tom vremenskom intervalu, priblizno je

jednaka polovini povrsine paralelograma sa stranicama r i Ar tj. 51‘ X Ar.

V4

x rArN
M

Slika 2.27:

Onda je priblizna povrsina, koju ”prebrise” vektor polozaja u jedinici vre-
Ar

At

. 1 . -
mena, jednaka §r X . Odatle je trenutna promena povrsine po vremenu

1 dr 1
gde je v trenutna brzina cestice. Velicina H = ir X i 51‘ X V, naziva se
sektorska brzina. Kako je sektorska brzina konstantna, u slu¢aju centralnih

sila (vidi (2.181)), to je

1
H= ir X % =,
. . 1 dr
gde je ¢ vektorska konstanta. Kako jer -H = r - 51‘ X )= 0 (uslov

komplanarnosti) to sledi da se tacka kreée u ravni. Naime, kako je H kon-
stantno to sledi da ovaj vektor ne menja svoj pravac. Medutim, ovaj vektor
je upravan na ravan koju ¢ine vektori r i v, pa zaklju¢ujemo da se tacak krece
u ravni sa normalom u pravcu H.

d) Planetu (kao $to je Zemlja) privlaci Sunce po Njutnovom zakonu gravitacije
koji glasi: bilo koja dva tela mase m © M se medusobno privlace silom

F:fme

7"2 ro,
gde je r rastojanje izmedu srediSta tela, a v univerzalna gravitaciona kon-
stanta. Neka su m i M mase planete i Sunca respektivno. Izaberimo koordi-
natni sistem sa pocetkom u O, postavljen u centru Sunca. Onda je jednacina
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kretanja planete pod uticajem Sunca

d’r _ ymM
m@ - r2 ro,
ili
d*r oM
a T T E

Prema c) planeta se kreée oko Sunca tako da njen vektor polozaja prelazi
jednake povrsine za isto vreme. Ovaj zakon poznat je u literaturi kao drugi
Keplerov zakona (zakon jednakih povrsina).

Q

Zad. 2.63. Pokazati da se planeta krece oko Sunca po elipsi, pri ¢emu je Sunce u
Zizi te elipse.

Resenje.
Kako je
r=rro,
to je
dr drg dr

EZV:’I’E‘FEI‘[).
Iz prethodnog zadatka imamo
d’r  dv yM
@ = E = 77‘721'0, (2182)
kao i
rxv=2H=h. (2.183)

Onda je
_ drg dr o drg
h =rrg x (Tdt + dtr0> =7r°rg X TS (2.184)
Ako jednacinu (2.182), pomnozimo, vektorski sa desna, sa h i koristedi (2.184) i

zadatak 1.4d na str. 56, dobijamo

dv M dr
Exh:_%roxh:_’yMrox (I‘Oxdto)
dI'() dI‘O dI‘o
- ~M .0 —_ crg)— | =AM — 2.1
Y [(I‘o t>1‘o (ro - 1o) dt} Y ar’ (2.185)
d
jer je g -ro = 0 (vidi zadatak 1.25 str. 69). Kako je h konstantan vektor, onda
je
dv

d
axh—&(vxh),
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pa je, na osnovu (2.185),

dI‘O

d

(2.186)
Integracijom relacije (2.186), dobija se
v x h=+vMrg + p,

gde je p proizvoljan konstantni vektor. Odavde, skalarno mnozedi sa r, dobijamo

r-(vxh)=yMr -ro+r p=
=yMr+rrg -p=yMr+rpcost

Slika 2.28:

gde je 8 ugao izmedu p i ry, a p intenzitet vektora p.
Posto je
r-(vxh)=rxv.-h=h h =4
imamo A2 = Mr + rpcosf i
B A2 B h%/yM
"= yM 4 pcos® 14 (p/vM) cosf’

(Ova jednadina predstavlja jednacinu elipse u odnosu na polarno cilindriéni koordi-
natni sistem, sa pogetkom u ZizZi elipse.

@

Zad. 2.64. Ako je v = (322 + 6y)i — ldyzj+ 20222k, odredi [ v - dr od tatke
0{0,0,0) do A(1,1,1) duz krive ¢ koja je odredena:



2.6 Zadaci 165

a) parametarskim jednacinama x = t, y = t2, z = t3,

b) linijom OBCA, pri ¢emu su delovi linije OB, BC' i C'A duzi, a koordinate
tacaka na ovoj liniji su: O(0,0,0), B(1,0,0), C(1,1,0), A(1,1,1),

¢) pravom linijom koja prolazi kroz tacke 0(0,0,0) i A(1,1,1).

Resenge.

Za dato vektorsko polje v je

/v-dr:/[(3x2+6y)i—14yzj+20x22k}-(dxi+dyj+dzk)

(& c
= /(3332 + 6y) doz — 14yz dy + 20x2% dz.

a) Tackama O(0,0,0) i A(1,1,1) krive ¢ odgovaraju vrednosti parametara t = 0
it =1, respektivno. Onda je

/v~dr:

C

(3% 4 6t2) dt — 14(%)(£3) d(t?) 4 20(t)(3)* d(t?)

9¢2dt — 28t5 dt + 60¢° dt

— L O O~

= [ (9t* — 285t 4+ 60t) dt

b) Kako je
c C1 Cc2 C3

gde je ¢ = ¢1 U ¢y Ucs, to ¢emo liniju OBC A da podelimo na delove:

- duz ¢1, koja spaja tacke O(0,0,0) i B(1,0,0), a lezi na z osi, pa je y = 0,
z=0,dy=0,dz =0, a x se menja od 0 do 1;

- duz cq, koja spaja tacke B(1,0,0) i C(1,1,0), a lezi u ravni xy paralelno sa
yosom, pajex =1 2=0,dr=0,dz =0, ayse menja od 0 do 1;

- duz c3, koja spaja tacke C(1,1,0) i A(1,1,1), a lezi u ravni paralelnoj sa
ravni yz i paralelna je sa z osom, pajex =1, y=1,dz =0,dy =0, a z se
menja od 0 do 1.
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C/(l,l,O)

Slika 2.29:

Izra¢unajmo sada integrale po ovim delovima, tj. po c1, ¢o i c3. Tada je

1 1 1
I = / = /(3332 4+ 6(0)) dz — 14(0)(0) 0 + 202(0)? 0 = /39;2 de =23 =1,
c1 0 0 0
1
I = / = /(3(1)2 +6(y)) 0 — 14y(0) dy + 20(1)(0)?0 = 0,
c2 0
1 1 . 1
I3 = / = /(3(1)2 +6(y)) 0 — 14(1)(0) 0 +20(1)(2)* dz = /20z2 dz = % = 23—0.
cs 0 0 0
Konacno, sabirajuéi ova tri integrala dobijamo
IiflJrIerIg:/V~dr:1+0+2§0:§.

¢) Prava linija, koja prolazi kroz tacke 0(0,0,0) i A(1,1,1), u parametarskom

obliku, moze da se predstavi: x = y = z = t. Tackama O i A odgovaraju
vrednosti parametara t = 01t = 1, respektivno, pa je

/v~dr:

c

(3t% + 6t) dt — 14(t)(t) dt + 20(t) () dt

1
, 1
(3t? + 6t — 14t* + 20t3) dt = /(Gt — 112 +20%) dt = ;
0

S

Napomenimo da ovi primeri pokazuju da vrednosti krivolinijskog integrala zavise
od putanje (linije) po kojoj se integrali, a koja prolazi kroz zadate tacke.

Q
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Zad. 2.65. Neka je sila F = 3zyi— y?j. Izracunati rad ove sile J F-dr duz krive
¢ u zy ravni, zadate jednacinom y = 222, od tacke O(0,0) do A(1,2).
Resenje.

Posto se integracija vrsi u xy ravni, onda je dr = dz i+ dy j, pa je rad

/F'dr:/(%yi—fﬂ)-(dwi+dyj):

C C

:/?mcy dz — 12 dy.

c

Uvedimo parametar t tako da je z = t. Parametarska jednacina krive c je x =t
i y = 2t%. Tackama O(0,0) i A(1,2) odgovaraju vrednosti parametra t =01it =1,
respektivno. Onda je dx = dt i dy = 4tdt, pa je

/F~dr:

(&

3(t)(2t%) dt — (2t)? 4tdt =

(6t — 16t°) dt = —%.

S O~ _

Q

Zad. 2.66. Neka je F = V¢, gde je ¢ jednoznacna skalarna funkcija koja ima
neprekidne parcijalne izvode do drugog reda.

a) Pokazati daintegral [ F-dr, ra¢unat izmedu tacaka Py (z1,y1,21) i Pa(22, Y2, 22),
C
ne zavisi od izbora puta izmedu tih tacaka.

b) Obrnuto, ako je integral [F - dr nezavisan od puta ¢ izmedu bilo koje dve

C
tacke, tada postoji funkcija ¢ takva da je F = V¢. Dokazati.
Resenje.

a) Oznacimo integral f F - dr, izmedu tacke P i P, sa Ajo, tj.
(&3

A12=/F-d1‘.

C



168

2 Teorija polja

Prema pretpostavci je F = V¢, pa je

gde je d ¢ totalni diferencijal (vidi zad.2.48, str.157), pa je

Ag = ¢(P) — ¢(Pr) = d(w2,y2, 22) — ¢(x1,y1, 21)-

Dakle, integral Ai> zavisi od pocetne i krajnje tacke puta, a ne i od puta
izmedu ovih tacaka.

Neka je F = Fyi+ Fbj + Fsk. Onda je integral duz krive ¢, izmedu tacaka
Pi(z1,y1,21) 1 P(x,y, 2),

(:L’,y,z) (av,y,z)
o(x,y,2) = / F.dr = / Fidx + Fody + Fsdz.

(z1,y1,21) (z1,91,21)

Odavde sledi da je

(z4+Az,y,z) (z,y,2)
o(x + Az, y,2) — d(x,y,2) = / F.dr - / F.dr =
(z1,91,21) (z1,91,21)
(z1,y1,21) (z+Awz,y,z)
= F.dr+ / F.dr =
(z,y,2) (1,y1,21)
(x+Az,y,z) (z+Az,y,z)
= F.dr = / Fidx + Fody + Fsdz.
(.y,2) (z.y.2)

Kako poslednji integral, prema pretpostavci, ne zavisi od putanje izmedu
tacaka sa koordinatama (z,y,2) i (x + Az,y, z), to mozemo da izaberemo
za putanju pravu liniju, koja prolazi kroz ove dve tacke, pa je dy = dz =0
(prava je paralelna sa x osom, vidi sliku 2.31). Tada je
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0,y,2)

//y P (x,3,2)
* Q

(et+Ax,y,2)

y

Slika 2.30: Rad duz x ose

z P, (x,+Ax,y;+Ay,z,+Az)
Az
Yy
%( Py X1,Y1,21)
x
Ay

Slika 2.31: Rad od tacke P; do P»

(z+Az,y,z)

¢($ + Am,y, Z) - (b(xvya Z) = / Fldx

(z,9,2)
Odavde dobijamo
St Arys) = oy _ 1 [
x+ T,Y,z) — z,Y,z _
(z,9,2)

(2.187)

Ako sada primenimo teoremu o srednjoj vrednosti na prethodni integral, do-

bijamo
(z4+Az,y,z)
Fide = AzFy(x + 0Ax,y,2), 0<6<I1.

("E7y7’z)

(2.188)

Zamenom relacije (2.188) u (2.187), a zatim pustajuéi da Az — 0, dobijamo

9¢ _

= F.
ox !

(2.189)
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Na isti nacin dobijamo da je @ =Fyi @ = F3. Konac¢no
oy 0z
9. 94, 09
F=—i+—j+——k=Vo¢.
8:61 + ay'] * 0z Ve

Napomena. Ako je F polje sile, tada u mehanici integral [ F - dr predstavlja rad

(&
sile. Sile ¢iji rad ne zavisi od putanja, koje prolaze kroz tacake P, i P», nazivamo
konzervativne sile, a odgovarajuée polje konzervativno polje.

Q

Zad. 2.67. Posmatrajmo vektorsko polje F.
a) Neka integral [ F-dr ne zavisi od puta. Dokazati da je tada
rot F(=V xF) =0.

b) Obrnuto, ako je V x F = 0, dokazati da je F konzervativno polje.

Dokaz.

a) Ako je F konzervativno polje, tada je F = V¢, prema (2.56) (vidi str. 93),
pa je rot F = 0 (vidi (2.69), str. 100).

b) Obrnuto, neka je V x F = 0, onda je

i 5k
9 90 91 _,
or Oy 0z|
F, F F

odnosno

OFy _OF, OR _OF OF: _OF .
oy 0z 0z 0x’ Ox Oy
Iz prve od ovih jednacina sledi da je

o 0
Fg:@%: i F2:a—§, gde je p = p(x,y, 2).

Drugu jedna¢inu mozemo da napisemo u obliku

OFy 9 0p 0 0y

B2  9r 9z 020z
odakle sledi
_ 9

F, = .
Y7 or
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Prema tome je

0 0 0
F=HRi+FKBj+FBk= —d)i—l—ﬁj—kﬁk:ng.
Ox Jy 0z

Dakle, polje F je konzervativno akko je rotF =V x F = 0.
V)

Zad. 2.68. Pokazati da je sila F = (22y + 2%)i + 2%j + 3222k konzervativna i nadi
skalarni potencijal tog polja. Naéi rad potreban da se objekat (materijalna tacka)
pomeri iz tacke P(1,—2,1) u tacku Q(3,1,4).

Resenge.
Kako je
i j k
0 0 0
F= — — —|=0
VX ox 6‘g 0z
2ry + 22 x®  3wz?

sledi (vidi definiciju (2.47) na str. 92) da je sila F konzervativna, odnosno vektorsko
polje F potencijalno, tj. F = V¢ ili Vo = (22y + 23)i + 22%j + 322°k.

o¢

oy 2+ 23 (2.190)
% =z (2.191)
% =3x2%. (2.192)
Integracijom (2.190) dobija se
=2y + 22 + fly,2). (2.193)

Ako jednacinu (2.193) diferenciramo po y, dobijamo

8¢) 2 af(y7 Z)
9 _ . 2.194
oy T Jy (2.194)
Iz jednacina (2.194) i (2.191) sledi
0.2 _, (2.195)

Resavanjem jednacine (2.195), dobija se

f(yaz) =c1+ g(z)7 (2196>



172 2 Teorija polja

gde je ¢; - integraciona konstanta. Iz (2.196) i (2.193) dobija se
=2’y + 225+ g(2) + 1, (2.197)

Diferenciranjem jednacine (2.197) po z, dobija se

0f(y,2) _ o o 99(2)
9 3xz® + 9 (2.198)
Iz jednacina (2.192) i (2.198) dobija se
dg(2)
=0. 2.1
"= =0 (2.199)

Resavanjem jednacine (2.199) dobija se,
9(2) = c2, (2.200)

gde je co - integraciona konstanta.
Zamenom ¢(z) iz (2.200) u jednac¢inu (2.197) dobija se krajnje resenje

¢ =2y +ax+c,

gde je ¢ = c1 + co proizvoljna konstanta.
Rad A sile F je

A= | F-dr

T—0

Q
/ny—f—z dx+x2dy+3x2 dz
P
Q

(3,1,9)
/dmy+xz =2y + a2 =202
(1,-2,1)

Rad se moze izracunati i kao razlika potencijala

Q Q
A= /Vgo- dr = / dy = ¢(Q) — ¢(P) =201 — (—1) = 202. (2.201)
P P
@
Py
Zad. 2.69. Pokazati da ako integral [ F -dr ne zavisi od puta izmedu bilo koje

Py
dve tacke Py i P, date oblasti, onda je § F - dr = 0 za zatvorenu krivu liniju i
obrnuto.
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Resenje.

Neka je Py AP, BP; zatvorena kriva.

y
A P,
Pl B
O x
Slika 2.32:
Onda je
\%F . dI‘ = / F . dI‘ =
PLAP,BP;
= / F.dr+ / F-dr=
P AP, P,BPy
= / F.dr— / F.-dr =0,
PIAPQ Pl BP2
jerje [ = [ na osnovu uslova zadatka da vrednost integrala ne zavisi od

Py,AP, P,BP;
puta izmedu tacaka Py i Ps.

Obrnuto, ako je § F - dr = 0 onda je

O:%F~dr: / F.-dr = / F.-dr+ / F.dr =

PLAP,BP; PLAP, P,BP;
= / F-dr — / F -dr.
PlAPQ PlBP2
Odatle je
/ F.-dr = / F - dr.
PiAP, P,BP,

Q
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Zad. 2.70. Neka je F = Fii + Fbj + Fsk.

a) Dokazati da je potreban i dovoljan uslov da bi Fydz + Fody + F5dz bio totalni
diferencijal da je V x F(=rotF) = 0.

b) Dokazati da je
(y?23 cosx — 4o 2)dx + 223y sinxdy + (3y?2% sinz — x)dz

totalni diferencijal neke finkcije ¢. Naéi tu funkciju.

Resenge.

a) Uslov je potreban. Tada je

Fidz 4 Fody + Fydz = do = %dx + @dy + %dz,
Ox dy 0z

totalni diferencijal funkcije ¢(z,y, z). Odavde sledi da je

_9 o¢ 9
Fl_al" F2 8ya F3 82
pa je
0 0
F=FNi+kKj+ Fsk= ¢1+£J+£k V.
Ox y 0z

Prema tome je (vidi (2.69), str. 100)

VxF=VxVé=0.

Uslov je dovoljan. Tada uslov V x F = 0 vazi, odakle sledi F = V. Dakle

F.-dr = Vp-dr =dy
(vidi zad.2.67 na str.170).
b) Neka je
F = (y?2° cosz — 42°2)i + 223y sinzj + (3y? 2% sinx — 2*)k.

Proverom se dobija da je V x F = 0, pa prema uslovu pod a), postoji funkcija
¢ takva da je

d¢ = 6¢d +%§d + g—qbdZ*Fldengderngz

odnosno

(y%23 cos & — 4a2)dx 4 223y sina dy + (3y*2? sinz — 2*)dz = dé.
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Na nacin kao u primeru 2.68, str.171, pokazuje se da je

¢ =y?23sinz — z*z + const.
Q@

Zad. 2.71. Neka je F konzervativna sila, tj. F = —V¢. Pretpostavimo da se
Cestica konstantne mase m kreée u tom polju. Ako su A i B bilo koje dve tacke, u
tom prostoru, dokazati da je

o(A) + %mv% = ¢(B) + %mv%

gde su vy i vp brzine Cestice u tackama A i B, respektivno.
Resenje.

Prema drugom Njutnovom zakonu je

F—ma—md—zr—md—v
ST ez at
Kako je
dv m d d /1
F — v _ il 2 - 2
VETE YT 2 dt() dt<2mv)’

to integracijom, od tacke A do B, dobijamo

B B 4 B Bd .
r
F.dr= | F-—dt= | F- = [ —( Zmv? =
/ dr / dtdt / vdt /dt <2mv>dt
A A A

A
7 1 " 1 1
m
= /d <2mv2> = Evg = Emv% §mv§‘. (2.202)
A A
Kako je F = —V¢ to je
B B A
/F-dr:—/v¢-dr:/d¢:¢(A)—¢(B). (2.203)
A A B
Porededi relacije (2.202) i (2.203) dobijamo
L oo 1 4
¢(A) = ¢(B) = gmup — omvy =

o(A) + %mv% = %vaB + ¢(B).
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1
Napomenimo da se ¢(A) zove i potencijalna energija u tacki A, a imvi je
kineticka energija cestice u tacki A. Rezultat pokazuje da je ukupna energija, tj.
zbir kineticke i potencijalne, u tacki A jednaka ukupnoj energiji u tacki B. Zakon
odrzanja energije, u ovom obliku, vazi samo za polje konzervativnih sila.

Q©

Zad. 2.72. Neka je data skalarna funkcija ¢ = 2xyz? i vektorsko polje F =
xyi — zj + 22k, a c je kriva u parametarskom obliku: = = t2, y = 2, z = t>. Vreme
se menja u intervalu ¢ € [0, 1]. Izrac¢unaj linijske integrale:

a) [ ¢dr,

b) [F xdr.

Resenge.
a) Izrazimo ¢ preko parametra t:
b = 2xyz? = 2(t%)(2t)(£3)? = 4.
Kako je
r =zi+yj + 2k,
to je dr, izrazeno preko t:

dr = (2ti + 2j + 3t°k) dt.
Onda je

1

/¢dr :/4t9(2ti + 2 + 3t%k)dt =
c 0

1 1 1
8., 4
:i/8t10dt +j/8t9dt+k/12t“dt = ﬁi+ 5j+k.
0 0 0
b) Sli¢no kao pod a)
F=uayi—zj+2’k = F=2831-t3+t'k
Onda je
F x dr = (2631 — £3j + t'k) x (2ti + 2j + 3t°k)dt =
i j k
=| 288 3 t*|=[(=3t° — 2tHi+ (265 — 6t°)j + (4> + 2tH)Kk]dt
2t 2 3t?
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1 1 1
/Fxdnﬂ/pﬁﬁ—mﬂw+j/@ﬁ—&%&+k/@§+%ﬂ&:
c 0 0 0

9. 2. 7
A S
03 T;

Zad. 2.73. Neka je dato polje sile
F = (y?cosz + 2°)i + (2ysinx — 4)j + (3227 + 2)k.
a) Dokazati da je F konzervativna sila.
b) Nadi skalarni potencijal ¢ sile F.
¢) Nadirad potreban da bi se ¢estica, pomerila u tom polju, od tacke A(0,1, —1)

do B(r/2,—1,2).

Rezultati.
b) ¢ = y?sinz + 223 — 4y + 2z + const, c¢)15 + 4.

Zad. 2.74. Dokazati da je F = r2r je konzervativna sila i naéi skalarni potencijal.

Rezultat.
4
= TZ + const.

Zad. 2.75. Neka je E =rr.

a) Da li postoji funkcija ¢ koja zadovoljava E = —V¢? Ako postoji, nadi je.

%E~dr,

(&

b) Izracunati

ako je c¢ bilo koja jednoznacna zatvorena kriva.

Rezultati.
3
a) ¢ = 3 + const, b) 0.
Zad. 2.76. Pokazati da je

(22 cosy + zsiny) dz + (rzcosy — x?siny) dy + xsiny dz,
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totalni diferencijal. Odavde resi diferencijalnu jedna¢inu
(22 cosy + zsiny) dz + (zzcosy — z?siny) dy + xsiny dz = 0.

Resenje.

22 cosy + xzsiny = const.

Zad. 2.77. Neka je F = (z +2y)i — 3zj + zk, ¢ = 4o + 3y — 2z, a S oblast povrsi
2z +y + 2z = 6 ogranic¢ena ravnima x =0, z = 1, y = 0 i y = 2. Izracunati sledece

integrale:
//(VxF)-ndS.

a)
S
/ $nds.

S

Rezultati.
a) 1, b)2i+j+2k.

Zad. 2.78. Neka je F = (222 —32)i— 22yj — 42k, a V zatvorena oblast ogranicena
ravnima z =0, y =0, 2z = 01 2z + 2y 4+ z = 4 izracunati:

a)
[ffi o
\%4
/ / / (V x F)dV.
14

Rezultati.

%) 8/3, b) 20~ k).

Zad. 2.79. Izracunati integral

(2,1)

/ (10z* — 22y®) dz — 32%y* dy,
(0,0)
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duz puta z* — 6zy3 = 4y°.
Resenje.

Moze da se pokaze da je M(z,y)dx + N(z,y)dz je totalni diferencijal ako je
OM  ON

9 = o 23 U ovom primeru je M = 10z* -2z i N = —322y2, sto zadovoljava
x Y
oM ON
uslov Tl pa je (10z* — 229?)dx — 322y? dy totalni diferencijal funkcije
x Y

=225 — 2%y3. Odatle je

(2,1) (2,1)
/ (10z* — 22y®) dx — 32%y* dy = / de =
(0,0) (0,0)

_. @1 _ 2,3 ((2,1) _
—w‘(oo)—%c =27 (0.0 60.

Zad. 2.80. Pokazi da je provrsina ograni¢ena prostom zatvorenom linijom C' data

sa
1
57{xdy—ydx.

(o]

Resenje.

Prema Stoksovoj teoremi (relacija (2.90), str. 104) je

%xdy ydx—// (5‘x y( y)) dz dy
:24/ dxdy = 24,

gde je A trazena povrsina. Odavde je

1
A= ij{xdy ydz.
C
23
af = ae + Loy = dia, e+ Ny,
2 2
N9y lo L O N O oM
ox dy oxdy y Oyox ox

oN _ om
gy ~ Oz



180 2 Teorija polja

Zad. 2.81. Izracunati

7{(3/ —sin z) dz + cos x dy,
c

gde je C trougao, prikazan na slici 2.33:
a) direktno,
b) primenom Stoksove teoreme u ravni.

y
B (w/2,1)

0 A (Tc/Q,O) x

Slika 2.33: Putanja integracije

Resenje.

a) Duz OA, y =0, dy = 0 integral je

/2 /2 /2
/(O—Sinx)dx—i—cos:r(O):/—sinxdx:cosx =-1.
0 0 0
Duz AB, x = /2, dx = 0, integral je
1
/(y— 1)(0) + 0dy = 0.
0
2 2
Duz BO je: y = —x, dy = —dz, pa je integral
T 7r
0 0
2z . 2 x2 2 . s
— —sinz | de+ —coszdx = — +cosx+ —sinz =1—-—--
s us s T 4
/2 /2
. U . T 2 T 2
Prema tome, integral duz krive C'je =—-14+0+1——- — — = —— — —.
4 7 4 7
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b) Prema Stoksovoj teoremi (relacija (2.90), str. 104) je

fM:cydx—!—nydy—//(aN—W) dxdy.

M N
Kako je u naSem slucaju: M = y—sin z, N = cos z, 88 =1, 88— = —sin z,
x

to dobijamo

}I{de—l—Ndy—//(aZV—W) dxdy—//—smx—l dxdy =

/2| 2z/m /2 2z /T
:/ /(—sinm—l)dy dx:/(—ysinx—y) dx
z=0 [y=0 =0 0
w/2 /2
2x . 2z 2 . x? / T 2
= ——sinez— — | de =——(—zcosz+sinz) — — =————.
m 0 ™ s 4 7
=0 0
Kao sto vidimo rezultat je isti kao pod a).
Zad. 2.82. Dokazati da je
%M dx + Ndy =0,
ON oM
za svaku zatvorenu krivu C' u prosto povezanoj oblasti akko — = T vazi u
T Y

¢itavoj oblasti.
Dokaz.

Pretpostavimo da su M i N neprekidne funkcije koje imaju neprekidne par-
cijalne izvode svuda u oblast R, koja je ograni¢ena krivom C. Onda je, prema

Stoksovoj teoremi
ON OM
M Ndy = el .
j{ dz + Ndy //(8x ay)dxdy
C R

M N
Ako je oM = ON u oblasti R tada je
oy Or

%de-i—Ndy:O.
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Obrnuto, neka je

fde+Ndy:07
C

za svaku krivu C.
Pretpostavimo da postoji bar jedna tacka P iz R za koju je

Tada je ovaj izraz razli¢it od nule i u nekoj okolini A tacke P, zbog neprekidnosti
funkcija M i N. Ako je kriva I' granica oblasti A onda je

O#%de—FNdy://(aaZ—aaj\;) dz dy,
T A

§to je suprotno pretpostavci da je linijski integral jednak nuli za svaku zatvorenu

M
krivu. Dakle sledi da je — — a— = 0 u svim tackama oblasti R.
or oy
Zad. 2.83. Neka je F = M
.'172 + y2

a) Izracunati V x F.

b) Izracunati

j{F~dr

za bilo koju zatvorenu putanju i objasniti rezultate.

Resenge.

a) Za zadato polje F je

i j k
9 9 9
VxF= ox dy 92| =0
—y x
1.2+y2 Z'2+y2

za sve tacke ravni z,y, osim u O(0,0). U tacki O polje F nije definisano.

b) Posmatrajmo integral po zatvorenoj liniji C'

fF.dr:j{—yderxdy.
z? + y?
C

c
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Neka je z = pcos¢, y = psing, gde su (p,¢) polarne koordinate.
diferenciranjem dobijamo:

dr = —psin ¢ d¢ + dp cos ¢,
dy = pcos pde + dpsin ¢,

pa je
—yd d
—ydz+zdy de =d (arctan g) _
2 + 32 x
y ST Q
P
C B
S
( o @ 1
X X
D A
Slika 2.34:

Odatle

Posmatracemo dva moguéa slucaja. Prvi, kada se koordinatni pocetak O
nalazi unutar krive ABCDA (vidi sliku 2.34a), i drugi, kada se tacka O nalazi

van oblasti koju okruzuje ova kriva (slika 2.34b). U prvom slucaju je

27
/dd) =27,
0

a u drugom

[on)

/dng:()

®o

(vidi zadatak na str. 147).

Zad. 2.84. Izracunati [[F-ndS, gde je F = 4zzi—y?j+yzk, a S je povrs kocke
5

ograniCenasax =0,z =1, y=0,y=1,2=01iz=1.
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Resenje.

Koristeéi Gausovu teoremu (vidi str. 104, relacija (2.92)) dobijamo

[ va0 = [ [ 21 2] o -
v v

1 1 1

:///(4z—y)dV:///(4z—y)dzdydx:

=0 y=02=0
1

Zad. 2.85. Izracunati
I= ?{A -dr,

gde je A = (2z—1y)i—yz?%j— 9?2k, a c granica povrsi S. Povrs S je gornja polovina
sfere 22 + 42 + 22 = 1:

a) direktno,

b) primenom Stoksove teoreme.

Resenje.

a) Granica ¢ povrsi S je kruznica u xy ravni, poluprecnika jedan i sa centrom
u koordinatnom pocetku. Neka je: x = cost, y = sint, z =0, 0 < ¢t < 27,
parametarska jednacina krive ¢, onda je

I= %A -dr = ?{[(2x —y)dz — y22dy — y?zdz] =
27

:/(2 cost — sint)(—sint)dt = .
0
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b) Prema Stoksovoj teoremi je

fA-dr:/S/(VxA)-dS:I.

Kako je
i j k
VxAa=| & 0 91y
ox dy 0z
2 —y —yz? —y’z
to je

I:é/(vxA)-ndS:é/k-ndSzé/dxdy.

Naime, k- ndS = dxdy, R je projekcija S na xy ravan. Unevsi ove relacije
u prethodni integral dobijamo

1 V1—x2 1 1—x2
]:/dm / dy=4/d$ / dy=
—1 —V1=—z2 0 0

Zad. 2.86. Potreban i dovoljan uslov da je

fA-dr:Q
C

za svaku zatvorenu krivu C, je V x A = 0. Dokazati.

Dokaz.

Uslov je dovoljan.
Tada uslov V x A =0 vazi. Onda je (Stoksova teorema 104, relacija (2.92))

fA-dr:é/(VxA)-ndS:O.

Uslov je potreban.
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Onda je
fA -dr =0, (2.204)

za svaku zatvorenu krivu C
Dalje je, prema Stoksovoj teoremi,

0:%A~dr:/(V><A)-nda
c 5

za svaku povrs S koja prolazi kroz krivu C. Odavde sledi da mora biti

VxA=0.

Q

Zad. 2.87. Neka je: AS povrs ograni¢ena prostom zatvorenom krivom ¢, P bilo
koja tacka na AS van krive ¢, n ort normale na AS u P. Pokazati da u tacki P
vazi

§A-dr

A)-n= lim

(rotA) -n ASS0 AS
gde je granica uzeta tako da se AS ” steze” oko P.
Resenje.

Prema Stoksovoj teoremi je

//(rotA) -ndS = ?{A -dr. (2.205)
AS c

Prema teoremi o srednjoj vrednosti integrala, imamo

//(rotA) -ndS = (rotA) - nAS. (2.206)
AS
Iz (2.205) i (2.206) sledi
§A-dr
(rotA) -n = < AG
odnosno
$A-dr
Alérgo (rotA) -n = (rotA) -n|, = Alérgo AG

§to je trazeni rezultat.
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Zad. 2.88. Ako je rotA definisan kao u zadatku 2.87, naé¢i projekciju rotA na z
OSuL.

Resenje.

Neka je EFGH cetvorougao paralelan sa xy ravni (vektor normale u pravcu z
ose) sa centrom u tacki P(z,y, z) (sl. 2.35). Neka su A, i A, projekcije vektora A
u tacki P na ose x i y, respektivno.

Ako je ¢ granica ovog ¢etvorougla, onda je

fA~dr:/A-dr+/A~dr+/A~dr+/A-dr.
c EF FG GH HE

Vrednosti ovih integrala su:

10A,
Adr=(A,—-=-—Z2Ay )| A
/ dr (I 5 oy y) T
EF

/A-dr: - <Ax+lanAy> As

2 0y
GH
104,
FG

104,
HE

gde su zanemareni ¢lanovi visih redova od Az, odnosno Ay.

z
E(x-Ax/2,y-Ay/2,2) H(x-Ax/2,y+Ay/2,2)

Fx+Ax/2,y-Ay/2,2) G(x+Ax/2,y+Ay/2,7)

Slika 2.35:

Odavde je

(04, 0A,
j{A-dr— (89: 3y )AmAy.
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Kako je AS = AxAy, to je z projekcija rotA

$A-dr
_ iy S
(rotA) - ke = Alérgo AS

<8Ay - an> Aoy

. Oox dy
Az—0
_ 04, 04,
Oz oy

Q

Zad. 2.89. Izracunati
/ / V.AdV,
v

gde je A = 4xi — 2y?%j + 22k vektorsko polje posmatrano nad oblaséu V, koja je
ograni¢ena povrsima 22 +y%2 =4, 2 =01 z = 3:

a) direktno,

b) primenom teoreme o divrergenciji (Gausova teorema).

Resenge.

a) Zapremina V je zapremina valjka, koja se dobija kada se cilindar 2% +y* = 4
presece ravnima z = 0 i z = 3, pa je integral po zapremini

0

If///v AdV = ///[ (2y)+82(z2)}dv
:/V//(4—4y+2z)dvz

2 VAa—x? 3
:/dx / dy/4 dy + 2z)dz = 84x.
—2 —/A—=z2 0

b) Zapreminu V ogranicava povrs S, koju sacinjavaju: donja baza S; (z = 0),
gornja baza Sy (z = 3) i omota¢ S3 (22 + y? = 4). Primenom teoreme o
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divergenciji, dobijamo za povrsinski integral

Izll—f—lg—i-[g://AndS:
S
://A-nd51+//A~nd5’2+//A-nng.
S1 Sa S3

Izra¢unajmo ova tri integrala.

Za S (z=0)je: n= -k, A =4zi—2y%ji A -n=0, paje

11:/ And5’1:0
S

Za Sy (z=3)jee n=k, A =42i—2y%j+9k i A-n=0, paje

12://And52:9//d52:36ﬂ,
SQ s2

jer je povrsina Sy jednaka 47.

Za S3 (? + y? = 4) ort normale je

V(P +yr—4)  2@i+2y)  wityj

V@ -4 a2 ray 2

A -n = (4zi — 29 + 2°k) - <m1—;—yj> =222 — 3.

Sa slike 2.36 se vidi da je x = 2cosf, y = 2sin 6, dS3 = 2dfdz, pa je
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‘ . S
: %
=
- d5=2d7dz
=
g y

Slika 2.36:

f [2(26086)2 — (25in6))]2d= df —

0=0 z

13://And83:
S
27

= f (48 cos® 0 — 48sin® §) do =

2=0
27

= f 48 cos” 8 d# = 48,
=0
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Povrsinski integral po celoj povrsi je zbir ova tri integrala, tj.
I =11+ 1)+ Is =0+ 36w + 487 = 84.

Dakle, rezultat se slaze sa rezultatom dobijenim zapreminskim integralom, sto
potvrduje teoremu o divergenciji.

Q

Zad. 2.90. Ako divA predstavlja divergenciju vektorskog polja A u tacki P,

pokazati da je
J[A-ndS

.~ . AS
diva = g 2.

gde je AV zapremina ograni¢ena zatvorenom konturom povrSine AS, a limes se
dobija ” skupljanjem” AV oko tacke P.

Resenje.

Polazeéi od Gausove teoreme (vidi relaciju (2.92) na str. 104)

///divAdV:/ A-nds. (2.207)
AV AS

i teoreme o srednjoj vrednosti ((2.93), str. 105)

/ / / divA dV = divA / / / dV = divA AV, (2.208)

gde je divA srednja vrednost divA unutar AV, dobijamo
AS

Ako sada pustimo da AV — 0, tako da tacka P uvek ostaje unutar AV, tada divA
uzima vrednost divA u tacki P. Pa je tako

J[A-ndS
. AS
divA = 1m_1>o N
Q

Zad. 2.91. Izracunati integral

//r-ndV,
s
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gde je S zatvorena povrs.
Resenje.

Prema teoremi o divergenciji, imamo

//r-ndS:///V-rde
s v
o, 0, 0 . . _
_///<am1+ayj—|—azk>~(m1+yj+zk)dv_
\%

dr Oy 0z
= —+ =4+ —)dV =3 dV =3V,
Il (ax+ay+az) /I |
% v
gde je V zapremina ogranicena zatvorenom povrsi S.

Q

Zad. 2.92. Dokazati da je

/V//V¢>dV=/S/¢ndS.

Resenge.

Neka je A = ¢C, gde je C proizvoljan konstantni vektor, a ¢ skalarna funkcija.
Prema teoremi o divergenciji je

/‘///V(¢C)dV:é/¢C-ndS.

Kako je (vidi zad. 2.18b na str. 135) V- (¢C) = (V¢)-C=C-(V¢) i ¢C -n =

C - (¢n), to je
/V/ C-V(;SdV:/S/C-(an)dS,

C// VquV:C-//andS.
v s

Odavde, kako je C proizvoljan konstantni vektor, kona¢no dobijamo

/V//V¢>dV= é/¢nd5.

odnosno
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Zad. 2.93. Dokazati da je

// VdeV://andS.
\% s

Resenje.

Neka je A = B x C, gde je C proizvoljan konstantni vektor. Prema teoremi o
divergenciji (Gausova teorema (2.92)) je

/V//V.(BxC)dV:é/(Bxc).nds_ (2.209)

Na osnovu osobine delta operatora (vidi str. 87) i osobine divergencije (div C=0),
dobijamo

V- (BxC)=C-(V xB). (2.210)
S druge strane je (vidi osobinu mesovitog proizvoda na str.24)
BxC) n=B:-(Cxn)=(Cxn)-B=C-(nxB). (2.211)

Zamenom jednacina (2.210) i (2.211) u (2.209), dobijamo

/// (VxB)dV = // (n x B)d

Kako je C proizvoljan konstantan vektor, to moze da izade ispred integrala, pa se

- ///VdeV C//andS =
///VdeV //andS

Q

Zad. 2.94. Neka se tacka P nalazi u telu zapremine AV ¢ija je spoljasnja granica
AS. Dokazati da u tacki P vazi

a)

. AS
vqb_Alxl/rLlo AV
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[[nxAdS

.. AS
vxh= S

Resenje.

a) Kako je (vidi zad. 2.92, str. 192)

/V/ V(de:A/S/¢ndS,

to skalarnim mnozenjem sa i, dobijamo

/J/V¢-idV:Z!¢n~idS.

Primenom teoreme o srednjoj vrednosti dobijamo

[[¢n-idS

= _ AS

Vo -i= N

gde je V¢ -1 srednja vrednost velicine V¢ - i u celoj AV. Uzimajuéi limes,
kad AV — 0, tako da P ostaje unutar AV, dobijamo

[[¢n-idS
Vo -i= AQIEOAST. (2.212)
Na slican nac¢in dobijamo i za:
[[¢n-jds
Vo-j= Al‘i}EOAST (2.213)
[f ¢n-kdS
Vo -k = Alli/rEOAST' (2.214)

Ako pomnozimo jednacine (2.212), (2.213) i (2.214), sa i, j, k, respektivno, a
zatim ih saberemo, koristeci

Vo =(Vo-1)i+ (Vo-jj+ (Vo -kk
n=(n-i)i+m-jj+m- Lk,
dobijamo

[[ #ndsS

. AS
VQS_AI\I/IEO AV

§to je i trebalo dokazati.
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b) Kako je (zadatak 2.93, str. 193)

// VxAdV://nxAdS,
v AS

to, slicno kao u prethodnom delu zadatka, mnozeéi skalarno sa i dobijamo

. . AS
(V> A) 1= m, AV '

Sliéno je i za j i k. Mnozenjem sa i, j i k, a zatim sabiranjem, sledi

JfnxAdS

. AS
Vx A= lim ==

Napomenimo da ovi rezultati mogu biti uzeti kao polazne tacke za definisanje
gradijenta, divergencije i rotora. Ovako definisani izrazi za gradijent, divergenciju
i rotor su iskazani nezavisno od koordinatnog sistema, pa vaze za svaki koordinatni
sistem, odnosno oni su invarijantni u odnosu na koordinatni sistem.

Q

Zad. 2.95. Definisati operator ekvivalencije

Vo= lim <5 AV /dso

gde o oznacava: mnozenje vektora skalarom, skalarni ili vektorski proizvod, a inte-
gral se racuna po zatvorenoj konturi.

Resenge.

Ako o oznacava skalarni proizvod, tada je

VoA = hm AV//dS oA

ili

divA = 1 dsS - A=
g, [

7A1X1/IEOAV/ A-nds.
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Sli¢no, ako oznacava o vektorski proizvod, (vidi zadatak 2.90)

VoA=V xA=rotA = hm AV /dSXA—

. 1
:Alxl/nioﬁ//nXAdS'
AS

Konaé¢no, ako o ozna¢ava mnozenje vektora skalarom ¢, dobijamo

Vog= lim —//dSo¢,

V(b B AV—»O AV /¢ds

ili,

(vidi zadatak 2.94a).
v

Zad. 2.96. Neka je: S zatvorena povrs, V prostor oivicen povrsi S, a r vektor
polozaja neke tacke (z,y,z) u odnosu na koordinatni pocetak O. Pokazati da je

integral:
I= / / S

a) I =0, ako O lezi izvan povrsi S,

b) I = 47 ako O lezi unutar povrsi S.

Resenje.

a) Primenom teoreme o divergenciji dobija se

JI 5= ] w5

Kako je V- — = 0 (zadatak 2.20 na str. 137) to je
T

/ —dS—O
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b) Ako je O unutar S, okruzimo O sferom s polupreénika a. Neka T oznacava

oblast ogranic¢enu sa S i s. Prema teoremi o divergenciji je:

S/+/ L as = // L as+ //—dS—
=/T//V-:3dvzo,

jer je r # 0 u 7. Odavde sledi

I

. r ..
Za sferu s je: r = a, n = ——, pa dobijamo:
a
n-r —,-r r-r a? 1
3 3 ! at a2

//—dS_ // L as = //dS—
b ffose

2.6.7 Razni zadaci

Zad. 2.97. Izracunati

7{(333 + 4y)dz + (22 — 3y)dy,

C

gde je ¢ krug poluprecnika dva, sa centrom u koordinatnom pocetku.

Rezultat.
—&m.
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Zad. 2.98. Izracunati integral

j{(xQ — 2zy)dz + (z%y + 3)dy,

(&
ako je granica oblasti definisana presekom linija 3% = 2z i = 2:
a) direktno,

b) koristeé¢i Grinovu teoremu.

Rezultat.
128/5. Q

Zad. 2.99. Izracunati integral

/(ny —9?)dx + (32° — 2xy)dy,
duz cikloide ¢: = —sinf, y = 1 — cos @, od tacke A(0,0) do B(w,2).
Rezultat.

6m2 — 4.

Zad. 2.100. Pokazati da je povrsina

A= // dxdy,
R

pri transformaciji = z(u,v) i y = y(u,v), data sa

oxr Oy

AZ//Jdudv, ode je J = O(x,y) _ |0u  du |
d(u,v) ~ |9z y
i dv v

J - Jakobijan transformacije.

Zad. 2.101. Izracunati

//F-ndS,
S

gde je F = 2zyi+ y22j + 22k, a S:
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a) paralelopiped ogranicen sa: t =0,y =0,z=0,z=2,y=11 2z =3,

b) povrs koja ogranic¢ava oblast datusa: © =0,y=0,2=0,y=31z+22z=6.

Rezultati.
a) 30, b) 351/2.
Q

Zad. 2.102. Neka je H = rot A, dokazati da je

/ H-ndS =0,
S

za zatvorenu povrs S.

Zad. 2.103. Dokazati da je
dv r-n
=] 5
v s
@

Zad. 2.104. Dokazati da je

é/ﬁndsz /V// 5rérdV.

Q
Zad. 2.105. Dokazati da je
//ndS =0,
s
za bilo koju povrs S.
@

Zad. 2.106. Izracunati

é/(VxA)-ndS,

gde je A = (22 +y — 4)i+ 3wyj + (222 + 22k, a S:
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a) polusfera 22 + y? + 22 = 16 iznad xy ravni,

b) paraboloid z = 4 — (2% + y?) iznad zy ravni.
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Rezultati.
a) —16m, b) —4m.
Q

Zad. 2.107. Potencijal ¢(P), u tacki P(x,y, z), u sistemu Cestica naelektrisanja
q1,92, ---, Gn Sa vektorima polozaja ry,rs, ..., r, dat je formulom

o=>1
m=1

E

T'm

Dokazati Gausov zakon

/ / E-dS =47Q,
s
gde je E = —V¢ jacina elektri¢nog polja, S je povrs koja obuhvata sve Cestice i
Q= Z:ﬁlﬂ qm je ukupno naelektrisanje obuhvaéeno sa S.
v

Zad. 2.108. Neka je oblast V' ogranic¢ena sa S, p gustina fluida, ¢(P) potencijal

u tacki P definsan sa
pdV
o= JI] 5
r
v

Dokazati da je:

2)

é/E-dSzzlw/v//pdV,

gde je E=-V¢

V2¢ = —4mp (Poasonova jednéina),

u tacki P gde se nalazi fluid, i
V2p =0 (Laplasova jednéina),

gde se ne nalazi fluid.



202 2 Teorija polja

2.6.8 Generalisani ortogonalni sistemi

Krivolinijske koordinate

Zad. 2.109. Odrediti koordinatne povrsi i koordinatne linije za:
a) cilindriéne i

b) sferne koordinate.

Resenje.

a) Cilindri¢ni koordinatni sistem (p, ¢, z).
Koordinatne povrsi su:
p = c1 koaksialni cilindri, sa centrom osnove na z osi,
@ = co ravni koje prolaze kroz z osu,

z = cg ravni normalne na z osu.
Koordinatne linije su:

presek povisi p = ¢1 i ¢ = ¢, odreduje prave linije (2- osa),
presek povrsi p = c¢; i z = c3, odreduje kruznice,
presek povrsi ¢ = ¢ i z = c3, odreduje prave linije (p > 0).
b) Sferni koordinatni sistem (7, 8, ¢).
Koordinatne povrsi su:
r = ¢; koncentri¢ne sfere, sa centrom na z osi,
0 = ¢ konus, sa temenom u koordinatnom pocetku,

© = c3 ravni, koje prolaze kroz z osu.

Koordinatne linije su:

presek povrsi r = ¢; 1 8 = ¢z, daje kruznice,
presek povrsi r = ¢y i ¢ = c3, daje polu-kruznice,

presek povisi ¢ = c3 i 6 = cq, daje linije (r > 0).

Q
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Zad. 2.110. Izragziti cilindri¢ne koordinate preko Dekartovih koordinata.

Resenje.

Napisimo transformacije koje Dekartove koordinate izrazava preko cilindri¢nih
koordinata

T =pcos (2.215)
y =psinp (2.216)
z =z. (2.217)

Ako prvo kvadriramo pa saberemo jednacine (2.215) i (2.216), dobija se p?(cos? p+
sin? ¢) = 2%+y?, odnosno p = /22 + 2. Ovde smo iskoristili osnovnu trigonometri-
jsku identiénost cos? ¢ + sin? ¢ = 1 i ¢injenicu da je p, po definiciji (rastojanje),
pozitivno.
. . .. . .. Y psing
Deljenjem jednacina (2.216) i (2.215) dobija se = = = tan ¢, odnosno
T pcosey

_ Y
@ = arctan =.

x
Odavde slede transformacije:
p=va?+y?
_ Y
(p = arctan —
x
z =z.

Q

Zad. 2.111. Pokazati da je cilindri¢ni koordinatni sistem ortogonalan.
Resenge.
Vektor polozaja je

r=xzit+yj+zk=pcospi+psinpj+zk.

0
Tangentni vektori, koji odgovaraju koordinatama p, ¢, z odredeni su sa: 3 871‘
p Oy
. or t
i—, tj.
82 "
Or s
— = cospl+smne],
dp
or o .
—— = —psSinpl+ pcosy],
g
0]
9T _ K

0z
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Odgovarajuéi ortovi su:

ar/dp cos i+ sinpj

e =e,= = =cospi+sing],
P |or/op| cos?  + sin? ¢
o1/ U .
e =e, = r/0p — _CPSmPlE peosel = —sinpi+cospj, (2.218)
0r/00]  \/p2cos? o + p2sin o
o — . — or/0z
ST T or/oz]
pa je

e - e = (cospit+singj)  (—sinpi+cospj)=0,
e1-e3=(cospi+singj)- k=0,
e e3=(—sinpi+cospj) - k=0.

Odavde se vidi da su ortovi normalni jedan na drugi, tj. sistem je ortogonalan.

Q

Zad. 2.112. Predstaviti vektor A = zi— 2z j+ yk u cilindriénim koordinatama.
Odrediti A,, A, 1 A, (projekcije ovog vektora na ose p, ¢ i z).

Resenje.

Vektor A izrazen je u odnosu na bazu i, j i k. Da bismo ga prikazali u odnosu
na cilindri¢ne koordinate potrebno je ortove i, j i k izraziti preko baze e,, e, i e.
Ove veze date su u prethodnom zadatku (2.218):

e, =cospi-+sinpj,
e, = —sinpi+ cosgj,

e, =k,
odakle dobijamo:

i=-cospe, —sinpe,,

j=sinpe, +cospe,, (2.219)
k=e,.
Prema definiciji je:
A, =A-e,,
A, = A-e,, (2.220)
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Zamenom (2.219) u izrazu za vektor A, imajuéi na umu (2.220), dobijamo
A=zi—2zj+yk
= z(cospe, —sinpe,) —2pcosp(sinpe, +cospe,) + psinpe,

= (2 cosp — 2pcos psing) e, — (zsinp + 2pcos® p) e, + psinype,,

odnosno:

A, = zcosp —2pcospsingp,

A, = zsin g + 2pcos® ¢,

A, = psinp.

©
d d . d

Zad. 2.113. Dokazati da je % =pe,, % =—¢pe, gdeje () = T
Resenge.

U zadatku 2.111, na str.203 (vidi (2.218)) pokazano je da je:

e, =cospi+sinpj,
e, = —sinpi+ cosgj,
e, = k.

Odavde se diferenciranjem dobija:

de, . . . L. oL
?:fsmcpgolJrcoscp(p_]:(fsmclercosgo.])ga:goe@,
de, e . ;
F:cosgpgpwrsmgpm = (cospi+singjlp =—pe,,

§to je trebalo dokazati.

Q

Zad. 2.114. Izraziti brzinu v i ubrzanje a cestice u cilindricnim koordinatama.
Resenje.
Vektor polozaja je r = xi+ yj + 2k, a brzina i ubrzanje su, po definiciji,
dr oL
V=g =zi+yj+ 2k,
odnosno

dv TR
a=——=2I1 Z K.
dt Yyl
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Izrazimo vektor polozaja u cilindri¢nim koordinatama:

r=zi+yj+zk=(pcosy)(cospe, —singpe,)
+ (psiny)(sinpe, + cospe,) + ze,

=pe,t+ze;.

Diferenciranjem po vremenu dobijamo

dr dpe deerdze
V=—— = — 0 J—
a - atr TP T

=pe,+ppe,+ze,.

Ako diferenciramo jo$ jednom, dobija se ubrzanje

d’r  d . . .
a:@:a(pep—i—pgpew—i—zez)

.de, . .de, . .. .
=pg TP T ro—g trPestppe, + e,

:p¢ep+/éep+p¢(_¢ep) +p¢ega —H')gbeq, +ze,
= (5= pB) ey + (0B +208) 0, + Ze.

Q©

Zad. 2.115. Nadi infinitezimalni deo luka u cilindri¢nim koordinatama i odrediti
odgovarajuée Lameove koeficijente.

Resenge.
Kako je:
T = pCcosey
y = psing
z =2z,
i
dx = —psinp dy + cos pdp,
dy = pcospdp +sinpdp,
dz = dz,
to je

(ds)? = dz? + dy? + dz?
= (—psinpdep + cospdp)? + (pcospdp + sinpdp)? 4 (dz)?
= (dp)* + p*(dp)* + (d2)* = hi(dp)® + h3(dp)* + h3(d2)*.
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Odavde, poredeci sa (2.146) str. 117, dobijamo za Lameove koeficijente: hy = h, =
1,h2:h¢:pih3:hZ:1.

Q©

Zad. 2.116. Nadi element luka u
a) sfernim i
b) paraboli¢nim koordinatama
i odredi odgovarajuée Lameove koeficijente.
Resenje.
a) Veze izmedu Dekartovih i sfernih koordinata (r, 8, ) su:

x = rsinfcosp,
y = rsinfsin g,

z =rcosf.
Diferenciranjem dobijamo:

dx = —rsinfsin  dp + r cos cos p df + sin 6 cos p dr,
dy = rsinf cos p dy + r cos @ sin ¢ df + sin 0 sin ¢ dr,
dz = —rsinfdf + cos O dr,

pa je kvadrat elementa luka
(ds)? = dx? 4+ dy?® 4 d2? = (dr)? + r2(d6)? + r? sin? O(dy)?.

Odavde dobijamo za Lameove koeficijente: hy = h, = 1, hg = hy = r i
hg = h“P = rsinf.

b) Veze izmedu Dekartovih i paraboli¢nih koordinata (u, v, z) su

1
T = 7(u2 _U2)7

= uv,

Diferenciranjem dobijamo:

dz = udu —vdo,
dy = udv + vdu,
dz =dz.
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Kvadrat elementa luka je
(ds)? = do? + dy? + d2? = (u? + v?)(du)? + (u? + v?)(dv)? + (d2)?,

pa su Lameovi koeficijenti h1 = h, = vVuZ+v2, hy = h, = Vu2+0v? i
hs =h, = 1.

Q

Zad. 2.117. Odrediti infinitezimalni deo zapremine dV u:
a) cilindri¢énim,
b) sfernim koordinatama.

Resenje.

a) Sa slike 2.37

Slika 2.37: Cilindri¢ne koordinate

vidimo da su stranice osencenog tela: pdy, dp i dz. S obzirom da je sis-
tem cilindriénih koordinata ortogonalan, to je elementarna zapremina dV =
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dsydsadss (vidi str. 118, relacija (2.147)). Kako su duZine stranica:
ds; = hydu! =1 (dp) = dp,
dsy = hodu® = p- (d) = pde,
ds3 = hgdu® = 1- (dz) = dz,

to je zapremina
dV = hlhghg dul du2 du3 =

odnosno
dV =1-p-1dpdedz = pdpdpd-z.

b) Sa slike 2.38

r sin6 do

<=y

Slika 2.38: Sferene koordinate

vidimo da su ivice osencenog tela dr, rdf i rsinfdp. S obzirom da je
sistem sfernih koordinata ortogonalan, to je elementarna zapremina dV =
dsidsadss. Kako su duzine stranica:

ds; = hydu! =1-(dr) = dr,

dsy = hodu? = r - (df) = rdé,

ds3 = hadu® = rsind - (dp) = rsin dy,

to je zapremina
dV = hyhohs dut du? du?,
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odnosno
dV =1-7-rsinfdrdpdp =r?sinf drde de.

Q

Zad. 2.118. Naci Lameove koeficijente i zapreminski element dV u sferoidalnim
koordinatama.

Resenje.
Veza izmedu ova dva koordinatna sistema je:
x = ach & cosncos p,

y = ach £ cosnsin @, (2.221)

z = ash&sinn.

Postupak odredivanja Lameovih koeficijenata i izraCunavanje zapreminskog el-
ementa je isti kao i za prethodno posmatrane koordinatne sisteme: izracunavanje
dz, dy, dz, zatim odredivanje ds i Lameovih koeficijenata i na kraju odredivanje
elementa zapremine.

Diferenciranjem (2.221) dobijamo

dx = —ach & cosnsinpdp — ach & sinncos pdn + ash & cosncos p dé,
dy = ach & cosncos ¢ dyp — ach € sinnsin dn + ash € cos nsin ¢ d€,
dz = ash € cosndn + ach {sinn dE.

Kvadrat elementa luka je

(ds)? =dz? + dy? + dz? = a*(sh %¢ + sin? 1)) (d¢)?
+ a*(sh%¢ + sin® 1) (dn)? + ach € cos® n(dp)?. =

Lameovi koeficijenti su
hi = he = ay/sh2¢ +sin® 7,

hy = hy, = ay/sh2¢ +sin® 7,
hs = h, = ach{ cos.

Elementarna zapremine je

dv = <a\/sh2§ + sin? n) <a sh2¢ + sin? n) (ach & cosn) dpdndé =

=a? (sh 2¢ + sin? 77) dp dnd€.
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Zad. 2.119. Izraziti elementarnu povrsinu u odnosu na generalisane koordinate.
Resenje.

Pokazali smo da se diferencijal vektora polozaja, u generalisanim ortogonalnim
koordinatama, moze prikazati u obliku (vidi relaciju (2.138) na str. 116)

3
dr = hydu'e; + hodu?es + hadu’es = Z hidu'e;.
=1

Specijalno, duz koordinatne linije u' koordinate u? i u3 su konstante, pa je dr =
hidu'e;. Duzina elementa luka ds;, duz u! koordinatne linije u tacki P, je

d81 = hldul.

3

Sliéno dobijamo izraze za dsy i dss3 duz koordinatnih linija u? i u3, respektivno.

Kako se povrsina moze izraziti preko vektorskog proizvoda (vidi zad. 1.9 na str.
61), to je povrsina koju obrazuju duzine ds; i dsy data sa

dAl = |(h2du2e2) X (hgdu3e3)| =
= h2h3du2du3 ‘82 X e3| = hghgdu2dU3 |61| =

= hohzdu?du?®.
Sliéno dobijamo i za ostale dve povrsine:

dAy = hshiduddut,
dA3 = hlhgduldUQ,

ili krace zapisano
3
dA; = > egjphihpduldu®,
jk=1

gde je e;5, — tenzor alternacije, definisan sa

€123 = +1;

+1, ako je 15k parna permutacija indeksa 1,2,3,

—1, ako je 15k neparna permutacija indeksa 1,2,3,
0, u ostalim slucajevima.

€ijk =

Q
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Zad. 2.120. Neka su u', u? i u® generalisane ortogonalne koordinate. Dokazati
da je Jakobijan transformacije, koji simbolicki ozna¢avamo na jedan od nacina:

o oy 0:
oul  oul  Oul
g dx,y,z) |0z Oy Oz
Co(uh w2 ud) (g2 0w oud
o5 oy 0:
oud  ou® oud
jednak
(z,y,2)
J:W:hlhgh{g.
Resenje.

Ako umesto Dekartovih koordinata z, y i z uvedemo nove promenljive u', u? i

u3, relacijama:

z = z(u,u?, u?)
y=y(u' v u’),
z = z(u',u? u?),

gde su z(u?), y(u?) i z(u?), neprekidne i diferencijabilne funkcije po promenljivim
u?, i = 1,2,3, u nekoj oblasit V, onda su totalni diferencijali:

ox Ox Ox

2y 3
dz = a—d + a—d EE d
dy:aa—ydu1+aayd2+§yd3
0z 0z 2 0z 3
dz = a—d + a—d EE d
ili u matriénom obliku
or Ox Oz
dx . 02 0w du'
dy| = Gy 9y % du?
oul  ou? oud
dz 0z 0z 0z | [qu3
Oul  Ou?  Oud
Kvadratna matrica
oxr Oxr Oz
oul  ou?  oud
oy Oy Oy
oul  ou?  oud
0z 0z 0z

oul  ou?  oud
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je matrica transformacije promenljivih. Njena determinanta je tzv. funkcionalna
determinanta ili Jakobijan, a simbolicki se oznacava sa

J _ a(m) 3/7 Z)
~ O(ut,u? ud)’
Elementi ove determinante mogu da se povezu sa tangentnim baznim vektorima
koordinatnih osa:

Or 0 Ox dy . 0z

= (zi+yj+2k) = —i+=—=j+

out ol Cou? out out k.

Kako mesSoviti proizvod moze da se prikaze pomocu formalne determinante (vidi
zad. 1.14, str. 63), to je funkcionalna determinanta jednaka meSovitom proizvodu

w0
oul  Oul  Oul

dr Oy 90z | Or or or

9 o2 au—au<auau) (2:222)
w0

ou®  oud  oud

Ovi vektori mogu da se izraze preko Lameovih koeficijenata h; i ortova e; (vidi str.
114, jed. (2.133)), pa je vrednost determinante (2.222)

oy o
out oul  Oul

0 0 0

8752 8Tij2 87;2 = hye; - (haea X hzez) = hi hahgei - (e2 X e3).
o oy 0

oud  oud Oud

Kako su e; ortonormirani vektori to je e; - (e2 X e3) = 1, pa kona¢no dobijamo

oy o
out oul  oul
|0z oy Oz | _
T=102 ae | MM
o oy 0
oud  ou? Oud
or Or . Or

—, — 1 =—= kompla-
ST o e ot gw gy P

narni vektori, tj. leze u jednoj ravni i linearno su zavisni. Dakle, u tom slucaju x, y
i z nisu nezavisne, tj. postoji funkcija oblika F'(x,y, z) = 0. VaZzi i obrnuto. Prema

tome J # 0 je potreban i dovoljan uslov da bi postojala koordinatna transformacija

Napomena. Ako je Jakobijan identicki jednak nuli tada su
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oblika:

i njoj inverzna

Zad. 2.121. Neka su u', u? i u® generalisane krivolinijske koordinate. Dokazati

Oor OJr Or

dasu —, —, —= i Vu!, Vu?, Vu? reciproéni vektori.
oul’ ou?’ oud P

Resenje.

Da bi vektori bili recipro¢ni, potrebno je i dovoljno da je

or 1 za p=gq
. q _ ) ) —
our V" {0, za ptq PI=LEP
U ovom slucaju je
or , Or o5 0Or 4
=gt T g2t T gt

pa se, skalarnim mnozenjem sa Vu!, dobija

Vup -dr =du; = Vul'ﬁ duq + Vul'g dus + Vu1~ﬂ dus,
duq Ous

odnosno

Or Or

1, or _ 1, or _
Vu B , Vu 92
Sliéno se pokazuje da je

or

2 _
VO G =

Zad. 2.122. Dokazati da je

Or Or Or
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Resenje.
0 0 0
U prethodnom zadatku smo dokazali da su 871‘1’ 871‘2’ 871‘3 i Vul, Vu?, Vu?
u u w
recipro¢ni vektori.
Oznacimo odgovarajuce Jakobijane sa:
o(z,y, z) . O(ut,u?u?)

T = ot ® T oy e

koji su jednaki odgovarajué¢im meSovitim proizvodima (vidi zad. 2.120, str. 212):

g or arxar
T out \ou? T oud

j=1[Vu'- (Vu? x Vu?)] |

)

Dalje, prema teoremi koja kaze da meSovit proizvod tri vektora daje zapreminu, a

mesovit proizvod reciproénih vektora daje reciproénu zapreminu (vidi zad. 1.19c,
na str. 65), dobijamo

3;102 8y2 8z3
du®  Ou® Ou
Vul - (VP xVud) =] =— —— Z—_|=j
u (ux u) or Oy 02 Jj
or Oy 0z
i
1 .
—dV =j-J=1,

dv

or or or
o (7 i) | 70 (9 x v =1,

§to je trebalo i dokazati.

odnosno

Q

Zad. 2.123. Dokazati da kvadrat elementa luka, u generalisanim koordinatama
moze da se predstavi izrazom

3 3
ds® = Z ngqdup duf.
p=1qg=1
Resenje.
Imamo
0 0 0
dr = aledul + a—;dzﬁ + a—;du?’ = aydu’ + apdu® + agdu3,
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pa je

ds? =dr-dr =a; - ai(du')? + a1 - axdu'du® + o - azdutdu®
+as - aqduldut + ay - cug(duQ)2 + as - azdu?d®

+a3 . aldUSdul + ag - agdUSdu2 + ag - Oég(du3)2

Z ngqdup du? gde je gpg = 0 - g

Ovaj izraz naziva se fundamentalna kvadratna forma ili metricka forma. Veli¢ine
gpq S€ nazivaju metricki koeficijenti i oni su simetriéni (gpq = gqp). Ako je gpg =0
za p # q onda je koordinatni sistem ortogonlan. Tada je g1 = h?, gao = h3,
g3z = h3.

Q@

2.6.9 Gradijent, divergencija i rotor u generalisanim
ortogonalnim koordinatama

Zad. 2.124. Odredi V¢ u ortogonalnim generalisanim koordinatama.
Resenge.
Neka je
Vo = fie1 + faes + fses, (2.223)

gde su f;, i = 1,2, 3 jednoznaéno odredene funkcije od u'. Kako je

or or 2, or
dr = ﬁd +6—d D0

:hleldu —|—h2e2du +h393du y

——du® =

onda je (vidi str. 85, (2.26))
d¢ = V¢ - dr = hy frdu® + hg fodu® + hs fadu?. (2.224)

S druge strane, totalni diferencijal skalarne funkcije ¢(u?) je

¢ ¢ </>
dp = o pdu' + o5 du® + 5 du (2.225)
Iz (2.224) i (2.225) sledi
1o L oo 10
h=par ke ige B (2:226)
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Smenom veli¢ina (2.226) u (2.223) dobijamo

VoS00 €00 e 00
B hl (9u1 h2 8u2 hg 8u3 o

o (31 0 €2 0 €3 0
o (hl 8u1 + hg 8’LL2 + h3 8u3> d)

Dakle, V operator, u ortogonalnim generalisanim koordinatama je

918 e26 838

S 0w T o hy o

Q

Zad. 2.125. Neka su u', u? i u® orotogonalne koordinate. Dokazati da je:

a) |vup| = h;glv
b) e, = E,, p=1,23.
Resenje.
e
a) Stavljajuéi da je ¢ = u! u relacijama na strani 216, dobijamo Vu' = h—l
1

e
1| - % = h;17 jer je |e1| = 1. Ponavljanjem

postupka za ¢ = u? i ¢ = u® dobijamo:

Intenzitet ovog vektora je ’Vu

|Vu?| = % =hy!

= 8

ili sazeto napisano
[VuP| = h, ", p=1,2,3.

VuP

b) Po definiciji je E, = W.
u

Iskoristivsi rezultat ovog zadatka pod a) dobi-

jamo da je
E, =h,VuP =e,,

§to je trebalo dokazati.
@

Zad. 2.126. Dokazati da je e; = hoh3Vu? x Vu? i sliéno za e, i es, gde su u', u?

i u? orotogonalne koordinate.
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Resenje.

Iz prethodnog zadatka imamo da je

e e e
Vulzh—i, Vu2=h—z, Vu3:h—z,
pa je
Vu? x Vo = ez;h? = hj}ll3 i e = hohsVu? x Vud.
Na isti na¢in dobijamo i za preostala dva vektora:
ey = hsh Vu? x Vu! i e3 = h1haVu'! x Vu?,

§to je i trebalo dokazati.
Q@

Zad. 2.127. Pokazati da za ortogonalne generalisane kooordinate vazi:

1 0
a) V . (Alel) = W%(Alhahg)
o €9 0 (SR 0
b) V x (Alel) = h3h1 7au3 (Alhl) rth 7au2 (Alhl),

kao i analogne relacije za vektore Ases i Ages, gde je A =", Aje;.
Resenje.
a) Iskoristivsi izraze za e;, iz zadatka 2.126, str. 217, dobijamo:
V- (Ajer) =V - (A hohsVu? x Vu?) =
=V (A1hah3) - Vu? x Vu? + A1 hohsV - (Vu2 x Vu3) =
=V (Arhohs) - 22 x 22 40 = V(Arhahs) -

ha  hs h h
e 0 ey 0 e 0 e
Ty By Aihzhe) + o s (Aihoha) £ 305 5 (Aihehs) | - 0 =
1 3]
=———(A .
hlhghg 8u1( 1h2h3)
Na slican na¢in dobijamo da je
1 0
A Aghsh
v ( 262) h1h2h3 8u2( 278 )
V- (Ases) = L 9 ——(Ashqho).
8€3) = ks Oug 82
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b) Iskoristivsi izraze za e;, iz zadatka 2.126, dobijamo:
V x (Alel) =V x (A1h1Vu1) =
=V(Ah;) x vu1 + A1V x Vu! =
=V(A4A1h1) x — Lio=

h1
e 0 0 0 e
hl a 1(A1h1) h a Q(Alhl) h (9 3(A1h1) X h—i =
o €9 1o} €3 1o}
"~ hghy OuB (Aiha) hyhy Ou? (Arh).
Na slican nacin dobijamo i
ey 0 e; O
V x (Ages) —mw(flz 2) — m@(l‘lzhz),
. (S5 0 €2 0
V x (Aszes) “hohs 002 (Ashs) hiahy Dul (Ashs).

Q

Zad. 2.128. Izraziti rot A(= V x A) u ortogonalnim generalisanim koordinatama.
Resenge.
Kako je A = )", A;e;, iskoristivéi rezultate prethodnog zadatka 2.127, dobijamo

Vx A=V x (A1e1 + A2e2 + Ageg) =
=V x (Alel) + V x (AQEQ) + V x (A3e3) =

:hjlzzl %(Al 1) - %%(Alfh)—i-
+ h?/gzg %(AQ 2) — hellz 383(A2h2)
+ o (Asha) = oo (Aah) =
hj;% [aa (Ashs) = 3?13 (A2h2)} i [38( 1hy) — 381(A3h3)}
+ h(f;zg [aa (Aghg) — 682 (Alhl)} =
i [a?ﬂ(Aghs) - aig,(Azhz)] b { D am) - 2 Aghg)}
hillz:]?;g [6?& (Azha) - 582 (Alhl)] ;
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pa se rotA moze napisati u obliku

hiei hgex hses

VxA=

hihohs oul  Ouz OB
Aihi Ashy Ashsg

v
Zad. 2.129. Izracunati V¢ u ortogonalnim generalisanim koordinatama, gde je
1 skalarna funkcija.

Resenge.

Prema zadatku 2.124, na str. 216, imamo

€L OV e 0V e b

V,(/) - hl 8”1 + hg 8”2 h3 8%3 '
. . 1 oy 1 oy 1 oy
eka je Vi onda je Ay by DUl 2 ek 3 I3 Ou3 pa se zadata

svodi na zadatak 2.127a, na str. 219.

V-A=V -V =V

_ U [0 (hehsou ., 9 (ka0
_hlhghg 8u1 hl (9’661 6u2 h2 611,2

L0 (hahs 0w
Oud \ hs oud /|’

Q

Zad. 2.130. Izracunaj u cilindri¢énim koordinatama:
a) VO, b) V- A, c) VXA, d) V2o.

Resenge.

Za cilindri¢éne koordinate (p, ¢, z) je:

u' = p, u® = ¢, (O
e1:ep7 €2 = €y, €3 = €]
hlzhpzl, h2:h¢:p, hgzhzzl,

paje A =Aye; + Azer + Ases.
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a)

vp_Lro®  109® 1062
_h1 Bul et hg 3u2e2 + h3 8u3e3 o
_loe _10¢ = 108
_1ape” p3¢e¢ 1927
0o, 10% 0%
_6pep p8¢e¢ 0z °
b)
1 0 o d
\Y% _hlhghg [M(Alhghg) + w(Athhl) + M(Aghlhg)} =
1 o o o
T | (WA + (WA + 5 (D)4 =
1] Ay 0
;[ + 5+ oa)
c)
h1e1 h2e2 h383 €, pPey e,
ViA- | 0 2 9| 1o o ol
hihshs|  oul  Gu2 3| P| Bp 9o Oz
A1h1 Aghg Aghg Ap pA¢ Az
1[04, D A,  0A, Kl 04,
‘pK&b 8z(”A¢)>ep+<paz pap>e“’+<ap(pA¢) a¢>ez}'

Q

Zad. 2.131. Napisati Laplasovu jedna¢inu u paraboli¢nim koordinatama.
Resenje.

Za paraboli¢ne koordinate (p, ¢, z) je:

ut =u, u® =, ud = z;

€1 = €y, €2 = €y, €3 = €]

hlzhu:\/UQ—FUQ, h2:hv:\/u2+v2, hy = h, = 1.
Onda je

2y L [ O (00N O OV O (e 20V ]
v w_uQ—HJ? [au (8u>+8v <8v)+8z <(u v )32)] B

1 (82w 8211)) 9%

w2+ 02 \ou2 T o2 022"
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i Laplasova jednacina je V¢ = 0, odnosno

2.6.10 Povrsi u ortogonalnim generalisanim koordinatama

Zad. 2.132. Pokazati da se kvadrat elementa duzine luka, krive r = r(u, v) koja
lezi u ravni, moze napisati u obliku

ds? = Edu? 4+ 2F dudv + G dv?.

Resenge.
Kako je
dr = ?du + g—dv,
to je
ds? =dr-dr =
or Oor | Or Or Oror | ,
== = 22— — _— =
ou 5‘udu + ou 8vdUdU + ov 8vdv
=Edu® + 2F dudv + G dv?,
gde je:
_ Oror _ Oror G_arar
© Oudu © Oudv v ov’
@

Zad. 2.133. Pokazati da element povrsi, definisane relacijom r = r(u,v), moze
da se napiSe u obliku
dS=+vVEG — F?2dudv.

Resenje.

Element povrsi dat je sa
Or Or
Jdr  Or Jor Or
_\/(% X (%) . (6u X aU)dudv.

or Or

%X%dudv:
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Potkorena veli¢ina je

Or Or Or Or Or Or Or Or
(auau> (aa)‘ (ema) (aem) =BG -F
§to je i trazeni rezultat.

V)
Napomena. Ovu ideju mozemo da demonstriramo posmatrajuéi vektorski proizvod,

odakle dobijamo:
axb=absinan =

la x b|? = a?b?sin® o = a?b*(1 — cos® o) =
= a’h? — (abcosa)? = a®b? — (a-b)? =
= (a-a)(b-b) — (a'b)* =

a-a a'b
b-a b-b

‘ -
|a x b| = \/a?b? — (a-b)2.
2.6.11 Generalisani sistemi

Zad. 2.134. Neka je A vektor i neka su dva ortogonalna krivolinijska koordinatna

sistema (u',u?,u?) i (@', w?,w*). Nadi vezu izmedu kontravarijanatnih komponenti

ovog vektora u ta dva koordinatna sistema.
Resenje.

Pretpostavimo da su koordinatne transformacije izmedu Dekartovog pravouglog

sistema i sistema (u',u?,u?) odnosno (u',u?,u?), date sa:
r =z (ut,u?, u?), y =y (ut,u?, u?), z =z (u', u?, u®)
—1 -2 3 —1 -2 3 —1 -2 3 (2.227)
x = xzo(u ,u”,w’), y=yo(u ,u”,u’), z = zo(u ,w”, ).
Tada postoji direktna transformacija pomoéu koje se prelazi iz sistema (u!, u?, u?)
u sistem (u',u?,u3) definisana sa:
ut = ol (@, T, ), u? = (@, w?, w?), ud =@, @, wd),  (2.228)

i obrnuto. Na osnovu prvih jednac¢ina imamo:

dr = %du1 + %du2 + %du3 = adu! + axdu® + a3du3,
odnosno
0 0 0
dr = a—ﬂrldﬂl + 8—;@2 + a—;dﬂ?’ = o du! 4+ andu? + asdu’.
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Izjednacavanjem desne strane dobijamo
1 2 3 _ — 31 | — 122  — 1.3
ardu” + asdu® + azdu® = adu + axdu” + azdu’. (2.229)

Iz (2.228) sledi da je

ou! ou! 0
du! qu + S +8—u3d*
0 0 0
du? %d* +%df +aid*3
du? %d* %df g%d*

Zamenom u jednacinu (2.229) i izjednacavanjem koeficijenata uz du', du? i du®,
dobija se:
out ou? ou?

T g T T T
_ out ou? ou?
0y =onpg 2+a28 2+a3y2, (2.230)
_ oul N ou? N ou?
s = o a o3 —s.
3 1 =3 a 3 287 3%3
Sada se A moze izraziti u ta dva sistema
A=Clag+C2as + CPag = C'ay + Ot + C ais, (2.231)

gde su (C,C?,C3) i (C ¢ C ) kontavarijantne komponente vektora A u ta dva
sistema. Zamenom Jednacme (2.230) u jednacinu (2.231) dobija se

Clay + CPas + CPas = Clay + Oty + Coots =

2 2 2
- <Clau Lo 638“ >a1+ <Clau Mo +C‘°’au3> o+

ol 2 Y o out ou? ou
(O o
ondosno —10ut _—20ut  __30u’
Ccl = Coa+tC0 s +C o0,
o _g gzl Wre: gi Wi 2337 (2.232)

5 =10ud  _—20ud —3%
C Ca*1+082+c Pt

ili kra¢e napisano
—10uP  _—_20uP  _30uP

CP=C ——+C C — =1,2,3 2.233
au 82+ %37 p kg ( )
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odnosno

3
—_qOuP
cr=>Y" Cqﬁ ., p=1,2.3. (2.234)
q=1

Na isti nacin se moze dobiti da je:

3 m4
= ZCQ% . p=1,2,3. (2.235)
q=1

Definicija.

Ako se sistem O, pri koordinatnoj transformaciji u* = u'(u/), transformise po
zakonu (2.235), onda se kaze da taj sistem definie kontravarijantni tenzor
prvog reda.

Sa geometrijskog stanovista C? odreduje kontravarijantne koordinate vektora C
u odnosu na bazu koordinatnog sistema u’, tj.

Zbog toga se Cesto u literaturi C* naziva kontravarijantin vektor.

Q

Zad. 2.135. Odrediti kako se transformse, pri koordinatnoj transformaciji, kovar-
ijjantni tenzor (kovarijantne koordinate vektora).

Resenge.
Napisimo kovarijantne komponente vektora A u sistemu (u', u?,v?) i (@', u?, u®)
A =, Vu' + coVu? + e3Vu® =6, Vi + 6 Va? + & Vad. (2.236)
1,2

Kako je uP = uP (u',u?,u?), gde je p = 1,2, 3, to je:

ow _ 0w out o ond | ow o
or  Oul 0xr  Ou? dxr = Oud Oz’
ouw’  ouP out | ouP ou | Ouf Ou?

S =aia tas et g 2.237
oy 0wl oy ow? oy 0w oy (2.237)
ow_owon 0w o o o
8z  Oul 9z  Ou? 9z @ Oud 9z
Takode
1 2 3
a1 Vul + e Vu? 4+ ¢3Vud = clai + 02% + Cgal it
ox ox ox
(2.238)

+ ca—zllJrca—tﬂJrca—u3 j+ ca—lLleca—HQcha—u3 k
oy >y >y J e >0z 20z )
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odnosno

a—] 872 873
Qv + VI +eVE = (0 + g + T | i
ox ox ox

oy >y 2y J Y0z 29z 3 0z '

(2.239)

Izjednacavanjem koeficijenata uz i, j, k dobija se

oul N ou? N ot out e ou> N ow®
¢cl— +Cco— +C3— =C1—— +Cg— +C3—
Y ox 2 or 3o Y ox 2 or 3

out ou? o _ ouwt  _ ou? ow®

- i = L 4 Ca— 2.240
Clay +028y +038y cl@y +026y +C38y’ ( )
o o 0w __on ow ow
@ 0z 2 0z € 0z —a 0z €2 0z € 0z

_out  _ ow? ou®
Cc1 = -

Clﬁ oul oul’
_ouwt 0wt _ owd
@=tpa toga s (2241

out  _ ou? o

Cc3 = C1 47— 1 Ca- +c3
u u

Sto mozemo napisati

ou' ou? ou?

Cp=Cig ot lg oty (2.242)
ili ,
cp = Zlcqu; p=1,2,3. (2.243)
—
I analogno
¢ = icqui p=1,23. (2.244)
—
Definicija.

Ako se sistem ¢;, pri koordinatnoj transformaciji w* = u‘(u’), transformise po
zakonu (2.244), onda se kaze da taj sistem definise kovarijantni tenzor prvog
reda.
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Zad. 2.136. Neka su (u',u? u®) generalisane koordinate.

a) Pokazati da za njih vazi

g11 912 913 or or or 2
= b - —_— —— X [
g=1921 922 923 ( oul 9u2 8u3> )

g31 932 933

gde su g,, metricki koeficijenti uz duPdu?, u izrazu za ds? (vidi zadatak 2.123
na str. 215).

b) Pokazati da je zapreminski element u generalisanim ortogonalnim koordi-
natama jednak /g du' du? du®.

a) Kako je
or Or Ox Ox Oy Oy 0z 0z
0= =50 ui ~ dwrows T o dus T gwr s PP

koristeé¢i teoremu o mnozenju determinanti

ap az ag||A1 Az Aj
by by bg By By B3| =
C1 Co Cc3 Cl CQ 03

a1 A1 4+ axAs +azAs a1 By +asBy +a3Bz  a1C1 4 a2Cs + a3Cs

= |b1 A1 + boAy +b3A3 b1 By +byBy +b3Bs  b1Cp + b2Co + b3Cs

ClAl + CQAQ + 63A3 ClBl + CQBQ + Cng 0101 + CQCQ + 0303

imamo

ox
oul
ox
ou?
or

ou3

or

Jy
ul
0y
u?
Jy

ou3

or

0z
oul

0z
ou?

0z

ou3

oul Ou? = Oud

ox
Oul

Ox
ou?

ox

ou3

>2:

or
Oul
ox

Ox

Jy
out
dy

u?
Jy

ous

ou?

oud

dy
Aul
Jy
u?
dy
ud
0z
Aul
0z
ou?
0z

ou3

= |921

9z |?
Aul
0z
ou?
0z
oud

g12
g22
gs32

g11

g31

g13
g23| -
g33
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b) Zapreminski element dat je izrazom

or or o or . 4 or Or or 1124 3
=g du! du?du.
Treba uociti da je /g apsolutna vrednost Jakobijana.
V)

2.6.12 Raznovrsni problemi
Zad. 2.137. Izraziti sledec¢e povrsi u sfernim koordinatama:

a) sfera 2+ +22=9 ¢) paraboloid z = 2+ 92

b) kupa 2% = 3(z% + 3?) d) povis z =0 e) povi§ y = x.
Rezultat.

a) r=3, b) 6 = 7/6, c) rsin® 6 = cos 6, d) 0 =m/2,

e) ravan y = x sastoji se iz dve poluravni ¢ = w/4 1 ¢ = b /4.
@

Zad. 2.138. Ako su p, ¢,z cilindricne koordinate, nacrtati svaki od slede¢ih
primera i napisati njihove jednacine u pravouglim koordinatamas:

a)p=4,2=0 b) p=4
c)p=m/2 d)p=7/3,z=1.

Rezultat.

a) Krug u z ravni 22 +y? = 16,2 =0, b) Cilindar 2° +y* =16, 2z = z.
c¢) yz ravan gde je y > 0, d) Prava linija y = V3z,z=1gdejey >0,z > 0.
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a) yi

Slika 2.39:

Slika 2.40:

c) z

/

Slika 2.41:
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o=r/3

Slika 2.42:

Q

Zad. 2.139. Za sferni koordinatni sistem naéi:

a) ortove e,, €g, €, u zavisnosti od i, j, k,

b) ortove Dekartovog koordinatnog sistema i, j, k u zavisnosti od e, eg, ey.

Rezultat.

a) e, =sinfcos¢i+sinfsingj+ cosfk,
eg = cosfcosgpi+ cosfsingj—sinfk,
ey = —singi+cosoj,

b) i=sinfcos¢e, + cosfcospey —singey,
j=sinfsin¢pe, 4 cosfsinp ey + cos p ey,

k = cosf e, —sinf ey.

Q

Zad. 2.140. Izraziti vektor A = 2yi — zj + 3zk u sfernim koordinatama i odrediti
Ay Ay A

Rezultat.
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A =Ace + Ageg+ Apey, gde je
A, = 2rsin? §sin ¢ cos ¢ — rsin 0 cos 0 sin ¢ + 3r sin A cos A cos ¢,
Ay = 2rsin cos fsin ¢ cos ¢ — r cos fsin ¢ — 312 sin? 6 cos ¢,

Ay = —2rsin@sin® ¢ — r cos 6 cos ¢.
Q©

Zad. 2.141. Dokazati da su sledeéi koordinatni sistemi ortogonalni:
a) parabolicko cilindri¢ni,
b) elipti¢no cilindriéni i
¢) sferoidni.

Q

Zad. 2.142. Krivolinijski koordinatni sistem je ortogonalan akko je g,; = 0, za
p # q. Dokazati.

Q

0
Zad. 2.143. Naéi Jakobijan J = M za sledece krivolinijske sisteme:
a(ul7 Uz, U3)

a) cilindriéni,

=3

sferni,

d

elipti¢no cilindri¢ni i

sferoidni.

)
)
c¢) parabolicko cilindriéni
)
e)

Rezultati.

a) p, b) r%sin 6, c) u® 4 v?,
d) a®(sh?u +sin®v), e) a®(sh?¢ 4 sin®n)sh Esiny

Q
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Zad. 2.144. Izracunati [, /2% 4 y? dz dy dz, gde je V oblast ogranicena povrsima
z=a24+y?iz=8— (2% +9?).

Rezultat.

2567
15

Zad. 2.145.

a) Opisati koordinatne povrsi i koordinatne linije za sistem
%+ y2 = 2uj cosue, XY = ujsSinugz, 2 = us.
b) Pokazati da je sistem ortogonalan.

¢) Izra¢unati Jakobijan transformacije.

d) Pokazati da su uy i us povezane sa cilindri¢nim koordinatama p i ¢ i nadi te

veze.
Rezultati.
1
c) 3 d) uy = %p2,uQ =2¢
Q@
0 0 0
Zad. 2.146. Na¢i — & N Qu,, Vug, i Vug u
Gul au2 6U3

a) cilindri¢nim,
b) sfernim i
¢) parabolicko cilindriénim koordinatama.

Pokazati da je e; = Eq, e; = E5 i e3 = E3 za ove sisteme.

Rezultat.
Or c e i+ yj C .
a) — = cos @i + sin ¢j, Vp = ———== = cos ¢i + sin ¢j,
dp /22 + 42
@:fpsin¢i+pcos¢j, v¢:w7
99 p
@ =k, Vz=k

0z
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0
b) 871‘ = sin 6 cos @i + sin 6 sin @j + cos Ok
r
Jr . . .
%= 7 cos 6 cos @i + r cos Osin ¢j — r sin 6k
or in 0 sin 6 + 1 sin 0 cos 6
— = —rsin#sin ¢i + rsin 0 cos
¢ !
. D4k
Vr = i I sin @ cos @i + sin 0 sin ¢j + cos Ok
/132 + yQ + 22
zzi+ yzj — /2?2 +y?k  cos B cos @i + cos 6 sin ¢j — sin Ok
Ve = =
(22 + 2+ 22) /22 4+ 32 r
Vo = —yi+ xj _ —sin(b'—i— cos ¢
x? 4 y? rsin 6
r . . ui + vj
¢) gy ~ it Vu= a2
Oor . . —vi + uj
%:—’Ul—‘ruj, V’U:m,
Or
_— = 1(7 v = k.
0z :
Y%
9% 0% e .
Zad. 2.147. lIzraziti jednacinu 922 + 902 = ¢ u elipticko cilindri¢nim koordi-
€z Y
natama.
Rezultat.
0? 0?
871:5 a—vf = a®(sh?u + sin® v) ¢
@

Zad. 2.148. Izraziti Sredingerovu jednacinu (kvantna mehanika)

8m2m

v2w+ (6—’[}(33,:[}72)) =0.

u parabolicko cilindriénim koordinatama, gde su m, h i E konstante.
Rezultat.

1 {827,/1 821/)] 0%  8m’m

i o T o) T o T B Wl e2)v =0,
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gde je W(u,v,2) =V(z,y, 2).
Q

ou
Zad. 2.149. Izraziti jednacinu il kV2U u sfernim koordinatama ako U ne

zavisi od:
a)p, b)pib, c)rit, d) ¢, 0it.

Rezultat.

o = e o
L9 (. AU\ 90U ,dU

Q

Zad. 2.150. Dokazati da u bilo kom krivolinijskom koordinatnom sistemu vazi
divrot A =01 rot grad¢ = 0.
Q@

Zad. 2.151.
a) Akoje x = 3us+us—us,y = ug +2us+2us, 2 = 2u; —ug —us, nadi zapreminu
kvadra ogranicenog sa x = 0,z =15, y =0,y = 10, 2 =0,z = 5.

b) Dovesti u vezu odnos ovih zapremina sa Jakobijanom transformacije.

Rezultati.
a) 750,75; b) Jakobijan=10.
Q

Zad. 2.152. Neka su (x,y, 2) i (u1,us,us3) koordinate iste tacke u dva sistema.
a) Da li je sistem ortogonalan ako je x = 3u; + us — u3, y = uy + 2us + 2us,
z = 2uy; —us — uz?
b) Nadi ds? i g za taj sistem.
Rezultati.

a) Ne.  b) ds? = 14du? + 6du3 + 6du;dus — 6du;duz + 8dusdus.
Q

a—U—/{ L o T28U +71 92 sin@a—U b) a—U—/{ 19 7'28—(]
- r2sin @ 00 00 ot |r2or or
4 0



Glava 3

Resavanje diferencijalnih
jednacina pomocu redova.
Specijalne funkcije.
Ortogonalne funkcije

3.1 Funkcionalni redovi. Potencijalni redovi

Neka su date realne funkcije fo(z), f1(z), -+, fx(z),- -+, definisane za Vx € [a,b] C
R, gde je R - skup realnih brojeva.

Definicija.
Beskonacan zbir funkcija
fol@) + ful@) + -+ fel@) + =D fula), (3.1)
k=0

¢iji su ¢lanovi funkceije fi(z) definisane za Va € [a, b], nazivamo funkcionalnim
redom (beskonacan funkcionalan red).

Definicija.

Delimiéni zbir (parcijalna suma) funkcionalnog reda (3.1) je zbir oblika

Sn(z) = i fr(z), (n — pozitivan ceo broj). (3.2)
k=0
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Definicija.
Red (3.1) je konvergentan, za neko z = x;1 € [a,b] ako je

lim Sp(z1) = S(x1) # +oo. (3.3)

n—oo

Ako ne postoji ovaj limes, tada kazemo da je red divergentan.

Ako je red (3.1) konvergentan za sve vrednosti promenljivih z € [a, b], onda suma
reda predstavlja neku funkciju f(z), za = € [a,b], i moze da se predstavi u obliku

f(z) = Sn(z) + R, (x), (3.4)
gde je S, - delimic¢an zbir, a R, (x) - ostatak. Tada je
f(z)= lim S,(z), lim R,(z)= lim [f(z)— S,(z)] =0, (3.5)

ili
[f =Sl = |Rn(2)] <€
za svako
n> N(e,x) iza Yz € la,b)].

Definicija.

Za red -
> fr(x)
k=0

kazemo da je apsolutno konvergentan za neko = = 1 € [a, ], ako je red

S| )|
k=0

konvergentan.

Definicija.

Red (3.1) uniformno konvergira u intervalu [a,b], ako proizvoljno malom
€ > 0 odgovara pozitivni broj N(e), koji ne zavisi od z tako da je

|R.(z)| <e za VYn>N(s) i V€& ]la,bl.

Napomenimo da konvergentan red ne mora da bude i uniformno konvergentan, u
istom intervalu.
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Osobine uniformno konvergentnih redova

1° Ako su ¢lanovi uniformno konvergentnog (beskonaénog) reda neprekidne fun-
kcije, nezavisno promenljive x € [a,b], onda je i njihov zbir neprekidna
funkcija od x, u istom intervalu.

2° Ako su ¢lanovi uniformno konvergentnog reda neprekidne funkcije, nezavisno
promenljive x € [a, b], onda je integral njihovog zbira jednak zbiru integrala,
tj.

b b 50 o b
/fdx:/ [ka] dx:Z/fkdx, zaVz € [a,b). (3.6)
p 2 Lk=0 k=07

3° Neka clanovi konvergentnog reda, u intervalu [a, b], imaju neprekidne izvode
(u istom intervalu). Ako red izvoda uniformno konvergira, za = € [a, b, tada
¢e 1 polazni red biti uniformno konvergentan, u istom intervalu, i moze da se
diferencira ¢lan po ¢lan, tj.

d (oo} oo
=D k=) fu mVeelab] (3.7)
k=0 k=0
Potencijalni red
Definicija.
Red oblika
(oo}
Zam(x—xo)mzao+a1(m—xo)+a2(x—mo)2+-~- ) (3.8)
m=0
zove se potencijalni (ceo ili stepeni) red.  Konstante ag, aj, ..., zovu se
koeficijenti reda, a konstanta x, centar.

Pretpostavlja se da konstante i promenljiva x pripadaju skupu realnih brojeva
(ako se drugacije ne naglasi). Napomenimo da je potencijalni red funkcionalni red
kod koga je fi(7) = ar(x — z0)*.

U specijalnom slucaju, kada je o = 0, potencijalni red ima oblik

Z amz™ = ao + a1z + asz® + - - - (3.9)

m=0

Teorema 7 (I Abelova teorema) Ako je red (3.9) konvergentan za x = a, on je
i apsolutno konvergentan, za sve vrednosti x za koje je |x| < |al.
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Definicija.

Za svaki potencijalni red (3.9) postoji jedan nenegativan broj R (uklju¢ujudi i
+00), takav da je red apsolutno konvergentan za Vz € (—R, R), tj. za |z| <
R, a divergentan za Vzx izvan ovog intervala. Ovako definisan broj R zove se
polupreénik konvergencije, a interval (—R, R) interval konvergencije.

Operacije sa potencijalnim redovima

10

20

30

40

Svaki potencijalni red, konvergentan za x € (—R, R), moZze da se integrali u
intervalu [0, z], gde je |z| < R i tada je integral zbira jednak zbiru integrala,
tj.

€T

/f(a:)dxz/(iakxk> dx:i /akxkdm , zalr| < R. (3.10)
0 0 k=0 0

k=0

Svaki potencijalni red, konvergentan za x € (—R, R), moze da se diferencira
u intevalu [0, z], gde je |x| < R i tada je izvod zbira jednak zbiru izvoda, tj.

() = % (i akxk> = i d(%jk), za |z| < R. (3.11)
k=0

k=0

Sabiranjem (oduzimanjem) dva potencijalna konvergentna reda dobija se po-
tencijalni konvergentni red, ¢iji poluprec¢nik konvergencije nije manji od ma-
njeg poluprecnika konvergencije datih redova. Naime, neka su

flx) = Zakxk, |z] < R,
=0 (3.12)

[ee]
g(z) = ba*, |z| <R, R <R,
k=0

potencijalni redovi, tada njihov zbir (razlika) predstavlja potencijalni red obli-
ka

fla) £ g(x) =) (a +by) 2", (3.13)

k=0

konvergentan u intervalu (—R’, R’).

Mnozenjem dva potencijalna konvergentna reda dobija se potencijalni konver-
gentni red, ¢iji polupre¢nik konvergencije nije manji od manjeg poluprec¢nika
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konvergencije datih redova. Naime, neka su

(oo}
fl@)=> ara®, |z| <R,
- (3.14)
g(z) =Y ba*, |z| <R, R <R,

k=0

potencijalni redovi, tada njihov proizvod predstavlja potencijalni red oblika

f(@)-g(z) = Z (ag-br, + ay-br—1 + - + ay- by) 2", (3.15)
k=0

konvergentan u intervalu (—R’, R').

Teorema 8 Ako potencijalni red ima pozitivan poluprecnik konvergencije (R > 0),
a njegov zbir je identicki jednak nuli, tada su svi koeficijenti tog reda jednaki nuli.

Definicija.

Za funkciju f(x) kazemo da je analiticka, u tacki x = x¢, ako moze da se
predstavi potencijalnim redom, po (z — xg), sa polupre¢nikom konvergencije
R>0.

3.2 Resavanje diferencijalnih jednacina
pomocu redova

Poznato je, iz matematicke analize, da homogena linearna diferencijalna jednacina
sa konstantnim koeficijentima moze da se resi metodama algebre, a reSenja su
elementarne funkcije. Na primer, posmatrajmo homogenu linearnu diferencijalnu
jednacinu drugog reda sa konstantnim koeficijentima:

ay +by +cy=0, (3.16)
gde su a, b, ¢ konstante, a y = y(z). Pretpostavlja se da je njeno resenje oblika
y=Ce*, (3.17)

gde su a i C konstante. Konstanta a odreduje se iz uslova da pretpostavljeno
resenje identicki zadovoljava polaznu jednacinu. Ovaj uslov, zamenom (3.17) u
(3.16), svodi se na algebarsku (kvadratnu) jedna¢inu

ac® 4+ ba+c =0, (3.18)
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koja ima dva resenja (aq, ag). Ova su resenja, u opstem sluéaju, kompleksni bro-
jevi. Konacno resenje polazne jednacine je (dobijeno primenom principa superpozi-
cije)
y = C1e™% + Cre*?”, (3.19)
U praksi, ¢eséi su slucajevi kada koeficijenti jednacine (3.16) nisu konstantni,
ve¢ zavise od x. Pored toga jednacine su i nehomogene, $to jos viSe otezava nji-
hovo resavanje. ReSenja ovih diferencijalnih jedna¢ina su ¢esto funkcije koje nisu
elementarne. U ovom poglavlju biée navedene neke od njih (najcescée koriséene).

3.2.1 Koriscenje potencijalnog reda
pri resavanju diferencijalnih jednacina

Potencijalni redovi najcesce se koriste za reSavanje diferencijalnih jednacina kada
reSenje ne mozemo da dobijemo u zatvorenom obliku. Ova metoda je prirodna i
relativno prosta. Sastoji se u tome da se sve funkcije, koje se pojavljuju u posma-
tranoj diferencijalnoj jednaéini, razviju u potencijalni red po = — z (vidi (3.8)), ili
specijalno po x (xo=0). Zatim se pretpostavi reSenje u obliku potencijalnog reda

oo
y= D am(x—z0)",

m=0

nadu se odgovarajuéi izvodi i zamene u polaznu jednacinu. Na kraju se, izjednaca-
vanjem koeficijenata uz iste stepene od x, dobijaju nepoznati koeficijenti a,,, i na
taj nac¢in dobijamo resenje (u obliku reda).

Ovu tehniku éemo da demonstriramo na primerima Lezandrove ! i Beselove?®
jednacine. Medutim, pre nego sto to uradimo, navedimo jednu teoremu od znacaja
za reSavanje pomenutih jednacina.

Teorema 9 Ako su funkcije p, q i r, u diferencijalnoj jednacini
y +p@)y +a(@)y=r(z) (3.20)

analiticke u tacki x = xo, tada je svako resenje ove jednacine (3.20) analiticko u
tacki x = xq i moZe da se predstavi potencijalnim redom po (x — xg), sa radijusom
konvergencije R > 0.

Napomena. U primeni ove teoreme vazno je napisati jednacinu u obliku (3.20),
tj. koeficijent uz najvisi izvod jednak je 1.

Na kraju napomenimo da je ovaj metod od prakti¢ne vaznosti zbog moguénosti
izra¢unavanja numerickih vrednosti.

LAdrien Marie Legendre (1752-1833), francuski matematic¢ar. Dao je veliki doprinos u oblasti
specijalnih funkcija, eliptickih integrala, teoriji brojeva i varijacionom ra¢unu. Njegova knjiga
Eléments de géométrie (1794) bila je veoma poznata i imala je 12 izdanja u periodu kra¢em od
30 godina.

2Fridrich Wilhelm Bessel (1784-1846), nemacki astronom i matematicar. Njegov rad o Be-
selovim funkcijama pojavio se 1826. god.
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3.3 Lezandrova jednacina. Lezandrova funkcija.
Lezandrovi polinomi

Definicija.
Diferencijalna jednac¢ina oblika
(1—2%)y" — 22y + k(k+1)y =0, (3.21)

gde je k neki poznati realni broj, poznata je u literaturi kao Lezandrova
jednacina. Svako reSenje jednacine (3.21) zove se Lezandrova funkcija.

Ova jednacina se pojavljuje u brojnim problemima fizike, kao i pri reSavanju par-
cijalnih diferencijalnih jednacina.
Prema prethodnoj napomeni koeficijent uz y” treba da je jednak 1, pa se deobom
a (1 — z?) dobija
" 2z, k(k+1)
1— 22 + 1— 22

Kako su uslovi Teoreme 9 ispunjeni

o2 -2,

= 0. (3.22)

Y

q
— 2’ 1— g2

tj. odgovarajuéi koeficijenti (p, ¢, r) su analiticke funkcije u x = 0, to reSenje moze
da se predstavi potencijalnim redom

y = Zaixi. (3.23)
i=0

Koeficijente a; odredujemo iz uslova da ovo resenje identicki zadovoljava polaznu
jednacinu. Zamenom ovako pretpostavljenog resenja u polaznu jednacinu, dobijamo

(1—2%) i(i —1)a - 2szal Tk +1)Y aat =0, (3.24)
i=2 i=0
odnosno
i(i — Dax Zz (i —Dax’ —QZzazx +k(k+1) Zaza: =0. (3.25)
=2 =2 =1 1=0

U razvijenom obliku ova relacija moze da se predstavi na sledeé¢i nacin

2-1-ag+3-2-az3-x+ 43 a2’ + -+ (s +2)(s + Dagpo 2° +---
—2~1-a2'x2—~--—s(s—1)asxs—~~~

2

—21a1x— 22 a9x% — - — 285 a5 5 — -

k(k+ 1)ag + k(k+ Day-x + k(k + Dag-a® +--- + k(k+1)-as-2° +--- = 0.
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1z uslova da ovo mora da bude identitet, prema Teoremi 8, dobijamo:

2ay + k(k 4+ 1)ag = 0, koeficijent uz 2°
6az + [—2 + k(k + 1)Ja; =0, koeficijent uz z*
(s+2)(s+1)ast2+ [—s(s —1) —2s + k(k+1)]as =0, koeficijent uz z°.

Iz poslednje relacije dobijamo tzv. rekurentne formule za odredivanje koeficije-
nata a;:
(k—s)(k+s+1)
(s+2)(s+1)

Iz ovih relacija vidi se da su odredeni svi koeficijenti, sem ag i a; koji ostaju
proizvoljni. Dakle, svi ostali koeficijenti mogu da se izraze preko ova dva. Tako je,
na primer:

s42 = — as, s=0,1,2,... (3.26)

k(k+ 1) k(k + 1)
RETTL T T Ty W

 k-Dk+2) (k-D(k+2)
BETTT3y T T

k- (E+3) (k- 2k(k+ 1)k +3)
aa =" 13 27 41 @0

B (k—3)(k+4) _ (k=3)k—1)(k+2)(k+4)
BETTT Ry BT 5! “

itd.
Iz ovih primera vidimo da se parni koeficijenti mogu izraziti preko ag, a neparni
preko a1, pa se polazno reSenje moze predstaviti u obliku

y = aoy1(z) + a1y2(z), (3.27)
gde je:
(@) =1 k(k2!+ D2, (k= 2)k(k4!+ D(k+3) 4,
() =z EDET2) 5 (k=3 - D(E+2)(k+4) 5

3! 5!

Ovaj red konvergira za |z| < 1.

Napomenimo da kako y; sadrzi samo parne stepene, a ys samo neparne, to
njihov koli¢nik nije konstantan. Odatle sledi da y; i y2 nisu proporcionalni, tj. ove
funkcije su linearno nezavisne. Dakle, funkcija y = agy; + a1y2 predstavlja opste
reSenje polazne jednac¢ine (Lezandrova jednacina) u intervalu —1 < z < 1.

Lezandrovi polinomi

Posmatrajuéi strukturu koeficijenata asy2 (3.26), pri cemu je s = 0,1,2, ..., vidimo
da ako je u polaznoj jednacini k ceo broj, tada neki od koeficijenata as;2 mogu
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da budu jednaki nuli. Recimo, za k = s imamo agyo = ag4qg = --- = 0. Ako je k
paran broj, tada se y; redukuje na polinom stepena k. Ako je k neparan broj, tada
se yo redukuje na polinom k-tog stepena.

Iz (3.26) sledi da je

(s+1)(s +2)
(k—s)(k+s+1

as = — )a5+2, s<k-—2. (3.28)
Iz ove relacije mogu da se odrede svi koeficijenti, koji su razli¢iti od nule, preko
ar, koeficijenta uz najveéi stepen polinoma po xz. Ovaj koeficijent je proizvoljan.
Pogodno ga je definisati relacijom

1, k=0,
WY @R 1E5ee@h-1) (3.29)
2k (kN2 k! T
Za ovako definisano ay, iz (3.28) dobijamo:
" __k(k—l)a k(e —D)(2k)!
PR 0k —1) " T 202k — 1)2R(kNZ
B (2k —2)!
2k(k — 1)I(k — 2)!
m (2k — 2m)!
—om = (—1 .
ar—2m = (=1 S T — 9!
Definicija.
Polinom definisan relacijom
M
(2k — 2m)! 2
P = -1m m 3.30
k(@) ) St — )itk — 21 (3:30)
m=0
zove se Lezandrov polinom k-tog stepena, gde je M = k/2 ili (k—1)/2, ceo
broj.

Ovaj polinom predstavlja resenje Lezandrove diferencijalne jednacine (3.21).
Ispisimo nekoliko ovih polinoma:

Py =1; P =z
1., 1,
P, = 5(3x —1y; Py = 5(53: — 3x)

1 1
Py = g (350" —300° +3); Py = (632" — 702° + 152).
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Njihovi grafici prikazani su na sl. 3.1.

yA

/N
W

Slika 3.1: Lezandrovi polinomi

Polazeéi od binomne formule, primenjene na (z% — 1), i diferencirajuéi taj izraz

n puta, ¢lan po ¢lan, dobijamo tzv. Rodrigov 2 obrazac

k
Py(z) = ﬁ% (@2 =1 (3.31)

Kao primer koriséenja Lezandrovih polinoma u geofizici navedimo geomagnet-
ski potencijal [47]. Naime, za izra¢unavanje magnetskog potencijala na Zemljinoj
povrsi koristi se funkcija oblika

U=R Z Z [0 cos(mA) + hL* sin(mA)] P [cos ©]
=1m=0

pri ¢emu je: R — poluprecnik Zemlje, g/ i h)" koeficijenti koji zavise od osnovnih
karakteristika magnetskog polja, a P Lezandrovi polinomi (vidi zad. 3.12, str.
285).

30linde Rodrigues (1794-1851), francuski matematicar i ekonomist.
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3.4 Beselova jednacina. Beselove funkcije
Navedimo prvo neke pojmove i teoreme koje ¢emo koristiti pri reSavanju Beselove
jednacine.

Posmatrajmo linearnu diferencijalnu jednac¢inu n-tog reda

ao(2)y™ + -+ an_1(2)y + an(x)y = 0. (3.32)

Definicija.

Tacka xg, u kojoj je ispunjen uslov ag(zg) = 0, zove se singularna tacka.

Definicija.
Za tacku xy kazemo da je regularno singularna tacka, posmatrane diferen-
cijalne jednacine, ako ova jedna¢ina moze da se predstavi u okolini tacke xg, u
obliku

(z — 20)"y™ + by (@) (z — 20) " Vy™ D 4. 4 b, (2)y =0, (3.33)

gde su b;(z), i =1,2,...,n, analiticke funkcije u tacki x.

Kako ¢emo se kasnije ogranic¢iti samo na diferencijalne jednacine drugog reda,
to posmatrajmo jednacinu

L(y) = (& — 20)*y" +b(x)(x — z0)y’ + c(x)y = 0. (3.34)

Ne gubeéi u opétosti, a radi jednostavnijeg pisanja, pretpostavi¢emo da je zo = 0 4,
pa dobijamo
L(y) = 2%y + b(x)zy’ + c(x)y = 0. (3.35)

Za b(z) i c¢(z) pretpostavljamo da su analiticke funkcije u z, tj. pretpostavlja se da
postoji takav broj R > 0 da one mogu da se predstave potencijalnim redovima:

b(x) = Z bz,  c(z) = Z e, (3.36)
k=0 k=0

koji konvergiraju na intervalu |z| < R.
Resenje ¢emo da potrazimo u obliku tzv. uopstenog potencijalnog reda

y(l’) = I’/\ Zak’xk7 aop 7é Oa x> 0. (337)
k=0

4Prakti¢no, mogli smo da uvedemo novu promenljivu T = x — ¢ i na taj nacin bismo formalno
imali istu jednacinu, kao za zg = 0.
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Teorema 10 (Frobenius-ov metod) ° Svaka diferencijalna jednacina oblika

y” b(x) / @

== =0 3.38
+ Y5y =0, (3.38)

gde su funkcije b(x) i c(x) analiticke u tacki x = 0, ima resenje oblika
y(l‘) = 1')\ Z akl'k, ao 7é 07 (339)
k=0

pri cemu A moZe da bude bilo koji broj (realan ili kompleksan). \ se bira tako da
ap 7& 0.

Zamenivsi pretpostavljeno reSenje u polaznu jednac¢inu, uz uslov da je ag # 0 i
k = 0, dobijamo jednacinu za odredivanje A

AN = 1) + b(0)A + ¢(0) = 0. (3.40)

Ova jednacina poznata je kao indeksna jednacina diferencijalne jednacine (3.38).
Preko A i ag sada mogu da se odrede i ostali koeficijenti ay, pa mozemo da napisemo
formalno resenje polazne jednacine u obliku

y(x, \) = agz™ + 2 Z ar(\)z". (3.41)
k=1

Za reSenje smo rekli da je formalno, jer jos nismo dokazali konvergenciju ovog reda.
Dokaz moze da se nade u mnogim knjigama iz ove oblasti. Videti na primer u [40].

Teorema 11 Posmatrajmo diferencijalnu jednacinu oblika
22y + zb(x)y + c(z)y =0, (3.42)

i pretpostavimo da su b(z) i c(x) analiticke funkcije, u tacki x = 0. Ako su redovi,
kojima mogu da se zamene ove funkcije, konvergentni za |x| < R, a A\; (Reh; >
Re)a, i =1,2) resenja indeksne jednadine:

AA=1)+b(0)A 4 ¢(0) =0, (3.43)
tada:

a) diferencijalna jednacina (3.42) ima dva linearno nezavisna resenja

yi(z) = [z aab, ol =1, i=1,2, (3.44)
k=0

ako su A1 1 Ay razliciti, a njihova razlika A1 — Ay nije ceo pozitivan broj.
Odgovarajuéi redovi (y;) su konvergentni za 0 < |z| < R.

i grupa.
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b) Diferencijalna jednacina (3.42) ima dva resenja oblika
pie) = o Do 0 ek = JaPr (o),
k=0
yo(z) = ||+ Za,(f)xk + ey1(x)-loglz| = |z|Mra(z) + cyr () log|x|,
k=0

ako je A\1 = Xo. Odgovarajuéi potencijalni redoviry (z) i ro(x) su konvergentni
za 0 < |z| < R ir(0) #0.

¢) Diferencijalna jednacina (3.42) ima dva resenja oblika

yi(z) = |z[M g (2),
y2(2) = |22 q2(2) + cyr () loglz| = [o[Mra(2) + eyy (2)-logla],

ako je razlika Ay — Ao ceo pozitivan broj. Potencijalni redovi g1(x) i go2(x) su
konvergentni za 0 < || < R i ¢;(0) # 0. ¢ je konstanta, koja moze da bude i
jednaka nuli.

3.4.1 Beselova jednacina

Jedna od vaznijih jedna¢ina u primeni matematike je tzv. Beselova ili cilindri¢na
jednacina
Liy)=2%y +ay + (2> = 1*)y =0, (3.45)

gde je v konstanta (Rev > 0).

Ova jednacina javlja se u problemima oscilacija, elektrostatickih polja, provodenju
toplote, itd. Nadalje ¢éemo da pretpostavimo da je v realan parametar.

Demonstrirajmo na ovoj jednacini prethodno opisan postupak.

Prvo, zapazamo da je regularni singularitet u tacki x = 0. Zatim, indeksna
jednacina

AMA=1D+1LA+(0-2%)=0
u ovom slucaju je kvadratna jednacina
A -2 =0, (3.46)
Cija su resenja
A =v, Al=-—I (3.47)

Pretpostavimo prvo da je v = 0, odakle sledi da je Ay = Ay = 0. Prema Teoremi
11 b), str.247, za ovaj slucaj imamo da su reSenja:

yi(x) = |2|°r1 ()

yo(x) = |2y (z) 4 y1 () log
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odnosno, ako posmatramo slucaj za x > 0
yi(x) = ri(x)
y2(x) = zra(z) + y1(z)loglx].

Prema pretpostavkama, r;(z) su analiticke funkcije za = 0, pa mozemo da ih pred-
stavimo u obliku reda, koji konvergira za sve konacne vrednosti . Prvo odredimo
1

x) = Z arz®, ag#0 (3.48)
k=0
i izracunajmo L(ry). Kako je
x) = Zkakxk_l i Zk — Dapaz*=2, (3.49)
k=1 k=2

to je
oo oo (o)
L(r) = 22 Z k(k — Daga™ 2 +x Z kapa® 1 + 22 Z apz® =0, (3.50)

kao jedno od resenja (y; je resenje) polazne jednacine.
Sredujuéi prethodnu relaciju dobijamo:

o
a1z + apr® + ar2® + Z [k(k — 1)agz® + kapa® + apa™ 2] =

k=2
—a1x+z k—1agx —|—kakx]+aox + a2 —|—Zakx
k=2
—alm—i—z k —1)apz® + kapa® + aj_ gxk] = (3.51)
—CL1$+Z{ kE—1)+k|ag + ag— 2}£C

Da bi ova relacija bila identicki zadovoljena, potrebno je da koeficijenti uz sve
stepene budu jednaki nuli. Iz ovog uslova sledi

a; =0, (kz2—k+k:)ak—|—ak_2:0,

odnosno

ap =0, ap=-— ak=23,... (3.52)

Iz poslednje relacije vidimo da se svi parni koeficijenti (k =2s+2, s =0,1,2,...)
izrazavaju preko ag, a neparni (k = 2s+1) preko a;. Kako je dobijeno da je a; = 0,
to su i svi neparni koeficijenti jednaki 0.
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Za parne koeficijente dobijamo

ao a2 1 ao 1
0, ap=-20 g =-2__ (——) = ., 3.53
w70 a2 == =g =574 ) T 1™ (3.53)
itd.
Produzujuéi ovaj postupak dobijamo sledece relacije:
azs+1 =0,
[ (=1 (3.54)
25 = | ()2 925 | O
Ako uzmemo da je ag = 1, red r; ima oblik
S (_1)8 2s
ri(z) = Z (51)22233: , (3.55)
s=0
koji konvergira za svako konac¢no x.
Definicija.
Funkcija definisana relacijom
L& (1)
Jo(z) =" oL (5) (3.56)
s=0
zove se Beselova funkcija prve vrste nultog reda.

Dakle, r1 = Jp predstavlja prvo partikularno resenje diferencijalne jednacine (3.45).

o (%)

o, (%)

. e

Slika 3.2: Beselove funkcije prve vrste
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Drugo partikularno re§enje, prema Teoremi 11, str.246, trazimo u obliku ©

oo
= Z bpa® + Jologz, gde je by = 0. (3.57)
k=0

Kao i kod trazenja prvog partikularnog resenja, nadimo prvo
L(yz) = 2%y + ayh + 2’y = (3.58)
= 1w + 22by2” + Y (K?by, + br—z) 2¥ + 220 + L(Jo) log .
k=3
Kako su yo i Jy reSenja polazne diferencijalne jednacine (L(y2) = 0, L(Jy) = 0), to

dobijamo

22 528( ) +kZ:3 K2y, + bg_2) 2 + 2%b9a? + by = 0. (3.59)

Odavde sledi:
za neparne koeficijente:

(28+1)2bgs+1 = 71)25_1, s = 1,2,...,
a kako je by = 0, to su neparni koeficijenti
bos41 =0, s=0,1,2,... (3.60)

Za parne koeficijente dobijamo

9 (_l)erls
(28) bQS + b2572 = W, S = 2, 3, PN (361)
Moze da se pokaze da se iz poslednje relacije dobija
1 1 1 1\ (=1)*7t
bos=(=-+=-4+-4- 4= ) ~L—, =1,2,... .62
2 (1+2+3+ +8) 25 (s1)? s (3.62)

Na ovaj nac¢in odredeno je i drugo partikularno resenje jednacine (3.45)

yzZJOIng—i(l—l—;—i—---—ki)((;!1));<°;>23. (3.63)

s=1

SNapomenimo da smo za prvi deo resenja imali

o0 oo
mrQZchkﬂck:chxk“, k+1=s =

k=0 k=0
oo
— S —
= E cs—1x®, smenom cg_1 = bg
s=1

:i :stx za s =0, bg = 0.
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Definicija.

Funkcija definisana relacijom

Ko = Jologz — i (1 n % ot i) (=1)° (f)2 (3.64)

s=1

zove se Beselova funkcija druge vrste, nultog reda.

Ova funkcija poznata je u literaturi i kao Nojmanova’ ili Makdonaldova funkcija
nultog reda.

yA

L K,
0.5 K,
0 \ L
w 10 x
0.5 —

Slika 3.3: Beselove funkcije druge vrste

Na kraju, rezimirajmo. Za v = 0, Beselova jednaé¢ina (3.45) ima dva linearno
nezavisna reSenja
1 =4Jo, y2 = Ko, (3.65)

odnosno, za ovaj slu¢aj reSenje pomenute jednacine je
y = aJo + bKy, (3.66)

gde su a i b proizvoljne konstante.

Pri resavanju indeksne jednacine, koja odgovara Beselovoj jednacini (3.45), pret-
postavili smo da je v = 0. Posmatrajmo sada slucaj kada je v # 0. U ovom slucaju
jeA # A i

)\1 - )\2 = 2v. (367)

Kako smo pretpostavili da je v realan parametar, to ova razlika moze da bude ili
ceo broj ili ne.

Posmatrajmo prvo slucaj kada 2v nije ceo broj. Prema Teoremi 11 a), za ovaj
slucaj, imamo dva linearno nezavisna resenja oblika

yi = oY afak, =12, (3.68)
k=0

7Carl Neumann (1832-1925), nemacki matematicar i fizicar.
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Nadimo prvo y;, uz pretpostavku da je x > 0, za A\y = v
oo
y=a"Y apz®, ag#0, (3.69)
k=0

pri ¢emu je ovaj red konvergentan za svako konac¢no x.
Kao i u prethodnom slucaju, iz uslova

L) = (v + Dagz” ™ 4 ¥ Z [(k+v)ak + ap—2] zF =0, (3.70)
k=2

moze da se dobije

a23+1:0, 5:0,1,2,...
B (—1)50,0 (3.71)
2258l (v 4+ 1) (v +2) - (v+s)

Partikularno resenje je oblika

a2s

v v = (_l)s T2
y1(z) = apx” + apx Sz:; T2 E) (5) : (3.72)

Pogodno je za ag izabrati vrednost (da bi se ova relacija povezala sa jednom drugom

specijalnom funkcijom)
1

T 2T+ 1)
gde je T' tzv. gama funkcija. ® Za ovako izabrano ag, y1 postaje

n=(3)Sarereen (3) (.79

s=0

ag (3.73)

Definicija.
Funkcija J, (), definisana relacijom
T\Y (—1)® x\ 28
J,=1= —_— (= . 3.75
(2) ;5!F(S+V+1) (2) (3.75)

zove se Beselova funkcija prve vrste, reda v.

80 I funkciji biée vise reéi kasnije. Ovde ¢emo da navedemo samo njenu definiciju, kao i neke
osobine, zbog lakseg pracenja.

oo
T'(v)= /m”_le_z dx, zav > 0.
0

Za, ovako definisanu funkciju vazi
Fv+1)=vl(v), I(1)=1, TI(1/2)= /=
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Kako A1 — A2 nije ceo broj, to se drugo partikularno resenje trazi u obliku
(oo} o0
Yo = 1‘)‘2 Zbkxk =g v Z bkxk, (376)
k=0 k=0

U ovom sluc¢aju, istim postupkom, dobijamo
Y2 = J_, (), (3.77)
gde je J_, Beselova funkcija, definisana izrazom
T\ "V (=1)° x\2s
L= (D)UY (o) 375
2 ;OSIF(S—V—FI) 2 (3.78)
Ostao je jos jedan slucaj i to kada je v ceo pozitivan broj, recimo v = n, gde

je n prirodan broj. U ovom sluc¢aju za prvo partikularno resenje dobijamo (videti
Teoremu 11, str.246)

Y1 = Jn(x)a (379)
a za drugo
yo =" Z bra® + CJ,(2) log . (3.80)
k=0

Kao i u prethodnim slu¢ajevima, iz jednacine L(y2) = 0 mogu da se odrede koefi-
cijenti by, posle cega se dobija

i, 1 Ck
= by~ " box™ ™ E i 27 0 n n
pala) = o T o 1) gy 2
_¢ Eoo koi (8 + Sin) 2" T2 4+ CJ,(x) log (3.81)
9 21 91 i+n n gxT. .

i=1

U prethodnoj relaciji je

1 1
Sm=1+-++—,
m

2
i 3.82
(D) " (3.82)
2T 2ingl (i 4 )l n=1(n — 1)’

U specijalnom slucaju, ako uzmemo da je C' = 1, za by dobijamo

bo = —2""1(n—1), (3.83)



254 3 Resavanje dif. jed. Specijalne funkcije. Ortogonalne funkcije

pa je ya
=3 (5) S () 50
_;(1+;+ +;);(;)"+Jn<x>logx_
S0 S (s D) s (a0 Q)
Definicija.

Funkcija K, definisana relacijom

B X e

4!

1 1 1\ 1 n
—2(1+2+ +>‘(326) + Jn(z) logz—
" (3.85)
s G
2\2/ Zil(i+n)!
S8 | EEEITRILS IV O S (f>2
2 i 2 i+n 2/
zove se Beselova funkcija druge vrste n-tog reda.
Neke Beselove funkcije
Napisimo sada izraze za neke Beselove funkcije:
2 ot 26
Jo(z)=1-— 52 + 22 226 +... (3.86)
T x? x? 8
= 1-— — e .
Nlw) =3 ( 222 T 2426 242608 ) (3.87)
Odredimo sada funkcije J,11/2, gde je n ceo broj. Prvo, iz (3.75), odredimo
J1/2 i J,l/gt
1
k4=
s (e
Ja(a) =S —— 2L (3.88)
P EIT(5 + k)

Dalje, kako je prema (3.121) i (3.133):

1-3-5...(2k + 1) 1.3-5...(2k + 1)

D+ = oy = SR E (389)
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to zamenom u (3.88) dobijamo:

2 o0 2k+1
Jij2(x V72 xkzzo 2k—|—1 . (3.90)

Kako ova suma predstavlja razvoj u red funkcije sinx, to kona¢no dobijamo:

2
Jija(x) =4/ pr sinz. (3.91)

Na slican nacin dobjamo i za J_1 3:

2
J_1/2(x) =4/ — cos . (3.92)

Sada, prema (3.104), mozemo da izra¢unamo i:

J3/2(2) = \/Z (— cosz + Slgx) —
_ \/Z {sin(aj Cr2) 4+ i cos(z — 7 /2)} ,

Js2(x) = \/Z {— sinz + g {sin(x —7/2) + écos(x — 77/2)] } =

_ ]2 {(1 - ;) sin(e — ) + 2cos(x7r)} .

(3.93)

T X

Poslednju relaciju mozemo da uopstimo za izracunavanje Beselovih funkcija
oblika Jn+l/2:

Tt ja(x) = % [Pn (i) sin (x - "7”) + Qn (;) cos (m - ”2”)] (3.94)

gde su P, i @, polinomi od 1/z.
Iz poslednje relacije vidimo da Beselove funkcije J,,41/2 mozemo da aproksimi-
ramo izrazom:

Jo(x) =] — [cos (:17 e 7> + O(xil)] , x«>0. (3.95)

Ova asimptotska relacija vazi ne samo za v = n + 1/2 veé i za svako v.
Za Beselove funkcije postoje tablice iz kojih mogu da se procitaju njene vrednosti
u pojedinim tackama.
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3.4.2 Veberove funkcije

Nadimo sada opSte resenje Beselove jednacine. Radi toga uvedimo novu funkciju
definisanu sa:

Jy(x)cosvm — J_,(x) .

Y, (z) = (3.96)

sinvw

Moze da se pokaze da je i ova funkcija resenje polazne jednacine (3.45), jer je
linearna kombinacija reSenja (princip superpozicije), u slu¢aju da je n ceo broj.
Tada je desna strana neodreden izraz 0/0. Iz ovog izraza, uz primenom Lopitalovog
pravila, moze da se dobije, za v ceo broj (v = n):

Y, (z) = %Jn(x) lng - ikz_o W (g)%_n - (3.97)
x\ 2k—n
—ii (=¥ (5) [F’(k:Jrl) +F’(n+k+1)}
™= kl(k+n)! 'k+1) Tn+k+1)]"

Funkciju Y;, — nazivamo Veberova ¥ funkcija. Veberova funkcija je resenje Beselove
jednacine u slu¢aju kada je v ceo broj (v = n).
Specijalno, za n = 0 dobijamo:

—1)* (%)% Tk +1

> (
Yo(z) = kZ:O OF F(k+1)). (3.98)

2 T
;Jo(x) ln§ -

3w

Funkeije J, i Y, su linearno nezavisne i za svako v (celo ili ne) obrazuju funda-
mentalno reSenje polazne jednacine. Opste reSenje mozemo, sada, da predstavimo
u obliku:

Yy = Cl Jy(l‘) + OQ YV(Z’), (399)

gde su C; (i = 1,2) proizvoljne konstante.
Napisimo sada neke rekurentne formule za Beselove i Veberovu funkciju:

Jy(@) = Ji(2) = 20, (@), (3.100)
Y,(@) = Yoo () = 2V, (@), (3.101)
Jo(@) = =Jyaa(@) + = (), (3.102)
Yy(@) = ~Yomi (@) + 2V, (a), (3.103)
Toin() = 2 ,(@) ~ (), (3.104)
Yoa(@) = 22X, () ~ Yia(a). (3.105)

9Heinrich Weber (1842-1913), nemacki matematicar
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Ove formule se mogu proveriti diferenciranjem Beselove i Veberove funkcije. Pokazimo
to na primeru (3.100):

d 0 I/ + k‘) 2v+2k—1
dx Z:: 2V+2kk'1“ v+k+1) (3.106)
Dalje, kako je I'(v + k+ 1) = (v + k)I'(v + k), dobijamo:
N\ 2k+v—1
L r@) =23 1 (3) (3.107)
T I k(v —1+k+1) '
pa prema (3.75):
d
P (¥ Ty (x)) = 2" Jy_1. (3.108)
Sa druge strane
s (z¥ ], (x)) = va " T, () + 2" J. (). (3.109)

Odavde sledi
v J, 1 =va"  ,(x) + 2V T (),

odnosno deljenjem sa =¥ dobija se (3.100).

3.5 Neke druge specijalne funkcije

Skoro bez izuzetka, najéesée koriséene specijalne funkcije su trigonometrijske (Furi-
jeovi redovi), hiporbolicke, Beselove i Lezandrove funkcije. Medutim, ima nekoliko
klasi¢nih problema u fizici i tehnici, ¢ije reSavanje nameée uvodene nekih drugih
funkcija. U ovom poglavlju samo ¢emo da navedemo grupu tih funkcija, bez ulaze-
nja u detalje i analizu njihovih osobina.

3.5.1 Hermitovi polinomi

Funkeija, koju oznacavamo sa He, (), a predstavlja resenje diferencijalne jednacine

2

y —axy +ny=0, (3.110)
data je izrazom
n! n! n!
Hn — n_ ' n—2 1.3———— _1 e on—6
N A T R TT oy e T A
(3.111)

Ovako definisane funkcije zovemo Hermitovi polinomi °.

Ovi polinomi mogu da se predstave i relacijom
2 dn 2
He, (@) = (~1)"e”"/2 = (e*f /2) . n=0,1,... (3.112)

10Charles Hermite (1822-1901), francuski matemati¢ar, poznat po svojim radovima iz algebre i
teorije brojeva.
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Neke rekurentne formule

He,+1(z) = zHe, (z) — iHen(:v),
. dz (3.113)
£Hen(x) = nHe,,_1(z).

Jedna veza izmedu eksponencijalne i Hermitove funkcije
te—t2/2 = "
e = Z Hen(a:)a. (3.114)
n=0

Integralna reprezentacija

He, (z) = V%

+o0
/ (x +it)" et’/2 dt, i=+v-1. (3.115)
Napomenimo da se u literaturi cesto i jednacina oblika

y” — 29:y/ +2ny =0

naziva Hermitova diferencijalna jednacina, ¢ije je reSenje dato sa

H; (z) = (—1)"6952 d” (eff) , n=0,1,...

dan
3.5.2 Lagerovi polinomi
Resenje diferencijalne jednacine
2y +(a+1—2)y +ny=0 (3.116)
je funkcija oblika
Ln(a)(m) = erx'—a i (e_xx"“") , n=0,1,..., (3.117)
n! dz”

koju zovemo Lagerov polinom !! (funkcija).

1 Edmond Laguerre (1834-1886), francuski matematicar, poznat po radovima iz geometrije i
teorije beskonaé¢nih redova.
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3.6 Specijalne funkcije koje nisu posledica Frobe-
niusove metode
U ovom delu naveséemo nekoliko specijalnih funkcija koje se javljaju u problemima

fizike i matematike, a nisu posledica resavanja diferencijalnih jedna¢ina pomocu
redova.

3.6.1 Gama funkcija (faktorijel funkcija)

Definicija.

I' — funkcija definiSe se slede¢om relacijom:

= /e_“'-x"_l dz, (3.118)
0

gde je n — realan, pozitivan broj (n > 0). Ovaj uslov je potreban zbog konver-
gencije integrala, po gornjoj granici.

Ova funkcija poznata je i kao Ojlerov integral druge vrste. U posebnom slucaju,
ako je n = 1, imamo:
oo

(1) = /eif” dz = 1. (3.119)

0

Parcijalnom integracijom, iz (3.118) dobijamo:
oo
I(n) = [-e """ (n—1) / "2 da, (3.120)
0

i ako je n > 1, dobijamo:
I'n)=(n—-1)-T(n—-1). (3.121)
Zamenom n sa n + 1, dobijamo (n =1,2,...):
'n+1)=nTn)=n(n—-1)Tn-1)=---=n! (3.122)

Dalje, ako zamenimo x sa x2 u (3.118), dobijamo:

:/6722112(:1 —9
0

e 22" dg. (3.123)
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U posebnom slucaju, ako je n = 1/2, iz prethodne relacije dobijamo

oo
r(1/2) = Q/e_mZ da. (3.124)
0
Integral:
w/2
/cos 7-sin” 7 dr, (3.125)

0

moze da se izrazi preko I' — funkcije.
Da bismo to pokazali, podimo od integrala:

_ / /6_$2_y2.x2m—1_y2”—1dxdy. (3.126)
0 0

Ovaj dvostruki integral mozemo da predstavimo kao proizvod dva jednostruka:

oo oo

2 2 1
u= /e_m 2l da:-/e_y Py = ZF(m)-F(n). (3.127)

0 0
S druge strane, ako predemo na polarne koordinate
(x =rcose, y = rsinp, dedy = rdrdyp),
integral (3.126) postaje:

2

/e r (r cos @)?™ 1 (r sing)?" L rdrdy =
0

/2
e pRmEn) =1 gy / (cos )21 (sin)* 1 dp = (3.128)
0

0\8 o2

/2

1

if‘(m +n) / (cos )*™ 1. (sin )?" L dy
0

z (3.127) 1 (3.128) dobijamo:

/2
u= {TID) = 5Tm+n) [ (cosf™ L sing Mg, (3.120)
0
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odnosno:
/2
1 _ 1T(m)I(n)
2m—1 2n—1
: dp = = W2, 1
[ feospm e singn =t = (3.130)
0
Uvedimo sada smene:
!
1
2m—1=m' = m:m; ,
, (3.131)
Mm—-1=n = n=-— 1
2 )
pa integral (3.130) postaje:
/2 F<m’+1>.r<n'+1)
/ / 1 2 2
™ (sin )" dp = = . 132
[ tcoser (simgy” dg = Ny (3132)
0 nTrrTe
2

Napomenimo da je m’ > —1in' > —1, §to sledi iz uslova da je m > 01in > 0.

U specijalnom slucaju, kada je m’ = n’ = 0, dobijamo:

/2 9 9
/ dgp:;[r(rl(/iﬂ = g:% = D(1/2) =+  (3.133)
0
Dalje, iz (3.121), dobijamo:
PG/2) = sT(/2) = SVm, T(5/2) = “2vVr, T(1/2) = ooV, (3134)
itd.
Iz (3.122) sledi:
I'(n) = w (3.135)

odakle T'(n) — oo, kada n — 40.

I' — funkcija moze da se prosiri na osnovu (3.135) i za n < 0 u koracima najpre
za (—1,0), zatim (—2,—1) itd. Ovako prosirena funkcija predstavljena je graficki
na sl. 3.4.
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A r(a)
5
! ! ! >
4 2 2 4
-2
m 4

Slika 3.4: T funkcija

3.6.2 Beta funkcija

Definicija.

Beta funkciju definisemo slede¢om relacijom:
1
B(m,n) = /:Um_l- (1—a)" 'de (3.136)
0

za svako m > 0 in > 0. Ovaj uslov je potreban zbog konvergencije integrala.

Funkeija (3.136) poznata je i kao Ojlerov integral prve vrste. Beta funkcija moze
da se poveze sa I' — funkcijom, polazeéi od (3.136) i uvodeéi smenu z = cos? ¢, pa
dobijamo (prema 3.130):

/2

B(m,n) =2 /(cos )" (sin )" dp =
0

L(m)-T'(n)

T+ 1) = B(m,n). (3.137)
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3.6.3 Funkcija greske

Definicija.

Integral oblika

er(z) = — / gy (3.138)

definise funkciju koju zovemo funkcija greske.

1‘t y erf(x)
0.5F
| | | | x#
2 1 1 2
-0.51
1k
Slika 3.5: Funkcija greske
Ova funkcija moze da se predstavi i u obliku reda
2 & k+1 2k—1
f(x) = — —_ 1
erf( =7 ;:: @ D (3.139)

Pored ove funkcije koristi se i erfc funkcija ili komplementarna funkcija
greske, definisana relacijom

erfe(z) =1 — erf(z f,/ —* . (3.140)

Iz same definicije ovih funkcija i (3.124) i (3.133) neposredno sledi
erf(o0) =1 1 erfc(0) = 1. (3.141)
U nekim problemima fizike javlja se i funkcija oblika

1
-e
141

rf (1;%\/7?> =C(z) +iS(x), i=+v—1 (3.142)
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U prethodnoj formuli javljaju se funkeije C(z) i S(x), definisane relacijama:

2
C(z) = /cos ™ dt,
0 (3.143)
2
S(z) = /sin— dt,
0
koje nazivamo Frenelovi integrali.'?
y A
C(x) N .
0.5 |-
7 8(x)
_______ =T \ ‘ >
0 1 2 3 x
Slika 3.6: Frenelovi integrali
3.6.4 Eksponencijalni integral
Integral dat relacijom
o0
—t
_Ei(—x) :/ert (3.144)

definise tzv. eksponencijalni integral. Ova funkcija takode se javlja u mnogim
problemima fizike.
Za male vrednosti x ovaj integral moze da se aproksimira relacijom

—Ei(z) = —y — Inx, (3.145)

gde je v konstanta, data relacijom (3.148).
Ako z zamenimo sa iy, eksponencijalni integral moze da se predstavi u obliku

Ei(iy) = Ci(y) + iSi(y) + zg (3.146)
pri ¢emu smo uveli dve nove funkcije Ci(y) i Si(y), definisane izrazima
o e] Y 1
t — t
Ci(y) = _/gdt:wlny—/%dt,
S o (3.147)
sint T 1 —sint
Si(y) = [ Mrqp=T_ [ 2T g
i(y) / ; 5 / ;
0 y

12 Augustin Fresnel (1788-1827), francuski fizicar, poznat po svojim radovima iz optike.
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Ove funkcije zovemo: Ci(y) — kosinus integral i Si(y) — sinus integral. U
prethodnim relacijama javljala se jedna konstanta v koja je u literaturi poznata i
kao Ojlerova konstanta. Moze da se predstavi izrazom

1
vy = lim (Z 7-In m) ~ 0,577215. (3.148)

m— oo
=1

3.6.5 Elipticki integrali i funkcije

Postoji vise vrsta eliptickih integrala. Na ovom mestu da¢emo dva:

Definicija.

Funkcija definisana relacijom

xT

/ d
K(k,t) = O/ = (3.149)

zove se elipti¢ki integral prve vrste.

Definicija.

Funkcija definisana relacijom

12,2
E(k:,t):/ By (3.150)

zove se elipti¢ki integral druge vrste.
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3.7 Ortogonalne i normirane funkcije

Posmatrajmo skup integrabilnih funkcija za x € [a, b], (a < b)

fi(x), fo(z),..., fulz),... (3.151)

Definicija.

Za skup funkecija (3.151) kaze se da je ortogonalan u intervalu [a, b], ako je

b
d
(fms fn) 2 /fm(l) fa(x)dz =0, zaVm#n, nnm=1,2,... (3.152)
pri ¢emu funkcije f,,(z), n =1,2,..., nisu identicki jednake nuli u posmatranom
intervalu.

Kako su f,(x) integrabilne funkcije, a a i b konstante, to ocigledno postoji i
integral
b

/fg(x) dr =1, >0,

a

pri ¢emu je I,, konstantno.

Definicija.
Nenegativan kvadratni koren

b

V(s fn) = /fﬁ(z) de = /I, (3.153)

a

naziva se norma funkcije f,,(z) 1 oznacava se sa

b
Ifall = VI, tic I fall =V (far fu) = /f;{(a:)dx. (3.154)
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Definicija.

Skup funkcija f,, (3.151), ¢ija je norma jednaka jedinici, tj.

1fnll =

b
/f%(w) de =1 (3.155)

nazivamo normiran skup funkcija.

Definicija.

Skup funkcija f,, (3.151) koji je istovremeno ortogonalan i normiran, tj.

b
(s f) = / Fo(@) (@) dzr = (3.156)

nazivamo ortonormiran skup funkcija, na intervalu z € [a, b].

U prethodnoj relaciji d;; predstavlja Kronekerov delta simbol.
Neki skupovi funkcija, bitni za primenu, nisu ortogonalni, ali poseduju takvu
osobinu da je
b

/p(a:)fm(sc)fn(x) dz =0, zam#n. (3.157)

a
U ovom sluc¢aju kazemo da je skup funkcija f,, (3.151) ortogonalan u odnosu na
tezinsku funkciju p(z), na intervalu x € [a, b].
U ovom sluc¢aju norma se definise izrazom

1fnll = (3.158)

Ako je u ovom slucaju norma jednaka jedinici, tada je odgovarajuci skup funkcija
ortonormiran u odnosu na p(z), na posmatranom intervalu.

3.7.1 Redovi ortogonalnih funkcija

Pomoéu skupova ortogonalnih funkcija uvodi se na jednostavan nacin jedan zna-
¢ajan tip funkcionalnih redova. Naime, neka je g1(z), g2(x), ..., dati skup ortogo-
nalnih funkcija na intervalu @ < x < b i neka je f(x) data funkcija koja na ovom
intervalu moze da se predstavi konvergentnim redom:

n=1
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onda se ovaj red naziva generalisan Furijeov red!'® funkcije f(x), a njegovi
koeficijenti a1, as, . .., Furijeovi koeficijenti funkcije f(x) u odnosu na dati skup
ortogonalnih funkcija. S obzirom na ortogonalnost funkcija g;, Furijeovi koeficijenti
mogu da se odrede relativno jednostavno. Mnozenjem leve i desne strane jednakosti
(3.159) sa g, (), a zatim integraljenjem od a do b (uz pretpostavku da je integracija
¢lan po ¢lan moguéa), dobijamo:

b b

b oo ) S
(fa gm) = /fgmdlz7 = / (Z angn> gmdx = Z an /gngmdx = Z (7% (gna gm)
a w n=1 n=1 a n=1

Za n = m dobija se (gm,gm) = HgmHZ, dok je za n # m, zbog ortogonalnosti
funkcija gi, (gn, gm) = 0. Prema tome, formula za Furijeove koeficijente je:

b
a, = (fs9n) _ 1||2/f(x)gn(x)dl', n=12,...

— ) =
gl lgn

3.7.2 Kompletnost ortonormiranih funkcija

U praksi ¢esto se koriste ortonormirani skupovi koji sadrze ”dovoljan broj” funkcija
koji omogucava da se generalisanim Furijeovim redovima ovih funkcija predstave
Siroke klase funkcija, na primer, sve neprekidne funkcije na intervalu a < x < b.

Definicija.

Niz funkcija f,, (z) je konvergentan po normi i konvergira ka funkeciji f ako
je
lim || f. - fIl =0, (3.160)

odnosno, ako je (uz izostavljanje kvadratnog korena kod norme):
b

lim [ [f, (z) — f(2)]*dz = 0.

n—oo
a

Konvergencija po normi naziva se i srednjekvadratnom konvergencijom ili srednjom
konvergencijom. Shodno ovoj definiciji red (3.159) konvergira (po normi) ka funkeiji
f ako je
b
lim [ [s, (z) — f (2)]>dz =0,
n—oo
a

130 Furijeovim redovima biée detaljnije re¢i u narednom poglavlju.
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gde je s, (z) parcijalna suma reda (3.159) :

sn () = Z akgr(T).
k=1

Definicija.

Skup ortonormiranih funkcija g1, gs,... je kompletan u skupu funkcija S na
intervalu a < x < b, ako bilo koja funkcija f iz S moze sa proizvoljnom ta¢noséu
da se aproksimira linearnom kombinacijom a1g1 +asg2+- - -+ a,g,. To znaéi da
za svako € > 0 mogu da se nadu konstante a1, as, ..., a, takve da je za dovoljno
veliko n:

[f = (@191 + a2g2 + ... + angn)|| <e.

Moze da se pokaze da su skupovi Lezandrovih polinoma i Beselovih funkcija kom-
pletni u skupu neprekidnih realnih funkcija na odgovarajuéim intervalima.

3.7.3 Sturm-Liuvilov problem

U tehnici, razli¢iti vazni ortogonalni skupovi funkcija nastaju kao resenje linearne
diferencijalne jednacine drugog reda, ¢iji oblik moze da se predstavi relacijom

’

[r(z)y'] + [a(z) + Ap(z)]y = 0, (3.161)
na nekom intervalu a < x < b, pri ¢emu su zadovoljeni grani¢ni uslovi oblika:

a) kiy(a) +kay'(a) =0,
B) Ly(®)+ by (b) = 0. (8.162)
Ovde je - parametar, a k; odnosno I; (i = 1,2) date (poznate) realne konstante,
koje nisu istovremeno jednake nuli.

Jednacina (3.161) zove se Sturm '* — Liuvilova ! jednaéina. Moze da se
pokaze da Lezandrova, Beselova i neke druge jednacine mogu da se predstave u
ovom obliku.

Problem resavanja diferencijalne jednacine (3.161) sa grani¢nim uslovima (3.162),
zove se Sturm-Liuvilov problem.

14 Jacques Charles Francois Sturm (1803-1855), francuski matematicar, §vajcarskog porekla.
Dao je znacajan doprinos u algebri, a poznat je po tome §to je prvi izraCunao brzinu prostiranja
zvuka u vodi.

15 Joseph Liouville (1809-1882), francuski matematicar. Dao je veliki doprinos u razli¢itim oblas-
tima matematike, a posebno je poznat njegov rad u kompleksnoj analizi, specijalnim funkcijama,
diferencijalnoj geometriji i teoriji brojeva.
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Glavne vrednosti. Glavne funkcije

Iz relacija (3.161) i (3.162) vidi se, da za svako ), imamo trivijalno resenje y = 0,
tj. y(x) = 0 za Vz iz posmatranog intervala.

Definicija.

Vrednosti A, za koje problem (3.161), (3.162) ima netrivijalno resenje (y Z 0),
ako takav broj postoji, zove se glavna vrednost problema.

Definicija.

Netrivijalno resenje, problema (3.161), (3.162), koje odgovara glavnoj vrednosti
A zove se glavna funkcija.

Neke osobine, prethodno uvedenih pojmova, da¢emo u obliku dve (sledece) teo-
reme.

Teorema 12 Pretpostavimo da su funkcije p,q,r i r', u jednacing (3.161), realne
i neprekidne na intervalu a < x < b. Neka su Y () i yn(z) glavne funkcije Sturm-
Liuvilovog problema (3.161), (3.162), koje odgovaraju razlicitim glavnim vrednos-
tima A\ @ Ay, Tespektivno. Tada su Yy, 1y, ortogonalne funkcije, na posmatranom
intervalu, u odnosu na teZisnu funkciju p.

Dokaz. Kako su y,, i y, reSenja posmatranog problema to one zadovoljavaju
relacije:
(ryp)" + (@ + Amp)ym = 0,
(ry;)/ + (¢ + Aup)yn = 0.

Pomnozimo prvu relaciju sa y,,, drugu sa —vy,,, a zatim ih saberimo, pa dobijamo

! /! !

(A = M) PYm¥n = Ym (r¥n) = Yn (rm) = [(r90) Y — (ry) yn] - (3.163)
Ovaj izraz predstavlja neprekidnu funkciju, u intervalu a < z < b, jer su r i 7’
neprekidne funkcije prema pocetnoj pretpostavci, a y,, 1 ¥, kao reSenja pocetnog
problema. Dakle, mozemo da integralimo posmatrani izraz (3.163). Ova integracija
daje

b b

(/\m - >\n) /pymyn dy = [r (y%ym - y;nyn)] =

=7(0) [Yn,(0)ym (D) — Yr, (D)yn (D)] — 7(@) [y, (@)ym (@) — Yy, (@)yn(a)] .

Analizirajmo sada izraz sa leve strane jednakosti (3.164) i u tu svrhu posma-
trajmo grani¢ne uslove (3.162):

klym(a’> + k2y1/n(a’) O’ (3165)
Fryn (@) + kg, (a) = 0. (3.166)

(3.164)
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Mnozeéi prvu jednaé¢inu sa ¥,, a drugu sa y,,, a zatim oduzimajuéi, dobijamo

k2 [ym @)y, (a) = yn(a)y}, (a)] = 0. (3.167)
Uz pretpostavku da je ko # 0 dobijamo da je
Ym(a@)yp(a) = yn(a)y,, (a) = 0. (3.168)
Na slican nacin moze da se pokaze da je i
Ym D)y (b) = Y (0) 1, (b) = O, (3.169)

za I3 # 0. Na osnovu ovih relacija zaklju¢ujemo da je
b
/pymyn dy =0, zam#n. (3.170)

a

Ovim smo dokazali teoremu za ko # 01 I3 # 0.
Posmatrajmo ponovo uslove (3.165) i (3.166). Mnozeéi prvi uslov sa y,, drugi
da y!,, a zatim oduzimajuéi dobijamo, za k; # 0

Ym (@), (a) = yn(a)yp,(a) = 0. (3.171)
Na slican naé¢in dobijamo i za [y # 0
Ym ()Y, (D) = yn (b)yy, (0) = 0. (3.172)

Na ovaj nacin dokazali smo teoremu i za ovaj slucaj, pa je, s obzirom da ki i ko,
odnosno [; i I ne mogu istovremeno da budu jednaki nuli, teorema dokazana u
celosti.

Teorema 13 Ako Sturm-Liuvilov problem (3.161), (3.162) zadovoljava uslove pret-
hodne teoreme i ako je p # 0 na celom intervalu a < x < b, tada su sve glavne
vrednosti problema realne.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. neka je A = a + i glavna vrednost problema,
a odgovarajuca glavna funkcija oblika

y() = u(z) + iv(x).

U ovim izrazima «, (8 su realne konstante, a u i v realne funkcije.
Zamenom ovih vrednosti u jednacinu (3.161) dobijamo

(ru’ +irv') + (¢ + ap + iBp) (u+ iv) = 0.

Da bi ova kompleksna jednacina bila zadovoljena, potrebno je da istovremeno i
realni i imaginarni njeni delovi budu jednaki nuli, tj.

(re) + (g + ap)u — Bpv =0,
(rv')/ + (¢ + ap) v+ Bpu = 0.
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Ako pomnozimo prvu jednacinu sa v, drugu sa —u, pa zatim ih saberemo, dobijamo

- (u2 + 112) p=u(rv') —v(ru') =

= [(rv")u — (ru/ o]

Izraz u uglastoj zagradi je neprekidna funkcija na intervalu a < x < b (videti dokaz
prethodne teoreme), pa integracijom, vodeéi ra¢una o grani¢nim uslovima (kao i
kod prethodne teoreme), dobijamo

b

b
—ﬂ/ (u® +v?) pdx = [r (w0’ —ovu)]| =0.
a a
Kako je y glavna funkcija to je y # 0. Dalje, kako su y i p neprekidne funkcije, pri
¢emu je p > 0 ili p < 0 na intervalu a < z < b, a y> = u? +v? £ 0, to sledi da
je integral na levoj strani poslednje jednakosti razli¢it od nule. Odavde sledi da 3

mora da bude jednako 0, tj. 8 =0. Kaoje A\=a+i81i 8 =0, tosledi da je A = a.
Dakle A je realan broj. Ovim je teorema dokazana.

3.8 Zadaci

Zad. 3.1. Dokazati da je skup funkcija
1, sinz, sin2z, ...,sinnz,..., (3.173)

ortogonalan.

Dokaz.

Pri dokazivanju koristi¢emo poznate relacije iz trigonometrije:

sin - sin 3 = % (cos(a — B) — cos(a + 3)),
cos a- cos 3 = % (cos(a — B) + cos(a + B3)),

sin - cos B = % (sin(a — 3) + sin(a + 3)) .
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Moze se lako pokazati da su vrednosti slede¢ih integrala:

/ krx mmx 0, k#m,
/sinT-sin 7 de =< ¢ k=m#0,
A, 0, k=m=0
‘ 0, k+#m,
/COSIWTTx~COSm;Txd£E: l, k=m#0,
e 20, k=m=0

¢

krx mnx
cos —— - si dz =0
/ g sin—;—dz
e
Pokazimo to samo na prvom primeru. Za z € [/, {], ako je k #m

L

I
/sin kﬂ sin 27 qz = 1 / cos 7(]{ —m)ma — cos 7(]{ +m)re dx =
4 4 2 4 4

I
| |
N\\
Q
o
w0
=
\
2
3
8
o,
8
\
—
]
=
+
g
3
8
o,
I

1 1
e
1 l . (k—m)rx ¢ 1 L L (k+m)mz |
T2 k—mn ot ¢ , 2Gkt+myr |,
14 (k—m)m 14 (k+m)m
= 20 — 20 =
2(k —m)w S ¢ 2(k+m)w S 1
1
= 2k —m)m — —————sin 2 =
50k~ sin2(k — m)m S sin 2(k + m)m

Kada je k = m prethodni integral postaje

£ L

k k 1 — cos 2kmx
/sm%sm%de/#dx:
¢ —¢

B E_Linﬂmw
“\2 T wr MY

Vidimo da ovaj skup nije normiran, jer je £ # 1.

Q

Zad. 3.2. Skup funkcija

1, cosz, sinz, cos 2z, sin2z, ..., cosnz, sinnz, ..., (3.174)
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je ortogonalan, za x € [—¢, {].
Dokaz.

Kao i u prethodnom sluc¢aju moze da se pokaze da vazi uslov ortogonalnosti
(3.152), str. 266.

Q

Zad. 3.3. Lezandrovi polinomi

Fale) = 2n1n! % &=,

su ortogonalni u intervalu z € [—1, +1].

Dokaz.

Da bismo ovo dokazali, podimo od diferencijalne jednac¢ine koju ovi polinomi
zadovoljavaju

(1—2?) y = 2zy +nln+1)y=0.
Ona moze da se napiSe i u obliku, pogodnijem za dalji rad,
1/
[(1 —a:Z)y} +n(n+1)y=0.

Neka su resenja ove diferencijalne jednacine polinomi P, (x) i P, (z), tada oni zado-
voljavaju jednacine:

77
[(1 —z?) Pn} +n(n+1)P, =0,
’ !/
[(1 — %) Pm} +m(m+1)P,, =0.
Mnozeéi prvu jednaé¢inu sa P,,(x), a drugu sa P, (z), dobijamo:

Py, {(1 —2?) Pl}, +n(n+1)P,P, =0,

n

P [(1-4?) pr’n}' 4 m(m+ 1) PPy = 0.

Njihovim oduzimanjem dobijamo

[n(n+1) —m(m + 1] PuPo + P [(1—22) B] — P, [(1-2%) B, ] =0,
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Uoc¢imo prvo da je

’

P P = P[0 -a?) B =

’

:[Pm(1—x2)P;]/—P,;(1—x)P - [P :cQ)Pm}/+P;(1—x2)P’ =

m

n mTn

17932)13’}/ (1=3%) (PP, — PPy =
(1-a)r)

= [Pn (1 — xz) P;n — P, (
- [Pn (1-a%) P, — P
Dakle, prethodna relacija moze da se napise u obliku

[n(n+1) — m(m + 1)] PuPy + [(1 ) (PnP,;L - PmP,;ﬂ/ —0.

Ako sada ovu relaciju integralimo, od —1 do +1, dobijamo

+1
[n(n+1) —m(m + 1)) /Pm(x)Pn(as) dz+

+1
d / ,
+ / P [(1 - z°) (Pan - PmPnﬂ dz =0, zan#m.
1
Kako je
+1 +1
/d [(1 —2?) (Pan’ _ PmP,'L)} = (1-2?) (PnP,’n - PmP,'L) —0,
1 1
jer je, za & = —1 iz = +1, 1 —a? = 0, a P,(x), P,(z), Pn(z) i P, () s
ograni¢ene funkcije, odakle sledi da je P, (£1) < oo, Pp,(+ ) < o0, P,(+1) < oo i

P, (£1) < oo, dobijamo, posto je [n(n + 1) — m(m + 1)] #
/Pm(m)Pn(ac) dz =0, zan#m,

§to predstavlja uslov normalnosti.
Za normu dobijamo

1P (@)? = ; . 71[(1"“"(9”)]2 dz,

gde je
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pri Cemu je
U (£1) = u (£1) = - = u{*D(£1) = 0.
Prethodni integral, primenom parcijalne integracije, postaje
+1

[l <38

-1

1

+ +1 A (2)] [ ()
- ugl")(x).u%"—l)(x) +(—1)/|: dxnf1 ][ dxnil :|d$ =
g ) -1 —1Jrl )
) ] P et
et J)
Kako je

v o) e (1) @ e+ (3) 6
to za izvod, pod integralom, dobijamo

d2n d2n
dax2n (u”) = dx2n

(z®") =2n(2n—1)---2-1 = (2n)\.

Kvadrat norme moze sada da se predstavi u obliku

1P (@)]? = (2n))(=1)" / w, d.

Medutim, kako je

u, = (2 — 1)” =(-1)"(1- $2)n7

to prethodan izraz moze da se napiSe u obliku

|1 Pn ()] = (2n)!/ (1—2%)" da.
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Integral, koji se ovde javlja, moze viSe puta parcijalno da se integrali, pa dobijamo

+1
/(1 —z)"(142)"de =
1
+1 +l

_1+TL+1

n (14 z)"
n+1

(1—-x)

+1

") 1)
1
N

n+1

(1+ x)"+2

n+2

dx =

1
n n—1

B mm/(l—x)"‘2(1+x)n+2dx:...:

1
o1 1
n_n- ”41/@+@%dx: nin—1):- t/ﬂ+dem

T n+ln+2  2n (n+1)(n+2)---(2n)
—1 —1

Kako je

+1 +1
JE LSl

on+1 T oan41’
-1

—1

to konacno, za kvadrat norme, dobijamo

1 nll-2---n 2.22n 2

HR*@W:(me@mHa~wvm+1%~@m2n+1:2”+f

Ovim smo pokazali da su Lezandrovi polinomi ortogonalni, ali ne i normirani.

Q
Zad. 3.4. Dokazati da za svako fiksirano n = 0,1,..., Beselove funkcije
Jn (A1), Jn (A2n2), ..., formiraju skup ortogonalnih funkcija, na intervalu 0 <

2 < R, u odnosu na tezinsku funkciju p(z) = z, tj. da je

R 0, m#k,

Jn (Apn) Jn Amnx) do = 2 3.175
/x (Aen) Jn (Amnz) dz %J3+1(>\WR)7 I ( )
0
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Zad. 3.5. Dokazati da je

+o00
—a? 0 n#m
z%/2 _ J ’
/ He,,(z)Hep,(z)e dz = {n!\/ﬂ, nem (3.176)

tj. Hermitove funlzicije ¢ine skup ortogonalnih funkcija, u odnosu na tezinsku
funkciju p(z) = e~ /2.

Q

Zad. 3.6. Dokazati da Lagerove funkcije zadovoljavaju jednakosti:

a)

/L%(m)Lﬁ(m)e‘” dz = dmn, (3.177)
0
b)
% 0, n # m,
/L%(x)Lﬁ(x)e‘xxo‘ dz = { (n+ a)! _ (3.178)
) g nEm.
Q©

Lezandrovi polinomi

Zad. 3.7. Dokazati da funkcija G(z,t) = (1 — 2t 4 t2)~2 generise Lezandrove
polinome tj.

Gl t) = (1= 22t +12) 2 =3 Pu(a)t™.
n=0

Dokaz.

Posmatrana funkcija G(z,t) ima dva singulariteta, a to su dve nule polinoma

1 — 2zt + t2:
tLQ:I:l:’L'\/lf,I;

Kako je moduo oba resenja [t1| = |ta] = 1, zaklju¢ujemo da se funkcija moze
razviti u Tejlorov red u okolini tacke ¢ = 0, jer red konvergira u krugu |¢| < 1.
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Ako je |2xt — t2’ < 1, imamo razvoj

N|=

(1 -2zt + %)% = [1 — (22t —2)]

(3.179)

o~ (2k)! 2k
:;2Qkk!k!(2xt_t) '
=0

Ako je ispunjen uslov
[t (2 || + [t]) <1, (3.180)
mozemo proizvoljno grupisati ¢lanove u relaciji (3.179).
Koeficijent u relaciji (3.179) uz t" odreduje se izjednac¢avanjem sa koeficijentom
uz t"™ u razvoju

zn: (2k)! (2zt — %)k,

2k
= 22k kL k!
odnosno
" (2n — 2k)! _—
2xt — t°)" 3.181
];)22"—2k(n—k)!(n—k)!(x " (3.181)
jer je

Do fk)=) fln—k)
k=0 k=0
Iz (3.181) dobija se trazeni koeficijent uz ¢ u obliku:
[n/2] oy _
Z (—1)k (2n — 2k)! n—k (22)"2,
22n=2k (n — k) (n —k)'\ &

k=0

odnosno

%](—1)’“ (2n — 2k)! (n - k:) —
= 2n (n— k) (n =K\ k ’
pri ¢emu k uzima vrednosti od k = 0 do k = [n/2], jer je binomni koeficijent (";k)
za k > [n/2] jednak nuli. Iz toga sledi da je

(n/2] -~ n—
Py(x) = Z (*1)]6211 (71(2_nk,)|2(];)'_ k)! ( k k> " (3.182)

k=0

Ovaj dokaz smo izveli pod pretpostavkom da je —1 < z < 1. Funkcija

Gz, t) = (1 —2at+t2)"2 (3.183)
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naziva se generatrisa Lezandrovog polinoma.

Q

Zad. 3.8. Dokazati Boneovu (Bonnet) rekurentnu formulu
(n+1)Pyyi(z) — 2n+ 1)zPy(z) + nPp_1(z) =0, (3.184)

ako je LeZandrov polinom P, (zx) izrazen preko funkcije G(z,t):

Gz, t P, (x)t".
(@.8) = \/1—2wt—t2 Z
Dokaz.
Ako podemo od
G(z,t 3.185
0= g = 2 P (3.155)

i zatim diferenciramo i levu i desnu stranu po ¢, dobija se jednakost,

1 —2z+2t
! T+ ZP yntn=1,
2./(1 — 2zt + t2)3

a odatle je

r—1 1
tﬂ
1—2xt+12 /1 2xt+t2 Z

Na osnovu (3.185), a posle mnozenja sa 1 — 2zt + t2, dobija se

(z —t) ZP” (1 — 2at + t2) ZP (z)nt" 1,

n=0 n=1
odnosno
o0
T E E P,( t”+1
n=0

= ZPH(aﬂ)nt”*1 — 2z i P, (z)nt"™ + i P, (z)nt™ 1,

n=1 n=1 n=1

Svodimo sve stepene pod sumama na t"

(oo} (oo}
x ZPn(x)t” - Z P (x)t" =
n=0 n=1
:iPHH( (n+ 1)t 72:Z}ZP nt”+ZPn 1(x)(n—1)t"

n=0 n=1 n=2
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Izdvajanjem ¢lanova sume za n =01 n = 1 dobijamo

J;Po—i—:cPlt—i—xZP " — Pot—ZPn (@)t =
n=2

n=2

=P + 2Pt + Z(n + )Py (2)t" — 22 Pyt — 2z Z nP,(z

n=2 n=2
+Z n 1 )tn7

odnosno

$P0+333P1t—P0t—P1—2P2t=
_Zn—l—l i1 (T —x22n+ t"—!—ZnPn 1

Kako su prva tri Lezandrova polinoma [35]

P()(LU) = 1,
Py(x) =z,

1., o
Py(x) = 5(33& -1,

to je
2Py 4 3xPit — Pyt — Py — 2Pyt = 2 + 32%t —t — x — (322 — 1)t = 0,

pa je odatle

o

Z(n—i—l) (T —xz (2n+1 z)t" + ZnPn 1(z)t" =0.

n=2
Grupisuéi uz t" dobija se

oo

Z[(n +1)Ppi1(x) — 2n+ DzP,(x) + nPy_1(z)]t" = 0.

n=2

odakle sledi

(n+1)Poy1(x) — 2n+ DzPy(x) + nPy_1(z) = 0.

Q

Zad. 3.9. Dokazati Kristofelovu ( Christoffel) rekurentnu formulu

’ ’

)"+

P, () = P,_(x) = (2n+ 1)P,(x), (3.186)
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ako je Lezandrov polinom Py (x) definisan razvojem

G Z, t Pn
(@,6) = v1-—2xt+ t2 Z
Dokaz.
Ako podemo od
G(x,t
(@,8) = v1—2xt+ t2 Z

a zatim diferenciramo i levu i desnu stranu po x, dobija se
t(1 — 2at +t2)73/% = ZP’

Ako u ovoj relaciji izraz (1—2xt-+t2)~1/2

obe strane sa (1 — 2zt + t2), dobija se

tZP = (1 -2zt +t%) ZP’

n=0

ZP tn+1 Z P/ _ 9 ZP/ tn-‘,—l + ZP/ tn+2

n=0

zamenimo sumom iz (3.185), pa pomnozimo

Zatim sve svodimo na sume po t"*! i dobijamo
Z P tn+1 Z n+1 tn+1 2IZ Pl tn+1 + Z 1 tn+1
n=-—1

Posto sume pocinju od razli¢itih vrednosti n, izdvoji¢emo sabirke za n = —1 i
n = 0, pa dobijamo

Pot + Z Po(x)t"™ = Pi+ Pt + Y Pl (o)t — 22Pjt — 22 Z P! (z)t"t?

n=1 n=1
n+1
Z (@)t

Zamenom Lezandrovog polinoma Py = 1 i izvoda Lezandrovih polinoma PO =01
P1 =1, dobijamo

t—i—ZP t”+1—0+t+z ! (@)t -0 — QxZP’ i

n=1 n=1

Z 1 thrl
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Odatle, grupisanjem uz t"*! sledi
Po(x) = Py (x) — 2P, (2) + P (2). (3.187)
Dalje se, diferenciranjem Boneove formule (jednacine 3.184) po z, dobija
(n+1)P, (x) — (2n+1)aP,(z) — (2n+ 1)P,(2) + nP,_ (x) =0.  (3.188)
Eliminacijom P} iz jednacina (3.187) u jednac¢inu (3.188) dobija se trazena jed-
nakost

Ppy(x) = Py (z) = (20 + 1) Pu(2).

Q

Zad. 3.10. Dokazati da Lezandrovi polinomi zadovoljavaju Lezandrovu diferenci-
jalnu jednac¢inu B
(2 = 1)y +22y —n(n+1)y=0.

Dokaz.

Ako podemo od
G(z,t
(1) = VI-2at+ 82 Z

a zatim diferenciramo i levu i desnu stranu po x, dobija se
t(1— 20t + %) 732 =" P (2)t".
Diferenciramo po t polazne jednacine, dobija se

(2 —t)(1 — 20t 4+ 12)7%/2 = ZP ynt™ L

Eliminacijom (1 — 2zt +t2)=%/2, iz ove dve jednagine, dobija se

(=) Py(a)t" =t Py(a)nt" ",
n=0 n=0

odnosno
o0 oo
x Z P, (x)t" — Z o)t"t = Z P, (x)nt",
n=0

ili

2 Pyt =Y P, (o)t = Pu(x)nt"
n=0
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Odatle se, izjednacavanjem koeficijenata uz t", dobija
2P, (z) — P, ,(z) = nPy,(x). (3.189)

Diferenciranjem Boneove formule (jednacine 3.184) dobijamo
(n+1)P, 41 (2) = (204 1)2 P, (x) + nP,_,(z) = (2n + 1) Pa(x).
Posle eliminacije P, () iz prethodne dve jednacine dobija se
Pl (@) = 2Py(2) = (n+ D) Pu(a),
odnosno, zamenom n + 1 sa n,

P.(z) —zP, () =nP,_1(z).

n

Ponovnom eliminacijom P, ;(z) iz poslednje jednacine i jednacine (3.189) dobija
se
(22 —1)P, (z) — nzP,(z) +nP,_1(z) = 0.
Diferenciranjem ove jednakosti dobijamo
(22 —=1)P. (z) + (2 — n)aP, (z) — nP,(z) + nP, ,(z)=0.
Ako se ponovo eliminise P, _, () iz prethodne jednacine i jednacine (3.189), konaéno
se dobija

1

(22 —=1)P. (z) + 22P, (z) — n(n + 1)P,(z) = 0,
§to je i trebalo dokazati.

Q

Zad. 3.11. Dokazati ortogonalnost Lezandrovih polinoma polaze¢i od Rodrigove
formule za Lezandrove polinome

1 4"

P,(z) = — (2 -1)"
(videti [35]).
Dokaz.
Treba dokazati da je
1
Ion = /Pm(:v)Pn(:c)dx =0, za m # n.
-1
Polazeéi od Rodrigove formule
1 4"
P, (x) (% — 1), (3.190)
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za integral I,,, dobijamo

1
B 1 dn 9 n dm, 9 m
- ontmplm) @(x -1 dxm(x —Drde
21

Pretpostavimo da je m < n. Parcijalnom integracijom dobijamo

1 dm 2 m dn_l 2 n '
Finn = 2mtnmln! ldxm (" =1) dgn—1 (@ -1 _17
d7rz+1 ) . dn—l ) .

-1

1

—1 dm+1 2 m—+1 dnil 2 n

= 9mngplpl / dgm+1 (" =1) dzn—1 (27 - 1)"da.
5

Ako jos n — 1 put ponovimo parcijalnu integraciju dobijamo

1
—_1)" dm+7l
Ln = (=1) / gy (x2 — 1)’”(9172 —1)"da.

T omtnplnl
21

Kako je, prema pretpostavci m < n, to je m+n > 2m, a kako je (x% —1)™ polinom

stepena 2m sledi
dm—i—n

2 m
odnosno .
I | = /P.,,L(JZ)PH(.Z‘)dJZ =0 za m # n,
1
pa su, dakle, polinomi ortogonalni.
v

Zad. 3.12. Pokazati da za Lezandrove polinome vazi jednakost

Py (cos) = go (_2/ 2) (;1/ i) cos (2 — n)f.
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Resenje.
Podimo od generatrise Lezandrovih polinoma
1

Gz, t) = (1 — 2zt +t3) "2 ZP

Kako je
2c0s60 = cosf + isind + cos — isinf = e + 7,
ae?. e =1, toje
1—2tcosf 41> =1—t(e? +e ) 412 70 = (1 — te®)(1 — te™).
Ako sada u izraz (1 — 2zt + tz)’% uvedemo smenu z = cos § dobijamo
(1—2tcosf+t2)77 = (1 —te')1/2(1 — te=10)~1/2,

Za |t| < 1 vaze razvoji:

(1 o t6i0)71/2 — i(71> ( 1/2) metn _ Z antn
n=0
(1 _ te—i@)—l/Q — Z(_l)n (_]7'1/2> e—inetn _ Z bt
n=0 n=0

pa odatle sledi da je

(1— 2t +12)77 = (Z ant"> <i bnt"> .

n=0

Koeficijenti uz t" u ovom razvoju se mogu predstaviti sumom

St = 32 (2o,

k=0 k=0

Na taj na¢in dobijamo

s 1/2\ [ =1/2\ (op_vi
1— 9t 0 t2 1 g (2k—n)if
nomeoer =3y (OF) (1)
Uporedivanjem realnih koeficijanata uz t", iz prethodne i pocetne jednacine, za
x = cos 0, dobijamo
an( 1/2) ( 1/2)8(%_”)1-9] _
k
k=
” 1/2
=> ( ) ( / ) s (2k — n)0. (3.191)

k=0

P, (cos6)
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Ova jedna¢ina moze da se prikaze i u obliku

"L (2k — 1)1 (2n — 2k — 1)!!
P, (cosf) = Z OBl G =200 cos (n — 2k)6.
k=0

U praksi se ¢esée koriste posebni oblici formule (3.191) za n parno

P, (cosf) = (‘;/ 2) +2 Z ( 1/ 2) (;1_/ z> cos (2k — n)#,

odnosno n neparno:

n—1

P, (cos ) = _2;0 (}1/2> (nl_/@ cos (2k — n)f.

Q

Lagerovi polinomi

Zad. 3.13. Dokazati da su Lagerovi polinomi resenja Lagerove diferencijalne
jednacine

2y + (1 —2)y +ny=0.
Dokaz.

Lagerovi polinomi se generisu iz funkcije

Glat) = - ite*% =S L) (3.192)

Ako levu i desnu stranu ove jednacine prvo diferenciramo po ¢, a zatim pomnozimo
sa 1 — t2, dobijamo

xt x > -1
- - (1— 1) .
‘ L ; (n—1)!
Dalje se, primenom (3.192), dobija
e e tn—1
2
(=03 Lt ——xZL 1= 83 L)

a odatle, izjednacavanjem koeficijenata uz t", sledi rekurentna relacija

Lypii(z) + (x —2n — 1)Ly, (x) +n*L,_1(x) = 0. (3.193)
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Ako jednacinu (3.192) sada diferenciramo po = dobija se

t /
e 7_ZL

n=0

Koristeéi (3.192) dobijamo

tiL( (1—1) ZL’ n:o.
Izjednacavanjem koeficijenata uz t™ dobija se rekurentna formula
nLln_1(x)+ L, (z) —nL,,_,(x) = 0. (3.194)
Ako dva Diferenciranjem dva puta po z jednacine (3.193), dobija se
Ly (@) + (@ = 20 = 1) Ly(x) + 2L, () +n*Ly 4 (x) = 0.
Dalje, zamenom n sa n + 1, sledi
L o(@)+ (x—2n—=3)L; (z) + 2L, + (n+ 1)Ly (x) = 0. (3.195)

z (3.194) sledi
Ly,(z) =nL;,_(z) = nLy_1(),
a zatim diferenciranjem po x
Li(x) = nL,

n—1

(z) = nLy_y(x).

Ako sada izvr§imo zamenu n sa n + 1 i n + 2 respektivno, dobija se

Lypi(z) = (n+1)Ly(z) — (n+ 1)Ly () (3.196)
Lyyi(x) = (n+ 1)Ly (x) — (n+ 1)L, (2), (3.197)
Liio(z) = (n+2)Lyq(2) — (n+2) Ly 4 (2). (3.198)

Zamenom L) () iz (3.196) i L}, () iz (3.197) u (3.198), dobija se

Ly ya(z) = (n+2){(n+ 1)[L7 () — Ly, (2)] = (n + D[L; (z) = Ln(2)]} =
=n+1)(n+2)L(x)—2(n+1)(n+2)L) (z) + (n+ 1)(n+ 2)L,(z).
Koris¢enjem dobijenih rezultata, relacija (3.195) moze se svesti na oblik
zL(z)+ (1 —z)L),(x) + nL,(z) = 0,

pa zakljuéujemo da je Lagerov polinom L, (x) partikularno resenje Lagerove difer-
encijalne jednacine.

Q
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Hermitovi polinomi

Zad. 3.14. Dokazati rekurentnu formulu
2cH,(z) —2nH,_1(z) = Hp+1(x),

znajudi da funkcija, koja generise Hermitove polinome H,,(x), ima oblik

Gla,t) =7 = :Hn(x)—t 3
n.
n=0

Dokaz.

Krenimo od jednacine
Gla,t) =" =% Ha2) .
Ako je diferenciramo po t dobija se
(2z — 2t)62"’”t*t2 = Z Hn(x)nT,

odakle je

e t’nfl

(2¢ —2t) Y Hy(x) t" > Hy(x)——
n=0

nl & (n—1)!

t’n+1 s tn

o= Z Hn+1(3f)m

n=0

o0 tn oo
22y Hy(2) — =2 > H,(x)
n=0 n=0
2xiH (x)t—n—2iH (x)(n—kl)ﬂ—if[ (:Jc)ﬁ
= "l = " (n+1) = R
22 H () =2 > Hy i ()n-— = > Hy g1 ().
n=0 n=1 n=0

Izjednacavanjem koeficijenata uz t"™ dobija se

2eH,(x) — 2nH,_1(2) = Hpy1(x).

Q
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Beselovi polinomi

Zad. 3.15. Dokazati

1

3 Unot(2) = s (2)) = T3 (2),

znajuéi da Beselove polinome J,(z) generise funkcija:

G(z,t) = eilt Z Jn(2)t". (3.199)

n—=—oo

Dokaz.

Deferenciranjem jednacine (3.199) po z dobija se

;Qi) (1) =S e

n=—oo
odnosno

(t—) Z Jn(2)t" = i J!(2)t

ili
( > Tzt - Z T ()" 1) = > T2t
Sve sume svodimo na t™, pa se, kako n uzima vrednosti od —oco do oo, dobija
1 o X
H( X e 3 ) = ¥ e

Izjednacavanjem koeficijenata uz t™ dobijamo

1

3 (Jn-1(2) = Jni1(2)) = Ju(2).

Q

Zad. 3.16.
Dokazati sledeée identitete:

Jn1(z) = an(z) +J(2),

Tns1(2) = an(z) —J(2),
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polazedi od toga da se Besselova funkcija moze prikazati redom

Jn(2) = i(_nrw (3.200)

s ri(n+r)l
Dokaz.
Diferenciranjem (3.200) po z dobijamo
S (n+2r) zn+2r=1
J(z) = -1)" . 3.201
o= S )

Ako sada jednacinu (3.200) pomnozimo sa ﬁ, a zatim saberemo sa jednac¢inom
z
(3.201), dobija se

n = (2n + 2r) g7 H2r-t
—Jn J/ — _1 T
z Inl2) + J0(2) ;::0( ) 22l (n + 1))
Desna strana ove jednacine je
s i, 2(n + 7“) Zn+2r71 s i, Zn+2r71
Z(*l) on+2ry| o Z(*l) ont2r—1i,| 1 In-1(2),
— riin+r)! = rl(n+r—1)!

¢ime je dokazana prva jednakost.

Da bismo dokazali drugu jednakost, jednac¢inu (3.200) najpre pomnozimo sa g,

a zatim r zamenimo sa r + 1, §to daje

o n+2r—1

an(z) =Sy = (3.202)

~ 202yl (n + )]

oo 1 nzn+2r+1
= 1" . 3.203
7_;1( ) 2.nt2r (e 4+ Dl(n+r + 1)! ( )
Ako i u jednacini (3.201) zamenimo r sa r + 1 dobija se
d +1 (n + 2r 4 2)zn+2r+t
J(z) = -1 . 3.204
n(2) Z (=1) 2.2n 2041 (r + Dl(n+r + 1)! ( )

r=—1
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Oduzimanjem jednacine (3.204) od jednacine (3.203) dobija se

n oo nzn+2r+1
—dn(2) = JL(2) = —1)rtt -
o n(2) = Jp(2) T:Z_:l( ) 2. nt2r 41 (r + D)l(n+r + 1)!
S (a2
= 2.2n+2r 1l (p 4 1)(n 47+ 1)
B 00 ( 1)7-+1 nznt2r+l +( )O nz"—1
- ot 2-2nt2r+l(p + Dl(n 47+ 1)! 270!
i( 1)7’—}-1 (77, + 2r + 2)2n+2r+1 ( )0 nzn_l
s 2-2nt2rtl(p 4+ Dl(n+r 4+ 1)! 270ln!

B i( 1)T+1 (_27. _ 2)Zn+2r+1
= 2: 2020+ (p 4 )l(n 47 + 1)

oo Zn+2r+1
= —1 T
;( ) 2n+2r+lel(n 4+ r 4 1)!

- Jn+1(z)7

§to je trebalo dokazati.



Glava 4

Furijeov trigonometrijski
red. Furijeov integral

4.1 Periodi¢ne funkcije

U prirodnim naukama i tehnici ¢esto se susre¢emo sa procesima kao §to su: rotacije
pojedinih delova masina (Vatov regulator, klackalica motora, . .. ), oscilacije (klatno
sata,...). Dakle, ovi procesi se vremenom ponavljaju, tj. periodi¢ni su. Ovakvi
procesi matematicki opisuju se periodi¢nim funkcijama.

Definicija.

Funkcija jedne promenljive f(x) je periodi¢na, ako postoji takva konstanta
T #0, da je
flz+T) = f(z), za V. (4.1)

Konstanta T naziva se perioda funkcije f(x).

Teorema 14 Ako je f(z) periodicna funkcija sa periodom T, tada je njen period
1nT, gde je n — ceo broj.

Dokaz.
Iskoristimo definiciju periodi¢nosti, za T' i dobijamo

fla+nT)=flz+(n—1)T+T)=flr+n—-1)T)=flr+n-2)T+T] =
flr+(n=2)T|=--=fz+T) = f(z). (4.2)

Ovim je prethodna teorema dokazana.
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Najmanju konstantu T (T > 0), za koju vazi (4.1) zovemo i osnovni (prim-
itivni) period funkcije f(z), a nT multipl osnovnog perioda (viSestruki period).

Napomena 1. Dovoljno je ispitati (i nacrtati) periodi¢nu funkciju samo na in-
tervalu duzine T (recimo od 0 do T'). Preostale delove funkcije dobijamo tako $to
ovaj deo translatorno pomerimo levo (za —T, —2T,...) ili desno (za T, 2T,...)

Napomena 2. Ako su funkcije f i g periodi¢ne sa periodima Ty i T}, i ako je
Ty/T, = p/q, tada je T* = ¢Ty = pT, period i za jednu i za drugu funkciju, tj.
f@)=flz+T7)ig(x) =g(x+T).

U fizici najprostiji periodi¢ni proces opisuje se funkcijom

x(t) = Asin(wt + ¢), —o00 <t < 00, (4.3)
koju zovemo harmonik. Naziv potice od harmonijskih oscilacija, koje se opisuju

ovakvim funkcijama.

4.1.1 Osobine periodi¢nih funkcija

Iz definicije periodi¢nih funkcija slede osobine:
a) inverzna funkcija periodi¢ne funkcije je viSeznacna funkcija.
b) Izvod periodi¢ne funkcije je periodiéna funkcija.
c¢) Ako je periodiéna funkcija f(x), sa periodom T, integrabilna, tada je !

a+T

/f(x) dxz/Tf(x)dx. (4.4)

a

d) Primitivna funkcija periodi¢ne funkcije ne mora da bude periodi¢na funkcija.

1 a+T T a+T T a T
/ flx)dx = / f(x)dz + / flx)dx = /f(a:)dcc+/ flx)dx = /f(:r)d:c
a a T a 0 0

Ovde smo iskoristili da je

a+T atT
i[f(z)dz:j/f(:vT)dx.

Uvodeéi smenu x — T =% = dz = dZ iimajuéi na umu da se i granica menjaju: za 1 =7 i
z2 = a + T za novu promenljivu dobijamo 1 = 0 i Z2 = a. Konac¢no dobijamo

a+T

/ flo—T)dz = /a £(7) dz.
0

T
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4.1.2 Prosirenje neperiodi¢nih funkcija

Posmatrajmo proizvoljnu neperiodi¢nu funkciju f(z), definisanu na intervalu a <
z < a4+ T. Konstruisimo sada periodi¢nu funkciju F(z), sa periodom T, koja se
poklapa sa funkcijom f(z) na intevalu a < x < a + T. Grafik nove funkcije dobija
se tako §to ¢emo funkciju f(x) translatorno pomerati duz « - ose, levo i desno za
+7T,+2T,...,+nT,... (videti sliku 4.1).

fx)
\

»
»

a+T a+2T X

Slika 4.1: Prosirenje neperiodi¢ne funkcije

4.1.3 Zbir (superpozicija) harmonika

Posmatrajmo niz harmonika

21k

Ak,sin<T9:+g0k), k=1,2,..., —co<z<oo, T>0. (4.5)

Period k-tog harmonika je 2

Ty = T (4.6)

Zbir (superpozicija) kona¢nog broja harmonika je funkcija oblika

o 27k
fN(I) = AO + Z Ak sin (T;E + (pk> . (47)

k=1

Ova funkcija je periodi¢na sa periodom 7' (videti napomenu 2).
Kada N — oo dobijamo beskonacni red, tj. funkciju

flz)=A0+ Z Ay sin (2;]{;:10 + <pk> , (4.8)

k=1

in | 27E + r + in | 22E + +2 i 2mk +
sin | — (z+ — =sin | —u m| =sin | —ua
T k) T " T TR
27k 27k 21k
in | 2% T —gin | 222 mkdlalty o} g
sm{T(:er )+<pk} sm{TergakJr T }

. 2k n 4 onk . 2k n
=sin| —= k) =sin | —=x .
T Pk T Pk
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koja je takode periodi¢na sa periodom T
Poznato je, iz trigonometrije, da je sin(a + 8) = sinacos 8 + sin 3 cos av. Pri-
menom ove relacije na prethodne redove, dobijamo

N
k k

fn(x) = % +k§::1 (ak cos%x + by, sin 7) (4.9)
i

f(x)—@—l—i a cos@—i—b sinlm—x (4.10)

I N '
Ovde smo uveli slede¢e smene
% = Ay, ap=Apsingpg, by =Apcospy, 20=T.

Ovako definisane funkcije fy i f su periodi¢ne sa periodom 2¢. Red (4.10) naziva
se trigonometrijski red. Posmatrajuéi red (4.10) namece se pitanje: da li je
mogude neku funkciju f(x) predstaviti trigonometrijskim redom ? Odgovor na ovo
pitanje je i cilj ovog poglavlja.

Prvo uspostavimo veze izmedu koeficijenata a,, i b,, i same funkcije f(z). Ako
red uniformno konvergira tada mozemo da integralimo ¢lan po ¢lan, pa dobi-
jamo:

¢ - ¢ ¢
/f(x)dx:a0€+z ay, /cos?—&—bk/sinkﬂ%
) k=1 ) Ze
. ¢
ap _ =
5 = %/f(x)dx. (4.11)
ey,

mnzx mnx
Mnozeéi relaciju (4.10) sa cos 5 isin 7 respektivno i integrale¢i od —/
do /¢, dobijamo:

¢ ¢
Ay, = ! /f(x) cos % dz; by, = 1 /f(:r) sin 777 4. (4.12)
14 14 14 14
) —L

Videli smo kako polazeéi od trigonometrijskog reda nalazimo vezu izmedu neke
funkcije i odgovarajuéeg njenog razvoja u red, odnosno nasli smo vezu izmedu
koeficijenata i funkcije.

Ovako odredeni kodeficijenti ay, i by, zovu se Ojlerovi 2 koeficijenti Furijeovog 4
reda funkcije f(z).

3Leonhard Euler (1707-1783), poznati §vajcarski matematicar. Dao je prilog gotovo svim obla-
stima matematike i njenim primenama u problemima fizike. Treba posebno istaéi njegov doprinos
u oblasti diferencijalnih i diferencnih jednacina, Furijeovim redovima, specijalnim funkcijama,
kompleksnoj analizi, varijacionom ra¢unu, mehanici i hidrodinamici.

4 Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768-1830), francuski fizicar i matematicar. Utemeljio je Furi-
jeove redove u svom glavnom radu Théorie analytique de la chaleur.
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Medutim, na ovaj na¢in nismo utvrdili da li Furijeov red funkcije f(x), sa ovako
odredenim koeficijentima ay, i by, konvergira ka funkciji f(x). Dakle, svakoj integra-
bilnoj funkeiji f(x), na intervalu [—¢, ], mozemo da korespondiramo trigonometri-
jski red

flx) ~ % + ]; <ak CoskL; + by sin k?) , (4.13)

»

pri ¢emu su koeficijenti ay i by odredeni izrazima (4.12). Znak ” ~ 7 se u ovom
slucaju koristi da bi smo naznacili da jos nije odredena konvergencija posmatranog
reda funkcija. Kad se dokaze njegova konvergencija (odnosno uslovi koje treba da
zadovoljava neka funkcija f(x)), tada znak 7 ~” moze da se zameni sa ”=".

4.2 Osnovna teorema o konvergenciji Furijeovog
reda

Pre nego sto formuliSemo ovu teoremu, definiSimo neke pojmove koje ¢emo da
koristimo u toj formulaciji.

Delimiéno glatke funkcije

Definicija.

Za funkciju f(x) kazemo da je delimiéno neprekidna na intervalu [a, b], ako je
neprekidna u svim tackama intervala, sem u konatnom broju tacaka, u kojima
ima prekide prve vrste.

Definicija.

Za delimi¢no neprekidnu funkciju f(z), definisanu na intervalu [a, b], kazemo da
je delimi¢no glatka, ako postoji njen prvi izvod f/(z) i taj izvod je neprekidna
funkcija u svim tackama intervala [a, b], sem u konaénom broju tacaka, u kojima
levi i desni limesi

Fe+0) = lm f'e+), fe-0)= lm fz—1) (4.14)

postoje. Takode, pretpostavlja se da kona¢ni limesi f/(a+0) i f/(b— 0) postoje
u krajnjim tackama intervala [a, b].

Napomenimo da se pored termina ”delimiéno” koristi i termin ”deo po deo”.
Prikazimo na jednom primeru delimi¢no glatku funkciju (graficki).
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a x, x, x, X, b r4
Slika 4.2: Delimicno glatka funkcija
Zapazamo da ova funkcija u tackama x1,...,x4 ima tangente, ali tangente sa

leve i desne strane nisu jednake. Dakle, funkcija je glatka u intervalima (a,z1) U
(w1, 22) U (22, 23) U (73, 4).
Osnovna teorema o konvergenciji Furijeovog reda

Teorema 15 Ako je f(x) periodicna funkcija, sa periodom 2¢ i delimicmo glatka
na intervalu x € [—£, ¢, tada je Furijeov red funkcije f(x) (4.10), sa koeficijentima
definisanim relacijama (4.12) konvergentan.

Zbir ovog reda

s(z) = % + ,i (ak cos k:l%x + by, sin k;?) (4.15)
je:
a) s(z,) = f(x,), ako je f(z) neprekidna u tacki x, € [—¢, ],
f(o+0) + f(z, - 0)
2

b) s(z,) =
(skokove).

u tackama u kojima funkcija f(x) ima prekide

¢) Na krajevima intervala vazi

S(—0) = s(t) = f(—€+0)2+f(£—0).

Uslovi pod kojima dati red konvergira u literaturi su poznati kao Dirihleovi °

uslovi.
Dokaz ove teoreme nije tezak, ali zahteva dosta prostora, pa iz tog razloga
neéemo da ga izlozimo. Citaoce, Zeljne znanja, upuéujemo na knjige [12] i [38].
Napomena 1. Kako je za neprekidnu funkciju f(xz — 0) = f(z +0) = f(z),

odnosno 0) 0) 2 f(
f(l‘-f— -;f(l'— — f2$) :f(x),

5Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859), nemacki matematicar. Postao je poznat po svom
vaznom istrazivanju u oblasti Furijeovih redova i teoriji brojeva.
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to se tacke a) i b) mogu jednostavno zameniti sa

_ fx+0)+ f(z—0)
S(.’E) - 2 9

za sve tacke x € [/, {].

Napomena 2. U slu¢aju da je potrebno da se razvije u red neka funkcija ¢(z),
koja nije periodi¢na, ali ispunjava sve ostale uslove, iz prethodne teoreme, tada
postupamo na sledeéi nac¢in. Potrazi se periodi¢na funkcija f(x), sa periodom 2¢,
koja moze da se razvije u Furijeov red, a koja se poklapa sa polaznom funkcijom
p(x) u intervalu (=4, ¢), tj.

f(l‘) = Qp(‘r)a Za X € (_& E)’
van tog intervala one se razlikuju. Ovo moze da se obezbedi proSirenjem neperi-

odi¢nih funkcija, kao sto je ranije opisano.

4.2.1 Razvijanje u Furijeov red parnih i neparnih funkcija.
Furijeov sinus i kosinus red

Podsetimo se da su funkcije za koje vazi:

f(—z) = f(z) zaVz e [-L,{] parna funkcija,
f(=z) = —f(x) zaVa € [, ¢ neparna funkcija.

Osobine parnih/neparnih funkcija

a) Ako je funkcija parna, tada je
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d) Proizvod parne f(z) i neparne funkcije g(z) je neparna funkcija
p(=z) = f(=x) g(—z) = f(z)- (-1)g(z) = —f(2) g(z) = —p().

Ove osobine koriste se pri izra¢unavanju koeficijenata Furijeovog reda ay i by,
kada je f(z) parna ili neparna funkcija. Naime, kako se pod integralom (4.12) javlja
proizvod f(z) i sinz (sin je neparna funkcija), ili cosx (cos je parna funkcija), to,
u zavisnosti od f(x) i osobina a)-d), mogu neki koeficijenti da budu jednaki nuli.

Furijeov cos red i Furijeov sin red

Neka je f(x) parna funkcija. Tada je p(z) = f(x)cosz parna funkcija, a g(x) =
f(z)sinz neparna funkcija. Koristeéi osobine ovih funkcija, za Furijeove koefici-
jente dobijamo:

1 [f 2 [f
aozzlef(x)dxzz/o f(z)de,

1t k 2 [t k
a = — / f(z)cos T =2 / f(x) cos oy dex, (4.16)
), 14 ¢ Jo 14

1 e
bk:f/ f(x)sinm—xdxzo.
v/, ]

U ovom specijalnom sluc¢aju Furijeov red ima oblik

ag > km
= — —_— . .1
f(z) 5 + ’;:1 ay, €08 —-& (4.17)

Tada kazemo da je funkcija razvijena u Furijeov red po kosinusu ili kra¢e Furijeov
kosinus red, pri ¢emu su koeficijenti aj odredeni relacijama (4.16).

Neka je f(x) neparna funkcija. Tada je p(z) = f(x)cosx neparna funkcija,
a q(z) = f(z)sinz parna funkcija. Koristeéi osobine ovih funkcija, za Furijeove
koeficijente dobijamo:

1 é
aozf/ f(z)dz =0,
tJ
¢
akzl/ f(:r)coslm—xdx:(),
), 14

1/ k 2 [ k
by, = f/ f(z)sin T dr = f/ f(z)sin T2 da. (4.18)
0]y l ¢ Jo ¢

U ovom specijalnom sluc¢aju Furijeov red ima oblik
= km
)= by, sin — . 4.19
)= Lbusin G (419)

Tada kazemo da je funkcija razvijena u Furijeov red po sinusu ili kra¢e Furijeov
sinus red, pri ¢emu su koeficijenti b;, odredeni relacijama (4.18).
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Teorema 16 Proizvoljnu funkciju f(z), definisanu na intervalu [—£, €], moZemo
da predstavimo kao zbir jedne parne i jedne neparne funkcije, u istom intervalu.

Dokaz. Funkciju f(x) mozemo da predstavimo u obliku

1 1
flx)=f(z) + §f(—33) - §f(—l‘) =

1 1 1 1
= 5H @)+ 3H @)+ 37 (-2) = 3F(~2) =
_f@) + f=z) | flz) - f(-=)
= 5 + 5 .
Uvedimo smene
filw) = LOEIED 5 gy = (OS2

paje f(x) = fi(z) + fa(x). Dalje, pokazimo da su funkcije f1 i fo parna ondosno
neparna, respektivno.

Kako je
ful=z) = 3 [f(=2) + F(~(=2))] = 5 [f(@) + f(—2)] = (@),
fal=) = 3 [f(=2) = F(~(~a))] = ~3 [f(@) + f(-2)] = ~fo(a),

to zaklju¢ujemo da je fi; parna, a fo neparna funkcija. Na taj nac¢in smo dokazali
prethodnu teoremu.

Na osnovu prethodne teoreme zakljucujemo da uvek mozemo da primenimo, ali
samo na delove, tzv. Furijeovu sinus i kosinus transformaciju.

4.2.2 Razvijanje funkcija u Furijeov red, na intervalu (—m, )

U ovom specijalnom slucaju je £ = w, pa dobijamo da je:
oo
flx)=—+ (ag cos kx + by sin kzx) |
k=1

gde su koeficijenti odredeni izrazima:

ag = %/f(x)dm,
ax = % / f(z) cos kx dz, (4.20)

1 ™
by, = f/f(x)sinka:dx.
™
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4.2.3 Razvijanje funkcija u Furijeov red, na intervalu (0, /).
Produzenje poluintervala

U raznim problemima fizike i tehnike javlja se potreba da se u Furijeov red razvije
funkcija u nekom kona¢nom intervalu, recimo (0,¢). To moze da se postigne tako
§to ¢emo izvrsiti translaciju koordinatnog sistema (odnosno uvesti smenu) za £/2,
pa zatim, za, u opstem slucaju neprekidnu funkciju f(x), izvrsiti produzenje, kako
je to ranije objasnjeno (¢ izabrati za period).

prosiriti polaznu funkciju na interval (—¢,0). Tada, posto je funkcija data samo na
intervalu (0, £), mozemo da izvr§imo njeno prosirenje na interval (—¢,0), tako da
je njeno proSirenje parna ili neparna funkcija. Ovaj postupak demonstriran je na
slici 4.3.

v

Do
N
w
&L
Ry

Slika 4.3: Produzenje neperiodi¢ne funkcije

Ovakvo proSirenje je pogodno, jer u ovim slu¢ajevima razvijanje funkcije u
Furijeov red svodi se na Furijeov sinus ili kosinus red (zbog parnosti ili neparnosti
prosirene funkcije), a zadrzavamo se samo u intervalu u kome je polazna funkcija
definisana.
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Primer. Razviti u Furijeov red funkciju

—x, O<x < -,
fz) =

—(—x), §<x<€.

Resenje. Prvo skicirajmo datu funkciju.

A

y
@)

v

0 2 X

Slika 4.4:

Prema uslovima teoreme o konvergentnosti Furijeovog reda, potrebno je da je
funkcija periodi¢na. Zbog toga ¢emo da izvrsimo produZenje polazne funkcije i to
na: a) parnu i b) neparnu periodi¢nu funkeiju.

a) Prvo skicirajmo ovako prosirenu funkciju, prema uputstvu datom ranije.

Slika 4.5:

U ovom slucaju (parna funkcija), prema (4.16), dobijamo:

i 2/2 1
ao_l 2k 2k
5 =717 /J;dx—i— 7 /(f—x)da? )
0 /2

0/2 ¢
2 | 2k nmw 2k nmw
“"_Z 7/xcoijda:—l—j/(E—QS)COS7JU(19€ )
0 0/2
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Integracijom dobijamo za koeficijente Furijeovog reda:

(o)) - E
2 2
4k

anp = 22 (2005% — cosnm — 1) ,

b, = 0.
Analizirajuéi gornje izraze vidimo da su razli¢iti od nule (a,, # 0) samo ¢lanovi
n =2,6,10,14, ..., pa Furijeov red polazne parno pro§irene funkcije ima oblik

@) k 16k [ 1 27 n 1 67 n
r)=—-— —C0S—2X+ -—=CcoS—T+...].
2 w2 \22 14 62 L

b) Skicirajmo sada neparno prosirenje.

v

Slika 4.6:

U ovom sluc¢aju (neparna funkcija), prema (4.18), dobijamo:

an =0,
/2 ¢
2 | 2k . onm 2k . onT
bnfZ 7/x81n7xdx+7/(f*93)81n71’d1
0 /2

Odavde, parcijalnom integracijom, dobijamo

8 . nmw
= ——sgsin —.
n2m? 2

Konacno, Furijeov red, za neparno prosirenje, dobija oblik

f(x)—% isinﬁaz:—ising—ﬂ-ac—kisin5—7rgv—
w2 \127 T 3T T 2 )

b

4.2.4 Aproksimacija funkcije trigonometrijskim polinomom.
Srednja kvadratna greska

Neka je data periodi¢na dunkcija f(z), periode 27, koja moze da se predstavi Furi-
jeovim redom. Aproksimirajmo posmatranu funkciju trigonometrijskim polinomom
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N-tog reda

N
ap .
)~ > + g_ ay coskx + Oy sinkz) = PN($)~ (4'21)

Koeficijenti ovog polinoma, ay i B, su za sada neodredeni. Mozemo da ih izrazimo
na vise nac¢ina. Medutim, jasno je da nas interesuje onaj oblik za koji imamo
najbolju aproksimaciju, tj. najmanju gresku aproksimacije, pri fiksiranom N.

U tom cilju, prvo definis$imo gresku aproksimacije. I gresku mozemo da definisemo
na vise nacina. Najprirodnije je definisati je izrazom

|f(z) — Py(2)| = AN, zax €[4

Medutim, u postavljenom zadatku, pogodnije je da se greska definiSe preko integrala
i to u obliku

1 s
Ay =g [ [fz) - Py (2))? da. (4.22)
Ovako definisano Ay zove se srednja kvadratna greSka. Postavljeni zadatak
se sastoji u tome da, za fiksno N, odredimo oblik koeficijenata ay i §i, polinoma
(4.21), tako da A bude minimalno.

Posmatrajmo prvo podintegralnu funkciju. Kako je (f—Py)? = f2—2fPy+P%,

to iz (4.22) dobijamo
1 ) 1

Ay =5 [ [f(@) = Py()]” do = [f?=2fPy + Py] da. (4.23)

—T

Dalje, kako po pretpostavci, funkciju f(z) moZemo da predstavimo konvergentnim
Furijeovim redom, to za [ fPy dz dobijamo

N
o' :
70 + ,}_1 (v cos kx + [y sin kx)} dz =

T

]

-7

a = .
30 + ]; (ag cos kx + by, sin km)] .

N
=7 [aogo + Z (apox + bkﬂk)] . (4.24)
k=1

Ovde smo iskoristili da je [coskzdz =0, [sinkxdr =01 [ sinkzcoskzdz = 0.
Na sli¢an na¢in dobijamo i za [ P% dz

s

/P]%[dI:W

—T

(4.25)

2 N
ap
7+; ai + 67)
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Iz poslednje dve relacije (4.24) i (4.25), dobijamo

T

/[Pz%f—ZfPN}d$=7r{aO_ao +2N:[Oék—ak (ﬂk—bk)2]}_
=1

—T

9 N
a
-7 50 +3 (e +b3) |, (4.26)
k=1
pri cemu smo iskoristili sledeée veze:
(g — ak)2 = a; — 2apay + aj, o — 2apay = (o — ag)? —aj
(Bx — k) = BE — 2Bubi + b3, BF — 2k Bk = (B — bi)* — b7
Ako sada zamenimo (4.26) u (4.23), dobijamo
1 r a? N
QAN:;/]"?dxf 3°+Z (af +b3) (4.27)
s k=1

N {W_O)Jrf: [<ak—ak>2+<ﬁk—bk>2}}-
2

k=1

Kako je zadatak da se odrede koeficijenti o i B, tako da Ax bude minimalno, to
iz (4.27) zakljucujemo da treba da vazi

N
(@0 — a0) ao + Z [ ay, —ag)’ + (Br — bk)z] =0. (4.28)
=1

Jasno je da bi se ovaj ¢lan stalno poveéavao (zbir kvadrata), sa porastom N, pa bi
na taj nacin i sama greska rasla. Iz tog razloga smo uzeli da je jednak nuli.
Iz relacija (5.72) dobijamo za trazene koeficijente:

o = ap, ap = ag, Br = by. (4.29)

Odavde zaklju¢ujemo da je najbolja srednjekvadratna aproksimacija, za integra-
bilnu, periodi¢nu funkciju f(x), za « € [—7, 7], data trigonometrijskim polinomom
Py () ¢iji su koeficijent Furijeovi koeficijenti funkcije f(z).

Neke posledice

Zapazimo da je greska
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nenegativna, jer je podintegralna funkcija kvadrat realne funkcije. Odatle sledi,
prema (4.27) i (5.72), da je

2A N :%/fQ(x)d

1 [ 2w
;/fz(x)dxz%—l—z:(ai—&—bi), za N=0,1,..., (4.30)
k=1

2 N
—°+Z (a3 +b3)
k=1

odnosno

Ovaj izraz (4.30) poznat je u literaturi kao Beselova nejednakost. Dalje, zapazi-
mo da leva strana nejednakosti ne zavisi od N. Odatle sledi da pri N — oo desna
strana ostaje ograniCena, a to znaci da je red kvadrata Furijeovih koeficijenata

P
30+I; ak+b2

konvergentan.
Kao posledica ove konvergencije je

lim ax =0, klim b, =0,

k—oo
tj.
klim ar=0 = klim f(z)coskxdx =0, (4.31)
lim by =0 = lim | f(x)sinkzdz=0. (4.32)
k—o0 k—o0

—T

Dakle, Furijeovi koeficijenti ogranic¢ene i integrabilne funkcije teze nuli, kad k — oc.
Relacije (4.31) i (4.32) poznate su u literaturi kao Rimanova teorema.
Ako Ay — 0, kada N — oo, tada nejednakost (4.30) postaje

17 2 &
;/fQ(x)dx:%—i-Z (a +07). (4.33)
i k=1

Pokazimo sada kako se prethodne relacije mogu prosiriti na proizvoljan (ali
konacan) period (—¢, ¢).

Posmatrajmo neku periodi¢nu funkciju ¢(t), sa perlodom ( m,7), tj. @(t) =
p(t+27), i neku periodi¢nu funkciju f(z), sa periodom (—¢, ), tj. f(z) = f(xz+2¢).
14

Uvedimo sada smenu x = —t, pri ¢emu je
™
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Prema prethodnim smenama imamo

o(t+2m) = f Li(t—i-%r)} =f (ﬁt—&- zz) = fla+20) = f(z) = (2).

Dalje, za trigonometrijske redove je

Qg > .
e(t) = 5 T ; (ak cos kt + by, sin kt)

_a ¥ KT bsin T
f(z) = 5 —|—;(akcos gx—l—b;gsm ggy),

gde su odgovarajudi koeficijenti, recimo ay

g 4
1 1 k
ay = —/Lp(t) cosktdt = f/f(x) cos 2z dz.
T L l
—7 —L

Ovde smo izvrsili smenu granica integracije, jer je:

L
t = — = (7)) = —¢
za i1 T oI ﬂ( )
L
aza to=7m x9=—(m)=V{,
0
. .. m 1
a diferencijal df = —dx, odnosno —dt= -dx.
l T 14

Dakle, pokazali smo za koeficijente a; kako se izracunavaju za proizvoljan period.
Na slican nacin dobijamo i izraz za by.
Lako moze da se pokaze da relacija (4.33) vazi i za proizvoljan period 2/, tj.

¢
! 2 (z) :a—8+§:a +b3). (4.34)
‘ 2 k '
iy k=1
Ova relacija (4.34) poznata je kao Parsevalova ¢ identi¢nost Furijeovog reda.

Napomenimo, da u slu¢éaju da je funkcija periodi¢na na intervalu (a,b), tada,
kao i u prethodnom slu¢aju, dobijamo (za period b — a)

ap s
f(x):7+;akcos (x —a) + by sin .—(z — a),

6Marie Antoine Parseval (1755-1836), poznati francuski matematicar.
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4.2.5 Kompleksan oblik Furijeovog reda

Ako iskoristimo Ojlerove formule za kompleksne brojeve:

_ krz krz ; krz
kmx tpe="T ! . kmx er'—e

cos—:— sin — =
Y4 2 ’

Furijeov red funkcije f(z) mozemo da napiSsemo u obliku

. ap — bri & g +bpi ke
o) =g S Bt S bl

k=1

—1 0o
ag ag + bkl kne; ap — bk’L knz;
SR tlT g TPl Ty

o0
knz ;
:Eck.ef.

— 00

Ovde je

k—bkz
k>0
2 =%

ao

= —_— k:
Ck 9 0,

b
W k<0,

pri ¢emu ¢, moze da se odredi relacijom

l

1 ems
ck:ﬁ/f(x)e o tda.

4.2.6 Furijeov integral

l 24

Predstavljanje funkcije Furijeovim redom se veoma koristi u mnogim problemima
matematicke fizike, ali vazi samo za periodi¢ne funkcije. Pokazali smo kako neka
funkcija, definisana u kona¢nom intervalu (a, b) moze da se prosiri tako da dobijemo
periodi¢nu parnu ili neparnu funkciju. Medutim, ¢esti su problemi u kojima se jav-
ljaju funkcije definisane u intervalu (—o0, 00), a nisu periodi¢ne. Tu klasu funkcija
ne mozemo da proSirimo na periodiéne funkcije, na opisani nacin. Postavlja se

pitanje: da li je moguce prosiriti Furijeovu ideju i na takve funkcije?

Posmatrajmo neku funkciju f(x), koja je delimiéno glatka funkcija u intervalu

[—¢,¢]. Njen Furijeov red (4.10) je oblika

_a ¥ KT b sin T
f(z) = > +;<akcos £x+bk51n em),

(4.35)
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pri ¢emu su koeficijenti ay, i by odredeni relacijama (4.12)

¢ L
1 1
ar = /f(t) cos k%tdt, b = Z/f(t) sin k%tdt, k=0,1,2,...  (4.36)
e

—L

Zamenom (4.36) u (4.35), a s obzirom da je

km km . km .k km
cos —x cos —t + sin —ax sin —t = cos — (z — 1),

‘ ‘ i ‘ ‘
dobijamo p p
= k
flz) = %/f(t) dt+2%/f(t) cos%(tf:r) dt. (4.37)
“ k=1""1,

Prethodno postavljeno pitanje svodi se na pitanje: ¢emu teze ovi integrali kada
{— o007
Pretpostavimo da je funkcija f(z) apsolutno integrabilna u intervalu (—¢, £), tj.

¢
/|f(t)\ dt < M, gde je M konacan broj.
—¢
Koristeéi ovaj uslov, dobijamo
‘

¢

1 1 1

. < Tim L m M — 0. .

zlggo 20 /ﬂt) dt) < zlgrolo 2€/|f(t)|dt < elggo 2£M 0 (4.38)
—¢ —

Iskoristivsi (5.299), relacija (4.37) postaje

¢
=1 km
f(z) = lim kZZI 7 /f(t) cos 7(15 —x)dt. (4.39)

{— 00
—L

Uvedimo smenu

ak:k%, k=0,1,2,...

pri ¢emu je

kE+1 k
Aak:ak_,_l—ozk:%f%:% (440)
i 1 A
Qg
- = — 4.41
7= (4.41)

Iz smene se vidi da se novo uvedena promenljiva «yj menja u intervalu (0, 400).
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Koristeéi ove smene, relacija (4.39) dobija oblik

14

flz) = 1 lim iAak/f(t) cos ag(t — x) dt,
k=1

T £—00
—L

odnosno, kada predemo na grani¢nu vrednost

oo oo

@) = %/da / F(t) cosalt — z) dt.
0 —00

(4.42)

(4.43)

Relacija (4.43) poznata je u literaturi kao Furijeova formula, a odgovarajudi

integral kao Furijeov integral.

Teorema 17 Neka je funkcija f(x):

- deo po deo (delimiéno) glatka u svakom konacnom intervalu i

- apsolutno integrabilna u intervalu (—oo, 00).

Tada funkcija f(x)moZe da se zameni Furijeovim integralom (4.43) za svako x, sem
u tackama prekida prve vrste x,, u kojima vrednost funkcije f(x,) treba zameniti

sa
f(xo —0) + f(x, +0)
3 .

Furijeovu formulu mozemo da predstavimo i relacijom

flz) = /000 [A(N) cos Ax + B(A) sin Az] dA,

gde je:
AN = % / f(z) cos Ax dz,
B(\) = % / f(z) sin Az dx.

4.3 Zadaci

Zad. 4.1. Razviti u Furijeov red funkciju f(z) prikazanu na slici

(4.44)
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A
y
k 3
- N
i 0 P x L
k
Slika 4.7:

u intervalu (—m, 7). Njen analiticki oblik je
fay={ R TS0 g an = fla) (4.45)
k za O<z<m ' '

Resenje.

Iz (4.11) sledi da je ag = 0, a iz (4.12) dobijamo

1 ™
ap = — /f(x)cosnxdx:
7r

0
1 T
- /(—k) cosmcdw—i—/ kcosnxdx| = (4.46)
m 0

1 sinna | sinna | ™

=— |-k +k =0,
77 noo|_, no |,
7

jerjesinnr =0u —7m,0i7m, zasvakon=1,2,...,.
Na isti nacin iz (4.12) dobijamo

1 ™ 1 0 us
by, = — f(x)sinnzdr = — [/ (—k) sinnxdx—l—/ ksinm:dx} =
™ 0

T™J—nx -
_ l lkcos n _ k_cos nT W] . (4.47)
T n o n 0

Kako je cos(—a) = cosa i cos0 = 1, to konaéno dobijamo

k 2k
b, = — [cos 0 — cosnm — cosnm + cos 0] = —(1 — cosn).
nmw nm

"Napomenimo da ovaj rezultat moze da se dobije direktno, jer je posmatrana funkcija neparna.
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—1 za neparnon
cosnmw = .
1 za parne vrednostin.

Tako Furijeovi koeficijenti b,, za zadatu funkciju imaju sledece vrednosti

4k 4k 4k
bp=—, ba=0, b3=—, by=0, bgy=—,...,
T 3 T
odnosno
4k
by ={ pn &M nepamno,
0, =za n parno.
Posto su a,, jednaki nuli odgovarajuéi Furijeov red je
4k 1
— (sinx + 3 sin3x + .. > . (4.48)
7r

Parcijalne sume su
4k 4k 1
S1 = —sinz, S;=—(sinz+ -sin3z) itd.
™ m 3

Grafici parcijalnih suma su dati na slici ispod i na njima se vidi kako red kon-
vergira i kako mu je suma jednaka zadatoj funkeiji f(z). U tackama x = 0 i
x = 7, tackama diskontinuiteta f(z), sve parcijalne sume imaju vrednost nula, $to
je aritmeticka sredina vrednosti —k i k.

vt _ﬂ/‘S1 o S,(=0+8)
k g > <
- \\\\_ /,/ T x'
. R (p:%sin 3x
Slika 4.8:
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Zad. 4.2. Razviti u Furijeov red funkciju f(z) = z u intervalu (—m, 7).

Resenge.

= ?0 Z ap cosnx + by sinnz) x € (—m, 7).
I 11,7 1
_ L de — = =22 2_.2y_
ag 7r/_Trncgc —3% B 27r(7r ) =

T

1
a, = — | xcosnxdx.
s

-7

Uvodeéi smenu

1 1
ne=y = x=-—-y dr=—dy
n n
dobijamo
1 nm
an = — y cos ydy.
™

—nm

Parcijalnom integracijom

y = u,du = dy,cosydy = dv,v = siny

nm nm
— / sinydy | =
—nTm —nm

dobijamo

1
ap = —— (ysmy
n2m

1 nim
= (mr sinnm — nwsin(—nm) + cosy ) =
—nm
1 1
= ——(cosnm — cos(—nm)) = %(COS nm — cosnm) = 0.

Za b, na slican nac¢in dobijamo

1 T 1 nm
bn:f/ xsinnxdzzT/ ysinydy =
T . N2 ) _pn
1 nm nm
= — —1ycosy —|—/ cosydy | =
n=m —nT —nm
1 nm
= —— | —nmcosnm — nwcos(—n) + siny =
n=m —nm
_ (—2nm cosnm + sinnw + sinnw) = i(—2n7r(—1)”) = g(—l)"Jrl
n2m n2m n '
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flx)=2 Z <_T sinnz. (4.49)

Napomena. Funkcija f(z) = = je neparna funkcija i u razvoju u red javljaju se
samo oni koeficijenti koji stoje uz neparnu sinusnu funkciju.

Q

Zad. 4.3. Razviti u Furijeov red funkciju f(x) = |x| u intervalu (—m, 7).

Resenge.
L7 2 [ 21 ,|"
ao:—/|:r|dx:—/zdx:f*l’2 =T,
T ™ T2 0
g 0
T s
ap = — |.Z“COS’I7;JJd$: — J,‘COS?’lJ?dJJ:T yCOSydy:
T T nem Jo
g 0

= (y = u,du = dy, cosydy = dv,v = siny) =

nm

™
—/sinydy =
0

0

2 .
= —— | ysiny
nAm

2 nm 2
= ——cos =—((-1)"-1)=
meoy| = ()
0 za parnon,
- 4
s za neparnon.
n

1 s
by, = f/ || sinnzdx = 0.
T

Dakle, Furijeov red funkcije f(z) = |z| je

flx) = g - % Z m cos(2n + 1)z.
n=0

Q
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Razviti u Furijeov red, na naznacenim intervalima, slede¢e funkcije:

Zad. 4.4.
ax, —m<z<0,
f(sc)—{ br, 0<uz<m.
Resenje.
W(b*(l 2(a — b) s(2k + 1)z > k“smkx
= b) .
f@) 1 Z CTES R Z
k= k=1
Q@
Zad. 4.5. Razviti u Furijeov red funkciju f(z) = cosax u intervalu (—m,n),
(a#£35,£3,...).
Rezultat.
2sinma = acosnw
— . _1 n+1
f(x) - 2@+Z( ) 2
n=1
Q@
Zad. 4.6. Razviti u Furijeov red funkciju f(z) = sinaz u intervalu (—m,n),
(a#0,+1,+2,...)
Rezultat.
2sinma = (—1)"t'nsinnz
f(x) - T ; 7’L2 _ Cl2
@

Zad. 4.7. Razviti u Furijeov red funkciju f(x) = shax u intervalu (—m, 7).

Rezultat.

£ 25h7ra > 1)"*lnsinnx
n2 + a?
n=1

Q

Zad. 4.8. Razviti u Furijeov red funkciju f(z) = chaxz u intervalu (—m, 7).
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Rezultat.

@) = 2sham ll n i(_l)nacosnx

a? 4 n?

n=

Q

Zad. 4.9. Razviti u Furijeov red funkciju f(z) = e** u intervalu (—I,1).

Rezultat.

f(x) = 2sh(al)-

(al)? + (mn)?

n=1

oo
Z n @l cosnz — mn sin nw]

Q

Zad. 4.10. Ragzviti u Furijeov red funkciju f(z) = zsinz u intervalu (—m, 7).
Rezultat.

1 1n+1
flx )—l—icosm—i—Qz%cosnx
n2 —

Q

Zad. 4.11. Razviti u Furijeov red funkciju f(z) = xcosx u intervalu (-3, 3).

Rezultat.

16 > n—i—l
— E sm 2nx.
T

n:l

Q

Zad. 4.12. Razviti u Furijeov red funkciju f(x) = z(7 — x) u intervalu [0, 7),
f(@) = flz+m).
Rezultat.

72 > cos 2nx
f(l‘) = E - ; n2 .

Q
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Zad. 4.13. Razviti u Furijeov red funkciju f(z) = 5% u intervalu (0, 27).

Rezultat.

')
Z sin nx

n=1

Q

Zad. 4.14. Razviti u Furijeov red funkciju

A O<zx<l,
f(x)_{ 0 l<az<2l,

u intervalu (0, 20), gde je A konstanta.

Rezultat.

7A 24 & . (2k+ Dz
J@) =3+ Z k+1ln !
0

Zad. 4.15. Razviti u Furijeov red funkciju f(z) = 7% — 2% u intervalu (-, 7).
Rezultat.

n+1

f(z) *TF +4Z COS NT.

n=1

Q



Glava 5

Parcijalne diferencijalne
jednacine

Parcijalne diferencijalne jedna¢ine (PDJ) javljaju se u razli¢itim problemima fizike,
geometrije i tehnike ! i to u slu¢ajevima kada funkcija, koja opisuje dati proces ili
pojavu, zavisi od dve ili viSe nezavisnih promenljivih. Napomenimo da samo prostiji
problemi mogu da se opisu obi¢nim diferencijalnim jedna¢inama. Problemi u oblasti
mehanike fluida, mehanike ¢vrstog tela, prostiranja toplote, elektromagnetizma itd.,
opisuju se parcijalnim diferencijalnim jedna¢inama.

Teorija parcijalnih diferecijalnih jednacina jedan je od najlepsih primera uza-
jamne povezanosti matematike sa drugim nau¢nim oblastima. ReSavanje ovih
jednacina predstavlja ne samo formalni matematicki interes nego i uslov spozna-
vanja procesa u prirodnim i drugim naukama. Dakle, gledano o¢ima matematicara,
reSenje jednacina predstavlja broj ili funkciju. Gledano o¢ima fizicara ili biologa,
reSenje opisuje neki proces, dakle ima fizicki smisao.

Za parcijalne diferencijalne jednacine drugog reda ne postoje opste metode za
reSavanje, za razliku od obi¢nih diferencijalnih jednacina i parcijalnih diferencijalnih
jednagina prvog reda, sa jednom nepoznatom funkcijom. 2 Razlog lezi pre svega u
¢injenici da su se parcijalne diferencijalne jednacine drugog reda pojavile u okviru
matematicke fizike i mehanike gotovo u samom pocetku stvaranja matematicke
analize (pre vise od dva veka). Sem toga, reSenja ovih jednacina morala su da
zadovolje i pocetne i graniéne uslove, pa su ona (resenja) trazena od problema do
problema. Ovako postavljeni problemi privukli su paznju matematicara, ali su oni
trazili reSenja pojedina¢nih jednac¢ina nezavisno od opstih metoda za reSavanje, koje
nisu bile dovoljno razvijene. Medutim, interesantno je da razvitak nauke ni u novije
vreme nije doneo opste metode za reSavanje parcijalnih jednacina drugog reda.
Treba naglasiti da poslednjih decenija veoma napredovale priblizne (numericke)

1U poslednje vreme javljaju se i u drugim oblastima nauke, recimo medicini za matemati¢ko
opisivanje rada pojedinih organa.
2Resavanje ovih jednacina svodi se na integraljenje obi¢nih diferencijalnih jednacina.
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metode za resavanje PDJ.

U ovom poglavlju biée razmatrane neke od vaznijih parcijalnih diferencijalnih
jednacina u tehnici. Izves¢emo neke od njih i pokazati jednu od metoda za njihovo
resavanje (Furijeova metoda razdvajanja promenljivih). Kako se resavanje jedne
parcijalne jednacine moze da iskomplikuje, promenom pocetnih ili grani¢nih uslova,
to se Cesto pribegava numerickim metodama pri njihovom reSavanju. Neke od
numerickih metoda bié¢e prikazane u sledeéem poglavlju.

5.1 Definicije i oznake

Definicija.
Neka je u — funkcija promenljivih x1,xo, ..., 2, Ciji su svi parcijalni izvodi, do
m-tog reda zakljutno, neprekidni na posmatranoj oblasti 2 C R™. Bilo koja
relacija izmedu promenljivih x; (i = 1,...,n), funkcije w i njenih parcijalnih
izvoda:
Ju Ju oMu omu
Flzy, 20, . .,Tp sty —y ooy m— iy —— oo, —— | =0 5.1
( 1,42, ny o, ox,, ’axin’ ’ 8.’1?#) ’ ( )

naziva se parcijalna diferencijalna jednacina.

Ako je najvisi izvod u (5.1) reda m (m < n), tada se data jednac¢ina naziva: par-
cijalna diferencijalna jednacina reda m.

Definicija.

Bilo koja funkcija w, promenljivih z1, zo, . .., zk, Ciji parcijalni izvodi potrebnog
reda postoje, a koja zajedno sa svojim parcijalnim izvodima identicki zadovolja-
va jednacinu (5.1), naziva se reSenje parcijalne diferencijalne jednacine
(5.1).

Definicija.

Opste resenje jednacine (5.1) je reSenje koje sadrzi onoliko proizvoljnih neza-
visnih funkcija, koliki je red jednacine.

Definicija.

Partikularno resenje se dobija iz opsteg resenja zadavanjem konkretnog oblika
(izraza) za proizvoljne funkcije.
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Primer 1.

Posmatrajmo diferencijalnu jednacinu

0%u Cop
0xdy Y-

Ova jednacina je parcijalna jednacina drugog reda, cije je opSte resenje

1
u=ay - say’ + F(z) + G(y).

U specijalnom slu¢aju, kada je F(x) = 2sinz, G(y) = 3y*—5, dobija se partikularno
reSenje

1
u =y — §J:y2—|—2$inx+3y4 — 9.

Pri resavanju parcijalnih diferencijalnih jednacina ¢esto se namecu posebni uslovi,
koje resenje treba da zadovolji. Ovi uslovi mogu da budu poéetni ili grani¢ni (kon-
turni). Oni ¢e kasnije biti detaljnije razmotreni.

Monzeove oznake

Posmatra¢emo uglavnom parcijalne jednacine drugog reda u kojima nepoznata
funkcija u zavisi od dve promenljive x i y. U tom slucaju koristicemo sledece
oznake, takozvane Monzeove?:

p=uy = u. g=u, = 9u
Yoz’ Y oy (5.2)
O*u 0%u 9%u '

T=Ugy = —=; S

Koristeéi ove oznake opsta parcijalna diferencijalna jednacina prvog reda moze
da se napisSe u obliku:

F(Z’,y, u,p, (I) =0, (53)

a opSta parcijalna diferencijalna jednacina drugog reda:

F(x,y,u,p,q,r,s,t) =0. (54)

3Gaspard Monge, comte de Péluse, 1746-1818, francuski matematicar, osnivac Ecole polytech-
nique i jedan od tvoraca Ecole normale. Dao je novi pristup infinitezimalnoj geometriji. Autor
je nove metode geometrijske integracije. Dobio je i znacajne rezultate u analitickoj geometriji u
prostoru.
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5.2 Formiranje parcijalnih diferencijalnih jednac¢ina
Parcijalne diferencijalne jednac¢ine formiraju se na jedan od slede¢ih nacina:

- eliminacijom promenljivih funkcija,

- eliminacijom konstanti i

- matematickim opisom problema (u geometriji, mehanici, fizici, tehnici).

Prikazimo ovo na nekoliko primera.

Primer 1. Neka su f1(£) 1 f2(n) proizvoljne diferencijabilne funkcije, pri ¢emu je
& =y +ax,an=y—ax. Odrediti parcijalnu diferencijalnu jednac¢inu ¢ije resenje
zadovoljava jednacinu

z = f1(§) + f2(n).
Resenje. Koriste¢i Monzeove oznake, dobijamo

L 0: 0 0h 0506 0noy_ R dfe_
_ 0z _0f [ Ofy 0f10§  Of20n _dfi  dfs

=9y "oy "oy " ocoy oapoy  dE T ap

=fi+fa

0% 9, (Of O\ (dfioE dfyam) _
T_M_Gsc(p)_a<3x_3x)_a(d§8x_dnax>_ (55)
—a? (1 +17). (5.6)
_ 0% 9, Ofi afy dfjoc  dfson

T T oy Ty oy oy (57)
=fi + /s (5.8)

Iz (5.6) i (5.8) dobija se trazena parcijalna diferencijalna jednacina

r—a’t=0.

Primer 2. Neka je data funkcija u obliku
z = a’2?® + 2abzy + b*y? + cx + dy + e,

gde su a,b,c,d i e proizvoljne konstante. Napisati diferencijalnu jednacinu koju
zadovoljava ova funkcija.
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Resenje. Polaze¢i od Monzeovih oznaka, dobijamo

p= —az = 2d’z + 2aby +¢, q= —82 = 2b2y + 2abx + d,
or dy
0%z 0 0%z 0 0
= = —(p) = 242 = =~ (q) = = 2ab

axQ ax(p) a Y S 8.’1}8:1] 8x(Q) 8y(p) a I

0%z 0
t= — = — = 2b2

97~ oy (9)

Iz poslednjih relacija dobijamo trazenu jednacinu

rt — s> =0.

Primer 3. Odrediti diferencijalnu jedna¢inu zice koja treperi (sl. 5.1).

u A S2
Al
| — B
F :
S,l/
0 x X + Ax x>

Slika 5.1:

Resenje. Pretpostavimo sledece:
- masa Zice je konstantna po jedinici duzine (homogena zica),
- tezina Zice se zanemaruje (sila teZe je zanemarljiva u odnosu na sile koje se
javljaju u zici),

- pomeranje tacaka zice u je malo u poredenju sa njenom duzinom, pa moze da
se smatra da tacke imaju samo vertikalno pomeranje. Ugibi i nagibi u svakoj
tacki su, takode, mali.

Polazimo od Njutnovog zakona
ma = Z Si,
i

gde je: m - masa, a - ubrzanje, S; - sile koje deluju na posmatranu tacku.
Projekcije ove vektorske jednacine (u ovom primeru imamo dve sile, pa je i =
1,2), na ose Dekartovog pravouglog koordinatnog sistema x i y su:

ma, = —Sy1cosa+ SycosB=0 = Sicosa=S5cosB=S5, =

S
cosaa=—, cosf=

S So’
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gde smo iskoristili pretpostavku da nema kretanja u praveu x-ose (a, = 0).

0%u
ma, = —S1sina+ Sesin8 = Spsinff — Sysina = ng,
. Pu . .
gde je Tl projekcija ubrzanja a,, a u = u(z,t). Kako je m = oV, a V = Al P,
gde je p — gustina, A¢ — duzina, a P — povrsina popre¢nog preseka posmatrane
zice i ako pretpostavimo da je P jedini¢na povrsina, deobom druge jednacine sa S,
dobijamo

Ss s St AL
S g Ty
Iskoristivsi (5.9), dobijamo
Al 0%u
_ = g— . 1
tgf —tga = 0z 5 (5.10)
Kako je
Ju
M —tga i oot —tgh,
8 € rz+Az
a Al = Az, to dobijamo
oul 0w
Ox z+Ax Ox T 0 82’“
Az TS

Posmatrajmo sada grani¢nu vrednost, kada Az — 0

L (O _ 22
arso Az \ 0z . T Ars0 S92

Kako leva strana predstavlja drugi parcijalni izvod po z (po definiciji), a sa desne
strane funkcija pod limesom ne zavisi od Az, kona¢no dobijamo

ou

rz+Ax Ox

0%u 5, 0%u

— === 5.11

a2~ C a2 (5.11)
gde je ¢ = p/S. Relacija (5.11) predstavlja takozvanu jednodimenzionalnu talasnu
jednacinu.

Primer 4.
Naéi diferencijalnu jednacinu familije sfera, polupre¢nika r, ¢iji centri leze u
ravni r = y.

Resenge.
Jednacina ove familije sfera je

(x—a)?+ (y—a)® + (2 —b)* = R% (5.12)
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Posmatrajuéi z kao funkciju od z, y, diferenciranjem relacije (5.12), po x, odnosno
y dobijamo:

0z 0z
Ne —a) +2(z— D)2 =0, 20y—a)+2(z—b) =
(rt—a)+2(z—0b) " 0, (y—a)+2(z—0) oy 0,

ili
(x—a)+(z=bp=0, (y—a)+(2-b)g=0.
Uvedimo oznaku z — b = —m. Tada je x —a = pm, a y — a = gm. Smenom u
jednac¢inu (5.12) dobijamo
m?(p? +¢* + 1) = R% (5.13)

Kako je (z —y) = (p—q)m, sledi da je m = =y Dalje, zamenivsi ovako dobijeno
pP—q
m u (5.13), dobijamo
2
T —
(y> (»* +4¢* +1) = R,

p—q

odnosno, trazenu parcijalnu diferencijalnu jednacinu
(@ —9)°(* +¢* +1) = R*(p—q)*.
Primer 5. Odrediti jedna¢inu membrane koja osciluje.
Resenge.
Navedimo prvo fizicke uslove (ograni¢enja) pod kojim se izvodi trazena jednacina:

4

1° posmatra se elastiéna membrana 4, ¢ija je gustina® konstantna.

2° Membrana se deformiSe tako da je njena granica fiksirana za zy — ravan. Pri
takvoj deformaciji napon u membrani T' ¢ je isti u svim tackama i pravcima
i ne menja se tokom vremena.

3° Ugib membrane u(x,y,t) (pomeranje tacaka membrane u pravcu z — ose) je
mali u odnosu na dimenzije membrane.

4° Nagibi " membrane u svakoj tacki su mali.

Zamislimo da smo isekli deli¢ membrane AP (vidi sliku 5.2). Ovaj deo ostaje
u istom stanju, kao i pre isecanja, ako se uticaj odstranjenog dela zameni odgo-
varajuéim silama.

4Membrana se definie kao materijalna povrs, tj. geometrijska povrs kojoj se pripisuje
neprekidno rasporedena masa.

5Masa po jedinici povrsine membrane. Ako je gustina konstantna, tada takvu membranu
nazivamo — homogena membrana.

6Sila po jedinici duzine membrane.

"Ugao koji zaklapa neki tangentni pravac u tacki membrane sa svojom projekcijom na zy —
ravan.
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o momtrans e
< .

a) X

sz t"A /’
(@)

AX X
c)

Slika 5.2: Membrana

Projekcije ovih sila na xz odnosno yz ravan, izrazene preko napona 7', mogu da
se izraze u obliku

Sgz=T-Ay, odnosno S,. =T -Az.

Projekcija jednacine kretanja (Ama = )", S;) na pravac z:

82
AmaTg =Sy, (sin By —sinay) + Sy, (sin By — sin ) (5.14)
2
gde je Frol projekcija ubrzanja na z — osu, a Am = oAxAy.

Kako i u ovom slu¢aju, kao i u slucaju zice koja treperi (prema pretpostavci
4°), imamo da je:

1o} A ou(x,
sin 3, ~ tg 3, — M sina, ~ tga, = w
T T
odnosno
: du(r, y + Ay) . du(z, y)
~t = = ~t = —"
sin By g By 9 , sinay ®tgay 9y
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pa su odgovarajuce projekcije ovih sila na z — osu

du(z + Az,y)  du(z,y)

TAy(sin, § — sin, a) = TAy(tg .0 — tg.a) = TAy o 5 ~
~ TasAy " 1 0y (Ax, Ay)
~ yamz 1 y RY),
pri cemu je
lim O; =0.
Az—0
Ay—0

Na slican na¢in dobijamo i za drugu silu

u(z,y+ Ay)  Ou(z,y)

TAz(sin, § — sin, o) = TAy(tg .0 — tg o) = TAzx 99 oy

~
~

0%u
RS TA:cAya—y2 + O2(Az, Ay),

pri cemu je
limo 02 =0.

Ax—
Ay—0

Uz ova ogranicenja jednacina (5.14) postaje

AzAyd Y
T Az T Ay

2 A A
8;‘:T( Yz “y)AxAerOlJrOQ.

Posmatrajmo sada graniéni proces, kada Az — 01 Ay — 0. Tada dobijamo

Pu_T (P P
o2 o \ox2  oy? )’

Na ovaj nac¢in dobijamo parcijalnu diferencijalnu jedna¢inu za membranu koja
osciluje

—— = c*Au, (5.15)

gde % = ¢?, a operator A — Delta operator. 3

Napomenimo da ovako uvedena konstanta ¢ ima dimenziju brzine, a sama
jednac¢ina poznata je i kao talasna jednacina. Za razliku od jednacine (5.11),
koja je takozvana jednodimenzionalna, ova je dvodimenzionalna, jer funkcija u za-
visi od tri promenljive, od kojih su dve koordinate = i y, a tre¢a promenljiva je
vreme t.

80znaka A (Gita se ”delta”) koristi se za Delta operator, ali i kao oznaka za prirastaj neke
promenljive veli¢ine, recimo Ax = x2 — x1. Nadamo se da do zabune necée da dode.
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5.3 Linearne i kvazilinearne parcijalne diferenci-
jalne jednacine prvog reda

Linearna parcijalna diferencijalna jednacina prvog reda je jednacina oblika

- ou
> aim— +butc=0, (5.16)
i=1
gde je u = u(x1,x9,...,x,) nepoznata funkcija, a koeficijenti a;, b i ¢, u opstem
slucéaju, su funkcije oblika
ai:ai(xl,z2,-~-,xn)7 izla"'ana
b= b(xl,xg,...,xn),
c=c(x1,22,...,Tn).

Kvazilinearna parcijalna diferencijalna jednacina prvog reda je oblika

- ou
i— +b=0. 5.17
2ot o
U ovom slucju koeficijenti uz odgovarajuce izvode su funkcije oblika

ai:ai(xlazQa"'v‘TThu)v Zil,...,’ﬂ,

bzb(xl,xg,...,xn,u).

Dakle, jednacina je linearna po prvim izvodima, ali moze da bude nelinearna po
nepoznatoj funkciji u.

5.3.1 O resSenjima parcijalnih diferencijalnih jednaé¢ina

Integraliti (resiti) jednac¢inu (5.16), odnosno (5.17), znaci naéi sve funkcije u(z1, . . ., )
koje, zajedno sa svojim parcijalnim izvodima, identicki zadovoljavaju polaznu jednacinu,
za proizvoljne vrednosti nezavisno promenljivih x1,...,z,.

Resenje jednacina (5.16), odnosno (5.17), zove se i integralna povrs (ako se
radi o funkciji sa dve promenljive).

Potpuno, opste, singularno, mesovito i partikularno resenje.
Kosijev problem
Integrali (reSenja) parcijalnih jedna¢ina mogu da zavise od:
- proizvoljnih konstanti (potpuno resenje ili potpuni integral), ili
- proizvoljnih funkcija (opste resenje ili opsti integral), ili

- istovremeno i od proizvoljnih konstanti i od proizvoljnih funkcija (mesovito
reSenje ili mesoviti integral).



5.3 Linearne i kvazilinearne parcijalne diferencijalne jednacine prvog reda 329

Pored ovih resenja javljaju se i:
- partikularno resenje, koje se dobija iz potpunog zamenom pocetnih uslova i

- singularno resenje ili singularni integral. °

Kosijev problem

Pod pojmom KoSijev problem, u teoriji parcijalnih jednacina prvog reda, po-
drazumeva se odredivanje onog opsteg reSenja koje prolazi kroz neku, unapred
zadatu, krivu. Na primer, naéi ono resenje parcijalne jednacine

0
o vy,

koje za x = xg postaje f = ¢(y).
Dakle, zadatak je da se nade ona povrs (f(x,y)) koja prolazi kroz datu krivu
liniju (¢(y)), u ravni paralelnoj ravni yOz (x = xg).

5.3.2 Opsta metoda za integraciju linearnih parcijalnih
jednacina prvog reda. Prvi integral

U ovom paragrafu pokaza¢emo vezu izmedu linearnih parcijalnih jednacina prvog
reda i sistema obi¢nih diferencijalnih jednac¢ina oblika
dyi
dz

= filz,y1,. - yn), 1=1,2,...,nm, (5.18)

gde je x — nezavisna promenljiva, a y; = y;(x) nepoznate funkcije promenljive x.

Pretpostavimo da su funkcije f; (i = 1,...,n), koje zavise od n + 1 nezavisno
promenljive x,y1,...,Yn, diferencijabilne u nekoj zatvorenoj oblasti D, prostora
R™1. U teoriji obi¢nih diferencijalnih jednac¢ina dokazuje se (videti, na primer,
[42]), da pod navedenim pretpostavkama, kroz datu tacku Mo (zg,9?,...,y0), iz
oblasti D, prolazi samo jedna integralna kriva sistema (5.18), tj. postoji jednozna-
¢no odreden skup funkcija y;(z) koji predstavlja resenje polaznog sistema (5.18), a
zadovoljava uslove y;(zo) = y), i =1,...,n.

Prvi integral sistema (5.18) je svaka funkcija

1/)($7y1, s 7yn)

koja se identicki ne svodi na konstantu kada se y; zameni nekim skupom resenja
sistema (5.18). Uobicajeno je da se funkcija oblika

V(@ Y1, Yn) = (5.19)

zove prvi integral. ¢ — je proizvoljna konstanta.

90 ovom i ostalim reSenjima biée kasnije vise reéi.
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Teorema 18 Potreban i dovoljan uslov da bi funkcija v(z,y1,...,yn) = ¢ bila pri
integral sistema (5.18) je da zadovoljava linearnu parcijalnu jednacinu prvog reda
N < o
— (T, Y1,y Yn)=— = 0. 5.20
o +;fz(x Yoo Un) g (5.20)
Dokaz.
Uslov je potreban. Pretpostavimo da je funkcija ¥ (z,y1,...,yn) prvi integral

sistema (5.18). Tada se ova funkcija, za skup y; koji predstavlja resenja polaznog
sistema (5.18), svodi na konstantu, odnosno

,(/)(may17"'7yn) =C. (521)
Kako je c— konstanta, to je totalni diferencijal ove funkcije
N = O dy;
dy = — = 5.22
TR B il (5:22)

odnosno, iskoristivsi relacije (5.18),
O =N
v iy yn) = 0. 5.23
ax+;ayif(xy1 Yn) (5.23)

Dakle, uslov je potreban.

Uslov je dovoljan. Ako funkcija 1) zadovoljava parcijalnu jednacinu (5.23), tada
ona zadovoljava i jednacinu (5.22), $to znaci da predstavlja prvi integral polaznog
sistema (5.18), pod uslovom da funkcije y;, ¢ = 1,...,n, predstavljaju jedan skup
reSenja datog sistema. O

Ovim smo dokazali datu teoremu.

Napomenimo da ako su funkcije 9; (¢ = 1,...,m) m prvih integrala, polaznog
sistema, tada je prvi integral i svaka diferencijabilna funkcija oblika
F(t1,...,0m).

5.3.3 Simetrican oblik sistema obicnih diferencijalnih jed.

Posmatrajmo sistem obi¢nih diferencijalnih jednacina (5.18)

dy; .
= filx,y1,-- . Yn), =1,2,...,n. 5.24
3 = i@y, n (5.24)
Ovaj sistem mozemo, resivsi ga po dz, da napisemo u obliku
d d dyy,
_dh_ % (5.25)
1 fl fn

Ako sada uvedemo smene

T =21,Y1 =T2y.+-+-y Yn = Tn+1,
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a relacije (5.25) podelimo nekom funkcijom X7, pri ¢emu ona nije identicki nula u
posmatranoj oblasti D, dobijamo

doy _dzy __ dZa
Xi X, Xoi1

(5.26)

takozvani simetri¢an oblik sistema obi¢ne diferencijalne jednacine (5.24). Ovde
smo uveli smene
Xi-‘rl:fina i:1727"'7n'
Tacke Mo(29,...,2%,,) u kojima je X;(My) = 0 zovu se singularne tacke
sistema (5.26).
Napomenimo da je u tim tackama naruSena jednoznacnost reSenja, pa te tacke ne
treba da se uzimaju za pocetne uslove.

5.3.4 Opste resenje linearne homogene parcijalne jednacine
prvog reda

Posmatrajmo linearnu homogenu parcijalnu jedna¢inu prvog reda oblika

n
ou

Llu] = a;— = 0. 5.27
=Yg (521)

=1
Koeficijenti a; = a;(x1,...,2,) su, po pretpostavci, diferencijabilne funkcije u
nekoj oblasti D n— dimenzionalnog prostora i ne anuliraju se istovremeno u tacki

Mo(29,...,22).

Kao sto smo prethodno pokazali, ovoj parcijalnoj jednac¢ini mozemo da pridruzimo
sistem obi¢nih diferencijalnih jednacina, u simetricnom obilku

d d d n
o _dr2 o Qe (5.28)
ap a9 Qp,

Prema prethodnoj teoremi prvi integrali ¢; = ¢; sistema (5.28) su reSenja parcijalne
jednacine (5.27). Dakle, resavanje polazne parcijalne jednacine (5.27) svodi se na
resavanje sistema (5.28), odnosno trazenje prvih integrala.

Iz sistema (5.28) mozemo da odredimo n—1 uzajamno nezavisnih prvih integrala

iz, ... x0) = ¢, i1=1,2,....,n—1, (5.29)

gde su ¢; proizvoljne konstante.
Veé smo napomenuli da ako su¢; (i = 1,...,(n—1)) prvi integrali, tada je prvi
integral i svaka diferencijabila funkcija

F(1, .. ¥n-n).

Dakle, F' predstavlja opste reSenje parcijalne jednacine (5.27). To mozemo lako i
da pokazemo.
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Pretpostavimo da je opste resenje jednacine (5.27) oblika

u=F(1,...,n-1),

gde je F proizvoljna funkcija, a ¢; = ¢; (i = 1,...,n — 1) prvi integrali sistema
(5.28). Tada je

L (2E 00 OF _Bn-1
L[F] - (81111 O0x1 * * 8¢n—1 O0x1 ) +
oF 3¢2 oF a’l/)nfl
+a2(61/)28m2+ Jra?/)n—l o1 >+ -+
OF v\
T an (8/(/)774 0x, ) B
_op | on L on |, (530)
T oYy | o g
Ltn]
oF 67%—1 8?%—1
X e =
* awn—l ! axl + +an 8xn 0,
Lltpn—1]

§to je i trebalo da se dokaze.

5.3.5 Opste resenje linearne nehomogene parcijalne jednacine
prvog reda
Resenje nehomogene parcijalne jednacine prvog reda moze da se dobije na slican
nacin.
Posmatrajmo nehomogenu parcijalnu jedna¢inu prvog reda

n

ou
ai— = b, 5.31
DGy, (5.31)
i=1
gde je u nepoznata neprekidna funkcija promenljivih x;, ¢ = 1,...,n. Veli¢ine a; i
b su po pretpostavci, funkcije oblika a; = a;(x1,...,2,) 1 b=b(z1,..., T, u).

Potrazimo opste resenje u obliku

v(T1, .oy Tp,u) = 0. (5.32)
Diferenciranjem dobijamo
v
dv  Ov du ou Py
or; T outs 0 T om0 (53

ou
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.., Ou
Zamenjujuéi ,
Oxi

iz (5.33) u (5.31), dobijamo

3 o
aq _aaxvl +---+ay, _aaxvn :b7
du du
;. v
odnosno, mnozeéi sa ——,
ou
a ﬁ + +a ﬁ = —b@
Lo, "oz,  Ou’
ili u obliku 5 9 5
v v v
—_— n—+b— =0. 5.34
“@ 0x1 toota Oxy, ou ( )

Ovaj izraz predstavlja homogenu diferencijalnu jedna¢inu prvog reda. Dakle, svako
resenje jednacine (5.34), koje sadrzi promenljivu u izjednaceno sa 0, daje resenje
jednacine (5.31) u obliku (5.32).

Ovoj jednaéini odgovara sistem obi¢nih jedna¢ina
du

doy L dew

== 5.35
aq an b ( )
Prvi integrali su oblika
¢0(3517 <oy Iy u) = Co,
(5.36)
1/}71,—1(1713 cee 7xn7u) = Cp—1-
Opsti integral je oblika
F(o, ..., ¢n—1) =0, (5.37)
gde je F' diferencijabilna funkcija svojih argumenata.
5.3.6 Pfafova jednacina
Pfafova jednacina je jednacina oblika
Pdx 4+ Qdy + Rdz =0, (5.38)

gde je z = z(z,y) nepoznata funkcija, a P, @ i R su date neprekidno diferencijabilne
funkcije

P = P(m,y,z),
Q = Q(z7y7z)7
R = R(a:,y,z),

u 3-dimenzionalnom prostoru R3. Jednaéina (5.38) moze relativno lako da se inte-
grali u dva slucaja:
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1° kada leva strana predstavlja potpuni diferencijal neke funkcije, oznacimo je
sa u, i

2° kada postoji takva funkcija (integracioni faktor) kojom treba pomnoziti Pfafovu
jednacinu da bi dobili totalni diferencijal.

U prvom sluc¢aju, posmatrajmo neku funkciju u(z,y, z), ¢iji je potpuni diferen-
cijal

ou ou ou

Poredeci sa (5.38), da bi bila potpuni diferencijal, dobijamo uslove

ou ou ou
~_p - = — =R. 5.39
Ako je u dva puta neprekidno diferencijabilna funkcija (u € C?(D)), tada je

0% 0%u 0%y 0%y 0%y 0%y

0xdy - Oyox’  Oydz - 020y’ 020z = 20z (5.40)
Iz (5.39) i (5.40) dobijamo
0 0 0 0 0 0
%(Q) = O"Ty(P)’ @(R) = @(Q)a a(P) = %(R% (5.41)

uslove integrabilnosti polazne jednac¢ine (5.38). Dakle, u ovom sluéaju, jednacina
(5.38) moze da se napise kao

du = Pdz + Qdy + Rdz =0 (5.42)

odakle, integracijom, dobijamo implicitno reSenje polazne jednacine

T Yy z
u(z,y,z) = / Pdx + Qdy + / Rdz = ¢, (5.43)
T 20

0 Yo

gde je ¢ — proizvoljna konstanta.
U drugom slucaju, pretpostavimo da postoji funkcija v(z,y, z), takva da je du,
definisano relacijom

du = vPdx + vQdy + vRdz =0

potpuni diferencijal.

Potrazimo sada uslove koje treba da zadovoljavaju funkcije P, Q i R da bi
postojala funkcija v, kao i relaciju iz koje bismo mogli da odredimo ovu funkciju
(v).

Sliéno kao i u prethodnom sluc¢aju, imamo uslove

ou ou ou
Down o Toum (5.44)
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odnosno
o0 = (0P (R =
odakle dobijamo
Q@ aan = 881; + gz =
RZ—Z + vg—j = vaa—Q 8z =
P% vg—f = v?)—lj + R% =

0 0 0
&(UQ)v &(UP) %(UR)?
0Q oP\  ou
(5%-%) "5 %
R _0Q\ _ ,0v _ pov
v oy 0z ) Tz oy’
0P R\ 0v_ 0
9z Oz Oz 0z

Ove jednacine predstavljaju linearne parcijalne jednacine prvog reda. Kao sto smo
ranije pokazali, njima mozemo jednoznac¢no da dodelimo sledeée sisteme obi¢nih

diferencijalnih jednacina, pa iz prve sledi

0Q 0P 0Q 0P
de dy dv dv 9z oy % Oy
A = . 4
mroRalys @ —op = 0 dz Iz dy. (5.45)
dr 0Oy
Sliéno dobijamo iz druge
OR  0Q OR 0Q
dv 9y 32 Fy 0z
g 4
R 0 dz, (5.46)
itrece
oP OR oP OR
dv 9z ox 9z Oz
» 7 dz = == dz. (5.47)

Odavde sledi, posto sa leve strane imamo istu funkciju, da su koeficijenti uz odgo-

varajuce diferencijale jednaki, tj.:

0@ 0P 9p  9R
4+ = = _ Yt
Oz dy _ 9z Oz
Q R
9Q _o°P Ok _0Q
or Oy dy 0z
P N -R
OR 90Q 9P OR
9y 0z _ 9z  ox
Q -P
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Odavde dobijamo:

0z O Jdy  Ox
(2-5)-r(2-5)
(2 5) o)
Sabirajuéi leve odnosno desne strane ovih relacija, dobijamo
(2] () (2 1)-

P(6Q_8R>+Q<8R_MD>+R(8P_8Q)_
dy Ox

0z Oy dr 0z
0Q OP
o) = 4
(&T ay) 0. (5.48)

o(-)-n(-5)

Iz poslednje relacije dobijamo izraz

OR 0Q oP OR
P(——-— —_— - = R
(ay 8z> +Q<é‘)z ax) *
koji predstavlja uslov integrabilnosti. Dakle, postoji takva funkcija v, kojom treba
da se pomnozi (5.38), da bi tada mogla da se napiSe u obliku potpunog diferencijala

du = v (Pdz + Qdy + Rdz) = 0.

Uslov integrabilnosti Pfafove jednacine (5.48) moze da se predstavi i u pogodnijem
obliku. Naime, izrazi uz P, @ i R, u jednac¢ini (5.48), predstavljaju komponente
rotora nekog vektora v = Pi+ Qj+ Rk (videti definiciju (2.46), str. 92). Sam izraz
(5.48) sada predstavlja skalarni proizvod (videti (1.44), str. 30)

v-rotv = 0. (5.49)

Napomena. Kako P, @ i R nisu identicki jednaki nuli (da je tako imali bismo
identitet 0=0), to je ovaj uslov (5.49) zadovoljen, ili kada je rot v = 0, ili kada su
vektori v i rot v ortogonalni.
Napomena. Ako su zadovoljeni uslovi integrabilnosti (5.49), tada funkcija v moze
da se odredi iz jedne od tri jednagine (5.45) — (5.47).

Navedimo sada jedan postupak za odredivanje resenja jednacine (5.38), kada je
uslov (5.49) ispunjen, a rotv # 0.

Pretpostavimo da je jedna promenljiva, recimo z, konstantna. Tada posmatrana
jednacina postaje

P(z,y,z)dz + Q(z,y, z)dy = 0, (5.50)

dakle obi¢na diferencijalna jednacina, u kojoj z ima ulogu parametra. Resenje ove
jednacine je neka funkcija oblika

u(z,y, z) = c(2). (5.51)
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Proizvoljna ”konstanta” je funkcija parametra z. ¢(z) biramo tako da bude zado-
voljena jednacina (5.38).
Diferenciranjem jednacine (5.51) dobijamo

ou Ju ou de
P e+ Loy + Lz — SCaz =
Ox x+8y y+8zz = 0,

odnosno

ou ou ou de

Koeficijenti uz (5.52) i (5.38) moraju da budu proporcionalni, pa dobijamo

o ou
ox _ 0y _ 0z °©
P Q R

Iz ovog sistema jednacina moze da se odredi ¢, recimo iz

o ou_,
Oz _ Oz
s = (5.53)

Naime, moze da se pokaze da ako su zadovoljeni uslovi v-rotv = 0 i rotv # 0
(v = Pi+ Qj + Rk), jednacina (5.53) zavisi samo od: z, ¢(2) i u(x,y, z) = ¢(z).

5.3.7 Nelinearne parcijalne diferencijalne jednacine prvog reda.
Lagranz-Sarpijev metod

Nelinearna parcijalna diferencijalna jednacina prvog reda (sa dve promenljive) je
jednacina oblika

f(‘rvyv Z, P, (]) = 07 (554)

_ 0=
T oz

0z
ig= 873/ Za funkciju f, kao i za njene parcijalne izvode, pretpostavlja se da su

gde je: z = z(z,y) — nepoznata funkcija (dve nezavisno promenljive z,y), p

neprekidne funkcije po svim argumentima, do potrebnog reda.

Kao sto smo veé rekli, imamo tri tipa reSenja: potpuno, singularno i opste.
Potpuno i singularno reSenje. Pretpostavimo da jednacinu (5.54) mozemo
da dobijemo eliminacijom dve proizvoljne konstante (parametri), recimo a i b, iz
funkcije

g(z,y,2,a,b) = 0. (5.55)

Tada funkciju g zovemo potpuno resenje (integral) parcijalne jednacine (5.54).
Napomena. Geometrijski, ovako definisano potpuno resenje predstavlja dvoparam-
etarsku familiju povrs$i, koja moze ili ne da ima obvojnicu. Obvojnica tih povrsi
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takode je resenje jednacine (5.54) i zovemo ga singularno reSenje. Obvojnicu
nalazimo (ako ona postoji !) eliminacijom konstanti a i b iz sistema jednacina

o _, %_
" da ) 9

Ako iz ovih jednacina, eliminisanjem konstanti a i b, dobijemo neku funkciju

0. (5.56)

h(z,y,z) =0, (5.57)

koja zadovoljava polaznu jednacinu (5.54), tada h(x,y,z) nazivamo singularno
reSenje (integral).
Ako funkcija h(z,y, z) moze da se predstavi u obliku proizvoda

h(m,y,z) :5(%%2)'77(95,3/,2), (558)

pri ¢emu £ = 0 zadovoljava jednacinu (5.54), dok n = 0 ne zadovoljava, tada je
¢ = 0 singularno resenje.
Singularno resenje moze da se dobije iz parcijalne jednacine eliminacijom p i ¢

iz sistema of of
f = O7 —_— = O7 —_— =
op dq
Opste reSenje. Ako parametri a i b nisu nezavisni, tj. ako je, recimo, b = b(a),
tada je obvojnica povrsi definisana relacijom
dg  Ogdb

9(@.y,z,a,b(a)) =0, Z-4 = - =0. (5.59)

0.

Ovakvo resenje nazivamo opste reSenje (psti integral).

Napomena. Ako je poznato jedno potpuno resenje jednacine (5.54) iz njega moze

da se dobije opste i singularno resenje (ako postoji) i to samo diferenciranjem i

eliminacijom odgovarajuéih parametara. Demonstrirajmo ovu tvrdnju.
Pretpostavimo da je potpuni integral jednac¢ine (5.54) funkcija (5.55)

9(x,y,2,a,b) = 0. (5.60)
Neka su parametri a i b funkcije od x i y. Tada, diferencirajuéi (5.60) prvo po =z,

pa po y, dobijamo:
9] 0 dg 0 dg 0b
99 99 . 99da g

9r 9z Badx ' Obox 0 (5.61)
dg 95 090a 09 |
dy 9z Gaoy T @by
Parametre a i b odredujemo iz uslova:
2900 g 0b _,
da dxr  0bOx (5.62)
0g da  Og Ob '

dady by
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. . . . dg . 0
Iz ovog homogenog sistema jedna¢ina mozemo da izracunamo o9 i —g. Tada

a
imamo dva razli¢ita slucaja: determinanta sistema je razli¢ita od nule, ili je jednaka
nuli.

U prvom slucaju, posto je

da o
Oxr Ox
# 0,
da 0
9y Oy
sistem ima samo trivijalna resenja
99 _9g _
il 0. (5.63)

Iz ovih jednacina izrac¢unavamo a i b kao funkcije od z i y i dobijamo

g9 =9g(x,y,2 a(x,y),b(x,y)),

§to predstavlja singularno resenje.
U drugom sluc¢aju determinanta sistema je jednaka nuli

oo o
Oox Ox

P O7
da b
dy Oy

odakle slede dve moguénosti:

1° ili je
da _0b  Oa 0b
dr Oz Oy Oy
pa dobijamo da su a i b konstante, odnosno funkcija g(z, y, 2, a, b) je potpuno
reSenje,

ili je

2° b= p(a), gde je ¢ — proizvoljna funkcija. U ovom slucaju je

D90 090000 _ (0y D9 da _
dadxr  0bdadx \da 0Obda) dx
. Oa
odnosno, pod uslovom da je 2 #0,
0 dg
29 4 295 (a) =0, (5.64)

Oa  Ob
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nasta se svode obe jednacine (5.39). Iz (5.64) mozemo da izrazimo a =
¥(x,y), pa dobijamo

b=o(z,y)) = p(z,y).

¢ime dobijamo opsSte resenje.

Kao sto moze da se zakljuéi iz prethodnog izlaganja, i singularno i opste resenje
(ako postoje ova resenja), mogu da se dobiju iz potpunog resenja parcijalne difer-
encijalne jednacine prvog reda. Zbog toga osnovni zadatak je da se nade potpuno
resenje. Ono moze da se nade primenom Lagranz — Sarpijeve!? metode.

Lagranz — Sarpijeva metoda

Posmatrajmo opstu parcijalnu jedna¢inu prvog reda (sa dve nezavisno promenljive
xivy)
f(zy,2,p,9) = 0. (5.65)

Osnovna ideja Lagranz — Sarpija, u nalazenju potpunog reenja, je nalazenje funkcije

g($7yazvp7 Q) =0 (566)

koja je funkcionalno nezavisna od f, a c¢; je proizvoljna konstanta. Funkcija g treba
da bude takva da iz sistema parcijalnih jednacina

=0, g=a (5.67)
mogu da se izrac¢unaju p i ¢, tj.
pzap(x,y,z,cl), q:¢(x»y72;01)~ (568)

Iz pretpostavke da iz (5.67) mozemo da odredimo p i ¢ sledi da je

of of
dp 9Iq
Dy = £0. (5.69)
99 9y
dp Oq

Dalje, kako je z = z(z,y), to njen diferencijal

0z 0z
dz = =24 —dy = pd d .
=5 x+ayy pdz + ¢dy (5.70)
predstavlja Pfafovu jednacinu
go(x,y,z,cl)dx+w(x7y,z,cl)dy—dz =0. (571)

10Charpit
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Da bi ova jednacina mogla da se integrali, tj. da se svede na potpuni diferencijal,
potrebno je da bude zadovoljen uslov integrabilnosti (5.48), koji se u ovom slucaju
svodina (P =p, Q =q, R=-1)

op  Op dq = Oq
= . 72
<By+ 8z) (8x+ 6,2) 0 (5.72)

Integracijom jednacine (5.71), javlja se jos jedna proizvoljna konstanta i konacno
dobijamo potpuno resenje oblika

v=uv(x,y,2,c1,C2).

Nadimo sada relacije i ogranic¢enja iz kojih bismo mogli da odredimo funkciju
g. Definisimo prethodno neke pojmove.

Definicija.

Za dve funkcije f 1 g kazemo da su u involuciji ako je [f, g] = 0.

Ovde uvedena oznaka [f, g] odredena je izrazom

of of _ of| |of of _ of

dp Oz P, dq Oy %5,
[f.9] = + : (5.73)
dg g . dg dg Oy +q dg
op Ox P52 dq Oy T,
Izraz (5.73) poznat je u literaturi kao Majerovall zagrada .
Specijalno, ako funkcije f i g ne zavise eksplicitno od z, tj. % = ? =0,
z z

Majerova zagrada svodi se na

of of| |9f of
Oop Oz dq Oy
= . . 4
dp Ox dqg Oy
Izraz (f, g), definisan relacijom (5.74) poznat je u literaturi kao Puasonova zagrada.'?

Teorema 19 Funkcije p i q, odredene jednacinama (5.68) ¢ine potpuni diferencijal
(5.71) akko su funkcije f i g u involuciji.

Dokaz. Uslov je potreban. Da bi relacija (5.71) bila potpuni diferencijal moraju da
budu zadovoljeni uslovi (5.72)

op Op dq dq
(2000 (%,,00) g o
1 Mayer

12Denis Poisson (1781-1840), francuski matemati¢ar. Bavio se racionalnom mehanikom,
racunom verovatnoce i matematickom fizikom. Postavio je osnove magnetizma.
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Dalje, diferenciranjem funkcija f i g po « i y, respektivno, dobijamo:

of ~of  O0fdp  Of 0q
oz " 9" opor T agor (5.76)
of ~of  O0fdp  Of 9q
ay 9" apay " aq oy
dg  0g  0gdp 09 0q
55+81H1h6x+aq&: 0, (5.78)
G%ﬁ% g 0p | 0g dq
Jdy 0z ap 8y g 8y

=0, (5.77)

=0. (5.79)

Mnozeéi (5.76) sa g—p (5.77) sa gg, (5.78) sa —%, (5.79) sa —g—z, a zatim sabi-

rajuci, dobijamo

[ﬁm+QwK?ﬂ»$> <$+-$ﬂ:m. (5.80)

Kako je, prema uslovu (5.75), drugi sabirak jednak nuli, to sledi da je

[f,g] =0,

dakle, funkcije f i g su u involuciji.
Uslov je dovoljan. Ako su funkcije f i g u involuciji, tada je [f,g] = 0, pa iz (5.80)
sledi da je zadovoljen uslov (5.75). Dakle, teorema je dokazana.

Q

Postavili smo zadatak da nademo uslove koje treba da zadovolji funkcija g = ¢y,
tako da iz sistema

f = 07 g=ca
mozemo da odredimo veli¢ine p i ¢, ali tako da izraz

pdx + qdy —dz =0

bude potpuni diferencijal neke funkcije v (dv = pdz + ¢dy — dz). Na osnovu
prethodne teoreme vidimo da funkcije f i g moraju da budu u involuciji, tj.

[f.9] =
Koristedi definiciju (5.73), ovaj uslov, u razvijenom obliku, svodi se na:

0fdg  O0fog  (0f  Of
8p oz * o Jq 8y + <8ppJr (‘3qq> 0z

of  of of  of g
(mror)s (G rae)s =0 (81
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Poslednji izraz predstavlja linearnu parcijalnu jedna¢inu prvog reda, po nepoznatoj
funkciji g. Kao $to smo ranije pokazali, reSavanje ove jednacine svodi se na reSavanje
sistema obic¢nih jednacina

dr  dy dz _ dp _ dg
of ~of ~or or — _of of — _of of

ap  dq 8pp 37qq or 0z b dy 0z 1

ili, ako uvedemo oznake:

T S R}
o= fi=gy F=gn F=gy fi=

prethodni izraz moze da se zapiSe u obliku

E—%: dz _ dp _ dq
fp B fo pfotafs —fe—pf —fy—af. (5.82)

Ovaj sistem daje kao jedan prvi integral f(z,y,z,p,q) = 0. Dakle, treba naéi bar
jos jedan prvi integral istog sistema, da bismo odredili veli¢ine p i ¢ i dobili potpuni
diferencijal (5.71).

5.4 Linearne parcijalne diferencijalne jednacine
drugog reda

Linearna nehomogena parcijalna diferencijalna jednacina drugog reda je jednacina
oblika:

n
L(u) = a; bu=c 5.83
( ) Z Z] axzax] Z ’L + ( )
4,j=1 =1
gde L — ozna¢ava linearni operator, u = u(z1,...,2,) je nepoznata funkcija, a
koeficijenti su funkcije oblika:

aij = i (@1, ..., xn); @ = a;i(T1,...,T,);

5.84
b=>b(z1,...,2n); c=c(z1,...,2,), pricemuje a;; =aj. ( )

Napomenimo da pretpostavka o simetri¢nosti koeficijenata a;; nije ogranicenje, jer
Pu  0u
Ox;0x;  Ox;0x;
Linearna homogena parcijalna diferencijalna jednac¢ina drugog reda je jednacina
oblika:

je za neprekidne funkcije

L(u):ia--ﬂ+ia Ou -+ bu = 0. (5.85)
= 5 B 2 v = .
Ove jednacine u skracenom obliku zapisujemo kao:

L(u) =¢, odnosno L(u)=0. (5.86)
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5.4.1 Neke osobine homogenih linearnih parcijalnih jednacina
drugog reda

Osobina 1.

Ako su u;(z1,22) (1 = 1,2,...,n) reSenja homogene jednacine (5.85), onda je i
njihova proizvoljna linearna kombinacija:

m

u = Z C’iui (l‘l, 1‘2), (587)
=1

gde su C; — proizvoljne konstante, takode resenja homogene jednacine (5.85).

Dokaz:

Ako su uy, ug, ..., Uy, ... reSenje polazne jednacine (5.85), a C1,Ca,...,Chp, -
konstante, tada je funkcija u data beskona¢nim redom

oo
u= Z Ciu;, mna ) (5.89)
i=1

takode resenje jednacine (5.85). Razumljivo uz uslov da je red na desnoj strani
jednacine (5.89), a takode i redovi koji se dobijaju formalnim diferenciranjem ¢lan
po ¢lan zakljuéno sa svim mogué¢im izvodima drugog reda, konvergentan na €.

Za ovako dobijeno resenje u kaze se da je dobijeno superpozicijom iz reSenja
Uj.

Osobina 2.

Ako je uo(x1, T2, a1, o) reSenje jednacine (5.85), gde su «; - parametri nezavisni
od z;, tada su reSenja i sledece funkcija:

u = /C(a1)~uo (21,22, 1) day, (5.90)

u = // Clag, az) uy (21,29, a1, az) daydas, (5.91)

gde su C(a;1) i C(ag,aq) proizvoljne funkcije, a pretpostavljeno je da se gornji
integrali mogu diferencirati.

Za ovo resenje, dobijeno iz reSenja u,, kazemo da je dobijeno pomoéu inte-
gracije, po parametru a;, odnosno po parametrima aq, as.

Pod pretpostavkom da su a;j, a; i b — konstante, imamo sledece osobine:
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Osobina 3.
Ako je uq (1, x2) neko resenje jednacine (5.85), tada je i funkcija:
u=wuy (r1 — a1, T2 — 2) (5.92)

takode resenje ove jednacine.

Ova osobina moze da se dokaze uvodenjem smene:
;=& +a,

u diferencijalnu jednacinu (5.85).
Za ovaj slucaj kazemo da je reSenje dobijeno iz reSenja u; — pomeranjem
argumenata.

Osobina 4.

Kombinovanjem poslednje dve osobine dobijamo da su resenja i:

U= /C’(oq) uy (z1 — a1, z2) day, (5.93)

u = // Clay,a2)uy (1 — aq, 29 — @) dajdas. (5.94)
Za ovako dobijena resenja kaze se da su dobijena konvolucijom ili kao rezul-
tanta funkcija C i u;.
Osobina 5.

Ako jednacina (5.85), sa realnim konstantnim koeficijentima, ima kompleksno
reSenja oblika:

u= P(x1,22) + i Q(x1,x2), (5.95)

gde su P i @ realne funkcije, a i = v/—1 imaginarna jedinica, tada su resenja i same
funkcije P i Q.

Dokaz:

L(u)=L(P+iQ)=L(P)+iL(Q)=0 = LP)=0AL(Q)=0. (5.96)

Ovim je dokazana osobina 5.
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5.4.2 Klasifikacija linearnih parcijalnih jednacina drugog reda
sa dve promenljive
Pri prouc¢avanju parcijanih jednacina postavlja se pitanje da li je moguce, uvodeci
odgovarajuce transformacije, uprostiti polaznu jednacinu.
U ovom poglavlju uzec¢emo, radi jednostavnosti, da je n = 2, tj. nepoznata
funkcija je oblika u = u(x1, x2).
Posmatrajmo sada homogenu parcijalnu diferencijalnu jednacinu:

L(u) =0, (5.97)

koju ¢emo da transformisimo uvodeéi nove promenljive &; i &o:

2 o6
1,82 Ox1 Oxa )
i = & s s _— = 5 :1,2 .
&=Glona), T (252) P (5.98)
8x1 8x2

gde je J Jakobijeval? funkcionalna determinanta ili Jakobijan. Veza izmedu novih
i starih izvoda data je slede¢im relacijama:

n(=2)
ou 0&; .
=1,2 .
Z T , (5.99)
Pu NN Pu 0606 | ou 0% Z _ llzz - 2 (5.100)
8xk3$l o 8&8@ al'k 8561 851 axk&cl k B 1 ’_ ; '
Sada transformisana jednacina (5.85) postaje:
- n(=2) 9%u n(=2)
L= ; al + bu = 0. 5.101
1321 7 9€,0¢; ; ( )
Veza izmedu novih i starih koeficijenata data je relacijama:
n(=2) n(=2) n(=2)
_ 0 06 Ok &,
ag] = Z Qij ay = Z a; + Z Qij (5.102)
et Ox; O’ —~ Oz 2 dx;0x;’

Opstiji oblik jednacine (5.85) je jednacina linearna samo po drugim izvodima:

n(=2)
0%u
i - +b=0, 1
Z i G, +b=0 (5.103)
1,j=1

13Carl Gustav Jacobi 1804-1851, nemacki matemati¢ar. Autor znacajnih radova iz analize,
posebno iz teorije eliptickih funkcija.
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gde su koeficijenti b i a;; funkcije oblika:

b=b(x1,x2,u,0u/0x1,0u/0x2); a;j = a;j(21,T2). (5.104)
Transformisani oblik je:
n{=2) 0%u -
aij——— +b=0. 5.105
”2;1 aJ 9:9¢; * ( )

Nove promenljive biramo tako da transformisana jednacina bude $to jednostav-
nija, recimo da su neki od koeficijenata a@;; jednaki nuli. U tom cilju, a s obzirom
na veze izmedu novih i starih koeficijenata (5.102), posmatramo sledeéu parcijalnu
jednacinu prvog reda:

n(=2)
0z 0z
1,7=1

koja, s obzirom da je ai2 = ao1, moze da se predstavi i kao slede¢i skup od dve
linearne parcijalne jednacine:

% a2 F o/ aty — aj1ag: ﬁ (5.107)

8x1 a1 81'2 ’

Ovim jedna¢inama odgovara sistem obi¢nih diferencijalnih jednaécina:

dzy  —a1n ¥ afy — w1z (5.108)
dxy ai
ili
a22- dxf — 2&12' dxldl'g +air- dl’% =0. (5109)

Jednacine (5.108), odnosno (5.109), zovemo karakteristi¢ne jednacine par-
cijalne diferencijalne jednacine (5.103).

Klasifikacija

U nekoj oblasti S, u kojoj su definisani koeficijenti a;; i b, uo¢imo tacku M(z1, x2)
za koju je ispunjen uslov:

1° diskriminanta D = a%, — a11-aze > 0, tj. jednaéina (5.109) ima dva realna i
razlicita reSenja. U ovom sluc¢aju za jednacinu (5.103) kazemo da je hiper-
boliénog tipa u tacki M;

2° ako je diskrimanta D < 0, tada odgovarajuca jednacina ima konjugovano
kompleksna resenja, a za jednacinu kazemo da je elipticnog tipa u tacki M;

3° ako je diskrimanta D = 0, tada odgovarajuca jedna¢ina ima dvostruko realno
reSenje, a za jednacinu kazemo da je paraboli¢nog tipa u tacki M.
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Napomenimo da je tip jednacine (5.103), u nekoj oblasti S ili nekoj njenoj tacki
M, invarijantan u odnosu na transformaciju:

& =¢&i(x1,22), J#0. (5.110)
Naime, polazeéi od relacija (5.102), moze da se dobije:
D=DJ% (5.111)

Ovde je D = a2, — G11- da2, pa su diskriminante (nove-stare) istog znaka.

5.4.3 Svodenje na kanonski oblik
Svodenje na kanonski oblik hiperboli¢ne jednacine
U ovom slucaju je D > 0, odakle dobijamo dva resenja karakteristi¢ne jednacine:
§i(z1,22) =Gy (i =1,2), (5.112)
gde su C; — proizvoljne konstante. Transformacije biramo u obliku
& =& (x1,22), (i=1,2), (5.113)

pa je za ovaj slucaj:
aj] = age = 0. (5.114)

Transformisana jednacina (5.105) postaje:

0%u
= F (&,&,u,0u/0&1,0u/0), 5.115
96,06, (€1,82,u,0u/0&1,0u/0Ez) ( )
gde je F = 5 Ovo je kanonski oblik jednacine hiperboli¢nog tipa.
ai2
Smenom:
S=urtv, L=u—v, (5.116)
dobija se jos jedan kanonski oblik:
0%u  0%u
— ——=FN=4F 5.117
ou?  Ow? ! ( )

Svodenje na kanonski oblik paraboli¢ne jednacine

U ovom slucaju je D = 0, pa imamo samo jedno realno reSenje karakteristi¢ne
jednacine:
&1 (z1,22) = Cy, gdeje C; proizvoljna konstanta, (5.118)

a transformacije biramo u obliku:

& =8 (w1,22), & =@ (x1,20), (5.119)
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gde je ¢ — proizvoljna funkcija nezavisna od &;.
U ovom slucaju imamo:

G11 =a12 =0, Qg2 #0, (5.120)

pa dobijamo kanonski oblik jednacine paraboli¢nog tipa:

s =F=——. (5.121)

Svodenje na kanonski oblik elipticne jednaéine

Kako je D < 0, to su reSenja karakteristicne jednacine konjugovano kompleksna,
pa imamo:

& =01, &=& =0y, (5.122)
gde su & i & konjugovano kompleksne funkcije, tj.:
& =v+4iw, & =v—iw. (5.123)
Kako je u ovom slucaju:
ain = agz, aiz =0, (5.124)

to dobijamo za kanonski oblik:

%u  0%u b
=F=—-—. 12
ov? Ow? a22 (5 5)

Kanonski oblik linearnih jednac¢ina drugog reda
sa konstantnim koeficijentima

Posmatrajmo jednac¢inu oblika:
A11Uzg + 2012Ugy + A22Uyy + b1ty + bouy + cu + f(x,y) =0, (5.126)

gde su ai1, aig, asz, by, by i ¢ konstante.
Kao $to je ranije pokazano, ova jednacina moze da se transformise u jedan od
oblika:
eliptiéni tip:
Uge + Uy + Drug + bouy, +cu+ f =0, (5.127)

hiperboli¢ni tip:

Uge — Uy + brug + bouy +cu+ f =0, (5.128)
ili
ugen + biug + bouy +cu+ f =0, (5.129)
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paraboli¢ni tip:

Uge + biug + bouy +cu+ f =0. (5.130)

Za dalja uproscenja uvedimo, umesto nepoznate funkcije u, novu v, definisanu
relacijom:
u = My, (5.131)

gde su A i g neodredene konstante, koje kasnije biramo tako da transformisan oblik
bude $to jednostavniji.
Iz (5.131) slede relacije:

%Z = ue = MTH (v + Ao ), (5.132)
uy = TN (v, + e v) (5.133)
uge = TN (vge + 22X ve + A% v) (5.134)
Ugy = eXTH (v, + Novy + e ve + A v) (5.135)
Uy = XTI (v + 20 vy + p? ) (5.136)
pa, za elipticni tip jednacine, dobijamo:
Vee + Uy + (b1 4 2X) ve + (b2 + 2p) v+
+ (N4 + b A +bap+c)v+ fL =0. (5.137)

Odredimo sada koeficijente A i p tako da ¢lanovi u prve dve zagrade iS¢eznu:

1 1
A=—-b =—=b 5.138
2 1 M 2 25 ( )
pa dobijamo iz (5.137):
Veg + Uy + v+ f1 =0 (5.139)

za elipticéni tip.
U prethodnoj relaciji oznacili smo sa:

Y=XN A p? N Fbopte, fi=fe T (5.140)
Na slican nacin dobijamo i za preostala dva slucaja:
- hiperboli¢ni:
ven +7-v+ f1 =0, (5.141)
ili
vff 7vnn+7.v+fl :0’ (5142)
- paraboli¢ni:

Vee + bo- vy + fi=0. (5.143)
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Klasifikacija linearnih parcijalnih jednacina drugog reda sa n promenljivih

Prethodno je pokazano kako se vrsi klasifikacija linearnih parcijalnih jednacina
drugog reda sa dve promenljive. U ovom odeljku uopsti¢emo ovaj postupak na n
promenljivih.

Posmatrajmo kvadratnu formu

n
o= Z as;YiYi (5.144)
ij=1

gde su a;; konstantni koeficijenti, koji odgovaraju koeficijentima a;; iz diferencijalne
jednacine (5.83), u tacki My(z,...,z5).

U linearnoj algebri pokazuje se da za kvadratnu formu (5.144) uvek moze da se

izabere linearna transformacija:
Yi = Z ik Tk, (5.145)
k=1
gde su «;), — realni brojevi, tako da se kvadratna forma svodi na kanonski oblik':
=" Am, (5.146)
i=1

gde su A; realni brojevi.
Diferencijalnu jednacinu (5.83) u tacki My nazivamo:

1° jednacinom eliptiénog tipa, ako su svi koeficijenti A; istog znaka;

2° jednacinom hiperboliénog tipa ili normalno-hiperboli¢nog tipa, ako je
n — 1 koeficijenata A; istog znaka, a jedan suprotnog znaka;

3° jednacinom ultra hiperboli¢nog tipa, ako je m koeficijenata A; istog znaka,
a n —m suprotnog znaka, zam>1in—m > 1;

4° jednacinom paraboli¢énog tipa, ako je bar jedan od koeficijanata A; jednak
nuli.
5.4.4 Primeri klasifikacije nekih jednacina matematicke fizike

Navedimo primere najcesce koriséenih parcijalnih diferencijalnih jednacina.
Primer 1. Jednatina oscilovanja u ravni (talasna jednacina)

Pu  O%u

— — — 4+ Xu=0, 5.147
ox?  Ox2 A ( )

14Kanonski ili dijagonalni oblik. Ovaj drugi pojam uobi¢ajeniji je u linearnoj algebri.
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odnosno u prostoru:

Pu  0*u  9*u
— 4 — + Nu= .14
or? 02 + Oz FAu=0 (5.148)

je, prema 2° i u = u(x1, x9, x3), hiperboli¢nog tipa.
Primer 2. Jednaéina provodenja toplote

Pu  Pu  Pu  ,0u

e A s g 5.149
Fror I R (5.149)
je, prema 4° i u = u(x1, 9, x3, 1), parabolitnog tipa.
Primer 3. Laplasova jednacina
0? 0? 0?
Au=224+20 450 =0 (5.150)

2 2 2
Oxy Ox5  Oxj

je, prema 1° i u = u(x1, 2, x3), eliptiénog tipa.

5.5 Jedan formalan postupak za reSavanje linearnih
jednacina sa konstantnim koeficijentima (sa dve
promenljive)

Posmatrajmo jednac¢inu oblika:
A1 Uzg + 2 12 Ugy + A22Uyy + b1ty + bouy + cu = 0. (5.151)
Dalje, pretpostavimo da postoji reSenje oblika:
u=C- ey, (5.152)

gde su « i 0 za sada neodredene konstante.

Posto je u, prema pretpostavci, reSenje, to ova funkcija mora identicki da
zadovolji polaznu jednacinu, pa diferenciranjem (5.152), zatim zamenom dobijenih
izvoda u (5.151) i deljenjem sa w, dobijamo:

a110% + 2a12a- B+ a3 + 2b1a + 208 + ¢ = 0. (5.153)
Kako imamo dve proizvoljne konstante pretpostavimo za « da je ceo broj, tj.:
a=k (k=0,1,...). (5.154)

Iz (5.153) sada dobijamo za G:

B =ak+bt/ck?+dk+ f, (5.155)
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gde su a, b, ¢, di f — konstante koje zavise od a;;, b; i c. Kako je k ceo broj, to je
podkorena veli¢ina razli¢ita od nule, pa dobijamo, za svako k, dva resenja:

O ehot(abtbty/ek2tditf)y | oket(aktby/ck?+dk+ )y (5.156)

Ako su Cy i Dy konstante, za reSenje dobijamo:

w = Z Ck:' ekz+(ak+b+\/ck’2+dk+f)y + Z D]c' ekm+(ak+b—\/ck2+dk+f)y. (5157)

k=0 k=0

Napomenimo da ovaj zbir treba shvatiti simboli¢no, jer se ne vrsi ispitivanje
konvergencije redova koji se ovde javljaju.
U zavisnosti od potkorene veli¢ine razlikujemo dva slucaja:

a) d* = 4cf; (5.158)
b) d* # 4cf. (5.159)

U prvom sluc¢aju potkorena veli¢ina potpun je kvadrat:

ck? + dk + f = (mk +n)?, (5.160)
pa dobijamo:
u= Z Cy- elbr+(atmby+(b+n)y] | Z Dy elbet(a=m)ky+(b—n)y] (5.161)
k=0 k=0
odnosno:
U= e(bJrn)y. ch e[kz+(a+m)ky] + e(bfn)y. ZDk e[kz+(afm)lcy]. (5162)
k=0 k=0

5.6 Metoda razdvajanja promenljivih

Metoda razdvajanja promenljivih (Furijeov metod) je jedna od najéesce koriséenih
za reSavanje parcijalnih diferencijalnih jednacina, koje zadovoljavaju date pocetne
i/ili grani¢ne (konturne) uslove.

Furijeov metod moze da se primeni na jednacine oblika:

A11Uzg + A22Uyy + bty + bouy + [F(z) + G(y)]u =0, (5.163)

uz pocetne uslove:
u(z,0) = f(z), uy(z,0)=g() (5.164)

i granicne uslove:

au(0,y) + buz (0,y) =0, cu(l,y) + dug(l,y) =0, (5.165)
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gde su f i g date funkcije, a a, b, ¢ i d poznate konstante.
Pretpostavimo da je resenje oblika:

u(z,y) = X(x) - Y(y). (5.166)

Nadimo sada odgovarajuce izvode:

uy, = X"Y, u,=Y"X, (5.167)
d*X d*Y
Uy = @Y(y) =X"Y, uy = d—y2X(x) =YY" X (5.168)

i zamenimo ih u polaznu jednacinu (5.163):
CL11'X”' Y + a22‘X‘ Y” + bl' X/' Y + bQX Y/ + [F(SC) + G(y)]XY =0.

Odavde, delec¢i sa XY, dobijamo:

X/l Y// X/ Y/
11— +an5 Thi5 thg + F2) +Gly) =0, (5.169)
odnosno: X % v v
a117+b17+F( ):_a227_b27_G( ) (5170)

Kako je leva strana jednacine (5.170) funkcija samo od z, a desna strana funkcija
samo od ¥, to znaci da su ovi izrazi konstante, odnosno

X// X/ Y// Y/
an % + bli + F(z) = —a = = b27 — G(y) = =\ = const. (5.171)

Pored ovog, moraju da budu zadovoljeni pocetni uslovi:
u(z,0) = X(2)- Y(0) = f(x), uy(z,0)=X(x)-Y'(0)=g(x) (5.172)
kao i grani¢ni uslovi:

aX(0)Y(y) +bX'(0)Y(y) =0 = aX(0)+bX'(0)=0, (5.173)
XY (y) +dX' ()Y (y) =0 = X(1)+dX'(1)=0. (5.174)

Sada se data jednacina razlaze na dve obicne diferencijalne jednacine drugog reda:

allX +bX/+F<JI)X——)\X =
a22Y +b2Y/+G(y)Y +>\Y =
)Y

CLQQY” + b2Y/ (G A (5176)

Moze da se pokaze, primenom Sturm — Liuvilove teorije, da postoji beskonacno
mnogo takozvanih sopstvenih vrednosti A1, Ao, ..., za koje postoje netrivijalna
reenja (trivijalna resenja bi bila X =0, Y = 0) jednacina (5.175) i (5.176). Neka
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su X, (n = 1,2,...) reSenja jednacine (5.175), za A = \,. ReSenje jednacine
(5.176) moze da se predstavi u obliku:

gde su A, i B,, proizvoljne konstante, a Y, i ?n linearno nezavisna partikularna
resenja jednacine (5.176), za A = \,,. Ove funkcije odredujemo iz uslova:

Y.0)=1; Y. (0)=0; Y,(0) =0; Y,(0)=1. (5.178)

Primenivsi princip superpozicije dobijamo:

o0

u(z,y) =Y Xn(x) [AnVn (y) + BuY u(y)| - (5.179)

n=1

Ovo reSenje mora jo§ da zadovolji i uslove:
Z ApXn(z) = f(x) Z B, X, (z) = g(x), (5.180)
n=1 n=1

¢ime je problem sveden na razvijanje funkcija f i g u red po sopstvenim funkcijama
X,

Resavanje jednacina hiperboliénog i paraboliénog tipa Furijeovom metodom
Resavanje jednacina primenom Furijeove metode prikaza¢emo na primerima.
Primer 1.

Nadéi ono resenje jednacine:

Uy = a2 Uy, 0<z <I, (5.181)
koje zadovoljava granicne:
u(0,t) =0, wu(l,t) =0, (5.182)
i pocetne uslove:
u(z,0) = p(x), wu(z,0)=1(x). (5.183)

Resenje.

Uoc¢imo da je, prema 2°, ovo jednacina hiperboli¢nog tipa.
Prema Furijeovoj metodi, potrazimo resenje u obliku:

u(z,t) = X () T(¢). (5.184)
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Sada datu jednac¢inu (5.181) mozemo da napisemo u obliku:

1 Xl/ 1 TI/
odakle sledi:
X"+ XX=0 A T'+ad* T =0, (5.186)

(X(z) Z20AT(t) £ 0, jer resenja nisu trivijalna).
Granic¢ni uslovi (5.182) se svode na:

w(0,t) = X(0)-T(t) =0 = X(0)=0, (5.187)

ul,t)=X(10)-Tt) =0 = X(I)=0. (5.188)

Na ovaj nacin trazenje funkcije X (z) dovodi do zadatka o sopstvenim vred-
nostima:
naci vrednosti A pri kojima dobijamo netrivijalno resenje zadatka:

X"+ XX=0, X(0)=X()=0, (5.189)
kao i odgovarajuca resenja.
Vrednosti A koje dobijamo na ovaj nacin nazivamo sopstvene vrednosti, a
reSenja X (z) — sopstvene funkcije. Ovo je Sturm-Liuvilov zadatak.
Diskusija.
A moze da bude negativho (A < 0), nula (A = 0) ili pozitivho (A > 0), pa
posmatrajmo ta tri slucaja:
1° A <0

X(z) = CreV ™7 4 Chpe VAT, (5.190)
X(0)=C1+Cy=0, X(I)=Cre®+ Che™® =0,
(a=1V=-X) =
Ci=-Cy 1 4 (e"‘—e‘a)zo =
C,=Cy=0 = X(z)=0. (5.191)

Dakle, u ovom slucaju imamo samo trivijalno resenje. Kako nas ono ne interesuje,
to ¢emo da razmatramo sledeée slucajeve.

2°A=0

X(x) = Ciz + Cs, (5.192)
X(0) = (Crz + Co)|, = C2 = 0,
XH=Cil=0 = C;=C=0 =
X(z)=0. (5.193)

Dakle, i u ovom sluc¢aju imamo samo trivijalno resenje.



5.6 Metoda razdvajanja promenljivih

357

3°A>0

X(z)=0C4 COS\/Xﬂf—FCQSiH\fAl',
X(0)=Cy =0,
X(I) = CysinVAl=0 =

ako je Cy # 0 (netrivijalno resenje), tada mora da bude:
. n
sinvVAl=0 = \5:7 =V An,
pa je netrivijalno reSenje oblika:

Xn(z) = Cy-sin Th,.
2
Za T'(t) sada dobijamo (za A=A\, = (ﬂ) ):

T,.(t) = A, cos (?at) + B, sin (Tnat>

Dakle, netrivijalno resenje nasSeg zadatka je funkcija:

Up(z,t) = Xp(x) T,(t) =

= [An cos (ﬂl—nat) + B,, sin (?atﬂ sin ?x

Prema principu superpozicije resenje je i funkcija:

“= e
>

[A Cos (—at) + B, sin (?atﬂ sin 71'Tn$
Konstante odredujemo iz pocetnih uslova:
u(zx,0) Zun x,0) ZAnsinﬂx,
n=1

n=1
= 7n ™n
= E TaBn SinTx.

t=0 n=1

oo
Ouy,

n=1

(5.194)

(5.195)

(5.196)

(5.197)

(5.198)

(5.199)

(5.200)

(5.201)

(5.202)

Dakle, problem se sveo na razvijanje poznatih funkeija ¢(z) i 1(x) u Furijeov red.
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Primer 2.
Nacéi ono resenje jednacine:
g, =uy, 0<z<l, 0<t<T, (5.203)
koje zadovoljava pocetne:
u(z,0) = p(z), 0<az<l, (5.204)

i grani¢ne uslove:

u(0,t) =0, wu(l,t)=0 0<t<T. (5.205)

Resenje.
Prvo zapazimo da je, prema 4°, ova jednacina paraboli¢nog tipa.
Resenje ¢emo da potrazimo u obliku:
u(z,t) = X(z)-Tt) = (5.206)
= X-T', upy=X"T, tUpy=X -T, (5.207)
pri cemu je: X #£ 01T £ 0, jer trazimo netrivijalno resenje. Zamenom (5.206) u
jednac¢inu (5.203) dobijamo:
a®>X"T=XT', odnosno
X// 1 T/

== = 2
Sk i (5.208)

Dakle, polazna jednacina (5.203) se sada razlaze na dve obi¢ne diferencijalne jednacine:
X"4+AX =0 A T +d*X\T =0, (5.209)

odakle dobijamo, kao i u prethodnom slucaju, za X (z):

X, (z) = Cysin ?m, (5.210)
dok za T'(t) dobijamo:

T (t) = Cpea M0t (5.211)

gde je Cz’n za sada neodredeno.
Prema tome, za u,, dobijamo:

Up = Cre™ Mt gin Z—na:, (Cn = CnCy). (5.212)

Konaé¢no, prema principu superpozicije, za u(x,t) dobijamo:

o0 o0

u(z,t) = Z Up = Cpe™" Mt gin 7r7nx (5.213)

n=1 n=1
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Za odredivanje konstanti C,, treba iskoristiti pocetne uslove (5.204), iz kojih dobi-
jamo:

u(z,0) = p(z) = Z Cp, sin ™. (5.214)

Ponovo smo sveli problem na razvijanje poznatih funkcija u Furijeov red:

l
C, = %/w(g) sin (ﬂl—ng) de. (5.215)
0

Ovim smo resili postavljeni zadatak.
ReSavanje jednacine elipti¢nog tipa Furijeovom metodom

Primer 1.

Posmatrajmo Laplasovu jednac¢inu u sfernim koordinatama, gde je u = u(r, ¢, 6):

10 ou 1 0 ou 1 %u
Au= — — 222 -~ (sing— ——— =0. .21

YT 2 <T 07") * r2sin 6 00 (sm 89) * r2sin f Op? 0 (5:216)
U slucaju sferne simetrije, tj. ako je u = u(r), imamo:

ou ou . Ou  du
30 ge=0 i Gr=gn (5.217)

pa Laplasova jednacina postaje:

0 ( ,0u d [ ,du
el )= = ) = 21
or (T 6r) dr <T dr) 0 = (5:218)
C
u= —71 + Oy, (5.219)
gde su C1 i Cy proizvoljne konstante. Uzmimo, na primer, da je C; = —1,a Cy = 0,
pa dobijamo:
1
o= — 5.220
wo = (5220)

osnovno reSenje Laplasove jednacine u prostoru. Napomenimo da funkcija
u, zadovoljava Laplasovu jednacinu svuda sem u tacki r = 0.

Primer 2.

Posmatrajmo sada Laplasovu jedna¢inu u cilindriénim koordinatama u = (g, ¢, 2):

Au (5.221)

10 ou 1 8%u  O%u
=0 )+ 5as t s =0
000 \" Op 02 0p? = 022
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U slucaju da u ne zavisi od ¢ i z, tj. u = u(p), dobijamo:

Au = %dig (Q;h;) =0, (5.222)
pa je:

g(di—z =C; = du= % do = wu=Cilnpo+ Cs. (5.223)
Konstante C; i Cy su proizvoljne, pa ako uzmemo da su: C; = —1 1 Cy; = 0,
dobijamo:

Up = Up(0) = lné. (5.224)

Ova funkcija Cesto se naziva i osnovno reSenje Laplasove jednacine u ravni
(za dve nezavisne promenljive). Funkcija u, zadovoljava Laplasovu jednac¢inu svuda
(u ravni), sem u tacki o = 0.

5.7 Grinove formule

Podimo od formule Ostrogradskog (2.92):

/V//divadV = é/adS = é/ a, ds, (5.225)

gde je:
diva = div(azi+ ayj + a.k),
an=a,, dS=4dS n,
Gy, = Qg COS O+ ay-cos 3+ a.-cos,
a=~2(n1i), B=~L(n]), v=~L(n k),

(5.226)

n — je spoljasnja normala zatvorene povrsi S, koja ogranic¢ava prostor V, a az, ay ia,
su proizvoljne diferencijabilne funkcije. Ovde indeksi x,y, z oznacavaju projekcije
odgovarajuc¢ih veli¢ina na z,y i z ose, respektivno. Ne treba da se poistovete sa
izvodima (u ovom slucaju) !!l.
Uvedimo sada nove skalarne funkcije u(x,y, 2) i v(z,y, z), koje su neprekidne i
¢iji su prvi izvodi na granici S i drugi izvodi unutar oblasti V', neprekidni.
Stavimo sada:

o o o

4z =u 5, tj. a=u-gradov, (5.227)
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pa relaciju (5.225) mozemo da napisemo u obliku:

///div (u-gradv)dV = //u-gradv~ s =
/// grad u- grad v + u- div grad v) dV = //u gradv-n- dS =
///u AvdV = // -gradv-n-dS — /// grad u- grad v- dV (5.228)

Odavde sledi prva Grinova formula:

[ o= [[ o feas- f[fousoa

Uzmimo sada da je a = v- grad u, pa dobijamo na slican nacin:

///v AudV = // s - ///Vv VudV. (5.230)

Oduzimajuéi od (5.229) jednacinu (5.230) dobijamo:

/// (w Av — v- Au) dV = //( SZ 8“) ds. (5.231)

drugu Grinovu formulu.
Napomenimo da se relacija:

Au = f(z,y,2) (5.232)

zove Puasonova jednacina, pri ¢emu je nepoznata funkcija u, dok je f poznato.
Jednacina oblika:
Au=0 (5.233)

kao Sto je veé receno, zove se Laplasova jednacina. Svaka neprekidna funkcija u =
u(z,y, z), koja zadovoljava Laplasovu jednac¢inu (5.233), naziva se harmonijska
funkcija. Napomenimo da se pretpostavlja da su i njeni prvi i drugi izvod (koji
se javljaju u izrazu (5.233)) takode neprekidne funkcije.

Navedimo sada neke teoreme, koje ¢emo da koristimo u daljem izvodenju:

Teorema 20 Ako je S zatvorena pours i ako su u i v harmonijske funkcije, tada

" //(u-gradv) dsS = //(v-grad u)ds, (5.234)
s s
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ili drugacije napisano:

//u—dS-//v—dS (5.235)

Dokaz:

Po pretpostavci u i v su harmonijske funkeije, tj. Au =0, Av =0, pa iz (5.231)
neposredno sledi tvrdenje (5.235).

Teorema 21 Ako je S zatvorena povrs, koja ograni¢ava deo prostora V', a U har-

monijska funkcija, tada je:
av = //U 9U s, (5.236)

() () (22

Dokaz:

Primenimo drugu Grinovu formulu (5.231), uzevsi da je u = U? i v = 1. Prvo
izracunajmo laplasijan:

ou _ .. 0U 0u ou 82
Na slican nacin dobijamo i:
0%u ou ’U  0%u ou U
Dy (83/) * Ua2’ 922 <8z> T2U%% (5:238)
pa je:
U AU\ [(oU\?

Ako sada iskoristimo pretpostavku da je U harmonijska funkcija, tj. AU = 0, tada

iz (5.239), za Au, dobijamo:
U\ (U, (U
ox Jy 0z

Konacno, uvrstivsi (5.240) i v = 1 u (5.231), dobijamo:

///PU2 8552 252} dV = //U—dS (5.241)

§to je i trebalo dokazati.

Au =2 (5.240)
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Pri resavanju diferencijalnih parcijalnih jednacina zahteva se i da resenje zado-
volji odredene uslove, tz. konturne uslove !°, zbog toga $to se znaju vrednosti
neke funkcije na povrsi S (konturi - granici), a trazimo ih u unutrasnjosti V. U
zavisnosti od tih uslova razlikujemo sledeé¢e zadatke:

prvi konturni zadatak ili Dirihleov'® zadatak.

Ako je poznata vrednost funkcije u(z,y, z) na granici S, tj. u(z,y,2) = fi, na
S, odrediti njenu vrednost u unutrasnjosti oblasti V. f; je poznata funkcija.

Drugi konturni zadatak ili Nojmanov!” zadatak.

0
Ako je poznat izvod funkcije u(x,y, z) na povrsi S, tj. a—u = fy na S, odrediti
n

vrednost ove funkcije. Funkcija fs je poznata.
Tredéi konturni zadatak ili meSoviti konturni zadatak.

Ovaj zadatak je kombinacija prethodna dva. Naime, ako su poznate vrednosti
neke funkcije u(x,y, z) 1 njenog izvoda na konturi S, naéi njenu vrednosti unutar
oblasti V| tj.:

ou

Bin B +h (U - f3) = 0. (5242)

Dirihleov problem

Naéi ono resenje Laplasove jednac¢ine Au = 0, koje zadovoljava unapred zadat
uslov:

u(z,y,2) = f(z,y,2) nakonturi S, (5.243)

ili kra¢e napisano:
ulg = f. (5.244)

U slucaju dve promenljive, recimo z,y, S je prosta zatvorena kriva, koja nema
singulariteta.

Napomenimo da ovaj problem moze da ima samo jedno reSenje.

Da bismo resili ovaj zadatak posmatrajmo neku proizvoljnu tacku A(a,b,c)
oblasti V', koja se nalazi unutar podoblasti X:

Z ={z,y,2] (x—a)’+(y—0)>+(2—c)* < R*} (5.245)

R je tako odredeno da je ¥ C V. Ozna¢imo granicu oblasti ¥ sa o.

15U literaturi se esto ovi uslovi zovu i ”graniéni uslovi”,

16Peter Gustav Lejeune-Dirichlet (1805-1859), nemacki matematicar. Autor znacajnih radova
iz analize, teorije brojeva i algebarskih struktura. Dokazao je konvergenciju Furijeovih redova i
formulisao ops$te uslove pod kojim funkcija moze da se izrazi u obliku trigonometrijskog reda.

17Carl Gottfried Neumann (1832-1925), nemacki matemati¢ar. Poznat po definisanju ovog
zadatka.
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Slika 5.3:

Neka su u i v dve harmonijske funkcije u oblasti V. Na osnovu druge Grinove
formule (5.231) i Teoreme 18 (5.235), dobijamo:

// —ds - //v— ds = 0. (5.246)

SUo SUo
Videli smo da je funkcija:

1 1
= (5.247)

T V(@—a)2+(y—b2+ (2 —c)?

harmonijska, pa uzmimo da je v = 1/r. Za ovako izabrano v relacija (5.246) postaje:

// (—u: 71~§Z> ds =0, (5.248)

SUo

[ (it ase ff (i) =0 o

Kako je o sfera sa jedna¢inom granice »r = R, dobijamo:

{/ (“rl igw T R? //“d5+*//fd5 (5.250)

Integrale, na desnoj strani prethodne jednacine, mozemo da predstavimo na sledeci

nacin: . 1
= //udS = Zzdm R?*u* = 41u’, (5.251)

odnosno:

gde je u* — srednja vrednost funkcije u na povrsi o, (ona je poznata, ne zavisi od
S i moze da izade ispred integrala), (4mR? je o — povrsina, tj. povrsina sfere) i:

R//—ds—fzx R (ZZ) : (5.252)
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8 *
gde je <BZ> - srednja vrednost izvoda na sferi.
Dalje, kako je:

a *
lim u* = u(A), lim 47R (“) =0, (5.253)
R—0 R—0

/ dS = 47 R?, lim  u(x,y,z) = u(A),
(w,y,2)—A

( lirgl A// u(z,y, z)dS = u(A) // dS = u(A)4rR?,
T,Y,2)—

i na povrsi S: u|g = f, dobijamo, iz (5.250):

Aru(A) = —// <sz + igZ) ds. (5.254)
S

o (1 |
2 (r> - (5.255)

u(a,b,c) = %// {f;n <i) - ig;ﬂ ds. (5.256)
S

Ova relacija nam, za sada, ne daje reSenje problema, jer se pod integralom javlja
nepoznata veli¢ina du/On.

Napomenimo da smo na slican nac¢in mogli da resimo i zadatak kada funkcija
zavisi od dve promenljive, recimo z,y. U ovom slu¢aju bismo povrsinu zamenili
linijom I, ali tako da umesto ¢ = 47 R? stavimo [ = 27 R.

Resimo sada prethodni zadatak (Dirihleov problem) u dva specijalna slucaja,
kada je oblast >:

Kona¢no, kako je:

dobijamo:

- krug i

- sfera.

Dirihleov problem za krug

Zadatak je da se odredi funkcija u, koja unutar kruga K = { (z,y)| 2% + y* = R?}
zadovoljava Laplasovu jednac¢inu Awu = 0.
Zbog prirode problema pogodnije je koristiti polarne koordinate (r, ¢), u kojima
Laplasova jednac¢ina ima oblik:
ou 0%

r—+ +

P
or or2 9?2

=0. (5.257)
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Resenje potrazimo u obliku:

u= R(r)- F(p), (5.258)
pa jednacina (5.257) postaje:
(rR"+rR)F+R-F'=0, (5.259)
odnosno: )
2. R" +r R jadd
I — 5.260
. =¥, (5.260)
gde je k — konstanta.
Razmotri¢emo dva sluc¢aja: k# 01k = 0.
Za k # 0 dobijamo:
R’ +7r R — R k*=0 - Ojlerova jednacina i (5.261)
F" 4+ k*F =0 - dif. jed. sa const. koeficijentima. (5.262)
Resenja ovih jednacina su:
R(r) =Cy1r* + Cor™,  F(p) = C3cos(kp) + Cysin(ky), (5.263)

gde su C; (i = 1,2,3,4) proizvoljne konstante.
Za k = 0 dobijamo:

rR"+ R =0,
F"=0.

Uz smenu R’ = f(r), za prvu jednacinu, dobijamo: df /dr = —f/r ili
dR

Inf=—-Inr+InC; = rf:Clzrd— = (5.264)
T
R=CyInr+ Cs. (5.265)
Za drugu jednacinu dobijamo: F' = C3- ¢ + CYy.
Dakle, reSenje polazne jednacine je:

za k #£0

u= (Cyr¥ + Cor™F) - (C; cos(ky) + Cysin(ky)) (5.266)
za k=0

u = (01 Inr + CQ) . (Cg(p + 04) (5267)

Konstante odredujemo iz uslova da resenje zadovoljava grani¢ne uslove. Naime,
rekli smo da funkcija v na kruznoj konturi ima neku zadatu vrednost. Medutim,
kako posle obilaska oko kruga ponovo stizemo u istu tacku, to reSenje mora da
bude periodi¢no sa periodom 27. To prakticno znac¢i da k mora da bude ceo broj
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+1,£2,...,a C5 =0 u (5.267). Ista resenja bismo dobili i kada bismo uzeli da je
k prirodan broj, tj. Kk =1,2,...,n, pa kona¢no dobijamo:
Uy = ’Ll,|k:0 =04 (Cl Inr + CQ) s (5268)
Up = Uy, = (Cn ™+ D, r_") (an cos(ny) + by sin(ny)), n=1,2,...
(5.269)

Dalje, funkcija w mora da bude neprekidna, po pretpostavci, u svim tackama oblasti
unutar K, pa i u tacki r = 0. Medutim, kako funkcije Inr i =™ nisu definisane u
toj tacki, sledi da su koeficijenti uz njih jednaki nuli (Cy = D,, = 0), pa resenje
dobija oblik:

uo(r, @) = %; un (1, 0) = 1" (a, cos(ny) + by, sin(ny)) . (5.270)

Primenjujuéi princip superpozicije, za v dobijamo:

+oo
u(r, @) = % + Z " (an cos(np) + by, sin(nep)) . (5.271)

n=1

Jos§ nismo iskoristili uslov na granici K.
Neka je u(R, p) = u|,_p = f(¢), gde je f poznata funkcija. Iz (5.271) dobijamo:

+oo
flo) = C;—O + Z R" (ay, cos(np) + by, sin(ngy)) . (5.272)

Dakle, treba poznatu funkciju razviti u Furijeov red, pa je:

+m tm
1 1 :
n = /f(t) cos(nt)dt, b, = R /f(t) sin(nt) dt. (5.273)
Zamenom ovih vrednosti u (5.271) dobijamo:
17 1 &x
-
- - r - 274
) =50 [ F0as L3 [ preosnt-gan pam

ili
—+m

utrio) =5 [

—T

+oo n
1+2Z:1(;) cosn(t—go)] F(t)dt. (5.275)

Medutim, kako je:

= ., 1—¢2
1—1—220 cos(mp):m7 0<c<, (5.276)

n=1
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to kona¢no dobijamo resenje polaznog Dirihleovog problema za krug:

R 2
. 2
(r:¢) 27r/f R2—27‘Rcos(t—90)+r2 d (5:277)

Ova relacija poznata je u literaturi i kao Puasonov integral.

Dirihleov problem za sferu

U ovom sluc¢aju zadatak se svodi na trazenje funkcije u, koja zadovolja Laplasovu
jednacinu Au = 0, a ¢ija je vrednost na sferi S poznata (u|g = f).

Posmatrajmo sada sferu S, poluprecnika R, i tacke: A(a,b,c), koja se nalazi u
unutrasnjosti sfere i 4 (a1, b1, c1), koja je van sfere.

Neka je O — centar sfere, a tacka M (x,y,z) € S (sl. 5.4).

o
</

Al
Slika 5.4:
Uvedimo sledeée oznake:
AM =T, AlM =T, m = l, OAl = l1 (5278)
M A A
I r ' 1 . i
o
0 A 4, M n 4, O R M
Slika 5.5:

Iz slicnosti trouglova (sl. 5.5) sledi proporcionalnost stranica:
r l R 1 l 1
r_+t_Ro_ - 5.279
1 R ll T1 R 7’ ( )

Kako je 1/r harmonijska funkcija u oblasti ograni¢enoj sferom S, to mozemo da
primenimo jednacinu (5.256):

u(a, b, ) //{ o (1)_:*22} ds. (5.280)
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Prema (5.279) i drugoj Grinovoj formuli (5.231) imamo:

// [ua{; <T11> - igg] ds =0. (5.281)
S

Dalje, prema uslovu zadatka, imamo da je u = f za M(x,y, z) € S, pa dobijamo:
o (1 1 Ou R
=) =249 =0 —
// {fan (m) 1 an} 5=0 47l -
s
1 Ju
- — =0. .282
47rl//[ 8n(r1> rlan} d5=0 (5.282)

Napomenimo da ovu relaciju nismo mogli da primenimo na funkciju 1/, jer ona
nije definisana u tacki A(a, b, ¢), unutar oblasti S, dok funkcija 1/r; nije definisana
u tacki A;(a1,b1,c1), a to je van posmatrane oblasti.

Konaéno, iz (5.282) i (5.280), koristeéi (5.279), dobijamo:

Y IO R
e, bre) 47r// 8n<1_?7~11>d5

reSenje Dirihleovog problema za sferu.
Definisimo sada funkciju G relacijom:

1 R1
G =G(z,y,z,a,b,¢c) = P (5.284)
B 1 R 1
\/(av—a)Q—l-(y—b)Q—l-(Z—c)2 l\/x—al (y—01)2+ (2 —1)?

sa sledeé¢im osobinama:

- @ je harmonijska funkcija u odnosu na tacku M (x,y, z), unutar sfere S, osim
u tacki A(a, b, c);

- G je harmonijska funkcija u odnosu na tacku A(a, b, ¢), unutar sfere S, osim
u tacki M(z,y, 2);

- funkcija G — 1/r je harmonijska funkcija u svim ta¢kama unutar oblasti S;

- @ se anulira na sferi S.
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Funkeiju G, ovako definisanu, nazivamo Grinova funkeija u odnosu na tacku A(a, b, ¢),
sfere S.
Posmatrajmo sada neku poznatu funkciju H (z, vy, 2, a, b, ¢), fiksnu tacku A(a, b, ¢)
iz oblasti V' i proizvoljnu tacku te oblasti M (z,y,2) (H je funkcija od A 1 M).
Pretpostavimo da ova funkcija ima i slede¢e osobine:

1° harmonijska je u odnosu na tacku M (z,y, 2);
2° harmonijska je u odnosu na tacku A(a, b, ¢);
3° na povrsi S ima vrednost 1/r; gde je r = AM.

Neka je u resenje Dirihleovog problema, tada je, prema (5.231):

H
// ( 0 ) ds =0, (5.285)
on
pa prema 3° dobijamo:

——la—u ds = =

(-1
Wi i o
S

Dalje, kako je prema (5.256), za "reSenje” Dirihleovog problema:

cona- L) 13)e
wora L (3)-12) -
w(a,b,c) = //f <—<H>d5 (5.287)

Dakle, ova relacija (5.287) daje reSenje Dirihleovog problema, ako je poznata funkcija
H.

Funkcija definisana sa:

G:H—% (5.288)

naziva se Grinova funkcija za oblast V, u odnosu na tacku A(a,b,c). Oblast je
ogranic¢ena sa povrsi S.
Na osnovu definicije ove funkcije i prethodnih pretpostavki zaklju¢ujemo:

1° G je harmonijska funkcija u oblasti V', u odnosu na tacku M (z,y, z), sem u
tacki A(a, b, c);
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2° @G je harmonijska funkcija u oblasti V, u odnosu na tacku A(a,b,c), sem u
tacki M(z,y, 2);

3° funkcija G — 1/r je harmonijska u svim tackama oblasti V;

4° na povrsi S funkcija G se anulira.

Nojmanov problem u ravni

Neka je u ravni data oblast P, ograni¢ena krivom /¢, a na ¢ je definisana funkcija

f(s), sl

Nojmanov problem se sastoji u sledeéem:
nadi funkciju u, koja je u oblasti P harmonijska, a ¢iji je izvod u pravcu normale
Ou/0n poznata funkcija f na konturi ¢, tj.:

— = f(s), sel. (5.289)

Teorema 22 Da bi postojalo resenje Nojmanovog problema, potrebno je da se in-
tegral funkcije f anulira na konturi £.

Dokaz:

Posto je v harmonijska funkcija, to je:

/ / ( 8;2‘ ) dz-dy = 0. (5.290)

Dalje, prema Grinovoj formuli (5.231), a za v = 1, imamo, i to za sluc¢aj u ravni

//AudS /—dl /fdlzo. (5.291)

Teorema 23 Dva re§enja Nojmanovog problema mogu da se razlikuju samo za
proizvljnu konstantu.

Dokaz:

Dokazimo ovu teoremu za slu¢aj kada je f(s) = 0.
Pretpostavimo da je f(s) = 0. Tada je u = 0 reSenje odgovarajuéeg Nojmanovog
problema. Neka je v neko drugo reSenje istog problema. Kako je v harmonijska

funkcija, imamo:
v 0%
// <8a:2 > dzdy = 0. (5.292)
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Medutim, kako je:

[ = [z [ (32)
[ = [ s [ (5)

to sabirajuéi prethodne relacije dobijamo:

24 2
// <8 8 > dxdy—/v@dsf
on

//[< ) (2

Ov
Kako je, prema pretpostavci, Av =0 i = 0, to je:
n

[ ()]

odakle, zbog neprekidnosti izvoda dv/dx i dv/dy, sledi:

ov  Ov

%—%:O = v = const.

Ovim je teorema dokazana.
5.8 Zadaci

Zad. 5.1. Nadi opste reSenje jednacine

U~ f)=0, gdeje [ = fy)
Resenje.
of
87_0 = f=f(y),

gde je f proizvoljna diferencijabilna funkcija po promenljivoj y.

Q

(5.293)

(5.294)

(5.295)

(5.296)

(5.297)
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Zad. 5.2. Nadi opste resenje jednagine '8
0*f B
0xdy
Resenje.
o (o) _,
Ox \ Oy
ili =
o (o _,
Oy \ Ox
of
oy — W) = f=Jely)dy+ (),
ili =
of
o = 0@ = f=[é@de+(y).

Dakle, opste resenje je funkcija oblika

f=e(@) +9(y),
gde su @ i 9 proizvoljne diferencijabilne funkcije po « i y, respektivno.

Q

Zad. 5.3. Nadi opste reSenje jednacine

of of
Resenje.

Ovoj PDJ pridruzuje se sistem jednacina oblika

dr dy
r oy
Receno je da je resenje
v; =C;, 1=1,...,n—1, gde je nbroj nezavisnih promenljivih,

18Data jednagine je parcijalna jednagina drugog reda. Medutim, jednostavnom smenom
(0f /0y = p(y) ili Of/0x = ¢(x)) svodi se na jednacinu prvog reda, pa se zato nalazi na ovom

mestu.
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a ; su prvi integrali. U ovom slucaju je n = 2, pa imamo samo jedan prvi integral

Iny=Inzx+Incgy = hy=hcr = y=czx = ¥y_ c1, c1>0.
x
Dakle, opste resenje je oblika
Y
r=1(%).
x
gde je f proizvoljna diferencijabilna funkcija u odnosu na y/x.
Q@

Zad. 5.4. Nadi reSenje parcijalne diferencijalne jednacine

of , of of _

(x+1) 0.

Resenge.
Datoj parcijalnoj jednacini pridruzujeno sistem jednacina

dz dy  dz
z+1 y  z-1

gde je n = 3, pa prvih integrala imamo n — 1 = 2. Prvi integrali su (iz prvog para
jednacina)

Y z+1

In(x+1)+In¢g =lny = Cl:x+1ili01: _—

odnosno (iz drugog para jednacina)

-1
Iny=In(z—1)+1lnec;, = czzzylilngz P c1 >0, cy > 0.

Konacno dobijamo opste resenje

Y Y - r+1 z2-1
= 1 =
f f<m+1%1>llg g( == ),

gde su f i g proizvoljne diferencijabilne funkcije po odgovarajué¢im promenljivim.
Napomenimo da su funkcije f i g reSenja naseg problema i bilo koju od ovih funkcija
zovemo opste reSenje.

Q

Zad. 5.5. Naci ono resenje diferencijalne jednacine

ou ou ou
\/5% + \/ﬂ@ + \/2& =0,
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koje za x = 1 postaje u =y — z.
Resenje.

Ovo je tzv. Kosijev problem. Prvo nalazimo opste resenje. Polaznoj jednacini
odgovara sistem

de _dy _ dz
VEERNENE
koji ima dva prva integrala
dz dy
—_ = :> — = =
VAN Ve —\y=c =1

i, sli¢no, drugi prvi integral
VI =z =co =1
Nadimo sada Kosijevo resenje (Kosijev integral). Prema teoriji je
Yi(x1,.. o xn)=¢, t=1,...,n—1

U1 (x0,y,2) = U } N Yy = A2 (11, ¥a),
Ya(To, Yy, 2) = b2 z = A3(¢1,92)

reSenje jednacine F[z] = 0, koje zadovoljava uslov

2(zo,y) = (), w=@Xa(Y1,¥2), As(¢h1,¢2)]
. U nasem slucaju je
—Ve+Vy=vi(z,y,2) = vi(ly,z)=-1+y=¢1 =
y=(1 Jrﬂ_}l)z = A2,
Ve +VEi=a(r,y,2) = e(lyz)=-1+Ve=1 =
2= (1+¢)° = s,

u:@(AQ,AS)ch[(H\/y—\/E)z—(1+\/2—\/:E)2}.

Kako je
u(layvz) = gO(y—CC) =Yy—-a,

to kona¢no dobijamo
w= (14 Vi—Va) = (14 vE—va).

Q
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Zad. 5.6. Nagdi ono resenje z = z(z,y) jednacine

0:_ 0:
Yox oy
koje zadovoljava uslov
2(z,0) = 2?.

Resenje.

Ovaj zadatak je Kosijev problem.
Nadimo prvo potpuno reSenje. Posmatrana jednacina je homogena linearna
parcijalna jednacina prvog reda. Njoj pridruzujemo sistem obi¢nih jednacina

ar_ay _a
Yy -z 0

Iz ovog sistema dobijamo dva prva integrala

/xdz:/ydy =
2

dz
2?4y’ =

d
_dy
Y —x

i, zbog dz/0, drugi prvi integral
Z = Cz,

gde su ¢; i ¢o proizvoljne konstante. Kao sto smo rekli, ako su prvi integrali ¢ = ¢; i
1o = co, tada je i svaka diferencijabilna funkcija F'(11,12) = 0 takode prvi integral.
U ovom zadatku to znaci da je resenje (opste resenje)

z=F(m2+y2),

gde je F € CL.
Kosijev integral (resenje Kosijevog zadatka) se dobija iz uslova

2(x,0) = F(2*) =2 = F(2)=u,
pa konac¢no dobijamo Kosijev integral
2(z,y) = 2° + 2.

Q

Zad. 5.7. Resiti jednacinu

(1+x/z—x—y)%+%:2.
or Oy
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Resenje.
Pridruzen sistem obi¢nih jednacina je u ovom slucaju

dz _dy_%

l+vz—z—y) 1 2
Iz osobina proporcija sledi
—dx _—dy  dz dz —dx — dy

—(4vzi-a-y -1 2 2-1-1-Vz-a—y

odakle dobijamo

—dx —dy dz d(z—z-y)

—(l+vz—z-y) -1 2 —Jz—z—y

Prvi integrali se dobijaju iz

dz
1-3 = 2y=z+c,

T="—= = y=-2/fi-z-y+ta,
odnosno
Y2z —y=c,
pa je opsSte reSenje
f(2y—z, y+2\/z—x—y) =0.
f je proizvoljna diferencijabilna funkcija po odgovarajué¢im argumentima.
0z
Napomenimo!? da je resenje i funkcija z = x +y. Naime, kako je Frie 1i vl 1,
€T Y
vidi se da i ova funkcija z zadovoljava polaznu parcijalnu jednac¢inu. Ovo reSenje je
takozvano singularno resenje.

Q

Zad. 5.8. Odrediti integracioni faktor v = v(x,y) da bi izraz
(22%y — y®) dz — (22" + zy) dy =0
bio potpuni diferencijal, a zatim integraliti.
Resenge.
Uslov integrabilnosti (5.48), u ovom sluc¢aju (R = 0), svodi se na linearnu par-

cijalnu jednacinu
0Q 0P ov v
% _ 2 )\ pl X2
! < dr Oy ) Ay Q@x’

19Na ovo resenje skrenuo je paznju prof. Arpad Takaci.
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kojoj pridruzujemo sistem obi¢nih jednacina

de _dy  dv
i Ry (5.298)

U nasem slucaju je: P = 2z3y—y?, Q = —22* —zy, odakle dobijamo: P, = 223 —2y
i Q.= —82% —y, odnosno

Q. — P, = —102° +y. (5.299)

Sada (5.298) moze da se napise u obliku

dv  Qu—Fy Q. — P,
- = dx = Yad
. o W o
odnosno, kad zamenimo (5.299)
dv  —1023+y —102% +y
ek = 5.300
v 224 + xy . 2x3y — 2 ( )
Odredimo prvo naznacene koli¢nike:
1 6/5zy
2x4 : (=102 =+ —t 5.301
(2z* 4+ zy) : (102" + y) 5x+—10x3+y’ ( )
. . 1 4/5y?
223y —y*) ¢ (=103 =——y— —t 5.302
(22°y —y°) : (—102° + ) 5V 08 1y (5.302)

Analizirajmo prvo ostatke deljenja u relacijama (5.301) i (5.302). vidimo da ¢ée, ako
ostatak u (5.301) pomnozimo sa 4y, a ostatak u (5.302) sa 6z oni postaju jednaki,
po apsolutnoj vrednosti. Zatim, ako imamo na umu da je

di_@_dx+dy
a b  a+b

)

mozemo da podesimo kombinovanjem da eliminiSemo ostatke. Ako to uradimo,
dobijamo

dv 4y dzx B 6z dy _
v —4/5zy + (24/52y?)/(—1023 +y)  —6/5zy — (24/52y2) /(1023 +y)
_ 4dydz + 6z dy
-~ —10/5zy
d d d
& —Q—x — S—y = Iv=hz?4+hy > +hc=hec 3y 3 =
v x y
v = cx_zy_?’.

Posto ovo vazi za proizvoljnu konstantu ¢ (¢ > 0), uzeéemo da je ¢ = 1, tj.

V= x_2y_3.
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Dakle, izraz
z 2y 3 (2m3y — y2) de —z 72y 73 (2:104 + acy) dy =0
predstavlja potpuni diferencijal neke funkcije u, tj.
du=az"2y3 (2x3y - y2) de — 7%y =3 (2x4 + ay) dy = 0. (5.303)

Odavde dobijamo

T Y
u= / (2zy 2 —2 %y~ ') do — / (22%y P +a2ly ) dy =
o Yo

_ (3:2y’2 +y71x71)|zo _ (_xzyfz _ y71x71)|z0
=222y 4227y +e
Provera.

du= 5" dr+ %Z dy = (4ay ™ = 207y ") de + (—42”y* = 207y ?) dy,

a ovo je, prema (5.303) jednako nuli, tj.

du = 0.

Q

Zad. 5.9. Odrediti potpuno resenje i singularno resenje (ako postoji) za jednéinu

z=zp+yq+pq.

Resenje.

Ovo je nelinearna parcijalna diferencijalna jednacina. ResSi¢emo je primenom
Lagranz—Sarpiovog metoda. Iskoristi¢emo uslove (5.82). U naSem slucaju, kako je

f=xp+yq+pg—2z=0,je

ﬁ =x+ g =y 4+ ai — 8i — ai = -1
op e 8q7y L ayiq 0z
pa jednacina (5.82) postaje

dr.  dy dz ~dp  dq
T+q y+p xp +yq + pq —p+p —q+q

odnosno
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odakle dobijamo prva dva integrala
p=const.=a i q=const.="0.
Zamenom u polaznu jednac¢inu dobijamo potpuno resenje
z = ax + by + ab.

Potrazimo sada singularno reSenje. Ako postoji dobija se iz sistema jednacina
(5.56). U nasem slucaju je:
0 0
g=ax+by+ab—2=0, 8—g:x—|—b ia—gz—y—i—a
a

odakle dobijamo
b=—2 1 a=y.

Dakle, postoji singularno resenje
zy+2=0.

Q

Za grupu zadataka, koja sledi bez teksta, oderediti tip parcijalne jednacine i
zatim je svesti na kanonski oblik:

Zad. 5.10.
0%u 9 0%u , 0%u Yo
—— —2sinr——— —cos*z—— —cosz— = 0.
02 0xdy oy? y
Resenje.
Diskriminanta karakteristicne jednacine, posto je a1o = —sinx, a1; = 11 agg =
—cos?z, je

D:a%Q—auagg=sin2m+coszx:1 >0

pozitivna u celoj ravni x,y. Dakle, posmatrana jednacina je hiperbolickog tipa
u celoj x,y ravni.
Ima dve realne karakteristike, koje se dobijaju reSavanjem karakteristicke jednacine

alldy2 — 2a12dzdy + agadz? = 0,
koja u ovom sluc¢ju ima oblik
dy? + 2sin zdzdy — cos® zdz? = 0,
odakle dobijamo
(y)? +2sinzy —cos’z =0 =

—2sinz + /4sin?z + 4cos? x
2

Y10 = = —sinz+1.
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Karakteristike su:
y;:—sinx—i—l = y=x+cosx+c; odnosno
y'z:—sinx—i—l = y=-—T+cosx+ cCa.
Smene su:
cg=y—x—cosx=¢&§ i

Co =Y+ T —Ccosx =1.

Odgovarajuéi parcijalni izvodi, potrebni za ra¢unanje novih koeficijenata, su:

o€ . 23 on : on
—=-1 —=1, —=1 — =1
. +sinw, ay B +sinz, ay ,
6—26—(:05;3 ¢ =0 %—0
ox2 T Ozoy ) oy?
0%n 9%n 9%n
22 =% aay T oy
Provera Jakobijana
98 9
_ oz oy|_ |-14sinz 1]
Jﬁ@ 877‘ 1+4sinz 1| 2#0.
or Oy

Izra¢unavanje novih koeficijenata:
0 0¢ 0 0
aip = an (85) +2a 12876872—’_ az? <8j>
= (=1 +sinz)? + 2(—sinz)(—1 + sinz) + (- cos’ z) = 0,

(N mon | (on)?
Q22 = A11 o 12a By a22 Ay =
= (1 +sinx)? + 2(—sinz)(1 +sinz) 4 (- cos? z) = 0,
o€ 877 o€ On 0& 877 oEon

a12—a118 e +a a2 oy +a 218 I +a 2283/6
= (=1 +sinz)(1 +sinz) + (—sinz) [(—1 +sinz) + (1 +sinz)] + (= cos’ z) = —

Kako je a1 = 01 as = —cosz, to dobijamo:
0 o0& 0%¢ 0%¢ 0%¢
= e _— 2 _— =
a; = ala + aga + alla 2 + 2a12 8x8y + a22 8y2

= (—cosz)+ cosz =
0,
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_ on on 0%n 0%n 0%n
— — _ - 2 _
2= dg, a2 Oy +an Ox? + 201 OOy +

cosz) + cosx =

oy
= (—
= 0.

Kako je b= 0 to je i b = 0, pa transformisana jednacina konacéno dobija oblik, kada
u(z,y) — v(&,n)

il o o v
Foeon ooy
Q
Zad. 5.11.
0%u 0%u 5 O%u Ou
— =9 — 1 _— Yy =
92 cosmaway (3 +sin” ) 52 yay
Resenje.

Stari koeficijenti:
a1 =1, a2 =—cosr, as = —(3—|—sin2 x), a1 =0, ay=—y.

Diskriminanta
D=cos?z+3+sin?z=4>0.

Kako je diskriminanta veca od nule u celoj ravni z,y, to je ova jednacina hiper-
bolickog tipa u celoj ravni x, y.

Posto je D > 0 to imamo dve realne karakteristike.

Karakteristicna jednacina, u ovom sluc¢aju, ima oblik

dy? + 2coszdxdy — (3 +sin?2)dz? =0 =

, —2cosx £ \/4 cos? x + 4(3 + sin® z)
Y10 = 5 = —cosx £ 2.

Karakteristike su:

Yy = —sinx + 2x + ¢y,
Yy = —sinx — 2z + ca.

Smene:

==y —2x+sinz,
ca=n=1y+2x+sinz.
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Odgovarajuéi parcijalni izvodi:

o€ o€ an

el —2 4+ coszx, 67y =1, Ee =2+ cosz,
a—zg*fsinx 3—2570 ¢ _
0x? ooy Ox0y
@:fsinx a—25:0 0% =
Ox? T Oy? T 0xdy
Provera Jakobijana
—24cosx 1

J:’ 24 coszx 1’:_47&0'

Izrac¢unavanje novih koeficijenata:

a11 = a1 (gf) + 2a 12?%4— a22 (gz) =

= (=
0,

o (O gy OO0 ()
a22 = 11 o 123 3 a2 3y =

= (2+cosx)? +2(—cosx)(2+ cosx) + (=3 —sin®x) =1 — (

:07

0¢ On 0§ on | 9& On o€ on
Gz =ng 5 T2\ 5.5 T 5y o -

= (—24cosx)(2+cosz)+ (—cosz)(—2 4+ cosx + 2+ cosx) + (—3

= -8.

€ 23 ¢ ¢
tag, Ay +an Ox? Oxdy

a;=a
1 Lo
= —y —sinz.
Iz transformacija
£ =y+sinz — 2z,
n=y+sinz 4+ 2z,

sledi da je y +sinx = 1/2(¢£ + 1), pa je

_ 1
= §(§+77)~

+25—7 tang5 =
Y

2+ cosx)? +2(—cosx)(—2 + cosx) + (=3 —sinx) = 1 — (cos® x + sin® ) =

cos?x +sin?z) =
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_OopOn n ., 9% 9%n
ag = ala* + a287y + gy + D20y + 02267y2

= §(§+77)~

= —y —sinz =

Transformisana parcijalna jednac¢ina u(z,y) — v(€,n) je sada oblika

0% 0%v 0%v ov ov
a118§2+2a123£8 +a 2282+a18§+a28n+bv+0_
8%v 1 ov Ov
Sogon 2T >(ag+>—0 -

2 1
o +§(§+n) <8v+8v> =0.

0&0n o On
Q
Zad. 5.12.
0u 0%u Pu  Ou _Ou
I [ 10—— _ — = 0.
0x? +68x6y + 03y2 + ox +36y 0
Resenje.

a1 =1, a2=3, ax=10, a; =1, a3 =3
D =aly —ajjapn =9—-10=—1<0.

Kako je D < 0 u celoj ravni zy, to je jednacina eliptickog tipa.
Karakteristicna jednacina

6 £ /36 —40

au(y/)2 - 26112(9/) +ax=0 = (y')1,z = — 5 =3+t
Imamo dva reSenja — konjugovano kompleksna.
Karakteristike:
%zgii = dy:(3—|—z.)dx = y:(3+1_)33+01
dx dy=B—-i)dz = y=3—14)x+co.

Transformacije (realni i imaginarni deo karakteristika)

gzy—3$,
n=—x.
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Parcijalni izvodi

23 23 In on
%:*3, iy:l, %:*1, @:7
v o | e
Ox2 T Oy? T 0xdy ’
o, O Pa
Ox2 T Oy T OOy

Jakobijan

3 1
I

Izra¢unavanje novih koeficijenata

2
oo (5] +ame (52) (5) o0 (3) -

_ 0§ On | 0§ On 9o _
(12 = an x) (ax)“l?(a 8y+8y8x>+ 225 Dy
= (—3)(-1)+3[(-3)0+ 1(-1)] +10-0=3 -3

0 02 02 o?
al_a13£+a237£+a1187§+2 128%5 + 2Qa§=
=1(-3)+31=0,
on , On 9%n 9%n 9%n
02*018 +a25y+01182+2a12%+a2287y2:
=1(-1)+3.0=-1.

Transformisana jednacina u(z,y) — v(&,7)

_ 0% 0%v 0*v v v
a116£2+2a128§a +a 22a 2+a16§+a2 +bU+C—0 =

on
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dobija oblik
v v o
o& o2 on
Q@
Zad. 5.13.
0%u 5, 0%u
Resenge.

2
ain =1, a;2=0, ax=2" a=0, a=0
D= a%z — 11022 = —z? < 0.

Kako je D < 0 u celoj ravni xy, sem u tacki z = 0, ali ova tacka je iskljucena, to
je jednacina eliptickog tipa.
Karakteristi¢na jednacina

2 .
ann(y')” —2a12(y') + a2 =0 = (Y )12 = twi.

Imamo dva reSenja — konjugovano kompleksna.

Karakteristike:
W_ oy o [Wzwile o y=jribo,
dx dy = —zidz = y=—5xi+ca.

Transformacije (realni i imaginarni deo karakteristika)

£=v,
_1
=5
Parcijalni izvodi
23 23 In In
Ox " 9y PR Oy ’
2 2 2
ve_ v re
Ox? oy? Ox0dy
2 2 2
Oy 9y 9y,
Ox? oy? Oxdy
Jakobijan
J‘_x 1‘9:#0,
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jer je x = 0 iskljuceno.
Izrac¢unavanje novih koeficijenata

2
oo () 0 (5) () +n (5 -

= (0)* +2(0)(~z) + 2* = 2?,

on\? ) B B
o (32) o0 (32) (3) 02 (3) -

= ()2 +2(0)(2)0 + z2(0)? = 22,

o % @ n 3§8n+8§8n ta %@
M2= M\ Gp ) \oz ) T bz ay T ayar ) T “Payay

_ 55 23 ¢ ¢ ¢
= a5 +a287y+a113 2 +2a128x8y+a2287y2:0’
_ an on 0%n 0%n 0%y
ay =19 +a287+a118 2+2G128T8y +a2287y2=
=1(1) = 1.

Transformisana jednacina u(z,y) — v(€,7)

0%v 9%v 0%v ov

ov
7—%2(1,12 —|— 2282+a18§+a2 +b’U+C—O

on

dobija oblik
v, v, 1w
o On*  2n0n

gde smo iskoristili da je 2% = 2.

:O’

Q

Zad. 5.14.

Ou_, 0 O gbu 0u g
Ox? 0xOy = Oy? Or Oy -

Resenge.

ain =1, a2=-1, ax=1 a =3 a=1,
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DZG%Q—CLHaQQ:l—l:O.

Kako je D = 0 u celoj ravni zy, to je jedna¢ina paraboli¢nog tipa.
Karakteristi¢na jednacina

all(y')Q — 2@12(:!/) +a0 =0 = (yl>2 + Q(y/) +1=0 = (y/)172 = —1.

Ima samo jedno reSenje — jedna karakteristika.

Karakteristike:
d
71/:_1 = dy=—-dz = y=-z+4ci.
dx
Transformacije
§=x+y,
n=mnz,y) =y.

Kako je n proizvoljna funkcija, biramo je tako da bude §to jednostavnija za dalje,
ali da Jakobijan ne bude =0.
Parcijalni izvodi

% _ Ky Om_y O

or Oy T Oz ooy
2 2 2
9% =0, %83 =0, 07¢ -0,
Ox? Oy? 0x0y
0% 0%n 0%n
_— 0’ —_— = O’ - O
Ox? 0y? 0x0y
Jakobijan
1 1
J= 0 1‘ =1#0.

Izrac¢unavanje novih koeficijenata

2 2
oo () a0 () (5) o (5 -

=1(1)? +2(-1)(1) + 12 = 0,

on\? B B) on\ >
= (32 e (3 (32) o0 (3 -

= (0 -2(0)(1) +1* =1,

T N 9€ 0y, 080 950 _
12 = an <8x> <8m> T+ <8a: oy * Oy Oz +a228y oy

=1(0)+ (-1)(1)+1=0,
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9 o 0% 2c 0%
a1 201%+a287y+a11w+2a128x8y —|—a228—y2 =
=31+1.1=4,

0 0 o o 02
Gy = a1£ +a287733 +““372 + 2a128x7877y +a22877;27 =

=0+1+0+0+0=1.

Transformisana jednacina u(z,y) — v(&,7)

_ 82v+27 0%v ia 62v+78v+7av+6 Lzl 0 o
a1 —= Q19 —— + Qoo + 1= + Qo — v+ C =
11 9E2 1285317 228172 185 2877
dobija oblik
8%v ov  Ov
— 44—+ —+2v=0.
3TI2+ 6§+817+ v
Q
Zad. 5.15.
2 2 2
9 U . 2 0%u
sin x@f2ysmxaxay+y 8—?42—0
Resenge.
au:sinzx, a1g = —ysinz, a22:y2, ar =0, ay=0

D= a%Q — 11092 = y?sin®z — (sin2 z)y* = 0.
Kako je D = 0 u celoj ravni zy, to je jedna¢ina paraboli¢nog tipa.
Karakteristicna jednacina

an(¥)? = 2a12(y) Faze =0 = (¥)?—2(—ysinx)(y) +42=0 =
y
sinz’

(3/)1,2 = -

Ima samo jedno resenje — jedna karakteristika.

Karakteristike:
d d dx x
—y:—.y = fy:*. = ytg5 =<1
dz sinz Y sin x 2

Ovde smo iskoristili

dx 1 sin? L +cos® L
: = 3 T T dx = : T xr dx =
sinx 2 sin 5 cos 3 2 sin S cos 2

Intg =
= 1n —.
&3
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[ransformacije
xr
= t —
3 ytg 5,
n=mn(z,y) =y.

Napomenimo da posto je 1 proizvoljna funkcija, biramo je tako da bude sto jed-
nostavnija za dalji rad, ali da Jakobijan ne bude jednak 0. Najprostije bi bilo da je
1 = const., medutim, tada je J = 0. Sledece bi bile n = z ili n = y. Mi smo uzeli
ovu poslednju.

Parcijalni izvodi

ﬁzlycos_2£ ﬁztgf @:0 @:1
or 2 27 Oy 2" Ox T Oy ’
& = 1y cos ™3 Zgin = (‘3725 =0 0°¢ = 1cos_2 z
ox? 2 27727 Oy T 9xzdy 2 2’
Fu_ P, P
ox2 7 oyr 7 Oxdy
Jakobijan
1 —2 z 1
J= chgs tg12 :§ycos_27é0.

Izra¢unavanje novih koeficijenata

2 2
() () (3) 3

1 2 1
=sinz <2y cos2> + 2(—ysin x)gy cos ? tg Ty ythQE =0,

2 2
on\? an\ (9 o\’
oo (2) e (2)(2) () -
=0+0+y* =
=y’ =
(0 (o, (0E0m  oEon) 9k
Gz = 5y )\ or a2 0x dy Oy oz a228y8y_
— ysinzeycos? = 4+ yPtg = =0
= —ys a:2ycos 5 Yy g2— ’
0 19) 0? 0? 0?
al:a187i+a287§+a1187z§+2a126x8§y+a2287y§:

2

1 1 1 1 1
=sin’z <2y cos ™3 5 sin 2) +2(—y sinx)§ cos™ 3

1 1 1
—2ytg = cos? = = —2ytg ~————.
yg2C082 yg21+tg2%
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Kako je (iz transformacija)

tgfzga
n
to za a; dobijamo
e
= 5.304
gt (5.:304)
a a +a@—|—a 82 + 2a 82 +a 6277
2= g 28y 1182 1288 228y

=04+0+0+0+0=0.

Transformisana jednacina u(z,y) — v(&,7)

_ 0% 0%v 0%v Ov Ov
a118£2+2a128§8 +a 22824’&1664’&287]4’@)4’0—0 =
dobija oblik
Fo 2 o
o 24208
Q

Zad. 5.16.
Kao karakteristican primer parcijalne diferencijalne jednacine drugog reda, koja
se svodi na Beselovu jednacinu, posmatrajmo jednacinu:

Au+ k*u =0, (5.305)

na krug ili unutar kruga (dve promenljive) ili, na cilindru ili unutar cilindra (tri
promenljive). Nadimo njeno resenje.

Resenje.
Preko polarnih koordinata (dve promenljive: r, ¢) jedna¢inu (5.305) mozemo da

napiSemo u obliku:
10 [ Ou 1 0%u

— k2 = 0. .
r@r( 87“>+ +Eu=0 (5.306)

Pretpostavimo, dalje, da reSenje u moze da se predstavi u obliku:
u= R(r) ®(yp), (5.307)

pa se jednacina (5.306) razlaze na dve obi¢ne diferencijalne jednacine:

1d/dR Ao\

3" + AP =0, (5.309)
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kao §to smo ranije pokazali, jednacina (5.309) daje zavisnost A = n%. Uvedimo sada
smenu z = kr, pa jednacina (5.308) postaje Beselova jednacina:

;;L@wﬁ4-<1—zz)y=0, (5.310)
R(r) = y(z) = y(kr). (5.311)

U slucaju radijalne simetrije (n = 0) ona se svodi na Beselovu jedna¢inu nultog
reda:

1
y”+5y+y=0. (5.312)
v

Zad. 5.17.

Naéi ono resenje jednacine:
st = 0 Uge,
koje zadovoljava grani¢ne:
u(0,t) =0, wu(l,t)=0, 0<z<1

i pocetne uslove:
u(z,0) =z, wu(x,0)=0.

Resenje.

Resenje jednacine je oblika:

U= i Up(z,t) = i {An cos (?at) + B,, sin (WTnatﬂ sin WTnm

n=1 n=1

l

l
An:%/@(x)'sinnlﬂdm:%/msin?dx:
0 0

nm nm

2 l . l 21 .
=—- [ —-tsint- —dt = —— [ tsintdt =
l nw nw n2m2
0 0

nm

sint — ¢- cost) sinnm — nw- cosnm — sin0 + 0- cos0) =

n2m? ( = g2 (

21 2l
= (_1\nt+1 e n+1
= 53T (-1 — (=)

0
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Trazeni koeficijenti su oblika:

20

A _ _1 n+1
= 2y,
2 / 2 /
B, =— (x)-sin P = — [ 0-sin 2dz = 0.
man l man !

0 0

Resenje date parcijalne diferencijalne jednacine je oblika:

2l o~ (-1t t
u(z,t) = — Z (=1 cos leﬂ -sin mlmc
T n

n=1
Q@
Zad. 5.18.
Naéi ono reSenje jednacine:
Ut = Q2Ua:x,
koje zadovoljava grani¢ne:
u(0,t) =0, wu(l,t)=0, 0<z<]

i pocetne uslove:
u(z,0) =7 —x, wux,0)=0.

Resenje.

u(z,t) = Z

n=1

S

v
Zad. 5.19.
Naéi ono reSenje jednacine:
st = 0y,
koje zadovoljava grani¢ne:
u(0,t) =0, wu(l,t)=0, 0<z<]
i pocetne uslove:

u(z,0) =x+a, wur,0)=0, gdeje a= const.

{1 + (—1)"*t! (1 - lﬂ cos m;m~sin ?
7r
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Resenje.
=2 anmt nTT
— = [(_1\nt+1 LQin
u(z,t) = Z e [(—=1)"*'(I + a) + a] cos sin —
n=1
Q@
Zad. 5.20.

Nadi ono reSenje jednacine:

2
Utt = G Ugg,

koje zadovoljava grani¢ne:

u(0,t) =0, wu(l,t)=0, 0<zx</(
i pocetne uslove:

h
—x, 0<z< Zo,
Zo
u(zx,0)
h(f —
(¢ —2) ro<ax </
{— Zo
u(£,t) =0, 0<z<U/L.
Resenje.
2h 2 . nmwxy . NI nmat
U(my t) = m ; Sin 7 Sin 7 CcOS 7
Q
Zad. 5.21.

Naéi ono resenje jednacine:

a2uww:u/t, 0<.’L‘<l7 Ogt,

(5.313)
koje zadovoljava pocetne:

L.
u(z,0) = p(z) = (5.314)

i grani¢ne uslove:

w(0,t) =0, wu(,t)=0 0<t. (5.315)
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Resenje.

3 1
Cn = /msin nlﬂdx + /(l — z)sin ?dx . (5.316)

0 L
2

Za parne vrednosti n konstanta C,, je jednaka nuli, a za neparne

41
m, Zan=1,5,9,...
B, = (5.317)
41
—m, Zan:3,7,11,...
™

41 . T _(%)2,5 1 . 3mx —(%%)2‘54_' (5318)

Zad. 5.22.

Naéi pomeranja tacaka kruzne membrane.
Resenje.

U ovom slucaju Delta operator izrazicemo preko polarnih koordinata, pa je
jednacina (5.15)

0%u  10u 1 &%u

A = —_— _—— e
Y 87‘2+r87‘+7"28<p2

0. (5.319)

Nepoznata funkcija u je u = u(r, ¢, t). U sluc¢aju radijalne simetrije u ne zavisi od
®, pa je u=u(r,t). Za ovaj sluc¢aj polazna jednacina (5.15) dobija oblik

0%u 0%u  10u
5 c? (aﬂ + MT) : (5.320)

Pretpostavimo da je membrana fiksirana po obodu (iz ¢ega slede grani¢ni uslovi),
tj.
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Slika 5.6: Kruzna membrana

u(ro,t) =0, zat>0. (5.321)

Ovde je rp polupre¢nik kruzne membrane. Pored ovog pretpostavimo da je:
— pocetna vrednost pomeranja (pocetni uslov)

u(r,0) = f(r) i (5.322)
— pocenta brzina (drugi pocetni uslov, koji se odnosi na izvod promenljive)

ou

| =90 (5.323)

t=0

Primenimo sada metod razdvajanja promenljivih, polazeéi od pretpostavke da
je
u(r,t) = R(r)T(t). (5.324)
Pod ovom pretpostavkom polazna jednac¢ina (5.320) rastavlja se na dve obicne
diferencijalne jednacine:

17 1 ’
R +-R + KR =0, (5.325)
T+ EG =0, (5.326)

gde je k konstanta, za sada neodredena. U prethodnim relacijama tacka iznad
promenljive oznacava njen izvod po vremenu t, a " izvod po promenljivoj r. Uveli
smo i novu konstantu \? = c2k2.
Posmatrajmo sada prvu jednac¢inu. Uvedimo smenu s = kr (s je nova promen-
ljiva), pri ¢emu je
+ dRds dR

v d ( dR d ( dR\ds ,d’R
= S (RSE) = S (REE) S o2 32
R dr <k ds ) ds (k ds > dr K ds? (5:328)
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Zamenom ovih relacija u jednac¢inu (5.325) dobijamo

&R 1dR
— 4+ -——+R=0. 5.329
ds? * s ds * ( )
Ova jednacina predstavlja Beselovu jednacinu (3.45) (za v = 0), ¢ije je opSte resenje
(3.99)

R= Clj()(S) + CQYQ(S). (5330)

Ovde je Jy Beselova funkcija prve vrste nultog reda, a Yy Beselova funkcija druge
vrste nultog reda.

Kako je pomeranje tacaka membrane u uvek konacéno, Yy — oo kada s — 0
= (3 = 0. Jasno je da je C7 # 0, inace bi bilo R = 0, §to bi bilo trivijalno
reSenje. Uzeéemo, bez gubljenja u opstosti, da je C; = 1, odakle dobijamo

R = Jy(s) = Jo(kr). (5.331)
Na granici r = ryp imamo
u(ro,t) = R(ro)-T(t) =0 = R(rg)=0 = Jo(kro) =0. (5.332)
Beselova funkcija Jy ima beskona¢no mnogo realnih korena (aq, ag, ..., au, ... ), pa
iz jednacine Jo(krg) = 0 sledi
(67
m =krqg = k=—"7=ky,, m=12... (5.333)
To

Sada, zamenom ove relacije, dobijamo
O
R,.(r) = Jo(kmr) = Jo <T’I’> . (5.334)

Kako je
€N =2k = PkE =02, (5.335)

to jednacina (5.326) postaje
T+ MNT=0 = Tn(t) = amcos A\nt + by, sin A, (5.336)

odakle dobijamo
Uy = T (8) Ry (1) = (@ €08 At + by, sin A\ t) Jo (amr> . (5.337)

Odavde dobijamo za resenje u

U= Z Uy = Z (am €os Appt + by, sin A t) Jo <%T) ) (5.338)

r
m=1 =1 0
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Potrebno je da se odrede jos i konstante a,, i b,,. Za njihovo odredivanje ostali su
jos neiskoriséeni pocetni uslovi. Iz prvog uslova (5.322) dobijamo

u(r,0) = niamjo (O:j:r) = f(r), (5.339)

odakle mozemo da odredimo koeficijente a,, kao koeficijente Furije-Beselovog reda,
koji predstavlja razvoj poznate funkcije f(r), pa dobijamo

9 7 .
) /rf(r)JO (Tr) dr, m=12 ... (5.340)
0

7o 0

Na slican nacin dobijamo i koeficijente b,,, iz preostalog uslova (5.323)

ou

o = g(r). (5.341)

t=0

Q

Zad. 5.23.
Elektri¢ni potencijal tackastog izvora u homogenoj izotropnoj sredini zadovo-
ljava Laplasovu jednacinu, koja u cilindricnom koordinatnom sistemu ima oblik

32U+187U+82U70
o2 ror 922

Resiti ovu jednacinu, uz dva grani¢na uslova:
- konstantnost potencijala duz grani¢nih ravni sredine i
- konstantnost strujnog fluksa u pravcu upravnom na grani¢nu ravan.

Resenje.
I u ovom sluc¢aju reSenje potrazimo metodom razdvajanja promenljivih
U= R(r)Z(z).

Zamenom u polaznu jednac¢inu dobijamo dve obi¢ne diferencijalne jednacine:

"

LS

R rR (5.342)
Z _ o
Z b

pri ¢emu je m? neka konstanta. Druga jednaéina je homogena diferencijalna jednagina
drugog reda sa konstantnim koeficijentima, ¢ije je reSenje
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Z(z) = Cre™™* 4 Cye™™2,

Prva jednacina je specijalni oblik Beselove jednacine nultog reda, ¢ija su resenja
Beselove funkcije prve i druge vreste, nultog reda. Beselove funkcije druge vrste
ne odgovaraju prirodi elektricnog potencijala tackastog izvora, koji tezi nuli u
beskonaé¢nosti, pa Ce trazeno reSenje ove jednacine biti oblika

R(r) = Jo(mr).
Konaé¢no resenje je
U(r,z) = [Cre™™ + Caet™] Jo(mr). (5.343)
Posto konstanta m ne moze da uzme sve vrednosti, a s obzirom na ¢injenicu da je u
izrazu (5.342) uvedena kao m?, potrebno je posmatrati njenu promenu u intervalu

(0, 00), pa ¢e se najopstiji oblik resenja (5.343) dobiti integraljenjem po parametru

m
00

U(r,z) = / [Cre™™ + Coet™] Jo(mr) dm.
0

Za odredivanje konstanit C; koriste se napred navedeni grani¢ni uslovi.

Q

Zad. 5.24. Odrediti pomeranja tacaka pravougaone membrane.
Resenge.

U ovom sluc¢aju polaznu jedna¢inu (5.15) predstavimo u Dekartovim koordi-
natama, pa je

0%u o (0%u  9%u
— = — + = 5.344
oz~ ¢ (8:1:2 - 3y2> ’ ( )
uz granicne
uw=0, (na granicama membrane za V¢ > 0) (5.345)
A
Y
b
a x

Slika 5.7: Pravougaona membrana
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i pocetne uslove

ou
a7 = . 5.347
5|, 9(z,y) (5.347)
I u ovom slucaju potrazi¢emo reSenje primenom Furijeove metode
u(z,y,t) = F(z,y)T(t), (5.348)

pa se jednacina (5.344) razdvaja na dve:

17 1
2T F (Fpe + Fyy) = -2 =
T+NT=0 i (5.349)
Frw+ Fyy + V*F = 0. (5.350)

Ovde smo uveli oznaku c?v? = \2. Dalje, pretpostavimo da se i jedna¢ina (5.350)
moze predstaviti u obliku

Fla,y) = X(@)Y(y). (5.351)
Uz ovu pretpostavku, jednac¢ina (5.350) postaje
Y (y) Xuw(®) + X(2)Yyy () + 2 XY =0 = (5.352)
1d°x IS o
- S Y| =—k% :
e T ( R ) (5.353)
Odavde dobijamo
d’°X
KX = 5.354
oz ; (5.354)
aey L,
G Y =0 (5.355)
ReSanja ovog sistema su
X" +kX=0 = X=Acoskx+ Bsinksz, (5.356)
Y +p’Y =0 = Y =Ccospy+ Dsinpy. (5.357)

Grani¢ni uslovi (5.346) postaju
u(,y,t) = X(2)Y (y)T(t)
uly—o = X(0)Y (y)T(2)

Uy = X (@)Y (y)T(t) =

A=0,
= X(a)=0 = Bsinkt=0 =

L
U
>
o
I
U

( 0 = C=0,
ul,_, = X(2)Y/(0)T'(t) = = Y0 =0 = Dsinpt=0 =



5.8 Zadaci 401

Bez gubljenja u opstosti mozemo da uzmemo da je B =11 D = 1, pa dobijamo

mnx nmy

X (x) =sin A Y(y) =sin - (5.358)
a
Sada, za funkciju F' dobijamo
Fr = sin 2% sin "%y (5.359)

Kako je

=k, A=w=cyp2+k? =

ot/ )+ (5) =)'+ ) =

my 2 ny 2
Amm = €0 (;) + (g) . (5.360)
Sada je reSenje jednacine (5.349)
Tinn(t) = Bmn €08 At + B sin Ay t, (5.361)

ba za Upmn ('T'a Y, t) dobijamo

T in "—Zy (5.362)

Umnn (X, Y, t) = (Bmn €08 At + By, SIN Ay t) sin

odnosno, za ukupno reSenje u

u(z,y,t) = Z (Bin €08 Amnt + By, sin Ay t) sin

m=1n=1

T in "—Zy (5.363)

Dakle, resenje je dobijeno u obliku dvostrukog Furijeovog reda. Koeficijente odre-
dujemo iz pocetnih uslova (5.346) i (5.347)

u(z,y,0) = By sin m;rac sin nfzy = f(x,y). (5.364)
m=1n=1
Ako uvedemo smenu -
. nmy
)= 3 Bunsin (5.365)
dobijamo
- mnx
=N K. (y)si , 5.366
o) = 3 sonlypsn ™ (5.366)
pa za fiksirano y dobijamo
? da. (5.367)
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Dakle imamo

b
2
=3 / sm — dy, (5.368)
0
pa dobijamo generalisanu Furijeovu formulu
4 b a
Bun =~ / / F(z,y)sin m;r smn% dady. (5.369)
0
Iz drugog uslova nalazimo
Ju =, . mTT | nmy
B i = mzzl X:I B Amn sin o sin—= = glz,y) = (5.370)
4 b a
%//g(x,y) sin m;r sm%dxd (5.371)
0 0
Q@

Zad. 5.25. Resiti talasnu jednacinu

190%)
2otz 7
pri ¢emu je nepoznata funkceija 1) funkcija skupa promenljivih (r,t), ar = r(r, ¢, 0).
r, ¢ 1 0 su sferne koordinate, ¢ je vreme, a ¢ konstanta.

Ay — (5.372)

Resenge.

Resenje potrazimo primenom metode razdvajanja promenljivih, pretpostavivsi
da je ono oblika
Y(r,t) = P(r)-T(t). (5.373)

Polazedi od (5.373), jednacina (5.372) postaje
T-AP — %P-T: 0,
c

odnosno .
AP 1T

b ar
Kako je leva strana funkcija samo od r, a desna od ¢, to zaklju¢ujemo da ovi izrazi
moraju da budu konstantni, tj.
AP 1

s = = —k. (5.374)

Y
Q
N :
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Dakle, polazna parcijalna diferencijalna jednac¢ina (5.372), primenom ove metode,
razdvaja se na dve diferencijalne jednacine (5.374):

T+w’T=0, (w=ke), (5.375)

AP+ kP =0. (5.376)

Resenje prve jednacine (5.375) (diferencijalna jednacina drugog reda sa kon-
stantnim koeficijentima) je oblika

T = Cy sinwt 4+ Cs cos wt. (5.377)

Posmatrajmo sada jednacinu (5.376). Kako smo pretpostavili da je r funkcija
sfernih koordinata, to ova jednacina moze da se prikaze u obliku (videti oblik Delta
operatora u sfernim koordinatama)

190 (,0P 1 9 (. 0P 1 9P,
- - - 00— ————— + kP =0. 5.378
r2 or (r or ) + r2sin 6 00 (sm 00 ) * 72 sin? 6 Op? N ( )

Pri resavanju ove parcijalne diferencijalne jednacine ponovo primenimo metodu
razdvajanja promenljivih, tj. pretpostavimo da je trazena funkcija P funkcija oblika

P = R(r)-0(0) &(y). (5.379)

Zamenom (5.379) u (5.378) i deljenjem sa ROP dobijamo

1 d [ ,dR 1 d /. de 1 de .,
2R ( m) 20500 (b””’> T eemZgagr T =0 (5:380)

2
Ako pomnozimo ovu jednacinu sa 72 sin? 6, zapazamo da ¢lan el zavisi samo
2
od ¢, dok preostali ¢lanovi zavise od r i §. Na osnovu ovog, kao i u prethodnom
slicnom slucaju, zaklju¢ujemo da je:

1d°0
) .

sin“f d [ ,dR sind d (., dO 9.9 . 9 9
SR TS (25 ) - TS (sing e ) — k 0=— 5.382
R dr(g dr> 0 do(sm d9) roem m, (5:382)

gde je m konstanta.
Iz (5.381) sledi da je funkcija ® oblika

® = C3sinmyp + Cy cos mep. (5.383)

Zamenom (5.383) u (5.380) dobijamo

1 d [ ,dR 1 d /. de 1 oy
() S (eSS ) 4 —— (- K2 = 0.
r2R dr (T dr) * r20sind df (sm > * (=m") + 0
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Pomnozivsi poslednju relaciju sa 72 dobijamo dva sabirka, jedan je funkcija samo
od r, a drugi samo od 6

1d /[ ,dR 2 9 1 d /. dO© m? ]
{Rdr (r dr>+kr}+[95m9d9 (bmedﬂ) sin? @ =0

Ova jednacina se sada razdvaja na dve obi¢ne diferncijalne jednacine:

1 d /. dOe m?
1d 9dR 29 B
R (r dr) + k“r® = const. = [(1 + 1). (5.385)

Prva jednacina (5.384), ako uvedemo smenu cosf = z, svodi se na Lezandrovu
jednacinu (3.21)

’e _ de m?
— 2 _ _ f— =
(1 Z)dz2 2Zdz —|—{l(l+1) 1_Z2}@ 0,
Cije je reSenje oblika

Druga jednacina (5.385), uvodeéi novu funkciju u = R4/r, postaje

Py 1du (1+1/2)
242 2 TR, —
dr? + rdr * l r2 u=0,

a to je Beselova jednacina (3.45), ¢ije je reSenje oblika
u = R\/; = C7Jl+1/2(k7") + 08Yl+1/2(k7°)- (5387)
Na osnovu (5.386), (5.383) i (5.387) mozemo da napiSemo resenje polazne jednacine(5.372)

¥ = (Cy sinwt + Cy coswt) - (C sinmep + Cy cos mep) -

1
[C5P™(cos 0) + CsQ* (cos 9)] - 7 [Crdig1/2(kr) + CsYipq2(kr)] . (5.388)
Konstante C;, (i = 1,2,...,8) odreduju se iz pocetnih i grani¢nih uslova.

5.9 Dodatak

Pri resavanju parcijalnih diferencijalnih jednacina drugog reda od posebnog znacaja
je oblik funkcije f(r), gde je 72 = x;x;, i = 1,2,...,n, n > 1, koja zadovoljava
Laplasovu jednaéinu? :
0% f
A =0, ili d;=——=—=0
1) TG O0x;0x;

201zvodenje ovog uopstenja predlozio je i uradio prof. J. Jarié.
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Kako je
o wm Pr by w,
or; r’' Ox;0x; 1 2’
tada je
af ’ (97“ ’ Tq
or; / <r)53€¢ =7 (r)7,
a2f ” x:ﬂj f’ ZiZj
= £ = |6 — =57
a.’L’Z‘al'j f 7"2 + r |: J 7“2 :|7
’ o df " _ d2f
f (T) - E? f (T) - ﬁ =
" n—1 . df/ —n+1
Af=f ) +—f()=0 = i
f/(r) =Crl ™, C=const. = df= Tnfldr.

Analiza
Razlikova¢emo dva slucaja:
1) zan=2
dr
df=C— = f=Clnr+ D,
T

2)zan>2

C
f=——r*"4+D.
2—n

Napomenimo da se u ovom dodatku koristila konvencija o sabiranju po ponov-

ljenim indeksima.



406 5 Parcijalne diferencijalne jednacine




Glava 6

Numericke metode. Konacne
razlike 1 konacni elementi

6.1 Metoda konaénih razlika

Osnovna ideja metode kona¢nih razlika je u zameni izvoda posmatrane funkcije
njihovim pribliznim vrednostima. U realizaciji te ideje uvode se tacke, odnosno
mreza ¢vorova, u kojima se reSenje trazi.

Osnovnu ideju metode konacnih razlika i njenu realizaciju prikaza¢emo na primer-
ima reSavanja paraboli¢nih, hiperboli¢nih i elipti¢nih parcijalnih diferencijalnih
jednacina.

6.1.1 Metoda konaénih razlika za paraboli¢ne parcijalne difer-
encijalne jednacine

Mreza u ravni xt je skup tacaka (z,,t;) = (zo+nh,to+jk), gde sunij celi brojevi,
(xo,to) referentna tacka, a (z,,t;) se zovu tacke mreze ili évorovi. Pozitivni brojevi
h ik su koraci z it mreze u x it pravcu, redom. Ako su h i k konstante mreza
je uniformna, a ako je h = k onda je mreza kvadratna. Ako se koristi kompaktna
oznaka

Upi = U(Tp, T 6.1
J J
moze da se piSe
i, 1) = = 4 Ok) (6.2)
Un41,5 — 2unj + Up—1,5 2 53“71]’ 2

gde je uveden diferencni operator razlike §2 analogno diferencijalnom operatoru
0?/0x2. Jednagina (6.2) je dvonivoska (po t), jer ukljucuje samo dve uzastopne j
vrednosti.
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Neka je oblast € u ravni zt pokrivena mrezom (z,,t;). Ako se svi izvodi u
parcijalnoj diferencijalnoj jednacini

Liul=f (x,t)eQ (6.4)
zamene njihovim kona¢nim razlikama dobija se jednacina konac¢nih razlika
D[Up;] = fnj (¥, t;) €Q (6.5)

Kazemo da je jednacina (6.4) diskretizovana da bi se dobio oblik (6.5) ¢ije resenje
Un,; priblizno predstavlja nepoznatu u(z,t) u ¢vorovima mreze (2,,t;).

6.1.2 Konzistentnost i konvergencija

Da bi se diskretizacijom dobila dobra aproksimacija, reSenje jednacine (6.4) treba
§to pribliznije da zadovolji jednac¢inu (6.5), kada su h i k dovoljno mali. Pod
lokalnom greskom zaokrugljavanja se podrazumeva razlika

T”j = D[unj} - fnj- (6.6)

Jednacina konaé¢nih razlika (6.5) je konzistentna sa parcijalnom diferencijalnom
jedna¢inom (6.4) ako je
lim 7T,; = 0. (6.7)
k,h—0

Osim konzistentnosti, potrebno je da se ta¢nost pribliznog resenja povecava kada
h,k — 0. Ako je U,; tatno reSenje jednacine (6.5), a u,; resenje (6.4) u tacki
(zn,t;), greska diskretizacije je definisana kao razlika U,; — u,;. Za metodu
kona¢nih razlika se kaze da je konvergentna ako je

h’lllcrgo |Unj — tnj| =0 (2n,t;) € Q. (6.8)

6.1.3 Stabilnost

Neka je U, resenje jednacine (6.5), sa pocetnim vrednostima Uy, i nekim grani¢nim
vrednostima. Neka je V,,; reSenje sistema jednacina konacnih razlika, koji se ra-
zlikuje od (6.5) samo u pocetnim vrednostima, tj. vazi Vo = Uno + Eno, gde je
E,o 7greska”; odnosno pocetna razlika (poremecaj). Moze se pokazati da E,q
propagira, sa rastué¢im j, prema homogenoj parcijalnoj diferencijalnoj jednacini, sa
zadanim homogenim grani¢nim uslovima:

D[E,;] = 0.

Kada se jednacina kona¢nih razlika (6.5) primeni da bi se priblizno odredilo
u(z,T) za fiksno T = t,+jk, jasno je da h, k — 0 zahteva da j — oo. Takode, ako se
jednacina konaé¢nih razlika (6.5) primeni za fiksnu mrezu da bi se priblizno odredilo
u(xn,tj) za rastuce tj, opet se dobija da j — oo. Za parcijalne diferencijalne
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jednacine sa ogranicenim reSenjem, kaze se da je resSenje jednacine konacnih razlika
(6.5) stabilno ako je E,; uniformno ograni¢eno po n kada j — oo, tj. da vazi

|Enjl <M (j>J) (6.9)

gde je M proizvoljna konstanta, a J pozitivan ceo broj. Ako su h i k funkcionalno
zavisni da bi vazilo (6.9), onda je resenje jednacine kona¢nih razlika uslovno sta-
bilno. Stabilnost reSenja jednacine kona¢nih razlika po pravilu zna¢i i njegovu
konvergentnost.

Definisimo i matri¢ni kriterijum stabilnosti. U tom cilju razmatramo grani¢ni
problem sa poc¢etnim uslovom sa N évorova u x pravcu i definiSemo vektor-kolonu
grefaka na nivou j, E; = (E1j,..., En;j)T. Za dvonivosku metodu kona¢nih razlika
greSke na nivoima j i j + 1 su povezane izrazom

E, ., = CE;, (6.10)

gde je C matrica reda N x N. Neka p(C), spektralni radijus matrice C, oznacava
najvecu sopstvenu vrednost matrice C. U tom sluc¢aju moze se formulisati matri¢ni
kriterijum stabilnosti:

dvonivoska metoda konacénih razlika za granicni problem sa pocetnim uslovom
sa ogranicenim reSenjem je (matriéno) stabilna, ako je p(C) < 1.

Matri¢ni kriterijum je neophodan uslov za stabilnost dvonivoske metode konaénih
razlika, a postaje i dovoljan uslov ako je C simetri¢na ili skoro simetricna matrica,
u kojoj su sve sopstvene vrednosti realne.

6.1.4 Paraboli¢ne jednacine - primena na jednacini difuzije

Jednodimenzionalna jednacina difuzije
U = a%Uyy (6.11)

se koristi kao tipi¢na paraboli¢na parcijalna diferencijalna jednacina za koju ¢emo
izvesti odgovarajuéu jednacinu konaénih razlika. Za mrezu (x,,t;) = (nh, jk) pos-
toje vise mogucéih jednacina konacnih razlika, a ovde se navode tri najcesce koriséene
dvonivoske jednacine, Cije se reSenje, koje se zna u koraku j, eksplicitno ili implic-
itno koristi za novo resenje u koraku j + 1:

1) eksplicitna metoda ("razlika unapred”)

Unjs1 = Unj _ 2Unt1j = 2Unj + Un-1j
k h?

(6.12)

ili skra¢eno
Un,j+1 = (1+ réi)Unj (r= a2k‘/h2);
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2) implicitna metoda razlika ("razlika unazad”)

Unj+1 = Unj o2 Un+1,j+1 = 2Un i1 + Un—1,511

A 12 (6.13)
ili skra¢eno
(1 =163 Up j11 = Uy (r = a’k/h%);
3) implicitna (Krenk - Nikolson-ova)®
Un7j+1 - Unj _ CL2 (%Unj + 5§Un7j+1 (614)

k 2 h2

ili skrac¢eno

T T
(1- §5§)Un,j+1 =(1+ §5i>UnJ‘~

Implicitne metode su bezuslovno stabilne sa lokalnim greskama zaokrugljavanja
O(k + h?) za metodu razlike unazad i O(k? + h?) za metodu Krank - Nikolsonove,
dok je eksplicitna metoda uslovno stabilna (r < 1/2) i ima lokalnu gresku zaokrugl-
javanja O(k + h?).

Za dvodimenzionalnu jednacinu difuzije

up = a* (Ugz + Uyy) (6.15)

mreza je (T, Yn,t;) = (mh,nh, jk) 1 Upnnj = Umnj = W(ZTm,Yn,tj). Jednacine,
analogno prethodnim, su:

Upin,j+1 = [L+7(62 + 6:)Umnj (6.16)
[1 — 7’(5926 + 5;)]Umn,j+l = Upmnj (617)
T T
[1— 5(5925 + 6 Umn,j1 = [1+ 5(53 + )| Unnn; (6.18)

Lokalne greske zaokrugljavanja i stabilnost su iste kao u slu¢aju jednodimen-
zionalne jednacine difuzije, s tim da je eksplicitna metoda stabilna za r < 1/4.

Pod uslovom da je stabilna, eksplicitna metoda ima znacajnu prednost nad im-
plicitnom metodom, jer direktno daje resenje korak-po-korak. Implicitne metode,
iako bezuslovno stabilne, zahtevaju inverziju odgovarajuéih matrica u svakom vre-
menskom koraku, odnosno resavanje odgovarajucih sistema jednacina, Sto zahteva
znatno veéi kompjuterski kapacitet.

LCrank-Nicolson
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6.1.5 Eksplicitna metoda konacnih razlika

Sada ¢emo detaljnijom analizom pokazati da vaze izrazi dati za eksplicitnu metodu
konaé¢nih razlika, uklju¢ujuéi procenu greske i uslova stabilnosti. U tom cilju ¢emo
napisati izraze za u; i u,, dobijene razvojem funkcije u(z,t) u Tejlorov 2 red:

k2
u(z,t + k) = u(z, t) + u(z, t)k + ug (2, t)?, (6.19)
odnosno
2
U, jb1 = Unj + U (Tn, t)k + up(zn, tj)?, (6.20)
odakle sledi
Up.it1 — Unj -k
Ui (T, ty) = % —un(zn b5 (6.21)
gde je ug(Zn, fj)g = O(k) lokalna greska zaokrugljavanja.
Izraz za u,, se takode dobija razvojem funkcije u(zx,t) u Tejlorov red:
2
u(z + h,t) = u(x, t) + uz(, t)h + uze (2, t)?—i— (6.22)
h3 N
+ Ugga (377 t)? + Uggaa (-77; t)ﬂ
gde je x < T < x + h; odnosno
h2
u(x — h,t) = u(z, t) — ug(z, )h + uge (z, t)?— (6.23)
h3 h*
— Upea (T, t)g + Uzzas(Z, t)ﬂ
gde je x — h < T < x. Sabiranjem se dobija:
4
Up41,j + Un—1,5 = 2un,j + hQUxx(mna tj) + ﬂ[uxxmt(i'v t) + u:caca:x(ja t)]
odakle sledi:
- un+17j — 2unj + Unflﬁj h2 R -
Uge (Tn, tj) = W2 + Eumm(x,t) = (6.24)
82y
— 3 J + O(h2)

2Taylor Brook (1685-1731), engleski matematicar. Glavno delo mu je ”Methodus incremento-
rum directa et inversa” iz 1715. U njemu daje formulu za razvoj funkcije f(x) za vrednost (z + h)
blisku vrednosti . U ovom radu bavio se i singularnim resenjima diferencijalnih jednacina, a dao
jeijedan od prvih zadataka matematicke fizike: odredivanje oscilovanja zice koja treperi. Razvoj
funkcije u red koristio je i u metodama za numericko reSavanje jednacina viseg reda.



412 6 Numericke metode. Konaéne razlike i konaéni elementi

gde je ¥ < & < . Time je ujedno i pokazano da je lokalna greska zaokrugljavanja
O(k + h?). Sada se moze pokazati da je lokalna greska zaokrugljavanja O(k? + h?)
ako je k = h?/6a?, gde je a koeficijent difuzije. U tom cilju pisemo sledeéi izraz:

n,j — Uny 62 nj k r h2
(Ut . GQsz)nj _ U 7J+1k Unj a2 z}zg J _ §Utt<xmtj) —‘,—anQuwwa(SL‘n,(ﬁéZS)
gde je t; <tj <tji11wxp_1 < Zp < Tpy1. Greska resenja je
k — 2 h2 _ 2
T, = iutt(xmtj) —a Eumm(mn,tj) =O0(k+ h*) (6.26)

ako SU Uy 1 Upzee OgraniCeni. Primenom izraza za Tejlorov red i uslova (u; —
a*uzy)n; = 0 dobija se

Un,j4+1 — Unj 2 5%“%’ k 2 h? 2 4
_ = | 2wy — a2, 0] +0 2
. a 2 {2%:15 a 12uMM y + O(k?) (h%) (6.27)

I _ 2 _ 2 _ 2 _2/.2 _ 4 “ .
jer je uy = aUgy, Uy = @ Uzt = 0°(Ut) g = 0% (A° Uy ) e = A Ugres, 60 pokazuje

2 . .
da se [%Utt — aQ%umm} ~moZe pisati kao
nj

k h?
(a4 — a2> Ugzza (Tn, ), (6.28)

Sto je 0 za k = h?/6a>.

Sada ¢emo da primenimo matri¢ni kriterijum stabilnosti da bismo pokazali da je
eksplicitna metoda stabilna akko r < 1/2. Kao primer ¢emo da koristimo grani¢ni
problem:

U = a*Uyy O<ax<l, t>0
u(z,0)=f(z) O0<z<l1 (6.29)
w(0,t) =u(l,t) =0 t>0

Neka je (zy,t;) = (nh,jk) (n=0,1,...,N;j=0,1,2...) sa Nh =1, i neka
je vektor-kolona Uj; definisan kao

U; = [Uyj,...,Un-14]".
Eksplicitna metoda se moze izraziti u matricnom obliku kao:
U;j;1=CU; (j=0,1,2,...), (6.30)
gde je Ug = [f1, fo, .., fn_1]T, a C tridijagonalna kvadratna matrica reda N — 1

1—2r r 0
r 1—2r T
C= r 1-2r r

0 .oor  1-=2r
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Pretpostavimo da je u vremenskom koraku j uvedena greska E,; u z, (n =
1,...,N —1), tako da redenje jednacine (6.30) postaje U; + E;, gde je E; vektor-
kolona ¢ija je n-ta kolona komponenta F, ;. Tada vazi

Uj+1 + Ej.;,.l = CU] + CEj ili Ej_;,_l = CEj (631)

odnosno posle m koraka
E;1n =C"E; (6.32)
Neka su A1,...,Ay_1 1 Vi,..., Vy_1 sopstvene vrednosti i pridruzeni linearno

nezavisni sopstveni vektori simetricne matrice C. Ako se E; napise kao linearna
kombinacija Vy:

N—1
E; =Y aVi (6.33)
k=1
i ako se iskoristi
CVy =\ Vi (6.34)
dobija se
N-1
Ejfm= > MayVi (6.35)
k=1

Jednaéina (6.35) pokazuje da greska E,; ostaje ogranicena akko je [Ag| < 1 za
k=1,...,N — 1. Znajuéi da su sopstvene vrednosti realne simetri¢ne trougaone
matrice N x N sve u intervalu (p —|2¢|,p+|2q]|), gde je p =1 —2r, ¢ = r dobija se

Amaz = (1 —2r) + |2r| =1, (6.36)

Amin = (1 =2r) — |2r| =1 — 4r, (6.37)
odakle sledi 1 —4r > —1, tj. r < 1/2.

6.1.6 Program

Jednostavnost metode konac¢nih razlika ¢emo ilustrovati racunarskim programom
kojim je reSen problem

U = Uy O0<ax <1 ¢>0, (6.38)
u(z,0) =100sin(rz) 0<z <1, (6.39)
u(0,t) =u(l,t) =0 t>0. (6.40)

Za t = 0,5 rezultat ¢emo uporediti sa taénim reSenjem: u = 100e~™ !sin(r z).

Primena eksplicitne metode se svodi na koriséenje izraza (6.12), dok je za primenu
implicitnih metoda neophodna dodatna analiza. Ako uvedemo tezinski faktor W,
mozemo da napiSemo:

Un.ji1 — Unj = r[(1 = W)62U,; + W2U,, j11] (6.41)
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Sto se svodi na metodu unazad za W = 1, a na metodu Krank-Nikolsonove za
W =0,5. Ubacivanjem konturnih i pocetnih uslova u (6.41) dobijamo tridijagonalni

sistem jednacina:

1+ 2Wr —Wr 0 0 0 U17j+1
—Wr 1+2Wr —Wr 0 0 Us,j+1
0 —Wr 14 2Wr —Wr 0 U37J‘+1 .
0 0 —Wr 14+ 2Wr —Wr UN_27j+1
0 0 0 —Wr 14+ 2Wr UN—l,j+1
D,
D,
_| P (6.42)
Dy_»
Dn_4
gde je
Dy =Upj+ (1 =W)ré2U,; (n=2,3,...,N —2), (6.43)
Dy = Uy + (1 = W)ré2Usj + WrlUs 11, (6.44)
Dy_1 = UNfl_’j + (1 — W)T(;gUNij + WTUN7j+1. (645)

Programi za implicitnu i eksplicitnu metodu su dati u daljem tekstu, kao i
odgovarajudi rezultati. Kod eksplicitne metode koriséeno je deset koraka, a param-
etar r je 1/6, odnosno 1/2, dok je kod implicitne metode W = 0,5 odnosno W =1,
parametar r = 1/2, a broj koraka takode 10.

Rezultati pokazuju najbolje slaganje za r = 1/6, kod eksplicitne metode.

([
_ .
o Ot
o

VK = .005000
.50 NUMERICKI
.000000
.231190
439749
.605263
711529
748146
711529
.605263
439749
231190
.000000

I
o

NNNNNNNNNNNSZF
I |
LN W RO

I
—_
o

TACNO

.000000
.222242
422730
581837
.683991
719190
.683991
.b81837
422729
.222242
.000000

W =1.00

N =10 VK = .005000

T =.50 NUMERICKI TACNO
Z=.0 .000000 .000000
Z=.1 .259880 .222242
Z =.2 494321 422730
4Z=.3 .680375 581837
Z =4 .799828 683991
Z=.5 .840989 719190
Z=.6 799828 683991
Z =7 .680375 .H81837
Z =.8 494321 422729
4Z=.9 .259880 .222242
Z =1 .000000 .000000
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100

200

300

400

500

99001
99002
99003
99004
99005

PROGRAM ildjd

DIMENSION a(101) , b(101) , c(101) , d(101) , u(0:101)
OPEN (1,FILE=’ULAZ’)

OPEN (2,FILE=’IZLAZ’)

pi = 4.*atan(1.)

READ (1,99005) n , vk , w

DO 100 i =0 , n

h=1./n
z = ixh
u(i) = 100.*sin(pi*z)
CONTINUE
l=n-1
DO 300 i=1,1
a(i) = -wxvk*n*n
b(i) = 1. + 2.xwkvk*n*n
c(i) = -wxvk*n*n
d(i) = u(i) + (A-w)*vk*snxn*x(u(i+1)-2*%u(i)+u(i-1))
CONTINUE
CALL tridi(a,b,c,d,1)
t =1t + vk
DO 400 i=1,n-1
u(i) = d(i)
CONTINUE
u(0) = 0.
u(n) = 0.

IF ( abs(0.5-t).GT.vk/2 ) GOTO 200
WRITE (2,99001) w
WRITE (2,99002) n , vk
WRITE (2,99003) t
DO 500 i =0 , n
h=1./n
z = ix*h
WRITE (2,99004) z , u(i) , 100.*exp(-pi*pix*t)*sin(pix*z)
CONTINUE
STOP
FORMAT (’W=’,F5.2)
FORMAT (°N=’,I5,T18,’VK=’,F10.6)
FORMAT (°T=’,F5.2,T18,’NUMERICKI’,T35,’TACNO’,)
FORMAT (’Z=’,F4.1,T13,F13.6,T30,F13.6)
FORMAT (I5,F15.6,F5.2)
END

SUBROUTINE tridi(a,b,c,d,l)
DIMENSION a(101) , b(101) , c(101) , d(101)
DO 100 i =2, 1
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rt = —a(i)/b(i-1)
b(i) = b(i) + rt*xc(i-1)
d(i) = d(1) + rt*xd(i-1)
100 CONTINUE
d(1) = a(1)/b)
DO200i=1-1,1, -1
d(i) = (d(i)-c(i)*d(i+1))/b(1)
200 CONTINUE

RETURN
END
N =10 VK =.001667 N =10 VK =.005000
T =.50 NUMERICKI TACNO 7T =.50 NUMERICKI TACNO
Z=.0 .000000 .000000 Z=.0 .000000 .000000
Z=.1 .222040 1222022 Z=.1 .204463 1222241
=.2  .422346 422311 =.2 .388912 422798
=.3  .581309 581261 =.3  .535292 581835
Z=.4 683370 683314 Z=.4 629273 .683989
Z=.5 718537 718479 Z=. 661657 719188
Z=.6 .683370 683314 Z=06 .629273 .683989
=.7 .581309 581261 =.7 .535292 581835
=8 .422346 422311 =.8 .388912 4227928
Z=.9 .222040 1222022 Z=.9 .204463 1222241
Z=1.0 .000000 .000000 Z=1.0 .000000 .000000

PROGRAM eldjd
DIMENSION u(0:101) , v(0:101)
OPEN (1,FILE=’ULAZ’)
OPEN (2,FILE=’IZLAZ’)
pi = 4.*atan(1.)
READ (1,99004) n , vk
DO 100 i =0 , n
h=1./n
z = ixh
v(i) = 100.*sin(pix*z)
100 CONTINUE
200 DO 300 i=1,n-1
u(i) = v(i) + vk*nknx(v(i+1)-2+v(i)+v(i-1))
300 CONTINUE

t =t + vk
u(0) = 0.
u(n) = 0.

DO 400 i=1,n+ 1
v(i-1) = u(i-1)
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400

500

99001
99002
99003
99004

CONTINUE
IF ( abs(0.5-t).GT.vk/2 ) GOTO 200
WRITE (2,99001) n , vk
WRITE (2,99002) t
DO 500 i =0 , n
h=1./n
z = ixh
WRITE (2,99003) z , u(i) , 100.xexp(-pi*pi*t)*sin(pi*z)
CONTINUE
STOP
FORMAT (°N=’,I5,T18,’VK=’,F10.6)
FORMAT (’T=’,F5.2,T18,’NUMERICKI’, T35, TACNO’,/)
FORMAT (’°Z=’,F4.1,T13,F13.6,T30,F13.6)
FORMAT (I5,F15.6)
END
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6.1.7 Primena metode konacnih razlika na hiperboli¢ne par-
cijalne diferencijalne jednacine - jednodimenzionalna
talasna jednacina

Razmotrimo talasnu jednodimenzionalnu jednac¢inu kao tipi¢nog predstavnika hiper-
boli¢ne parcijalne diferencijalne jednacine:

Ut = CQUmfc (646)

neka je (z,,t;) = (nh,jk) (n,j = 0,1,2...) i s = k/h. Koristi¢emo sledece
jednacine:
Unj+1—2Un; +Unj—1  oUnt1; —2Up; +Up—1;
;2 - E

(6.47)
tj.

(StQUn] = 6252(53[]"]'
za eksplicitnu metodu;

62U, 62U -
6iUy; = *s* 2 ’JH—; oyl (6.48)

tj.
—0282Un,1’j+1 + (2 + 26282)Un’j+1 - C2S2Un+1’j+1 = 4Un] - 2Un,j71 + 6282(52Unj

za implicitnu metodu.

Pri tome su lokalne greske zaokrugljavanja u oba slu¢aja O(k? +h?); eksplicitna
metoda je uslovno stabilna akko ¢?s? < 1, a implicitna je bezuslovno stabilna.
Treba obratiti paznju na uslove u(z,0) = f(z) 1 ut(z,0) = g(z), koji za razliku
od prethodnih, obuhvataju i w¢(z,0), i zadaju se u skladu sa principom da greska
koja se pri tome uvodi ne bude ve¢a od lokalne greske zaokrugljavanja, koja je u
ovom sluéaju O(k? + h?). Ocigledno je taj uslov zadovoljen kod U, = f(x,), jer
je greska jednaka 0. Sto se tice Uy, pretpostaviéemo da je f sadrzano u ¢ i da
(6.47) vazi za t = 0, pa ¢emo primeniti Tejlorovu teoremu

2
wW(Tn, t1) = u(zy,0) + ku(z,,0) + %utt(xn, 0) + O(k®) = (6.49)

= u(xp,0) + kg(x,) + %czf”(xn) + O(K*) = u(,,0) + kg(x,)+ (6.50)

k2c?
+ - [f(@n-1) = 2f(20) + f(2ns1)] + O(k*h* + k%) (6.51)
gde je u poslednjem koraku f”(x,) aproksimirano preko kona¢ne razlike drugog

reda, vidi (6.49). Sada se vidi da je izraz

U — U, kc?
9(@n) = % - ﬁ[f(mn—l) —2f(@n) + f(zn41)] (6.52)
zadovoljen tacnim resenjem u sa greskom O(h? + k?); drugim recima ako izraz
(6.48) odreduje U,; dobija se greska reda veéeg od O(k? + h?).
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6.1.8 Primena metode konac¢nih razlika na elipti¢ne parci-
jalne diferencijalne jednacine

Kod linearnog elipti¢nog konturnog problema, ako se svi izvodi zamene njihovim
kona¢nim razlikama, dobija se sistem linearnih algebarskih jednacina, kao kod
Dirihleovog problema nad domenom Q (0 <z <[;0<y<]!):

Uge + Uyy = f(x,Y) (6.53)

sa grani¢nim uslovom
u=g(z,y) na granici S. (6.54)

Ako se izabere korak mreze h = [/4, dobija se mreza
(T, Ym) = (mhynh) (m,n=0,1,2,3,4). (6.55)
Koriséenjem centralnih razlika dobija se

Um+1,n - 2Umn + Umfl,n Um,nJrl - 2Umn + Um,nfl
h? + h?

= fmna (656)

gde je fon = f(@m,Yn), & Unn = Gmn za m,n =0 ili 4. U tom slucaju se dobija:

4 -1 0 -1 o 0 0 0 O Uy B

-1 4 -1 0 -1 o 0 0 O U, By

0 -1 4 0 0 -1 0 0 O Us Bs

-1 o 0 4 -1 0 -1 0 o0 U, By
0 —1 0 -1 4 -1 0 -1 0 Us | =| Bs (6.57)

0o 0 -1 0 -1 4 0 0 -1 Us Bg

o 0 0 -1 0o 0 4 -1 0 U, Br

o 0 0 0 -1 0 -1 4 -1 Us Bsg

| 0 0 0 0 0 -1 0 -1 4 | [ Uo | | By |

gde je za g = 0, B; = —h2fj. Na osnovu ovog primera vidi se da se za opsti 2D,

linearni, elipti¢ni konturni problem dobija sistem linearnih algebarskih jednacina:
AU =B (6.58)
pri ¢emu vazi sledece:
(1) dimenzije vektora U i B odgovaraju broju évorova u kojima se trazi reenje.

(2) Vektor B je odreden konturnim uslovima i ¢lanovima parcijalne diferencijalne
jednacine koji ne zavise od u.

(3) Matrica A je kvadratna i sadrzi najvise 5 ¢lanova po redu ili koloni koji nisu
0. Sa fiksnim €2, red matrice A je opadajuca funkcija koraka mreze h (korak
veéi, mreza grublja, red A manji). Stoga su sopstvene vrednosti matrice
A (potrebne za iterativno resavanje sistema linearnih algebarskih jednacina)
zavisne funkcije od h.
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(4) Ako konturni problem ima jedinstveno resenje, a h je dovoljno malo, A je
nesingularna matrica, pa sistem linearnih algebarskih jednacina ima jedno
reSenje.

Greska zaokrugljavanja u sluc¢aju da se centralnim razlikama aproksimira Laplasi
jan, uzy + uy, na pravougaonoj mrezi, (&, yn) = (mh,nk), mozemo da izrazimo
kao (ako SU Ugggy 1 Uyyyy Ograniceni):

h? k2 9 9
—EUmm(%yn) — EUyyyy(xm,y) = O(h* 4+ k%) (6.59)
Odatle sledi da ako resenje konturnog problema za Puasonovu jedna¢inu ima izvode
cetvrtog reda = 0, kao §to je u slucaju u = xy, onda je reSenje konac¢nih razlika
tacno.

6.1.9 Nojmanov problem

Razmotrimo sada Nojmanov problem:

Uzy + Uyy = f(z,y) nadomenu Q (6.60)
i 0
a—z =g(z,y) nagranici S, (6.61)

gde je Q pravougaonik 0 < z < a, 0 < y < b. Cvorove mreze ¢emo izabrati tako da
bude Mh =ai Nh=b. Na osnovu (6.61) sledi

—Um—-1n — Um,nfl + 4Umn - Uerl,n - Um,n+1 = _h2fmn7 (662)

pri ¢emu je greska zaokrugljavanja O(h?), m = 0,1,...,M in = 0,1,...,N, a

f(z,y) je definisana i na S. Osnovna karakteristika pri resavanju Nojmanovog

problema je predstavljanje izvoda % centralnim razlikama uvodenjem primarnih

¢vorova (sl. 6.1) koji nisu u évorovima mreze (domena):

Uvis1n — Up—1n = 2hgyn (n=1,2..N — 1) (
Unnit — Unno1 = 2hgmy  (m=1,2..M — 1) (6.64

U_1n —Uip =2hgo, (n=1,2.N—-1) (

Un,—1 — Un1 = 2hgmo (m=1,2...M —1). (

U ¢vorovima mreze, gde je normala neodredena, uzeéemo srednju vrednost dve
najblize okolne normale, $to daje jos ¢etiri grani¢na uslova:

U_1,0 + Uy,—1 = Uio + Up1 + 4hgoo, (6.67)
Um,—1+Unit+1,0 = Upn + Unr—1,0 + 4hgmro, (6.68)
Uvi+1,v *Upm,n+1 = Up—1 N +Unr,n—1 + 4hgun, (6.69)
Uo,n+1 +U_1,v = Up,n—1 +Ui,n + 4hgon. (6.70)
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(x,3,) ©

yA
o o o e] o
o Yy L L . . o
o Yni0 . . . . ° o
e] [] . . . (] . e]
ne—| —»n
o [ [] . . . . e]
Yy 0 . . . . 3 0 (Xypyy ¥y
o Je ° . [ . ) o
o 3 3 3 . >
Xy Xy X3 Xpr1 M x
o e] o o e] o
(xp2,)
Slika 6.1:

Ako sada uzmemo n = N = 2 i g = 0 mozemo da resimo sistem linearnih

algebarskih jednacina AU = B, koji obuhvata jednacine (6.63 - 6.70) i glasi:

-2

-2

SO OO OO O
\
O =

o O O

O OO OOk H—~HO

= O O

0 0
-2 0
0 -2
-2 0
4 -1
-2 4
0 0
-2 0
0 -2

O koo~ O OO

= _ 0 = O 0000

Uy
Us
Us
U,
Us
Us
Uz
Us
Uy

= —h?

f1
f2
3
fa
g
o
f7
s
fo

(6.71)

Posto je suma ¢lanova matrice u svakom redu 0, jedini¢ni vektor kolona C =
[1,1,...,1]T zadovoljava AC = 0. Prema tome jedna¢ina AU = 0 ima resenje
osim nultog, pa je matrica A singularna, $to znac¢i da Nojmanov problem mozda
nema reSenja, a moZe da ih ima i beskona¢no mnogo, oblika U = U* + aC. Del-
jenjem I, ITI, VII i IX reda matrice A i B sa 2, i mnozenjem V reda sa 2 dobija se
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nov sistem linearnih algebarskih jednac¢ina A’U = B':

2 -1 0 -1 0 0 0 0 oOo][uU] [ f1/2 ]
-1 4 -1 0 -2 0 0 0 O Us fo
0o -1 2 0 0 -1 0 0 0 Us fs
-1 0 0 4 -2 0 -1 0 0 Uy fa
0 2 0 -2 8 -2 0 -2 0 Us | =—=h%| 2fs
0 0 -1 0 -2 4 0 0 -1 Us fe
0 0 0 -1 0 0 2 -1 0 Uz fr
0O 0 0 0 -2 0 -1 4 -1 Us fs
. 0 0 0 0 0 -1 0 -1 2] | U | | fo/2 |
(6.72)

Kako u ovom sistemu linearnih algebarskih jednagina vazi A’ = ATiA'C=0,pa
ako resenje U postoji, vazi

B'C = (A'U)'Cc=U"(A'C) =0, (6.73)

. . -~ ’ . . .
§to znaci da je suma clanova B nula. Ovaj uslov je ekvivalentan uslovu

/Qf(x,y)dxdy =0, (6.74)

ako se integral rac¢una trapeznim pravilom u devet uvedenih ¢vornih tacaka (sl.
6.1). Prema tome, ovaj uslov ([, fdQ = [ gds = 0) je dovoljan za postojanje
(nejedinstvenog) resenja sistema A’'U = B'.

6.1.10 Krivolinijske granice

Sada ¢emo pokazati kako se primenjuju konac¢ne razlike na problem

Uzy + Uyy = f(z,y) nad (6.75)

u=g(x,y) na S (6.76)

u slucaju da je S krivolinijska granica domena 2. U svakom ¢voru mreze u €, koji
je okruzen sa ¢etiri ¢vora koja su takode unutar 2, primenjuju se uobic¢ajeni izrazi
metoda konac¢nih razlika. Razmotrimo sada one ¢vorove kod kojih je bar jedan
susedni ¢vor nije u Q, npr. P = (24, ys) sl. 6.2.
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ylk

Ry

Slika 6.2:

Koordinate tacaka r i ¢ na konturi S, koje se dobijaju na horizontali i vertikali
povucenoj iz tacke P, su (2, + ah, yn) 1 (m, yn + Bh), redom, gde su 0 < o, 8 < 1.
Posto je u poznato na S, znaju se i u(r) i u(q). Razvojem u Tejlorov red dobija se:

2

u(P) + ahuy,(P) + %um(}?) +O(h®),

I
—
S
=

Il

u(Q) = u(P) — hug(P) + %21111(13) +O(h?).

Sabiranjem se dobija:

au(Q) = (1 4+ a)u(P) + u(q)

tra(P) = h2ala +1)/2 +O(h).
Analogno tome dobija se:
_ Bu(R) — (1 + Blu(P) + u(r)
Sabiranjem se dobija aproksimacija reda O(h) Puasonove jednacine u P:
v@  U®R) (1 1 Ulq) ur) _»
atl Bl <a+ﬂ> VP e+ Ta+n ~ 2P

Na osnovu izvedenog izraza moze se resiti problem

Uz +Uyy =0 na 2 +y* <1 y>0,
u(z,y) =100 22 +y*=1 y >0,
ulz,y) =0 y=0 —-1l<z<l,

(6.77)

(6.78)

(6.79)

(6.80)

(6.81)

(6.82)
(6.83)
(6.84)

kvadratnom mrezom sa h = 0,5. Zahvaljujuéi simetriji oko y ose, problem se svodi
sa tri na dve nepoznate, jer se domen sa polukruga svodi na cetvrtinu kruga, sl.

6.3.
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Na osnovu grani¢nih uslova dobija se

U00:0,U10:0,U02:100,U(q)leO,U(r)leO,Uu:U,Ll.

[e]

Slika 6.3:

Jedini ¢vorovi mreze gde treba aproksimirati resenje su P(z1,y1) i Q(zo,¥1),
Sto se postize jednacinom konacnih razlika u Q:

Ui +100 —4Upy +U_11 +0=10
Uzimajuéi u obzir grani¢ne uslove, dobija se
2Up1 — Uy = 50.
Kordinate ¢ i r su (v/3h,h) i (h, hv/3) = a = =+/3 — 1, pa se dobija

%+%_ 201 n Ulq) U(r)
V3 V3 V3-1 3-V3 3-8

odakle sledi
(1 — V/3)Uo1 + 2v/3U1; = 200.

Resavanjem prethodnog sistema jednacina, dobija se

Un = U(Q) = W
Vs = U(P) = 50(7 4+ V/3)

14+3v3
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6.2 Metoda konacénih elemenata —
jednodimenzionalni problem

Metoda konac¢nih elemenata je opsta tehnika dobijanja pribliznih resenja grani¢nih
problema. U okviru ove metode domen resenja deli se na konacni broj jednostavnih
subdomena, koje zovemo kona¢ni elementi, a koriséenjem varijacionog principa do-
bija se priblizno reSenje u skupu kona¢nih elemenata. Zahvaljujué¢i ovako opstem
pristupu, metoda konac¢nih elemenata je dozivela veliki uspeh u resavanju gotovo
svih problema tehnike i matematicke fizike.

U ovoj knjizi osnovni koncept metode konaé¢nih elemenata ¢e biti prvo prikazan
i analiziran na primeru jednodimenzionalnog grani¢nog problema elipticnog tipa.
Tako prednosti i primena metode konac¢nih elemenata dolaze do izrazaja kod vise-
dimenzionalnih grani¢nih problema, ipak se sve njene osobine mogu jednostavno
analizirati na primeru jednodimenzionalnog grani¢nog problema. Primena metode
konaénih elemenata na hiperboli¢ne i paraboli¢ne probleme ¢e biti data u konciznoj
formi, za iste jednacine kao u slu¢aju metode konaénih razlika.

6.2.1 Primena metode konaénih elemenata na jednodimen-
zionalni elipticni grani¢ni problem

Veliki broj fizickih problema moze da se predstavi preko dve funkcije ¢ije vrednosti
treba da se odrede, koje éemo zvati promenljivom stanja w i fluksom P. Ove
dve funkcije su povezane konstitutivnom jednac¢inom koja sadrzi sve potrebne
podatke o materijalu u kome se proces odvija. Konstitutivne jednacine su po pravilu
razli¢iti zakoni fizike, ali su uglavnom istog matematickog oblika. Karakteristican
primer, koji ¢emo koristiti kao tipicnu jednodimenzionalnu jednacinu elipti¢nog
grani¢nog problema je elasticno naponsko stanje Stapa, gde je u pomerenje, P
napon, a

(6.85)

konstitutivna jednac¢ina (Hukov® zakon). Dalje, e(z) = du/dz je deformacija, dok
je z koordinata duz ose §tapa, a k modul materijala (Jangov * modul). Jednagina
(6.85) pokazuje da neuniformnost promenljive stanja izaziva pojavu fluksa (napona
P), odnosno da je fluks proizveden u nekoj tacki domena proporcionalan brzini
promene promenljive stanja (u). Proporcionalnost je odredena modulom materijala
k, koji moze da se menja od tacke do tacke. Diferencijalna jednacina problema je,
u stvari, zakon odrzanja za odgovarajucu veli¢inu. Prema zakonu odrzanja ukupni
fluks koji ulazi u svaki subdomen jednak je nuli, odnosno fluks se odrzava. Fluks
moze da ude u deo tela na dva nacina, kao unutrasnji izvor, definisan funkcijom f,

3Hooke Robert (1635-1703), engleski mehanicar, fizicar, astronom i prirodnjak. Poznat po
svojim polemikama sa Njutnom. Ove polemike doprinele su razvoju optike. Model elasti¢nog tela
nosi ime po ovom nauéniku (Hukovo telo).

4Young Thomas (1773-1829), britanski fizicar i egiptolog. Poznat po radovima iz optike.
Takode je znacajan njegov rad u oblasti kapilarnih pojava, ako i u elasti¢nosti. Zanimljivo je
da je saradivao i na desifrovanju egipatskih hieroglifa na kamenu iz Rozete.
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ili kroz spoljnu granicu. Za razlicite fizicke probleme znacenje veli¢ina u, P,k i f je
dato u tabeli 6.1. Za problem koji ovde razmatramo f je zapreminska sila.

NuIpoIs
uoyez rpIY e[ueorjoid yesiyrad oseut nuzoiod zoay
Aolisre(y JOAZ] gsoarl[ysndorq RUIZIE TUQINRIPIH ofuezip( olueonjorg
RSN
uoyez 1soatl[ysndoad syny refouajod Sougrore
Aouomy oluestiyyoERN | RUILIINS[RI(] | [UILIINI[H TUDLIYO[H ofuezip() | eq1IRISOINN[H
eluR)oIy
UoyRZ RIS e[ueOIIIS QUIDIOY epImy
A0SY01§ aysurwaideyz 1SOUZONST A uodeN RUIZIE uoyRy, Elucheyg
ndejs n
UONRZ IOAZT gsoat([posord syny alt81ou0 soatl[posord
A09(TIn g tujorday, oL, tujordoy, | emnjereduwo], | oluezip( eujordoy,
ede)s
uoyRZ oIS mpouw RIS Souorse[o
AONY aysurwaxdey, AoSuep uodeN oluerowoq vZIJOUARY R[TORULIO(T
nY— =0 I Y 0 n rlURZIPO werqoxd
ouryeupal LIOAZ] mpout syng e[ue)s doung 2IZI
QUATIINIIISUOY] rureltoey RAT[[UOWIOIJ

Tabela 6.1



6.2 Metoda konaénih elemenata — jednodimenzionalni problem 427

Promenljiva stanja u (pomeranje) mora da bude neprekidna funkeija po z, a
takode i da ima zadatu vrednost na granici domena, tj. u dve krajnje tacke kod
jednodimenzionalnog problema.

Definisimo sada jednodimenzionalno telo (Stap) na domenu 0 < z < [, sl. 6.4.
Neka je stap napravljen od dva materijala, jednog na 0 < z < z;, i drugog na
z1 < z <1, sl. 6.4. U tacki z; modul materijala k£ ima jednostavan prekid, ali je
neprekidan levo i desno od nje. Raspodela (funkcija) unutrasnjih izvora f(z) takode
ima prekid u tacki zo, sl. 6.4, gde deluje koncentrisan izvor jacine f , predstavljen
Dirakovom delta funkcijom, kao i u tacki z = 23 u kojoj imamo jednostavan
prekid u raspodeli izvora. Prema tome podela Stapa na cetiri subdomena €;, 1 =
1,2,3,415 ¢vorova z; = 0,1, 2, 3,4 je prirodna, jer su sve veli¢ine unutar subdomena
neprekidne, a prekidi tih veli¢ina su u ¢vorovima.

Pozabavimo se sada nekim osnovnim pojmovima matematicke fizike:
(1) fluks mora da se odrzi u svakoj tacki tela (Stapa).

Neka je z proizvoljna tacka u nekom subdomenu i unutar oblasti a < zZ < b, sl.
6.4b. Fluksevi na granicama ove oblasti su oznaceni na sl. 6.4b strelicama, a oblast
sadrzi 1 unutrasnje izvore jacine f(z). Prema zakonu odrzanja je

b
P() - P(a) = / £(2)d=. (6.86)

(2) Fluks je neprekidan u svim tatkama subdomena.
Grani¢na vrednost izraza (2) kada a — z~ i b — z1 (granice a i b se sazimaju
u tacki z), glasi

lim P(b) — lim P(a) =0, (6.87)

b—zt a—z—

jer je f(z) ogranicena funkcija unutar oblasti a < z < b. Ako se uvede pojam
funkcije skoka u z

IP())) = lim P(b)— lm P(o) (6.88)
mozemo da piSemo
| P(2)[] =0, (6.89)

¢ime se kaze da je, ako nema skoka, fluks neprekidan u svim tackama unutar sub-
domena €;, i =1,2,3,4.
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fluks kontinualno
rasporedenih izvora

fz)* / f 8 (z-z,) = fluks tackastog izvora

— k=F, k =k, >z

diskontinuitet modula

“—Q,—re—Q, - Qs Q,—»
z=2,=0 z, 2, z, z,=1
(@)
~——
f

(b)
N
f
o, o(a)
p— —p » <2
«a#
z2=2,=0
(c)
Slika 6.4:

(3) Jednacina problema je obi¢na diferencijalna jednacina drugog reda.
Posto je f ( ) u (2) neprekidna, to je prema teoremi o srednjoj vrednosti integrala

ff (2)dz=(b—a)f(&), gde je a < & < b, a f(§) srednja vrednost f(z) u intervalu
(a,b). Sledi da je
P(b) — P(a) = (b—a)f(), (6.90)
odnosno
e (13]

Kako je f(z) neprekidna to je

lim —>z_+f(£) f( )7
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a takode i ) Pla)  dP(2)
— - P(a) z
fimy 2+ b—a dz’
pa sledi jednacina balansa
dP(z)
= . 6.91
2= () (6.91)

Zamenom konstitutivne jednacine (6.85) u jednacinu balansa (6.91) dobijamo obi¢nu
diferencijalnu jedna¢inu posmatranog jednodimenzionalnog elipti¢nog grani¢nog

problema:
d du(z)
Cdz {k(z) dz ]

U tackama gde je materijalni modul &k neprekidan, jednac¢ina (6.92) moze da se
napise kao linearna diferencijalna jednac¢ina drugog reda

= f(2). (6.92)

ot

= f(2). (6.93)

(4) Razmotrimo sada ¢évorove gde postoje prekidi, pocevsi od z = z3. Pokazali
smo da skok fluksa ne postoji:

[[P(z3)[] =0 2= 23. (6.94)

S obzirom na prekid integranda ovde ne moze da se primeni teorema o srednjoj
vrednosti; ku’ je neprekidno u z3, ali je (ku’)’ nedefinisano. Prema tome u z = z3
nemamo diferencijalnu jednacinu!

U tacki (¢voru) z = z; gde je f neprekidno, ali je k prekidno, uslov nultog skoka
fluksa takode vazi, [| P(z1)|] = 0. Jednacina (6.91) je zadovoljena, ali kako k(z)
nije diferencijabilno u z; jednacina (6.92) se ne moze transformisati u (6.93).

(5) U tacki z = 29, gde deluje koncentrisana sila f = fé(z — 23), jednacina
balansa fluksa za oblast oko zo glasi

b b b
P(b) — P(a) = / F(2)dz = / F(2)dz = / Fols — 2)dz (6.95)

gde je f glatki deo od f. Na isti nacin kao u prethodnom slucaju dobijamo neho-
mogen uslov skoka (limes integrala po f je 0):

1P(z2) | =f za 2=z (6.96)

gde f ne zavisi od a i b. Upravo zbog toga ne mozemo da dobijemo diferencijalnu
jednacinu u z = z».

(6) Konacno, razmotrimo grani¢ne uslove, odnosno uslove u tackama z = zg i
z = z4. Realno, svi fizicki sistemi moraju da imaju medudejstvo sa okolinom, §to je
obi¢no ukljuceno u jednacine sistema zadavanjem vrednosti fluksa ili promenljive
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stanja na granicama tela. Prema tome, u opStem slucaju, priblizno modeliranje
okoline tela je neophodno da bi se definisali grani¢ni uslovi.

Na sl. 6.4c., prikazana je mala oblast Stapa koji sadrzi levu granicu, gde je fluks
definisan kao Py. Fluks u ovoj oblasti je odrzan ako je

Pla) — P(0) = / F(2)dz, (6.97)

jer se u grani¢nom slucaju, kada a — 0, dobija P(0) = Py. Kada definisemo fluks u
grani¢nim ta¢kama, moramo da imamo u vidu da je neophodno znati pravac brzine
promene pomeranja u tim tackama, da bi se znalo da li fluks ulazi ili izlazi iz tela.
Drugim rec¢ima definisemo

ko)~ _ p, (6.95)
*k(l)dzg) =Pp, (6.99)

gde su du(0)/dz i du(l)/dz otigledno izvodi sa jedne strane.

U mnogim slu¢ajevima fluks na granici je poznat, pa jednacine (6.98) i (6.99)
postaju grani¢ni uslovi. Za jednacine drugog reda kao Sto je jednacina (6.93),
graniéni uslovi (6.98) i (6.99), koji sadrze prvi izvod nepoznate u zovu se prirodni
granicni uslovi. U nekim drugim slu¢ajevima za grani¢ni fluks se pretpostavlja da
je proporcionalan razlici vrednosti promenljive stanja na granici i njene vrednosti
na nekom rastojanju u okolini, $to zahteva upros¢enu konstitutivnu jednacinu za
okolinu. Npr. za z = zg = 0 ovaj uslov je oblika

Py = po[u(0) — uo, (6.100)

gde je po poznata konstanta koja zavisi od modula materijala okoline, a ug poznata
vrednost promenljive stanja okoline. Zamenom jednacine (6.100) u (6.98) dobija se

£(0) 22— py[u(0) — uo). (6.101)

Kako se ovde opet pojavljuje v/(0) (6.101) je takode vrsta prirodnih grani¢nih uslova
za jednacinu (6.92).

Izbor grani¢nih uslova u nekom grani¢nom problemu je, naravno, uslovljen nje-
govom fizickom prirodom. Za elasti¢ne deformacije Stapa izbor se svodi na:

- esencijalne granicne uslove, kojima je zadana vrednost pomeranja u na granici,

- prirodne grani¢éni uslove, kojima je zadana: (a) vrednost napona na granici,
jednacina (6.98) i (6.99) ili (b) linearna kombinacija napona i pomeranja na
granici, jednacina (6.101).
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Treba uociti da u slu¢aju kada problem zahteva graniéni uslov po naponu (fluksu)
na obe granice, onda zadata vrednost napona granice mora da zadovolji uslov glob-
alnog odrzanja:

l
P+ Py= [ f(z)d. (6.102)
/

Sada mozemo da formuliSemo opsti fizicki problem:

—% [k(z)dz(;)} =f(z) zeQi, i=1,23/4, (6.103)

sa uslovima skoka u tackama prekida
[P)1=0, [[P()I=Ff i [[P(z)]]=0 (6.104)

i grani¢nim uslovima

u(z) = up ili za z=0iliz=1

P(z)=-h za z=10

P(z)=n za z=1 (6.105)
P(z) —pou(z) = —poug za z=0

P(z) —pu(z) = —pug  za z=1.

6.2.2 Varijaciona formulacija

Klasiéno predstavljanje grani¢nog problema jednacinama (6.103)-(6.105) zahteva
regularnost reSenja koja je za veéinu problema suvige jaka. Osim toga, sama
jednacina (6.103) nije zadovoljena u tackama prekida z1, 22, 23, pa je za prakticne
potrebe numerickog resavanja sasvim dovoljno primeniti slabije uslove za funkciju
u i njene izvode. Takva formulacija problema zove se slaba ili varijaciona, a vazi
i u slu¢aju neglatkih podataka i resenja. Naravno, ako postoji glatko ("klasi¢no”)
reSenje problema, ono je istovremeno i reSenje slabog problema. Prema tome,
ne gubi se nista, a dobija se moguénost reSavanja neregularnih problema, koji su
najces¢i u praksi. Osim toga, treba imati u vidu da je ¢ak i regularne probleme,
narocito ako su vrlo slozeni, ¢esto jednostavnije opisati neregularnim matematickim
modelom.

Varijaciona formulacija polazi od zahteva da se nade funkcija v takva da su
diferencijalna jednacina (6.103) i grani¢ni uslovi (6.105) zadovoljeni u smislu pon-
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derisanih srednjih vrednosti:

! !
/ —(ku')'vdz :/ fvdz (6.106)
0 0
! ! !
/ —(ku')'vdz :/ —(k‘u’v)’dz—I—/ ku'v'dz = (6.107)
0 0 0

1
1

+/ ku'v' dz.
o o

U izrazu (6.106) v je tezinska funkcija od z koja se dovoljno dobro ponasa da bi
integrali u (6.106) imali kona¢nu vrednost. Skup svih tezinskih funkcija ozna¢i¢emo
sa H. Sada dajemo kompaktnu formulaciju problema:

— ku'v

/l[(ku/)/ + flvdz=0 za wveH, (6.108)
0
u(0) =up u(l) = . (6.109)

Ako su u i v dovoljno glatke funkcije (bar u subdomenima), parcijalnom inte-
gracijom dobijamo:

!
! !
/ —(ku') vdz :/ ku'v'dz — ku'v (6.110)
0 0

0

Imajuéi u vidu konstitutivnu jednac¢inu (6.85), mozemo ku’ da zamenimo sa P, a
zamenom (6.110) u (6.108) dobija se

! ! !
/ ku'v'dz = Pv —|—/ fvdz. (6.111)
0 o Jo

Resenje u pripada skupu H, koji zovemo klasa probnih funkcija.  Funkcije ove
klase obavezno zadovoljavaju esencijalne grani¢ne uslove, a prirodni grani¢ni uslov
se automatski pojavljuju u varijacionoj formulaciji ovog problema. Treba imati
u vidu da su tezinske funkcije jednake nuli u tackama gde su zadati esencijalni
granicni uslovi.

S obzirom da se funkcije w i v pojavljuju u jednacini (6.111) mozemo da ih
biramo iz iste klase dopustivih funkcija

H=H=H" (6.112)

Posto v moze da bude ma koja iz skupa dopustivih funkcija, razmotri¢emo vari-
jantu da bude v = v(= w). Radi jednostavnosti razmatrac¢emo slucaj k =const.
Ocigledno je da H! predstavlja klasu funkcija w, gde ”1” ozna¢ava da svi njeni
¢lanovi imaju izvode reda 1, ¢iji su kvadrati integrabilni u 0 < z < I

/l(w’)zdz < 0. (6.113)
0
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6.2.3 Galerkinov postupak

Polazimo od slabe (varijacione) formulacije (6.111) koja vazi za sve funkcije v € H*.
Pored veé pomenutih, H! ima i sledeée osobine:

- H! je linearni prostor funkcija,
- H' je beskonaéno dimenzionalan.

Pod pojmom ”linearni prostor” podrazumevamo da je linearna kombinacija
funkcija iz H! takode funkcija iz H'. Znaéi, ako su v; i vy tezinske funkcije,
onda je i av; + PBvs tezinska funkcija. Pod pojmom ”beskona¢no dimenzionalan”
podrazumevamo da je za odredivanje funkcije v u prostoru neophodno odrediti
beskona¢no mnogo parametara.

Pretpostavi¢emo da je dat beskonaéni skup funkcija ¢;(2), ¢2(2)... u H!, sa
osobinom da svaka tezinska funkcija u H' moze da se izrazi kao linearna kombinacija
funkcija ¢;(z)

oo
v(z) =Y Biti(2), (6.114)

i=1
gde su 3; konstante, a red (6.114) konvergira u ” H! smislu”. Skup funkcija P; koje
to zadovoljavaju obezbeduje bazu H', pa se takve funkcije zovu bazne funkcije.

Ako umesto beskona¢nog uzmemo konacan broj ¢lanova reda N, dobijamo aproksi-
maciju vy funkcije v

N
un(2) = Bidi(2). (6.115)
=1

Ako je vy dato izrazom (6.115), onda vy konvergira ka v u ” H* smislu”, ako je

l

lim (v —vly)*dz = 0. (6.116)
N—oo [
N baznih funkcija {¢1, @2 ... ¢n } definiSe N — dimenzionalni potprostor HW) pros-

tora H', jer je svaka funkcija ¢, 5 = 1,..., N ¢lan H'. Takode, pretpostavljamo da
su funkcije ¢; linearno nezavisne. U tom sluc¢aju formulisemo Galerkinov ° postupak
kao trazenje pribliznog resenja jednacine (6.111) u kona¢no-dimenzionalnom pot-
prostoru H™) prostora H' dopustivih funkcija (umesto u celom prostoru H'). Zna-
¢i, umesto da razmatramo beskona¢no-dimenzionalni problem (6.111), trazi¢emo
priblizno reSenje oblika

N
un(z) = Zai@(z) ¢i(z) e HNV), (6.117)

STameprun, Bopuc I'puropnesuu (1871-1945), ruski nauénik. Njegovi radovi doprineli su
razvoju teorije elasti¢nosti.
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koje zadovoljava (6.111) ako se H! zameni sa HW)  a «; su stepeni slobode aproksi-
macije. Sada mozemo da formuliSemo varijacionu postavku pribliznog problema:
naéi funkciju uy € HN) tako da vazi

!
!
+/ fonydz zasve vy e HIY. (6.118)
0
0

!
/ ku/yvly dz = Poy
0

Zamenom (6.115) 1 (6.117) u (6.118) dobija se

l

! N (N ! N
/0 k <Z ﬁszz‘) Db | dz= P (i)
i=1 j=1 i=1

odnosno

N N 1
>0 ( 3 [ weid dza; - Pos
i=1 1 V0

1 N
+/Of;6i¢idz, (6.119)

0

l
l
_/f¢idz =0, zaVp, (6.120)
0
0

za proizvoljno ;.
U sazetom obliku ovaj izraz moze da se predstavi na slede¢i nacin

N N
> B | Y Kijo; — Fi | =0, (6.121)
i=1 j=1
gde je
l
Ky = [ kot dz (6.122)
0
l
F; = Pg; g+/ foidz. (6.123)
0

K;; je matrica krutosti problema za bazne funkcije ¢;, reda N x N, a F; je vektor
optereéenja za iste bazne funkcije, reda N. Posto su vrednosti 3; proizvoljne, da
bi jednacina (6.121) bila zadovoljena mora da vazi

N
ZKijaj:Fi i=1,2,...,N. (6.124)

=1

Posto smo funkcije ¢; izabrali da budu nezavisne, to su i jednacine (6.124)
nezavisne, pa je matrica K;; invertibilna, i koeficijenti a; postaju

aj = (K)i ' F. (6.125)
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Kada su dobijeni koeficijenti o; poznato je i pribliZzno reSenje uy na osnovu
jednac¢ine (6.117). Prema tome, Galerkinov metod je vrlo moéna alatka, ali samo
ako postoji (sistematska) tehnika konstruisanja baznih funkcija ¢;. Stoga je veliku
primenu Galerkinov postupak dobio tek uvodenjem metode kona¢nih elemenata,
kao §to ¢e biti pokazano u daljem tekstu.

6.2.4 Bazne funkcije konac¢nih elemenata

Postoje znacajne teskocCe pri izboru baznih funkcija, jer osim da su ¢lanovi pros-
tora HJ nezavisni, nista drugo se ne zna. Situacija se komplikuje sa poveéanjem
broja dimenzija grani¢nog problema, jer se pri tome znatno usloznjavaju grani¢ni
uslovi. Ako se jo§ ima u vidu zavisnost reSenja i uslovljenost kona¢nog elementa,
od izabranih ¢;, onda je jasno da je za prakti¢nu primenu Galerkinovog postupka
izbor baznih funkcija od presudnog znacaja. Da bismo pokazali kako se dolazi do
baznih funkcija razmotri¢emo homogenu diferencijalnu jednacinu

(k') =0 zeQ =[-h/2,h/2, (6.126)

Tac¢no resenje jednacine (6.126) je

ku+ Ciz+Co = 0. (6.127)

Ako uvedemo grani¢ne uslove
u=wu; za z=—h/2 (6.128)
u=uy1 za z=h/2, (6.129)

dobijamo za konstante C i Cy:

k
Cl = —E(Ui_;,_l — ’LLZ) (6130)
k
Co = —5(’&1 + Uz’+1), (6131)
pa je tac¢no reSenje:
1 2z 1 2z
=1+ 2w+ (-2 ) w 132
u 2<+h)uz+1+2< h)u‘ (6.132)
2
Ako sada uvedemo bezdimenzionalnu koordinatu £ = f (za z = —h/2, £ = —1;
z="h/2, £ =1) sledi:
—[ 11— 1 i
u=[11-¢ 301+ ] [ s ] (6.133)
Ako uvedemo oznake ¢ = 3(1 — &) i 2 = (1 + &) i nazovemo ih inter-

polacijskim funkcijama elemenata, mozemo da uo¢imo da one definiSu linearnu
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interpolaciju pomeranja u (promenljiva stanja) izmedu ¢vorova ¢ i ¢ + 1 sistema,
odnosno 1 i 2 elementa, sl. 6.5. Lako je uoc¢ljivo da ove funkcije imaju vrednost 1
na jednom kraju, a 0 na drugom.

v, V)

v

Slika 6.5:

Takode, jasno je da su ove funkcije linearno nezavisne i da su neprekidne na
granicama elemenata. Ovo drugo sledi iz ¢injenice da dve bazne funkcije, konstru-
isane iz dva susedna odsecka interpolacijske funkcije u ¢voru, imaju ordinatu 1 u
odgovarajuéem ¢voru.

Posmatrajmo sada nehomogenu diferencijalnu jednacinu sa konstantnim ¢lanom:

(ku') = Cs. (6.134)

Ova jednacina fizicki odgovara problemu elasti¢nog naponskog stanja sa konstant-
nom zapreminskom silom.
Taé¢no resenje jednacine (6.134) je

1
ku + §sz2 +Ciz+Co=0. (6.135)

Formalno mozemo smatrati da je Cy nepoznata, a da je zadana, osim grani¢nih
vrednosti, jos i vrednost pomeranja u u nekoj tacki intervala, recimo sredini.
Granicni uslov stoga glase:

u=wu;—; za z=—h/2 (6.136)
u=u; za z=0 (6.137)
u=1uj+1 za z=h/2. (6.138)

Zamenom grani¢nih uslova (6.136)-(6.138) u jednacinu (6.135) i resavanjem po
Cy, C1 i Cy dobija se

Co = —kuy, (6.139)
k

G = _E(ui-‘rl —Ui—1), (6.140)
2

G = —(*)Zk(uz‘ﬂ — 2u; + ui—q). (6.141)

h
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Zamenom (6.139)-(6.141) u (6.135) dobija se, uz uvodenje £ = 2z/h

Ui—1
u=[-30-¢ -9+ 0+9 ]| w |. (6.142)

Ui41

Sada mozemo da uvedemo 11 = —2£(1—¢), ¥o = (1-&)(14) i ¢35 = 2£(1+),
tj. kvadratne interpolacijske funkcije, sl. 6.6.

A(S) v,(€) AGS)

2 3
Slika 6.6:

Na isti nac¢in mogudée je uvesti i interpolacijske funkcije visih redova, odnosno
u opstem sluéaju moze se primeniti Lagranzova interpolacija na intervalu [—1, 1],
gde smo usvojili bezdimenzionalni koordinatni sistem & = 2z/h u slu¢aju da su svi
elementi iste duzine h. U opstem slucaju bezdimenzionalna koordinata £ se uvodi

izrazom

2 —
e (Gnta) (6.143)
Rk+1 — 21

u skladu sa oznakama na sl. 6.7.

1 2 3 4 k R+l
£=-1 0 &=+1

Slika 6.7:

U opstem slucaju i-ta Lagranzova interpolacijska funkcija k-tog stepena glasi:

o (&) —8&) - (E &) — i) - (€= &)
vile) = (G —&) (& —&) - (& —&—1)(& —&it1) - (& — Eht1) (6.144)

Ocigledno je da vazi

1 za 1=73

wl(fj) = { 0 za Z#] ’ (6145)
odakle sledi da su funkcije 1); linearno nezavisne. Ovih k + 1 funkcija definisu bazu
skupa svih polinoma k-tog i nizeg stepena, pa kazemo da je baza 1; kompletna, §to
znaci da bilo koji polinom stepena k (ili nizeg) moze da se predstavi Lagranzovim
interpolacijskim funkcijama na jedinstveni na¢in. Drugim re¢ima, Lagranzove in-
terpolacijske funkcije mogu da se upotrebe kao bazne funkcije kona¢nog elementa.
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Primer:

zak=1 (& =-1,&=1)

= 6'517 5522 ;(1 -9 (6.146)
ve = é“fz —5511 - %(1 +8), (6.147)
sk =2 (& = —1,6 = 0,8 = 1)
o= ((5 52;55 63)) - - T ; 15(5 1) (6.148)
V2= (g - 23%2 —ggi) 4 +11()_(1) b _ =(1-¢? (6.149)
vs = (g — Zgg?, gz) (g; ?5 = %5(1 +£). (6.150)

6.2.5 Greska interpolacije

Greska Lagranzove linearne interpolacije moze da se odredi kao razlika vrednosti
funkcije koju interpoliramo ¢ i Lagranzove interpolacijske funkcije gp:

E=g—gn. (6.151)

Posmatrajmo proizvoljni element Q.(z) odreden u mrezi sa z; < z < z;41 i
razvijmo greSku E u Tejlorov red unutar elementa u okolini proizvoljne tacke Z:

E(z) = B(2) + E'(2)(2 — 2) + 2E”(C)(z -z (6.152)

gde je ¢ € [z,2]. Pri tome je E(z;) = E(z;+1) = 0. Izaberimo sada Z kao tacku gde

je greska maksimalna, tako da vazi E'(z) = 2)
E(z) = E(2) + %E"(C)(z —z)2 (6.153)
Sada za z uzmemo onu grani¢nu tacku koja je bliza z, npr. z;:
E(=) = E(5) + %E”(C)(zi _E52—, (6.154)
odakle sledi apsolutna vrednost greske
BE)| = 5 1B"(Q)] (5~ 2. (6155)

Kako je zj4+1 — 2z; = h, bice |z — z| < h/2, pa sledi

h?

g 12"l (6.156)

[E(2)] < =
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Posto je u pitanju linearna interpolacija za drugi izvod se dobija:
E'=¢"—gl=4¢", (6.157)

pa se zamenom u (6.156) i trazenjem maksimuma po svim elementima dobija:

h2
max |E(z2)| < ~g max 19" (2)] . (6.158)

Posto je drugi izvod funkcije g ogranicen, ¢” < ¢ < oo, dobija se konacno
|E||0o = max |E(2)| < Ch?, (6.159)

gde je C konstanta nezavisna od h. Analognim postupkom se u slucaju Lagranzove
interpolacije k-tog stepena dobija

|E||oo < ChEFL, (6.160)

Posto u opstem slucaju Tejlorov red sadrzi ¢lanove svih stepena do k, neophodno
je da interpolant, a takode i interpolacijske funkcije svakog elementa, mogu da pred-
stave svaki od tih ¢lanova. Na primer, ako interpolacijske funkcije sadrze nezavisne
¢lanove proporcionalne 29 (const), 22,23, ..., 2%, ali ne sadrze ¢lan proporcionalan
2!, greska ¢e biti proporcionalna h, umesto h**!. Ako nedostaju konstante u in-
terpolacijskim funkcijama, konvergencija izostaje. Prema tome, veoma je bitno da
skup interpolacijskih funkcija sadrzi kompletne polinome.

Pri odredivanju greske pretpostavili smo da funkcija g ima (neprekidne) izvode
reda < k. Ako medutim, funkcija g ima izvode samo do reda s, 0 < s < k, ma
koliki da je stepen interpolacije k, samo prvih s ¢lanova interpolacijskog polinoma
¢e ucestvovati u pribliznom predstavljanju g, pa je umesto izraza (6.160) greska
definisana izrazom

max |g(z) — gn(z)| < Ch®. (6.161)

Jasno je da greska ne moze da se smanji povecanjem stepena interpolacijske
funkcije, ali jo§ uvek moze smanjivanjem koraka mreze h.

Konaé¢no, dajemo primer interpolacije konac¢nih elemenata; za funkciju g(h) =
sin(7) na intervalu 0 < z < 1, pomoéu dva kvadratna elementa, sl. 6.8. Cvorovi su
z =0;0,25;0,5;0,75; 1, a vrednosti funkcije u évorovima g(z) = 0;0,707; 1;0,707; 0,
tako da je interpolant g (z) = 0,707¢2(2) + ¢3(z) + 0, T07¢4(2).
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1.0 —

0.75 —

0.50 — 4

0.25 —

o 0
Cvorovi 1

z=0

Slika 6.8:

Da bismo procenili gresku, uo¢imo da je max|g”(z)| < 72, pa je

9(2) = gn(2)| < CR®, gdeje C=n°/48.

6.2.6 Aproksimacija kona¢nim elementima

Sada mozemo da podelimo domen 2 na odreden broj subdomena 2, duzine h,
(3" he = 1), koje éemo da zovemo konacni elementi, kao npr. na sl. 6.8. Pret-
postavimo da je koncentrisani izvor u f, prikazan na sl. 6.4, smeSten u z = Z
(= z nasl. 6.4). Tada fluks P = ku' ima skok [| P[] = f u z. S druge strane,
funkcije oblika elementa imaju neprekidne izvode pa ne mogu da obuhvate takav
skok. Stoga mrezu konacnih elemenata treba konstruisati tako da svi diskontinu-
iteti (prekidi, skokovi) budu uvek u évorovima. Tada ¢lanovi kao §to je fvh(é), koji
predstavljaju skok, ne ulaze u lokalne jednac¢ine koje opisuju (priblizno) ponasanje
unutar elementa.

Razmotrimo sada izbor funkcija oblika v§. Teorijska razmatranja omogucava-
ju primenu funkcija oblika bilo kog stepena, uz porast ta¢nosti resenja kod veceg
stepena funkcije. Medutim, prakti¢ni razlozi nas upuéuju na koriséenje linearnih ili
kvadratnih elemenata, jer se time izbegavaju komplikacije u formulaciji kona¢nih
elemenata.

6.2.7 Odredivanje matrica kona¢nog elementa i
matrica sistema konacnih elemenata

Za svaki kona¢ni element (subdomen) Q; izmedu évorova Sy i So vazi

Sa Ss
ku'v'dz = fvdz + P(S1)v(S1) — P(S2)v(S2), (6.162)
S1 S1
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gde je P(S;) fluks u évorovima S7, .S, koji je prirodni graniéni uslov.

Razmotrimo tipi¢ni konac¢ni element . sa ¢vorovima S{ i S§. Varijaciona
formulacija jednac¢ine (6.162) za konaé¢ne elemente 2., nezavisno od grani¢nih uslova
uz=01z=1glasi

S 5
/S R(uf) (o) dz = [ Fufdz+ P(S90(S5) — P(SS0E(S5),  (6.163)

e e
1 Sl

gde su uf i v§ ograni¢enja za uy, i vy u Q. Vrednosti fluksa P(S¢) i P(S5) su tacne,
a ne priblizne, i predstavljaju prirodne grani¢ne uslove u ¢vorovima S7 i S§.

Treba napomenuti da je jednac¢ina (6.163) data za globalnu z koordinatu, a ne
za lokalnu ¢ koordinatu kako se inace radi, da bi se lakSe pratio proces nastanka
globalne matrice krutosti i vektor optereéenja. Inace se matrice krutosti i vektor
optere¢enja odreduju u lokalnom koordinatnom sistemu, a zatim transformacijom
koordinata prevode u globalni koordinatni sistem, zajednicki za sve konacne ele-
mente.

Uocimo da je uj oblika

N
uf(2) =y uSes(2), (6.164)
j=1

gde je Ne broj ¢vorova u konacnom elementu {2, 9§ funkcija oblika, a uj vrednost
up Uz = 2§
ui =up(z5) j=1,...,Ne. (6.165)

Zamenom (6.164) u (6.163), i vy = 97 dobijamo sistem linearnih algebarskih
jednacina oblika:

Ne
N kgus = £+ P(SHUE(ST) — P(S5)U5(S5), (6.166)
j=1

gde je kf; matrica krutosti, a ff vektor opterecenja konacnog elementa €2.:

5
= [ k) a: (6.167)
fi = fyi dz. (6.168)
S5

U prakti¢noj primeni integrali (6.167) se ne odreduju analiticki, ve¢ numericki,
sa dovoljnom tacno$¢u. Vektor opterecenja f7 se po pravilu odreduje pomocéu
interpolanta, a ne samog f; npr. ako je f neprekidni deo f (nema koncentrisanih
sila) i ako je

N,
fi(z) = Z FEwi(2). (6.169)
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Onda, umesto (6.168) koristimo

1
fe= | " g de. (6.170)
St
Na taj nacin moze da se odredi vektor optereéenja na osnovu ¢vornih vrednosti.
Posto smo odredili potrebne matrice i jednac¢ine kona¢nih elemenata, sada je
potrebno formirati globalne jednacine sistema konac¢nih elemenata, koji predstavl-
jaju telo koje razmatramo.
Usvoji¢emo linearne funkcije oblika, odnosno konacni element sa dva ¢vora, za
koje vaze sledece jednacine:

nui + kiguy = f1 + P(57)
kgiui + kypus = f5 — P(S3),

gde su 11 2 indeksi ¢vornih tac¢aka konacnog elementa, a P(S§) i P(S§) vrednosti
fluksa napona P = ku' u ¢vorovima. Kada se ove jednacine primenjuju na druge
konacne elemente, indekse treba menjati u skladu sa oznakama ¢vorova u mrezi.
Na primer, ako je konac¢ni element izmedu ¢vorova 6 i 7 u mrezi, onda u{ postaje
ug, u§ postaje uz, P(S§) je vrednost ku’ kada se priblizavamo ¢voru 6 zdesna, a
P(S5) kada se priblizavamo ¢voru 7 sleva.

Razmotrimo sada mrezu od cetiri elementa Stapa sa po dva Cvora, sl. 6.4,
odnosno ukupno pet ¢vorova. Globalna matrica krutosti ¢e biti reda 5 x 5, a
jednacine koje su potrebne za njeno formiranje, osim veé¢ napisane jednacine (6.171)
su:

(6.171)

. . k3 ug + kiyu f + P(2])
drugi konacni element 1172 12723 = 1 L 6.172
8 { k3 ug + k3yus = P(z;) ( )
. L k3 us + k3 u4:f +P(z+)
treé¢i konac¢ni element 1173 12 L 2 6.173
{ k3 us + k3yus = f3 — P(z3) ( )
. . . kfug + kiqus = fi + P(29)
cetvrti konacni element 1174 12 ! 30, 6.174
{ k3 uq + k3qus = fof — P(z,) ( )
§to daje slede¢u matri¢nu jednacinu
ki, ki, 0 0 0 U1
kg1 ko + KTy ki 0 0 Uz
0 k3, k3o 4 k3 ki, 0 ug | =
0 0 k3, K3y + Kl ki Uy
0 0 0 k3, k3, ug
fi +P(0)
fo + A+ [1P(2) ]
= | fF+R+P(z)] (6.175)
|

2+ 1+ P(zs) ]
fi—P(za=1)
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Ostaje jos da se ugrade grani¢ni uslovi po pomeranjima, jer su grani¢ni uslov
po naponu sastavni deo jednacine konac¢nih elemenata. Ako je na primer, zadano
u(0) = ug 1 u(l) = u; onda jednacina (6.175) ima dva nepoznata pomeranja manje,
odnosno glasi

k%1 k%2 + k%1 k%z 0 0 U2
0 k3 k3o 4 Ky ki, 0 uz | =
0 0 k3, k3o + ki, ki Uy
ff+f
=| B+fA+f (6.176)
3+ 1

uz dve pomoéne jednacine:

kijur + kigus = fi 4+ P(0) = P(0) = kiyus + kjqus — f1

(6.177)
kyyus + kyous = ff — P(1) = P() = —kjuq — kpus + f7,

u kojima su nepoznate P(0) i P(1).

6.2.8 Primena metode konac¢nih elemenata na paraboli¢ne i
hiperboliéne parcijalne diferencijalne jednacine

Razmotrimo sada vremenski zavisne probleme, odnosno paraboli¢ne i hiperboli¢ne
parcijalne diferencijalne jednacine. Radi jednostavnosti, ponovo ¢emo razmatrati
samo jednu prostornu promenljivu. Uvodenjem vremenske zavisnosti za promenlji-
vu stanja dobija se zakon balansa oblika

0 0
—P(z,t) — f(z, ) + =G(2,t) =0 0<z<l t>0, (6.178)

0z ot
gde je P fluks, f gustina raspodeljenih unutrasnjih izvora, a G velicina koja se
"odrzava” u procesu. Na primer, ako je u pitanju odrzanje (balans) energije, %
moze da predstavlja brzinu promene entropije po jedinici duzine i stepenu tempera-
ture, u kom slucaju je povezana sa promenljivom stanja (temperatura) jednac¢inom
stanja

0G(z,t) ou(z,t)
ot ot 7

gde je C(z,t) svojstvo materijala - specificna toplota. Ako je na primer, (6.178)
zakon balansa koli¢ine kretanja u deformabilnom telu, a u polje pomeranja, onda
je G koli¢ina kretanja u z u trenutku t

Ul 2 y4 2'LL y4
Glet) = plp) 242t OCEED ) T (6.150)

— O(2,1) (6.179)

gde je p(z) gustina mase u z. Za fluks P vazi jednacina stanja

Ou(z,t)

P(z,t) = —k(z) o

(6.181)
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gde je |k(z)| > ko = const > 0 za Vz € [0,1]. Pri tome se usvaja konvencija da je k
pozitivno kod prenosa toplote, a negativno kod problema elasti¢nosti.

Koriséenjem (6.179), (6.180) i (6.181) da bi se eliminisalo G iz (6.178) dobijamo
dva tipa parcijalnih diferencijalnih jednacina, jednu paraboli¢nu

C(z,t) 6“((;’ b_ % [k(z)auéz’ t)} —flzt)=0 0<z<l t>0, (6.182)

koja vazi za jedna¢inu stanja (6.179) i odnosi se na problem provodenja toplote, i
drugu hiperboli¢nu

ey ) - 2 [y 2520

:|—f(z7t)=0 0<z<l t>0. (6.183)

Prvo ¢éemo da analiziramo primenu metode konaénih elemenata na paraboli¢nu
parcijalnu diferencijalnu jednac¢inu (6.182). Radi jednostavnosti pretpostavi¢emo
da je C(z) nezavisno od t, pa vazi C(z) > ¢o > 0 za Vz, gde je ¢y pozitivna
konstanta.

Osim granicnih uslova, koje definiSemo u jednostavnom obliku

u(0,t) =u(l,t) =0 t>0,
potrebno je jos definisati i po¢etne uslove
u(z,0) =da(z) 0<z<l,

gde je u(z) glatka funkcija od z. Konaé¢no, ako vreme ograni¢imo na 0 < ¢ < T
mozemo da formuliSemo grani¢ni problem

oz )8u( t) 0 [k(z)au(z,t)

ot 0z 9z
w0,t) =u(l,t) =0 0<t<T (6.184)
u(z,0) =da(z) 0<z<l.

]f(z,t) 0<z<l 0<t<T

Od mnogih nac¢ina varijacione formulacije problema (6.184), ovde ¢emo pri-
meniti jedan od najjednostavnijih. U tom cilju ¢emo da izaberemo proizvoljnu
glatku funkciju v = v(z), nezavisnu od ¢, kojom mnozimo jednacinu (6.182), i posle
parcijalne integracije (vidi (6.110)), dobijamo:

/Ol [c(z>8“(z’”v<z>+k<z>8U§Z Do }d ‘/ TR a2 =0 (6.15)

ot

Jednacina (6.185) vazi za Yu(z) € HE(0,1), a treba nadéi njeno reSenje u =
u(z,t) € H3(0,1) za 0 <t < T. H}(0,1) je uobicajeni prostor dopustenih funkcija
sa kvadratno-integralnim izvodima za 0 < 2 <l kojisu0za z =01z = 1.
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Postupak resavanja jednacine (6.185) je analogan veé¢ opisanom postupku, uz
jednu bitnu razliku: ¢évorne vrednosti pribliznog resenja uy su nepoznate funkcije

vremena. Stoga pisemo:
N

un(z,t) = > _u;(t)p;(2), (6.186)

j=1

gde su ¢;(z) bazne funkcije koje definigu prostor H", u;(t) vrednost uj, u évoru z;
i trenutku ¢

N
un(zj,t) = > ui(t)di(z;) = u;(b). (6.187)
i=1
Galerkinov postupak primenjen na jednacinu (6.185) daje sistem N obi¢nih

diferencijalnih jednacina sa N nepoznatih funkcija u;(¢)

cdg—it) +KU{t)=f(t) 0<t<T (6.188)

gde su

Cy = / C(2)n(2) 5 (=) d=

[ doi(z) do;(2)
Kij—/OK(z) e e (6.189)

l
fz‘(t)Z/O f(z,t)pi(2)dz.

Vektor U, reda N x 1, évornih vrednosti N;(¢) i U su interpolirane vrednosti
od U (tj. N x 1 vektor évornih vrednosti ﬁ(z)) C je matrica toplotnog kapaciteta,
K uobicajena matrica provodnosti stacionarnog problema, a f vektor optereéenja,
vremenski zavisan. Matrice C i K su retke, sa uzanom trakom, simetri¢ne i invert-
ibilne, a dobijaju se na ve¢ opisan nacin.

Primenom metode konaé¢nih elemenata dobili smo dakle sistem obi¢nih diferen-
cijalnih jednacina. Posto nismo diskretizovali uj u vremenu, jednacina (6.188) je
diskretizovana samo u prostoru. Da bismo dobili punu diskretizaciju, neophodno
je uvesti pretpostavku o ponasanju U(t) u vremenu. Uobicajeni postupci za to su
eksplicitni i implicitni, kao kod metode konaé¢nih razlika.

Kod eksplicitnog postupka vremenski domen 0 < ¢ < T delimo u M jednakih
intervala duzine At = T'/M, i koristimo jednacinu

dU(nAt) U™ —U»
at At ’

da bismo odredili prvi izvod promenljive stanja u intervalu od ¢t = nAt do (n+1)At,
koja zamenom u (6.188) daje:

U+t — (I - AtCTIK)U™ + AtC™ ", (6.191)

U" = U(nAt) (6.190)
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Prema tome, na osnovu poznatog U° dobija se U', zatim U? i tako redom.
Kao i kod metode konaé¢nih razlika, eksplicitna vremenska integracija je uslovno
stabilna, §to zahteva ogranicene, $to manje vrednosti At, proporcionalne koraku
mreze h.

Kod implicitnih metoda, umesto (6.190) za prvi izvod se koriste jednacine

dU[(n+ 1)A¢] Ut —U» " dU[(n+1/2)At] U™t —U»
dt - At ’ dt - At

§to daje bezuslovno stabilno resenje kada se zameni u (6.188).

Hiperboli¢na parcijalna diferencijalna jednacina (6.183) zahteva komplikovanije
pocetne uslove, koji ukljucuju i prve izvode, jer jednacina ima drugi izvod po vre-
menu

(6.192)

Ou(z,0
u(z,0) = a(z) i “E;t’ ) 42 0<z<L (6.193)
Za granicni uslov ponovo uzimamo jednostavan oblik, kao u (6.184). MnozZenjem

(6.182) sa v(z) i integraljenjem po z dobijamo:

/O l [p(z)azu(z’t)v(z) a— 2 {k(z)au(z’t)} o(z) - f(z,t)v(z)} dz=0 (6.194)

ot? 0z 0z
odakle sledi

! 2u(z ! u(z,t) dv(z !
/Op(z)a ( 7t)v(z)dz—l—/o k(z)a (z,) 9u( )dz— ; f(z,t)v(z)dz =

ot? 0z 0z
—k(l)au(l’t)v(l) + k(O)au(O’t)v(O) za Vv € H}(0,1). (6.195)
0z 0z
Ako uvedemo uy,(z,t) na isti naéin, jednacine (6.186) i (6.187), dobijamo
d*U(t)
K =f
g TEUW =10 (6.196)
U0)=U dU(0)/dt=g
gde je
1
Cj = / p(2)64(2) (=) dz (6.197)
0

matrica masa, a matrica krutosti K;; i vektor sila f; su istog oblika kao u (6.188).
Jednacinu (6.196) takode resavamo eksplicitnim ili implicitnim metodama. Kod
eksplicitne metode, drugi izvod po vremenu predstavljamo kao

PU(nAt) U™ —2U” + U

6.198

de? At? ’ ( )
§to daje

C(U™ —2U™ + U™ ) = (-KU" + ") A% (6.199)

Potrebno je znati U% i Ul = U° + Ataa%o da bi se izra¢unalo U? iz jednacine

(6.199), a zatim redom U? na osnovu U i U?...Redenje je uslovno stabilno.
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6.3 Poredenje metode konac¢nih elemenata i
metode konacnih razlika

Kao primer za poredenje metode kona¢nih elemenata i metode konaénih razlika,
uzecemo jednacinu slobodnih oscilacija grede:
0*Q 9%Q

+me—r =0, (6.200)

El—
Ozt ot?

koju éemo, u cilju tacnog resavanja, transformisati smenom Q(z,t) = W (z)e™t, u
slededi oblik
d*W
dz*
gde je m jedinitna masa po jedinici duzine, w sopstvena frekvencija, £ modul
elasti¢nosti, I moment inercije,

— AW =0 (6.201)

_ _ g4
A= =B (6.202)

Opste resenje jednacine (6.200) je:
W (z) = Cy sin(Bz) + Cs cos(Bx) + Cs sinh(fBx) + C4 cosh(Bx). (6.203)

Konstante C - Cy se odredjuju iz grani¢nih uslova:

%(O) _ d—W(L) 0 (6.204)

Sto daje Cetiri homogene jednacine sa Cetiri nepoznate. Da bi postojalo netrivijalno
reSenje, matrica ovog sistema mora da bude jednaka nuli, odakle sledi frekventna
jednacina:

cos(BL) cosh(BL) =1, (6.205)

koja ima beskonacno mnogo resenja. Zamenom njenih resenja po 3, dobija se

W2 = BAEI
FEI L)? |EI
Wn = ﬂi\/ P (522) \ (6.206)

; = ~%—, odnosno
. 21,4 1
gde su 1L =4,731 B2 L = 7,85, odnosno wy = % %; wo = 6L—’26 %

6.3.1 Priblizno analiticko reSenje

Pretpostaviéemo resenje jednacine (6.201) u obliku

W(z) = Z Cifi(x), (6.207)
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gde su ¢; konstante, a f;(z) funkcije koje zadovoljavaju grani¢ne uslove. Kako
ovo reSenje nije ta¢no, ono ne zadovoljava jednac¢inu (6.201), pa ¢e se njegovom
zamenom u jednacinu dobiti ostatak, R. Vrednosti konstanti ¢; se dobijaju iz

uslova
L

fiRdr =0 i=1,2,....n (6.208)
=0

§to daje sistem homogenih linearnih algebarskih jednac¢ina po nepoznatim Cj, ¢ijim
reSavanjem se dobija priblizno reSenje. Na primer, ako pretpostavimo
W(z) = Crfi(z) + C2 f2(x) (6.209)

gde je fi(z) = cos(FE) — 11 fo(x) = cos(¥7£) — 1, zamenom u jednacinu (6.201)
dobija se

2 2mx 4 dmx
R=C; {(;)4 - ﬂ4] cos(%) +C18* + Cy {(;)4 - 64] cos % + Cy 8
(6.210)
Primenom uslova (6.208) dobija se
i 2 2\’ 2
/ <cos % - 1) Ch { (;) — ﬂ4} cos % +C1 84+ (6.211)
dx =0

+C am 4764 cosM—x+Oﬂ4
2 i I 2

L A A
/ (cos %a: - 1) [Cl { (2;) - ﬂ4} cos %Tm + C18*+ (6.212)

c ar\* 4 dmx o8t de — 0
+Co (L) —ﬁ COST+ Qﬁ xr = U.
tj.
o |2 (3T 4—54 B — Bt =0 (6.213)
1 2 i3 2 — Y, .
oy e (“)4—ﬁ4 —pl =0 (6.214)
1 2|5 T =0. .

Da bi postojalo netrivijalno resenje sistema jednacina (6.213) i (6.214), njegova
determinanta mora da bude jednaka 0, odakle sledi

Pl =4,74 (6.215)
BoL = 11,14 (6.216)
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odnosno
22,48 |EI
= — — 6.217
wi= "5\ (6.217)
124,1 [EI

6.3.2 Resenje metodom konacnih razlika

Metoda konacnih razlika zahteva priblizne izraze za izvode, §to se dobija razvojem
u Tejlorov red:

df d’f (Ax)?  @f (Ax)?  d*f (Ax)?

df Ef (A Bf(Az)®  dif (Ax)

Uzimanjem u obzir prva dva ¢lana i oduzimanjem jednacina (6.219) i (6.220)
dobija se

4

dx

_ flz+ Azx) — f(z — Az)
zw 2Ax

. (6.221)

Uzimanjem u obzir prva tri ¢lana i sabiranjem jednacina (6.219) i (6.220), dobija
se

Pf| _ fla+ Ax) —2f(x) + f(z — Ax)

— .222
dz? |, (Az)? (6:222)
. .. A2 f .
Ako se sada umesto f(z) u jednac¢inu (6.222) stavi ] dobija se
it N o B
d*f dx? A dx? dz?|, A
dxt |, (Az)? (6.:223)
Zamenom (6.222) u desnu stranu jednacine (6.223) dobija se
4 1 2Az) — 2 A
dz?* (Ax)? (Ax)?
B 2f(x+A:r) —2f(z)+ f(z - Aw)+
(Az)?
L J@) = 24(e ~ Aa) + fa — 28a)
(Az)?

Sada se metoda konacnih razlika moze primeniti na reSavanje jednacine (6.201)
tako Sto se uvode ¢vorovi kao na slici 6.9, uklju¢ujuéi hipoteticne ¢vorove (-1) i (4).
Za ¢vor (1)1 (2) se dobija
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L L L L L
. 3 3 J 3 J 3 3
| | | |
1 .0 1 2 3 4
* - - - - - - / /4 777777777 .
it
W, Wo Wy W Wy W,
Slika 6.9:
W_1 — 4Wy + 6W, — 4Wy + W3 = i) (6.225)
Wo — AW, + 6Wy — 4W3 — Wy = B{ W, (6.226)

gde je B = L.

Granicni uslovi su: Wy = W3 =0 i % = 0 u évorovima (0) i (3) tj. W_1 =
Wy i Wy = Wy. Zamenom grani¢nih uslova u (6.225) i (6.226) dobija se sistem
homogenih linearnih algebarskih jednac¢ina sa dve nepoznate, W7 i Wy

TWy — AWy = B, (6.227)
— AWy + TWy = By (6.228)

¢ijim reSavanjem se dobijaju vrednosti

15,59 [EI Wy [ 1
== { " }_{ . } (6.229)

29,85 [EI w1
W B Iy

Tacnost reSenja se moze povecati uvodenjem novih ¢vorova.

6.3.3 Resenje metodom konac¢nih elemenata

Gredu delimo na odgovarajuéi broj subdomena (kona¢nih elemenata), u ovom
slu¢aju na dva konaé¢na elementa, za koju uvodimo sledeé¢u interpolaciju (kubnu)

Q(x) = W9 (263 - 362 + 1) + Wi (3¢2 — 26%)+ (6.231)
HIWED (€3 — 262 + &) +IW (€2 - €2,

gde je £ = x/l, x poduzna koordinata, [ duzina elementa, slika 6.10.
Za potencijalnu (staticku) i kineti¢ku energiju elementa dobija se

! 2\ 2
@ =L [ e (29 g = Lo ke 6.232
2 Jo Ox? 2

1 ! 1. T o
T = 5/0 pA(g—z)zdx = §W<€> (M) (6.233)
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7

gde je p gustina, A povrSina poprecnog preseka, a “” izvod po vremenu. Zamenom
(6.231) u (6.232) i (6.233) dobijaju se matrica krutosti [K(¢)] i matrica masa [M(©)]:

6 3 -6 3
_2BI |31 22 =31 P

(K] = = |6 Za1 6 3 (6.234)
31 12 =31 27
156 221 54 —13I
AT 2 _ 972

© 420 | 54 131 156 —22]
—131 =31> —221 4l?

Wy Wy Wy

U e e

[ ——T

)
W3
(2)

e P

Globalni broj 1+ Element + 2 3 + Element + 4
~vora
1 =L 2 1 =L 2
Lokalni broj F—2% F—zﬁ
~vora
o » X ——p» X
Slika 6.10:

Ako se jednac¢ine kona¢nih elemenata sloze prema sl. 6.10, dobija se globalna
matrica krutosti:

2E1
=
Wi Wa W Wy Ws  We
6 3l -6 3l 0 0
31 202 -3l 12 0 0
-6 —3I 6+6 —314+31 -6 3I
3l 12 —=314+31 2%>+21> -3 12
0 0 -6 —3l 6 —3l

0 0 3l 12 —31 22
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gde su
Wy = WiV
Wy = WiV
Ws =Wy = wi®
Wy =w =w?
Ws = Wi
We = W2

kod koje mozemo da izbacimo redove i kolone vezane za Wi, Wy, Wy i Wy, jer su
oni zbog grani¢nih uslova jednaki nuli, pa se dobija

2ET [ 12 0 16EI | 12 0
B3 (5] e
Na isti na¢in se dobija globalna matrica mase:
_pAL| 156 0
[M] = 120 [ 0 P2 ] (6.237)
Ako resimo problem sopstvenih vrednosti
[K]W = A\[M]W (6.238)

Wy
dve prirodne frekvencije

22,7 [EI 82,0 [EI

Poredenjem koeficijenata u gornjim izrazima dobijenih analiticki i numericki
(metoda konac¢nih razlika i metode konacénih elemenata, tabela 6.2) sa taénim
rezultatima, moze da se zaklju¢i da je na nivou ovako jednostavnog modeliranja
najefikasnija metoda kona¢nih elemenata.

gde je W= { Ws } vektor sopstvenih vrednosti, a A sopstvena vrednost, dobijamo

Tabela 6.2. Poredenje rezultata
tacni | analiticki | MKR | MKE

21,46 | 22,48 | 15,59 | 22.7
61,6 1241 | 29,85 | 82,0
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6.4 Metoda konacénih elemenata —
dvodimenzionalni problem

6.4.1 Uvod

Kao sto je u prethodnom poglavlju pokazano, osnovni koraci u primeni metode
konac¢nih elemenata su:

1. varijaciona formulacija problema, uz identifikaciju odgovarajuceg prostora do-
pustivih funkcija H;

2. definisanje mreze konacnih elemenata i polinoma u delovima koje uspostav-
ljaju kona¢no dimenzioni prostor u H;

3. uspostavljanje aproksimacije varijacionog problema grani¢nih vrednosti u pot-
prostoru konaénih elemenata H" unutar H, §to obuhvata izra¢unavanje ma-
trica elemenata i definisanje sistema linearnih algebarskih jednac¢ina po nepoz-
natim ¢vornim vrednostima pribliznog reSenja;

4. reSenje sistema linearnih algebarskih jednacina, pri ¢emu je od velike koristi
simetrija i nulti ¢lanovi;

5. ispitivanje svojstva resenja, i po moguénosti, odredivanje greske resenja.

Ovi koraci u osnovi vaze i za grani¢ne probleme u dve i tri dimenzije. S obzirom
na znacajnu praktiénu primenu u ovom poglavlju ¢emo prikazati sve bitne jednacine
konaé¢nih elemenata za dvodimenzionalne grani¢ne probleme, odnosno parcijalne
diferencijalne jednacine koje treba zadovoljiti na dvodimenzionalnom domenu €2,
¢ija je granica u opstem slucaju krivolinijska. Umesto linijskih, kona¢ni elemenati su
sada jednostavnih dvodimenzionalnih oblika, trougaoni ili ¢etvorougaoni, a mreza
konaé¢nih elemenata u opstem sluc¢aju aproksimira domen problema 2. Prirodna
sposobnost ovakvih kona¢nih elemenata da predstave domen bilo kakvog oblika bez
ikakvog dodatnog napora je klju¢na prednost metode konacnih elemenata u njenoj
prakti¢noj primeni.

U ovom poglavlju ¢emo da analiziramo probleme u kojima je nepoznata skalarna
funkcija u funkcija polozaja, kao §to je, na primer, problem provodenja toplote (u je
temperatura), protoka kroz poroznu sredinu (u je gradijent pritiska) ili poprecnog
ugiba elasti¢ne membrane (u je ugib).

6.4.2 Fizicke osnove problema

Neka se domen € problema sastoji od unutrasnjosti € i granice Q. Za domen Q
pretpostavljamo da je konacan i da ima dovoljno glatku granicu (jedini¢na normala
n na granicu je kontinualna funkcija polozaja duz granice, sem u ugaonim tackama).
U opstem slucaju granica moze da se definiSe parametarskim jedna¢inama z = z(s)
iy =1y(s), gde je s duzina luka na 92, merena od neke referentne tacke. Vrednosti
neke funkcije g na granici oznac¢avamo sa g(s) = g(x(s),y(s)), s € 9Q.
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Za promenljivu stanja u(x,y) osnovni zahtev je da bude glatka funkcija u €2, u
skladu sa konkretnim problemom i funkcijama z(s) i y(s) koje definisu 92, odnosno
onoliko glatka koliko nam je potrebno.

Fizicka osnova problema zasniva se na brzini promene skalarnog polja v u odnosu
na njegov polozaj u 2, sto je definisano vektorskom funkcijom Vu, koju zovemo
gradijent:

) )
Vau(z,y) = “g; Y “g; v (6.240)

gde su i, j jedini¢ni vektori x i y ose, respektivno. Gradijent definise ukupnu brzinu
promene skalarnog polja u tacki (z,y) u bilo kom pravcu. Ako je t jedini¢éni vektor
pod uglom 6 u odnosu na x osu, pa vazi t = cos #i 4+ sin #j, onda se brzina promene
skalarnog polja u tacki (z,y) u pravcu t definise kao:

du ou ou .
T Vu-t = e cos 0 + % sin 6. (6.241)

() n(s)

n(s)

G,(s)
a(s)

G.(s)

a) b)

Slika 6.11:

Druga fizicka veli¢ina koja nas interesuje je fluks o, koji predstavlja vektorsko
polje. Fluks o je predstavljen strelicama u €, odnosno vektorom o (s) u tacki s
na granici 02, sl. 6.11. Fluks koji prolazi kroz granicu 992 u tacki s je definisan
komponentom:

on(s) = o(s) n(s), (6.242)

gde je n(s) normala na granicu 99 u tacki s, sl. 6.11b. Komponenta duz tangente
7(s) data je kao o(s)-7(s), sl. 6.11b.
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—»
r vy
A

Ay °B y 0= Ot AG:

76"’:(%,

b)
Slika 6.12:

Razmotrimo proizvoljnu potoblast w, u kojoj se nalazi tacka Py(xg,yo). Na sl.
6.12a je prikazana raspodela o,,(s) duz granice dw, a ukupni fluks koji prolazi kroz
granicu je dat izrazom:

DI /Un(s) ds (6.243)
Ow

Ako podelimo Y., sa povrsinom podoblasti A, dobijamo proseénu vrednost fluksa
o koji ulazi u w po jedinici povrsine. Grani¢na vrednost tog koli¢nika kada w opada,
a pri tom sadrzi tacku Py zove se divergencija fluksa u tacki Py, $to oznacavamo sa
dive(zo, yo). Ako usvojimo da je w kvadratna podoblast sa Py, sl. 6.12b, dobijamo
Yo = Aoy, Ay + Aoy Az, pa je na osnovu teoreme o srednjoj vrednosti:

Jo,  Ooy B
5 ta, V0. (6.244)

dive =
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Time smo definisali gustinu neto fluksa u tacki po jedinici povrsine, pa je ukupni
fluks u €2 dat kao:

Y= /V-dedy, (6.245)
Q

pod uslovom da su Q i o dovoljno glatki. Na osnovu (6.242), (6.243) i (6.245) sledi:
/V- odzdy = /0'- nds, (6.246)
Q l9)

Sto je Gausova teorema o divergenciji, koja vazi i za bilo koje drugo tenzorsko polje.

6.4.3 Dvodimenzionalni elipti¢ni grani¢ni problem

Da bismo formulisali dvodimenzionalni elipti¢ni grani¢ni problem koristi¢emo lin-
earne konstitutivne jednacine i zakone odrzanja. Drugim rec¢ima, fluks je u svakoj
tacki proporcionalan gradijentu promenljive stanja, tj. nepoznate w:

U(xay) = _k(xvy)vu(xvy)a (6247)

gde je k(z,y) modul materijala (koeficijent ili svojstvo) za koji pretpostavljamo da
vazi |k(z,y)| > ko(= const.) > 0.

Zakon odrzanja (balansa) kaze da je u svakom delu domena neto fluks kroz
granicu tog dela jednak ukupnoj veli¢ini fluksa koji proizvode unutrasnji izvori.

Primenimo sada zakon odrzanja na deo materijala w, koji okruzuje tacku Py, u
kome su svojstva glatka. Ako sa f obelezimo izvor po jedinici povrsine, dobijamo:

/O'-nds = /fdxdy. (6.248)
ow w
Primenom teoreme o divergenciji dobija se

/(V- o— f)dady =0 (6.249)

za sve podoblasti w u 2. Posto je w proizvoljna oblast u kojoj su V-o i f glatke,
podintegralna funkcija u (6.249) je nula za sve tacke unutar w:

V-o(z,y) — flz,y) =0, (6.250)

§to predstavlja lokalni oblik zakona odrzanja.
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Q,
k= kyx,y)

Slika 6.13:

Zakon odrzanja menja oblik na medupovrsima i granicama, kao Sto moze da se
vidi iz sledeée analize. Ako pretpostavima da je telo Q) sastavljeno od dva razlicita
materijala, jedan u podoblasti € i drugi u s, sl. 6.13, mozemo da zaklju¢imo da
je modul materijala k zadan glatkom funkcijom (tj. const.) ki i ko. Krivu, koja
definige granicu izmedu Q; i 5, oznacimo sa I', a sa 9y i 9Qs su oznaceni delovi
012, odnosno granice na kojima su zadani grani¢ni uslovi, i to zadana vrednost
u = 4 na 09 (esencijalni grani¢ni uslovi), odnosno prirodni graniéni uslovi na

093, koji ¢e da budu definisani kasnije.

Slika 6.14:
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Razmotrimo tacku P; na T, sl. 6.13, odnosno traku materijala koji sadrzi tacku
P;, sl. 6.14. Pretpostavimo da je ova traka dovoljno uzana da se fluks kroz njene

krajeve, kao i izvor (proporcionalan povrsini) mogu zanemariti u odnosu na neto
(6.251)

fluks kroz njene ivice. Kada debljina sloja tezi nuli, zakon odrzanja glasi:
§2

Y= /(—o'(_)~n—|—0'(+)-n)ds =0,

odrzanja u tackama na granici I' se svodi na skok o-n = o, po I':
sel.

S1
gde su s1 1 so krajevi trake. Posto je oblast integracije proizvoljna, lokalni zakon
llon(s) ] =0 (s) = o (s) =0, (6.252)
Sada éemo da razmotrimo grani¢ne uslove na 02, odnosno oblast koja sadrzi
tipiénu graniénu tacku Py, sl. 6.15. Pretpostaviéemo da je normalni fluks &(s)

kroz okolni materijal neposredno uz granicu proporcionalan razlici vrednosti u(s)

na granici i zadanoj vrednosti 4(s) u spoljnoj sredini:
&(s) = p(s)[u(s) — (s)).
Ravnoteza fluksa u traci koja sadrzi P, daje
on(s) = o(s) n(s) =6(s), s€ . (6.253)
(6.254)

pa vazi

Slika 6.15:

Ako se sada pomocu konstitutivne jednacine (6.247) eliminiSe o i o, iz (6.250)

- (6.254) moguce je matematicki formulisati grani¢ni problem:
1. granice 0921, 022 i medugranica I" su definisane parametarskim jedna¢inama:

x=ux(s), y=y(s), s€ 0N ili s € T;
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2. raspodela izvora je definisana kao f = f(z,y) u ;, i =1,2;
3. koeficijenti materijala su k; = k;(x,y) za (z,y) € Q;, i =1,2;
4. zadana je promenljiva stanja 4(s) za s € 9;

5. vrednost grani¢nih koeficijenata je p(s) i 4(s) na 9y ili je zadano &(s) za
S € 392

Za ovako formulisan problem treba naéi funkciju u = u(zx,y) koja zadovoljava:

1. parcijalnu diferencijalnu jednac¢inu u unutrasnjim tackama glatkih subdomena
Q1109

—V-k(x,y)Vu(z,y) — f(z,y) =0 za (x,y) € Q; (6.255)
2. uslov skoka u ¢vorovima na medugranici I"
|kVu-n|]=0 selj (6.256)
3. esencijalne grani¢ne uslove na 02
u(s) =a(s) s€0Q; (6.257)

4. prirodne grani¢ne uslove na 02

ou(s)
on

—k(s) =5(s) s€ 0. (6.258)

6.5 Varijaciona formulacija graniénog problema

Kao i ranije, jednaé¢inu (6.255) ¢emo pomnoziti dovoljno glatkom tezinskom funkci-
jom v i integraliti po svakom domenu u kome je dobijeni izraz gladak:

/[—V- (kVu) — flvdzdy + /[—V- (kVu) — flvdzdy = 0. (6.259)
Q1 Q2

Dvodimenzionalna parcijalna integracija potrebna je da bi se prvi ¢lanovi u oba
integrala sveli na prve izvode. Primenom pravila o izvodu proizvoda dobija se:

V- (vkVu) = kVu- Vo +0V- (EVu)

(6.260)
vV - (kVu) =V - vkVu — kVu - Vo,
§to zamenom (6.260) u (6.259) daje
/(kVu~ Vv +buv — fo) dedy + / (kVu- Vv + buv — fv) dady—
o o (6.261)

—/V~ (vkVu) dedy — /V~ (vkVu) dzdy = 0.

Ql Q2
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Dva poslednja integrala u (6.261) mogu da se transformisu u linijske integrale
kori§¢enjem teoreme o divergenciji, pa dobijamo

—/V- (vkVu) dedy — /V- (vkVu) dedy =

0 0
= / ka—uvds— ka—ZUds,
3(91) (92)

(6.262)

gde su 9(21) 1 9(€Q2) granice subdomena 27 i Qo, pravac integracije pozitivan
matematicki pravac, i du/0n = —Vu-n.

3(Q2,)-T

Slika 6.16:

Na sl. 6.16, granica svakog domena je podeljena na dva dela - delovi 9(£2;) koji
se ne podudaraju sa I' su oznaceni kao 9(Q;) —I', i = 1,2. U skladu sa tim, linijski
integrali u (6.262) se razdvajaju na sledeéi nagin:

— / k;—vds / k—vds—l—

(1)-T
ou Ju
+/<k8n)1vd5+/( k@n) vds,
r r

gde oznaka (fk@ ; ukazuje da fk@ treba odrediti u oblasti 2;. Uzimajuéi u

on )i on

(6.263)



6.5 Varijaciona formulacija graniénog problema 461

obzir znak normale za poslednja dva integrala u (6.263) dobija se:

+) )
/ [W)agn *k(f)agn vds. (6.264)

Podintegralna funkcija u (6.264) jednaka je v [| o, (s)|], $to je prema (6.250) nula,
pa je i integral (6.264) takode jednak nuli.

Prva dva integrala u (6.263) mogu da se transformisu u jedan integral po ¢itavoj
granici 99Q. Osim toga, podintegralne funkcije u prva dva integrala u (6.261) sadrze
najviSe prve izvode po u i v, pa se mogu transformisati u jedan integral po celom
domenu 2, ako su funkcije u i v dovoljno glatke:

/(k:Vu~ Vv — fo)dady — /kg—Zv ds = 0. (6.265)
Q o)

Zamena prirodnih grani¢nih uslova (6.258) u linijski integral daje

/(kVu~ Vv — fv) dedy + /(}v ds =0, (6.266)
Q o

§to vazi za sve dopustive tezinske funkcije v.

Ako su podaci za resenje u dovoljno glatki, resenje jednacine (6.266) je takode
reSenje jednacine (6.258). Obrnuto, svako resenje jednacine (6.258) je automatski
resenje jednacine (6.266).

Ostaje vazno pitanje odredivanja odgovarajuce klase dopustivih funkcija za
problem (6.266). Uoc¢imo da su povrsinski integrali u (6.266) definisani ako su
funkcije u i v i njihovi parcijalni izvodi dovoljno glatki da budu kvadratno integra-

bilni po Q:
/ @ 2 + @ : + v?
Ox dy
Q

Takvu klasu funkcija éemo oznacavati sa H'(2) gde se 1 odnosi na "kvadratnu
integrabilnost” prvog izvoda, a 2 na domen na kome su funkcije definisane.
Kao u slucaju jednodimenzionalnog problema, prirodni grani¢ni uslovi su sas-

tavni deo jednacine problema (6.266), a javljaju se u ¢lanu | Gvds. Esencijalni
Q2
granicni uslovi se uzimaju u obzir preko definicije klasa dopustivih funkcija. Kao

tezinske funkcije biramo one funkcije v iz H*(2) koje su jednake 0 na 991, a reenje
u mora da bude funkcija u H'(Q) za koju vazi u = 4 na 9.

Varijaciona formulacija grani¢énog problema glasi: naéi funkciju u € H(Q)
takvu da je u = @ na 9Qy i (6.267) vazi za Vv € H'(Q2) tako da je v = 0 na 9.
Prema tome, osim veé navedenog svojstva varijacione formulacije (vidi tekst posle
jednacine (6.266), vazi sledede:

dzdy < oo. (6.267)

- ograni¢enja nametnuta varijacionom formulacijom su slabija od ogranicenja
koja vaze za jednacinu (6.258);

- uslov skoka (6.256) ne zahteva dodatna razmatranja u varijacionoj formulaciji.



462 6 Numericke metode. Konaéne razlike i konaéni elementi

6.6 Interpolacija konacnim elementima

Ovo poglavlje je direktno uopstenje odgovarajuceg poglavlja iz analize jednodi-
menzionalnog problema, ali sa znac¢ajnim razlikama u nekim bitnim pojedinostima.
Pre svega, kod jednodimenzionalnog problema mreza kona¢nih elemenata se jednos-
tavno definise podelom linijskog domena na linijske subdomene, uvodenjem ¢vornih
tacka u svim diskontinuitetima. Kod dvodimenzionih problema diskretizacija prob-
lema nije tako jednostavna. U osnovi i dalje tezimo da predstavimo priblizno resenje
up, 1 tezinske funkcije vy, polinomima definisanim na geometrijski jednostavnim sub-
domenima neke oblasti 2, koja se nalazi u ravni z, y. Pri tome diskretizacija tela
treba da bude dovoljno opsta da modelira nepravilne domene, ali da sadrzi ele-
mente dovoljno jednostavne za rac¢un. U tom cilju najpogodniji oblici su trougao
i cetvorougao, sl. 6.17. Ako je granica domena OS2 krivolinijska, sl. 6.17, mreza
pravolinijskih elemenata ocigledno uvodi gresku diskretizacije, jer postoji razlika
domena (2 i diskretizovanog domena (mreze kona¢nih elemenata) €2,.

Slika 6.17:

Videli smo da kod jednodimenzionalnih problema promenljiva stanja na je-
diniénom duzinskom elementu moze da se prikaze linearnom

u = up + u1&,

ili kvadratnom funkcijom

u=ug +uré + u2§2.

Po analogiji, u dvodimenzionalnom domenu mozemo da uvedemo kanonski trougao.
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Slika 6.18:

Sliéno, kao sto se u jednodimenzionalnom domenu jedini¢na kanonska duz pres-
likava u realnu duz proizvoljne duzine, tako se u dvodimenzionalnom domenu je-
dini¢éni pravougli trougao preslikava u realni trougaoni element proizvoljnog oblika
i veli¢ine.

Osim jednostavnog racunanja, kona¢ni element oblika trougla uvodimo i zbog
prirodnog slaganja broja ¢vorova i stepena polinoma kojim predstavljamo priblizno
(aproksimativno) resenje. Naime, linearna funkcija u dvodimenzionom prostoru je
oblika:

vp, = a1 + a2 + asn (6.268)

sa tri konstante (a;, 7 = 1,2, 3). Da bismo odredili ove tri konstante, potrebne su tri
nezavisne vrednosti vy, tj. konaéni element treba da ima tri évora. Sta vise, kod dva
susedna elementa neprekidnost funkcije na zajednickoj strani se postize uslovom da
linearne funkcije elemenata imaju iste vrednosti u zajednic¢kim évorovima.

Sliéno tome linearna funkcija

vp = a1 + a2€ + asn + azén (6.269)

ima cCetiri konstante, pa joj odgovara cetvorougao sa cetiri ¢vora, a kvadratna
funkcija
vp = a1 + asf + asn + as€? + asén + agn’? (6.270)

ima Sest konstanti, pa joj odgovara trougao sa Sest ¢vorova (tri u temenima i tri u
sredini strana).

U skladu sa opisom iz prethodnog poglavlja, definiSemo sada interpolaciju gy,
funkcije g u obliku:

gde su ¢;, i =1,--- , N bazne funkcije definisane na 2, kao:

1, za i=j

(Zsi(gj,ﬁj):{ 07 72 275] (6272)

gde su (&;,n;) ¢vorovi mreze konaénih elemenata, $to znaci da vazi:

gn(&omi) =95 j=1,2,---,N. (6.273)
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Prema tome, stavljajuéi g; = g(&;,n;), g; postaje jednako vrednosti funkcije g u
¢vorovima, odnosno njena interpolacija. Pri tome treba ispuniti dva zahteva:

1. definicija lokalnih interpolacionih funkcija 9§ svakog elementa mora da bude
takva da se njihovim uklapanjem u mrezu konac¢nih elemenata dobijaju bazne
funkcije koje zadovoljavaju (6.272);

2. bazne funkcije ¢; treba da su kvadratno-integrabilne, kao i njihovi parcijalni

izvodi: ) )
ad)i 6(]51 2
/K@fﬂ) +(8y> e
Qp

Ovaj zahtev je ispunjen ako su funkcije ¢; kontinualne duz granica medu elemen-
tima.

dzdy < oco. (6.274)

6.6.1 Interpolacija unutar trouglova
Kako linearna funkcija
vn(§m) = a1 + a2f + azn (6.275)

odreduje ravnu povrs, linearna interpolacija unutar trougla aproksimira datu glatku
funkciju (povrs) v sa ravni (6.275) unutar proizvoljnog elementa 2.
Pretpostavimo da se €2, sastoji od E trougaonih elemenata i da vazi linearna
interpolacija
vR(&,m) = a1 + a2 + asn. (6.276)

Za, tvorove trougla vazi (sl. 6.18)
v = v (§1,m) = a1
v = v,(&2,m2) = a1 + a2 (6.277)
v3 = vp,(&3,m3) = a1 +as

gde su (&;,7n;) koordinate ¢vorova. Resavanjem ovog sistema linearnih algebarskih
jednacina po a1, as i az dobija se:

ap = Vi,
as = V2 — V1, (6278)

az = V3 — U1,
Zamenom izraza (6.278) u (6.276) dobija se:

o5, (&,m) = v1YT(&,n) + va15(E,m) + vss(E, ), (6.279)

gde su ¢ (&, n) funkcije oblika elementa:
1/’%(5777) =1 757773
¥5(&m) =&, (6.280)
¥5(&m) = 1.
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A T vEm)
Uy

Slika 6.19:

Ove linearne funkcije su predstavljene na sl. 6.19, i za njih vazi:
v =4 o 1o (6.281)
ANV RRN 0, 275] .
Napomenimo jo§ da izraz (6.279) moze da se napiSe u kondenzovanom obliku

vR(&n) = vihg (§,m), (6.282)

kori$éenjem ranije pomenute konvencije o sabiranju po istim (ponovljenim) indek-
sima. Primetimo, takode, da je izraz (6.282) opstiji, posto moze da se koristi za
elemente sa proizvoljnim brojem interpolacionih funkcija, ¥¢, i =1,2,...,n.

Sada ¢emo da odredimo ”globalne” bazne funkcije ¢;(€,n) koje se dobijaju
"slaganjem” funkcija oblika v{ u ”piramidu”, sl. 6.10. Na isti na¢in na koji
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se promenljiva stanja v prikazuje interpolacionim funkcijama ; (6.282), pred-
stavicemo i Dekartove koordinate:

gde su z; i y; Dekartove koordinate i-tog ¢vora.

(6.283)

w3 (€M)

v (EM)

Slika 6.20:

Jasno je da ¢; zadovoljavaju uslov (6.281) i da su kontinualne po medugranicama
elemenata, tj. na Qp; njihovi prvi parcijalni izvodi su step funkcije, pa su i njihovi
kvadrati integrabilni. Prema tome, ovakve bazne funkcije su odgovarajuci izbor za
primenu na aproksimaciju konacnih elemenata.

6.6.2 Greska interpolacije

Pretpostavimo da je glatka funkcija g interpolirana funkcijom gy, koja sadrzi kom-
pletne polinome stepena k. Ako su parcijalni izvodi funkcije g reda k+ 1 ograniceni
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u ., za gresku interpolacije vazi:
l9 = gnlloo,0. = max|g(z,y) — gn(x,y)| < CHE, (6.284)

gde je C pozitivna konstanta, a h, "preénik” €2, tj. najvece rastojanje bilo koje
dve tacke elemenata. Sli¢no tome,

|o,02. < Cahf. (6.285)

| dg  Ogn
ox ox

. dg  Ogn
< C,hF —_ - =
| 7Qe — Cl e 1 ‘l 82/ 8y

H' norma u dve dimenzije je definisana izrazom:

2 2 dg ? dg ?
lglly z/ 9>+ (m) + (33/) 1 dzdy. (6.286)
Q

Ako pretpostavimo da je 0, = Qi da je h najveéi ”preénik” svih elemenata, dobija
se (za dovoljno regularne mreze):

lg — gnlly < Csh* (6.287)

za dovoljno malo h. Pri tome je neophodno da g, sadrzi kompletan polinom reda

k.

6.7 Aproksimacije konaénim elementima

Neka je H'(Q) klasa funkcija koje zadovoljavaju (6.267) i definisane su na celom
domenu €. Problem je da se odredi funkcija u iz H'(2) takva da je u = 4 na
granici 0€); i da je zadovoljena jednacina:

/k‘Vu-Vdedy—&— / &vds—/fvdxdy:O (6.288)
Q Q2 Q

za Vv € H(Q) tako da je v = 0 na 9§ i v = pi.

Priblizno resenje jednacine (6.288) zahteva zamenu domena {2 domenom €, koji
je, u stvari, mreza konaé¢nih elemenata (sa N ¢évorova i E elemenata) i definisanje N
dimenzionalnog potprostora H" u H'(£);,) uvodenjem globalnih baznih funkcija ¢;,
i =1,---,N inekog od konacnih elemenata. Kako su funkcije oblika neprekidne
duz svakog elementa, one ne mogu da modeliraju skokove, kao, na primer, skok u
svojstvu materijala. Stoga se mreza konaé¢nih elemenata postavlja tako da ¢vorovi

i ivice elemenata odgovaraju linijama na kojima postoji skok modula materijala,
sl. 6.21.
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v
v

(a) (b)

Slika 6.21:

Tezinsku funkciju sada mozemo da posmatramo unutar svakog pojedinacnog ele-
menta

vr(€,m) = vidi(§,m) (6.289)

gde je v; vrednost tezinske funkcije u i-tom ¢voru. U opstem sluc¢aju Dirihleova
funkcija @ data na 9y je priblizno predstavljena interpolacijom 4y (s) = t;d;(s),
pri ¢emu se sabira po svim ¢vorovima aproksimacije 9, (od 9€;). Priblizno
redenje funkcije u, u H":

up(§,m) = uipi(§,n) (6.290)
tako da je u; = u; u ¢vorovima na 0§21 i da vazi:
/k;Vu- Voudxdy + / ovp ds — /fvh dady =0 (6.291)
Qp, Qa2 Qp

za Vv, € H" tako da je v, = 0 na 0§y, tj. aproksimacije 0€;.
Zamenom (6.289) i (6.290) u (6.291) dobija se:

gde su K;; ¢lanovi matrice krutosti:
Kij = /kW)f V¢;dady (6.293)
Qp,

dok su F; komponente vektora sila opterecenja

F, = / fo; dady — / G ds. (6.294)

Qp 0Qa2p
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Sada treba modifikovati jednac¢inu (6.291) da bi se ubacili Dirihleovi uslovi i resio
rezultujuéi sistem nepoznatih ¢vornih vrednosti u;, ¢ime se odreduje aproksimacija
konacnih elemenata resenja u jednacine (6.288).

Potrebno je sada naglasiti slicnosti u odnosu na resavanje jednodimenzionalnog
problema:

1. matrica krutosti K je retka, jer globalne bazne funkcije ¢; i ¢; i njihovi izvodi
nisu 0 samo kad postoji element koji sadrzi oba ¢vora i i j.

2. U analiziranom slu¢aju K je simetri¢na matrica (jer je operator u (6.250)
samoadjungovan) i ima oblik trake ako su ¢vorovi numerisani po redu. Sve to
omogudava efikasno resavanje sistema linearnih algebarskih jednac¢ina (6.292).

3. Svi integrali u (6.293) i (6.294) mogu da se izracunaju kao suma doprinosa
svih elemenata u mrezi, za koji ta¢no resenje grani¢nog problema zadovoljava
jednacinu:

/kVu~ Vo dxdy — /fv dxdy + / opvds =0 (6.295)
Qe

e Q.

za svako dopusteno v, gde je G, normalna komponenta fluksa na granici
elementa. Neka uj i vj oznacavaju ogranicenja aproksimacije up i v, na
Q.. Tada je lokalna aproksimacija varijacionog grani¢nog problema na 2.
oblika:

/kVuh~ Vo, dzdy — /fvh dxdy + / opvpds =0, (6.296)
Qe

e e

gde je &, stvarni (tacni) fluks kroz 99, koji se, iako nije dat kao podatak u
polaznom problemu, ipak pojavljuje kao prirodni grani¢ni uslov na .. Kako
je vy = 0 na 99y, neée biti doprinosa poslednjem integralu u (6.295) od
elemenata Cije se strane podudaraju sa 0€215. Posto su uj, i v§ oblika:

Ui(fﬂ?) :ufwie(gvn) Uﬁ(fﬂ?) :051/)5(5777)7 L= 17"'7N6 (6297)

gde su ¢ lokalne funkcije oblika za ., a N, broj ¢vorova u €., jednacina
(6.295) postaje linearni sistem:

keuS = fe— o i,j=1,2,...,N. (6.298)

(/] K3
gde su

kS = / Vs Vs dady (6.299)
Q

fi = / f7 dady (6.300)
Qe



470 6 Numericke metode. Konaéne razlike i konaéni elementi

komponente matrice krutosti i vektora optereéenja elementa €2, dok je

o = / onty ds (6.301)

Qe
vektor fluksa elementa.

Formalno, globalni sistem jednacina (6.292) se dobija sumiranjem (6.298) po
svim elementima u mrezi, pri ¢emu se clanovi matrica i vektora (6.299), (6.300)
i (6.301) smestaju na odgovarajuéa mesta u globalnoj matrici sistema. Tako se
na primer ¢lanovi matrice krutosti elementa (). smestaju u one kolone i vrste u
globalnoj matrici sistema, koje odgovaraju ¢vorovima tog elementa. Stoga se za
prve ¢lanove u izrazima (6.293) i (6.294) dobija:

E E
Z / kV¢i- Vi dady = ZK;’J. (6.302)
e=1

ezlﬂe
E E
S [fodedy=3"Fr ig=1200 N (6303
e:lﬂe e=1

gde je N dimenzija globalne matrice sistema, odnosno:

E
> (Kfu;— Ff+55) =0, i=1,---,N. (6.304)

e=1

Treba uociti da doprinosi od grani¢nih uslova matrici K;; i vektoru F; dolaze
preko clana X, koji moze da se napiSe u obliku:
E
Some =5 45+ 5% (6.305)
e=1

gde su

E
SO =% / Tn; ds, (6.306)

=laqa, Zoq,

s = / Onpids (6.307)
OQun

53 = / o ds. (6.308)
892)1

Simbol 9, — 99, oznacava deo granice 9€). koji ne obuhvata 9, (tj. deo

. . C o . L 0 .
09 koji se odnosi na zajednicke granice elementa), pa je ¢lan Sz( ) vektor definisan
samo u unutrasnjim ¢vorovima.
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Slika 6.22:

U cilju detaljnijeg tumacenja, sl. 6.22, analiziracemo Cetiri unutrasnja elementa
sa zajednickim ¢vorom 1, za koje vazi:

4
S§O) = Z On@;ds =
e_la‘Q/e
=/nan|1¢>ids+/nonu¢ids+/nanu@dw/nonn@ds.
Ty 'y I's Ty

Na osnovu zakona odrzanja, [| o, |] je nula kroz medupovrs gde nema tackastih ili
linijskih izvora, pa za glatko f vazi:

s = o. (6.309)

S druge strane, ako funkcija izvora f sadrzi izvore u tacki ili na liniji, onda skok
[| o |],, predstavlja jednacinu izvora i nije jednak nuli. Ako je izvor u tacki onda strik-
tno gledano varijaciona formulacija nije primenljiva. Stoga se uvodi pretpostavka
da je f oblika: .

f@y) = fla,y) + fo(x —ziy — i) (6.310)
gde je f gladak (integrabilni) deo od f, a fé(z — x;,y — y;) oznacava izvor u tacki
(zi,y:) € Qp jacine f. Kao u slucaju jednodimenzionalnog problema, évorovi mreze
Qy, se postavljaju u tacke dejstva izvora, jer tada se u integralima (6.295) i (6.300)
pojavljuje samo glatki deo f:

4 4
023 [onnts= 3

e= 1396 m=1

/ [lon [] ¢1ds. (6.311)

Prisustvo bazne funkcije ¢ ukazuje na ¢injenicu da S{O) predstavlja tezinsko
osrednjavanje ovih skokova u unutrasnjem ¢voru 1. Ako uravnotezimo (figurativno)
skokove fluksa razli¢itog od nule sa izvorom u tacki f, dobijamo:

5O = f (6.312)
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kad vazi (6.310). Treba uociti da izvor u tacki kod dvodimenzionalnog problema
daje singularno resenje.

Prema esencijalnim grani¢nim uslovima, vrednosti u; su zadane u ¢vorovima
na 021,. Kako se o, ne zna na 90y, Si(l) ne moze tu da se zada. Medutim, ako
se znaju sva ¢vorna pomeranja ui, s, - - , Uy, moze da se odredi aproksimacija za

SZ-(I) direktno iz (6.307).
Na granici Q9 su zadani prirodni graniéni uslovi, pa vazi:

on(s) = d(s), (6.313)
pa je priblizno

N
CREDY / G¢;ds. (6.314)

=190y,

Oznaka 025, odnosi se na deo 0). koji preseca 0€);,. Sada dolazimo do sistema
linearnih algebarskih jednacina oblika:

Kiju; =F,— S, i j=1.2...N, (6.315)

gde je

E
Kij=> K
e=1

(6.316)
E
e=1
Ilustracija primene metode kona¢nih elemenata
na reSavanje dvodimenzionalnih problema
Neka je zadan problem:
—Au(z,y) = f(z,y) naQ
u=20 na F4:17
0
2o na I'y2, a5, Tg7 1 T'7g (6.317)
on
Ju
i Bu=x  mnals,

on

gde je Q poligonalni domen, sl. 6.23a, a I'y1,I'12---T'74 delovi granice. U ovom
slucaju je Q1 = I'yq, a 90y = ' UT95 UT'sg U g7 UT'74. Analiza problema se
sastoji u slede¢em:
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y A
2 Ty 5
1—‘12
r56
1
Q 6
L, .
67
4 I, 7 x g
(@)
2 ? 351
3)
¢)) (6)
1 3 6
@ ®)
(4)
4e
7
(b)
Slika 6.23:

1. delimo domen na Sest trougaonih elemenata sa sedam ¢vorova, sl. 6.23b,
unutar kojih definiSemo linearnu aproksimaciju uy, reSenja u jednacine (6.317).
Pri tome je 9021 = 00y 1 0Qs = 0y, jer je granica domena pravolinijska i
stoga identi¢na sa granicom mreze konacnih elemenata.

K}, Ky K3 0 0 0 0] [ fE ]
K} KL, Kl 0 0 0 0 1
Kl Kl Kl 0 0 0 0 5
K' = 0 0 0 00 00 Fl=1] 0
0 0 0 00 0 0 0
0 0 0 0 0 00 0
| 0 0 0 000 O] | 0 |
(K}, 0 K?, K3 0 0 0] 2]
0 0 0 0 0 0 0 0
K3 0 K3 Kj; 0 0 0 5
K*=| K2 0 K%, K% 0 0 0 F?=| f2 (6.318)
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 00 0] | 0 |
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%

Il
coococooco
coococooco

3. Uspostavljamo globalne jednacine sistema:

Ky Kig
Ko Ko
K31 Kso
Ky 0
0 Kso
0 0
00

K3
Kos
K33
Ky3
Ks3
Kes
K3

SO OO o oo

Kia
0
K3y
Kyy

OO O OO oo

Ui
U2
us
Uy
Us
Ug
w7

6
1

6
2

3

(6.319)

gde je Fy = f{ + ff; Fo = fy + f3---, a ¥; definisano na osnovu (6.305).
Clanovi sa ~ ¢e biti modifikovani kada se uzmu u obzir prirodni grani¢ni

uslovi na I'sg.

4. Kako su nehomogeni grani¢ni uslovi zadani samo na segmentu koji spaja
¢vorovove 51 6, v i P su oblika:

SO oo o oo
OO o oo oo

OO OO O oo

SO oo o oo

OO OO

Pss
Pss
0

o O O

Psg
P
0

OO DD OO OO

(6.320)
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pa sistem linearnih algebarskih jednacina (6.319) postaje

Ky Ko Ki3 Kig 0 0 0 uy
Koy Ko Koz 0 Ky 0 0 U
K31 Kz K3z K3y Kizs Kz Ksr u3
Ky 0 Ky3 Ky O 0 Ky ug | =
0 Ks2 Ks3 0 K55 Ksg 0 us
0 0 K¢ 0 Kgs Kes Ko7 Ug
0 0 Kq3 Krg 0 Krg Koo uy

= | Fi—3, (6.321)

gde je Ks5 = Kss5 + Pss, Ksg = K56 + Pss, F5 = K5 + 5.

5. Sada ubacujemo esencijalne granic¢ne uslove u; = wuy = 0, ¢ime se sistem
linearnih algebarskih jednacina (6.321) svodi na sistem linearnih algebarskih
jednacina sa pet nepoznatih:

Ko Koz Koy 0 0 Ug 123

K3y K33 Kz Kz Kszr u3 F;3

K5y Kss Kss Kse 0 us | = | Fs (6.322)
0 K¢ Kes Ko Kot Ug Fs
0 Krmz 0 Kg Krr Uy F

koji reSavamo po nepoznatim promeranjima ueo, us, us, g i u7. Preostale dve
jednacine koristimo da odredimo priblizne vrednosti flukseva Y7 1 ¥y :

-1 = Kyous + Kigus + Kiqug — Fi,
1 12U2 13U3 14U4 1 (6.323)
—X4 = Kyzuz + Kyrur — Fy.

Ostale karakteristike resenja mogu da se odrede na osnovu poznatog kompletnog
up, jednacina (6.290).

6.7.1 Odredivanje matrica konac¢nih elemenata

Prvi korak je definisanje mreze konacnih elemenata, a zatim odredivanje potrebnih
matrica. Treba imati u vidu da je odredivanje potrebnih matrica i vektora vrlo
komplikovano ako se koristi globalni koordinatni sistem (x,y), sl. 6.24, i da bi
svaki kona¢ni element pri tome zahtevao zasebno odredivanje granica interpolacije.
Stoga se matrice i vektori odreduju u lokalnom koordinatnom sistemu (£,7), a
potom transformacijom koordinata (¢, — x,y) prebacuju u globalni koordinatni
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sistem. Time je omogucena jedinstvena procedura za sve konac¢nih elemenata i
drasticno olaksan posao.

x x (& 1)
y yE D
x x(1,m)
y y (@1,
X
. x=x(Em) 1 E=E(%Y)
T y=yEm) T.: n=n(y

Na
n=1 (1,1)

e

A
Q E_,=1

('17'1)

Slika 6.24:

Transformacije lokalno-globalno

Uvedimo pojam ”master” elementa (2, jednostavnog oblika za ¢ije koordinate vazi
—1<¢<11i-1<n<1. U tom slucaju transformacija koordinata glasi:

z=xz(§,n)
y=y(&n). (6.524)

Osnovna ideja uvodenja "master” elementa moze da se tumaci kao generisanje
mreze konaénih elemenata nizom transformacija [T¢] oblika (6.324), sl. 6.25.
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(LD

v

>

(-1,-1) 1,-1)
Slika 6.25:

U tom cilju pretpostavljamo da su funkcije = i y neprekidno diferencijabilne po € i
7, pa vazi:

0

do=Pae 4 Pay ay=%

dy

.32
o€ n 85df—l—andn (6.325)
odnosno u matri¢cnom obliku:
Oox Oz
dz | aig 377 dé
[ dy ] S| 9 % { dn ] (6.526)
o0& 0On

Matrica parcijalnih izvoda reda 2 x 2 zove se Jakobijan transformacije i obelezava
sa J. Da bi vazila inverzna transformacija, ocigledno mora da bude |J| # 0. U tom
slucaju vazi:

oy Oz
[dn}_Jl[dy}_,ﬂ By ox [dy], (6.327)
0§ 0¢
pa
§=¢(z,y) 6.325)
n=n(z,y)
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definiSe inverznu transformaciju. Imajuéi u vidu izraz analogan (6.326)

0§ 0¢

d¢ or Oy d

R A (6329
Jdr 0Oy

jasno je da vazi
o8 _ Loy 08 _ 10z
Oz [J|an’ oy [I[an’

o 1dy om_ 1oa (6.330)

or ] 0¢’

dy  |J|o¢

Sada mozemo da definiSemo uslove koje treba da ispuni neka funkcija da bi bila
funkcija transformacije:

1. unutar svakog elementa, funkcije £ = &(x,y) i n = n(z,y) moraju da budu
invertibilne i kontinualno diferencijabilne da bi mogla da se primeni relacija
(6.330);

2. mreza generisana nizom transformacija [T.] ne sme da ima preklapanja ele-
menata ni prazan prostor izmedu njih;

3. svaka transformacija mora lako da se izvede na osnovu geometrije elementa;

4. funkeije x(&,7n) 1 y(£,n) treba da budu matematicki jednostavne.

Ove uslove ispunjavaju funkcije oblika konaé¢nih elemenata, pa je prirodno koristiti
upravo njih kao funkcije transformacije:

x =z (€, m)

6.331

gde su (z;,y;) koordinate évorne tacke i, M broj ¢vorova u elementu. Sada vazi:

o _ 1 ov o5 _ 1 0y
or 13" on oy 3 an”
o 1y op 1 oy

or = T oc oy 7 o6

J| = {x (,;é } {yj;;;} - {fc (;f; } {yjawg} (6.334)

(6.332)

(6.333)
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Kao primer za ilustraciju posluzi¢e ¢etvorocvorni "master” element Qi cetiri
konaé¢na elemenata, e = 1,2, 3,4 dobijena transformacijom (6.331). Funkcije oblika
su:

DEn=10-00-n) a6 =0+ 1)
Yo(&m =0+ +n)  dal6m) = 70+ +n)

Transformacijom u element broj Q1; sl. 6.26

(6.335)

V40,1 st 3,1)
3 2
1;
4 e 10
(0,0) 30 ~
40,1 At 3,1)
2 3
Na >T1
1 2 44
4 3] (0,0 (3,00
n 3,22
%y
b 0,1) &
1 2
(0,0) (1,00 *
Ya
44 (052)
3
©.0) 30 *
Slika 6.26:

(miayi) = {(37 0)7 (37 1)7 (07 1)7 (07 0)} =



480 6 Numericke metode. Konaéne razlike i konaéni elementi

T =3ty + 3thy = 2(1—77) .

y:¢2+¢3=%(1+§)'

Kako je |J| > 0 to je transformacija invertibilna. Radi se, u stvari, o jednostavnom
(linearnom) sirenju i skupljanju odgovarajuéih stranica elementa, sl. 6.26.

Transformacijom u element broj 2 na isti nacin daje |J| = —%. Treba uociti da
je jedina razlika u odnosu na element §2; u numeraciji ¢vorova - ovde je numeracija
u negativnom matemati¢ckom smeru, sto treba izbegavati.

Transformacijom u element 3, sl. 6.26:

(J)i, yz) = {(O’ 0)7 (170)’ (27 2)7 (O’ 1)} =

v =ty 2y = 73+ 36+ +En)
1
y=2w3+¢4=1(3+§+3n+€n)

1 1. 1
|J\=§+§f+§77-

S obzirom da je |J| > 0 za &n € (—1,1) to je ova transformacija invertibilna.
Vrednost |J| je najmanje kod ¢vora 1 a najvece kod ¢vora 3, ukazujuci na relativno
izduzenje razli¢itih delova 2 transformacijom T35.

Transformacijom elementa )4, sl. 6.26:
(Z‘i, yz) = {(0’ 0)7 (37 O)’ (17 1)7 (0’ 2)} =

T = 3o + Y3
Y =vst 2 (6.337)

31 = §(5 - 36— )

§to nije veée od nule za V¢, € (—1,1) - na primer za 3¢ =5 —4n |J| =0, ispod
te linije je vece od nule, a iznad manje od nule! Oblast iznad linije 3§ = 5 — 4n
je transformisana izvan €4, pa je ocigledno element 4 neprihvatljiv. Takode je
ocigledno da je problem u uglu kod ¢vora 3 koji je veéi od m. Moze se pokazati da
je funkcija transformacije (6.331) integrabilna ako su uglovi ¢etvorougla < 7.

Za kvadratne funkcije oblika (na primer osmoé¢vornih kona¢nih elemenata) ogra-
nicenja, osim navedenih, odnose se i na ¢vorove koji nisu u temenima elementa (sl.
6.27). Naime, da bi se odrzala invertibilnost funkcije transformacije neophodno
je da ovi évorovi budu u sredini strana, odnosno elementa (ako postoji unutrasnji
¢vor).
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TN
>

X
(0,0) 1,0) €
n A (171)
. y
(0,0) <
O
N X
(1-)
Slika 6.27:

6.7.2 Izracunavanje matrica konacnih elemenata

Sada mozemo da izracunamo sve potrebne matrice i vektore kona¢nih elemenata:

K = / Vg VoS dady, (6.338)
Q{i

fe = / Fo dady, (6.339)
QE

8§ = /&z/Jf dzdy. (6.340)

Qe

Gradijent interpolacione funkcije mozemo da napisemo u obliku

O
Vi(E,n) = u; 82”& g a=12 (6.341)

gde je &1 = €1 €2 =1, a g kontravarijantni bazni vektori koordinatnih sistema
elemenata £*. U daljem tekstu ¢emo parcijalne izvode interpolacijskih funkcija da
oznacavamo u skra¢enom obliku

_ O

wia - 85“

(6.342)
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Zamenom ovako dobijenih izraza za gradijente interpolacijskih funkcija u (6.338)-
(6.340), imajudi takode u vidu da je element povrsine

dzdy = Jd&dn, (6.343)
dobi¢emo
ki = / Uiakg P55 TAEdn. (6.344)
Qe
Ovde je formalno
g7 =g*g’. (6.345)

Prakti¢no, g"‘ﬁ izracunavamo inverzijom izraza

Jop = Ouznzy, k,1=1,2 (6.346)
gde je
zF
kE _
dok su
d=2 2=y (6.348)

Dekartove koordinate.
Imajuéi u vidu (6.331) ocigledno je 2% = 2F¢;,. Matrica izraza g, je za pos-
matrani dvodimenzionalni slucaj

911 9gi2
03] = 6.349
[g ﬂ] { g21  g22 ] ( )

gde je
2 2
o = (1) + ()
g12 = g21 = Z%Z% + Z%ZS (6.350)
ga2 = (221)2 + (23)2

Inverzna matrica bic¢e po definiciji

_ 1 _
aB] — 1_ g1 g1z | 6.351
[g } [gaﬁ] Iga6| |: —go1 922 ] ( )

Lako je pokazati da je determinanta matrice gng
2
|9as| = 11922 — Gis = (zfz% - 2%2%) = J2 (6.352)

Sada clanovi matrice krutosti mozemo da napiSemo u obliku

k 2 __ € e
ki Z/j[ i) [ g e } [wél} dédn. (6.353)

e
921 922 2
Qe
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Osnovni problem kod integracije ovog izraza je pojava relativno slozene funkcije -
Jakobijana u imenitelju, zbog ¢ega se najcesce pribegava numerickoj kvadraturi.

U opstem slucaju se izraz za numericku integraciju definise odredivanjem ko-
ordinata (&, 7;) izvesnog broja N; integracionih taéaka u domenu u kojim se
integral izrac¢unava, kao i veli¢ina w; koje zovemo tezinska funkcija integracije
(t = 1,2,...,Ny). Tako, ako izraz G(&,n) treba da integralimo po oblasti €,
koristi¢emo relaciju

Ny
[ cemagin =3 Genu + .
Q. t=1

gde je E greska integracije.

Ako je integrand G(&,n) polinom, red integracije treba da bude dovoljno visok
da bi integracija bila ta¢na. Na primer, ako Gausovom kvadraturom integralimo
linearnu funkciju na kanonskom trouglu, integracija ¢e da bude ta¢na pri koriséenju
pravila jedne tacke (£1,71) u tezistu, uz wy = %

Sto se tice izraza (6.339) njega je ocigledno jednostavnije izracunati od (6.338),
pa to ostavljamo za vezbu.

Izraz (6.340) je integral na granici i njegovo izra¢unavanje je nesto sloZenije.
Izrac¢unavamo ga na onim konturama elementa 025, oblasti (¢ na kojima su zadati
prirodni grani¢ni uslovi. Prikaza¢emo ovo raCunanje na ivici £ =const. kanonskog
elementa, koji treba preslikati na 0€3, .

U posmatranom slucaju g, svodi se na goo

(02! 2 N 922\°
922 = 9E2 oez ) o
§to je ujedno i "determinanta” izraza g.s. Kao $to smo videli, Jakobijan je jednak
korenu determinante

1/2
~|\on n ’
pa je integral od interesa
1/2

i o) )]

oQs,

Uobicajeno je da se i ovi integrali izracunavaju numerickom integracijom.
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6.8 Program za resavanje elipticnih dvodimenzion-
alnih problema metodom konacnih elemenata

6.8.1 Uvodne napomene

U ovom odeljku bi¢e prikazan program kojim se realizuje metod konacnih eleme-
nata. Program je nacinjen od gotovih potprograma (nebitno prepravljenih) i reSenja
niza zadataka iz reference [5].

Defini§imo prvo zadatak koji bi trebalo resiti:

U unutrasnjim tackama oblasti  C R? treba odrediti realnu funkciju u(z,y)
koja zadovoljava linearnu parcijalnu diferencijalnu jednacinu

-V (kVu) 4+ bu = f. (6.354)

Napomenimo da je ova diferencijalna jednacina nesto opstija od (6.255). Razlika
se odnosi na ¢lan bu. Uvodenje ovog ¢lana omogucuje da se analiziraju problemi
kao §to je kontinualno oslonjena membrana, ili hemijske reakcije zavisne od tem-
perature.
U tackama jednog dela granice 2 (9€;) funkcija u moze imati poznate vrednosti
(esencijalni grani¢ni uslovi)
u =1,

a u tackama drugog dela granice (0€22) moze imati poznate vrednosti izvoda funkcije
u pravcu normale na granicu (prirodni graniéni uslovi)

—kg—z =pu — 1.
Ovaj oblik prirodnog grani¢nog uslova je takode nesto $iri od (6.258), i omoguéuje
analizu problema kod kojih izvod u pravcu normale zavisi od vrednosti funkcije u
na granicama.
Oblast €2 moze da bude podeljena na vise podoblasti tako da u svakoj od njih
k, bi f mogu imati razli¢ite vrednosti. ki b su konstantne na podoblastima. Za f
¢emo pretpostaviti da ima sledeéu strukturu:

fly) =+ fo(z — 2y — yi)

gde su f i f konstante.

Tako dozvoljavamo da oblast €2 bude podeljena na podoblasti, skok veli¢ine Vu-n
mora da bude jednak nuli u svim tackama granica izmedu pojedinih podoblasti.

Ovako definisan zadatak prevodi se u varijacioni oblik kao $to je to prikazano
u prethodnim poglavljima. Posle kona¢no—elementne aproksimacije prevodi se u
sistem linearnih algebarskih jednacina po nepoznatim vrednostima trazene funkcije
u u ¢vornim tackama.

Ovde ¢e biti koriséeni trougaoni izoparametarski elementi sa Sest ¢vorova i
Cetvorougaoni izoparametarski elementi sa devet ¢vorova. OpiSimo detaljnije ove
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elemente 1 konvencije u vezl sa njima kojih se treba drzati da bl program ispravno
radio.

Na slededoj slici prikazani su ovi elementi u parametarskej (£, ) ravni i stan-
dardna numeracija ¢vorova 1 strana u svakom od njih.

4 7 3 3
m
9
ailv . iitse 3th ™5
1
1 5 2 1 4 2
Slika 6.28:

Bazne funkcije za cetvorougaoni element u parametarsko] ravni su:

*%( @W —n) w5—§u—s%@2—)
fer oo w = le vaa o
g¥+®m+m %—gﬂ*ﬁ@%w)
=& -0 +77) s = 5(&2 — &)1 —n?)

=1 -0 7%
Bazne funkcije za trougaonil element u parametarsko] ravnil su:

1 = 2¢(C —0.5) by = 4L
thy = 26(£ —0.5) s = 4Ly
3 = 2n(n—0.5) s = dng
¢=1-&-n
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6.8.2 Struktura potprograma

Program se sastoji od tri osnovne celine: pretprocesora, procesora i postprocesora.
Potprogrami koji sa¢injavaju pretprocesor ucitavaju ulazne podatke (iz ulazne
datoteke sa imenom ”fem.in”) koji definisu zadatak i na osnovu njih generisu sve
veli¢ine koje su potrebne. Procesor, zatim, formira matricu i vektor sistema i na
kraju resava dobijeni sistem jednacina. Postprocesor prikazuje dobijene rezultate.
Svi relevantni ulazni i izlazni podaci upisuju se u izlaznu datoteku ”fem.out”.
Prikazimo sada neke vaznije promenljive u programu.

MAXN - maksimalni broj ¢vorova koji program dopusta.

MAXE - maksimalni broj elemenata.

MAXM - maksimalni broj podoblasti na koje je oblast Q podeljena.
MAXBCE - maksimalni broj tacaka u kojima je zadata funkcija .

MAXBCN - maksimalni broj strana elemenata na granici oblasti {2 na kojima
je zadata promena funkcije u u pravcu normale.

MAXPT - maximalni broj tacaka u kojima f ima singularitet tipa ¢ funkcije.

MAXBAND - maksimalna polusirina trake oko dijagonale matrice sistema u
kojoj su skoncentrisane vrednosti razli¢ite od nule.

Sve ove veli¢ine treba zadati u programu (zavisno od raspolozive radne memorije
racunara) pre prevodenja programa.
Opisimo, ukratko, sve potprograme koji se pojavljuju u programu.

SETINT postavlja sve veli¢ine potrebne za numericku integraciju Gausovim
metodom po povrsi ili po liniji.

PREP je pretprocesor. Svaki niz ulaznih podataka za neki zadatak pocinje
kratkim tekstom kojim ga identifikuje. Ako je taj tekst samo re¢ "end”, rad
programa se zavrsava.

RNODE c¢ita iz ulazne datoteke (”fem.in”) podatke koji se odnose na ¢vorove
kojima prekrivamo oblast 2. Na osnovu podataka o koordinatama pocetne
i krajnje tacke i broja ¢vorova, potprogram sam generiSe podatke o svim
¢vorovima izmedu. U svim potprogramima pretprocesora, generisani podaci
se upisuju u izlaznu datoteku ”fem.out”.

RELEM c¢ita podatke na osnovu kojih automatski generise nizove eleme-
nata koji prekrivaju aproksimaciju oblasti (2.Kako su elementi koje koristimo
izoparametarski a bazne funkcije bikvadratne to elementi mogu biti i krivolin-
ijski ¢etvorougaonici ili trouglovi.

RMAT ucitava vrednosti k, b i f za svaku podoblast oblasti (2.
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e RBC cita podatke o singularitetima funkcije f, o esencijalnim i prirodnim
grani¢nim uslovima.

e PROC je procesorski potprogram.

e FORMKF generise clanove matrice K i vektora F' ne uzimajuéi granic¢ne
uslove u obzir.

o ELEM izracunava elemente matrice K. (dimenzija 9 x 9 ili 6 x 6) i vektora
F. koji se dobijaju od elementa e.

e SHAPE2 racuna vrednosti svih baznih funkcija u parametarskoj ravni i nji-
hovih parcijalnih izvoda po £ i 7.

e GETMAT vraca vrednosti konstanti k, bi f na osnovu rednog broja podoblasti
oblasti €.

e ASSMB sabira elemente matrice K, i vektora F, sa odgovaraju¢ima u matrici
K i vektoru F.

e APLYBC menja elemente matrice K i vektora F' u skladu sa podacima
o singularitetima funkcije f, esencijalnim i prirodnim grani¢nim uslovima.
Napomenimo da se esencijalni uslovi nameéu ne promenom dimenzija ma-
trice K ve¢ "kaznenom” metodom.

e BCINT rac¢una integrale po granici na kojoj su zadati prirodni grani¢ni uslovi.
e SHAPEI1 daje vrednosti jednodimenzionih baznih funkcija i njihovih izvoda.
e SOLVE resava sistem jednacina Ku = F.

e TRIB vrsi triangularizaciju simetri¢ne kvadratne matrice zadate preko svojih
od nule razli¢itih ¢lanova koji se nalaze na dijagonali i iznad nje.

e RHSB na osnovu triangularizovane matrice K i vektora F' odreduje elemente
trazenog vektora u.

e POST upisuje u izlaznu datoteku podatke o ¢vorovima i dobijenim pribliznim
vrednostima funkcije u u njima.

Opisimo sada format ulazne datoteke ”fem.in”. Da bi se lakse razlikovale ra-
zlicite skupine podataka svaku od njih obavezno pocinjemo jednom linijom ispu-
njenom nekim proizvoljnim znakom (na primer -’ ili *’). Osim prve, sve grupe
podataka pocinju redom u kojem se nalazi samo jedan ceo broj koji oznacava ko-
liko redova podataka iz te grupe sledi. Svi podaci se zadaju u slobodnom formatu.
U ulaznoj datoteci mogu biti dati podaci za vise razli¢itih zadataka.

1. grupa podataka je tekst (od maksimalno 80 znakova) kojim se na neki naé¢in
kratko identifikuje zadatak koji treba resiti. Poslednji zadatak u datoteci na
ovom mestu obavezno ima ”end” ili "END”.
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2. grupa podataka se sastoji od onoliko redova koliko linija ¢vorova zelimo da
generiSemo. U svakom redu se nalazi slede¢ih sedam podataka:
e redni broj prvog ¢vora (integer)
e broj ¢vorova u liniji (integer)
e razlika izmedu svakog sledeéeg i prethodnog ¢vora u nizu (integer)

e x koordinata prvog ¢vora (float)

y koordinata prvog ¢vora (float)
e x koordinata poslednjeg ¢vora (float)
e y koordinata poslednjeg ¢vora (float)
3. grupa podataka sadrzi podatke na osnovu kojih se mogu na osnovu vec¢ gener-
isanih ¢vorova automatski generisati nizovi elemenata.
e broj elemenata u nizu (integer)

e razlika izmedu rednih brojeva odgovarajuc¢ih ¢vorova koji pripadaju sused-
nim elementima u nizu (integer)

e broj ¢vorova u svakom elementu (6 ili 9) (integer)
e redni broj podoblasti kojoj pripadaju elementi niza (integer)

e 6 ili 9 rednih brojeva (integeri) prvog elementa u nizu (obratiti paznju
na standardni raspored ¢vorova u elementu).

4. grupa su podaci o vrednostima konstanti k, b i f

e vrednost konstante k (float)
e vrednost konstante b (float)

e vrednost konstante f (float)

5. grupa su podaci o eventualnim singularitetima funkcije f.
e broj ¢vora u kojem se nalazi singularitet (integer)
e vrednost f (float)

6. grupa su podaci o esencijalnim grani¢nim uslovima. Istu vrednost funkcije @
je moguce zadati na celoj liniji ¢vorova.
e redni broj prvog ¢vora u nizu (integer)
e broj ¢vorova u nizu (integer)
e razlika izmedu susednih ¢vorova u nizu (integer)
e vrednost 4 (float)

7. grupa podataka zadaje prirodne grani¢ne uslove. Ovi se uslovi, takode, mogu
zadati na ¢itavom nizu elemenata uz granicu.
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e redni broj prvog elementa u nizu (integer)
e broj elemenata u nizu (integer)
e razlika izmedu rednih brojeva susednih elemenata (integer)

e redni broj strane koja se nalazi na granici oblasti (obratiti paznju na
standardno numerisanje strana u okviru jednog elementa) (integer)

e vrednost p (float)
e vrednost v (float)

6.8.3 Primeri

Prikazimo sada tri test primera koris¢enja programa FEM.

u  0%u

—— + —— = 4 na kvadratu 2 x 2. Svi grani¢ni
Ox? * 0y? &

uslovi ée biti prirodni, sem §to ¢emo u tacki (0,0) zadati da je vrednost
nepoznate funkcije v jednaka nuli. Prirodni grani¢ni uslovi su tako izabrani

da je resenje problema taéno u = z2 + y2.

1. primer. Resi¢emo jednacinu

Ulazna datoteka glasi:

Test primer br. 1: Jednacina Lap(u)=4. Resenje: u=x"2+y~2.

3
1310.0 2. 0.
4310.1 2.1
7310.2 2. 2
1

1

-1. 0. 4

0

1

1100

4

11010. 0.
11020. -4.
11030. -4.
11040. 0.
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Posle pustanja programa u rad, formira se datoteka ”fem.out”:
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Test primer br. 1:
node no

©O© 00 NO O b W N -
[

elem no ne mat

mat no

Jednacina Lap(u)=4. Resenje: u=x"2+y~2.
x—coordinate y—coordinate
.000
.000
2.000
.000
.000
2.000
.000
.000
.000

0
0
0
0
0
0
0
0
0

node numbers

1 -1.0000

node no

element no side

s
W N e

© 00N O d WN -
-

essent.

.0000

.0000
.0000
.0000
.0000

val

NNNF- R~ =

.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000

N NN E = =

.0000

ue

gamma

.0000
-4.0000
-4.0000

.0000

0 O AN D PO
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Vidimo da su dobijene vrednosti funkcije u taéne u svim tackama oblasti
koja je prekrivena samo jednim elementom. To je, naravno, zato §to su bazne
funkcije bikvadratne, a tacno resenje je kvadratna funkcija po x i y. Slike
6.29 i 6.30 prikazuju raspored ¢vorova u oblasti i linije konstantnih vrednosti
funkcije u.

-a
N
w
o
~

o

Slika 6.29: Slika 6.30:

. primer. Torzija pravog ukljestenog Stapa proizvoljnog poprecnog preseka se

odreduje reSavanjem jednacine

2 2
0%, T2 _ s,
ox?  Oy?
® je funkcija Prandtla® , G' je moduo smicanja a # ugao torzije na jedinicu
duzine stapa. ®(x,y) je funkcija polozaja tacke poprecénog preseka Stapa i u
tackama njegovog ruba mora imati vrednost jednaku nuli (esencijalni granicni
uslov). Resiéemo zadatak torzije Stapa popreénog preseka u obliku jedna-
kostrani¢nog trougla visine 9 duzinskih jedinica. Izabra¢emo G i 6 tako da
je GO = 1. Zbog simetri¢nosti zadatka, dovoljno je za oblast 2 izabrati
jednu polovinu popre¢nog preseka. Na granici ovakve oblasti koja se poklapa
sa visinom jednakostrani¢nog trougla, izvod Prandtlove funkcije u pravcu
normale, mora biti jednak nuli.

6Prandt] Ludwig (1875-1953), nemacki nauénik. Bavio se mehanikom fluida. Poznat po bro-

jnim radovima iz obstrujavanja fluida oko prepreke i odredivanju supersoni¢nih, stacionarnih i
neturbolentnih strujanja.
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Ulazna datoteka:

7
1 9 5 00000 -3.00000 0.00000  5.00000
2 9 5 1.29904 -3.00000 0.14434 5.00000
3 9 5 2.59808 -3.00000 0.28868 5.00000
4 9 5 3.89711 -3.00000 0.43301 5.00000
5 9 5 5.19615 -3.00000 0.57735 5.00000

46 3 1 0.00000 5.50000 0.28867 5.50000

49 1 0 0.00000 6.00000 0.00000 6.00000

4

4 10 9 1 1 31311 2 812 6 7

4 10 9 1 3 51513 41014 8 9

1 0 6 1 41 43 49 42 47 46

1 0 6 1 43 45 49 44 48 47

1

—
S
=
S

Na slici 6.31 prikazana je podela oblasti na konac¢ne elemente. Slika 6.32
prikazuje linije konstantnih vrednosti funkcije ®.
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Slika 6.31: Slika 6.32:

3. primer. Ravansko strujanje nestisljivog fluida prikazatemo na primeru op-

strujavanja cilindra polupre¢nika 8cm koji se nalazi na sredini izmedu dve
paralelne ploce na rastojanju od 32cm. Resi¢emo Laplasovu diferencijalnu
jednacinu

*v 9%V

-+ -5 =0

0x2 = 0y?
gde je ¥(xz,y) strujna funkcija. Zbog simetri¢nosti oblasti i oko x i oko y
ose oblast 2 se moze izabrati da bude kvadrat stranice 16cm iz kojeg je
izbacena Getvrtina kruga polupreénika 8cm. Duz izmedu ¢évorova 11 5 (vidi
6.33) i cetvrtinu kruga (na kojoj leze i ¢vorovi 21 i 41) smatracemo za nultu
strujnicu, tj. liniju u ¢ijim tackama funkcija ¥ ima vrednost nula. I duz sa
¢vorovima 25, 35 i 45 je strujna linija i na njoj ¢emo zadati da je ¥ = 10. Na
slici 6.34 se vidi dobijena strujna slika.

vy

@ 15

Slika 6.33: Slika 6.34:
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Ulazna datoteka za ovaj primer je

9

1 51 8. 0 16. 0
6 517.761 1.941 16. 4
11 51 7.155 3.578 16. 8
16 51 6.4 4.8 16. 12
21 51 5.656 5.656 16. 16.
26 51 4.8 6.4 12. 16.
31 51 3.578 7.155 8. 16.
36 51 1.941 7.761 4. 16.
41 510 8 0. 16.
2

4 10 9 1 131311281267
4 10 9 1 3515 134 10 148 9
1

-1. 0. 0

0

3

1 51 0.

6 85 0.

25 5 5 10.

2

52120.0

4 2440.0

end

Najzad, prikazimo i fortranski tekst celog programa FEM.

PROGRAM fem

PARAMETER (maxn=400,maxe=100,maxm=5,maxbce=70,maxbcn=40,maxpt=10,
& maxband=25)

CHARACTER titlex*80

COMMON /ctitl / title

COMMON /ccon / nnode , nelem , nmat , nbce , nbcn , npoint ,
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100

&
COMMO
COMMO
COMMO
COMMO

&

&
COMMO
COMMO
COMMO

OPEN
OPEN
CALL
CALL
CALL
CALL
GOTO
END

N /cnode /
N /celem /
N /cmatl /

N /cbc

/

N /cmatrx/
N /cintl /
N /cint2 /

nband

x(2,maxn) , u(maxn)

ne(maxe) , mat(maxe) , nodes(9,maxe)
prop(3,maxm)

nodbc (maxbce) , vbce(maxbce) , nelbc(maxbcn) ,
nside(maxbcn) , vben(2,maxbcn) , npt(maxpt) ,
vpt (maxpt)

gk (maxn,maxband) , gf (maxn)

etaq(3) , ww(3)

xiq(2,9) , xit(2,7) , wq(9) , wt(7)

(UNIT=5,FILE="fem.in’)
(UNIT=6,FILE="fem.out’)

setint
prep
proc
post
100

SUBROUTINE setint

COMMON /cintl / etaq(3) , ww(3)

COMMON /cint2 / xiq(2,9) , xit(2,7) , wq(9) , wt(7)
nine point quadrature rule for quadrilaterals

5935 = sqrt(3./5.)

wq (1)
wq(2)
wq(3)
wq (4)
wq (5)
wq (6)
wq (7)
wq(8)
wq(9)
xiq(1
xiq(2
xiq(1
xiq(2
xiq(1
xiq(2
xiq(1
xiq(2
xiq(1
xiq(2

= 25
= 40
= 25.
= 40.
= 64.
= 40.
= 25.
= 40.

,1) =
1) =
,2) =
,2) =
,3) =
,3) =
,4) =
,4) =
,B) =
,B) =

./81.
./81.

/81.
/81.
/81.
/81.
/81.
/81.

./81.

-sq35
-sq35

0.

-5q35
5935
-sq35
-sq35

0.
0.
0.
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xiq(1,6) = sqg35
xiq(2,6) 0.

xiq(1,7) = -sq35
xiq(2,7) = sq356
xiq(1,8) 0.

xiq(2,8) = sq3b
xiq(1,9) = sq35
xiq(2,9) = sq35

c seven point rule for triangulars

sq15 = sqrt(15.0)
a = (155.0+sq15)/2400.0
b = (155.0-sq15)/2400.0

wt (1)
wt(2) =
wt(3) =
wt(4) =
wt(5) =
wt(6) =
wt(7) =

9.

oo P PP

b

0/80.0

a = (6.0+sq15)/21.0

b
C

xit(1,1)
xit(2,1)
xit(1,2)
xit(2,2)
xit(1,3)
xit(2,3)
xit(1,4)
xit(2,4)
xit(1,5)
xit(2,5)
xit(1,6)
xit(2,6)
xit(1,7)
xit(2,7)

c tri point

etaq(1)
etaq(2)
etaq(3)
ww(l) =
ww(2) =
ww (3)

RETURN

o 0 ol

(6.0-sq15)/21.0
(9.0+2
d = (9.0-2

.0%sq15)/21.0

.0*sq15)/21.0
1.0/3.0
1.0/3.0

)

oo o0 0T e Qo Q

b

rule for line segment [-1,+1]
-5935

0.

5935

/9.
/9.
/9.
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END

SUBROUTINE prep
CHARACTER titlex80
COMMON /ctitl / title
READ (5,%)
READ (5,99001) title
IF ( title.EQ.’end’ .OR. title.EQ.’END’ ) THEN
CLOSE (6)
CLOSE (5)
STOP
ENDIF
PRINT *
PRINT * , ’reading problem data ...’
WRITE (6,%)
WRITE (6,99001) title
CALL rnode
CALL relem
CALL rmat
CALL rbc
RETURN
99001 FORMAT (A80)
END

SUBROUTINE rnode
PARAMETER (maxn=400,maxe=100,maxm=5,maxbce=70,maxbcn=40,maxpt=10,

& maxband=25)

COMMON /ccon / nnode , nelem , nmat , nbce , nbcn , npoint ,
& nband

COMMON /cnode / x(2,maxn) , u(maxn)

READ (5,%)

READ (5,*) nrec
IF ( nrec.LT.1 ) STOP ’number of node records less than 1’
nnode = 0
DO 100 irec = 1 , nrec
READ (5,*) nl , num , inc , x1 , y1 , xn , yn
numl = num - 1
xnum = float(numil)
x(1,n1) = x1
x(2,n1) = y1
nnode = nnode + 1
IF ( num.NE.1 ) THEN
dx = (xn-x1)/xnum
dy = (yn-yl)/xnum
DO 20 n = 1 , numl
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20

100
c

200

99001
99002

50

&

&

float(n)
in = nl + nxinc
IF ( in.GT.maxn ) STOP ’number of nodes grater than maxn’
x(1,in) = x1 + xn*dx
x(2,in) = y1 + xnx*dy
nnode = nnode + 1
CONTINUE
ENDIF
CONTINUE
print nodal point coordinates
WRITE (6,99001)
DO 200 n = 1 , nnode
WRITE (6,99002) n , x(1,n) , x(2,n)

Xn

CONTINUE

RETURN

FORMAT (’ node no  x-coordinate y-coordinate ’/)
FORMAT (I7,2F16.4)

END

SUBROUTINE relem
PARAMETER (maxn=400,maxe=100,maxm=5,maxbce=70,maxbcn=40,maxpt=10,

maxband=25)
COMMON /ccon / nnode , nelem , nmat , nbce , nbcn , npoint ,
nband

COMMON /celem / ne(maxe) , mat(maxe) , nodes(9,maxe)
DIMENSION node(9)
read element data
READ (5,%)
READ (5,%) nrec
IF ( nrec.LT.1 ) STOP ’number of element records less than 1°
nel = 0
nband = 0
DO 200 irec = 1 , nrec
READ (5,%) num , inc , nee , mate , (node(i),i=1,nee)
nmin = maxn + 1
nmax = 0
DO 50 i
nmin
nmax
CONTINUE
nband = max(nband,nmax-nmin) + 1
IF ( nband.GT.maxband ) STOP ’band width too big’
nl = nel + 1
nel = nel + num
IF ( nel.GT.maxe ) STOP ’number of elements greater than nelem’

1 , nee
min(nmin,node(i))
max (nmax ,node (i))
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DO 100 n = nl1 , nel
ninc = (n-nl)*inc
DO 60 m = 1 , nee
nodes(m,n) = node(m) + ninc
60 CONTINUE
ne(n) = nee
mat(n) = mate
100 CONTINUE
200 CONTINUE
nelem = nel
c print element definitions and find band width
WRITE (6,99001)
DO 300 n = 1 , nelem
nen = ne(n)
WRITE (6,99002) n , nen , mat(n) , (nodes(i,n),i=1,nen)
300 CONTINUE
RETURN
99001 FORMAT (/’ elem no ne mat’,10X, ’node numbers’/)
99002 FORMAT (15,17,16,5X,914)
END

SUBROUTINE rmat
PARAMETER (maxn=400,maxe=100,maxm=5,maxbce=70,maxbcn=40,maxpt=10,

& maxband=25)
COMMON /ccon / nnode , nelem , nmat , nbce , nbcn , npoint ,
& nband

COMMON /cmatl / prop(3,maxm)
WRITE (6,99001)
READ (5,%)
READ (5,*) nmat
IF ( nmat.LT.1 .OR. nmat.GT.maxm ) THEN
PRINT * , ’error in rmat, nmat=’ , nmat
STOP
ENDIF
DO 100 i = 1 , nmat
READ (5,%) (prop(j,i),j=1,3)
WRITE (6,99002) i , (prop(j,i),j=1,3)
100 CONTINUE
RETURN
99001 FORMAT (/’ mat no k b £2/)
99002 FORMAT (I4,5X,3F15.4)
END

SUBROUTINE rbc
PARAMETER (maxn=400,maxe=100,maxm=5,maxbce=70,maxbcn=40,maxpt=10,
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& maxband=25)

COMMON /ccon / nnode , nelem , nmat , nbce , nbcn , npoint ,
& nband

COMMON /cbc / nodbc(maxbce) , vbce(maxbce) , nelbc(maxbcn) ,
& nside(maxbcn) , vben(2,maxben) , npt(maxpt) ,
& vpt (maxpt)

c read point loads
ir = 0
READ (5,%)

READ (5,*) nrec
npoint = nrec
IF ( nrec.NE.O ) THEN
ir = ir + 1
DO 50 i = 1 , nrec
READ (5,%) n , v

npt(i) = n
vpt(i) = v
50 CONTINUE
ENDIF
c read essential boundary condition data
READ (5,%)
READ (5,*) nrec
nbce = 0

IF ( nrec.NE.O ) THEN
ir = ir + 1
DO 100 j = 1 , nrec
READ (5,*%) nl , num , inc , v
DO 60 i = 1 , num
nbce = nbce + 1
n = nl + (i-1)*inc
nodbc(nbce) = n
vbce(nbce) = v
60 CONTINUE
100 CONTINUE
ENDIF
c read natural boundary condition data
READ (5,%)
READ (5,*) nrec
nbcn = 0
IF ( nrec.NE.O ) THEN
ir = ir + 1
DO 150 j = 1 , nrec
READ (5,*) nl , num , inc , ns , p , Vv
DO 120 i = 1 , num
nbcn = nbcn + 1
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n = nl + (i-1)*inc
nelbc(nbcn) = n
nside(nbcn) = ns
vben(1l,nbecn) = p
vben(2,nbcn) = v
120 CONTINUE
150 CONTINUE
ENDIF
c print boundary condition data
IF ( ir.EQ.0 ) STOP ’no boundary value data’
IF ( npoint.NE.O ) THEN
WRITE (6,99001)
WRITE (6,99002) (npt(i),vpt(i),i=1,npoint)
ENDIF
IF ( nbce.NE.O ) THEN
WRITE (6,99003)
WRITE (6,99004) (nodbc(i),vbce(i),i=1,nbce)
ENDIF
IF ( nbcn.NE.O ) THEN
WRITE (6,99005)
WRITE (6,99006) (nelbc(i),nside(i),vbcn(l,i),vben(2,1i),i=1,
& nbcn)
ENDIF
RETURN
99001 FORMAT (/’ node no point load’/)
99002 FORMAT (I5,10X,F15.4)
99003 FORMAT (/’ node no essent. value’/)
99004 FORMAT (I5,10X,F15.4)
99005 FORMAT (/’ element no side ) gamma’/)
99006 FORMAT (I7,7X,I1,5X,2F10.4)
END

SUBROUTINE proc
CALL formkf
CALL aplybc
CALL solve
RETURN

END

SUBROUTINE formkf
PARAMETER (maxn=400,maxe=100,maxm=5,maxbce=70,maxbcn=40,maxpt=10,

& maxband=25)
COMMON /ccon / nnode , nelem , nmat , nbce , nbcn , npoint ,
& nband

COMMON /cnode / x(2,maxn) , u(maxn)
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50
100

120
150

200

50
100

COMMON /celem / ne(maxe) , mat(maxe) , nodes(9,maxe)
COMMON /cmatrx/ gk(maxn,maxband) , gf(maxn)
COMMON /cint2 / xiq(2,9) , xit(2,7) , wq(9) , wt(7)
DIMENSION ek(9,9) , ef(9) , xx(2,9) , nod(9)
PRINT * , ’forming elements...’
DO 100 i = 1 , maxn
gf(i) = 0.
DO 50 j = 1 , maxband
gk(i,j) = 0.
CONTINUE
CONTINUE
DO 200 i = 1 , nelem
mati = mat(i)
nei = ne(i)
DO 150 k = 1 , nei
k1 = nodes(k,i)

nod(k) = ki
DO 120 j =1, 2
xx(j,k) = x(j,k1)
CONTINUE
CONTINUE
PRINT * , ’element : ’ , i

nine point integration rule for 9-node quadrilaterals
IF ( nei.EQ.9 ) CALL elem(xx,nei,ek,ef,9,xiq,wq,mati)
seven point integration rule for 6-node traiangulars
IF ( nei.EQ.6 ) CALL elem(xx,nei,ek,ef,7,xit,wt,mati)
CALL assmb(ek,ef,nei,nod)

CONTINUE

WRITE (6,%)

RETURN

END

SUBROUTINE elem(x,n,ek,ef,nl,xi,w,mat)
DIMENSION x(2,n) , ek(n,n) , ef(n) , xi(2,nl) , w(nl)
DIMENSION dpsix(9) , dpsiy(9) , dxds(2,2) , dsdx(2,2)
DIMENSION psi(9) , dpsi(9,2)
initilaze element arrays
DO 100 i =1, n

ef(i) = 0.

D050 j=1,n

ek(i,j) = 0.

CONTINUE
CONTINUE
CALL getmat(xk,xb,xf,mat)
begin integration point loop
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DO 3001 =1, nl
CALL shape2(xi(1,1),xi(2,1),n,psi,dpsi)
o calculate dxds
DO 1560 i =1 , 2
DO 120 j =1
dxds(i,j)
DO 110 k=1 , n
dxds(i,j) = dxds(i,j) + dpsi(k,j)*x(i,k)
110 CONTINUE
120 CONTINUE
150 CONTINUE
c calculate dsdx
detj = dxds(1,1)*dxds(2,2) - dxds(1,2)*dxds(2,1)
IF ( detj.LE.0. ) GOTO 500
dsdx(1,1) = dxds(2,2)/detj
dsdx(2,2) = dxds(1,1)/detj
dsdx(1,2) = -dxds(1,2)/detj
dsdx(2,1) = -dxds(2,1)/detj
c calculate d(psi)/dx
DO 200i=1,n
dpsix(i) = dpsi(i,1)*dsdx(1,1) + dpsi(i,2)*dsdx(2,1)
dpsiy(i) = dpsi(i,1)*dsdx(1,2) + dpsi(i,2)*dsdx(2,2)
200 CONTINUE
c accumulate integration point value of integrals
fac = detj*w(l)
DO 2560 i=1,n
ef (i) = ef(i) + xf*psi(i)*fac
DO 220 j =i, n
ek(i,j) = ek(i,j)

o~

2
0.

& + fac*(xk*(dpsix (i) *dpsix(j)+dpsiy(i)*dpsiy(j)
& )+xb*psi (i) *psi(j))
220 CONTINUE
250 CONTINUE
300 CONTINUE
c calculate lower symmetric part of ek
DO 400i=1,n
DO 350 j =1, 1
ek(i,j) = ek(j,1)
350 CONTINUE
400 CONTINUE
c print ’(9£8.4)°,((ek(i,j),j=1,n),i=1,n)
RETURN
500 WRITE (6,99001) detj , x
STOP

99001 FORMAT (’ bad jacobian ’,E10.3/9E10.3/9E10.3)
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END

SUBROUTINE shape2(ski,eta,n,psi,dpsi)

DIMENSION psi(9) , dpsi(9,2)

IF ( n.EQ.6 ) THEN
zet = 1. - ski - eta
psi(l) = 2.*zet*(zet-0.5)
psi(2) = 2.*ski*(ski-0.5)
psi(3) = 2.xetax(eta-0.5)
psi(4) = 4.xzet*ski
psi(5) = 4.xskixeta
psi(6) = 4.xetaxzet
dpsi(1,1) = 1. - 4.%zet
dpsi(1,2) = 1. - 4.%zet
dpsi(2,1) = 4.%ski - 1.
dpsi(2,2) = 0.
dpsi(3,1) = 0.
dpsi(3,2) = 4.*eta - 1.
dpsi(4,1) = 4.x(zet-ski)
dpsi(4,2) = -4.xski
dpsi(5,1) = 4.*eta
dpsi(5,2) = 4.*xski
dpsi(6,1) = -4.*eta
dpsi(6,2) = 4.*(zet-eta)
RETURN

ENDIF

ski2 = skix*ski

eta2 = etaxeta

ski2m = ski2 - ski

eta2m = eta2 - eta

ski2p = ski2 + ski

eta2p = eta2 + eta

psi(1) = ski2m*eta2m/4.

psi(2) = ski2p*eta2m/4.

psi(3) = ski2p*eta2p/4.

psi(4) = skiZmxeta2p/4.

psi(5) = (1.-ski2)*eta2m/2.

psi(6) = ski2px(1l.-eta2)/2.

psi(7) = (1.-ski2)x*eta2p/2.

psi(8) = ski2m*(1.-eta2)/2.

psi(9) = (1.-ski2)*(1.-eta2)

dpsi(1,1) = (2.*ski-1.)*eta2m/4.

dpsi(1,2) = ski2m*(2.*eta-1.)/4.

dpsi(2,1) = (2.%ski+l.)*eta2m/4.

dpsi(2,2) = ski2px(2.*eta-1.)/4.
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dpsi(3,1) = (2.*ski+l.)*eta2p/4.
dpsi(3,2) = ski2p*(2.xeta+l.)/4.
dpsi(4,1) = (2.*ski-1.)*eta2p/4.
dpsi(4,2) = ski2mx(2.*eta+1.)/4.
dpsi(5,1) = -ski*eta2m

dpsi(5,2) = (1.-ski2)*(2.*eta-1.)/2.
dpsi(6,1) = (2.*ski+1.)*(1.-eta2)/2.
dpsi(6,2) = -ski2p*eta

dpsi(7,1) = -skixeta2p

dpsi(7,2) = (1-ski2)*(2.*eta+l.)/2.
dpsi(8,1) = (2.*ski-1.)*(1.-eta2)/2.
dpsi(8,2) = -ski2m*eta

dpsi(9,1) = -2.*skix(1.-eta2)
dpsi(9,2) = -2.*%(1.-ski2)*eta
RETURN

END

SUBROUTINE getmat (xk,xb,xf,mat)

PARAMETER (maxn=400,maxe=100,maxm=5,maxbce=70,maxbcn=40,maxpt=10,
& maxband=25)

COMMON /cmatl / prop(3,maxm)

xk = prop(l,mat)

xb = prop(2,mat)

xf = prop(3,mat)

RETURN

END

SUBROUTINE assmb(ek,ef,n,node)
PARAMETER (maxn=400,maxe=100,maxm=5,maxbce=70,maxbcn=40,maxpt=10,
& maxband=25)
COMMON /cmatrx/ gk(maxn,maxband) , gf(maxn)
DIMENSION ek(n,n) , ef(n) , node(n)
DO 100 i =1 , n
ig = node(i)
c assemble global vector gf
gf(ig) = gf(ig) + ef(d)
DO5S0 j=1,n
c assemble global stiffnes matrix gk
jg = node(j) - ig + 1
IF ( jg.GT.0 ) gk(ig,jg) = gk(ig,jg) + ek(i,j)
50 CONTINUE
100 CONTINUE
RETURN
END
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SUBROUTINE aplybc
PARAMETER (maxn=400,maxe=100,maxm=5,maxbce=70,maxbcn=40,maxpt=10,

& maxband=25)
COMMON /ccon / nnode , nelem , nmat , nbce , nbcn , npoint ,
& nband

COMMON /cnode / x(2,maxn) , u(maxn)
COMMON /celem / ne(maxe) , mat(maxe) , nodes(9,maxe)
COMMON /cbc / nodbc(maxbce) , vbce(maxbce) , nelbc(maxbcn) ,
& nside(maxbcn) , vben(2,maxben) , npt(maxpt) ,
& vpt (maxpt)
COMMON /cmatrx/ gk(maxn,maxband) , gf(maxn)
DIMENSION nod(3) , xbc(2,3) , pe(3,3) , game(3)
PRINT * , ’applying boundary conditions ...’
c applay point loads
IF ( npoint.NE.O ) THEN
DO 50 i = 1 , npoint
n = npt(i)
gf(n) = gf(n) + vpt(i)
50 CONTINUE
ENDIF
c applay essential boundary conditions
IF ( nbce.NE.O ) THEN
big = 1.E30
DO 100 i = 1 , nbce
n = nodbc (i)
gk(n,1) = big
gf(n) = bigxvbce(i)
100 CONTINUE
ENDIF
c applay natural boundary condition
IF ( nbcn.NE.O ) THEN
DO 150 i = 1 , nbcn
c pick out nodes on side of element
nel = nelbc(i)
ns = nside(i)
nc = 4
IF ( ne(nel).EQ.6 ) nc
nod(1) = ns
nod(2) = ns + nc
nod(3) = ns + 1
IF ( ns.EQ.nc ) nod(3)
c pick out nodal coordinates
DO 120 j =1, 3
nj = nod(j)
nod(j) = nodes(nj,nel)

]
w

1]
=
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120

150

50
100

120
150
200

nj = nod(j)
xbc(1,j) = x(1,nj)
xbc(2,3) = x(2,nj)
CONTINUE
call bcint to calculate boundary integrals pe and game
CALL bcint(vben(l,i),vben(2,1),xbc,pe,game)
call assmb to add pe to gk and game to gf
CALL assmb(pe,game,3,nod)
CONTINUE
ENDIF
RETURN
END

SUBROUTINE bcint(vl,v2,x,pe,game)
COMMON /cintl / etaq(3) , ww(3)
DIMENSION theta(3) , dtheta(3)
DIMENSION x(2,3) , pe(3,3) , game(3)
DO 100 i =1, 3
game(i) = 0.
DO 50 j 1,3
pe(i,j) = 0.
CONTINUE
CONTINUE
DO 200k =1 , 3
CALL shapel(etaq(k),theta,dtheta)
x1 = x(1,1)*dtheta(1l) + x(1,2)*dtheta(2) + x(1,3)*dtheta(3)
yl = x(2,1)*dtheta(1l) + x(2,2)*dtheta(2) + x(2,3)*dtheta(3)
sjac = sqrt(xl*xl+ylxyl)
fac = ww(k)*sjac
DO 150 i =1 , 3
game (i) = game(i) + v2*theta(i)*fac

DO 120 j =1, 3
pe(i,j) = pe(i,j) + vixtheta(i)*theta(j)*fac
CONTINUE
CONTINUE
CONTINUE
RETURN

END

SUBROUTINE shapel(eta,theta,dtheta)
DIMENSION theta(3) , dtheta(3)

eta2 = etaxeta

theta(1l) = (eta2-eta)/2.

theta(2) 1. - eta2

theta(3) (eta2+eta) /2.
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dtheta(1l) = eta - 0.5

dtheta(2) = -2.*eta
dtheta(3) = eta + 0.5
RETURN

END

SUBROUTINE solve
PARAMETER (maxn=400,maxe=100,maxm=5,maxbce=70,maxbcn=40,maxpt=10,

& maxband=25)
COMMON /ccon / nnode , nelem , nmat , nbce , nbcn , npoint ,
& nband

COMMON /cnode / x(2,maxn) , u(maxn)

COMMON /cmatrx/ gk(maxn,maxband) , gf(maxn)
PRINT * , ’solving equations ...’

CALL trib(gk,nnode,nband,maxn,maxband)

CALL rhsb(gk,u,gf,nnode,nband,maxn,maxband)
RETURN

END

SUBROUTINE trib(a,n,ib,11,12)
DIMENSION a(11,12)

c this subroutine triangularizes a banded and symmetric matrix a
c only the upper half-band of matrix is stored
c storage is in the form of a rectangular array 11 x 12
c the half-band width is ib
c the number of equations is n
DO 100 i =2 , n
ml = minO(ib-1,n-i+1)
DO 50 j =1, ml
sum = 0.0
k1 = min0(i-1,ib-3j)
DO 20 k =1, ki
sum = sum + a(i-k,k+1)*a(i-k,j+k)/a(i-k,1)
20 CONTINUE
a(i,j) = a(i,j) - sum
50 CONTINUE
100 CONTINUE
RETURN
END
SUBROUTINE rhsb(a,x,b,n,ib,11,12)
DIMENSION a(11,12) , x(1) , b(1)
c for the linear sytem a*x=b with the matrix a
c triangularized by routine trib

c this routine performs the forward substitution
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c into b and back substitution into x
the half-band width of a is ib
c the number of equations is n
npl =n + 1
DO 100 i =2 , n
sum = 0.0

k1 = min0(ib-1,i-1)
DO 50 k =1, kil
sum = sum + a(i-k,k+1)/a(i-k,1)*b(i-k)
50 CONTINUE
b(i) = b(i) - sum
100 CONTINUE
c begin back-substitution
x(n) = b(n)/aln,1)
DO 200k =2 , n
i=mnpl -k
§j1 =4 + 1
j2 = minO(n,i+ib-1)
sum = 0.0
DO 150 j = j1 , j2
mm o= j - j1 + 2
sum = sum + x(j)*a(i,mm)
150 CONTINUE
x(1) = (b(i)-sum)/a(i,1)
200 CONTINUE
RETURN
END

SUBROUTINE post
PARAMETER (maxn=400,maxe=100,maxm=5,maxbce=70,maxbcn=40,maxpt=10,

& maxband=25)

COMMON /ccon / nnode , nelem , nmat , nbce , nbcn , npoint ,

& nband

COMMON /cnode / x(2,maxn) , u(maxn)

PRINT * , ’writing solutions ... ’

WRITE (6,%)

WRITE (6,%) ° node X y u’
WRITE (6,%)

& D R I I EEEEEEE——————,

DO 100 i = 1 , nnode
WRITE (6,99001) i , x(1,i) , x(2,i) , u(d)
100 CONTINUE
99001 FORMAT (2X,I4,1X,3F15.3)
END
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