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Prilozi reZavaniu probhlema ta€nosti

izra&unavanija u nunerilkoj analizi

Apstrokt

U radu Jje razvijena aritmetika nad nizovima brojeva u pokretnonm
2arazu na osnovu Bohlender-ovon algoaritma sumiranjs. U tu svrhu
uvecdena je nova vrsta pro%irene preciznosti, RN-preciznost.
Nizovi nad kojimna je definisana aritmetika wureleni su u odnosu
na relaciju ksja zavisi od zaokruZivanja . Aritmetika je
primenjena na izrafunavanje vrednosti polinoma i nalafZenje
prostz2 nule polinona.

U nizu teoremna cdokazanih . u disertaciji analizirane su
aritmetifke operacije u odnasu na Zirenjie oreXkszsz., fAvi rezultati
s@ mogu prim2piti na aribliZno izrafunavanje vrednosti

aritmetifkog izraza. ZIa Tetiri osnovne aritmetifke operscije
cata su procene za poziciju prve pocre¥ne cifre rezultats u
zavisnosti od prve pogreZne cifre argumanata op2racije. Teoreme
vaZe 2za proizvoljnu prof%irenu preciznost.

Dobiveni rezultati primenjeni su u nekim problemima linearne
aljebre. Predlolen je algoritam eliminacije za izraZunavanje
vradnostl determinanata sistema od n linearnih jednaZina sa n
nepoznatih 4 koji je po Dbroju operacija oribli%an poznato]
Gauss-ovo]j elininociji » Isti algoritamn se koristi 1 22
formiranje korakteristiZ¥nog polinoma matrice.

Klju8ne relfi : pokretni zarzz, Sohlander-ov algoritam, taZnost,
zaokruZivanjey proZirena RN-preciznosty pribliZ%no izraZ%unavanje.




Contributions to the Solvirg Accuracy

Computation Problem in Numerical Analysis

Abstract

Ph.D. thesis developed an arithnetic over sequences of floating
point numbers, basad on Bohlender summation algorithm. That 1is
why new extendad precision is introduced, PN-precision.Sequence
of floating point numbers , subject to the arithmetic 4 15
ordered with ra2spact to a relation dependent on roundinge.The
arithmetic is aprlied to +the polynomial evaluation and
computing simplas zero of polynomizl.

Error propagation of elenentary arithmetic oporations 1is
investigated and several theorems are proved in the thesis.
These theorams can be appliad to error estimation in evaluation
of oarithmetic expressions. Position of the first wrong rasult
digit depending on the first wrong operands digit is estimated
for each of four elementary arithmetic operations. The theorems
are valid for arbitrary extencded precision.

Neveloped theory is applied to some linear algebra problems. It
is developed elimination algorithm , variant of Laussian
algorithm, for determinant svaluation of n linzar zauations in
n unknowns. The same algoritm can be applied to computation of
characteristic matrix polynomial.

Key words 2 floating point , 8ohlender algorithm , accuracy
rounding 4 extended precisioan , opproximate computation.
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1.1 UVOC'

Vedina onih koiji se bava numnerifkom =2analizom #%
ne pckeozuju intsres za rafunarsku aritmetiku.

8, PARLETT(19773)

IzraZ%unavanija u pokretnam 2zarezu pradstavljaju danas opZte
prihvaden nalin manipulisanja realnim brojevima u naulno-
tehnri¥kim istrafivenjima 1 srima2nama. Melutim, nalin proverea
dobijenih razultata Testo predstavlja veliki problem.Provera
sea naife¥le sastoji u intuitivnoj proceni krajnjih rezultata
Tto je nekada namogufe i n2pouzdano. Fa i kada neki rezultat
smatramo logi¥nim i prihvatljivim, ne moZemo da odgovoraimo
na pitanje kolico cifara dobijenog rezultata je talno. Sve
ja ovo wuvof2no jo¥ i pra pojave raZunard ali upotrebom
rafunara u obimnim prorafunima ovajd problem postaje va2oma
vaZane

Problem nepouzdzsnosti izrafunavanja u pokretnom zarezu moZe
da se tra%i 4o samim osnovnim aritmetiZkim operacijama
(sabiranje s oduz2imanie 4 mneZXenje 1 <deljenje) » koje su
pribli¥ne. OJtuda sledi i veoma Jednostavna karakterizacija
brojeva u pokretnom zarzzu koju Jje dao SBMUEL JOHNSON(17FRI):
" Pribli¥ni brojevi su uvex pogre3ni ", koju Je citirao
D Knuth u svejosj drugej knjizi, videti /31/ strana 213.

Mefliutim, inako situaciia sa rezlnim bhrojevima u pokretnom
zarezu izgleda bhe2z parspektive na samom polfatkuy, telke je
predlo®iti neki druygi sisten za predstavljoanje brojeva koji
bhi se pokazao efikasnijim.

Kada smo se jednog momenta odlufili za brojeve u pokretnonm
zarazu kao relativno prihvatljivim nafinom predstavljanja
realnih brojevas sledefi problem je korektno definisanje
osnavnih aritmeti¥kih operacijazy X5to nije uvuonite trivijalan
sadatak. U nalen izlaganjus za osnovne aritmetiZke operacije
kori%feni su algoritmi iz /32/.

Slede&i korak su algoritmi izraZfunavanja zhira.Jsnovne 1icele
za ovaj problem su sadr¥®ane u /57 i /715/. U /57 G. Bohlander
je dao algoritan sumiranja xoji daje najbolju aproksimaciju,
U snislu zaokruf¥ivanjassume od n brojeva u pckretnom zarezu,
@ u /15/ TeJ. Dekker razmatra problem izvolenja aritmetike
dvostruke preciznosti pomofu aritmatike obine preciznosti.
Bohlender-ov algoritam sumniranja bhazira na lemi 2.3.2 ( u
tekstu koji sledi ) s koja predstavlja osnovu 2za talno
sumiranje koje je razradeno u delu 2.4,

%% strana 172 u 731/




Kao osnova za tafno sumiranje «lufi relacija (def 2.4.3)3

2a koju Jje dokazano da 1ma sl1iZ¥na svojstva kao i relacija <.
S druge stran2 < je relacija kojJa se na prirocdan nalin
uvocdi u skup brojeva u pokratnom zarezu.

Kao rezultat wuvadanih pojmova i teorema je drugi algoritanm
ta¥nog sumiranja, Tiji je rezultat niz brojeva u pokretnom
2arezu ureden u odnosu na i redukovan u odnosu na H (daljia
primena B ne menga niz) . Ovakav nalin nredstavliania
rezultata daje ideju o gledanju na dobijeni niz kao na nekl
oblik proSirene sreciznosti. Nazovimo oOVu preciznost RN
Crealan niz) preciznost. Axo ovu preciznost wuporedimo sa
proSirenom precizno&&u R.P. Brant-a u 78/ onda se uofava da
RN pro¥irena preciznost ina prednosti nad Brant-ovom, Kao
prvos RN-preciznost koristi sostojeéu realnu aritmetikuy
rafunaras dok se u Brant-ovo) preciznosti sve elementarne
operacije moraju ranlizovati u celobrojnoj aritnetici.

Mo%e se staviti prigovor da RN-preciznost neracionalno
koristi memoriju ralfunara, Jjer umesto eksponenta za svaki
realan broj niza, moZemo da uzmemo jedan ceo broj koji &€e da
ima ulogu eksponenta za ceo nize.

Za neracionalno kori%&enje memorije molZe da se stavi
prigovor i kod Brent-ove npreciznostit zbog br3a2g izvrSavanjia
operacije mnoZenja prenos pri sabiranju se vrE2i svaki osmi
puty 5to onda unmanjuje osnovu rafunanja. Uzimajufi u obzir
da za samo izvr3Savanje mnoSenja brojevi moraju da imaju dva
puta manju duZinu od formata I4, sledi da se zZa brojeve
Brent-ove prolirene preciznosti koristi manje od polovine
kapaciteta celobrojne promenjive tipa I4.

RN-preciznost vrlo jednostavno komunicira sa realnom
‘aritmetikom ralunara s dok je u Brent-ovo)] preciznosti
realizovan veliki broj potprograma 2a ovu svrhu?l MPCRM,
MPCMR, MPCDM, MPCMD, koje Tak 2za neke vrednosti argumenata
daju nekorektne rezultatey, Zto Jje istaknuto u samam paketu.

Nedostatak RN-preciznosti je u relativno malom intervalu 2za
vrednost eksponenta, Jjer koristi interval exsponenta realnih
brojevey, koji Jje kod nekih raXunara relativno uzak. 1z ovog
razloga uvedeno je proBireno predstavljanje realnog broja X
y obliku mantisa i eksponents (XM¢XE). U ovomn slulaju se
koristi potpuni kapacitet celobrojne promenjive XE za
Zuvanje eksponenta.

U prilozima Jje razvijen Xitav niz potprograma za realizaciju
algoritama, razvijenih u ovom radu .Tako je Bohlender=ov
algoritam, kao pomoéni algoritam, realizovan kao potprogram
BSUMACXysNsS)y gde je X piz realnih brojeva koji treba da
se sumiras N je du¥%ina niza X a S je najbolja aproksimacija
sume u smislu definisanog zaokruZ2ivan)Ja.




Srugi tafan algoritanm suniraniay razvijen u ovom racu, Jje

renlizovan kao potprogram TSUHA(ASZN,K) gde je A& niz realnih
brojeva koji trazba da s2 sunira, N je duZina niza 2, a K je
du®ina redukovancg niza-sune xoji ostaje u A,

Nndmah se uds&®ava da drujzi algoritam sumiranja 1ima nake
prednosti u odnssu na Tohlendar-ov algoritam.To je evidentno
i ori samo3i realizazijis Jjer kzo Xto se vidi u prilozima
Bohlender-ov algoritam zahtava mnogo vi%e potproarama.Takola
je razvijena i wvarijanta drugoo algjoritma suniranja koja
nosi naziv TSJIMAP(AM,AE4NeXK) o Poslednjs slove u hnazivu
ukazuje da se radi o suniraniu nad profirznim realnim
brojievima. AM predstavija niz mantisa a AT predstavlja niz
eksponenatsa tip» I4. N i1 K 1maju 1stu ulojzu kaec 1 u TSUMA,

U daljem razvoju teorije uveden je ta¥oan algoritam mnolenjia
niza realnim brojeme. 2o dafinisanje ovo3 =olgoaritma potrebne
su operacije tafnog mnoZfanja dva broje u npokrz2tnom zarezu 1
algoritam tafnog sumiranja. U prileczima su razviene dve
varijante algoritma to¥noz mnolenja niza brojem . Prva
varijanta nosi naziv THMNB(X,YyNeXYyX)e X Je niz realnih
brojeva du¥ine Ny Y je r2alan broj kojim se mno¥i niz X, XY
je rezultujuéi niz duZine K. Druga varijanta ovog algoritma
nosi naziv TUNIPIXMIXEsYHyYE SNy XYMy XYE9K) 1 predstavija 1isti
algoritam samo nad prolirenim realnim brojevima.

Slededi algoritam se oadnosi na taZno izralunavanie vrednosti
polinoma. Koristi algnritma talney mnolenja niza brojem i
drugi algoritan sumiranja. Algoritam je realizovan kao
potorogram PCLI{XsAsNyBsK) 7gd2 Jje X eorgument 2za koji se
izraZunava vrednost polinomaysl je niz koeficijenata polinoma
du¥%ine Ny B J2 niz r=2alnih brojeva duZ2ine X koji sadrli
vrednost polinona.

Imajuéi re%en problem izrafunavanja vrednosti polinom=a,
sledefi korak Jje nalza¥enje nule na intervalu na ZTijim
krajevima vrednossti polinoma imaju razlifite znake.Algoritanm
je realizovan kao potprogran NULACA,N,AA,B8R,A1,81,C) gde su:?
A niz koeficijesnata polinoma vureflen u rastuli niz u oidnosu
na odgovarajuéi stepep promaniive, (4A,43%) interval na kome
se nalazi nulsz , (A1,81) je najuZi interval koji sadrZi nulu
a L 3e najbolja aproksimacija nule. Algoritam proverava da
1i na CAA,B3) postoji nula i tada metodom polovlijenja nalazi
naju2i interval (A1,31) i najbolju anroksimacijua C.

la dalji razvoj aritmatikes nad nizovima realnih brojeva u
nakretnom zarezu potreban Jje algoritam t3¥nog mnolenja dva
niza. Algoritam je raalizovan kao votprogram TMIN(XyN,Y,M,XY
sK) gde su X daZine Ny Y duZine M ulzzni nizovi a XY je
proizvod duZine K.

Operacija deljanjn Jje poslednja od elementarnih operacija
koja je neophoidna za aritmetixu nad nizovima. Deljenje Je
realizovano na dva nafina ¢ pomolu reciprofne wvrednosti 1
direktno. Uvollenje <cd21ljenja preko reciprolne vrednosti ima
nedostatak kada je deljesnje konalno.
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MeMutimy, uvodenje direkino; d2ljenja wukazujs na osobenost
operacija U RN-preciznosti . Dok Je u sluZa2ju deljenja
2lgoritam odra2fivanja cifre xolilfnika relativnn slo2en
¢ videti /31/ 1 oprimedbe u 7467 ) 4 kod RYW-nreciznosti Je
deljenie Jjednostavno i koristi deljenje ohilne aritmetika
g nokretnom 2zar2zu.

cyaki od algoritama Je pronrafen odgovarajufim teoremanma
koje se odnose 1D interval zksponenta,koji je ootra2nan da bi
se algoritan i1zvriioc.

g trefam dalu svoga ralda 32 razmatrs problem izraZunavania
vrednosti aritmati¥kog 12raza andlizom asnovnih aritmetilkih
operacija. Glavni re~ultat ovoca dela mnle se jednostavno
iskazati : ako su opersandi 503r2%ni na n2kowm m2stu mantise
tada greSka napraduje u sl1u¥aju sabiranja 1 oduzimania
najviBe 2za Jjadau cifru a u siuaiu mno¥enjn i daljenja 7a
najviZe dve cifre,ako je osnovd ra%uranja b > 2.8ko Je b = 2
tada u slufaju sabirania 1 sduzinania grz2%ka nanredu’ e z=2
najvi%e dve cif~e a u siulzjv wno%enia 1 deljenia rnajvile za
4ri cifre. Uverdenz2 proaocane omocufavaju analizu @ priori
Ziranja grelkey Jjer na osnovu teorena 2,162y 3el1e3y 2eleby
3.1¢5, 3.1.5 i 2.1.7 moc¥enmo unaored refi koaliko cifara
dobijenog rezultata Je sosreSno. Ova teorem2 moZ¥amo smatrati
fundamentalnim z2 analizu gre3ks 2 orisri .

Teorema 3.1.1 <daje odgovor na nitanje o broju rezervninhn
cifara za slu¥aj sumiranja n Dbrojeva u RN-preciznosti,.

U Zetvrtom delu se razmatraju neke primens? RN-preciznosti na
nrobleme linearne algabre Kkaod ZTto su re¥avanje sistema
linearnih jednaZ%ina i formirange karakteristifnog polinoma
matrice. Ovde su navedene dobro poznate metode modularne
aritmetike 2za r2%avanje sistema linzarnih jadnaZina.Medutinm,
nedostatak ove metode predstavlja sesimistifna procens
bhroja prostih broja2va potreaanih zZa sredstaviianje vrednosti
detarminantey videti 711/,

Teorema 4+3.1y koja s& odnoesi na relavanias sistama linearnih
jecdnaZina pomoéy determinanata Je varovatno poznat»y i2x0 S@
do nje do¥lo sanostalno. Ona przdstavlja orimenu GFfuss-ovea
eliminacije na izrafunavanje determinanata . Primana teoreme
4.3.1 uz pomoé€ RN-preciznosti je ilustrovana na primaru
Hilbert-ove matrice 15 X 15. S druge strane, teorema be3el
bi trebalo da se uvede u na%u svakodnevnu univearzitets«u

praksuy uz Cramar-ovo pravilo ili Gauss-ovu elininaciju.

Na kraju se raznatra mogulnost formiranjia karakteristiZnog
solinoma matric2 u RN-preciznosti. Jvakav pristuo problenu
nala%enja sopstvenih vrednosti s2 predlaZ%ey jer su u RN=-
preciznosti re¥2na pitanja izraZfunavanja vrednosti nolinoma
i formiranja karakteristi¥nog polinoma.




A s

sgn

alb

i

1Neeeoee

Vs

1.2 Spisak nekih oznaka

poBetak algoritma

kraj algoritma

sastavljanje mantise 1 eksponentsa

normalizacija posle sabiranja

normalizacija posle mnoZenja

z2aokruZlivanje

ulaz algoritma

izlaz algoritma

dodel jivanie

pitanje

kraj ciklusa

univerzalni kvantifikator

= , & logi®ke operacije

znak funkcija

zaokru¥ivanje na gore iz realnih brojeva u cele
zaokruZivanije na dole iz realnih brojeva u cele
a deli b

norma matrice

pribliZno
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2.1 Brojevi u pokratnom 2z7rezu

U ovom delu se& navode neks dafinicije i teoramey uzete 1z
/337 .koje se odnose na realn2 brojeve 1 projeve u poxretnon
ZarezZue.

Teorems 2.1.1 Svaki realan broj x je na jedinstven nalin
predstavljen u sistemu sa osnovom b razvojem oblika

-

2 d 1

x = %d,d,,eeecl, lggcl_, d, d, eee = = d b (1)
Vv=n

cde je m€{+,-} i beNy b > 1, Celi brojevi d o, i = n(-1)-<°

zadovaljavaju uslove

0 £ ¢, £ h-1 za 1 = n(=1)=-0c= (2)
d; £ bh=2 za heskonalno mnogo 1 (2)
Uslovi (1)-(3) dafiniZu Jjedinstven realar broj. b e osnova
brojnog sistema a d,, 1 = n(=1)-=° su cifre.

Mpno%enjem odgovarajufinm stepenom osnave b realan broj x,
zarez mo%2emo postaviti na 221jenu poziciju. Ako se zarez
nalazi 1levo od orve cifre razliZite od nule » onda je to
normalizovano predstavljanjs broja x u osnovi h. Nula nemna
takvu reprezentaciju.

Sa Rb ozna%imo sledeéi skup:
Rh = {0} u {X = =X m-bzl':'sé_{i-,—},be‘_ Ny b 2> 1, @€ L,
[ =]
m = X [i]-bd' ’
Y

X i E{O’ 1’-.-] b"'l} 9 x[l:' # G

x 1] € b=2 za baskonalno mnogo i}

-

gde je » osnova predstavljanja, * je znaky, m Jje mantisa, a e
je eksponent braja xe.

Kako raZunar ma%e da pamti samo konaZfan broj informacija,
ceo skup R _ne mdiemo predstaviti u rafunaru. Sledefa «dva
podskupa od R, koristimo v daljem izlaganju s zavisno od
ogranifenja na ohblast vrednosti eksponenta.

Definicija 2.1.1 PFealan broj x Je broj u pokretnom zarezu
ako je elemenat jednog od sledelih skupoval

le Sp g = {xe R, | m = ;x[i]-h_i}

2. S

S(-bjlje‘ 1@2) = {Xe Sb,gied-\g 2

N\

Eig ed 19152}
Da i nula imala jedinstvenos pradstavljanje usvajamo sledeéfe:

sgn€0) = + 5, mant(0) = 0,00...0 ( 1 nula posle zareza )
GXD(O) = 941




Primer 2.1.1 Da bi teorija i algoritmi u ovom radu imali
realnu osnovu navodimo primer sistema u pokretnom zarezu
u obi¥noj preciznosti DIGITAL-ove familije ralfunara VAX-1ll.
Prema napred navedanoj notaciji taj sistem moZemno episati sa
§C2,245-128,127). U ovom sistemu nula ima napred navedeno
predstavljanje. Precdstavljanje nule na ovakav naZin 1ima joE
jednu prednostiminimalna vradnost eksponenta(-128) omogufava
da nulu razlikujemo od brojeva u pokretnomn zarezu Tija
mantisa ima samo 1 posla zareza, a ona Je sakrivena u
unutraZ¥njem predstavljanju broja jer je uvek poznata.$ druge
strana 5 zbog sakrivene jedinice realni brojevi razli€iti od
nule imaju opseg eksponenta [-127 , 127] , Jjer Jje eksponent
-128 rezervisan samo 23 nulue.

Navodimo jo% neke osobine skupova S_, i S(bsl,e, se,). Za obha

sistema vali: y

b & [ml < 1.

Elementi oba skupa su racionalni brojevi. Skup S(bylye, ve,)
je kona%an i svaki elemenat je jedinstven. Najveli broy
predstavljiv u sistemu S(b,lse, se.) Je

2
B = *0,(‘)'1_)(')'1)---(')"'1)‘ b
a najmanji -B. Najmanji brojevi po apsolutnoj vrednost su
£4 24
-0,100---0'b i +0!100l¢i0'b -
Primer 2.1.2 U sistemu iz primera 2.l1.1 vaZi

-4 -24
2 \( m \( 1 - 2  J

- _-24 127
B - (1 - Z )2 -
Najmanji brojevi po apsolutnoj vrednosti su
- -42 ¥ -4 ~427F
-2 2 i +2 - 2 -
U daljem izlaganju €e se koristiti sledefe oznake
* ! oo
Rb = Rb U {- }U {H:a}
o
Sb,l. = Sb,ﬁ U {-W}U {""c’c}
S* - S(b;].'&‘ !92) U {"“G}U {*’5‘3}

S = [}B,+§]




[ ] a4 * * -
Definicija 2.1.2 Funkcija a: R — 5 se naziva monotono
. " . » » »
zaokruZ2ivanje iz R u S ako Je

(Vx €S5) Ox = X
(¥xyye R(x £ y=>0x £ Oy)
) daljem izlaganju famo koristiti slededa zaokrulivanJa

(VX € R Y)UX = max {yE:S* y X x} zaokruZivanije na doie

(¥x€ R )ax min {ye $¥ 1 x y} zaokruf2ivanije na gjore

(¥x > 0) O.x Vx AC¥x < 03) Ox = -0.(-x) zaokru¥ivanje
prema nuli
(vx » 0) o,x = AxA(VYx < 0) DOyx = -0, (-x) zaokruZivanje
od nule 1ili zaokruZivanje prema bhaskonalnosti
Uvodedi oznaku
(vx >» 0D Sf,.,(x) = Ux + (AX -Vx)/L/b; M= 1(1)h-1
definigimo slecdefe zaokruZ2ivanje
& * * -—
Q#ﬂ R — 8§ sy M= 1(1)b-1
-4
(¥Yx)(x € [G,bh ) Uﬁ_x = {

2,4 7 x X € [V x95,(x))

(Vx){(x > b ) Dﬁx

& x x€ [S,(x)90x]
(Vx < 0) Oux = = OuC-x)

Ako je b parno tada O = O.,, predstavlja 2zaokruZfivanje ka
najbliZem broju u pokretnom zarezu.

N |
Definicija 2.1.3 Neka x€ R, i neka je O zaokruZlivanje.Ox Je
najholja aproksimacija x u odnosu naa.

U numerifkoj analizi 2za analizu greSke je uohiZajeno da
zaokruZ2ivanje zadovoljava uslov
(VxeR)Ox = x(1- £€) gde je 1&€] < £ = const

U sledefoj teoremi koju navodimo bez dokazas navodi se da
monotono zaokrufivanje ima prethodnu osobinu.




Teorema 2.1.2 Neka je § = S*(b,lye*,ez) sistem sa pokretninm
-arezom i 0O : R” * monotono zaokruZivanje. Neka Jje d(x) =

—> 5
x = Ox greSka zackruZivanja i neka su &,;° é%ﬂ i €,= Qﬁﬁ
relativne gre¥ks zsokru¥%ivanja. Tada je

(vx € RICL" x| ¢ 8=>D0x = xC1 - &) gde je (¢ &

Ax = OxC1 =&) gde je [E,l<E&”

Alx = OxI< €1xI A jx - ox!< £jax]).

E*se naziva jedinica zaokruZfivanja i vaZi
1- L
. %b za O= Q
£ = 14
b za O # O

Uvedimo Jjo¥% pojmove prakoralenja odozdo 1 odozgo.

Definicija 2.1.4 Ako je ixj€ € 0 b1 )  tada govorimoe o
prekorafenju eksponenta odozdo. Ako Jde Ix] > B 4 gde Jje B8
maksimalan predstavlijiv broj tada govorimo o prekoralenju
odozgo.

2.2 Operacije u pokrzthom zZarezu

Za korektno definisanje algoritamsa u numerifkoj analizi
neophodno Jje precizno definisati aritmetiZke operacije u
pokretnom zarezu. lako je u /31/ to pitanje veoma detaljno
razmatrano, ovo izlaganje £e se uglavnonm oslanjati na /33/.
U /33/ su razmatrane operacije sa zaokruZivanjima Vv, &4 , 0Oy
M= 0C1)b 4 dok je u /31/ razmatrano samo z2aokruZivanje ka
najbliZem broju u pokretnom zarezu.

Tetiri osnovne aritmetilke operacije u pokretnom zarezu
sahiranije 4 oduzimanje 5 mnoZfanje 1 deljenje mogu biti
realizovane koristeéi akumulator dufine 2141 cifru u osnovi
b sa jednom binarnom cifrom 2a znakygde je 1 duZina mantise.
U ovom slufaju kaZemo da su algoritmi operacija relizovani
pomoéfu dugog akumulatora. Za razliku od ove moguénosti ,
pomenute algoritme moZ2emo realizovati pomoéu kratkog
akumulatora 4y koji osim binarne cifre za 2znak sadrZ2i 1+Z
cifre u osnovi b i jo¥ jednu binarnu cifru. Ovde ne isticemo
eksplicitno binarna cifre za prekoralenje odozdo ili odozgo,
ali &e se ove moguénosti taokode razmatrati u algoritmima,.
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Pretpostavljamo da su operacije sabiranja , oduzimania »
mno%enja i deljenja u celobrojnoj aritmetici realizovane,
Slede algoritmi sledeéih aritmetifkih operacija u pokretnom
sarezu ¢ sabiranja ( oduzimanja ) mnoZ%enja i deljenja. U
algoritmima ¢€emo koristiti sledefe oznake ¢ R razdvajanje
mantise i eksponenta broja u pokre2tnom zarezu gy 5
sastavljanje mantise i eksponenta u broj u pokretnom zarezu
( ista slova se koriste i za oznalavanJe promenljivih pri
definisanju algoritama ali €2 uloga simbola biti Jjasna na
osnovu konteksta), N1, N2 normalizacija, Z zarokruZivanie. P
oznafava poletak algoritma a K kraj algoritma.[x] oznalava
najve&i ceo broj manji ili Jednak x.e [X] oznafava najmanii
ceo broj vefi ili jednak x. exp(x) oznalava eksponenty a
mantCx) oznafava mantisu x.
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ne
2 = Yy
y +3 X
X := 2
[
ex = exp{x)
nx = mant{x)
ey = exp(y) ( R
ny = mant(y)
¥
ez = ex
l da
< my = 0 > 4mz := mx-——<:>
ne

1 ne L da

N
-(Ju:-bg) <my > 0/’
myes=my-b ne
] S(E+2) £+2  —(4+2) L
MZi=mx+my mz:zh - {mx-b =1)| [m2: (mx-Db

¥
Algoritam sabiranja
i da
{mzi ¥ 1 >~ -
4 ne mz = mz-B
e I
<:]mzl< b :$; ez = ez+l
1da
F
mz = mz-b
'y
ez 1= ez-1

Algoritam normalizacije posle sabiranja
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mZ

/\

m2 == O’(b-l)-.-(b-l)g

e

<0/ ez>e, >

ez = e,

prekoralenje

ocdozqgo }———*<:>

ne

> 0 N\ ez € e,

!
poruka o _¢¢___q<:>

he

prekoralenje
odozdo "——H(:D

<z

d .

L 1)
|
ey

Mz

e,

L

|

prekoralenje

odozdo ~*—ﬂ<:>

Algoritam zaokrulivanja V
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A moZemo definisati na osnovu V prema definiciii
(Y2 €RYAZ = =V (-2)
Da bismo definisali O, » 0 & pM £ b uvedimo oznaku

vV, mz =if{Wyz-Hq .

U sledefem algoritmu z(l+1) ozna¥ava l1l+1 cifru akumulatora.

da
<l2(1+1)‘< }J-/ i

lnar l

mz = (mz) - (F.(=1{mz] )| |mz = sgni{mz2) v, imz|

=

'“\/n-

mz ¢= mz-b

J na
N

mz:=*0’(b"1)---(b-1) mz==0’(b_1)---(b-1)

)

ez = e,

v
prakoraenje

0odozgo ﬂ<:>

0

nhe mZ

e p— ba P

el e

1

I
prekoratenje
odozdo

Algoritam zaoxruZivanja = 0 £ ;-MS
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p o
ex += 2xplx)
mx = mant(x) { R )
ey = exnly)
my $= mant(y)
] da
<:mx = 0 V ny = O:}
ne
me = 0
X 1
@2 2= a2x + a2y !ez += e,

Algoritam mnoZenja

et
<Imz| < |:'"f|>

ine mz

O

Algoritam normalizacije posle mnoZenja
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ex = exp(x)
mx = mant(x) ( R D
ey 1= a2xply)
my := mantly)
l ¢lz
<:_my = O::} del jenie
lne sa nulom
da
< mx = o >
mXx = J/ ¥
Jne mz s= 0
)
€Z = exXx - ey exr = e,
l dﬁk i
< imx| ) |my| > 3
nea mx o= mx/b
Il
ez 1= ez+l
mz = (MX/MYydy4q
uzima sa 1l+1 cifra
koli¥nika mx/my
l da
<: r = Oi:} '<:>
lne
da
<i mz < Uj}
l ne
2z 22 b E 0 mz 2 )| [mz 1= b P mz M1

Algoritam deljenja
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2.3 3ohlender-ov algoritam sumiranja

1zrafunavanje sume n brojeva u pokretnom zarezu mole dati
proizvoljno veliku gre3ku . 1bog toga je ovaj problem
orivukao pa%nju mnogih distraZivaZa u oblasti ralfunarske
aritmetike i programiranja. Jedan pristup poboljiSavanjiu
tafnosti izra¥unavanja sume je dvostruka preciznost, ali
priroda problema ostaje ista 1 u dvostruko] preciznosti.
Ovde navodimo algoritam 3onlender-a koji se veoma Testo
navodi u literaturi koja se bavi ovom problematikom. Sledimo
/33/ a ne originalan 4izvor /5/ iako oba izvora sadrle
grefke. Gre3Ska u /33/ je tnew = J y 2 trebalo bi da stoji
thew = j+1, %to se 2zakljuZuje na osnovu uloge promenjive 1t.
Gre%ka u /57 je u uslovu S = 0 V j =0 a treba da stolii
S = 0., Uvedimo sada relaciju <, koja ima valnu ulogu u
pomenutom algoritmu.

Definicija 2¢3.1 Neka su x 1 y brojevi u pokretnom 2zarezu,
tada Jje

x<yc>x = 0Vy =0V (ex £ ey A yesb,ﬂ_&?).
Neformalno , x <y u S:\{O} ako i samo ako sve cifre od x
imaju manje exsponente nago eksponenti cifara koje su
razlifite od nule u vy.

7a Bohlender—-ov sumacioni algoritam vaZnu ulogu 1ima
operacija ta%no sabiranje dva broja u pokretnom zarezu x i Y.
Rezultat ove operacije su s 1= x @y ir 2= x ¢+ y - (x® y)d,
tj. najbolja aproksimacija sume x i y i razlika izmelu talne
sume i najbol je aproksimacije sume.

Slededfu lemu koja daje vezu medu <y ry s navodimo bez dokaza.

Lema 2.3.1 Neka Jje S =S_,, sistem u pokretnom zarezu s3a
parnom osnovom i1 OC! R — S zaokruZivanje ka najbliZem broju u
pokretnom zarezu. Tada za prizvoljne xy y €S vaii

(a) §s 1= x DyeSAPr = x + y - se8s
(b) resy r # 0 —es - er > 1
(c) (VzesS)(z<x A z<cy=2z<r N z2«s)
(d) (Vze S)(x<z V yLz=r<z)

gde je x ® y = O(x + y).

. \ {0} {0} (%)) {0)
Lema 2.3.2 Neka Je S = S, , 1 neka Jje x = (x, »X, recesyX, %m
€S n-torka brojeva u pokretnom zarezu . Polazeli od x

]
”~
»

: T (k) _ () n
definifimo niz {x }hﬂ.": gde je x teeasX ) &3,

2, 1

na slededi nafini
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(1) (k=-1)
S, 'F X,
(k) (x) (k -4) (%) (K) (k-4) ()
s := S, ® X, s X, = (S, + x, - 3, '
(k) {K) (K=4) {x) (K) {k-1) 'y
53 . - .31 @ 3 » 12 . - (52 + K3 ) - 53 9
® o K (k~4) . Wy B4} (K ~4) Lo N
Sn_z e = Sﬂ-‘.’iu ® Xn-2 ¢ Xp_a *% (Sn-3+ Xo_2 ) - Sn-z ’
(&3 (=) {-1) () (KD (k-4 () .
Spq = Sl ® x, b X, , = (S, 4+ x, ) = 5., %
(k) () (k=4) () . (1) (k-17 (XY
Sﬁ . - SH--" @ Kn 9 )(n_d .= (Sﬂ"‘.’. xﬂ ) - Sh ]
(Y {k}
X, e= S, %

: ) (x) | '
>a K = 193 29 33 « o o« oTada niz {x }k /2.3 ima sledele
osobine? ey Tt

) ji (0)
Ca) (Vv ke N) X, = X
i=1 * 4=
(1) )
{(h) k = 1 ¢ S < X,
. (2) (2) (2)
k — 2 - Xn_z < XH_J ( xn
- . (3 (3) (3) ()
k = 3 ¢ Xp.a & Xpg € Xy y € X,
. (n-4) (n-4) (n-4) {n-4) (n-4)
k - N - lt x‘ ( xz < )(3 P * » ( x"_* ( xn .

Lemu noavodimo bez dokaza. Dokaz se nalazi v /7337 1 /7%/7.

Na osnovu prethodne lemz2 za2kljuZujeme da se povefavanjem
K ft) postaje ureldlen u rastudi niz u odnosu na relaciju <.
To se koristi u Bohlender-ovom alsoritmu sumiranja u 51stemu
Sp 22 9 odnosno sumiranju niza dvostruke duline.

Dajemo obja%nienja koja s2 odnoses na Bohlender-ov algoritanm,
Promenljiva t predstavlja n - k koje se navodi u lemi 2.3.2.
Ciklus (a) odrefluje sumu elemenata x; koji nisu urelleni u
odnosu na < i osdreduje maksimalni elemenat po apsalutnoy
vrednosti. Ciklus (b)) nastavlja sumiranje x,; koji su vel
uredeni. r = AC((t-1) - max) odredjujs gornju granicu od t-1
sabiraka x; y koji jo¥ nisu urefleni , a max je maksimalni.

Ciklus (c¢) odraluje gorniu granicu sume a ciklus (d) donju
granicu sume.
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P
n
{a
T S = (

(a)

L) - (S@X;_)].
@X;

3 (h)
0o > .
+ 1

oe [ fa il — mb
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s =0 > |
¥
n t= 3 + 1 n = j
i
X, = 35
} da
<irn £ 1 :} 1 cda
<n = {J .
S = x, 5 ¢t= 0
< v \da
t = 1/ 1
L+4, =~(L+A) \"a
[jant(xn)-b > # mant(xnyg//
r s=a0((t=-1) maxi 1
¥ L (xm)-22
S = r S 3= x, + sgnlx_ _,J-b

S

[T o

axp(S) = exp(x_ ) A sgn(S) = sgn(x,) A \\\\ne

2+ L+4
lpant(S)-bt#J = lpant(x”)-bq+J # mant(S): D ///f

S

i o= t(l)nk“——'

A
S = ‘?(S + X‘L)
N

sgn{S) = s59na(x,) \\\xne

-r

- b} -

Cd)

exp(5) = explx, )

2+4
LmantCS)-ﬁbﬁJ = Lmant(xn)-hl+q £ mant{S)-Nh ///r

Bohlendar-ov algoritanm
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Takod2 treha unZiti da algoritam sumir2 niz Tiji elementi
pripadaju szta da je vrednost sume data u S, .Ralunanje se
izvadi wu szg adi izlaznih kriterijuma nosle ciklusa (c¢) i
Cdd)y J2r ti krlterlguml se ne hi realizovall sa mantison
duZ2ine 1.

Teorema 2.3.1 Neka j2 S = §_, sistam u pokretnom zara2zu i
1 >3 1 x;,€5,,, 9 12 =1, 25 ees3ny N brojeva u poxretnonm

zarezu. Neka su V 1&,5}4,./-0= oCilbh o " 58" zaokruf¥iva anja u

skup brojeva Xija je mantisa duZine 1. Tada Bohlender-ov

algoritam izralunava aproksimaciju

—t
n

S =D x € Sp,22

L=/

sume 2£xi sa osobinom
A=A n

<
v(xi_)es:ru Vo € {V.A ,D/,L, ,/LL: O(l)b}ﬂff:'xi‘

"
&
i

Dokaz. Na osnovu leme 2.3.2 zakljuZTujemo da je niz uredlen u

rastudem poretku u odnosu na relaciju <. Dakle, algoritam se

zaustavlja posle najvi%e n-1 iteracija sa t = 1.

Da bismo dokazali turﬂenje'taoreme moramo da dokaZemo da sa

S i in‘ poklapaju po znakuy a2ksponentu i prvih 141 cifru

mantise i da su 1-1 <cifra od S nule ako 1 samo ako Je
=in‘ s razlikovalemo sledefe slulajeve zaustavljanja

3ohlendar-ovog algoritma:

1 n 1 = § = ZiXL pa tvrdenje vaZ2i.

i
[y

2 Neka je n > 1. Ako sa algoritam zausteovlja zbog t
tada su x prema lemi 2.3.2 uredani u odnosu na < :

(Vvx; # 0) x, < x, € & o « € X4
Tada ie prema lemi 2.3.1
axp(x,) = explx,_,) >» 21.

Daklesx,, je S a<o preostalin 1-1 cifara mantise x, nisu nulea.
U tom sluZaju se dodaje ili oduzima jedinica na 2l-tom mestuy
x, da bi se uzeo u ohzir uticad x,,. Kako je 1 >» 3 , tada Je
barem jedna od 1-1 cifre razlifita od nule.

3 ¢+ Ako je n > 1 A ¢t > 1 tada se algoritam 2zaustavlja Jjer
Xy 9Xz30e09Xn_4 Nnemaju uticaja na x,, jer ne mogu da utilu na
znak 9 eksponent ili 1l+l-vu cifru mantisz x,, s2 ako ne
menjaju 1-1 cifru x, u nule tada je rezultat S.
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2.4 Ta¥no sumiranje

Dosada¥nje izlaganje predstavlja wuvod u problem sumiranja.
Na osnovu leme 2.3.2 zakljulujamo da niz ureden u odnosu na
¢ sadr¥%i tafnu vrednost sumees Prirodno je da niZ X, ¢X_ seesy
X bude urellen opadajufe , tako da se znalajnijl deo
vrednosti sume nalazi ma polfetku niza. Pored toga Bohlender-
ov algoritam sumira brojeve u S.,, a vrednost sume je u 5 ;.
Naravno s prirodno je zahtevati da ako su UTlanovi niza iz
S,,, da i vrednost najbolje aproksimacije sume bude takole
U Smt . Navedimo sada lemu 2.4.1 koja je osnova za algoritanm
ta¥nog sumiranjae.

Lema 2.%.1 Neka je dat § = Sbm i neka Jje xm) = (xT},xT ooy

ta)

X, )€ S .Polazeéi od x

definiSimo niz {xmih=aaz s gde je
i

(Y (K.} n .
e (xY 1X, geeesX, ) ES , na sledefi nalin:
(%) {x—4
R, = x, )
3] {x) ) ) () (k=1) )
x, = R, @& x, R, = (R, + x, ) - x,
W _ .ok {k-1) . C3 (k) (-4 - &)
x, = R, @® x, R, = (R, + Xx, ) — X,
Y _ oK) (k-4) oy ) (x-4) )
x, = R, @ x, . R, = (R, *+ x, ) = X,
. L ] L » -» ] L - ] L - L | - - L ] & L .
() () (k=4) i) - (K> ) (<)
Xp2= Rn-2 ® X4 Rn--f = (Rn-—z + xn-d) = Xp-2
) {K} (k=4 (%Y () {ic=4) ()
x ,= Ry @ x, R, = (R, + x, ) — x,,
() ()
X, = R,
za kK = 13 25 33.0« « Tada niz {x“f} ima sledefe
osobine: K= 04442y~
[ 4] H
() (0)
Ca) ( VkeN ) Zx‘; =Zx°
. : £,
, FEY =4
(k) 3
(b) CVkeN A 1€k €n-13 x <Cxyp)y €o oo <xP

Dokaze. rnsobina (a) Jje neposredna posledica konstrukcije
niza {x”} « Na osnovu leme 2.3.1 (b) zakljufujemo da je

) (Y

{4
X, < x,..,

jer je R, < x,, « Takole vaZ2i da je Rif < xiL Z2 P = 2900y

(O () (=4 (x-4) (k-4) (<} .

n. Na osnovu x® ¢ x%, vaZi x." < x, o Ibog x, < R, i
. : . (k=1) ,  _®) (k)

Ce) leme 2.3.1 zakljulujemo da je x, < x,, « Kako je R,, <
® L (k-d) (%) ) Q (k-1) & :

x., i x®¥" < x,), a na osnovu x,., = R, ® x*"” i osobine

(c) leme 2.3.1 zakljuZujemo da je xﬁh < fo a time Je
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Analogno dokazujemo da je

() () w) Y
X, < x,, < X, < X,
i uopSte
(K %) (<)
X, < x,., € esee £ X, _|

| k - 1(1)”'1 .
Definicija 2.4.1 Meka je § = S,, sistem u pokretnom zarezu
i neka Xsy €S « Ia brojeve x i y kaZlemo da se ne preklapalju
ako Je

x <y 1li vy < x.
Definicija 2.%4.2 Niz realnih brojeva u pokretnom zarezu

ng sz e o o X

je normalizovan ako Jje

a) x, # 0 s i = 1(1)n,

b) X; 9 X;44 9 i = 1(1)n-1 se ne preklapaju,

c) exp(x,) < explx, , ) € « « o C oexp(x,) .
Teorema 2.4.1 Neka Jje S = 5., sistem u pokretnom zarezu 1i
neka X ;€ S_,, » 1 = 1y 2y eee sn Nniz brojeva u pokretnom

zarezu. Neka sSuVy A, Ouyp= 0C(1)b R*—$*zaokruZivanja.
Tada prvi algoritam ta¥nog sumiranja daje tafnu vrednost
sume u obhliku niza

X," xzi- s o9 XK' k\g n

i dati niz je normalizovan.

Dokaz. Prema lemi 2.4.1 posle J izvr¥avanja ciklusa (1)
prvog algoritma sumiranja vali
( . = - '< xlu) i -

() (3
X n-J

" < h-4
Razlika Jje sawno EBto u lemi 2.4.1 nisu izostavljani oni
Tlanovi niza koji su jednaki nuli, a to je u algoritmu uzeto

u obzir da bi se izbegle nepotrebne operscije.
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da

-

[X,;_,yi' s = l(l)n]

(3)

]
—n %

e

da

da

7
S

m# k >

4=

(2)

|
+
)
|3
H
e
b |
™
i
L
y 4 -
)
v X +
[ | [ ™4
e s
"
o 'Y
x
" d
) wv T
— X T3 ' b ]
E x |
- \\ @ 3 |e \‘ v
A o x o
™~ v " n
—n 1 + e —a W 'Y 'l.!A v.'
] . H
L ) x e S -L R S
x
) »e
or
£
"
L1 t
E

ne

Prvi algoritam ta¥nog sumiranja
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Izuzimajuéi trivijalne razlog2 zaustavljanja n < 0 i n 1
prvog algoritma ta¥noz sumiranja, pomenuti alJoritam se
zaustavlia u siafajevima k =1 1 j = m - 2. m predstavlia
trenutnu du2inu.riza (ne rafunajufi elementa kol su Jednaki
nuli) a j predstavlija broj izvriavanja ciklusa (2) u slulaju
kada na2 do0lazi do redukovanjia duZin2 nizee. Prema lemi 2.4.1

niz &e biti ureflen u odnosu na < 3s0sle n - 1 iteraciiu 3de
je n du¥ina niza, pa Je taj wuslov uzet kao  kriterijum
zaustavlijanja. 2ruga moguénost zaustavljania k =1 Jje
slufaju kala se R = 0 nikada ne delSava.

Kako Jje prema lemi 2.4.1 suma stalna a niz formiran po

izvrE%2nju n - 1 iteracija ureZBen u ocdnosu na < , teoraema
2ol Je dokazana.

Prema prvom algoritmu +a¥nog sumiranja zakljuluismo da
transformisani niz ne samo da j2 normalizovan u odnosu na <
nego i poseduje sladale svo stvo ¢

@IL%" - !L i = 1’ 2! eos e ¥ n-1.

Ova osobina s2 mo¥2 da wuzme kao kriterijum zaustavljania
sledefag algoritma taZnog sumniranja, Jjer moZe d2 se desi da
ja ta oschina niza ispunjens pre n - 1 iteraciju leme 2.4.1.
To navodi na sladedu definiciju s

Definicijda 2.4.3 Naka su dati brojevi xy ye S 1 neka[]é.{‘?,
A Oy = 0(1)b} je zaokruZivanje. Kalemo da je x < y ako je

X BYy = v,

) : .
Dakley, odmah se uocfTava doa j2 < relativizirana prema B 4 dok
je Bohlandar-ova ralacija < nezavisna od H .

- . . , B
Razlika izmelBlu relacijas < i < je sledela ?

5B
ako Je X < y tada je x < yy ali ako Je x < y tada ne mora
biti x < Y e

Primer 2.4.1 Neka jo dat sistem 5C10s24¢, 92,2 gide su e,y e,
celi brojevi i o, < e, 5 1 neka Je O zaoxruXivanje ka
nasihli¥em broju u pokretnom zarazu. Ako je x = 1100 a y = 54
tada ¥y ¢ x prema definiciji < 4 medutim

1100 B 4 = 1290
(1100 + 54) - 1200 = =45 .,

2]
Dakle 9 nije y << X

Poslecdica 2.4.1 Na osnovu defiricijs 2.4.3 sledi da je 0O 3 X
Za xX€ S5 Jjer Je

x ® 0 = x
Def1n1§1mo takole x::O.
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Lema 2.4.2 Neka je S = 5, , sistem u pokretnom zarezu i 0O €

{QF,ﬁ-,UrLtM = O(I)b} zaokruZ2ivanje 1 ? relacija prema

dofiniciji 2+4+3. Ako xsy €S i € xP 3x¥ secesxy )€ SHtada je

: &
(a) r <€ s,

(k-1) & (-1) (x) {x) (&) (i) 0y B w
(b) X‘L.,_z < !J-_H A xn < xn_‘< LI < ‘L.M( x“; @ XLH < x{;
za i = n-k(-1)1 .

Dokaz. (a) s X B yg r = X 4+ Y (x ® y). Formirajmo
s B r = (x B y) B (x y — (x ® y)) =
(x By + x + y = (x B y))_ OJ(x + y) = X B y = Se

Dakle, prema definiciji je r- < so

n +

(b) Ako je O = v tada je R, » 0 C i
definiciji niza

2(10n ) pa Je prema

() (%) {K) (k) (k-4

4 A+A 4 .

(K -A) () (K=4)

lbog x. ., € RTL sledi da Je R;., B ieg 2 0 i tada

Cas
D

() < (i) - wy B 40
x; B x,,, = X, « Dakley x;, € Xx; o

Ako je O = A tada Jje R, € 0 ¢ i = 2¢1)n ) pa je prema

A
definiciji niza

X m ok, = X B R, B XD .
Zbog x7 < R}, sledi da je R, B WP¢ 0 i tada Je
xf)m xﬁh = xt}. Dakle, fo < f? .
Neka EEE{DF_,/-L= O(I)b} i neka Jje xi_?g T:?. Ako su x';'_‘:_? i

xtljistoga znakas tada je prva cifra u xtf; razli%ita od b-1

izuzev u sluBajull =0, .

{K"”lj - {K"'l) - - » [
Ako su x.., i x;., razliZitoga znaka, tada je prva cifra u

Cie-1 . . :
xféLrazlitlta od b-1 izuzev u slufaju O =0, pri ZTemu ostale

(-4}

¢cifre u x moraju hbiti 0.

(K) - fK"}

Ako su R, x,,, 1istoga znaka 9 Nna osnovu prethodnog 1

(x-4) () . Ky .
x,., < R,,, sledi da je prva cifra u REH ista kao i prva cifra

{x) (-4} (K} () . {x) _ ) (=43

u R, B x,.,s 1Ibog R, < x/ i X s R:.,, B X;,, sledi
Ky B  w
X‘L*_# < J.- L

(x} - ) ) )
Ako su REH i xfﬁi razlilitoga znaka tada Je IREME:xihlﬁ IRtJ

pa vaZi tvrlenje teoreme.
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Definicija 2.4.% Neka je S = S, , sistem u pokretnom zarazu
i neka xyy€Se 22 x i y kaZ%a2mo da se ne preklapaju u odnosu

B
na < ako je

B B
x < y ili y < X

Definicija 2.4.5 Niz realnin brojeva u pokretnom zarezu

x4' X2’.-.' x”

=]
je normalizovan u odnosu na < ako Jje

a) x;, # 0y i = 1C(1Dn,

=21
b) x;9x;44 » 1 = 1(1)n-1 se ne preklapaju u odnosu na <,

c) explx,) < exdplx, , ) € ¢ (< exp(x,Je

Normalizovan niz nazivamo RN-preciznost (realan niz ).

Lema 2.%403 Iskaz leme 2.4.1 je tafan ako relaciju < zamenimo
]

relacijom <.

Dokaz. Na osnovu leme 2.4.2

Sada navodimo drugi algoritam sumiranja.

Teorema 2.4.2 Neka je S = §,, sistem u pokretnom 2zarezu i
neka Xx;€ S, 91 = 1929e0epn niz od n brojeva u pokretnom
zarezu. Neka su ¥V 448 »8uw s 4 = 0(1)b: R —S™ zaokruZivanja.
Tada drugi algoritam ta¥nog sumiranja daje tafnu vrednost
sume u obliku niza

X, 9 X5 900090 xnj k\( N

B
i dati niz je redukovan u odnosu na < .

Dokaz. Prema lemi 2.4.3 posle J ‘izeravanja ciklusa (1)
drugog algoritma tafnog sumiranja vali

() tH P @ B N

x;: < xr;34< ea e ( x{;_j »

ili nr = k_l -
1 ili slu&€aj R # 0 ne

Algoritam se zaustavlja ako Jje k =
k =1 nastupa u slufaju aks Jje n
nastupa pri duini niza k.

U I e

Drugi kriterijum zaustavljanja nastupa ako je duZina niza Kk
a broj sluTajeva x,.,® x;, = x;_,(promenljiva nr ih prebrojava)
zZa % = 2C¢1)k Jje k-1, 8to znali da je niz redukovan u odnosu
na < .
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da
£ 0 >

x

e

A

oy

sV

x

b oo JEd o0 b | | s |

ra

=
i

Lo

"

] e
H

Drugi algoritam taTnog sumiranja

nr = nr + 1
X . t= 0
| da
<R 20>
I
S = §,
XK== 54
S 2= R
K = +
$ |
X, 8= 3§
neoe 1
< ar = k=1 >
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Da bi algoritam bio br2i Tlanovi niza x,; Jednaki nuli se
jzostavlijaju » %to inafe ne bi smetalo wuredenosti niza u
odnosu na < .

Primer 2.4.2 Nzka je dat nmiz x;s1i = 1,101 takav da jJe x, =
1.E+10 i x;= 50, za i = 2,101. Uobifajeni postupak sumirania

*e UM

0
= {'x‘{"

N

S

daje vrednost sume S = 1.E+10, dok je ta¥na vrednost sume
S = 10000005000. Bohlender—-ov algoritam sumiranja, oznalen
kao potprogram 8SUMA(X,NyS) u prilozima, daje vrednost 5 =
10000005120 BZto predstavlja najbolju aproksimaciju talne
sume za mantisu du%ine 24 i osnovu sistema 2.7Tafan algoritam
sumiranja oznafen kao TSUMA(XyNyK) u prilozima,daje vrednost
ta¥ne sume u obliku niza duZine 2: x,= 10000005120,y x,=-120.
UoZava se da x, predstavlja najbolju aproksimaciju vrednosti
ta¥ne sume za mantisu duZine 24 1 osnovu sistema 2.

Pri izvrZavanju bilo kog od napred navedenih algoritama
sumiranja mogufa su prekoraéenja odozdo ili odozgo pa zato
navodimo sledeéfu teoremu:

Teorema 2.4.3 AkO SU X, s X,seee9X,€5(bslye,s¢e,) tada se bilo
koji od navedenih algoritama mo2e izvr¥iti u sistemu 35,= 5(b
s1ye, ~1+1,e,+ [Llog, n]).

Dokaz. Broj sa najmanjim eksponentom dobijamo pri sumiranju

brojeva ) . 2, s g 2,
X‘L - tO’bd 2.'-b£..b 9 - U’b‘i bi..' ’L'b
-3;-'»-&'1'4

gde je b, # b, . Tada je x; + x;= 20,C(b, = by )b pa je
donja granica za eksponent 8, ~ +1l.

XJ

Broj sa najveéim eksponentom se dobija ako su svi Clanovi
niza medusobno jednaki i jednaki najveéem broju u pckretnom
zarezu i tada Jje suma
- 2
n-C1 - b%) b2
a eksponent sume Jje tada

I-logbn(l - b"q' )-be"-l = l-logbn(l - b"e' )-| t e, = rlogbn-l +t e,

pa je gornja granica za eksponent e, + fiogbn].
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2.5 Tafna suma dva broja u pokretnom zarezu

U prethodnom delu su razmatrani algoritmi prihliZ2nog i
ta%nog sumiranja koji kao jednu od operacija koriste talno
sumiranje dva broja u pokretnom zarazu.Dok je za realizaciju
algoritama ta¥nog sumiranja bila dovoljna aritmetika
dvostruke preciznosti , za realizaciju Bohlender-ovog
algoritma bila je potrebna operacija talnog suriranja za
brojeve dvostruke dufine. S druge strane da bi memorija i
vreme ralunanja bili efikasnije wupotrebljeni takole Je
potrebna operacija ta¥nog sumiranja za brojeve dvostruke
du¥ine. Sada komentari¥amo nafine na koje se operacija talno
sumiranje moZ2e realizovati. Problem Jje realizacija operacije
r{x,y) = x + y - (x B y), koja Jje razlika izmedu talne
vrednosti zbira i neke aproksimacije zbira.

2a algoritam ta¥nog sumiranja potrebna Jje operacija talno
sumiranje dva broja u pokretnom zarezu, koja je realizovana
potprogramon TSXY(X3YsSyR) navedenom u prilozima, la
realizaciju ove operacije bila je dovelina dvostruka talnost.
Melutim, za operaciju taZno sabiranje kod Bohlender-ovog
algoritma potrebno je ovu definisati nad re2alnim Dbrojevima
dvostruke duZine.

Ako raspolaZemo nekim od programa za pro¥irenu preciznost

kao Zto je Brent—ov program opisan u /8/, tada bi algoritam

izra%unavanja r(x,y) izgledao ovako?

lu ispitati razliku eksponenata x i y ex—-ey. Ako je ex—ey 2
142 tada je sCxyy) = x ( s{xyy) predstavlja sumu x i y )
a r{xsy) = Yy

2° ako je ex—-ey < 1+2 tada treba x, y i x + y prevesti u ’
profirenu preciznost odgovarajuéim potprogramima MPLRM
ili MPCODM.

3 nafi tafnu sumu x + vy i tatnu razliku x + y - (x B y) i
prevesti ih u tafnost izrafunavanja adgovarajulim
potprogramima MPCRM ili MPCHMD,

Medutim, postavlja se pitanje da 11 u sistemu S$S,,; moZemo
izra%unati r{x,y) bez upotrebe prof¥irene preciznesti.ldgovor
na to pitanje nalazimo u 715/ i /31/ a teoremu navodimo iz
/567

Teorema 2.5.1 Neka je aritmetika definisana sa 1+1, (1, > 1)
cifara u akumulatoru i sa zaokrulivanjimag, 1iliQO.,, » pri
Temu se pri formiranju sume x B y u slufaju b = 2, na y ne
primenjuje O nego O tada vaZi

b/2
s = x H y
yy = s H X
r = (y Byy) 3 (xBH (s H yyd).

Teoremu navodimo bez dokaza.
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2.5 Talno mnoZ2enje

Jedan od <c¢ilj2va ovog rada Je i problem izralunavanja
vrednosti polinoma. 2Za ref%avanje ovoga problema potrebna Je
operacija taZfnog mnoZ2enja. Jvedimo prvo sledelu defimiciju o

Definicija 2.6.1 ZaokruZivanje = Je korektno u<oliko je

(7 x 3§ x = YX

Ox =
IYx 1ili A Xx: x ¥ ¥V x

Sada navodimo rezultat iz /38/ koji se mole koristiti za
taZno mno%;nje nizova iz definicijs 2.4.5 normalizovanih u
odnasu na <.

Teorema 2.6.1 N2ka je dat sistem u pokretnom zarezu S = S(by,
lje,9e,) 1 xy y€ S 1i neka je k 2 2 1 1/3 £ k £ 1/72. Neka
Je

X = X, * X, 9y =y, ¥+ u,yusuy +u,

gde su x,y y,s U, aproksimacije xy ysy U sa k cifara a x,s U,
u, preostali delovi duZine l-k koji se ne preklapaju sa x;
Y, » U, U smislu definicije 2.4.1 « Tada se talan rezultat
mnofenja x i y noZe predstaviti u obliku?

O (x-y)
0 CCCC0x, - y,= 2,04 X, Ud% y, X, )+ U X,)+ u,-Xx,)

Z
z,

ukoliko je O korektno zaokruZivanje.
Teoremu navodimo bez dokaza.

U prilozima Je operacija tafnog mnoZenja realizovana
pomoéu potprogama TPXY(XsYsPyR) 4y za slulaj da su x 1 y dati
gy obi¥noj taZfnosti 4, u2 upotrebu dvostruke preciznosti. Ako
raltunar raspolaZ2e velfom preciznoléu od obhilne, tada bi za
realizaciju pomenute operacije koristili teoremu 2.6.1 .

Ubuduée €emo operaciju tafno mnoZenje predstavljati u obliku

Z,
Z,

XHYy
X-y = Z,

Kako nam je cilj da uvedemo precizna izrafunavanja navedimo
sada algoritam mnoZ2enja normalizovanog niza

X, 9 X, eee 9 Kn

;]
u odnosu na < 1 broja y<€ S.
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©

‘' n
, da
<ngo> -
y
fo:i:=1(1)n (%}
| v
3

i:=1(1)q}

Z24-4 = X EY
i = OXp ¥ T Zgiog

<

TSUMA(Zy2:-nyk)

2:yit=1C1)k |

Algoritam ta¥nog mnoZ2enja niza
sa brojem u pokretnom zarezu

TSUMA oznalava drugi algoritam taZnog sumiranja koji Jje
naveden napred a takode i u prilozima. 1Ia izvrB8enje ,

algoritma tafnog mnofenja niza brojem va2i sledefa teorema @

Teorema 2.6.3 AKO SU X, 9 X,3 eeo 3 Xo9 YE S(hylye, se,) tada
se algoritam ta%nog mnoZenja niza sa brojem u pokretnom
zarezu moZ2e izvr8iti u sistemu:?

a) § = S(byly2e,6~21+1s2e,) ako Jje e, > 0 ili e £ 0, e,> 0,

b) § S(bylymin(2e, s2e, -21+1), e, ) ako je e, £ 0.

Dokaze. Broj sa najmanjim eksponentom u sistemu S dobijamo
mnoZ2eéi

L]

. . .
O’CB-I)---(b-l)'b ' Dg(b-l)---(b"l)'b =

2 2y

0’(!)‘1)-'-(b-1)(b'2)£0---0122'l) =
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0sCb=1)2eelhb=12Cb=2) b ' ¢ 041-b .

Dakley, najmanji eksponent je 2e,-21+1.

Broj sa najvelin eksponentom dobijamo mnoZ%eéi dva najveéa
broja u sistemu S

Ez ‘E‘i
Ol(b-1)¢--(b_l)'b * Dl(b_l)---(b-l)‘l) =
2¢&,
Orcb'l)---(l)'l)(b-2)£ 0-0-0122‘13 -
2¢, ze,~24£+1
01(')"'1)---(!)-1)(13"2)'&"3 + 0!1 Iy »

Sledi da Jje naivedi eksponent 22, .

U sluZaju b)) donja granica je min(292,294-21+1); a gornia
granica Jje e, Jjar Je e, £ 0.

2.7 TaZna vrednost i najbolja aproksimacija
vrednosti polinoma

Problem izralunavanja vrednosti polinoma nalazi primenu kod
izralunavanja vrednosti funkcija definisanih ponofu polinoma.
Pretpostavifemo da je polinom dat u obliku

n-4

p(x) *'x + see *# 34'x + an.

n
a,x + a,.

Algoritam ima kao wulaz vrednost promenjive x i niz a,,
1i=0(1)n koeficijenata a izlaz 3je niz b;» 1i=1C(1)k koji sadr¥i
tafnu vrednost polinoma. w,; s i=1¢1)2n+1 pretstavlija racdni
niz a n oznalava stepen polinoma. TSUMA oznafava algoritam

talnog sumiranjs a k predstavlja dufinu redukovanog niza
posle izvr¥avanja algoritma tafnog sumiranja.

Sada novodimo algoritme za izraZ¥unavanje ta¥ne vrednosti i
najholje aproksimacije vrednosti polinoma.
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Algoritam tafnog izralunavanja
vrednosti polinoma
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Algoritam ima ulaz I n stepan pdlinomay argument x i niz a,,
1i=0(1)n koeficijenata. Izlaz Jje niz b;y 1i=1(1)k koji sadrZi
talnu vrednost polinoma, a k je dulina niza b. w;, si=1(1)2k+1
predstavlja radni niz. TSUMA oznalava drugi algaoritam ta&€nog

sumniranja.

[n _

\ d

(x, a;91i=1(1)dn

I
k ¢= 1
:
b, ¢= a,
! da
< n = 0>~
:
it=n(-1)1k
L
3321010k
I {
W, ,.q &= xa@b; P, 3= b,
Wyj 8% X-D; = W35

&+ .

Wy ket *°F A 1-4

da 1
l <i=1> b
]
BSUMACw, 2k+1,P) TSUMACw,y 2k+1,kk)

J

33101k f—
v

<‘r\

IJJ
k

v
kK

Aljoritam izralunavanja najbol je
aproksimacije polinoma




Razlika izmedu 3lgoritma za talno
za izralunavanja

najbol je apro«<simacije
je sledefa: u poslednjem izvr3avanju ciklusa po 1

35

izrafunavanjie 1 algoritma
vrednoasti polinomna

Za 1 =

koristi se Bohlander-ov algoritam sumiranja oznafen sa 3SUYA

a vrednost
Upotreba
izratunavanje

izraunavanje,

Napred

koje se dobro

polinoma
Rohlender-ovog

navecdenim

sacdr2i

najbolje
kada je

algoritma
aproksimacije wu
vrednost stepena

algoritmima
polinoma se refava problem izraZunavanja
asrcksimiraju pomafu no0linoma,

promeajiva P
moZe

Za

Primer 2.7.1 Neka je dat polinow iz /7/

pix) =

87511-x +

Ako izraZunamo

sledefes

X
0.1780000E+01
0.1780100E+01
0.1780200E+01
0.1780300E+01
0.1780400E+01
0.1780500E+01
0.1780600E+01
0.1780700E+01
0.1780800E+01
0.1780900E+01
0.1781000E+01
0.1781100E+01
0.1781200E+01
0.1781300E+01

0.1781400E+01

66576 .

vrednost polinona na razlifite

vobifajeno
izralunavanja

-0.1718750E+00
-0.4687500E-01

0.7812500E-01
-0.4687500E~01

0.9375000E-01

-0.3125000E-01"

~0.4687500E-01
-0.17187S0E+00
-0.3125000E-01

0.2187500E+0D
~0.3125000E-01
-0.3125000E-01
-0.2812500E+0D
-0.3125000E~-01

0.9375000E-01

Horner-ov
algoritam

-0.6250000E-01
-0.4687500E-01
~-0.4687500E-01
-0.3125000E~01
-0.1250000E+00
-0,1562500E~-01
-0.7812500E-01
-0.4687500E-01
-0.3125000E-01
-0.7812500E-02

0.2343750E-01
-0.5468750E-01
~-0.2343750E~01

0.2343750E-01

-0.,3905250E-01

4

izralunavanje
vrednosti funkecija

umegsto niza h.
znatno da dbrza
aodnosu na tadno

polinoma velika.

vrednosti

23616 -x° - 161522-x" + 401773-%x - 405754 -x* +

natine imamno

prvi €lan niza

taZnog algoritna

-0.5120540E-07
-0.3409607E~-07
-0.2053516E~-07

-0.1063320E-07

-0.3583786E~-08

0.3364225E~-09
0.1767312E-08
0.1268999E-(8
-0.,4873926E-09
~0.2710584E~08
-0.4492207€-08
-0.4805776E-08
-0.2511662E-08
0.3642758BE-08

0.1504674E-07
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Pod uvobifajenim izrafunavanjem 20drazumeva se zapis polinoma
kas izraza koji defipi¥a2 san polinen. Uofava se da ni Horner
-ov algoritam ni wuobifajeno izraZfunavanje ne mogu da budu
upotreblijeni 2a nalaZ2enje intervala u kojima s2 nalaze nule
nolinomay, a o redu velifine izralunatih vrednssti najbolji
konantar daje sama tabela. Rezultati u poslednjoj xoloni su
isti kao u /77/.

2.8. NalaZ2anje jednostruke realne nule poclinoma sa
maksimalnom precizno8déu i1 najbolje aproksinacije nule

Pod maksimalnom precizno¥fu snatramo interval izmeldu 2ijih
krajeve se nalazi najvi8a Jja2dan broj u pokratnom zarezu.
Pretpostavljamo da Jje <dat polinon p(x) i da na krajevinma
intervala [asb] ima razliZite znake i da je samo Jjedna nula
na [a,b] . Koristi se metsda polovljenja intervala da bi
odrecdili najuZ2i interval kome pripada nula, odnosno najbol ju
aproksimaciju nule u smislu zaokruZ2ivanja.

2

Nea;si=1yn
ash
|

S = sgn(plal))-sgn(p(b))

l da
< s >0 >
¢ o= 0,5-Ca 8 b)
J da
<1p = a Ve = Q;}
S = sgn({p(ad))-sgn(p(c))] asbh,c
A da
<S5 =0 >
da . a t= ¢
1 <S(D> b t= c
b &= C[ a = ¢ a,b,c
T

Algoritam izrafunavanja realne nule polinoma sa maksimalnom
preciznol8€fu i najholje aproksimacije nule
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lajemo neke napomene koje se odnos2 na prethodni algoritan.
{(x) se izralunava prema algoritmu za izrafunavanje najbolje
proksimacije vrednosti polinoma ili prema taZnom algoritmu.
 algoritmu koristimo s3n funkciju 5to je danas wuobifajeno
 formulaciji ovo3 algoritma , da bi izbegli prekorakenje
dozdoe

ostoje ¢cva sluZaja kada se algoritam zaustavliia

> nula polinona nije predstavljiv broj u rafunaru i u tom
1ulaju algeritam «daje najuli »sredstavliiiv interval u
afunaru koJi sadr2i nulu 1 kraj intervala koji je najbolia
proksimacija nule u smislu zaoxru¥ivanja.

* Aaula polinoma je oredstavliiiv Dbroj u ralunaru i u tom

lufaju se maksimalna preziznast i najholja abroksimaciija
ocklapajue.

rimer 2.8.1 Neka je <dat polinowm iz primera 2.7.1. N2 osnovu
rethodnog prinera evidentno Je da polinon ima nule na
lededim intervalima ¢
1.7804,1.7805)>y (1.7807,1.7808), (1.7812,1.7813).
otprogram NULA daje sladeée :
naju2i interval
1.7804877758025123046875041.780487895011901855646875)
najholjia aproksimacija
1.78048783501190185546875
naju2i interval .
1.7807763814925147460937591.78077650070130429587500)
najbolja aproksimacija
1.78077650070190429687500
naju2i interval
(1.78124988079071044321875,1.78125%)
najbolja aproksimacija

l1.78125 .

apominjemo da su gore navedeni intervali u decimalnom
apisu susedni brojevi u pokretnom zarezu u binarnom zapsisu.
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23« TaZno mnaofenje :idva niza

Neka su dati nizovi x,, i=1(1)n, i Y ; 1=1(1dme Proizvad
ovih nizecva Je niz z_ , i=1(1)k.

9

YRS
i da
<i_n £ 0 F m £ 0 )}

"X si=1yn (i)
v

é:i=l|m!
: da

¥
<<;}4= 0V y = 0:}7

X X

THNB(Y}X*'MgZQk)

.
N A
% aw

)

¢

<=

J é
i:=2|ﬂk
i

TMNSC(yyx  ymytz,yl)

4
SEN(pz.k'tz,lyz;kk)

'
TSUMACZ s kkok)

?

2,9i=1C1)k

Algoritam taZnog mnof%enja dva niza

Dajemo neke napomene koje sa odnose na definisani alcoritanr.
Ako Jje navedeno slovo b2z indeksa onda je to ozaaka za niz

a ako je navedeno slovd sa indekssm onda je to oznaka za
odgovarajué€i €lan pomenutog niza.

Da bi upotrehili 38to manje prostora i vremens za izvrSenie

algoritma talnog mnoZenja dva niza, niz y je ponno¥en sa X ;

i u sledefem keraku Je y ponno®%an =3 Xiyao Latim su prethodni
i trenutni proizvod sortirani u odnosu na 2kspanente pomofu
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SN dajuli niz 2z. Dakla, S2N uzima prethodni oroizvod pz i
trenutni proizvod tz (oha sortirana u adnosu na eksponantas)
daju€i sortiran niz =z (u odnosu na eksponente). Posle tona
se poziva TSUMA za redu<ciiu i normalizacijus z.

Ako bi pomnoZ%ili nizove x i y i tada pozivali TSUMA tada bi
imali (m+1dn Xlanova za sumiranje %to je znatno, Jer TSUYA
deluje kao sortiranje.

2410 Reciprolna vrednost niza

Neka je dat niz x,4, i=1(1)n, Sa Y. +1=1(1)dm oznaimo niz koji
predstavlja reciproZnu vradnost niza x. Recipro®nu vrednost
niza izralunavano primenom poznata iterativne matacde 23
izralunavanje recipro®ne vreadnosti broja x ¢

Yosr = ¥, (2 = x-y, )y n = 0y 1, 2y ...

Algoritam daje recipro®nu vrednost niza u obliku niza du®ine

me Promenjiva i u algoritmu ima dvostruku ulogu ¢

o 3 [ ] » - - L] -

1 omogufuje dinamifku promenu dufine nizoava i s3 precesom
ralunanja dufina nizova se povef&ava do odrefdene granice ,

2 omogufava nastavljanje iterativnog procesa do konalnog
zaustavljanja algoritma sa nizom y du¥ine me.

U toku ralunanja duZina niza x predstavljema promenljivom 1
se povefava dok ne dostigne dufinu n. To se Zini zbog tooa
Eto nije potrebno od samoga pofetka izrafunavanja ralunati
sa svim Tlanovina niza x. Sli¥no se &¥iri i sa nmizovima Y» YY
i z. Niz y v toku ralunanja ima najvefu dufinu m+1 da bi se
obezbedila njegova ta¥most na m ¥lanova. Kriterijum za
zaustavljanje se sastoji u poklapanju prethodne i sledafe
iteracije na m Tlanova ¥to je korektan kriterijumy videti
na primer 716/.

Algoritam je realizovan kao potprogram RECNCXsNyY MY u
prilozina.
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Ne M

da
< ngO0Vmgo > |

fo,i=1(1)n (i)

TM2NC(xsloysiszek)

i
N

<
<

L
e
N
o M—— MY B B
.
b
o
'
* x
+*
[
s

<
&
"
'
N
—
1

g <

TSUMA(yysk+l,ykk)
x
TM2N(ysisyyeigzek)

I da
i > n//

ﬁ}

J =
ne
ot /y
\ .J
Je=lC)min(iymel)
i
Y; *= Z;

Algoritam za izraZunavanje reciprofne

vrednosti niza
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2ell Algoritan deljenja dva niza

Uvotlende operacije recipro¥ne vrednosti niza kao moguéfnost
uvoiflenja operacije deljena dva niza ima sledeéi necostatak:
del jenje uvedeno preko reciprolne vrednosti niza nije tafno
U slulaju kada je operacija deljenja dva niza “onaZ%ns.

Ma algoritmu dz2ljenja dva niza uos¥ava se bitna razlika
izmedu Brent-ove pro¥irenz preciznosti i RN-precizrosti!
Srent-ova pro%irena precziznost zahtava definisenje <deljenja
ne koristefi postojele delienje projevas u pokretnom zarezu.
RN=-preciznost «oristi deljenj2 brojiev>® u pokretnomrm zarezu
pri Temu Jje i pitanje raezervnih cifara relativns jednostavno
reSeno ¥to nije slufaj kod Brent-ove preciznosti.

U algoritmu vaZ2nu ulogu ima parametar it. Ako smo sigurni da
Je deljenje talne (8to mo2e hiti vrlo Zest sluZaj na primer
kod razpih postubaka za tofno izralunavanje determinante) ,
tada stavljamo da je it =1 1 tada algoritem sam ocdreflyje
du2inu izlaznog niza 2z, k. Ako ja it # 1 tads aslgoritam
uzima parametar k (du2ina izlaznog niza), kad> kriterijum
za zaustavljanje, ako daljenje nijie kona¥%no 1ili ako uzimamo
neku aproksimaciju taZnog deljenja.

Pri opisu algoritma vaZe iste napomene kao i 2a prethodne
algoritme nad nizovima! ako je navedena promenljiva bez
indeksa onda ona oznalava ime niza, a ako je navedena sa
indeksom onda oznalava osdgovarajuéi &lan pomenutog niza.

Algoritam je realizovan kao potprogram D2ZN{XsN,YsM,Z,K) u
prilozimna.

Sada navodimo algoritam del jenja dva niza.
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[n,m,k,it I

ca
<n~$0Vm\<0>—|

o "
(xL.i:=1(1)n} (i)

|¥,913=1C1)m!

. da
.‘{:Vd - 0:} |

[y |

SZN(a,ka ’b'kq ’f"ki)
3
TSUMﬂ(rlklgka)

. _\ﬁa
<:’a= c >
dd ¥ ¥
< i > k+1 > TSUMAGZZyis1) )
{
TSUMA(CZzZz4is]) k = 1
}
2 = 22

k>
: ®

0y
ra M
]]
3

Algoritan deljenja dva niza
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3,1 Izralunavanje vrednosti aritmetilkon izrazas

U druoom delu ovoga rada razmatran Je problem <*alnog
izrafunavanja vrednosti sune ¢ broizvod»> 4, polinonr 1
koli¥nika « U slu¥ajevima izralunavanja vrednosti suma
proizvoda i1 polinoma bhila Jje dovoljna kxonaZna mnemorija , te
smo zbhog toga moali njiinove vrednosti da t»aZno predstavino.
Madtutim 4 operacija deljanja mole e daje brojeve sa
heskona¥no mnogs cifara,te je znog toga neophodno nali nallin
kojim bi se vrednost aritmatifkog izraza dobila na odreden
broj tafnih cifara. Problzmom izrafunavanjoa aritmetilkog
izraza bavi se H, 3ohm u /5/ 1 /77 9 Se Me Rumpy u /507 1 =,
Lohnery H, Z. Fischer i drugi u 735/. Pristup <oji nalazimo
u pomenutim radovima Je sledelit pogocdnom transformacijom sa
cdati aritmetifki izroaz +transformi%e u sistem linearntin
jedna¥ina o ¥iji su koeficijenti brojsvi u pokraztnom zarezu.
Sistem linzarnih JjednaZina Je prema /4°7s i1 /517 mogufe
rel5iti sa taZfnolé&u cdo poslednjsg bhbita (relenja su intervali
Biji su krajevi susedni brojevi u pokretnom zzrezu) . Metode
reSavanja sistema linzarnih jedna¥ina zahtevaju nalaZenje
pribliZ2ne inverzne matrice datog sistemnwa da hi dobili izraze
za iterativno ra%avanie ocdgovarajuleg sistema u intervalno;
aritmetici . Pri tome ¢ti iz2razi predstavljaju skalarne
proizvode za koje se zanteva da moraju biti precizni
(najbol ja aproksimacija tatne vrednaosti na duZini mantise na
kojoj ratunamo).

Dakley v ovom pristupu uolTavaju se dva bitna koraka:

1°Transformacija aritmeti¥xog 1izraza u sistam linearnih
jednalina i

0 . i . . . . .
2 ReZavanje pomanutog sistena linearnih jednaTina iterativro
pomofu pribli2ne inverzne matrize.

Ovim postupkom se izralfunavaju 1 relativno Jednostavni
aritmetilki izrazi kao Sto je polinomy,¥ijde smo izralunavanje
reSili u drugom delu ovoga rada,.

U ovom cdelu €e biti izlo02en jedan pristup za izrafunavanjie
vrednosti aritnetil¥keg izraza u proSirenoj preciznosti:
odraediti broj cifara a priori sa kojim treba ralunati da ba
se na kraju dobila talnost na ocdraden broj cifara. Na taj
nallin se aritmatilki izraz izralunava uobilajenec a time 1
nije potrebna pribvliZ2na inverzna matrica. Pri tome broj
cifara za izra%unavanje cdatog aritnetilkog izraza moZe biti
znatno vedéi n2g0 &8to je potrebno za konkra2tne vreaednosti
promenljivih u aritmetilkom izrazu. MeButimyto je nedostatak
svih ocena a priorii: na primer ako koristimo procene koje se
dobijaju za broj cifara za talno izra¥uravanje determinante
u 737 ¢ 7107 /117 i 7537 evidentno je da su procene
pesimistiZney tj koristi se znatno veéi broj cifara nego Bto
Je potrebno.

Pristup problemu taZ€nosti prako prol%irene preciznosti je
mnogo primenjiviji sa gledi¥%ta postojeéih ralunara : nije
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potrebna modifikacija niti pro¥irenje postojefe aritmetike
( nove operacije ) 4 8to sa 1inale zahteva u intervalnoj
aritmetici( videti /33/y /7347 1 735/ ). Tako®e nije potrebno
ni pro8Sirenje programskog jezika, ¥to se2 inaZe Tini 2za
praktifnu primenu intervalne aritmetike . RN-preciznost
opisana u drugomn delu ovoga rada je relativno djednostavna za
ugrallivanje kao Sto je uTinjeno u prilszima. Medutim, ako je
problem vefeg abima 5, na primer broj jedna¥ina sistema je
veliky tada je vreme izvr3enja algoritma znatno. Razlog tore
Je programsko refenje operacija ! izdvajonje2 1 postavljanije
eksponenta i talno sabiranja i nnoZ22nje . Hardvarsko refenie
pomenutih operazija bi znatno ubrzals predloZ2ene algoritme.
To Je inale i ufinjeno u primenama intervalne aritmetike jer
bi 1 ova bila n2upotrebdl jiva bez velixkxoz brojs trardverskin
reSenja operacija.

Da bismo 1i2z]l0Z%ili osnove ocena a priori 2za proizvoljan
algoritam u pro%irenoj preciznosti potrebne su definicije
osnovnih operacija intervalne aritmatike.
Definicija 3.1.1 Podskup skupa R oblika

A = [a4,a2:| ={x|34< X £ a,9 @, 93, € ?b}
se naziva interval.
Skup intervala nad R, oznafavamo I(R_ ).

Definifimo sada operacije nad intervalima,

Cefinicija 3.1.2 Neka Jj2 *EE{+,—,',/} binarna speracija nad
skupom R_. Ako je A,BEII(Rb)g tada Jje ¥

Ax8 = {x = axb|ac A, beB}
binarna operacija nad I(Rb).

Nije te3ko binarne operacije nad intervalima A = ‘}4*32] i
B =-[bq,b£]definisati eksplicitno

—

A + B = [a,,-f by sa,+ b,

anl

A-B = :min(a4b4,a1bz,a2b4.azbz),max(a4b41a4b2sazb*,azbz)]
= | N .
A/8 = |a, ,az:l [&2 ’ &J ako 0¢ B
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Lema 3.1.1 Neka Jje dat sistem S = SChylye,ye,) i niz
brojeva u pokretnom zZarezu X,y X,seeey X, € 5 gdde Je n L b 1
nybeN i b > 1. Za izralunavanja sumne NiZa X, 9y Xz9eeey Xy, S5a
takno%&uy do b-1 Jedinica na zadnjem ma2stu mantise potrebna
je jedna rezervaa cifra i jadna cifra za prakorafenje.

Nokaze Ako su svi Tlanovi istoga 2znake i miz Jje duZine b
tada nije potrebna rezervna cifra nego cifras za prekoralenje
Jedna cifra za prekorafanje j2 dovoljna, Jer ako suma 1ima
maksimalnu vrednost tj. svi x; su oblika )

)
x, = 20,(b-1) ...(h—l)ﬁ-b2 i = 1C1%h

tada je

£,

S i(])"l)l(b"l) --0(‘)"1)&-,’ Oib

gde indeks oznaZfava poziciju cifre u okviru mantise,

Ako su Elanovi niza razliZitog znaka, tada odradimo sume S,
i S¢ pozitivnih i negativnih Tlanova niza, dovalenjem svih
lanova niza na maksimalni aksponent niza X, s X;9eeey Xpa Na
osnavu prethodnog razmnatranja pri formiranju suma S, i S,
nije potrebna rezervna cifra nego cifra za prexosralenje. Pri
odreflivanju sume brojeva S, i S, moZe da se pojavi 0 na
prvom mestu mantise zhira axko Je razlika eksponanata S; i S;
vefa ili jedmaka 1. Zhog ove mogufnosti potrebna Jje Jjedna
rezervna cifra da bi pri normalizaciji duZina mantise
iznosila 1. Kako pri sumiranju cifara desno a2d 1+1 cifre
prenos moZe da bude najvile b-1 zakljufujemo da se vrednost
dobijene sume moZ%2e najvi¥e razlikovati za bH-1 na l-tom mestu
U odnosu na taZ%nu vrednost sume na duZini 1.

Napamena 3.1.1 Rezervna cifra i cifra za prekoralenje risu
istovremeno potrebne pri sabiranju dva broja.

Teorema 3.1.1 Na2ka je dat sistem S = S(bslya,ys2,) 1 niz X,
X,9e0e9 X,€ Sy NEN,, n > 1. Za izralunavanje sume niza sa
talnol&u do b=1 jediniza na l-tom mnestu mantisa potrebno Jje
rlogbn] rezervnih cifara i llogbn1 cifara 2a prazkorafenje.

Dokaz. Dokaz teoreme {&femo izvesti po princinu regresivne
indukcije s odnosno <dokazafema da Ja tvrlanje talno za
heskonafno mnogo neg{b, Dy ees } i da iz pretoostavke da jJe
tafno za n dokazalfemo da vaZ2i za n-1.

Tvrienje je ta¥no za n = b na osnovu leme 3.l.1.
Pretpostavimo sada da Jje tvrdenje talno 2a n = b t3. da Je
za formiranje sume potrehbhno k <cifara za prekoralenje. Xako
s@ naksimalan broj cifara za prekoralenje dobija ako su svi
Eloanovi niza Jadnaki rnaksimalnom broju u pokretnom zarezu,
pretpostavifemo da imamo n = b“*' ®lanova i da su svi jednaki
maksimalnom broju u peokretnom zarezu. Ako b**" Z¥lanova niza
sumiramo po b Elanova imalemo b suna oblika

S, = 1{?-1).-.(b—{},(b-l)...(b-12b10b4”4...Q{bei, i = 1(1)h

e ¥ ol
K
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jer je po pretpostavci sotrebno k cifara za prekoralenie.
Ako sada sumirano sume S; » i=1(1)b tada €e hiti vpotrebna
jedna cifra vi%e 2a pra2koralenje prema leni 3.1.1. Daklea,
imamo ukupno k+1 cifru za prekoralfenie.

Noka%imo sada da je za izrafunavanje sume n12za duZine n
potrebno [1ogbn1 rezervnih cifara i da sz dobijenrna sumnad
razlikuje od ta%ne sume najvile 22 b-1 Jjedinica na 1l1-tom
mestu mantise. |

Tvrienje je tafno za n = b prema leni 3.1.1. .
Pretpostavimo sada da j2 tvrlenje tafno za n = b t3. do e
za sumiranje b* ¥lanova niza potrebno k reszervnih cifara i
da se cdobijena vrednost razlikuje od talne vrednosti sume 223
najvife h-1 jedinica na l-tom mestu.

Neka sada imamd n = Kh**! =lansva niza i transformilimd sve
¥lanove niza u Dbrojeve u pokretnom zarezu s@ maksimalnim
eksponentom. Izvr3imo sumiranje na sledeéfr nalin: formirajvno
b grupa po b" Zlanova i izvrZimo sumiranja ovih grupa. Prema
induktivnoj pretpostavci za nalaZenje sume h elemenatsd sa
tafnoZ&uy b=-1 jedinica na l-ton mestu mantise potrebno Je k
rezervnih cifara. 0OznaZimo odgovarajufe sum2 s?

!

S{’ S;_'ll" S;.

Ako bismo sumirali ove sune tada bi se vrednost dobijene
sume prema lemi 3.1.1 razlikovala za b-1 ’jadinica na l1l-1
mestu mantise Jjer se sunmne S; s S,seeesSy razlikuju od
odgovarajuéih ta%¥nih suma za b-1 na l-ton mastu mantis2.
Odatle sledi da sume S, s S,9eees S, treba odrediti pomodu
k+1 rezervnih cifara da bi se dobijene vrednosti ovih suma
razlikovale za b=1 jedinica od odgsvarajufih taZnih suma na
1+1 mestu. Dakl2, ukupno Jje potrebno k+i rezervnih cifara za
izrafunavanje sume L™ elemenata sa tafno¥éu do h-1 jJedinica
na 1—-tom mestu. ’

Do sada smo dokazali da je tvr8enje talno za heskona®no
mnogo n oblika n = b 3 k=192yecee

Pretpostavimo da je tvrlenje talno za ne. Ako Jje {iogbnw =
rlogb(n—1)1 tada je tvrlenje talno za n-l.

Ako Je hogbn] # [log,. (n-1)]| Eto je taZno za n = h' +1 tada
je fiogbﬁ] = k+l a [1ogb(n-lf] = k pa ako je tvrdenje talno
za n po pretpostavci, tada je taZno za n-1 jer je n-1 = h* a
to je dokazano u prethodnom delu do<aza.

Dakle, prema principu regresivne indukcije teorema Je talna
za svako n > 1.

Ako vrEZimo izrafunavanja sa brojevima u pokretnom zarezu sa
mantisom fiksna du®ine zbo3 neprestanog svolenja rezultata
na du®inu mantise, zakljuZXujemo da se ustvari de¥ava sledefi
proces : dobili smo rezultate na n cifara zatim smo te
rezultate zaokru®ili na k (< <€ n) cifara i sa tako dobijenim
rezultatima nastavljamo proces izrafunavanja. Zbog toga sa
prirodno postavlja sledeée pitanje: na kojoJ cifri rezultata
pri rafunanju sa 1 cifara postoji razlika u odnosu na
rezultat pri rafunanju na n cifara.

Dva pitanja &emo razmotriti u sledelih nekoliko teorema.
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Definicija 3.1.3 Neka su doati xsx € S(bsynye,se,) dva broja u
pokretnom zarezu sa mantisomn duline n. droj x' s3 razlikuje u
odnosu na x 2za b, Jedinica na l-tom mestu mantise (1 1 £ n)
ako Je

e - £~ 4

|x - Xit = 0]'31 --cbn_£+4'b
gde je ex = exp(x) i 0 C b, < b,

Definicija 3.1.%4 Neka su dati x,y cS(hsnse,se,) Dbrojevi u
pokretnom zarezu sa mantisom «dufine n. Ibir x + y Je
predstavljen mantisom duZ2ine ax — ey + n = p 4 gde Je ex =
exp(x)y ey = exp(y) i ex > 2v. p se naziva pomeranje mantise
x + yi-1 < p £ ne

Teoremd 3.l1.2 Neka su dati xsy<c 35Cbsnjse,se,) dva broja u
pokretnom zarezu sa mantisom duZ2ine n, pri Tamu je x # 0,
y # 0, Dznalims sa x,s y,brojeve koji se dobijaju od x 1 vy
uzimnanjem prvih 1¢1 € 1 < n) cifara mantise brojeva x,y.Tada
se tafan zbir x¢y i pribliZan zbir x,+y, razlikuju najviBe na
1° 1 - p + 1 cifri najviZ%e za b-1 ako je p > 0 i x,y su
razli%itoga znakas

2° 1 ¢ 1 cifri najvi%a za 1 ako Jje p

-1’

o

l1-toj cifri najvi¥s za 1 ako ja p
Znakae

3 0 i xy y su istoga

Dokaz. Prema pretpostaveci x i y moZemo predstaviti u obliku

2K Frey A
X = mx,,-b + mxz-b

-£
Yy H!Y*'blg + my,- b‘# 7

gde Jje y ¥

b & mx,} my £ 1 - b

~{n=-4)

0 { mx, s my, { 1 - b .

Neka je ex 2> ey i predstavino zbir u obliku

-2 -¢

X ¢ y = mx;ﬁm + myfbﬂf + mxfbﬁ + m&-b% =
mx,,~bu + my,,-b-(ﬂ-&g} b+ mx?_-bﬂ' + myzﬂb-m“%j bpEE s
(mx, + my,,-b'm_zg) )-bY  + Cmx, + myz-b_w"‘g} Y- b*C

Ako sSu X,y istoga znaka prema intervalnoj aritmetici sledi

-(ex -24)
procena mx,+ my, b “d

:0’1 _ b—(n-z)] . [0’1 _ -(nﬂe):l D [0'1 _ b-—(h—ﬂ‘):] .

B -2y - -{n-£)- - ~{ 2k - -l -
(0,07 @74 - ] L g, e W - S
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—(n-i)-—{&—ﬂﬁ) =
- b < lo,2).
Kako su x i v istoga znaka mofe da bude p = -1 1l1li p = 0.
Aks je p = -1 tada dolazi do povelavanja eksponanta u 1zrazu

-(2 -2y ) . .
. y '3 y < c 3
(mx, + my b )b za 1, & na osnovu intervalne ccene za

1
- £~

(mx, + mﬁﬂnf ) ) sledi da je razlika zksponenata

ex ¢+ 1 - C2x - 1 + 1) =1

U ovom slu¥aju se taZ%an i pribhliZ%an zhir razlikuju najvile
za 1 na 1+ cifri mantise.

Ako je p = 0 tada ne dolazi do pomeranja mantise, pa Je
razlika eksponenats

ex — (ex - 1 ¢« 1) =1 - 1,

U ovom sluZaju se taXan i pribliZan zbir razlikuju najvile
za 1 na l=-tom mastu mantise,

Ako su x i y razlifitoga 2naka neka je x > 3 a y < 0 tada Je

— (e -
procena mx, + mgfb -'%0 sladeéa

~(n- ~(n-4 ~{& - -(n=-£)
051 = 5] - fo,1 - 6O ™™ 2 [o,1 - 7T
~ (k- ey) -(n—-2 Y-(av - ~ (e - ~(n-£)-(ev - ~(n-
(0,570 L el ] L) ) - ) |

Ako je p = 0 tada nema pomeranja mantise a nNna 2sNoOVU procene

- (L& - .
“) ) sledi da je razlika eksponenata d

(mx,+ my,-b
ex - (ex - 1) =1

pa se tafan i pribliZ2an 2bir razlikuju najvi¥e za b=-1 na 1+1
mestu mantise.

Ako je p > 0 tada je razlika eksponanata

1 - py

M

ex - p - (ex = 1)

pa se tafan i pribli%an zbir razlikuju najvile za b-1 na
1 - R + 1 Cifri.

Na osnovu prethadnih razmatranja sla2di tvrdanje teoreme.
Razmotrimo sliZ¥an problem za slufaj mnoZenja.

Teorema 3.1.3 Neka su dati xyy &€ S(hynye,se,) dva broja u
pokretnom 2zarezu sa mantisom dufine n, pri Temu je x # 0 i

y # 0. Oznalimo sa x,s y, brojeve koji se dobijaju od x i vy
uzimanjem prvih 1¢1 ¢ 1 < n) cifara mantise brojeva xj VY.
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Tada se talan proizvod x-y razlikujde od prinli2nog x, vy,
najvi%e 2za 1 na 1-1 mestu mantise.

Dokaz. Prema pratpostavzi x 1 y molfemd predstaviti u oiliku

Lk e~ £
x = mx, b ¢ mx,-b
-£
y = my,.- ’;Ju‘j + my,: h?
gde Je 4 -

b  mx,; my, £ 1 - )

-(n-2)

0 gmxz:myz-gl-b .
Projzvod x-y mofemo predstaviti u obliku
Xy = mxd-my*-bﬂq”# + (mx, my, + mxz-my)-ba'bg-'& + ﬂxz-myz-hﬂ”g_u.
lZanemarujuéi Elan sa eksponentom ex + 2y - 21 proizvod

moZemo napisati u obliku

. £ + L + -4
Xy = mx, my,b “¢ + mx,-my, ("m"—;-ﬁ- + -FH%)-IJ K »

Da bi razlika eksponanata prvog 1 drugdg lana bhila 3to
manja treba uzeti da je.

-4
mx,my, = b-(1 - b )
Qdradimo sada najvefu vrednost 12Zraza
f(mx, smy, ) = mx, My, + mx, my,

smatrajuli mx, i my, konstantama ko je su Jednake najveddm
vrednostima

-(nh-4)
mx2=my2=1-b .
Sada je

~(n=-4)
fCmx, ymy, ) = (1 - b Y(mx, + my, J.

-4
Lako se dokazuje da flmx, smy, ) uz uslov mx,my, = b (1 - b )
ima lokalni minimum unutar oblasta

h € mx,s mny, £ 1 - b =

Qdredimo sada najveéfu vrednost koeficijenta drugog Tlana na
osnovu prethodnog razmatranla

- - 2 - -
mx, my, + mx,my, = (1 - p " ))(b‘I +1 - b5y = 0,10...1:4
Razlika eksponenata prvog i drugog Tlana u izrazu za X-Yy je

ex + ay = 1 - (ex + ey = 1 + 1) =1 - 2.
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Dakle s taZ%an proizvod x-y i pribliZan psroizvoed 'x,y, se
razlikuju najvi%e za 1 na 1-1 mestu mantise.

Navodimo sada tzoremu za slufaj deljenja.

Teorema 3.1.4 VNeka su dati xyy € 5(bynye, se,) dva broja u
pokretnom zarezJ sa manatisom duZina n, pri EFanu Jde x # 0 1
y # 0. Jznalimo sa x,s y, brojeve koji se dobijaju od x 1 vy
uzimanjem prvih 1 (1 < 1 < n) cifara mantise srolieva XaVYe

Tada se taZan ko21i¥nik x/y razlikujs od prinlinoeg xolilnika
X, 7y, ajviZ%e za bh-1 jedinica na l-tom mestu nantise.

Dokaz. Prema pradpostavci x i y moZemo predstaviti u onli<u

F7% e -4
X = mx,-h t mx,-h
y
y = myd-bﬂ"" + Yy, 1
gde Jje y 4
b £ mx, 3 my, £ 1 - b
0 € mx,: my, £ 1 - b ",
Koli¥nik mo¥emo predstaviti u obliku
' iy -4
X/y = (mx(bm + mxfbﬂ ).n"(rn;q-l::"'g + m%fbw ) =
X4 Y Xz - ty-4£ Lt -
(ﬁﬁ# b + ﬂhﬁ b )y (1 + v b ) =
mxy 4" PR A mhdz o4 14 -L
(Pﬂ?; b + %'b ) (1 - m‘jqib + (ﬁfb ) + s )
Zanemarujuéi Elanove stepena manjeg od -1 dobijamo
7
: - -4£ Y
x/y = (ﬂhﬁ S A ﬂﬂf‘bm “TT oy a1 - B ¢-h ) =

- £ m —ty-24
%-I)ﬂ 9. ('ﬁuj; - -nﬂj—}'ﬁ'gf)-b& - - ﬁ%}-ﬁf-hﬂ Ki

Kako je treéi %lan poslednjeg 2bira 2zanemariv u odnosu na
prva dva, koliZ®nik moZ2emo napisatiu obliku

: = M o -y - L
oy 2 RS o BRoGRE - BT T

Ibog

~ L
T ¢ P < v - )

treba uzeti mx, i my, tako da bude
m‘fﬂ
I ﬁil <1

da bi razlika exsponenata prvoeg i drugog Tlana u izZrazu za
kolifnik bila 8Sto manja.

Koeficijent ﬂﬁ%-( ﬁﬁf - ﬁﬁg ) treba da ima maksimalnu
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vrednost a to s2 postiZa ako Je

-tn-A4) -4 -k - 4
my, = 0 » mx, =1 = Db y My, = b ¥ b™ 4 mx, = Db

jer Jje lﬁ%ﬁ\ < 1.

7a napred pretpostavljene vrednosti promenljivih vrednos?t
koli&nika Jj2

~n-8) e ey - L+

: e A - .
x/7y = W'b + T;—i—_-[m-u -
Razvijajuéi 'TﬂfZﬂFﬂ zhog 1 > 1 1imamo

(f- - - -3(£~1
4+14-"" = 1 - p2 T ),

pa x/y moZemo predstaviti u obliku

_(F - o - TR R -(n-£) “in=2)-(4£-1)
b(zdj)b 9 o4 p* " "

x/y = (1 - (1 - b + b - Do

Razlika eksponenata iznosi

(ex - ey) — (ex - ey — 1 + 1) =1 - 1.
. . < s - =& +1 : . .
Kako je koeficijent uz b manji od 1 zakljuTujemo da
se tafan koliZnik x/y 1 pribliZ2an <olilnik x, /Y, razlikuju
na l-tom mestu za najvile b-1l. '

U procesu izraXunavanja argumenti aritmeti¥kih operacija
obifno nemaju Jednak broj +a¥nih cifara pa zbozg toga
navodimo sledefe teoreme.

Toeorema 3.1.5 Neka su dati x.xﬁ,y;y465(b. s@,92,29 b D 2,
brojevi u pokretnom zarezu sa mantisom duline n. Neka se 14
razlikuje u odnosu na x Nna 1, ~tom mestu (1, 2) za b,
jedinica, & ¥, u odnosu na y na lz-ton mestu (1,> 2) za b,
jedinica 5 pri Eemu Je 1, < 1,. Tada se ta!an zhir x*y
razlikuje od pribliZ2nog zbira x,*y, 28 najviZe
1° 1 na 1, -p-1 mestu ako jJe ex-ey=-1,+1,= 0
ili ako je ex—ey=1,+1,> t
2° h,+ b,+ 1 na 1,-p mestu ako Je ex-2y-1,+1,=0 1
b"l‘ bz'i' 1 < hy

3 b+ 1 na 1, ,-p mestu ako je ex-ey-1,+1,> 0 i b + 1 < b

gde je p pomeranje mantise i 0 £ p € 1,

Dokaz. Prema definiciji 3.1.3 x i y mo¥emo predstaviti

22 2 =L, +4
x = mx,b + mx,-b

"
=
<
>y
o
+
3
o
of
]
&
"
+
-

4
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gde Je
" ~(£,-4 - -tn-L,+4]
b4 £ mx4$ 1 - b( ) H 0,b44 m12$ 0.b4+ l:t'1 - b "
- -{£L,- - S W
b’ £ my, £ 1 =~ b(gzd) : Osh. myfg Ceh, * b1 o= K" ) .
Neka Jje ex >» ey tada Je
- - ) -{ 2K = '(:4*12) g =Lyt
x+y = (mx, + rrt:,fv,'-!:t(‘mMEyr )-I)uﬁ + (mx,+ nn;b( Kl )-b“ * .
, - (2k = &4 ) _ .
Neka je exp(mx,+ my:-b Yy = -p tada je eksponent prvog

sabirka ex = pPe

Neka je ex=-a2y=1,+1,= 0. &ko je b, + b,+ 1 2 b i b > 2 tada je
eksponent drugoyg sabirka ex=1,¢2 pa je razlika eksponenata

ex - p -Cex = 1,+ 2) = 1,- p = 2.

Dakles, taZ%an i priblifan zbir se razlikuju najvi¥e za 1 na
l1,- p - 1 mestu mantise.
Ako je b,+ b,+ 1 < b i b > 2 tada je razlika eksponenata

ex - p - Cex = 1,+ 1) = 1,-p - 1,

pa se tafan i pribliZan zbir razlikuju najviSe za b, + b,+ 1
na 1,- p mestu mantise.

Neka je ex - ey — 1,4 1,> 0 . Ako Jje b,+ 1 > b tada Je
eksponent drugog sabirka u zbiru ex - 1,+ 2y pa je razlika
eksponenata 1l,- p - 2 4 i tada se talan i pribliZan zbir
razlikuju najvi%e za 1 na l,- p - 1 mestu.

Ako je b, + 1 < b tada Je eksponent drugog sabirka ex -~ 1,+ 1,
pa Jje razlika eksponenata l,- p ~ 1, 1 tada se tafan i
pribli%an zbir razlikuju najvile za b, + 1 na 1, - p mestu.’

Napomena 3.1.2 Ako Je b = 2, ex — ey - 1,+# 1,= 0 i b,+
+ b,+ 1 > bytada se talan 1 priblifan zbir razlikuju najvisle
za 1 na 1l,- p - 2 mestu mantise.

Teorema 3.1.6 Neka su dati xsx,sYsy,€ S(bsnse, se,) brojevi
u pokretnom zarezu sa mantisom du2ine n. Neka se x, razlikuje
u odnosu na x na 1,-tom mestu (1,> 2) za b, Jedinica, & y, u
odnosu na y ha 1, -tom mastu (1, > 2) za b, jedinicay pri Temu
je 1,€ 1,.Tada se talan proizvod x.y razlikuje od pribliZnog
proizvoda x,y, najvile 2za

1° 1 na 1,- 2 mestu mantise ako je b, + 1 X by

2o b, + 1 na 1, - 1 mestu mantise ako Jje b,+ 1 < b.

Dokaz. Prema definiciji 3.1.3 x i y moZemo predstaviti

Y] w-d, +4
X = mx,b + mx,-b !

-t
my, b7 + my, b 2+

y
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gde Je

, ~ (L4 - —(*“LM)
b4 £ mx, £ 1 - 0 ) Osb, £ mng 0’131 + bl'1I - b

-4 )—(12-4) -4 —(r—c.+4)

Oyh, £ my, £ Osyb, + b - b - .

h £ my1£ 1 - |

Proizvod x.-y moZfemo predstaviti u obliku

2 2,4 x - et — b, + 1
Xy = mX, my,Db “ s (nx,my, + nxfmﬁ-b* 2 )b K

bzz. + 24 - (L,+4,:%2

+ mxz.my:.

Ako zanemarimo treéi sabirak u 1zrazu 2Za proizvod » najmanja
razlika u eksponentima se postife axko Je

~(L2-4)
3

mx, my, = bi¢1 - | De

$1i¥no rasullivanjima kas u teorami 3.1.3 zakl juZTujemo cda se

.E.E-'I'-e:;(."‘ti'*"'

najve&a vrednost koeficijenta uz b postiZ2e za

- - - ~dyx4
mx, = b1 s MX, = O'bﬁ'l' bd - b{n 1+4) )
“(n=-£,+4)

~(£271) myz= 0|b2+ l.')m1 - b .

my, = 1 = b

7Ia ove vrednosti promenljivih vrednost koeficijenta uz

-l* 4
b&+w ) Je
£,-¢
mx,-my, ¢ mx,my,-b* =
- -(n-4 w(f,- - - ~(n-4d;+4} £,-€
COyb, + b = 500 - b BT HaptCob ¢ BT = b Y. b
= 0’(')4 "'1)--- - 4

Ako je b, + 1 > b tada Je razlika eksponenata prvog 1 drugog
Tlana u izrazu za proizvod

ex + ey = 1 = (ex + 2oy = 1, +% 2) = l1,- 3.

Dakle 4 U ovom sluZaju je razlika na 1,- 2 mestu mantise
najvile za 1 .
Ako je b,+ 1 < b tada Jje razlika eksponenata

ex + ey — 1 - (ex + ey - 1,¢ 1) =1,- 2.
Dakles razlika je na 1,- 1 mestu najviBe za b, + 1.

Teorema 3.1.7 Neka su dati x.x*.y.ygeS(b.n,e4.ez) i b > 2,
brojevi u pokretnom zarezu sa mantisom duline n. Neka se x,
razlikuje u odnosu na x na 1,-tom mestu (1, > 2> za h,
jedinicay a y, u odnosu na y na 1,-tom mestu (1l,> 2) za b,
jedinica. Tada se talan kolilnik x/y razlikuje 5d pribliZnog
kolifnika x,/y, |
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it
=t
1

2a najvi¥%e 1 na 1,- 2 mestu mantise ako je
h,+ b, + 1 > b ili za najviSe b, + b+ 1 na
1, - 1 mestu mantise ako je b, + b+ 1 < b

1 ako Jje 1,

2" ako je 1,< 1, za najvilz 1 na 1,- 2 mestu mantise axo je
h, + 1 > b ili za najvi%e Db, + 1 na 1,- 1
mestu mantise ako je b, + 1 < by

3° ako je 1,> 1, za najvi¥e 1 na 1,- 2 mestu mantise ak e
b,+ 1 > b ili za najvi%e b+ 1 na 1,- 1
mestu ako je b, + 1 < Do

Dokaze. Prema definiciji 3.1.3 i da bi razlika izmedu talnog
i pribli%nog koli¥nika bila najvela trebha da Jje

X = mx,.,-bu' + m:n:i-IJM'—‘E*“H1
y = my-b?d - my?_-bfﬁfﬁi2+4
gde Je
b mx, £ 1 = l:n—w"”"J 3 Osb, K mx, £ Oyby + ' - b#{n-ﬂ'ﬂ)
b my, & 1 - b-(lzwf) P Osb, & My, & Osb, + bt - b—(n—lzu) .
KoliZnik x/y moZ%emo predstaviti u obliku
x/y = (mx,,-bﬂ + mx.‘._-bu-g'” )/(m;ﬁ-b"‘j - myz.bl’gﬁezﬂ ) =

- — -4 .,  ~{h,+
(Q.%:}.btJL “ + %-b& CARS J7C1 - %-bfz ﬂ) =
(.m_%d;.bﬂ_&g 4 %'bﬂ-&g-é{-rd )'(1 + %%'j'bv(f'z—") - -1-)- ,

Zanemarujuféi Zlanove stepena manjeg od 1-1, dobijamo

é X R a-tg X . ..E.t--bg-al!;'f"i . _(22_4)
x/y = CHHE-D + fgE-b z)(1+ﬁj-§:b )
- ” y £4"" 2 = -£4+4

TR R S 2SR S EL Kl +

Ako zanemarimo poslednji ¥lan koli¥nik moZemo zapisati
. - -4 -tif-&, 44
x(y = %.bu &g + %-(% + ﬁ%&'b‘ 2)_b’-'*'- €< .

Da bi razlika eksponenata prvog 1 drugog Zlana bila najmanja

mora biti
I«%ﬂ < 1.

. ” £ -‘e' . .
Koeficijent %%ﬁ( :4 + ﬁﬁ?«h" 2y posti¥e maksimalnu vrednost
ako Jje

-4 ~(n=2,+4) —(n-£,44)

I'l'-IX1= b ’ I'I'IX2= 0|b4+ b-‘! - 53 » my2= 0’b2+ b-4 - b o
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- -f, + 4
Zboglﬁéfl< 1 i naksimalne vrednosti koeficijenta uz ho T

. . - (£t
treba uzeti da Je my, = b+ b( 2+ 4) .

1a navedene vrednosti promenljivih Je

1 X Li-loy 0,6y b - 0 dy tb b
B ChE + B0 ) = ARy ey )
Zbog aproksimacija
y . -(£2-2) _ ) . “lip-2)
1+ #%2-20 1 - b 1 -(————{"—TT’J+6__{:_E - = 1 « 2D
dobijamo
7 - 4-'{"? . - -fﬂ-—,f;*”’ —-(£--2
g#ﬁ.(%éﬁ + %ﬁ%-bz ") = bLC(0yb, ¢ bt - ) (1 - b( 27 2) )
b COgh, ¢ b - B TET - 2T et
Ako Je 1,= 1, sledi
_ - -31*‘1)
B - CRE ¢ B> = bCOsb,+ 0y, 4 2¢b™" - b ) -
(2, . —(n-4,
- b2 (g,b, 4 2-04b, + 3.0 = 3-b7" .

Ako Jje b, + b + 1 2 h . i b > 2 tada je razlika eksponenata

1, - 3

ex - ey — (ex — ey = 1 + 3) ]

pa se tafan i pribliZ%an koliZnik razlikuju za najviSe 1 na
1, - 2 mestu mantise. -

Ako je b, + b,+ 1 < b tada je razlika eksponenata
ex — ey - (ex — ey - 1,+ 2) = 1,- 2

pa se taZfan i pribliZan koliZnik razlikuju najviSe za b, + b,
+ 1 na 1,- 1 mestu mantise.

Ako je 1,< 1, tada Je

R OB ¢ BB

Ako je b,+ 1 > b tada Jje razlika eksponenata

b'Oj(b.“’* 1)--- -

ex — ey - (ex - ey -1,+ 3) =1,- 3
pa se tafan i pribli%an koliZnik razlikuju na 1, - 2 mestu
mantise najviSe za 1.
Ako je b,+ 1 < b tada je razlika eksponenata
ex - ey - (ex - ey - 1,+ 2) = 1,- ¢

pa se ta¥an i opribli%an kolifnik razlikuju na 1, - 1 mestu
najvile za b, + 1.
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sko je 1,> 1,tada koliZnik napi%imo u obliku

x/y = %-bm‘ug + %-(%-Iaél'z" + %—%—f)b&_zgdz” .
S1i%no se dokazuje da je najvefa vrednost izraza
R R PRI S TY RS PEPP
pa deo tvridenja 3°sledi sliZno kao 2°.
Napomena 3.1.3 Ako je b = 2, 1, =1, i b, + b, + 1 2 by tada

se tafan i pribli%an koliZ€nik razlikuju najvile za 1 na
1,- 3 mestu mantise.




4,1 Sistemi linearnih jednalina

Droblemi
linearnih

koji mogqu da se Jjave epri re8avanju sistemna
jedna¥ina su prostorna y vremenska osranifenost 1
ta%¥nost ref%enja . Danadnji rafunari raspolaZu relativno
velikom memnorijom , a i wvelikom Dbrzinom izralunavanja. U
poslecinje vreme sve se vi%e koriste paralelne izraZuravan)io,
tako da vremenska i prostorna ogranifenost ne aredstavl jaju
veliki problem,
Probhlem ta¥nosti moZe da nastupl 12 razloga da koeficijenti
nisu taZno pradstavljivi ¢ ohiZno ralfunamo u osnovi 10 a
rafunari u osnovi koja je neki stepan od 2. Na hi se izhegdo
problem gre¥aka pri prevodenju brojeva u poslezdnje vreme Sse
proizvode rafunari koji izvode izra¥unavanja u asnovl 10C.
Proiblem tafnosti reBavanja xod sistema linearnih jednalina
nastupa zbog 2zaokruZfivanja mePurazultata na broj cifara
kojim ra¥una rafunar.Toke da imamo primara sistama linearnih
jednafina koji su veoma osetljivi na zaoxrulfivanja 1
nazivaju se slabo uslovljenim sistenima. Jedna klasa takvin
sistema linearnih jednalina su sistemi s»2 Hilbert-ovom
matricom koeficijenata.
Navodimo primer Hilbert-ove matrice 15x15 da bismo pokazali
uticaj greSaka zaokruZivanja na konaZ%na refenja. Matrica Jje
ponno%ena odgovarajufin faktorom, tako doa bi koeficijenti
bili celi brojevi, odnosno da bi se izbegao problem netalnog
prevodenja koeficijenata.

0.1164544781400+13 0.582272390700D+12 0.398181593800D0+12
0.291136195350D+412 0.2329083552800+12 0.1940307946900D0+1¢2
0.1663635402000+12 0.145568097675D+12 0.129333864600D+12
0.1164544781400+12 0.1058567707400D+412 0.5704539845000+11
0.8958036780000+11 0.8318177010000+11 0.776353187600D+11
0.1000000000002+01

0.5822723907000+412 0.3881815938000+12 0.291136195350D0+12
0.2329089562800+12 0.19403079569000+12 0.1663535402000+12
0.1455680976750+12 0.1233333646000+12 0.1164544781400+12
0.1053567707400D+12 0.97045339345000+11 0.8958036780000+11
0.831817701000J3+11 0.7763631876000+11 0.7278404832750+11
0.2000000000000+01

0.3881815938000+12 0.2911361953500+12 0.2329089562800+12
0.194090796%00D+12 0.166353540200D0+12 0.1455680976750+12
0.129393864600D0+12 0.116454478140D+12 0.1058577074000+12
0.9704539845000+11 0.5958036730000+11 0.8318177010000+11
0.7763631876000+11 0.7278404833750+11 0.6850263420000+11
0.3000000000000+01

0.2911361953500+412 0.2329089562800+12 0.194090736900C0+12
0.1663635402000+12 0.1455680976750+12 0.12939328546000D+12
0.1164544781400+412 0.105857707400D+12 0.9370453924500D+11
0.8958036780000+11 0.831817701000D+11 0.7763631876000+11
0.727840488375D+11 0.58502636420000+11

0.400000000000D0+01

0.56463593230000+11




0.2329089562800+12
0.14555803767502+12
0.105%677074000+12
0.8318177010000+11
0.6850253420000+11
0.5000000000000+01
0.1340907969000+12
0.12339383645000+12
0.9704539845003+11
0.77635631876003+11
0.546%693230000+11
0.50030000000002+0C1
0.16563535402000+12
0.1164544781400+12
0.8953036780003+11
0.7278404883750+11
0.5129183060000+11
0.7000000000000+01
0.1455680976750+12
0.1058677074003+12
0.831817701000D+11
0.5850263420000+11
0.582272390700D+11
0.3000000000002+01
0.129393864500D+12
0.9704539845000+11
0.77635631876003+11
0.646969323000D+11
0.5545451340002+11
0.700000000000D+01
0.1164544781400+12
0.8958036780000+11
0.727840488375D+11
0.5125183060000+11
0.5293385370000+11
0.60000600000000+01
0.105867707400D+12
0.3318177010000+11
0.6850263420000+11
0.582272390700D+11
0.5063238180000+11
0.5000000000000+01
0.9704539845000+11
0.7763531876000+11
0.6469693230000+11
0.5545451340000+11
0.4852269922500+11
0.4000000000000+01
0.8958036780000+11
0.7278404883750+11
0.5612918306000D0+11
0.529338537000D+11
0.6465817912560D+11
- 0.300000000000D+01

LB
L& B

0.194030735900D+12
0.1293338646000+12
0.9704533845000+11
0.77635318746000+11
0.5469%593230000+11

0.166363540200D0+1¢
0.1164544731400+12
0.3958036780000+11
0.727840483375D+11
0.5129183050003+11

0.1455480976752+1¢
0.105P577074000+12
0.3318177010003+11
0.5850263420000+11
0.58227239370020+11

0.12939386646000+12
0.970452984500D+11
0.776353187600D+11
0.666969323000D+11
0.5545451340000+11

0.1164544721400+12
0.8952803678000D+11
0.727840485375D+11
0.612518305000D+11
0.5293385370000+11

0.1058677074000+12
0.8318177010002+11
0.5850263420000+11
0.582272390700D0+11
0.5063238180000+11

0.970453384500D+11
0.776353187600D0+11
0.64695693230000+11
0.554545134640000+11
0.48522695922500+11

0.395803678000D+11
0.72786049883750+11
Ve5129183050000+11
0.529338537000D0+11
0.465817912560D+11

0.831817701000D0+11
0.6850263420000+11
0.5822723%0700D+11
0.506323818000D+11
0.4479018390000+11

0.166353540200D+12
0.1164544781400+12
0.595303678C00D+11
3.7278404883750+11
0.5129182060000+11

0.1455680976750+12
0«1052577074005+12
0.831217701000D0+11
0.6850263420000+11
0.58227239507000+11

0129333385440300+12
0e37045338450C00+11
0.775635312876000+11
0.546959322000D+11
0+5545645134000D+11

0.1164544781400+12
0.8958336750000+11
0.727840488375D+11
0.5129183060000+11
0.529338537000D+11

0.1058567707400D+12
0.831817701000D+11
0.6%5026342000D+11
0.5822723907000+11
0.5063238180000D+11

0.9704539845000+11
0.7763631876000+11
0.56469593230000+11
0.554545134000D+11
0.4852269922500+11

0.8958036780000+11
0.7278404883750+11
0.512318306000D+11
0.5293385370000+11
0.465817912560D0+11

0.8318177010000+11
0.6850263620000+11
0.5822723907000+11
0.5062238180000+11
0.4479018330000+11

0.776353187600D+11
0.6462693230000D+11
05545645134000D0+11
0.4852269922500+11
0.4312128820000+11
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0.831817701000D0+11 0.7763531876003+11 0.727840643E3750+11
0.5850263420000+11 0.5469692230000+411 0.5129183060000+11
0.5822723907000+11 0.55645451360000+11 0.5293385370000+11
0.5063238180002+11 0.6852269922500+411 0.64652173125600+11
0.,4479218330000+11 0.6313126820000+11 0.4155083505000+11
0.2000000000002+01

0.77535631876000+11 G.727840488375D+11 0.,58502563420000+11
0e5462693230000+11 0.51291830560000+11 0.5R2272320700D+11
0.55456451340002+11 0.5293385270000+11 0.5053238180000+11
0.4852269922500+11 0.4565817912560D+11 0.,4473018390000+11
0.4313128820000+11 0.4153083505000+11 0.640155714660000+11

0.1000000000003+01

Svakih pet navedene tabele predstavijaju
redom 153 koeficijenata a u Tostoj vrsti je da2sna strana
sistema linearnih Jjednalina . flenenti matrice su dati u
dvostrukoj preciznosti na 12 cifara, jer obilna preciznost
nije dovoeljna za njihove nredstavljanje na DIGITAL~-ovim
rafunarima. Najbolja aproksimacijay U smislu zaokruZivanjay

refenja datog sistema na 12 dekadnih cifara glasi:

uzastopnih vrsta

-0.57899925470420-02 0.1144151753030+01 -0.5h5415358901D+92
0.122731367522D+04 ~0.1453219585210+405 0.1076535304350+405
-0.523134225387D0+06 0.1748857804750+07 -0.411436182701D+07
0.686925162912D+07 -0.8093808180080+07 0.565793548355450+437
-0.351015512696D+07 0.1106162422950407 -0.156024400400D+06.
Ako napred navedeni sistem refimo potprogramom SIMQ wu

dvostrukoj taftnosti iz DIGITAL-ove SSP biblioteke na MINC-11
rafunaru sa RT=-11 operacionim sistemom u FORTRAN-IV Jjeziku
koji je realizacija OCGauss-ove metode za reSavanje sistenma
linearnih Jjednalina dobijamo sledeéi rezultat:

~0.163747206372D0-02 0.2003974216670+00 ~0.35602839794670+01

—0.5186036674630+02 0.2052734715790404 -0.24390405971610+05
0.,1652029990300+06 ~0.5689307143836D+408 0.192096790884D+07
~0.3671658153650+07 0.6835543675070+07 —-0.6316762485380+407
0.2695546010340+407 -0.3431512820510+06 0.1264250309870+405%.,
Ako isti sistem Jjednalina re3imd> potprogranom LEQOT2F wu
dvostrukoj taZfnaosti iz IMSL biblisteka verzija za VAX/VMS
operacioni sistem na rafunaru VAX-11/7750 dobijamo slecdedéi

rezultat:

~0.1543053722790-02 0.2539500043570400 -0.1038361552210+02
0.1845360886610+03 -0,1773280842520+04 0.102736794136D+05
-0.3794130927092+05 0.3%099009100960+05 ~0.13815%6847410+056
0.1160173642613D+06 =~0.1391833795100+05 -0.7978744468310+05
0.8711161041850+405 =-0,4036134630120+05 0.73732763446520+04.
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Potprogram LEQT2F sadrZi takolle parametlar IER ¥ija vrednost
daje informaciju o tome da 1li Je sistem slaho uslovljen 1ili
nije. Pri rel3avanju naprecd navedenoy sistema potprogram nije
ukozao na slabu uslovlijenost, iako je u slufaju Hilbert-ove
matrice slaba uslovljenost dobro poznata. Pored toga, LEJTZF
je <deklarisan kao potprogram 2Za refavanje sa velikom
precizno%&u, iaxo u ovomn slufaiu on to svojstvo ne poseduja.
Za potprogram SI¥Q moZ2emo staviti primadbu da je jadnostavan
i nije dugo menjan. Medutim potprogrami IMSL hbiplioteke c2
redovno zamenjuju novim verzijama. Potprogram LEQTZF koristi
Zak i potprograme VXADD I VXMyL za UTetveorostruxu preciznost
pri izralunavanju medurezultata.

Potprocrami SIMQ i LIQT2F su uzeti kao predstavnici jJer 1
drugi potprogrami pamenutih Dbiblioteka n2 daju bolle
rezultate za napred navadeni problen.

Dakle, direktni algoritmi za re¥avanje sistema linearnih
jednalinassa gledifta tafnosti precdstavljaju valiki problenm,
7a direktno refavanje sistema linearnin jednalina ohilfno se
koristi Gauss-ov algoritam. Melutim, deljenje a,, ili a,, sa
a,, ¥ 0 » ako nije konaZno , dovodi do greSaka. Ibog tecgd se
mo%e da predlo®i varijanta Gauss-ovog algoritma bez deljenja:

Teorema 4.1 Neka je cdat sistem linearnih jednalina matriconm

& 44 Q2 oo €y Ained

3Py ;2 wew Son & znad

E‘Im anz L L I E‘I,.,n ann..b-,-i L
Tada se dati sistem transformacijom 7
(3] o (k=17 (k=4 {x-4)  (x-a} .
ai,j = E‘;.,_i -B“: - Bk -3”‘ 9 K'. = 1 2| seeos ¥ ﬁ-l,
193 2 k

svodi na trougaoni sistem

(1) o (
Ay, eee By fyay

{n-4} {n=4%
arn an ri 4

. )]
gde Je A T B

Evidentno je da transformacija aﬁ = ;;ﬂ-ﬁ:ﬂ- a.. . 2. mofe
da izaziva prekoralenja intervala za eksponent. UJa bi se to
izheglo <coveljno Je at} podeliti ili pomnoZ2iti sa povoljno
izabranim bh", gde je n <c20 broj a b osnova sistema. Ovo

del jenje ili mno%enje(oduzimanje ili dodavanje n eksponentu)
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dovodi do svodenja vrednosti 2ksponanta u ocdrefleni intarval
a ne dovodi do grelaka izrakunavanja. Dakle, postupak Je
talniji za realizaciju na ra¥unaru u aritmetici pckretnog
rareza nego uohifajenl Suss—oV algoritam,

Procena broija ta%nih cifara se mo¥2 d1zvr8iti na osnovu
teorenad 3-1-51 3.1.6 i 3eleTe

4,2 Primena tafnog skalarnog proizvocda
kod iterativnog relavanja sistamna
linearnih jecdnalZina

Da bismo primenili algoritme iz drugog dela za iterativnoe
reSavanje sistema linearnih Jedna¥ina navedimo poznatu
teoremus:

Teorema 4.2.1 Neka Jje dat sistenm linearnih Jednalina u
obliku

X, = D, %X, + b,.-Xx, + o o o t Db, -Xx, \ SP
xf:) = b,“ x{::-d} v b xt.'«:--l) P oee e+ b, xu-ﬂ . A
] - L L - o - - - . -» L L L - .
X = b e by, NS S b X e s,

za k = 19 29 « o o 3 pri Temu Je HBH ¢ 1 « Tada Je

—lp e B —b(} —
%% - %I ¢ - Ix" - x|
gde Je X refenj2 a X"’ njegova k-ta aproksimacija.
Dakle , sa glediSta tafnosti izra¥unavanja problem Je

izra%unavanje desne strane Jadnaxestil, odnosno skalarnog
proizvoda.

Na osnovu algoritama +taZnog suymiranja i ta%nog proizvoda,
skalarni proizvsd moZ2emo talno izraXunati i predstaviti ga u
RN-preciznosti. Tako da posedujuéli proSirenu nreciznost kao
Zto je RN=-preciznosty, moZemwo tvrditi da ako reBSavamo sistenm
linearnih jednafina iterativnom metodom, moZemo ga re¥iti sa
proizvoljnom taZnolfu.

Pored toga +a%an skalarni proizvod cnogufava proveru
val janosti refenja,Sto u obilfno) aritmetici pokretnog zareza
nije uvek mogufl=.
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4.3 Tafno r2%avanje sistema linearnih
jednafina

Nekada priroda problema ne dozvoljava aproksinacijes te Je
sistem linearnih jedna¥ina potra2bno talno refiti.d peslednje
vreme imnamo veliki bBroj radova xoji se bavi ovimn problemom °
/37y /7107y 713/ 719/ /72174 122/ /537 i /34/. U navedenim
radovima ovaj problem s2 relava izralunavanjem cdeterminanti
ili nala¥enjem adjungovanz matrice pa zatim mnoZenjem sa
vektorom na cdesnoj strani.

Medutim, &im je vefa dinenzija problemay, talno izralunavanje
detzrminante zahteva velike brojeve, 5to prelazi mogulnosti
predstavliania brojeva bilo kog danas poznatog ralunara.
Koeficijenti sistema linearnih JednaZina mogu biti celi il
brojevi u pokretnom zarezu. Ako su koeficijenti celobrojni
tada se za refavanje sistema koristi modularna aritmetika 1
simetriZf¥no predstavlijanje brojeva sa meSovitom osnovome.

U modularnoj aritmetici te¥koéu predstavlja razlikovan)e
pozitivnih i negativnih brojeva kao i problemi prekorafenia
i deljenja.

MeBlutim 4 operazije sabiranjay oduzimanja i mnoZenja se
Jednostavno izvode a pored toga izvrZavanje mnofenja je reda
n a ne n° kao kod sistema sa fiksnom osnovom. 0sim toca
operacije u modularnoj aritmetici mogu s2 izvrSavati
paralelno.

Ibog toga ¢Eems vukratko izlofiti nalin re¥avanja sistems
linearnih jednafina u modularnoj aritmetici.

Definicija 4.3.1 Ako su a i b celi brojevi i ako m # 0 deli
a = b tada zapisujemo

2 = b mod m .
Ceo bhroj m se naziva modul kongruencije. Kako m deli a - b
ako i samo axo -m deli a - b pretpostavifemo da je m
pozitivan i da je m > 1.
Definicija 4.3.2 Neka je x ceo broj a m modul. Ako Jje

r= x mod m
i 0L r<m ¢tada piBSemno

ro= x|,
i ka%emo da je r ostatak od x po2 modulu m,
Definicija 4.3.3 Neka su m,y M, se o <M, uzZadjamno prosti

moduli . Predstavlianje broja x pomofu ostataka u osnovi
B = (M, 9y M,9e¢ o oym, ) Jje r-torka

xg = CIxi wixl, se o ewlxi, e

r
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Operacije sabiranja sduzimanja 1 mnoZXenja nad brojzvima
predstavljenim pomolu ostatoka definiZemo na sledeéi nalin ¢

Defiricija 6.3.4

(a,"aii---’ar) + (bd‘ ,l}zjicnjbr)

(Ca, + b, Jmod M, yeees(a, + b, dmod m, Dy

(3, 10, 900933, ) — (a1, seeeshy )

(Ca,= bydmod m, yeeesla,= b Imod m I,

(a#.azg-...a,)-(laq,I)E....;b,,) -

(Ca, b, Imoec m yaees(a, b, Imod m ).
Inverziju za mnaZenje definiSems:

Definicija 4.3.5 Ako je m prost broj i neka je Db £ 0 ceo
brojs tada postoji jedinstvan broj ¢ takav da Je

lc-b] = Ib-clm = 1.
Broj ¢ nazivams inverznim elementom u odnosu na mnolenje
po modulu m i eznafavamo ga ¢ = ' Cm).
Inverzan elemenat za x za sistem modula m, s My9e o -y 0,
definiSemo:

Definicija 4.3.5 Neka je data osnova A = (W, ,sM,9e o e9M J 1

-4 -4 - . : .
neka x'tm,ds x'(m,ds. « oy x7(n.) postoje. Tada Jje inverzan
elemenat za x u odnosu na 4 s

xCA) = OCm dax i mydse o oax(m D).

Defini%imo sada simetriZno predstavljanje brojeva po mocdulu
M e

Definicija 4<3.7 Neka je x ceo bHroj i m modul. Ako Je
r =2 x mod m
i ako Je
- %-m  r (£ f-m

ka%emo da je r simetrilan ostatak po modulu m i oznafavamo
ga sa = /xX/y e

Definicija 4.3.8 Simetrilno pradstavljanje broja x pomofu
ostataka u sistamu 4B = (M, 9M,9¢ o esm, ) Jje r-—torka




nefinicija 4.3.9 Neka su dati c2l1 brojevli r, s ;e o o9 r,
koje nazivamo osnove.Tada svaki ceo broJ X moZ¥amo prikazati
u obhliku

X = C, + :1P4 + C3r1 rz + o s o * C:I"‘ﬁ PLI . -I"',_H_ ’

gde Su €, 9 Cr0e o «3Cy cifre predstavljanja u mne¥ovito]
osnovi 1 gde Je za svako 1

wo%2 se dokazati da Je sva<i ceo broj x Jedinstveno

pradstavljen u intervaluy (- %-R, %-R ) gde Je R .

il
-
N,
.

Simetri¥no predstavljanje broja pomofu ostataka se moZe
relativno Jjednostavno srevesti u simetri&no predstavljanje
ca me¥ovitom osnovom. Uvo se koristi da bi se brZ¥e dobio
broj u fiksno] ssnovi od uobifajenog postupka pomofu Kineske
teoreme o ostacima.

Na osnovu napred navedenih pojmova 1 Uz pomo& odgovarajulih
algoritama razvijen Jje program ESOLVE u 711/ za talno
re¥avanje sistema 1linearnih jednalina Fiji su koeficijenti

celobrojni. Ovaj progran mo¥emo ukratko opisati o
Neka je dat sistem
A-x = b

gde su A matrica koeficijenata a b wvektor desne straney
celobrojni. Tada Je postupak slededi? )

1D Prevesti A i b iz fiksne osnove U oblik simetrinog
predstavljanja sa meZ¥ovitom OosSnNnovom,

2° Re¥iti dohijani sistem u modularnoj aritmetici za svakil
prost brojd p;. o i = 1C(1)MAXPRM, MAXPRM se odreduje u datom
programu kao maksimalan broj prostih brojeva potrebrih za
predstavljanje determinanti potrebnih 2za relavanje datog
sistema.

o . . s . . . . - .
3 Prevesti dohijene determinante 12 simetrifnoeg oblika sa
meZovitom osnovom u fiksnu osnovu.

Mallutim, veliki problem za ovakav naZ%in re%avanja sistema
linearnih JjednalZina predstavlja odredivanje broja MAXPRM,
jer se obilno dobiju pesimistilne procene, odnosno MAXPRM
je ustvari mnogdo veli nego Eto je stvarno potrebno.

Pored toga rafunanje determinanti na ovakav naZin nije
najefikasnije. Ibog toga navodimo sledeéfu teorenmu:




Teorema 4.3.1 Neka Jje dat sistem linearnih jednalina sa
celobrojnim koeficijentima reda n ¢ > 1) matricom

& sy g,z sew Dy Qansd
cl -4 gl,, eo= Dan oyt
e o o 8 ® o o o
D,y D, ees Bpp Inny
ccde SU Dine 9 i = 1{(1)n lamenti da2sne strane sistema. Neka

je @, £ 0 1 primanimd slededlu transformaciju date ma trice
(sistema) u prvom koraku

4] ilj },2
a u svakom csledafem koraku

fe-47) [x-4} le-aY (=1

T ) Ak a‘:{_a_&,‘ o AP

B*LJ = P - i‘f = 2¢1)n-1,
-1 K- isd > k
. {x~2) (¢) . . A
ako je a_, .., ¥ 0 Ca;, = 3; ). Transformacijom se dobilja
sistem
a0 Qy; o e« = & an A gt
{a) " (4}
E‘EE - L - a.ln < 2.:14.,-[
- L 4 » & [ ]
(i-4) (-4 {4-1)
a}L‘,L an E‘A_,n-wi
» » L 4 L
(n=-4) {n-4) /
Ban Snned
v . (H_“\ (n-—:ﬂ .
pri Zemu je D = 3a,, s D, = Papn. 1L
A {4-4) (4-1) )
D, = —g=m (D ainw D, azy ) i = n-1(=1)1,
L A L W

gde Jje U oznaka za determinantu cistema a D, su oznake za

& L} L] fx] - » a4
determinante koje odgovaraju nepoznatima.a, Su celi brojevi

2a svako k = 1(1)n-15% i,3 > ke

{ \

Nokaz. DokaZimo da su aH. cali bFOJEV1 za svako ke 22 k =1
tvrdenje je tatno prema definiciji 1J .7a k = 2 imamo da Je
a{?-\f - (Qag Bga = Qag Gag Qs il - QA4 ﬂ-g') - ({2440.4;2—C24;4a,,2)(6144a2j- ey f-?—dj)

P — G e e

Q44
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Pri mnoZenju u hrojiocu sabirci ohlika a

i ]
AL | -

suprotnih snakova a ostali sabircil sacdr¥e kao fakitor a,. na
je a, C€o0O Brode.

Ppretpestavino da jJe tvrlenje taZIno za 1 ¢ k-1 (k < n)a. Tada

=t P "1\1 {i‘-’"‘*) ":"("H\Li

su 2., y - - ’y 8 celi brojevi 1 prems definiciljl
vaZi

L (k=2 (k-2)  fe-zh fee2). (w-2) (k=2 Tk-Zl IK-ID

= - {ag-ﬁ.{-al' gl{'k e AR | Gw{ AN CL;:- h—‘a&r_ﬂ-g,hﬁg--q 4_"

a, = fa_’t -1 Tz K~2} =
” -z k-2 ) Kok K=t
f=2Y {e-2} ‘x-z3 fk-2 f-23 e-nY fe-zy fk-2V
{ Ol e et Cegu = Ap x4 & - +m‘ Ct nad¥-4 utx::' — Loy u-A Gea)
( K-31 )2 k-2
-2 K=2 k-4 K-4
(-2 z O | fx - 1) (x-1) (x-4) o _ .
Cay-<z > | @y Jer su a9 84 7 a.. s a,, ~cell brojevi.
(W=27 (-2 {c-23 (=2

bri mno%enju u brojiocu sabirci oblika @ . 4 Duaw D Buas)

su suprotnih znakova A astalil sabireci sadrle kao faktor

(k=27 (k=2 () (x-3) 2 (k-2) (&)
Et!,’-dll.-q 'te E‘H'-’l-“i"’f l BLJ‘ ™ DEI(].E' zl (aK 4 K2 ) am_d K o-d | a{,l
1}

pa je a,, takode ceo brod.

(n-43
Doka¥%imo sada da Jje vrednost determinante D = a,, o
(43}
Ako de n = 2 tvridenje Jje talno na osnovu definicije a,, -
Neka je sada n > 2, tada Jje 7

& 44 Q472 o o o yp
azd 322 ] ] » azn

D = L * L L » L -

an‘;. anz . L . Elrgﬂ -

Neka je a,, 3 0 tada delefi prvu vrstu sa a, 1 oduzimajufi
nrvu vrstu pomndolenu sa ag, od i-te wvrste imamo

1 a-'l‘i (2 Ar
fl” e ® & o = & » ——-QH
CLar 22~ Caz@yy arGin-Qqoilan
D = a,-
. . . . . - - . - -
sy anz'&,nzam adianﬂ'aﬂqa4n
0 - —— e 0w & o -
i 44 ey
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Uzimajuéi wu obzir oznake u formulaciji teoreme <cobijamo

!
A i (4 (4} (4}
:} - —::-'E a-&z 335 a ] [ El‘,.
a” ' ] - . » ™ . - ™

£} 74 (47

: & = I « s s T,n .

Primenjuiuéi slifan nostupaky cdeterminantu no%emo napisatl

in
A {2y (2) {23

(azz ) - ® ® * - . [ -
(2} {2) %Yy

an-a anq .. » L ann L

primenjujufi postupak i puta dobijano ( 1 = 1¢(1)n-1)
(4) .}
<) L*-‘l J{I.-HI‘ ] " - cl A+4 N
( {&-A})ﬂ-{'&-*ﬂ . . » - e .
Aii () AN
Iy s e & n .
7a i = n-1 dobijamo
(n-1) p
D = a,, -
Vrednost x, S2 dobija iz n-—-te jadnaline transformisanog
(n-4)

cistema pa zakljuZTujemo da je Dp = 3,n.y

Vrednost x, (i < n) se dobija iz

¥
A (4-4) S =)
X, = —TF‘T'(EI - & ' S

T ..Li'"l+!| £ K ~
q'l{i{- k:j}*f
_ D« .
a zbog x, = T dobijamo
v
y (a=-4) \ (L=4)
DA, = h,-f:! ] A, net [/ Q. x w.)'
Qi K=dd

Fime je dokaz teoreme zavrSane.
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Napomena 4.3.1 Pri dokazu teoremne pretpostavliali smo da je

(L~d)

a 2 0 za i = 1(1)n. Ak to nmije slufTaj onda vrEimo zamenu

A4

vrsta matrice Zto dovodi cdo pronene znaka detervinante.

Ova teorema j2 opoveljna za 1zrafunavanje determinanata
sistema linearnih JjednaZina. Medutim, evidentne Jje «da se
teorema moZ2e orimeniti i kada su koz2ficijenti DbLrodjevi u
nokretnom zarezu.

Da bismo ilustrovali primenjivost teoreme Za 1zrafunavanlia
detarminanti , primenimo je ma sistem linearnibh jednalina
sa Hilbert-ovom matricom koeficijenata ¢ koji Je napred
naveden o Pored toga ovajd primer pokdazuJe univerzalnost
primene RN-preciznosti :

mantisa u ¢esnovi 10 stepen oc 2 u osnovi 10
0.662753641605377157265525 205
0.T24637567996978B7537T65625 178
0.78548240A616210937500000 152

D -0.602505505084991455078125 125
~0.819457888603210449218750 S8
~0.83175569772720335691405K25 70
-0.81889259R152160644531250 45
-~0.778808593750000000000000 15
-0.982358694076£38085937500 197
-0.960082948207855224609375 170

0.5656410971641540527343750 145 ,
D(1) 0.529321253299713134765625 120
0.936045183109283447265625 g2
-0.837974312308450433453125 57
0.B0T744346600234602050781250 42
0.601882934570312500000000 17
0. 7582907676696777T34375000 205
~0.691994845857156982421875 130
0.956975221633911132812500 154
D(C2) ~0.568503220217132568359375 129
-0.8695037354959716796837500 104
-0.5625200867652839305640625 79
~0.7651631900024414058250000 5S4
0.5169612156926574707031250 29
-0.5856521453579467773437500 211
-0.8645955603726458505859375 185
0.801543123359630175781250 155
D(3) -0.5026958717575073242187540 130
~0.,707100510597229003906250 104
~0.679540812959207763671875 79
~0.92574T7T752189636230468750 52

-0.593757510185241693218750 27




B4

DC5)

D(6)

DCT)

D(B)

mantisa u osnovi 10

0.7943462393643453652243750
-0.5087631669235229432182750
0.752321893927225341735375
-0.534835351871&30473515525
0.615510821342458261712750
-0.340725512430321445312500
-0.53566122561044311523463750
-0,.,553257042313C00354002930525

~J)e53189093112945555656406250
~0.610381484031677245093750

0.871524270395650400330625
-0,63T745562245553692352¢8125
-0.853294610977172351562500
-0.,5207R4139633178713337500
~0.595164299011230468750000

D.74981760978369873046875040

0.5645751953125000000009000

0.544340312480926513671875
~0.903412282466888427734375
~0.6272913217544655565406250

0.39660562654598565673828125

0.B808515548706C54687500300
-0.5951428413331113238125900
~0.9174104952897033691406250
~0.886448502540588378906250
-0.902343750000000000000000

~0.651295175552358164062500
0.592113137245178222656250
0.9286864651851654052734375
-0.969364643096923828125000
~-0.681598663330078125000900
-0.,538385593891143758828125
0.7722839752960202078125900
-0.888674736022949216750000
0.766937255859375000000000

0.552683770656585693359375
0.244367265701233345212500
0.607805205749511718750000
0.601423025131225585937500
-0.603705240653391699218750
0.606B40193271£36962830525
~0.357464093586906432105468750
-~0.740270912647247314453125
0.968750000000000000000000

stepan 5¢d

2 U osnovil 17

215
187
162
136
111
B2
54
30

219
1313
15°
143
114
21
56
41
16

222
197
171
1456
1290
91
56
41
14

224
199
174
149
122
97
71
46
19

2245
1399
172
145
120
91
55
37
11



D¢9)

(10>

0(11)

0(12)>

DC13)

T

mantisa u osnovi 10

-0.,650125516819000244140525
0.9830392010021209715T736875
-0.504445202¢770202563671875
0,939425774%126933542572125
0.83957938619280438232421875
0.769435101219177246450327530
~-0.512452263600453857187500
-0.5155523419358018798828125
-0.608652114868154062500000

0.562714774608412060546575
0.,555112183094024658203125
0.71388542215728752716546250
0.937697720527648325731250
0.718120332575040527343750
-0.201195%3923973G8349609375
~0.943923773403167724609375
-0.958153056908384639941406250
0.880371093750000000000000

~0.639462590217590332031250
0.8840067121047373463281250
0.983543551868438720703125
~0.512457013130187988281250
0.667723854583740234375000
-0.7823201464179229373563281250
0.883344948291778564453125
-0.8770056947994232177734375
0.77133274078363140525000C0

0.5197868943214416503305625
0.982153723376922607421875
~0.9669356945915222167368750
0.8180733919143567675781250
0.728874683380126953125000
-0.877319931983947753906250
0.939694941043853753765625
0.766196548938751223703125
-0.724603375000000000000000

-0.5546493530273437530002300
~0.8955445019077301025390525
0.6561879515647888185359375
-0.T757841398715972900330525
-0.502963217754354013671875
0.867361666T7T72033691405250
0.560799598693847656250000
-0.75771461097526550232956375
0.978271484375000000000000

stepen 2¢d 2 u osnovl 10

227
201
175
150
125
Q¢
71
46
21

2R
202
177
152
127
99
732
63
272

228
292
176
149
124
99
74
%9
24

228
202 g
175
151
125
37
58
4 3
17

227
202
176
146
120
74
57
40
15
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mantisa uvu osnovi 10 stepen ocd 2 u osnovi 10
0.699151217337469482421875 225
-0.95608333110809325617187500 198
~0.675047159134624462830625C0 173
0.83423775436494018558465%75 14R
DC14) =-0.350527131557464593609375 123
0.779732227325432453125000 38
N, 7302156209945 73T71033750 73
0.810007870197236142578125 46
0.859375009090000000000000 14
-0.788924217224121033750000 22
0.528063840502632626952125 137
-0.92723464965820312500090U 172
-0.91073246639783325195312°%¢ 147
DC15) 0.63622262212295532226%8525 121
0.7222722768768323569335937°5¢0 34
0.564495225088500974565562500 69
0.551249851717224121093750 A
0.503112792963750000000000 18

4.4 Formiranje karakteristifnog
polinoma matrice

Imajuféi reSen problem sistema linearnih jednaZina pomolu
vrednosti odgovarajufih determinanata u RN-preciznosti, tada
problem sopstvenih vrednosti moZ2emo reliti formiranjem
karakteristiZfnog polinona matodom Xrilov-a.Na osnovu "teorame
4.3.1 mo¥emo izralunati da2terminante odgovarajuleg sistema
linearnih Jjednafina 4 Tije su vrednosti nizovi u RN-
preciznosti.Na dobijeni polinom primenimo neki od algoritamsa
za nala%enje nula polinoma, jer smwo pitanje izralunavanja
vrednosti polinoma re¥ili u delu 2.7.
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46,5 laxljulak

U radu Jje uvedena RN-preziznost i pomnolu njie je razmatran
problem tafnosti izraZfunavanja. la razliku 2d uobhilajene
profirene preciznosti kao 5to je Brent-ov MP-program, RN-
preciznost Jje prakti¥nija za talna izralunavanja.Primena MP-
programa za ta¥na izraZfunavanja namefe problen odrelivanja
a priori broja cifara krajnje3 rezultata, dok Jje kod RN-
preciznosti to automatizovano, Jer se Euva duZina niza za
vrene izralinavanja.

Ako prihvatimo modularnu aritmneticu za reSavanie relativno
uske oblasti problema kao Sto je sistenm linaarnih jednalina,
onda se i tu susrefemo takole sa proSirenom preciznollu.
Porad togay pri odreffivanju broja nrostih hrojeva potrebnih
za predstavljanje vrednosti detarminante ( MAXPRM ), mora se
dati ecena vrednosti determinanata na osndvu Hacdamard-ove
nejadnakosti, Sto ponovo ukljuZuj2 profirenu preciznost,
jer vrednosti determinanata zahtavaju velike vrednosti za
eksponent.

Istra%ivanja koje su izvr8ena u ovom radu imala su v vidu
pre svegastip ratunara sa klasilnom rafunarskom aritmetikom,
koji su dostupni Birokom krugu korisnika ( n2 postavljaju
sa 2zahtevi za  uvodenjem posabne aritmetike ka0 u sluZaju
intervalne aritmetike ) . ImajuéiE takvo opredeljenje u
istra%ivanjus uvedena je relacija < ( definicija 2ebe2)ykoja
je relativizirana prema aritmetici ralunara (zaokruZ2ivanju).
Slaedeéi korak Jje definicija RN-preciznosti ( definicija
2.4.5 Y. Dsnovu za aritmetiku u RN-preciznosti pradstavlja
drugi agoritam talnog sumniranja razvijen u 2.4 s koji
proizvoljan niz brojeva u _pokretnom 2zarezu redukuje u
normalizovan u odnosu na < . Za drugi algoritam talnog
suniranja va%nu ulogu ima oderaczija talno sumiranje dva
broja u pokretnom zarezdJy koju mnoZemno oznaliti simbolilno

X + Y = (x-f’ Y,.,)!

gde je x, najbolja aprocsimacija, u odnosu na zaokruZivanje,
ta¥nog zbira x + y, a vy, Jje razlika izmedu x + vy i x,s Ia
dalji razvoj aritmetike wu RN-preciznosti potreban Je
algoritam tafno3y mnoZ%enja niza sa brojem u pokratnom zarezu,
razvijen u 2.6. Za ovaj algoritam je vaina operacija tafnog
mno%enja dva broja u po<retnem zarezu s koju molemo oznaliti
simboliZno

XY (x,,i 74)!

gde je x, najholja aproksimacijas u odnosu na zaokruZivanjz,
taZnog proizvoda x-y 9 & vy, J2 razlika izvedu x-y i X, .
Na osnovu drugog algoritma ta%nog sumiranja i algoritmna
tafnog mnofenja niza brajem u pokretnom ZarazZu, razvijeni su
algoritmi u 2.7y za ta¥no izralunavanje vrednosti polinoma 1
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najbolje aproksimacijey u odnosu na ZaokruZivanjesy vrecdnosti
polinoma . Algoritmi 2a izra¥inavanje vra2dnosti polinomna
mogu se koristiti 2za nalaZ%enje Jjednostruke realne nule
polinoma u osbliku najbolje aproksinacije nule ili u oblixu
intarvalas 2iji su krajevi susedai Dbrojevi U pokretnom
zarezue. Ovaj algoritam je razvijen u 2.8.

Aritmetika u RN-preciznosti je kompletirana algoritmina za
taZno mnol¥enje dva niza ( razvijen 4 2.9 ) 1 z» deljenje dva
niza ¢ razvijen u 2.11 D.

Svi algoritmi su realizovani u VAX-FOQRTRAN=u u obliku
notprograma, i mogu se koristiti(uz eventualne mnodifikacije)
za razvoj kompleksnijih algoritama velike ta¥nosti.

Yy zavisnosti od preciznosti sa kojom ralunamdo , vrerme
jzvr¥avanja algoritama se menja. Melutim, mikrobrogramska
realizacija operacija izdvajanja 1 postavljanja eksponenta,
tafno sabiranj2 i ta2%fno mnofenje » bi doprinela brZam
izvrZavanju algoritama,5to se i inale &ini pri modifikaciji
aritmetike ¢ modifikacija je znatmnija u slufaju intervalne
atitmetikey, napr u /337 ili 7347).

U trefem daelu rada se razmnatraju pribli%aa izralunavanja
aritmetilkog izraza., Za procenu a priori bDraja taZnih cifara
mogu se prineniti teorene 3.,1.5, 3.1.6 1 3.1.7

Te teorame +tvrde da u slufaju sabiranja i sduzimanja gre3«a
napreduje najvile za jednu, a u slulaju mnoZ2enja i deljenja
najviBe za dve zifre, ako j2 osnova sistema h > 2.

U Zetvrtom delu su navedane primene algoritama 12 drugog
dela na reZavanje sistema linearnih jednafina. Teorema 4e3.1
tvrdi da se determinante sistema linearnih jednafina mogu
izra¥unati pomafu Gauss-ove 2liminacije » 3to Je wveoma
povolino za primenu.

Medutimy, u RN-preciznost nisu za saia uvedena zaokrwu2ivanja
na dole i gore za realizaciju intarvalnih cperacijo 3%to jJe
u¥injeno u MP-programue.

Jedan od mogué&ih pravaca daljeg istraZlivanja moZ%e da bude
uvoldenie zaokrufivanja na dole i gore u RN-praciznost,y, Sto
bi omoguéilo primenu u intervalnoj aritnetici.

0d interesa za dalje istraZivanje moZ2e da buda 1 varijanta
Bohlender-ovog algoritma za RN-preciznost, 2dnosno algoritna
suniranja 5 koji bi dati oniz duline n redukovac u RN-
preciznost duZine m ( m £ n ).
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INTEGER FUNCTIION IEXS(X)

POTPRUGRAM ODREDJUJE VASONIST EKSPONENTA
DEALNGS 2R0J8 X TIPA Ré4 I DINILJUJE
oRAMENJIVOS IEXS TIPA T4

X REALAN RROJ TIPLA R4 - ULLEZ

I=XS EKSPINENT TIPA I4 REALNTS 3ROJA X - TILAZ
REALG Xy XP
INTEGEZR:Z2 EXye Iy J
LOGICAL:xY Y{(&4), Z2(C2)
FJUIVALENCE (XP,Y(1)), T2(1))
TEXS = =128
IF(X «%%+ Ce)RETURN
XPp = X
2¢2) = Y(1)
J = 1
I =20
Z2C¢1) = Y(2)
IF(X LT« 02X 1
IF(J LT. 0) EX
IF(J GEs. O) EX
IEXS = EX - 128
RETURN
END
INTEGER FUNCTION IEXDCOXD)

n
(L |
—t
~N N
3 J':. i

POTPROGRAM QDOREDJUJE VREDNOST EKSPONENTA
REALNGG BROJA X TIPA RS I JO0DELJUJE
PROMENJIVOJ TIZXD TIPA I4

X REALAN 3R0OJ TIPA RB - ULAZ
TEXD EKSPONENT TIPA I4 REALNDG B8ROJA X - ITILAZ

REAL=B Xy XP

INTEGER2 EXy Iy J

LOGICAL%1 Y(S), Z1(Z)
EQUIVALENCE (XPysY(C1))y (I,2(1)2)
1EXD = =128

IF(X «FEQe 0.)RETURN
XP = X

(2> = Y(1)

J =1

I =0

2(1 Y(2)

IF(X «LT. 0) I =1
IF(J LT« 0) EX
IF(J .GE. 0) EX
IEXD = EX — 128
RETURN

END

n u

ST T |

o0 AN |
b4




SUBROUTINE TSXY(XsYsS,yR)

POTPRIGRAM DDREDJIUJIE TARACNU SUMU BROJEVA X, Y
TIPA R& T PREDSTAVLJA SUMU U JBLIXU APROKSIMACIJE
S = X 4+ Y I RAZLIKE TACNE SUME I APROKSIMACIJE R

Yy Oy O

Yy T}

I Y REALNI BROJEVI TIPA R4 - ULAZ
I R REALNI BROJEVI (TACNA SUMA) TIPA R4 - TZLAZ
INTEGER EXsEY DL
REAL XyYsSeR
REAL%3 S1
DATA L/724&4/
D = TIEXS(X) ~ TEXSCY)D
IFCIABSCD)Y .GT. (L+1)) GO 70 10
S = X + Y
S1 X
S1 S1 + Y
S1 S1 - S
R = S1
RETURN
10 IFC D LY. 0 D> GO 70 20
S = X
R =¥
RETURN
20 S =Y
P = X
RETURN
END
REAL%4 FUNCTION PEXSCXsEX,IGR)

X
S

POTPROGRAM DODELJUJE EKSPONENTU BROJA
X TIPA R4 VREDNOST PROMENLJIVE EX I p
DORIJENI B8ROJ DODELJUJE PEXS

Oy Oy O

X REALAN BROJ TIPA R4 - ULAZ

EX CED BROJ TIFA I4 - ULAZ

IGR CED BROJ TIPA 14 (INDIKATIOR GRESKE) - IZLAZ
PEXS REALAN BROJ TIPA R4 - IZLAZ

(Y0 Oy

REAL®:4G XyXP
INTEGER EX
INTEGER=2 1
LOGICAL%1 Y(4), IC(2)
EQUIVALENCE (XPs¥(1)),(I,2(C1))
IGR = 0
I = EX + 128
IF(0 JLE. I JANDe. I JLE. 255> GO TO 20
TYPE 10, I
10 FORMAT(C® VREDNOST EKSPONENTA VAN [£-~128,1271 “,16)
IGR = 1 :
RETURN
20 Xp = X
I =172
IF(X oLlTe 0.) I =1 + 128




Y(2) = I1(1)
I =20
2¢1) = Y¥(1)

IFCMODCEX32) «MEe 0) GO TO 30
Y(1) = 2(1)

PEXS = XP
RETURN

30 I =1+ 128
Y(1) = 2(1)
DEXS = XP
PETURN
END

REAL#S FUNCTION PEXD(XeEX,IGR)

POTPROGRAM DODELJUJE ZKSPCNENTU BROJA
X TIPA RB VREONOIST PRIOIMENLJIVE EX I
DOBIJENI 3R0OJ OJ9JELJUJE 2EXC

OO0

X REALAN B8ROJ TIPA RS - ULAZ

EX CED BROJ TIPA I4 - ULAL

IGR CEO 8ROJ TIPA T4 (INDIKATOR GRESKEDY - IILAZ
PEXD REALAN 8ROJ TIPA RE - IILAZ

OO0

REAL*8 X¢XP
INTEGER EX
INTEGER=2 1
LOGICAL=1 Y(C8)y Z2(2)
EQUIVALENCE (XPeY(1)),CIo2C1))
IGR = O
I = EX + 128
IFCO LE. I LAND. I JLE. 255) GO 1O 20 p
TYPE 10, 1
10 FORMATC® VREDNOST EKSPONENTA VAN [-128,1271 “,16>
IGR = 1
RETURN
20 Xp = X
1 = 172
IF(X LLT. 0.00) I
Y(2) = 1(1)
I =0
Z2€¢1) = Y(1)
IF(I .GEes 128) I = I - 128
IF(MODCEXs2) «NE. C) G2 TO 30
Y(1) = Z(1)
PEXD = XP
RETURN
30 T = 1 + 128
Y(C1) Z2(1)
PEXD XP

I + 128




REAL:4 FUNCTION SLPR(X,1I)

POTPROGRAM QODREDJUJE SLEDECI ILI PRETHDONI 5R3J
) POXRETNOM ZAREZU ZAVISNDO 08 LI JUF I > 0 ILI
I € 0 ZA REALAN BROJ X TIPA R4

Cy O O

C X REALAN 3BROJ TIPA R4 - ULAZ
C I CEQ BRDOJ TIPA I4 - JLAZ
C SLPR REALAN BROJ TIPA R4 - TZLAZ

REALYG XoaX1gX2eX3
INTEGER IGR,EXHEXL
CATA X2/7°80°X/

IFC(I NE. 0) GO T3 20

TYPE 10,4 I

10 FORMATC® I = 0 U POTPROGRAMU SLPR “,12)
STOP

20 CONTINUE

IFCX «NE. 042 G0 TO 30
IFC(I .GT. 0) SLPR = X2
IFCI «LT. 0) SLPR =-X2
RETURN
30 CONTINUE
IFCX oNEs =X2) GO TO 40
IFCI «LT. 0) GO TO 40
SLPR = 0.
RETURN
40 EX = TEXS(X)
X1 PEXS{(Xy0,41IGR)

X3 PEXS(0.D0,-23,1IGR)
IFCI «GTe 0) SLPR = X1 + X3

EXT = IEXSCSLPR) + EX
SLPR = PEXS(SLPR,EX1,IGR)
RETURN

END

SUSROUTINE CNV(X)

C POTPROGRAM ZAPISUJE REALAN 8RO3J
C TIPA R4 U HEKSADECIMALNOM 0OBLIKY

REAL%=4 X, X1

LOGICAL®:]1 Y(&)

EQUIVALENCE (X1,Y(1))

X1 = X
. TYPE 10y (Y(2%I)4Y(22I-1),1I=1,2)
10 FORMAT("® “412)

RETURN

END




SUBRGJTINE CNVD(X)

C PC0TPROGRA™ ZAPISUJE REALAN BRJJ
C TIPA R8 U HEKSADECIMALNOM D2LIKU

10

OO

Oy OO

10

20
30

50

40

PEAL%*E Xy X1

LOGIC ALY Y(B8)

FAQUIVALENCE (X1,Y(1))

X1 = X

TYPS 10, (Y(22TI)4Y(2%kI=-1),1I=1,4)
FORMAT(® *812)

RETURN

END

SUBRIDUTINE TSUMACANLK)

POQTPROGRAM QJDREDJUJE TACNU SUVU NIZA A& DUZINE N
I UREDJENU VREONOST SUME ZADRIAVA U A DUIINE XK.

A NIZ DUZINZ N TIPA R4 - ULAZ, TIZILAZ
"y CED BROJ DUZINA NIZA A NA ULAZU, TIPA I4 - ULAZ
K CED BROJ DUZINA NIZA A NA TIZLAZU, TIPA 14 - IZLAY

REAL%:& A(N)ySyS1eR
INTEGER I’K’M

IF(N .6T. 0) GO T2 20
TYPE 104 N

FORMATC” N <= 0 U POTPROGRAMU TSUMA ~-3110)
RETURN

K = N

IFC(K LE. 1) RETURN

M = K

K = 1

NR = 0 ’

S = ACl1)

1) 40 I = Z’M

IFCACI) .EQ. 0.0 30 7O 490
CALL TSXY(S,ACIDsS1,R)
IF(S «EQe S1) NR = KRR + 1
ACID = 0.

IF(R .NE. 0.) GD TO 50

S = §S1

GJ TO 490

CONTINUE

A(KX) = S1

S = R

K = K + 1

CONTINUE

ACK) = 3§

IF(NR +EQ. (K-1)) RETURN
GO TO 30

END




YOO

YOOy OY

10

20

30

50

40

SUBRDUTI”E TSU“AP(&M]QE]M’ K)

POTPRGLRAM QDREDJUJE TACNU SUMU NIZA & DULZINFE N

I UREDJCNU VREDNIST SUME DODELJUJE NIZU 3 DUZINE K.
KRISTI SE U SLUCAJU D4 INTERVAL 24 EKSPONENT
C-128,1273 NIJE DIVOLJAN ZA REALIZACIJU ALGORITMA.

AM NIZ MANTISA NIZA A DUZINE Ny TIPA R4 = ULBZ, TIZILAZ

AE NIZ EKSPOMENATA NIZA A DUZINE N TIPA I4s - ULAZ, I2LAZ
M CEJ S5ROJ DUZINA NIZA A NA ULAZU, TIPA 14 - yLAZ

K CETQ BROJ DUZINA NIZA A NA TZLAZJ, TIPA l4 = T20A7

REAL:x4 AM{N) ¢4SM,S1M,RH

INTEGER AZ(N)SEsS1E,RE

INTEGER I,K4M

IF(N «GT. 0) 30 T3 20

TYPE 10, N

FORMAT(C® N <= 0 U POTPRCSGRAMU TSUMAP “¢110)
RETURN

CONTINUE

K = N

IFCK JLE. 1) RETURN

M K

K 1
NR
SM AM(C1)

SE = AE(1)

DO 40 I = 2y M

IFCAMCI) .EQ. 04) GO TO 49

CALL TSXYP(SMjSE’AM(I)’AE(I)!SIM’SIE’RM’RE)
IF(SM .EQ. SIM .AND. SE .EQ. S1E) MR = N o+ 1
AMCI) = 0,

IFCRM .NE., 0.) G2 TO S50

SM = Si1M

SE = S1E

GO TO 40

CONTINUE

AMCK) = S1IM

AECK) = SI1E

SM RM

SE RE

K = K + 1

CONTINUE
AMCK) = SM

AECK) SE

JF(NR +EQe (K=1)) RETURN
GO TO 30

END

0
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SUBRZ OTINE RAZD(X,XM,,XED

POTPROGRAZ* PPEIDSTAVLJA REALAN BROJ X TIPA R
U OSLIKU #ANTISE XM TIPA R4 I EXKSPONENTA XE
TIPA 14

4

X REALAN =Z23J TIPA R4 - ULAZ
XM MANTIS: 3P2JAa X, TIPA R4 - IZLAZ

Oy Oy O

10

10

20

O

OO0 0O

10

20

XE EXSPO%ENT BRIJA X, TIPA I4 - IZLAZ

REAL == X, XM
INTESZR YELZIEXS,ISR
IF(X «%Ee 0) GO T2 10

XM = e

RETUXK %

XE = ZIZXS{X)

XM = 2ZXS(Xy0,ICGR)
ReTUR %

END

SUBRTJTINE RAZIDNCASAMMAELN)
REALZ=S A(N), AM(N)
INTEGEZR AS(N)
IFCN LE. 0) THEN
TYPE 104N

FORMAT(” N <= 0 U POTPROSRAMU RAIDN",I5)

RETURN
END 1IF

DO 20 I = 1,N
CALL RAZDCACID,AMCID AECI))
CONTINUE
RETURN
END )
SUBROUTINE SASTCXMyXE,X,IGR)

POTPROGRAM SPAJA XM, XE U REALAN 3ROJ X

XM MANTISA BROJUA X, TIPA R4 - ULAZ

XE EKSPCONENT BRJOJA Xy TIPA 14 - ULAL

X DOBIJEN SPAJANJEM XM I XE, TIPA R4 - IZ7LAZ
IGR INDIKATOR GRESKE, TIPA I4 - IILAZ

30

REALZE4 XM, Xg¢ PEXS

INTEGER XE

IGR = 0

I1F(-128 .LEF. XE LAND. XE JLE. 127) GO TQ 20
TYPE 10, XE

FORMAT(® VREDNDOST EKSPONENTA VAN [-128,12712
IGR = 2

RETURN -

IF(XM .NE. 0.) GO TO 30

X = 0D

RETURN

X = PEXS(XMyXE,IGR)

RETURN

END

“9110)
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10

20

30

40

OO0 0 OOy

SUBRBUTINE 354

POTPROGRAM SPAJA NIZ MANTISA AM I NIZ

L DUZINE N U NIZ
K <= N JER SVI CL
RITI PREDSTAVLJIV

A NIZ MANTISA DU
AE NIZ EKSPONENAT
N DUZINA AM 1 AE,
A NIZ REALNIH 2RO
K DUZINA NIZA &,

REALMSG ACN)D,
INTEGER AE(N)
IF(N +LE. 0O

DO 40 I = 14N
CALL SAST(CAM(
IFC(I ~EQ. 1 .

IF(IGR +Ede O

CONTINUE
RETURN
END

STNCAM,AEsAyiiyK)

EKSPONENLTA

REALNIH TROJEVA A DJUZINZ K.
ANTGVI NIZa (AM,AEDY NE MIRAJU
I KAJ RFEALNI BROJEVI,
ZINE Ny, TIPA R4 - UJLAZ
A DUZINE Ny, TIPA I4 - ULAZ
TIPA 14 - ULAZ
JEVA DUZINE Xy TIPA R4 - IZLAZ
TIPA T4 - IZLAZ
AMOND
sy Ny K
THEN
TYPE 104N
FORMATC(” N <= 0 U POTPROGRAMU SASTNT, IS5)
RETURN
END IF
IDyAECI)ACIDHIGRD
AND. IGR .NE. 0) THEN
TYPE 20
FORMAT(® NIZ NIJF PREDSTAVLJIV?)
RETURN
END IF
) THEN
K = I
ELSE
TYPE 30, 1

FORMAT(® “IS5, " CLAN NIZA NIJE PREDSTAVLJIV®)
RETURN g
END IF

SUBROUTINE SXY(XMyXEsYM,YE4IMyZlE)

POTPROGRAM DODREDJUJE SUMU BROJEVA X I Y KADA >SU
OVI OATI U OBLIKU MANTISE TIPA R4 I EXKSPONENTA

TIPA I4 I PREDSTAVLJA JE U OSBLIKU MANTISE IM I

EKSPONENTA ZE

MANTISA Xy, TIPA R4 - ULAZ
EKSPONENT X, TIPA I4 - ULAZ
MANTISA Yy TIPA R4 =~ ULALZ
EXSPONENT Y, TIPA I4 - ULAZ
MANTISA Z, TIPA R4 - IZLAZ
EKSPONENT Z, TIPA T4 - IZLAZ

XM
X E
YM
YE
ZM
7€
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OO0

OO0 0O

REAL%S4 XMy YMs ZMy X149 Y1,
INTEGEP XE, YEy ZEy IX, IY,

IE = MAX(XE,YEZ)

Y1 = XM

IX = XE

Y1 = YM

Iy = YE

IF(XE .GS«. YE) G2 T2 19

ZAMENTI MESTA

11 = XM

I1Z = XE

X1 = Y1

IX = 1Y

Y1 = 1711

IY = 112

CONTINUE

IR = 1Y - IX

T = PEXS(Y1,IRHyIGR)
IM = XM + 7T

1€ = 1E + IEXSCIM)
IM = PEXS(ZIM,0,IGR)
RETURN

END

11,
17,

T

IRy ISR

SUBROUTINE PXYP(XMyXEsYMyYE,IMy2E)

POTPROGRAM ODREDJUJE PROIZVOD BROJEVA X I Y KADA
SU OVI DATI U OBLIKU MANTISA TIPA R4 I EKSPONENT
TIPA I4 I PREDSTAVLJA U DBLIKU MANTISE IM I

EKSPONENTA IE

XM
XE
YM
YE
M
lE

MANTISA X, TIPA R4 - ULAZ
EKSPONENT X, TIPA T4 - ULAL
MANTISA Y, TIPA R4 - ULAL
EKSPONENT Y, TIFA 14 - ULAL
MANTISA Zy TIPA R4 - IZLAZ
EKSPONENT 2, TIPA I4 - IZLAZ

REAL%4 XMy YM, ZM, T
INTEGER XEy YEy ZIEZ, IGR
IF(XM .EQ. 0. +OR. YN .EQ.

IE = XE + YE

T = XM = YM

g = LE + TIEXSCT)
IM = PEXS(T,0,1IGRD
RETURN

END

0e)

THEN
IM = 0.
RETURN

END IF
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SUSROUTINE TPXYP(XMyXEsYMyYEJPMyPESRMyRE)D

POTPRIOGRAM QOCREDJUJE TACAN PROIZVID BROJEVA
X I Y KADA SU OVI DATI U OBLTIKU MANTISE 1
EXSPONENTA I PREDSTAVLJA PROTIZVOD U O3LIKY
PROIZVODA P I DSTATKA K

XM MANTISA Xy TIPA R4 - ULAZ

XE EKSPONENT Xy TIPA I46 - ULAZ
YM MANTISA Y, TIPA R4 - HJLAZ

YE EXSPONENT Y, TIPA I4& - DJLAZ
PM MANTISA Py TIPA R& - IZLAZ
PE EKSPONENT Py TIFA 14 -~ TZLAZ
RM MANTISA Py TIPA R4 - TZLAZ
RE EXSPCONENT Ry TIPA 14 - TZLAZ

REAL*E XMD, Y™MD, PMD,y, PMDD, PEXD
REAL%4 XM, YM, PM, BM

INTEGER Xty YE, PZ, RPE, TIEXS, IGPR
IFCXM JEQ. 0o «0OR. YM LEQ. 0.) THEN

PM = 0,
RM - 0'
RETURN
END IF
PE = XE + YE
PM = XM % Y¥
PMDD = PM
PE = PE + IEXSCPM)
PM = PEXS(PMy0,IGR)
XMD = XM
YMD = YM
PMD = XMD % YMD
PMD = PMD = PMDD ,
IFCPMD .EQ. 0.D0) THEN
RH = 0'
RETURN
END IF
RE = XE + YE + IEXDCPMD)
RM = PEXD(PMD,0,I3R)
RETURN
END

SUBROUTINE TPXY(X3Y4P,yR)

POTPROGRAM ODREDJUJE TACAN PRDIZVID IROJEVA X, Y TIPA R4
I PREDSTAVLJA PROIZVOD U ORBLIKU APROKSIMACIJE P = XxY I
RAZLIKE TACNOG PROIZVIDA 1 APROKSIMACIJE P, R

REALAN BROJ TIPA R4 - ULAZ
REALAN BROJ TIPA R4 -~ ULAZ
REALAN BROJ TIPA R4 -~ IZLAZ
REALAN BROJ TIPA R4 - TZILAZ

A O =€ XX
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REAL*4 X, Yy Py R
REAL*SY Pl

P = X=xY

Pl = X
©] = P1l:xY - P

R = Pl

RETURN

END

SURRDUTINE TSXYP(XM3XEyYMyYZ,ySMySSyRMyRE)D

SOTPROGRAM ODREDJUJIE TACHU SUMU BROJEVA X I Y XADA
SU OVI DATI U OBLIKU MANTISA TIPA Rae I EXSPONEINT
TIPA 14, JVO JE VARIJAMTA POTPROGRAMA TSXY.

Ty Oy O

XM MANTISA X, TIPA R4 - ULALZ

XE EKSPONENT X, TIPA I& ~ ULAZ
YM MANTISA Y, TIPA R4 - ULAL

YE EKSPONENT Y, TIPA 146 ~ ULAL
SM MANTISA S, TIPA R4 ~ IILAZ
SE EKSPONENT S, TIPA I4 -~ IZLAZ
PM MANTISA P, TIPA R4 - I2LAIZ
RE EKSPONENT Ry TIPA 14 - IZLAZ

OO0

INTEGER XE, YEs SEy REs Ly Dy ISy XEl, YE1
REAL%G XM, YMy, SMy, RMy, X,y Yy Ry S

DATA L/724/

IFCXM .5Q. 0.) THEN
SM = YM
SE = YE
Rh‘ - 0.
RETURN /
END IF

IF(YM +EQ. 0.) THEN
SM = XM
SE = XE
RF'1 - ]
RETURN
END IF

D = XE - YE
IFCIABSCD) GT. (L+1)) G3 73 10
IS = (XE + YE) / 2

C TRANSLIRANJE EXKSPONENTA DA BI SE JPERACIJE IZVELE
C SA RASPOLOZIVOM ARITMETIKOM PIKRETNOG ZAREIZA

XE1 XE - 1S

YE1 YE - IS

CALL SAST(XM4XE1l,4X4IGRD
CALL SASTC(YM,YEl,YsIGR)
CALL TSXY{XsYsSyRD

CALL RAZD(S,SM,SE)

CALL RAZDCRsRMyRED

IF(S .EQ. 0.) RETURN
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C VRACANJE NA STVARNE VRXREDNOSTI EKSPONENATA

SE = St + IS
IF(R «NE, 04> RE = RE + IS

RETURN

10 IFCD LY. 0) G2 T3 20
SM = XM
SE = XE
RM = YM
RE = YE
PETURN

20 SM = YM
SE = YE
RM = XM
RE = XE
RETURN
END

REAL%8 FUNCTION SLPRD(X,sI)

C POTPROGRAM ODREDJUJE SLEDECI ILI PRETHOONI 573J
C U PCXRETNOM ZAREZYU ZAVISNGO DA LI JE I > 0 ILI
C I < 0 ZA REALAN BROJ X DUZINE & BAJTOVA

C X REALAN BROJ TIPA R8 - ULAZ
C I CEO BROJ TIPA Ié4& - JLAZ
C SLPRD REALAN BROJ TIPA R8 -~ IZLAZ

REAL%8 X, X1, X2, 24, EPS, C1, PEXD
INTEGER T, I1, IGR, EX
LOGICAL TEST1, TEST2
DATA L/48/7, CL/7°80°X/
IFCI JNE. 0) GO TO 10 d
SLPRD = X
RETURN
10 CONTINUE
IF(X .NE. 0.D0) GO TO 20
IFCI .GT. 0) SLPRD = (2
IFCI .LTe. 0) SLPRD =
RETURN
20 CONTINUE
TEST]. = X -EQ. -CZ -nMD- I -GT- 0
TEST2 = X .EQ. C7 JAND. I .LT. O
IFC.NOT. TEST1) GJ TO 30
SLPRD = 0.D0
RETURN
30 CONTINUE
IFC.NOT. TEST2) 62 TO 40
SLPRD = 0.D0
RETURN
40 CONTINUE
€EX = IEXD(X) |
X1 = PEXD(X,0,IGR)
EPS = PEXDCO0.D0,1-L,IGR)
IFCI .GTe. 0) X2 = X1 + EPS
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IFCI LT. 0) X2 = X1 - EPS
I1 = IEXD(X2) + EX

SLPRD = PEXD(X2,11,41I%R)
RETURN

END

SUSRIUTINE ZAC(Xy XNy XOyXG)

POTPRIGRAM ZAOJKRUZUJE X TIPA RB8 N& MENTISU DUZTINE
6 BAJTOVA DAJUCT XH = NAJBILJA APRCOKSIMACIJA 0D X,
XD - X ZAJKRUZEWNGC NA DJCLE I XG - X ZAJKRUZEND NA
GORE

X REALAN 3ROJ TIPA RB - ULAZ

XN REALAN 8RCJ TIPA RS -~ IZLAZ
XD REALAN BROJ TIPA R8 -~ IZ2LAZ
XG REALAN BRJJ TIPA R8 - IZLAZ

QEAL*8 Xy XNy XDy XGy X1y X249 214 PEXD, EPS
INTEGER I, I1y IGRs Ly EX

INTEGER%Z2 J

LOGICAL:=1 Y(8), YY(2)

EQUIVALENCE (Z,Y(1)2y (JyYY(1D)D

" DATA L/48B/
I = X
J =0
YY(1) = Y(7)
Y(7) = 0
XN = 7
IF() .EQs 0) THEN
X0 = 27
X5 = 7
RETURN
END IF g
EX = JTEXD(XN)
X1 = PEXD(XNyDyIGR)
EPS = PEXS(O.D041-L4IGR)
IFC) «LTe 128 JAND. X LT, 0.D0) THEN
X6 = X1
X = X1 - EPS
XN = X1
=ND IF
IFCY «LTe. 128 JANDe X «GT. 0.00) THEN
XG = X1 + EPS
XD = X1
XN = X1
END 1IF
IFCJ +GE. 128 LAND. X «LT. 0.D0) THEN
XG = X1
XD = X1 - EPS
XN = XD
END IF
IFCJ GE. 128 JAND. X GT. 0.D0) THEN
XG = X1 + EPS
X0 = X1
XN = XD

END IF
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XN = PEXDOXNSIEXD(XNI+EX,IGR)
XD = PEXD(CXD,yIEXD(XDI+EX,IGR)
XG = PEXD(XG4IEXD(XGI)+FEX,IGR)
CETURN

END

SUBROUTINE OP(XyYyIs2,yID,26)

POTPROGRAM ZA ZADATO X I Y TIPA RB U ZAVISNGSTT
00 I ODREDJUJE: I = 1 NAJBCLJJ APROKSIMACIJU 281IRa
Z I DONJU GRANICU 2D I GTRNJU GRANICU IG. ZA I = 2
COREDJUJE RAZLIKU A ZA I = 3 O0DREDJUJE PRJIIVOT,

X9 Y REALNT ERQJEVI TIPA RR - ULAZ
I CED SRDJ TIPA TI4 - ULAZ
ly LDy 210G PEALNI 3ROJEVI TIPA RS - IILLZ

IMPLICIT REA4L#B (A~Hy45-1)
INTEGER I, D

A = X
R = Y
IFCDABSCA) +LT. DAESCB)) THEN
C = A
A = 3
8 = C
END IF
IFCI LEQ. 1) GO T2 10 ! SAR
IFCI +EQ. 2) THEN 1 SDhU
8B = =R
GO T2 10
| END IF
IF(I +E€Q. 3) GO T3 20 1 MND
TYPE 30, 1
FORMAT(® I = “,14,° NEDEFINISANA JPERACIJUAT)
STOP
CONTINUE
IFCA .EQ. 0.D0) THEN
Z =18
10 = 2
Ls = 7
RETURN
END IF
IF(8 LLEQ. 0.00) THEN
I = A
L) = [
Ls = 1
RETURN
END IF

O = IEXDCA) - IEXD(B)
IFC(D «GTs C(L+1))THEN
I = A

IFCA GTe 0.D0 ANDe B8 oGT. 0.D0) THEN

ID = A
?6 = SLPRDCA,1)D
RETURN

END O TIF
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IFCA 6GTe 0400 AND. 3 JLTe R420) ThH=EN
ID = SLPRDCA,=-1)D
IG = A
PETURN
END TF
IFCA LT, 0.D00 JAND, 3 GT. 2.00) THEN
2D A
2G SLPROCA,1)
RETUEN
END IF
I=CA LT. 0aD0 2442 8 «LTae Q0.00) THEN
ID = SLPFOC4,-1)
G = A
RETURN

END OTIF

ELSE
Z1 = A + 3
CAlL Za(Z14Z+2IDs23)

RETUTN
END IF
CONTINUZ
Il = Ax%3
CALL ZA(Z14242ZD425)
RETURN
END

SUBROUTINE TSXYD1(X,Y4SyR)

POTPROGRAM ODREDJUJE TACHU SUMU BRIOJEVA X, Y CIJA JE MANTISA
JUZINE 6 BAJTOVA I PREDSTAVLJA SUMU U OBLIKU APROKSIMACIJE

S = X + Y I RAZLIKE TACNE SUMe I APROKSIMACIJE R, GDE SU S I
2 SA MANTISAMA TAKODJE DUZINE & BAJTCVA. OVAJ SE POTPROGRAM
(ORISTI PRI REALIZACTIJI BROHLENDER=-OVOG ALGCORITMA,

Xe Y REALNI BROJEVI TIPA R8 - ULAZ
59 R REALNI BKDJEVI TIPA RE - TZILAZ

REAL®8 X9 Yy Sy Ry 1y Ty PEXD,y, Y1
INTEGER Dy Ly IGR

INTEGER=Z2 I

LOGICAL*x1 XY(8), YY{(2)
EQUIVALENCE (Z,XY(1))s (I,YY(1))
DATA L/48/

D = IEXD(X) = TEXDCY)

IFCIABSCDY) .GT. (L+1)) GO 7O 20

I =X +Y

I =0

YYC1) = XY(7)
XYC7> = 0

S = 1

IFCI +LT. 128) GO TO 10

T = PEXD(0.S5D0,IEXDCZ)-L+1,IGR)
S = 2 + T
CONTINUE

Y1 = § = X
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R = (Y = Y1) + (X = (S - Y1)
RETURN

IF(D .LT. 0) GO TO 30

X

0w I3 30U
m

ho =l
L

> < 73 <

RETURN
END
SUSRIOUTIMNE ASUMA(X st sS)

m

POTPROGRAM PREDSTAVLJA REALIZACIJY 37HLEMDER=-OVOR

ALGORITHMA

X NIZ REALNIH BROJEVA NDUZINE N, TIPA RS = ULAL
N DUZINA NIZA X, TIPA T4 - ULLZ
S REABLAN BROJy TIPA R4 - T1IL217

REALZE XDCZ00)sSDsS51 yReMAX G MANT ¢ MANTL1 3Tl 92 9ZLy2UsPEXDyY1lyY2,4Y3
REAL#% & X(ND)y S
- INTEGER Ty TNEW, Ly ™My ES, EXNy IGR
DATA L/48/

DO 5 I = 14N

X0CI) = X(1I)

IF(N.GT.0) GO T0 190

S = 0.

RETURN

T = N-1

CONTINUE

AX 0.D0

L I |

M
J
SD = 0.D0

N 30 I = 1,T7T-1

CALL TSXYD1(SDaXD(CIDeS1,R)

IF{R <EQ. 0.D2) GO TO 25

J = J + 1

XD(J) = R

IFCDABSCYDC(I)Y) GT. MAX) MAX = DAZSCXD(JID
S3 = S§S1

CONTINUE

TNEW = J + 1

D0 40 I = TN

CALL TSXYDI(SODsXD(CIJsS1,4R)
IF(R +EQe 0.D0) GI TO 35

J = J + 1

XD(J) = R

SD = 81

CONTINUE

T = TNEW
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IF(SD .NE. 0.,20) S5C T3 517

N = J
GO TO 50

) N = J + 1
XO0(N) = SO

J CONTINUE
IF(N.GTL1) GO0 TO 70
IF(N EQ. 0) S = 0.
IF(N JHE. 0) S = XD(C1)
RETURN

J IF(T JNE. 1) 50 T3 a0
MANTY = DINTCPEXDOXIDCN) yL#1,I5R)0%PeX0(0400,4-LsI%])
MANT = PEXD{XDC(N)YsO0sI0R)D

TF(MANT1 JNE. MANT) GO TO 80
M = TEXDCXO(N)I)D
S = XOCN) + DSIGNC130eXDCN=1))2EXD(0400y=2%L+1,IGRD)%

$ PEXD(O.D0,4M+1,T5%2)
RETURN

)| S = XD(N)
RETURN

J T1 = T-1
CALL QOP(T14MAX435329ZLsR)
SD = R

DO 100 I = TN
CALL OP{SDsXDCIDsl1eZ42L,ySD)
30 CONTINUE
ES = IEXD(CSD)
EXN TEXD(XD(N))
Y1 DINTCPEXD(SDyL+1,IGRD)
Y2 DINTCPEXDOXD(N)yL+1,IGRD)
Y3 = PEXOCSDysL+1,I5R)
IFCES.EQ.EXN +AND. DSIGN(C1.D0,4SD).EQ.DSIGNC1.D0,XDIND)) LAND.
$Y1.EQ.Y2 JANDs YZ2.NEL.Y3) GO TO 110

G3 TO 20
.0 SD = =R
DO 120 1 = TN
20 CALL OP(SDeXDCIDy142+SD,y2U)
ES IEXD(SD)
EXN = IEXODC(XDC(ND)

Y1 = DINTCPEXD(SDL+1,IGR))
Y2 = DINTCPEXDC(XOCHN)L+1,4,1IGRD)
Y3 = PEXDCSDsL+1,IGR)

IFCESJEQoEXH <AND. DSIGNC1.DO0ySDYFEQLDSIGNCLI.DO0,XDCNY) JAND,
$Y1.EQeY2 AND. Y2.NE.Y3) GO T3 130

G0 TD 20
0 S = XDCND
RETURN
~ END
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SUBROUTIMNE TMNB(XsYgNyXYsK)

POTPROGRAM MNDOZI NIZ X DUZINET N RZALNIM 2ROJEM
Y I PREDSTAVLJA PROIIVID U 0O3LIKYU NIZA XY RUZINE K

X NIZ REALNIH SRIJEVA DUZINT Ny TIPA R4 - ULAZ

Y REALAN 8ROJ TIPA R4 =~ LAl

N CED BROJ TIP4A I4e - JLAZ

XY NIZ REALNIH BROJEVA DULZINE K, TIPA R4 - I7L27
K CEDJ BROJ TIPA I4 - IZLAL

DIMENSTION X(ND), XY(200), 2C203)
IF(N +LEe 0) THEN
TYPE 54 N
SORMAT(C” N <= (0 J POATPROGRAMU T™WNE
RETURN
END IF
IFCY .EQe Da) THEN
K = 1
XY(l1) = 0.
RETURN
END IF
DO 10 I = 14N ‘
CALL TPXYC(XCIDp Y Z(2%I-1),2(2%1))
CONTINUE
CALL TSUMACZ42%NgeXK)D
DG 20 I = 1,K
XYCI) = ZI(CI)>
RETURN
END
SUBRAUTINE TMNBP(XMyXEs Y™y YEJNgXYMyXYC oK)

POTPROGRAM PREDSTAVLJIA VARIJANTU POTPROGRAMA TMN3

GDE SU ODGOVARAJUCI ARGUMENTI DATI U OBLIKU MANTISA
I EKSPONENT

XM NIZ REALNIH BROJEVA DUZINE N, TIPA R4 - ULAIZ
XE NIZ EXKSPONENATA DUZINE N, TIPA Is - ULAZ

YM REALAN 8R3J TIPA R4 = ULAZ

YE CEQ BRODJ TIPA I& - ULAIL

N CEQ BROJ TIPA T4 - ULAZ

XYM NIZ REALNIH BROJEVA DUZINE K, TIPA R4 - TILAZ
XYE NIZ EKSPONENATA DUZINE N, TIFPA I4 - TILAIZ

K CEQ BRDJ TIPA I4& - IZLAZ

REALH=4 XM(N), XYM(200), IM(200)

INTEGER XE(NDy XYE(Z200), ZEC200), YE

IF(N o LE. 0) THEN
TYPE 5, N
FORMAT(® N <= (0 U PDOTPROGRAMU TMNEP
RETURN
END IF

IF(YM .EQ. 0.) THEN
K = 1
XYM(C1)
RETURN
END IF

O.

*

b 4

110D

I110)



13

CALL TPXYP(XH(I);XE(I)#Y“,YE;EM(E*I-I)tZE(ZﬁI-l);ZH(2$I),ZE(2$I))
CONTINUE

CALL TSUMAP(IM,1E,2:5HNyK)

D0 20 I = 14K

XYMCID) = ZIM{I)
XYECI) = ZECI)
RETURN

END

SURRAOUTINE POLICX A ,NgFyK)

PATPROGRAM IZIACUNAVA VREQNDST POLINCM2 CIJI SU
KOEFICIJENTI DATI U QJPADAJUCEM NIZU U DONISU WA
VREDNOST STEPENA KQD JID57TVARAJUCES SAZIRKA U
POLINOMU. MNAPR, A(CO) JE SLOB37IDAN CLAN & A(N) JE
KOEFICIJENT UZ X%itNe X JZ ARGUMENT A VREODNOST
POLINOMA JE PREDSTAVLJENA U D28LIKYU KNIZA B DUZIINE K

X REALAN B8R3JJ TIPA R4 - ULAL

A NIZ KOEFICIJENATA DJZIIMNE N+1, TIPA R4 - ULRIZ
M CED BRJ3J TIPA Ié4 = ULAL

B MIZ REALNIH BROJEVA DUZINE K, TIPA R4 - IZLAIZ
K CED BROJ TIPA I4 - IZILAZ

REAL%4 Xy ACO:N), B(200), BM(C200>, WM(C200)
INTEGER XE, BEC200), Wz(200)
IFC N +LT. 0) THEN
TYPE 10, N
FORMAT(C® N NEGATIVYND U POTPROGRAMU POLI®,I110)
RETJURN
END 1IF
K =1
8(1) = A(N)
IFCN «EQe. 0) RETURN
CALL RAZD(XyXMyXE)D
CALL RAZD(B(1),8M(1),5E(C1))
D0 20 I = Nyl,-1
D0 30 J = 1,K
CALL TPXYP(XM,XE;BM(J);SE(J);NM(Z#J-I):HE(E$J-I)1HM(Z*J);HE(2$J))
CONTINUE
CALL RAZDCACI-1),aM(2:5K+1) 4 WE(2::K+1))
CALL TSUMAP(WMyWE,2::K4+14XK)
DO 40 J = 1,KK

aMCJ) = WMOJ)D

REC(CJ) = WEC(J)

K = KK

CONTINUE

CALL SASTN(BM,BEs+B8,3KK,K)
RETURN

END




SURRDOUTINE NULACA,N,2A,3R,A1,81,C)

>9TP20GRAM NALAZI NULYU POLINOMA CIJI SV
(aEEICTJENTI PREDSTAVLJENI NTIIOM A& T (IJI
JE STEPEN N NA INTERVALU [AA,3RJ. UKCLIKO
JJLA NIJE TACNC PREDSTAVLJIVE U DATOM
1STEMU SA POXRETNIM ZAREZOM, POTPROGRAM
S5REDJUJE NAJUZI INTERVAL CA1,217 K3JI
~4DR21I NULU A& PREDSTAVLJIIV JE U DaTaM™
SISTEMU, I NAJBOLJU APKOKSIMACIJU NULE C.

« NIZ KOEFICIJENATA DUZINE H+1l, TIPA R4 - ULAZ

1 CED BRNJ TIPA I4 - JLAZ

\A 4 BB SU LEVA I DESNA GRANTCA INTERVALA NA

comME ST NALAZI NULA, TIPA R4 - ULAZ

11 , B1 SU LEVA I DESNA GRANICA NAJUZEG INTERVALA
(0JI SADRZI NULU, TIPA R4 - IZLAZ

- J£ NAJBOLJA APROKSIMACIJA NULE, TIPA R4 - IZLAZ

PEAL%G ACO:IND, V(200)

Al = AA

81 = 8B

CALL POLICAL19A43NyVyK)
T1 = V(1)

CALL POLI(Bl,AsNyV4KD
T2 = V(1)

§ = SIGNC1.,T1)%SIGN(Cl1.,T2D

IFC(S +GTe 0.) THEN
TYPE 10, A1, 81, T1, T2
FORMAT(C® NEMA NULU NA [ 9E15.T79%9  9E15.T7,°3°,2E15.7)
RETURN
END IF

C = (A1 + Bl)/2.

IF(C .EQ. Al .0OR. C EQ. B1) RETURN

CALL POLICCsAyNyV,4KD

T2 = v{(1)

§ = SIGN(l.9T1D)#%SIGN(L1es9T2)

IF(S +EQe O0.) -THEN

Al = (
81l = C
RETURN
END IF
IF(S «LTe 040 THEN
BT = C
ELSE
Al = C
END IF

6D TO0 20
END
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SUBROUTINE TM2NPCX™MgXE Ny YMy YE g My XYMy XYE 4Ky IT)

OTPROGRAM QODREDJUJE TAHCAN PRJIIZVID NIZDVA X
JUZINE N I Y DUZINE M KJJI SU PREDSTAVLJENI

J PROSIRENDM DBLIKY (XM,YXE) I (Y“,YE) DAJJCI
PROIZVCD XY DUZINE K TAKTDJE J PPISIRINOM OBLIXKU.

XM NI2Z MANTISA DUZINE N MNIZA Xy TIPA R4 - ULAL
{E NIZ EKSPJINENATA DUZINE M NIZA X,TIPA T4 - ULAIZ
N DUZINA XM I XEy TIPA I4 -~ ULAL
YM NIZ MANTISA DUZINE M MNIZA Y, TIPA R& - ULELZ
YE NIZ EKSPONENATA DUZINE M NIZA Y, TIPA I&6 - ULAL
4+ DUZINA YM I YE, TIPA 14 - ULAZ
{YM NIZ MANTISA DUZINE K NIZA XY, TIPA R4 - I17LAZ
{YE NIZ EKSPCNENATA DJZINE K NIZA XY, TIPA I&4 =~ TIZLAZ
¢ DUZINA XYM I XYE, TIPA I4 - IZLAZ
IT PARAMETAR TACNJSTI: 1IT7 1 DPERACIJA TACNA
iT 0 CPERACIJA ZAOKRUZIENA NA&A K
BROJEVAE U POKRETNOM ZARc/U

REALZSG XM(ND,y YM(M), XYM(200), IM(C200), ZIM1(200)
INTEGER XECN), YE(M), XYE(200), ZEC200), 2E£1(C200)
IF(N +LEs O +ORse ™M LE. 0) THEN
TYPE 10y Ny M
FORMAT(" N ILI M NEGATIVNO“,2I110)

RETURN

END IF
K = 1
XYM(1) = 0.
RETURN
gEND 1IF

CALL TMNBPCYMyYE$XM(CI) 9y XECL) g MeXYMyXYELL)
IF(N +EQ. 1) GO T2 40

DO 20 I = 24N

DD 30 J = 1,L

IMCJ) = XYM(J)

ZEC(J) = XYEC(J)

CONTINUE

CALL TMNBP(YMyYE ¢ XM(ID)gXECI) gy MyIML1,y7E1,K1)
CALL S2NP(CZM,ZE4L9IM13ZC51,4K14XYMyXYEsKK)
CALL TSUMAP(XYMy XYE4KK,sL)

CONTINUE
CONTINUE
IFCIT LEQ. 1) THEN
K = L
RETURN
ELSE
IF(K .GT. L) K =1L
RETURN
END IF
RETURN

END
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SUBRDOUTINE RECNP(XMyXEsNyYMyYZ M)

°POTPROGRAM DDREDJUJIE RECIPROCNU VREDNOST NIZA

X DUZINE N KOJI JE PREDSTAVLJIEN U PROSIRENDIM

N3LIKY (XMyXED) DAJUCI RECIPRICINU VREINTST U

OBLIKYU NIZA Y DUZINE M U PROSIFENOM DEBLIKU (YM,YZ).

XM NIZ MANTISA DUZINE N NIZA X, TIPA R4 - ULALZ
> XE NIZ EKSPONEMATA DUZIINE N NIZA X, TIPA I6 - ULAL
> M DUZINA XM I XE, TIPA T4 - ULALZ
> YM NIZ MANTISA DUZIINE M NIZA Y, TIPA R4 - I2LAL
> YE NIZ EXSPINENATA DUZINE M MIZA Y, TIPA I4 = TILAZ
DM DUZINA YM I YE, TIP& 14 -~ IZLALZ

PEAL%G XMOND),YMC200),YYMC200),2ZM(200)
INTEGER XE(N),YEC200),YYE(200),2E(200)
IF(N «LEe C) THEN
TYPE 10¢ N
L 0 FORMAT(C® N (
RETURN
END IF
IFCXM(1) EQ. 0.) THEN
TYPE 20, XM(1)
'0 FORMAT(C® XC1) = 0 U POTPROGRAMYU RECKNP®)
RETURN
END IF

0 U POTPROGRAMYU REJNPT,T10)

Y1 = 1./XM(1)

YM(1) = PEXS(Y1,0,IGR)
YEC1) = TEXS(Y1) - XECQ1)
I =0

10 I =1 +1
Lt =1

IFCI .GT« N> L = N
CALL TM2NP(XMyXEyLos YMyYE T 9ZMyZE9Kyl)

YYM(C1) = 0.5

YYE(CL1D) = 2

DO 40 J = 24K+1

YYM(J) = -IM{J-1)
-0 YYECJ) = ZEC(J-1)

CALL TSUMAPCYYM,,YYE,K+1,KK)
CALL TM2NPCYMyYE I s YYMyYYE ST 4ZIMyZEpK,y1)
IF(I +GT. M) THEN
DD S50 J = 1,M
IFCYMCOU) e NELZIMCJ) «0Re YCC(U)ONELZECJD) GO TO AQ

+ 0 CONTINUE
RETURN
END IF
0 CONTINUE

DO 70 J = 1,MIN(IsM+]1)
YMCJY = ZM(CJ)D
"0 YECJ) = ZECHD
60 TO 30
END
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SUBROUTINE S2NP( XMy XEGyNy YMaYE,MyTIM,2E,K)

POTPROGRAM SPAJA NIZOVE X DUZINE N I Y DUZINE H

k0JI SU PREDSTAVLJIENI U PROSTRENIM JFLICTIMA (XMyXE)
I (YMyYE) DAJUCI NIZ Z DJULIN® X XJJI JE SOFTIRAN

U OPADAJUCTI NIZ U CDNISU NA EXKSPONENTE. Z JE TAKOOJE
PREDSTAVLJEN U PPISIREND™ 23LIKU (IMyLE).

KORISTI SE ZA BRIE IZVESAVANJIEZ TOHUMAP,

XM NIZ MANTISA DUZINE N NIZA X, TIPA R4 - ULAZ

XE NIZ EXSPINZNATA DJUZINT N NIZA X,T7IP& Té& - ULALZ

N DUZINA xM I XE, TIPA I& -~ ULAZ

YM NIZ MANTISA DUZINE M NIZA Y, TIPA R4 - UL AZ

YE NYZ EKSPONENATA DUZINE M NIZA Y, TIPA 14 =~ ULAL

M DUZINA YM I YE, TIPA 14 - ULALL

XYM NIZ MANTISA DUZINE K NIZA XY, TIPA R& - IZLAZ
YYE NIZ EKSPONENATA DUIINE K NIZA XY, TIPA I4 - TIZ2LAZ
K DUZINA XYM I XYE, TIPA I4 =~ IZILAZ

PEAL XM(ND)y YM(MD), IM(207)
INTEGER XE(N), YE(M), ZEC200)
JF(N «EQe 0 OR. ¥ LEQs 0) THEN
TYPE 10y Ny M

FORMAT(C” N ILI M <= 0 U S2NP*,

RETURN
END IF
IX =1
Iy = 1
I1Z =1
K = N+M
CONTINUE

IFCIX +GTe N) THEN
D3 30 I = T2 4N+M
I1 =1 - 1IZ + 1Y

IM(1I) = YM(I1)
ZECI) = YE(I1l)
CONTINUE
RETURN
END IF
IFCIY .GT. M) THEN
DD 60 T = TZ4N+M
I1 =1 - 1IZ + IX
IMCIY) = XM(I1)
ZECI) = XE(I1)
CONTIHNUE
RETURN
END IF
IFCXECIX) «GT. YECIYD)) THEN
IMCTIZ)Y) = XM(IX)
ZECIZ) = Xz(IX)D

12 = 11 + 1
IX = IX + 1
ELSE

IMCIZ) = YMOIY)

2110
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SUBROUTIRNE DZNP(XW;XE,HgYH1YE;M;Z-’*’1:ZE,K;IT)
REAL XM{N), YM(M), ZM({200)

REAL AML200), 3M(200), RM(2J0D, Z2IM{200)
INTEGER XE(M),y YZ(M), ZEC200)

INTESER AE(200), 55C200), REC200), 2ZEC200)

POTPROGRAM GNREDJUJE KCLICNIK NIZIVA X DUZINE ¥
I Y NUZINS M KCJI SU PREDSTAVLJIENI U SEFOSIRENIM
Y3LICIMA (XMyXE) I (YM,YE) RESPEKTIVND, naJuCl
KOLICNIK U OSLIKU NIZA Z TAKIDJE U PROSIPENOM
OoLIKU

XM NIZ MANTISA DUZINE N NIZA X, TIPA R4 - ULALZ
XE NIZ EKSPONENATA DUZINE N MIZA X, TIPA I4 - ULAZ
N DUZINA XM I XE, TIPA I4 - ULALZ
YM NIZ MANTISA DUZINE M NIZA Y, TIPA R4 - ULALZ
YE NIZ EKSPONENATA DUZINE M NIZA Y, TIPA I4 - ULAZ
M DUZINA YM I YE, TIPA 14 = ULAZ
7M NIZ MANTISA DUZINE K NIZA I, TIPA R4 - TILAZ
7E NI? EXSPONENATA DUZINE K NIZA 2, TIPA 14 - IZLAL"
K DUZINA ZM I ZE, TIPA 14 - T1LAZ
1T PARAMETAR TACNOSTI: IT 1 OPERACIJA TACNA
IT 0 OPERACIJA ZTADKRUZENA NA K
SROJEVA U PCKRETNOM ZAREZU

IFCN oelLEe 0 «0Re M JLE. 0O) THEN
TYPE 10, Ny M

FORMAT(” N ILTI M <= 0 U D2NP")

RETURN
END IF
IFCYM(1) .EQe O.) THEN
TYPE 15
FORMAT(” DELJENJE NULOM®)
RETURN
END IF

IFCIT LEQs 1) K = N+M
D0 20 I = 1,N

AMCI) = XM(ID
AECI) = XECID
K3 = N

I =0

I =1+ 1

Q = AM(C1)X/7YM(1)

2IM(CI) = PEXS(Q,40,IGR)

ZZECI) = IEXSCQ) + (CAE(C1D> - YEQ1D)

CALL TMNBP(YM,YE,ZZM(I),ZIE(I)1“:3“1851K1)
DO 40 J = 1,K1

8MCJ) = =-8BM({J)




S0

T0

25

CALL S2ZNP(AMyAEWK3,8M,BEJK19yRMyRELKZ)
CALL TSUMAP(RM3REHZKZ2,K3)
IFCRM(L) EJe 04) THEN

CALL TSUMAP(ZIIM,Z2E,T,L)

K =L

C3 50 J = 1,K
IMCS) = LZMCD)
IeCJ) = 211e(d)
PETURN

ENT TF
IFCI +GT. (K+1)) THEN
CALL TSUMAP(ZIM,22E,1,4L)
IFCL .GT. KJ THEN

97 60 J = 1,4X
IMCJ) = ZZIMCJ)
I2{J) = IZEB(Cd)
RETURN
CLSE
I = L
END IF
END IF
DO 70 J = 1,4K3
AMCJ)Y) = RM(J)D
AECJ) = REC(CI)
GO 70 30

END
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