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Prvi rezultati o kvantitativnim karakteristikama jediniéne sfe-
. re Banachovog prostora pojavili su se 1936. u radu J. A. Clarksona
"Uniformly convex spaces” [8]. Razmatrajuéi Radon-~Nikodymov stav za
vektorske mere, on je definisao modul konveksnosti —

5,(6) = inf {1- ||Z5T|| : nxus1, wynsl, ix-ynze}, 0ges2,

Prostore koji zadovoljavaju uslov 5x(t) >0 (0<t<2) Clarkson je
nazvao ravaomerno konveksnim. On je dokazao da je LP ravnomerno
konveksan ako je 1l<p <o, kao i da je

5 (9):=8 (£)=1- (1- eP/29)P 2 p7M(e/2)P,  p22.

174
- Tek dvadeset godina kasnije 0. Hanner[32] i M. I. Kadec [4#4] nasli

su zadovoljavajucu procenu u sluaju p<2:
5 (8) z K, g2 1<p<2.

U Kadecovom radu Je dokazana sledeéa teorema, u kojoj Je prvi put
povezano Jedno &isto geometrijsko svojstivo sfere sa konvergencijom
redovsa. |

Teorema Kadeca. Iz bezuslovne konvergenclje reda zxn u normi- .
ranom prostoru X sledi konvergenclaa reda §5x(||x 1. |

Primenom te teoreme Kadec je 1zveo, itou sluca.ju p>1 01'110-
zevu teoremu o bezuslovnoj konvergenc131 u Lp[76]
Teorema Orlicza. Iz bezuslovne konvergencije reda an u pros-

toru 1P, pzl', sledi konvergencija reda Ellxn“r, r = max(2,p).

Moguénost primene Kadecove teoreme ogranilena je ginjenicom da
su ravnomerno konveksni Banachovi prostori refleksivni (V. D. Milj-
man [70]). Osim toga, Orliczeva teorema vaZi i kad je O<p<l, ata-
da prostor Lp, ako je beskonadne dimenzije, nije ni lokalno kon-
veksan. Te &injenice su polazna tacka jednog dela ovog rada.

U prvoj glavi se razmatraju numeriCke karakteristike (moduli
c-konveksnosti) ravnomerne c-konveksnosti kompleksnog (kvazi)nor-

miranog prostora i njihova primena. Pojam ravnomerne c-konveksno-
sti uveo je J. Globevnik [27] pre osam godina. Ideja, medutim, po-
tide od E. Thorpa i R. Wwhitleya [102], koji su 1967. uveli pojam
stroge c-konveksnosti i ustanovili njegovu vezu sa principom stro-
gog maksimuma modula vektorskih analitidkih funkeija.

- Teorema Thorpa-Whitleya. Neka je X strogo c-konveksan Banachov
prostor -i--D-——oblast u kompleksnoj ravni. Ako analitidka funkcija

f£:D-X zadovoljava uslov ||f(%)|| = sup{llf(z)ll : zeD} za neko z €D,




onda je f@)= f(zo) za svako 2z eD.

 Definicija ravnomerne c-konveksnosti zadrzava smisao i u slula-
ju kvazinormiranog prostora a moZe se izraziti neaednakoscu

»

5 (X:¢):= inf sup Wx+xaeyll -1 > O, £>0.
Ixii=iyii=1 sl

Glavni rezultat u prvoj glavi Jje teorema 5 (str. 15), koju formu-
lisemo i na ovom mestu. | | |
Teorema A. Iz bezuslovne konvergencije reda an u kompleksnom

kvazinormiranom prostoru X sledi konvergencija reda Eﬁc(x; lix 1D .

Ova teorema je primenljiva, za razliku od teoreﬁe Kadeca, ne
samo na L1 nego i na jednu klasu prostora u kdjoj je Lp, p<£l.

U veéem delu prve glave razmatraju se normirani prostori (tac.
1-6). Osobine norme, narodito formula |xli= sup {ix"®| : Ix“l<1},
skraéuju dokaze i obezbeduju dodatne informacije 0 modulima c-kon-
veksnosti. Veéina rezultata iz tad. 2 predstavlja direktnu genera-
lizaciju poznatih tvrdenja o modulu konveksnosti, ali su dokazi
novi i manje zavise od nejednakosti trougla od postojeéih. U tadki
% daje se dokaz teoreme A pod-pretposta#kom da je X normiran (teo-
rema 1). Taj dokaz se malo razlikuje od Kadecovog i drugih dokaza
teoreme Kadeca i u njemu se bitno koristi nejednakost trougla (le-
ma 2). Osim toga, dokazuje se jedno proéifenje teoreme Gurarija i
Markusa o strogo apsolutno konvergentnim redovima operatora (teo-
rema 2). U tadkama 4-6 razmatraju se neke druge primene. Daje se
jedna kvantitativna verzija teoreme Thorpa-Whitleya i Schwarzove
leme (teorema 4) i pokazuje kako se moZe izvesti Hininova nejed-
nakost u L1 (0,1) (prlmer 6.4). Na kraju se, u tadkama 7 i 8, daje
dokaz teoreme A.

U drugoj glavi su date tadéne vrednosti modula c-konveksnosti
TLebesgueovih prostora beskonadne dimenzije. Thorp i Whitley[lOZ]
su dokazalli da Jje Ll strogo c-konveksan, Sto je pojacao Globevnik
[27] dokazavsi da je 1! ravnomerno c-konveksan. Ravnomerna c-kon-
veksnost kvazinormiranih prostora do sada nije razmatrana. Ovde se
dokazuje da Je LP ravnomerno c-konveksan i kad je p<l.

Teorema B. Neka je O<p<l 1 dim(Lp)zm. Tada Je

- of . -
® § (P50 = {fo h+ee®Patsen}/Po1, exo.

Osim toga, prostor LP je "najravnomernije” c-konveksan u klasi svih
p—normlranlh prostora kOJl su mu izomorfni. Preciznije, ako je X

e ———

iz te klase, onda Jje S(K £) € 5 (Lp,a) za svako £x0.

Mada se moZe dati jedinstven dokaz Jjednakosti (), koja vazZi i
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za pe ]1, 2] (posledica' 2), zasebno se tretiraju sludajevi p=1
(teorema 1) i p<1l (teorema 5), jer je u prggg_mggpéhyg;qmprost
dokaz. Drugi deo teoreme B sledi iz jedné“direktne generalizacije
(propozicija 1, taé. 4) poznatog rezultata R. C. Jamesa [57: str. 97].
(Napominjemo da je kvazinormirani prostor (X,l) p-normiran ako je
ix+yI® <uxnP+nyi®, x,yeX.)

Osim teoreme B, u drugoj glavi se dokazuju neke generallza01ge
(teoreme 3, 4) Hannerovih rezultata o uniformnoj konveksnosti pro-
stora LP, 1sp<2 [32]. Ideja dokaza je ista kao kod Hannera (pri-
mena Jensenove nejednakosti), ali je realizacija mnogo sloZenija.
Na kraju se daje nekoliko primera uz teoremu B. Jednim od njih se
pokazuje da prostor BV[0,2%] (funkcija ogranilene varijacije) ima
iste karakteristike kao Ll, pri demu se koriste svojstva harmonij-
skih funkcija. | |

Treéa glava je posvelena geometrijskim svojstvima Orliczevih
prostora, snabdevenih Luxemburgovom (kvazi)normom, 1 nekih njiho-
vih generalizacija. Te prostore je 1932. uveo W. Orlicz[77, 78] i,
po nekim miSljenjima (na primer, B. Turret [106]), oni su dugo bili
samo zanimljiva generalizacija Lebesgueovih prostora. Medutim, u
poslednje vreme porastao je interes za geometriju Orliczevih pro-
stora, prvenstveno zahvaljuju01 radovima J. Lindenstraussa i L.
Tzafririja (videti [57]) Geometriju nmormiranih Orliczevih prosto-"

- ra proucavalo je mnogo autora[7, 28, 47, 63, 105 itd.] . U ovom ra-

du se razmatra ravnomerna c-konveksnost i njena primena na kotlp
kvazinormiranih Orliczevih prostora. Rezultate iz talke 2 (teoreme
1 i 2) formuliSemo na ovom mestu u sledecem obliku.

Teorema C. Neka je p bile koji pozitivan broj i M — Orliczeva
funkcija za koju Je sup{M(2t)/M(t) t>0} < o (uslov A,). VaZe
ova tvrdenja:

(@ Prostor L, je ravnomerno c-konveksan i S(LM,E)K 2 Fy(e):=

inf {(¢/9°ME@Y/M® : £<v<l, t>0}, 0<e<l.

.. 2 it_ap | | | ~
) x,7ely, §olerelyIPat/2m <1 = 1-lxll = KRG

Ovde Jje K pozitivna konstanta koja ne zavisi od E&,x,y. Ter-
minom "Orliczeva funkcija" oznalena je funkcija M koja se moZe na-

- pisati u obliku M®) = P(tp) za neko p>0, gde je P Orliczeva u uo-

bidajenom znadenju (i nedegenerisana [57: str. 137]). *
Drugi deo teoreme C mozZe se interpretirati u kontekstu nedavnlh

rezultata A. B. Aleksandrovafl] i J. Peetrea [114]. Aleksandrov je

definisao lokalno holomorfne a Peetre lokalno (analitilki) pseudo-
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klase, koja sadrzi lokalno konveksne prostore i neke od kvazinor-
miranih (na primer, IP). Peetre je dokazao da_je jedinidna kugla
prostora L, pseudokonveksna, Sto se (po Aleksandrovu) mozZe izrazi-
ti nejednakoscéu
P < Gy leeel®yIR at/2x , p>o0,

Medutim, to je ekvivalentno tvrdenju da iz premise implikacije (i)
sledi l-lxll 2 0. Da bismo to tvrdenje uporedili sa teoremom C(i),
pretpostavimo da Je funk01aa M konkavna Tada je F (a)= 2

1judak izgleda ovako: -lIxit 2 K \Iyll . Dakle, teorema C{) pokazu-
je da je jediniéna kugla prostora LM"ravnomerno pseudokonveksna”,

i zak-

odnosno da je funkcija lI-\¥ "ravnomerno plurisubharmonijska". To se
koristi u tacki 3 da bi'se dokazala ravnomerna c-konveksnost pros-
tora Ly (ko;je je uveo A. C. Zaanen [109]). Osim toga, teorema C(i)

moze posluz1t1 kao sredstvo da bi se prosSirili poznati rezultati o
kotipu Orliczevih prostora. To je udinjeno u taé. & (teorema 4).

- Teorema D. Ako Orliczeva funkcija M zadoveljava uslov 52, onda
je prostor Loy (netrivijalnog) kotipa FM

Pojam kotipa je u uskoj vezi sa skoro sigurnom konvergencijom
sludajnih redova[B9, 115). Naime, neka je (x ) niz u Banachovom
prostoru X i neka je: ‘X kotipa F. Ako red 2? (t) X, gde je ¥ ()=
sign 311:1(2“171:), kcnverg:l.ra za skoro sve te[O 1] , onda konverglra
i red ZF(llx ). To sledi iz teoreme J. -P. Kahanea [115: teorema II.4
i deflnlclge kotipa.

Ako je, za neko g <1, funkcija M(E9) konveksna, onda zal;ljuéak
teo#eme D sledi iz teéreme Maleeva—Trojaﬁskog (taéd. 2) i teoreme
Figiela-Pisiera[21] kojom se tvrdi da je normiran prostor X kotipa
SX' Medutim, ako jé q=1, teorema Figiela-Pisiera ne daje nikakve
informacije Jjer prostor Ly moze biti nerefleksivan. Neka slabija
tvrdenja (od teoreme D) o kotipu normiranih Orliczevih prostora do-
bili su Z. G. Gorgadze i V. I. Tarieladze[28]. Kotip u kvazinormira-
nom sluc¢aju nije bio razmatran. |

Dokaz teoreme D zasniva se na tome da je prostor L (funkcija
integrabilnih po Bochneru) ravnomerno c-konveksan ako je X "ravno-
merno pseudokonveksan" (propozicija 2). Strategija se sastoji u
tome da se oceni modul c¢-konveksnosti prostora L% pa da se primeni
~ teorema A (odnosno propozicija I.7, koja je, u sudtini ekvivalent-
teoremi A). Taj metod je primenljiv i na druge klase prostora. U.
tadki 6 je objaénfeno kako se moZe modifikovati dokaz jedne teore-

me T. Figiela da.bi se dokazala teorema B. Maureya o kotipu Banac-

e »oedotlre rAada rvadnvnaldeavae TTAavray Aoact+imat+all
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Verovatno je da se teorema D ne moZe poboljsSati ako je LM=LMQ{),
gde je M beskonalna neatomiéna mera. To se dokazuje u tadki 5, ali
pod pretpostavkom da je funkcija M konveksna.

U detvrtoj glavi dokazani su neki rezultati o Hardy-Orllczev1m
i Bergman-Orliczevim prostorima (HQ 1.AQ) Skoro svi dokazi zasno-
vani su na jednoj karakterizaciji qulntegrabllnostl stepenih re-
dova sa pozitivnim koeficijentima koju su dali M. Mateljevié i au-
tor[65, 66) (videti lemu 4, taf. 5). Jedan od glavnih rezultata od-
nosi se na vezu izmedu Hardy-Orliczevih i nekih prostora koje su
wveli i razmatrali A. L. Shields i D. L. williams[93, 94). Zanemaru-
juéi neke nebitne detalje, taj rezultat (teorema 2) mozZemo formu-
lisati na sledeéi nadin. |

Teorema E. Neka je Q Orliczeva funkeija takva da za neko q<1
funkcija Q®/t? opada na [0,w[. Tada se Banachova obvojnica pro-
stora HQ sastoji od analitidkih funkecija f£:D-¢ (D= jedinicéni - |
disk) koje zadovoljavaju uslov

ng If(z)lP(!zD dxdj < (z =x+-iy)_,
gde je 1/P(z) = (1-|z|)"'2 '1[1/(1-lzl)] ;

Pojam Banachove “obvojnice uveli su J. Peetre{84] i, dve godine
xasnije, J. H.Shaplro [92] . (Naziv potide od Shapiroa [01].) To je,

u izvesnom smlslu, najmanji Banachov prostor u kojem je sadrzan

dati kvazinormirani prostor. Pored toga, obvojnica je tesno pove-
zana sa dualnoscu. Tako se, na primer, pomoéu teoreme E i rezulta-
ta. Shieldsa i Wllllamsa[QB] mo%e dati konkretna reprezentacija li-
nearnih funkcionala na prostoru HQ (pod uslovima teoreme E). (Vi-
deti primer $.2.) Linearne funkcionale na HQ razmatrao je R. Les-
niewicz [52].

U dokazu teoreme E koristi se jedna generalizacija poznate teo-
reme Hardy-Littlewooda[15: teorema 5.11] . Dokaz te teoreme (teore-
ma 1) je nov a zasniva se na Hardy-Steinovom identitetu 1 pomenu-
toj karakterizaciji LQ-integrabilnosti stepenih redova. Pored teo-
reme 1, u zavrinom delu dokaza teoreme E primenjuje se jedan metod
J. H. Shapiroa{92].

U drugom delu glave IV (tad. 6 i 7) razmatra se problem linear-
notopolodke klasifikacije Bergman-Orliczevih prostora: Ideja o 1izo-
morfnosti nekih prostora analitic¢kih funkcija prostorima nizova (sa
monotonim normama) potife od J. Lindenstraussa i A. Pelczynskog[55].
Oni su dokazali da je prostor AP, 1sp<wm, nglf(Z)lp dxdy < ®)-

a T
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Pelczynskog [57: teorema 2.a. 1] o komplementiranim potprostorima

prostora R Medutim, primenom tog metoda tesko Je ustgnov1t1 koje
funkcije iz AP odgovaraju elementima kanonskog bazisa u (P. U radu
[66] takav problem je reSen za Jjednu klasu prostora koja sadrzi &p

1<p<o. Tamo je dokazano da je niz (W n) nao® definisan preko pod-
n
)(l-z)“l, bezuslovnli bazis u Ap, 1<p< .

| n

niza QJ'2n= o~D 42 (1-z2
Pomoéu tog bazisa na prirodan nadin se definiSe izomorfizam izmedu
aP i tP. U ovom radu se sistem (w ) koristi da bi se dokazala ova

teorema (teorema 5):
Teorema F. Neka je 1l<p<£g<@ '-:i. neka je Q Orliczeva fun.kcija ta-
kva da Q&)/tP raste i Q(i:)/t:'t:l opada na intervalu JO,w[ . Tada ae
prostor AQ izomorfan prostoru L (le,ﬁ), pri demu je M({n}) = (n+1)
(n=0,1,...). Vazi i vise: funkclaa £@) =32 n=o f&u)urn(z) pripada
prostoru AQ ako i samo ako je Zm (1’1+1)-2 Q(]f‘(n)l) < . -

Izomorfnost prostora AQ i LQ(l\I,rI) ne moze se dokazati metodom
'Lindenstraussa i Pelczynskog osim, moZda, ako je Q minimalna Orli-
czeva funkcija [57: problem 4.b.8]. Ovde se postupa slino kao u
[e6], ali je prelaz od dekompozicione teoreme (teorema 4) do teo-
reme F komplikovaniji (videti primedbe na str. 55). S obzirom da
su Al i !]'.-medusobno izomorfni, prirodno je ocekivati da prvi deo
teoreme F va¥i i u sludaju p=1 (moZda i za p<l). Medutim, to se
pomoéu niza (u.rn) ne moZe dokazati.

Neki probleml. Jedno od najvaznijih svo,jstava funkcije - 5 Ba-
drZano je u nejednakosti SX(BE) K o (t,)e 0<0<1, 0<£.<2 ko~
ja va?i ako je dim(X)x 2 [58: propoz:.claa l.e.6]. Bilo bi od inte-
resa 1sp1tat1 da 1li to svojstvo poseduje i funkeijs

§(x;®):= inf{1-lIxll: S(x,7) $1, Uylizt},
gde je S(x,y)= sup{llx+ayll: Ial¢1} i 0<LE=1.

Problem 1. Neka je X (kvazi)normiran prostor beskonalne dimen-

zije. Postoji 1i pozitivan broj K takav da je
| S(x 0c) < KO S(X £), 0<E,0 517

Ako bi odgovor bio pozitivan, lako bi se dokazalo da se teoreme
C i D ne mogu poboljSati (asimptotski) u. sludaju Ly =LM(0,CD). (Vi-
deti propoziciju III.3, str. 37.) |

Cini se da centralno mesto u vezi sa ravnomernom c—konveksnoééu
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Problem 2. Da 1i je X kotipa SC(X;-) ako je dim(X)=00 ?

U sludaju pozitivnog odgovora dobilo bi se-uopStenje-i pobolj-
Zanje teoreme Figiela-Pisiera. Tako bi teorema D sledila 1z teore-
me C(). Navedeni problem tesno je povezan sa sledeéim.

Problem 3. Pod kojim je uslovima S(L%;E.)z.KS(X;E) ?
Ovde Li oznaiava prostor integrabilmnih (po Bochneru) funkeija
£:]0, 1] * X sa kvazinormom Ifli= SO £ @l dt. Vrlo je verovatno da

ne jednakost é;(Lx;c) 2K Sc(x;t'.) vaZi ako je X normiran prostor bes-
konaéne dimenzije.

ReSenje navedenih problema upotpunilo bi sliku odnosa izmedu
ravnomerne konveksnosti i ravnomerne c-konveksnosti. Taj odnos, ka-
ko se vidi iz rezultata ovog rada, podsela na odnos izmedu konvek-
snosti 1 pséﬁdokonveksnosti (u teoriji analitidkih funkcija). Kao
%to pokazuje teorema B, ravnomerna c-konveksnost nije strikino ve-
zana za normirane prostore. Kod nekih klasiénih prostora situacija
je verovatno slidna kao kod Lebesgueovih. Na primer, sudeéi po re-
zultatima N. Tomczak—Jaegerman[lOi], mozZe se olekivati da je Sp f

(prostor tragova) ravnomerno c-konveksan ako je O<p<l, kao i da

2.
je §(8p38) = K %,

Nekoliko napomena o;princigg maksimuma modula. Interesantno je
da pojam stroge konveksnosti, mada je mnogo stariji od pojma stro-

ge c-konveksnostl, nije dovoden u vezu sa principom maksimuma mo-
dula. Gledajucl teoremu Thorpa-Whitleya, nije tes8ko pretpostaviti
da bi stroga konveksnost mogla biti povezana sa harmonijskim funk-
cijama. Vazi ovo tvrdenje:

n

() Neka je X strogo konveksan Banachov prostor, D —oblast u IR
i f:D-X harmonijska funkcija. Ako je llf(t M = sup{llf(t)[l tGD}
za neko toe.D, onda je f@)= f(to) za svako teD,

Kao 3to je poznato, bez pretpostavke o strogoj konveksnosti mo-
Ye se jedino zakljuditi da je [£®I = Uf()]| .- Tvrdenje " je, uiz-
vesnom smislu, karakteristiéno. Naime, ako X nije strogo konveksan,
onda postoje x,yeX takvi da je Uxll=1, y#0 i JIx+ tyll =1 za sve
te [-1, 1]. Tada harmonijska funkcija f£@):=x+ ty, tel-1, 1{, na.;.e
konstantna iako je LIl =sup N£®ON.

U sludaju n=2 tvrdenje () se mofe precizirati na sledeti na-
din. ’ | ' |

Teorema G. Neka je X realan Banachov prostor. Ako harmonijska

funkcija f£:D=X zadovoljava uslov sup{lf@l: zeD} < 1, tada je
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(1-1z) 2@ - tON < 2121 [1 -8z (2N@D] , zeD.

- e ——— e AmE—

3to se umesto leme I.5 primenjuje sledela.
Lema. Za harmonijsku funkciju h:D=[-1, 1] vaZi nejednakost
(1-1z]) |B® - hO1 S 2121 (1-10@1), z&D.

Dokaz. Stavimo u@)=h@ -1 ako je h® =20 a ul@)=-h@)-1 ako je
h(0 < 0. U oba sludaja je u@ <0 za z&D. Neka je p>0 i neka je

g analitidka funkcija za koju Jje |g(z)|=ep u(z)’ zelD. Kako Jje |lg@)s1,
to je, po lemi I.5,

11z | e@] -1e@l] < (1-12D) 1g@ -gO1 < 121 (1-gOI°).
Odavde sledi nejednakost |

. ep min (11(2) ’ u(O) )Plu(z) - 11(0)' < 1_!-2";' (l— e2P 11@)) .

Deleéi ovu nejednakost sa p i dopisujuéi lim , dolazimo do tra-

Zenog rezultata. B p-»0

Teorema G vaZi i pod pretpostavkom da je X kompleksan, jer se
svaki kompleksan prostor moZe tretirati i kao realan a da se to ne
odrazi na definiciju harmonijske funkcije.(Napominjemo da je funk-
cija f:D-X harmonijska ako je, za svako x"e¢X", skalarna funkci-
ja x"f harmonijska.) Slulaj kompleksnog prostora interesantan je
zato 8to se tada pretpostavka teoreme G moZe pojadati tako da funk-
cija f bude analitidka. Dobiée se bolja nejednakost (teorema I.4)

(1-1z) 1£@) - O £ 2121 [1- §X; QD] , zeD.

Iz ove nejednakosti sledi teorema Thorpa-Whitleya a iz teoreme G —
tvrdenje () u sludaju n=2. Bilo bi interesantno ispitati Sta ¢e
biti sa teoremom G ako se umesto diska P uzme jediniéna kugla u
prostoru ZR3. |

U ovom radu se ne razmatra stroga c-konveksnost kvazinormiranih
prostora. Najprirodniji ﬁristup iSao bi preko principa maksimuma
modula, ali je neizvesno da 1i bi ravnomerna c-konveksnost impli-
cirala strogu c-konveksnost. Ipak, neki klasicéni prostori (Lebes-
gueovi, Lorentzovi[2], Orliczevi itd.) bili bi strogo ¢~konveksni
i u tom smislu. VaZi, na primer, sledeée tvrdenje.

() Neka je (fn)lmzl niz kompleksnih funkcija koje su holomorfne
u D i neprekidne u D. Ako je, za neko pel0,w[, L

1?111 ‘fn(z)‘P <1, Jzl=1,

onda ista nejednakost vaZi za svako zel. Ako je, pored toga,




Egoﬂlfn(zo)\P =1 za neko z €D, onda su sve funkcije f konstant-
ne. (Povodom sludaja p=1 videti primer Il1.5.1, str. 26. )

Analogno tvrdenje 0 harmonijskim funkcijama vazi samo kad je
p>l. I jedno i drugo tvrdenje posledica su stroge konveksnosti
prostora'Lp, p>1l, i principa maksimuma subharmonijskih funkcija.

Pomoéu tvrdenja (5 teorema Thorpa-Whitleya se moZe preneti na
prostore LP. | |

(1) Neka je D oblast u ¢ 1 X= (P, O<p<o. Ako analitidka funkeija
f: D+X nije konstantna, onda je llf(zo)ll < iz% I£@)| za svako ze€D.

Ovde se uzima da je f analitilka ako se u okolini svake tadke
moze predstaviti kao suma ravnomerno konvergentnog stepenog reda.
U vezi s tim napominjemo da se ekvivalentnos?y razliditih definici-
ja skalarnih analitidkih funkcija gubi ako se tretiraju funkcije °
sa vrednostima u kvazinormiranom prostoru [1]. |




Glava 1
MODULI KOMPLEKSNE KONVEKSNOSTI

Oznake. U prvih 3est tafaka slovo X oznacava normiran prostor.
Slovom D je oznalen jedini&ni disk u kompleksnoj ravni €. Ako je

A deo kompleksne ravni, onda je K njegovo zatvorenje.a co(A) -kon-
veksni omotacd.

¥

1, Definicija i osnovne osobine

Neka skup A<D zadovoljava uslov
(1) | {-v, b}cco(A) za neko b#0.
Neka geometrijska svojstva kompleksnog normiranog prostora X pogod-
no je opisivati pomoéu funkeije

(2) §(4,X;8):= inf {1-yxW: x, yeX, sup xsayht <1, Uylize},
e .

0<¢£<l, koju éemo nazivati Clarksonovim modulom.

Glavne primere daju skupovi T:={2eC: lal=111i

Tn:= ex:p(kﬁi/En)_: 0$k<2n+1, kelﬂ}, nelN,

gde je N skup ne:wg:ativnih celih brojeva. Dva specijalna slucaja
su T_={-1, 1y i T,= {-1,1, -i, t}. Module koji odgovaraju skupo-

vima T i Tﬁ oznadavamo, redom, sa SG(X;E) 1 Scn(}{; E,).: " Modul 6:'
predstavlja modifikaciju Clarksonovog modula konveksnostij; vazi .
jednakost ~ |

(3) ey - 8g20), 0sEs1.

Iz elementarne Jjednakosti
sup Ix+Ayll = sup Ux+ayll= sup Ix+2 ¥

A€A A€EA - ~ aeco(A)
gledi formula |
(4) 8(a,X;€) =8(X,X;¢8) =8(co(A),X;8), O=st <1,

pomoéu koje zakljuéujémo da je Clarksonov modul nenegativna rastu-
éa funkcija. Osim toga, uslov "|yll2 ¢" u jednakosti (2) moZe se
zameniti sa " )|yll= ¢". Sledeée nejednakosti su, takode, jednostav-
na posledica relacija (1), (2) 1 (4):

(5) 8°(X;Ible) < 8(a,X;8) < §(X;8), Osesl,:

(6) Eé(x; re) < §(A,X3¢) ako je rDecco(A), r>0.

Od interesa su prostori &iji je modul nenegativan na intervalu
10, 1].
Definicija 1. Prostor X je ravnomerno c-konveksan ako je'
SC(X;‘E,) > 0 za svako £ e0,1]." ‘
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Definicija se moZe iskazati 1 ovako[27] X je ravnomerno c-kon-
veksan ako za svako £e]0, 1} postoji 5)0 takvo da iz \[y W= €,
max Wx+ Ayl <1 (AET) sledi wxh<1-&§.

Nejednakosti (5) i (6) pokazuju da je X ravnomernc c-konveksan
ako i samo zko je Sl(X :£) > 0. za £e]O0, 1].

Definicija 2. X je strogo c-konveksan ako je 5(.’:{ 1)=1.

- Ova definicija je ekvivalentna originalnoj deflnlclal E. Thorpa
i B. Whitleya[102]: X je strogo c-konveksan ako su sve tatke nje-
gove jedinidne sfere c-ekstremalne. Ka%e se da je x (lxil=1) c-eks-
tremalna tadka ako iz uslova maxilx+ Ayl €1 (AeT) sledi y=0.
5 Navodimo, radi poredenja, 1 odgovarajuce deflnlclae iz "realne”
geometrlae

Definicija 3. 'X je strogo konveksan ako Je 5 (X; 1) 1 a ravno-
merno konveksan ako je 8 (X;e) > 0 za£elO, 1].

Obidno se stroga konveksnost defini%e ovako: X je strogo konvek-

san ako na njegovoy jedlnlcnoa sferi nema nijedne duzi.

Pr:.merl. 1. Prostor L (0,1) Je ravnomerno c~konveksan [27] iako
na njegovoj sferi nema ekstremalnih tadaka. Ovaj primer pokazuje

da ima Banachovih prostora koji su ravnomerno c-konveksni a nisu
refleksivni. Poznato je da je Banachov prostor refleksivan ako Jje
ravnomerno konveksan[?d]

2. Orliczev prostor EM(O o) Jje strogo konveksan ako ae funkci-
ja M strogo konveksna [105]. S druge strane, ima strogo konveksnih
funkcija, M, takvih da EM(O ®) nije izomorfan nijednom ravnomerno

-konveksnom prostoru (videti kraj taéke II1.2).

3. Lako se proverava da je S(C £) = £ . Kako X sadrZi izometri-
dnu kopiju kompleksne ravni (pretpostavljamo, kao obiéno, da je
dim(X) 2 1), to je |
(7) S8(A,X;8) = &, 0<E<1.

4. Pomoéu relacije paralelograma lako se dokazuje da je

§0(t2;6) = (125 8) = 1- (1-eHM2, o0sesl.
Primenom teoreme Dvore‘tzkog[69] moZze se dokazati da je 5C(X;£)
8([2 £) ako je dim(X) = w. '

5. Za prostor kompleksnih nula-nizova vazi Jednakost )
6(g3€) =0, O0s=tsl.

Moduli po V. D.Miljmanu. Sledeéu funkeiju, koja je jedna-vrsta'
Miljmanovih 5-usredn3avanaa[68 str. 102], upotreblaavao ;]e (u slu-
gaju A=T) E. V. Tokarev[104]

(8) S(A,X; £) = inf sup Ix + AEyl-1, ¢€=20.
il 1 A€ ‘




Ovu ¢emo funkeciju zvati Miljmanov modul, Jjer je u slucagu A=T
jednaka Miljmanovom modulu konveksnosti [68].

Miljmanov modul je nenegativna rastuéa funkeija i, s obzirom da
Je Jjednak infimumu familije konveksnih funkeija koje se anuliraju |
u nuli, zadovoljava uslov

(9) §ca,x:00)< 08(a,X;8), 0s8<1, £20.

O

Pored Clarksonovog i Miljmanovog modula koristiéemo u nekoliko

situacija i funkeiju
(10) ~ w(A,X;ek= sup{lwu (x,5)e P}, €20,

P(g):= {(x,y) eX : Ixli=1, Asgﬁ Nx+Ayll < 1+€}

Ako je A=T ili A-T koristidéemo oznake 5(}( s2), Sn(x £), c(X;E)
i wn(x ¢). Funkeciju w- uveo je J. Globevnlk 1271. |

Primer 6. Relacija paralelograma daje Jjednakosti
82125 8) = 8,430 = (ee®H)1/2 11
w°(12 £) = ur(t2 ;6) = (2€+¢ )1/2 :

Funkcije 5 i W koje odgovaraju skupu T ili Tl mo¥emo koristiti
~u ispitivanju ravnomerne c-konveksnosti na sledeéi nadin.
Propozicija 1. Neka je A=T ili A= =%,. Tada su sledeca tvrdenja
ekvivalentna. (a) X je ravnomerno e-konveksan. (b) S(A X;€)> O
za svako £>0. {(¢) 1lim W(A,X;¢) =0 (£90+).
Dokaz je jednostavan; ekvivalencija Jje ispravna kad god jenula u

unutradnjosti skupa co(A).

2. Veza izmedu Clarksonovog i Mllamanovog
modula

U ovoj tadki piSemo &6(), 5(?.) i w(e) umesto, redom, 0(A,X;2),
S(A X3e)i w(A,X3¢€). Pri tome pretpostavljamo da je X kompleksan
normiran prostor (dim(X) z1), A<T i da je A simetrilan u odnosu
na realnu osu. Dakle, vazZi jednakost |

sup Ix+Ayl = sup {|y+Axll, | -
AeA AEA - -

iz koje sledi da je

(1) S(8) = e81/e) +e -1, €5 0.

Pomoéu ove jednakosti i nejednakosti (l 9) moZemo zakljuliti da je
funkcija § neprekidna. Naime, ako je O<n<¢ , onda je 0{,5(6) 5(1)

= £5(l/£) 8(1/1)'}1- E-1< ¢&-%v i, prema tome,




(2) 158y -8l < 1=ty e 2 O
Propozicija 2. VaZi jednakost -
o d(w(e)) =€ , £>0.

Dokaz. Lako je videti da je wle)2¢ i, dakle, w(g)>» O za g >O.
Neka je t pozitivan broj takav da je w(g)- ¥ > 0. Tada posto;]e x i
y takvi da Je lUx+iyl £ 1+€ (ed) i llyllzul(i)-g . Zato je

5(“"(5-)“’;')5 € i, zbog neprekidnosti O, S(ur(e))se » Suprotna nejed-
nakost sledi iz nejednakosti - -

fupllxﬂ.yn =z 1+&, lixl=1, [iyi=w(e).
eA -

Ako ova nejednakost ne bi vazila, postojali bi Xy ¥ (ixi=1, ny=uwte)
i P>0 takvi da je ix+Ayli<l+E-ule)P 2za sve A¢A, 3to bi znadilo
da (x,y+8y) ¢ P(¢) (pogl. (1.10)) i, dakle, w‘(e)z(1+r4)w(£), a to
je nemoguée jer je w(t) » 0. &

Posledica 1. Funkcija wr je neprekidna i strogo rastués na in-
tervalu ]O,+mo|. Osim toga, va’e nejednakosti
(3) . w(ee) 2 ow(e), 050 <1, £>0,

) ' lwr(e) -w(DIz1e-11 3 €,1> 0.

Posledlca 2. Ako ;je X ravnomerno c-konveksan i Oeint(coQ)) , onda
su funkcije wi 5 medusobno inverzne. |

Bledeta ¢injenica sledi neposredno iz definicije Clarksonovog
modula.

Lema 1. Ako je bx+Ayll € 1 2za svako A€4, onda Je uxi+ dGiy) S 1
i OCuxw) + nyu = 1.

Progozzcija 3. Vazi jednakost
1=0(8)+ew(1l/e~1), 0<¢g =<1,

Dokaz. Neka Je oi=1/£ -1, 0<€£<1 i neka (x,y)eP(). Tada je
N(ex)+(eyMAY< 1 za AeA i, prema lemi 1, O(&)+ eyl £ 1. To znadi da
Je 5(‘:‘.)+EW‘(0L) < 1. Da bismo dokazali suprotnu ne jednakost, pretpo-
stavimo da je ix+Ayl € 1 za Je A i hyn=¢. Tada (y/4 ,x/t )& P,
sto, po definiciji funkcije W-, znadi da je ix/& H<uW{k), odnosno
1-lixlt 2 1-Wl{o) « Uzimajuéi infimum po x, dobijamo traZenu nejedna-
kost. & |

Posledice 3. Funkcija & je neprekidna na intervalu 1[0,1[.

Iz propozicija 1 i 3 dobijamo sledeée tvrdenje.

Posledica 4. X je ravnomerno c-konveksan ako i samo ako - je
lim 5 (X;€) =1 (£>1-).
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Sli¢no tvrdenje vazi za ravnomernu konveksnost; X je ravnomerno
konveksan ako i samo ako je lim S:CX;F.) =1- (£+1=)7 odnosno 1lim SX(‘&)

=1 (£22-) (pogl. (1.3)).

Ako u nejednakosti (1.6) uzmemo A=T , bice rh;Dc:cO(A), gde je

n?
r = cos(2'n'ln), i, dakle %(x;rns) S Sf(x;a) < Sc(x;z.). Iz ovoga i
posledice 3 dobijamo jednakost

(5) §(X;8) = Lim §'(X58), O<e<l.
Iz propozicija 2 i 3 sledi jednakost
(6) 8((1-8(e))/e) = 1/e -1, 0<e<1,
a iz nje i (1) o |
(7) 8C(e/(1-8(e))) = 8(2)/(1-6(¢e)), Os=eg<i,

Ovakva jednakost za modul §f pojavljuje se kod V. D. Miljmana
[68: 1ema 1.4] ; korektan dokaz, uz pretpostavku da je X ravnomerno
konveksan, dao je T. Figiel [19]. Dokaz koji je ovde izveden (ra-
dunajuéi i dokaze propozicija 2 i 3) potpuno Jje drukdiji.

Jo8 neka svojstva Clarksonovog modula slede iz prethodnih rezul-
tata; na primer, funkc:.ja 5(‘:‘.)/& raste na intervalu J0,1] y 3. vaZi
ne jednakost ‘

(8) 8(8g)°< 08(e), O0seo,t < 1.
Ova dinjenica se lakoéinodi iz propozicije 3 pomoéu nejednakosti
(4). Iz (7)‘1 (1.9) ddbijamo nejednakost

(9) - 8$¢e) zS(e), 0se<1,

a iz (6) i (7) - aednakost J

(10) - 8(1-8(e))=1-¢, O<E<1, 8(£)>O0.

Iz (7) sledi, takode, jednakost . '

(11) 1im 8(£)/8(¢) =1 (e+0+). (8(£) >0 za €>0.)
Na kraju, posledica 3 se moze precizirati procenom

(12) - 18(e)-8(DI< 1e-11/(1-r), r=rin(¢,1) , 0<E,7<1.

Sliénu nejednakost, ali sa ({5 +1/2)i¢-1l umesto l¢-n|, dokazao je
za modul konveksnosti V. I.Gurarij (pogl. [68: teorema 1.14] )

Da bismo dokszali (12), pretpostavimo da je l>¢ >7>0, Primenju-
juéi (2) na (7), dobijamo nejednakost

(1-8¢6)) " 1-(1-8(0) L < e (2-8¢))~L - ». (1-5(7))‘1

i, posle sredlvanaa,

3(e) - §(< ¢ - 1+75(s)-£3('1)<£ -0+ (8 -8(7),

8to zavrdSava dokaz.




3, Prodirenje Kadecove teoreme o bezuslovnoj

konvergenciji E— N

Klasifna teorema Dvoretzkog-Rogersa 17, 1l] tvrdi da su bezus-
lovna i apsolutna konvergencija redova ekvivalentne jedino u nor-
miranim prostorima konadne dimenzije. Preciznije, ako je dim(X)=0w,
(cn: nzl) - niz pozitivnih brojeva i Zcﬁ'(co , onda postoji bezus-
lovno konvergentan red 2x  (u X) takav da je iux i=c, za n2zl. Za-
to se, kao jedan od najvaZnijih u vezi sa bezuslovnom konvergenci-
jom, pojavljuje sledeéi problem: | |

Dat je normiran prostor X, dim(X)=co. Naéi (8to bolju) funkeiju
g: [0,+0[ +0,+0[ tako da vaZi tvrdenje: (#) Ako red zxn bezuslovno
konvergira, onda konvergira i red Eﬂf(\lxn\l).

Teorema Dvoretzkog-RogerSa pokazuje da funkcija g ne moZe biti
bolja od kvadratne. Ako je X=LP, 1<p<o, onda se, po teoremi Or-
licza [76) , moZe uzeti #(£)=¢", r=max(2,p), i nista bolje.

M. I.Kadec [#4] je otkrié vezu bezuslovne konvergencije sa geo-
metrijskim svojstvima jedinilne sfere. On je dokazao da vazi tvr-
denje (#) sa g(t)= Sx(ﬂ), 0<t<2, i iz toga izveo teoremu Orlicza
u I za p>1l. Sludaj p=l ostaje van domaSaja teoreme Kadeca jer
je 8,(¢)=0 za 0<t<1 ako je X kompletan i nerefleksivan[68: str.
100). Ovaj nedostatak se mofe ukloniti ako se koristi modul 9.

_ Teorema 1. Neka je X ravnomerno c-konveksan prostor i 8,(e)=
Sc(x;ﬁ)._ﬁko red zxn ‘bezuslovno komrosn:'g:'.".:c'ai u X, onda konvergira red

Zsc(llxnll) .

Ova se teorema mo%e primenjivati i na realne prostore, 1 to pre-
laskom na pogodnu kompleksifikaciju. Da bismo videli da ona i u tom
sludaju ukljuduje Kadecovu teoremu, razmotrimo kompleksifikaciju,
X, realnog prostora Xl, Snabdevenu normom

_ 1 (2F . 5 1/2
ux+tyll:={-ﬁ-gonx cost + ysin ti .dt} 3 X, yéXl.
Prema jednom rezultatu T. Figiela i G. Pisiera [21] vaZi nejednakost

S:(X;ﬁ) 235(11;1- ¢), gde je r pozitivna konstanta &IIS:I(X]_;-) oznada-
va Miljmanov modul konveksnostil prostora Xl. Na osnovu toga lako
Je izvesti Kadecovu teoremu u Xl iz teoreme 1.

Teorema Orlicza u Ll
sti . .
(1) 5,(ttie) 2¢%/, osesl,
koja ¢e biti dokazana u slededoj glavi.

sledi neposredno iz teoreme 1 i nejednako-
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Kadecova teorema i teorema 1 posledica su sledeéih dveju lema i
nejednakosti (2.9). Oznake su kao u prethodnodtacdki,
Lema 2. Neka X;,...,X €X (nzl) i neka je

AgXqteeetr X IS 1

za svaki niz (Ay: l<sk<n) iz A, Tada Je
S(UX ) +o e o+ d(nx_u) <

Dokaz. Bez umanjenja opStosti moZemo pretpostaviti da Je

ll}.l l+...+,\1x \ISllxl+...+x I za sve '\k iz A. Neka Je 2= XqyteootX o

Razmotrimo, prvo, sludaj uzli=l. Kako je i\z-xk+Axkll <1 za AeA i
1skgn, to je, na osnovu leme 1,

12, 1+ 3(ix, 1) < 1, lsksn.
Sabirajuéi ove nejednakostl i koristeéi ne jednakost
2 ko1 lZ-X, Ml > Bnz-2l= n-1,
dolazimo do zakljuﬁka. Ako je nzi<l, ond._a je prema upravo dobije-
nom rezultatu (iskljudujuéi trivijalni sluda] 2=0) o
n n '
o 3D 8Gxm £ Y, S(m Az <
Lema 3 [44]. Ako red ) x, (n2l) bezuslovno konvergira, onda po-

" stoji prirodan broj in‘ takav da Je

- USE g Axall €1y Dgles, K 2me

Redovi operatora. Ako su X i ¥ kompleksni ili realni Banachovi
prostori, onda sa L(X,Y) oznalavamo prostor ogranicenih linearnih

operatora koji preslikavaju X u Y. Neka je (Un‘ nzl) niz u L(X,Y).
Ka’e se da red U  strogo apsolutno konvergira ako je

(2) 2:’:1 1U_(x)l < @ za svako xeX.

Ako je dim(X)=1 i, dakle, L(X,Y)=X" (=dual X), onda niz (Un)
zadovoljava uslov (2) ako i samo ako red ZUD bezuslovno konvergi-
ra u X',

Teorema 2. Neka su X, Y, Z kompleksni Banachovi prostori, pri
Semu je X=2" ili Z=3X" a Z je ravnomerno c-konveksan. Ako red
EUH u L(X,Y) strogo apsolutno konvergira, onda konvergira i red

> &.(z;w. .

Dovoljno je razmotriti sludaj Z=X" i, zatim, primeniti sle-
deéu propozieiju.:® o

Propozicija 4. Ako je Z kompleksan Banachov prostor, onda je
Sc(z“;z)nsc(z;s)', 0<g<1l. |
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Dakle, ako je Z ravnomerno c-konveksan, onda je i 2™

Dokaz. Neka je O0<g€<1l, x", y €27, lIy™=¢&, Ix"+Ay™l £ 1
za A € T. Neka je, dalje, 0 >»1. Prema principu lokalne refleksivno-
sti[56: teorema %.1) postoje x,y € 2Z takvi da je ouyize, ouxyam™ i
i Ix+,\yll$9 za A6 T, Iz ovih nejednakosti i leme 1 sledi nejedna-
kost Ix™W/6° + S(Z e/6°) < 1, koja se granidnim prelazom, uz koris-
éenje posledlce 3, transformise u 1-ix™i 2 S(Z s€). Ovim Je dokaza-
na nejednakost S(Z“,E) p 5(Z €)3 suprotna sledi iz toga 3to Je
Z izometridan potprostoru u Z". %

Dokaz teoreme 2. Neka Jje Un operator konjugovan sa Un' Izaberi-
mo y;leY' tako da je ny;lllsl i \]x;llIZ\lUnll, gde je- x;:=2UI'1(yI'1).
Koristeéi uslov (2), zakljucujemo da red le;(x)\ konvergira za
svako xeX, Sto je ekvivalentno bezuslovnoj konvergenciji reda
zxr'l u prostoru X°. Prema teoremi 1 i propoziciji & red ZSC(Z;IIX,;!I)
konvergira, sto zavrsava dokaz Jer Je ||Unns \Ix;ll. B

Posledica 5. Neka su Xl i Yl realni Banachovi prostori. Ako X
i Z zadovoljavaju uslove teoreme 2, pri &emu je X kompleksifikaci-
ja prostora X,, onda strogo apsolutna konvergencija reda EV u
L(Xl, Yl) povlaci konvergenciju reda

25 (Z;0V ).

| Dokaz. Neka je Y b;lo koja kompleksifikﬁcija prostora Yl. Defi-
niZimo operatore Un.eL(X,Y) jednakoséu Un(x+ i.y)=Vn(x)+Wn(y), X, J&
X,. Jednostavno se dokazuje da red zUn strogo apsolutno konvergi-
ra, odakle sledi konvergencija reda u zakljucku teoreme 2. Ovim.je
dokaz zavrsen jer je llV |l¢llU 1. B

Ova posledica pros:.ru,je sledecx rezultat V. I. Gurar:.,ja i A. S,
Markusa {29: teorema 3].

Teorema (GM). Neka su Xl i Yl realni Banachovi prostori, pri
cemu Jje X, ravnomerno gladak (tj. X je ravnomerno konveksan).
Ako red EV u L(Xl,Yl) strogo apsalutno konvergira, onda konver-

gira i red °
> 50 (X730 .

Da posledica 5 ukljucduje teoremu (GM) moZe se dokazati malom
modifikacijom argumenata koji su dati uz teoremu 1 da je stvarno
prosiruje pokazuge slededi prlmer. |

Posledica 6. Neka V. eL(Xl,Il), gde je X, prostor realnih nula-ni-
zova. Tada iz strogo apsolutne konvergencije reda §V sledi kon-
vergencija reda Euv “2 '

Tvrdenje sledi iz posledice 5 i jednakosti (1), a ne moZe se
dobiti pomoéu teoreme (GM) jer Xl nije ravnomerno gladak.




4. Neke primene Clarksonovog modula

Navedeni dokaz leme 2 predstavlja modifiiﬁciju dokaiénﬁéji Jje
dao T. Figiel[lg] u sludaju kad Je A=To. U ovej tadki dokabujemo
jedho poboljSanje te leme koje, ujedno, generalise lemu 1.

n
Neka je S(A; Xqs e s ,xn) = sup{“§k=1 ‘\kxk“ : {Ak} C A}, Xyy 0«1 X EX,
i 3(8) = S(A,X;a), pri &emu je X kompleksan normiran prostor. Tada

vazi sledeée tvrdenje.
Propozicija 5. Ako je n22 i S(A;xl,...,xn) < 1, onda je

)+ SQUx, ) +. ot 8Qx 1) £ 1.

Dokaz. Pretpostavimo da Je tvrdenje taéno za neko nz2 i neka
je S(A;xl,...,xn,xn+1) <1. Tada je, na osnovu leme 1,

S(A; Xpyeeuyx ) S 1-5(llxn+lll)=:r. Ako je r=0, sve je prosto; neka je

r >0. Tada je S(A; xl/r,... ,xn/r) < 1 i, prema podetnoj pretpostav-
ci, llxl/rll+ 5(11}:2/1'11) teoat S(uxn/rn)' < 1. Odavde, pomoéu nejednako-
sti (2.8), dobijamo ﬁejednakost X, It + 3(nx21l) tooet S(llxnll) <r, t3.

nx u+ 5_(ux21|) +ooet S(ngnll) + S(llxn+1ﬂ)-s 1. Da bi se dokaz kompletirao, |

dovoljno Je konstéf&gati da je tvrdenje taéno ako Je ﬁ=2, sto sle-
di iz leme 1. ® ‘
Sledele tvrdenje je povezano sa teoremom 2. .
Propozicija 6. Neka su X i Y kompleksni normirani prostori i
Uy s X =Y (lske<n) linearni operatori koji zadovoljavaju uslov

n

(1) . ke 10, (< 4xn , xeX.

Akxo je X" rawvnomerno c-konveksan, onda je
n ., |

(2) U i+ Y3 5 S (X%UULD < 1.

Dokaz. Neka yp eY", ny;:us_l (1sk<n 22). Iz uslova (1) lako se
dobija nejednakost

_ S(T5 U(5]) - -5 ULGTL)) <1,
iz koje, prema propoziciji 5, sledi

(3) . ,: llUi(yi)IHZE;z %(X';UUi(yi)ll) £ 1.

Uzimajuéi supremum po (yl'{') i koristeéi neprekidnost funkcije SC(X';-)
na intervalu [0,1] (posledice 3 i 4), dobijamo nejednakost (2).®

Primedba. Ako su X i Y realni a X ravnomerno gladak, onda isti
postupak daje slidnu &injenicu koja poboljsava jednu teoremu V. I.
Gurarija i A. S. Markusa[29: teorema 2].
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0 strogoj c-konveksnosti duala. Izvodenje nejednakosti (2) iz
(3) zasnovano Je na neprekidnosti modula Sc(Xi;:.)._u.-. jedinici, &to
je obezbedeno pretpostavkom da je X  ravnomerno c-konveksan. Medu-
tim, ako nametnemo neka ogranidenja na operatore, onda mozemo OS-~
labiti pretpostavku o X" tako da propozicija 6 jos vazi. Slédeci

tu ideju, dolazimo do jedne karakterizacije stroge c-konveksnosti

prostora X",

Teorema 3. Neka su X 1 ¥ kompleksni normirani prostori. Tada su

sledeCi iskazi ekvivalentni.
(@) X* je strogo c-konveksan.

(i) Neka operatori Uj,...,U, (nz22) zadovoljavaju uslov (1).
Ako je jedan od njih kompaktan i ima jediniénu normu, onda su 0s-
tali (identilki) Jjednaki nuli.

Dokaz. Neka je n=z22 i neka X" nije strogo c-konveksan. Tada po-
stoje x° ¥y eX" takvi da Je nxT=1l, y'#0 i ux"+Ayll=<l za AeT.
DefiniSimo operatore U, na sledeéi nadin: Ul(x)=x'(x)y, Ua(x)=

v (xX)y i U,=0 za 3=k=<n (ako Je n=z3), gde je y bilo koJji ele-
ment prostora X sa Jediniénom normom. Tada Je WU, =1, WOSM =Ny "II>0;
svi operatori U, su kompaktni 1, gto se lako dokazuje, zadovolja-
vaju uslov (1). Time je dokazana implikacija @Gi) = @).

Da bismo dokazali- obrat, pretpostavimo da je ispunjen zahtev (1)
i da je U kompaktan: operator sa jedini&nom normom. Neka je k#n.
Tada je lell zllUk(x)lI+ 1}y (x)ll , x&X. Rasudujuéi kao pri dokaziva-
nju propozicije 6, dobl;jamo ne jednakost '

ﬂUle-S(K ho (z9)l) <1, Hz"l=1.

Ao je X" strogo c-konveksan, onda Jje S(X 1) =1, Dakle, dokaz ¢e
biti zavrien ako dokaZemo da postoji z° (Hz §=1) takvo da jJe HU I =
_“UECZ')“. To se daje u sledeéoj lemi.

Lema 4. Neka je linearni operator U:X-Y kompaktan. Tada pos-
toji y e I" takvo da je iyTii=1 i WUTl=RU"(y™)i. |

Dokaz. Neka je IUl=1 (=iU"ll). Kako je U kompaktan, postoje ye¥
i niz Cx ) na jediniénoj sferi prostora X takvi da je liyll=1 i
lim \IU(xn) ~-yli=0 (n»>m®). Izaberimo y"€ I" tako da je ¥y "(y)=ly’ li
=1, Tada je WU"(FI2 Iy (U(x, ))] 2a svako n i, dakle, |JU"(F")Ix
7" (¥l = )

Primedba. Ako su X i Y realni prostori, onda je X' strogo kon-
veksan ako i samo ako vaZi tvrdenje (). Ovo je, moéda,jedn& nova
karakterizacija stroge konveksnosti duala. (Operatori Uk su komple—

ksno linearni ako su X i Y kompleksni.)
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5. dedna generalizacija Schwarzove leme

Pretpostavimo da je X kompleksan Banachov prostor. Ako analiti-
Cka funkcija f£:D — By:= {xeX: ixt ¢ 1} zadovoljava uslov £(Q=0,

onda je, prema Schwarzovoj lemi, UIf(PIU=I¥l za svako T € D. Sle-
deda teorema generaliSe Schwarzovu lemu i, takode, sadrzi neke in-

formacije o principu maksimuma modula, koji je bio razmatran '_u ne-

koliko radova. (Videti, na primer, [27], [34], [102]).
Teorema 4. Ako je f:D —+By analiticka funkcija, onda je

(1) (1-1e5) BE(R) £ s 131 (1+8)(1- §,(2)), 56D,
gde je E=If@ON i 8,(£)= Sc(x;e).

Dokaz &emo izvesti pomodu sledeée leme, koja je neSto precizni-

ja od sli&ne leme L. A. Harrisa (videti [27]).
Lema 5. Za analitidku funkciju h:D D vaZi nejednakost

(2) (1-1300)) 1a(3) <h©@)} £ 131 (1- mOEZ),  3eD.

Dokaz. Funkcija g(®):=(h(3) -b)/(1-bh(3)), gde',je b=h(0), ig—
punjava uslove Schwarzove leme i zato je (g(y)is iyl , odnosno, ako
piSemo 4 umesto h(3)-b,

Ik} S I5111-5 (& +b)} = lIlll-lblz -dBl < BI(1-b1%) + lli3b) . B

Dokaz teoreme 4. Neka je T#0, x= (£(3) 'f(o))(l"leﬂ)/(]-*f)} i
y=£(@©). Koristeéi jednakost

(3) max Ux+Ayl = sup {Ix"(D)! +1x (wl : x"€ By}
j, _ . alIl
i lemu 1, zakljudujemo da je dovoljno dokazati nejednakost

X" +1x(P] < 1, Ux"I <
Medutim, ako je Ix*§ <1, onda funkcija h(y):= x"£(3) zadovoljava
uslov (2) jer je analitidka i preslikava D u D. Kako je, pored
toga, £=1h@), to je
1" (R +x (DI |hG)-b| (1-13bD/(1+bDITL +ibl £ 1. Ovde je b=h({0).R

KoriSéenjem odnosa izmedu Clarksonovog i Miljmanovog modula mo-
Ye se dokazati da je nejednakost (1) preciznija od sledeée, koju
je dokazao J. Globevnik [27]:

(.'1“ BONE(Y) ~£O)N £ 2|;|u£(1- IIf(O)ll)._

6. Primeri

Na primeru prostora e moze se ilustrovati nekoliko razlika
izmedu ravnomerno c-konveksnih i ravnomerno (i strogo) konveksnih
prostora. Poznato je da detvrti dual nerefleksivnog Banachovog
prostora nije strogo konveksan [14] . (Videti, takode, ({26, 96, 97].)
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S druge strane, prema propoziciji 4, detvrti dual prostora pL ne
samo da Jje strogo nego i ravnomerno c-~-konveksan.- Zna-se;- takode,
da se ravnomerna konveksnost duva pri prelasku na kvocijentni pro-
stor [12]. Za razliku od toga, ravmomerno c-konveksni prostor ¢l

ima kvocijenata koJji nisu ni strogo c-konveksni, Sto sledi iz &i-~
njenice da Jje svaki separabilan prostor (na primer, co) izometri-
dan nekom kvocijentu @l U ovo] talki navodimo jo3 nekoliko pri-
mera u vezi sa razmatranjima iz prethodnih tadaka.

Primer 1. Neka je X izomorfan prostoru ¢. Tada je §,(X;€)=0 za
O=¢& <].

Ovo se mose ustanoviti na osnovu jedne teoreme R. C. Jamesa[57:
propozicija 2.e¢.3]. Naime, za svako 0 >1 postoji potprostor Y u X
i izomorfizam U:I->¢ takav da je lig~1 =1 i U@ . Rasudujuli
slidno kao pri dokazivanju propozicije &, dolazimo do nejednakosti
3 (X;8) = < §(c 32) =0 ako je 0s¢& <1,

Primer 2. Ako kompleksna Banachova reSetka X nije slabo sekven-—
cijalno kompletan prostor, onda je ¢, (X;€)=0 za Os€<l.

U ovom sludaju X sadrii potprostor koji je izomorfan %1[58: te-
orema l.c. 4] pa se moZemo pozvati na prethodni primer.

Sledeéi prlmer predstavlja modifikaciju poznatog prlmera M. M.
Daya[ 9, 68]. |

Primer é Postoji refleksivan prostor koji nije 1zomorfan nljed-
nom ravnomerno ¢c~-konveksnom. -

Razmotrimo prostor l(p,4), 1<p,q < ®, koji se sastoji od komp-
leksnih nizova (bk. k21) za koje (cn: nz.O)G A , gde Je

o= Wby keI DI, I ={k: 2Bk <2B*i],

Norma u {{(p,q) uvodi se jednakoséu “(bk)" -'H(c )H

Dobro poznata i laka je ¢injenica da je prostor X= l(c0,q) re-
fleksivan ako je l1<q <«w. Neka je Y=(ZL,4-1) 1 TiXngixl < Uixit, xeX, "
pri demu je r pozitivna konstanta. Neka je, dalje, (ek) kanonski
bazis prostora X. Tada Jje |

[2ker Mol =10 AT
n
i, na osnovu leme 2, zkeI %(Y; lekl) < 1. S obzirom da je r=rllekll
n N

<le ]y to je oh 5;(‘.'{;1:') <1 za svako n i, dakle, 6;('1; r)=0, ®

Primer 4. Hindinova nejednakost u Ll(O,l)

Neka je (‘Pk:k 21) niz Rademacherovih funkeija i (bk: kzl) - niz
kompleksnih brojeva. Tada vaZi nejednakost |
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1
(1) o IS2 b, v ®]at = kG b)Y,

gde je K pozitivna konstanta. e o e e

Ova nejednakost se moZe dokazati pomoéu leme 2. (Obiéno se do-
kazuje Hin¢inova nejednakost u Lp, b>2, pa se na osnovu btoga i
H3lderove nejednakosti reSava sludaj p <2; videti [111].) Korisd-
éenjem generalizacije jednakosti (5.3) (sa n sabiraka) lako se do-~
kazuje da je S(T; X1y 000 xn) <2 S(‘I‘o; Xys e ooy xn_)=:2J. Odavde dobi-
jamo, pomolu leme 2, ‘

(2) SR aXmx /2 €1 (340).
Neka je X=17(0,1), x =Dy, Tada je IxJli=Ib.l, J=I35 ;=M. pa

nejednakost (1) sledi iz (2) i (3.1).
Navedeni postupak dovodi do jednakosti K= 1/4. Najbolja konstan-
ta je 1/V2 i nju je izradunao S. J. Szarek([100]. (Videti i [31].)

7. Ravnomerna c-konveksnost kvazinormiranih
| prostora '

Realna funkcija ||*l, definisana na kompleksnom vektorskom pro-
storu X, naziva se kvazinormom ako su ispunjeni ovi uslovi[48: str.
159]: @ NxiI> 0 za . svako x#0; H) HAZ =] x| za sve JEC;
(i) postoji K =1 takvo da je

(1) © fIx+yN < K +0yH), x,yeX.

Uredeni par (X, ill) neziva se kvazinormiranim prostorom.
Uslov (1) je ispunjen’ ako je, za neko!'pe JO, 1],

(2) o hx + 30 o< P +uy®,  x, yex.

Tada se moZe uzeti K= 21/p--1_

Oznaka. Ako je X kvazinormiran prostor (dim(X) = 1), onda éemo
sa ind(X) oznadavati najveéi od brojeva p koji zadovoljavaju us- |
lov (2). Jasno je da je 0<ind(X) €1, a ako je ind(X)=1, onda
Je X normiran.

Glavni primer kvazinormiranih prostora predstavljaju prostori
LP(S . }»1) sa kvazinormom

Telyi= (§g x@IPp@e)*/P, xerP.

Ako je dim(I®) =2, tada je ind(IP) = min(1,p).

Svi pojmovi iz prve tacke formalno se mogu preneti na kvazinor-
mirane prostore, ali su neki, kao ravnomerna konveksnost, upotreb-
1jivi samo kod normiranih prostora. Na primer, ako je A=4{1,-1} i
5(A,X;8) 2 0, onda je X normiran. Medutim, ako uzmemo da je A =D,
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situacija se menja, tj. ima pravih kvazinormiranih prostora koji

zadovoljavaju uslov

—— o ————— = —— r——

(3) SC(X;'E.): = S(IJ,X;&) >0 za“._eve € >0.

Primer. U sledetoj glavi biée dokazano da Je SC(LP;E) > p52/4
ako je O<kp<l, 0<¢£<l.
Definicija 4. KaZemo da je kvazinormirani prostor X ravnomerno

c-konveksan ako je ispunjen uslov (3).

Sledeéi rezultati iz talke 2 ostaju taéni ako se dopusti da je
prostor X kvazinormiran, ind(X) > 0 i A =D : propozicije 2 i 3,
lema 1, posledice 2, 3, 4 i jednakosti (2.1), (2.6), (2.7), (2.10)
i (2.11). Jedino dokaz propozicije 2 zahteva neke izmene jer je za-
snovan na nejednekosti (2.2), koja obezbeduje neprekidnost funkeci-

™

je Sc U novoj situaciji umesto (2.2) moZe se iskoristiti nejedna-

rost (14 8 ()P -1+ (WP ¢ fe-1P  (p = ind(X)),
koja se dobija iz (2)1
Ostali rezultati iz tacke 2 prenose se pod dodatnom pretpostav-

kom da je funkcija 5 ‘kvazikonveksna, tj. da funkcija s_H'S (e)/¢
raste. Ta pretpostavkq se ostvaruje, na primer, u slucaau,prostora '
IP. U nekim drugimkp;imerima, kao Sto su Orliczevi proStori, mogu-
ée je modul & (X;€):=8(D,X;2) oceniti odozdo netrivijalnom kvazi-
konveksnom funkcijom.:Tada ¢éemo primenjivati (videti propoziciju
III.2) sledelu generalizaciju leme 2. | |

- Propozicija 7. Neka je F kvazikonveksna nenegativna mineranta'_
funkeije & =8 (X;-) il O'<p£ind(X). Ako Xy, ..., X €X 1

n

(+) "2;__1 Akxk“ < cp:= 21'2/P(EP-1)1/P z8 sve Ake {l, —1},
onda je _

(+) D1 Flixd) € 1.

Glavni korak u dokazu je sledea lema.
Lema 6. Ako je ispunjen uslov (+), onda je

S(xp+e0rx )= sup{| SR 1A XN : {AdeD } =
Dokaz. Pretpostavimo, prvo, da hk e{l, 0} za svako k. Tada
2y, -1 e {1, -1} i zato je

ugk,l P =2 I35 + 3Ry -1>xkllp g 2lPeP.

Pretpostavimo sada da su,A brojevi iz 1nterva1a [0, 1] sa kona&nom

dijadskom reprezentacijom. Tada postoji niz Ar m (l<k<n, m=21)
3

takav da je A, e{o 1}y i

® ~-I
Ay = E: 2. hk m °’
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pri emu su sve sume konalne. Odatle dobijamo, pomolu prethodne
procene,

1251 Ml =12 1 277 a1 Ay %

S 222 I3 A Xl

gcP2lP 3R, 2P ~1y2,

Kako brojevi sa konaénom dijadskom reprezentacijom ¢ine gust skup
u [0, 1], dobijena nejednakost vaZi za sve A, € [0, 1] . Pomoéu toga
se lako dokazuje da ta nejednakost vaZi za sve A, €[-1,1]. Nakra-
ju, ako je IAkl <1, onda je X, =aLK+_i.sk za neke o, , B, € (-1, 1] . Za-
to Jje

“2E=1Akxk"P < “2§=1 dkxk“p"‘ “EE=lﬂkxk“P £ 1. K

Dokaz propozicije 7. Dovoljno je dokazati implikaciju
S(xl,...., xn) <1 = (#), 8to se moZe uCiniti kao u dokazu propo-
zicije 5. Medutim, mogué je jo8 jedan dokaz. Stavimo Sk=s(x1,...,xk)
za l<k<n i neka je xl;JO. Tada Jje Sk;lO za svako k i

sk/sk+1 + sc(llxk+1“ /Sk-l-l) <1,

83to se dobija iz d'éf‘inicije modula Sc' Kako je F kvazikonveksna,
F<§ i S, ., S1, imapo’

S+ Blixy 4l < 5y,

Sumiranjem ovih nejednakosti dolazimo do traZenog rezultata. B

8. Teorema 6 bezuslovnoj konvergenciji

u _kvazinormiranom prostoru

U kvazinormiran prostor X uvodi se topologija tako Sto se oko-
linama nule proglase skupovi {x: ||x||_-<-_d.}, L > 0. U odnosu na tu to-
pologiju X je lokalno ograniden prostor{48: str. 159]. Niz (xn) u X
konvergira ako i samo ako je 1lim || xn-xll =0 2a neko x €X,

Definicija 5. Red 2 x_ (n21) u kvazinormiranom prostoru X kon-
vergira bezuslovno ako konvergira red Exé(n) za sve B EP, gde Jje
P skup svih permutacija skupa pozitivnih celih brojeva.

Teorema 5. Iz bezuslovne konvergencije reda »x_. u kvazinormi-

ranom prostoru X 'sled___li konvergencija reda > gc(x; llxnn).

Da bismo mogli da primenimo lemu 6, biée nam potrebne joé dve
leme. Dokaz prve od njih moZe se naéi u [48: str. 160-161]. |
Lema 7. Neka prostor X zadovoljava uslov (7.1) i neka je 1/op =
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1+ 1032K. Tada postoji kvazinorma i Il na X koja zadovolaava uslo-

- @ wxh suxll £ ¢ 21/p wxn , G iz + P < mxnP+uym?P, x,ye X.

Lema 8. Neka je >x  bezuslovno konvergentan red u kvazinormi-

ranom prostoru X. Tada za svako £ >0 postoji prirodan broj m ta-
xav da je, z& sve nzm i sve A, € {1, -1},

1S5, Mexcll s € s

Dokaz. (Isti je kao dokaz leme 3; videti [57: str. 15].) Pret-
postavimo da tvrdenje nije tacno. Tada postoje € >0 1 niz konadc -

nih skupova B_ c{1,2,...} takvi da je q :=maxB_ < P, 1:=minB

“zaeB x. ]| 2 € za svako n. Neka je ¢ bilo koja permutacija pri-
rodnih bro.jeva takva da je ®({p_+j: 1sjsk }) =B, gde je k=
card B . Tada red EXG(n) divergira jer ima niz odsefaka koji ne te-
i nuli. To je suprotno pretpostavci. =

Dokaz teoreme 5. Primenjujuéi leme 8, 7 i 6, nalazimo broj m
takav da je S(X_ ,...,X, ) £1 za svako nzm. Neka je m=1, xl;éo i
8y i= S(xl,...,x ) Za dato k izaberimo Ay,.eesdy € D tako da je

(1-—2-k) S, £ “)'_. 21 dx i . Iz definicije funkcije Sc sledi nejed-

nakost S(ykt xk+1) p2 ||yk||(l+5 (llxk+1||/|lykll), gde Je J™ El‘;:l)\jxj .
Odavde doblgamo

8y 2 B(FyXy, 1) > (1-275)(1+ S(Ika+1|l)) Sy td-

-k
Spe1~Sx *2 S 2 2A ENRXCHR{E
Kako je S, <1l i xlyfo, red Zsc(llxkll) konvergira. K

Primer. Ako red Exn u prostoru Lp, O<p<l, bezuslovno konver-

gira, onda konvergira red lexnllg. To sledi iz teoreme 5 i nejed-
nakosti Q:(Lp;ﬁ) 2 P 52/4 (0 <£<l). (Videti teoremu II.5.) Ovo se

tvrdenje ne moZ¥e poboljSati ako je IP==LP(0,1) jer LP(O,l) sadrzi
potprostor koji je izomorfan Hilbertovom prostoru, Sto je posledi-
ca HinCinove negednakostl

kSIS 1Ibk12)1/2 < (5|52, lbkwk@lpdt) 1/p

: £ K (3Rlby 12)1/2

gde je K _ pozitivna konstanta koja zavisi samo od p.
U sludaju p <1l Hinéinova nejednakost se lako izvodi iz propo-

y O<p<w,
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zicije 7 (videti primer 6.4). I u slucaju p>2 mogu se igkoristiti
geometrijska svojstva prostora 1. Naime, tadaHindinova nejedna-
xost sledi iz Lindenstraussove teoreme © divergentnim redovima u
ravnomerno glatkim prostorima[53] i formula za modul glatkosti pro-
stora P [58]. |

9. Neke napomene o dualnim svojstvima

Neka je X normiran prostor nad poljem X (=R ili €) i L]K(X) -
prostor ogranicenih linearnih operatora sa X u X. Nazovimo prostor
X X-glatkim ako je za sve U, VeLK(X) i sve xeX, lxi=1, ispu-
njen ovaj uslov: |
(G]K) Ako je Ux=x i Woyll+Uvylisilyll za sve yeX, onda je YVl =0.

Mobe se dokazati (kao teorema 3) da je X R-gladak ako i samo
ako je gladak, tj. ako i samo ako za Sve x,yeX, x# 0, postoji
1im (ljx+ tyll - §xiD/t (t-=+0). Prema tome, R-glatkost je nasledno
svojstvo (nasleduju ga potprostbri). Interesantno je, medutim, da
c-glatkost nije nasledna jako se uslovi (GIR) i (GC) formalno ne
razlikuju. Naime, moZe se dokazati da je X ¢-gladak ako je X" stro-
go c-konveksan, iz Zega sledi da je prostor clo, 11 ¢-gladak (vide-
ti primer II.5.2):NS7druge strane, lako je proveriti da prostor L;,
koji je (kao i svaki separabilan) izometrijski sadrZan u ¢[0,]] ,
nije C-gladak. |

Pojam ¢-glatkosti podudara se sa pojmom c-glatkosti koji su uve-
1i M. Hladnik i M. Omladi& [117]. Oznalimo sa W skup onih elemena-
ta sa jediniéne sfere prostora X  koji dostiZu svoju normu na jedi-~
ni&noj sferi u X. KaZe se da je X c-gladak ako su sve tacke iz W
c-ekstremalne. Pojanm ravnomerne c-glatkosti (ako je uopste potre-~
'ban) prirodno je definisati zahtevom da je dual ravnomerno c-kon-
veksan. Tada iz propozicije 4 sledi da je X" ravnomerno c-gladak
ako i samo ako je X ravnomerno c¢c-konveksan. Osim toga, svaki nor-
miran prostor izometrilan je potprostoru nekog ravnomerno c-glat-
kog prostora, i to prostora neprekidnih funkcija na kompaktu. Sa
glatkoséu se takve stvari ne dogadaju. Na primer, ravnomerno C-
-glatki prostor {® nije izomorfan nijednom glatkom prostoru [13] .

[‘rl":,q-r-.__‘”“ -
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. : ""-'_;_l:.—- I e I
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Glava II

OpSta je pretpostavka u ovoj glavi da je dim(1P)=w. To znadi,
prema jednoj teoremi iz teorije Rieszovih prostora [113: teorema
26.10], da odgovarajuéa B-algebra sadrZi beskonalan broj medusobno
disjunktnih elemenata konadne pozitivne mere. Dakle, I¥ sadrZi pot-
prostor koji je izometrican prostoru ¢P, sa 1P je ozna¥en uobila-
jeni Lebesgueov prostor merljivih kompleksnih funkcija, definisa-
nih na istom skupu § sa pozitivnom merom » . Kad god pisemo ":xeLpﬁ'
podrazumevamo da je O<p<w i

ixi= ( §g Ix@IP v@s9) /2.

Radi skradéivanja ovakvih formula izostavljademo slova S i ¥ .

l. Sludaj p=1

Ravnomernu c-konveksnost prostora L1 ustanoviolje J. Globevnik

[27: teorema 1). Ovde dajemo kraéi i elegantniji dokaz i, uz to, tac-
nu vrednost modula“%(Ll;a) 1 501(1.1;8).

Teorema 1. Vazi jedﬁakost

(1) gc(Ll;e) =1(211')"J_‘ S§w11+_£ei‘tldt -1, £20.

Ako je prostor X izomorfan 1!, onda je Sc(x;a) < Sc(Ll;t).
Nejednakost " gc(Ll ;'!-:)' > " lako se dokazuje pomolu sledece leme.
Lema 1. Neka je E=[0,2W). Ako ﬁ', y eLl, onda Jje

Lovx+e® yuat 2 f5 tmxus eCuynl dt .

Dokaz. Skup Q:= {s €S lx(s)l+ly(s)|;!0} ima b-konadénu meru; prime-
njujuéi Fubinijevu teoremu i nekoliko odiglednih transformacija,
dobijamo

SE X+ eit yildt = SQ ds SE Ix(® + e"t yldt
= SQ ds ' {; 1x@l+eCy@1] dt = §gdt Solx@t+ o' _Ly(s)llds;

2 SE ISQ (1x(+ eltly(s)l) ds | dt = SE Iltxll+eituyn ld‘t. ™

Da bismo dokazali deo " %S " ,jednakosfi (1), dovoljno je da raz-
motrimo slucaj kad Je 1t.td , zato 8to L' sadrii potprostor izomet-
rigan {1. DefiniZimo elemente xn(gk) i y=('2k) prostora [1 na sle-
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n+l 2J::1+l :

deéi nacin: §k=2-n-1 ako je Osk<27 7; §,=0 ako je k2

7k=egk exp(kni/2n), gde je £20, nelN. Tada je Ixi=1, Wyll=£ i

1+ Sn(l ;) £ )I?SJT{ Hx+AFH = Bl lz}.eT \1+AE| Koristedi analogon jed-

nakosti (_I.2._5),dob13amo traZenu nejednakost.
Da bismo dokazali ostatak teoreme 1, pretpostavimo da je pros-
tor X izomorfan Ll. Neka je ©>0 i 8 >1. Prema Jamesovoj teoremi

B7: prOpozn.clja 2.e.3], postoji u X potprostor Y sa invertibilnim
operatorom U: ?. -»>Y takvim da je WU~ a1 1 IWs8 . Dakle, ako x, §¥
¢ 1, uxi=1, Wyu=€ , x'=Ux, y'=Uy, onda je 1suxs0, e<liyticoe i

0 max ux+AyH 2 max ux+Ay 0 2 1+S (13€/6). Zato je O(X;E/6) <
AeT &7

SG(Y;E/B):E-. esc(a se)+ -1 i, zbog neprekidnoéti Miljmanovog modula,
Sc(x's) g(ﬁl;a) S(Ll-e,) Time je dokaz teoreme 1 zavrsien.l

Posledlca 1. Neka je ur=ur(L :1£) za neko £20, i 8'=5'(L1 :£) za
neko £ ¢[0,1]. Tada je |

2
(2) L 2u(l+g) = SO lur+e"tldt,
S2II‘

(3) 11-§ + celblat = 27 .

Dokaz. Jednakost (a) sledi iz teoreme 1 i posledice 1.2. Jedna-
kost (3) sledi iz (1) i (I.2.6). Q@& '

KoriS¢enjem dobijenih jednakosti mogu se dati neke procene mo-
dula c-konveksnosti prs@ora Ll. Na primer, primenjujuéi Parseva-

lovu formulu na (1), dobijamo jednakost
(4) gc(Ll;E)= Enﬂ-l Y2 £2n , 0stsl; h"'n=(211-5)!!/(2n) I,

Odavde, pomoéu rezultata iz glave I, tacka 2, dolazimo do sledecih
procena:

(5) @t 2 e84, osts2,
(6) w(ttie) < 272, o2t <.

Ako Jje O0sE=<1l, onda neaednakost (5) sledi 1z (4); ako je lge<2,
onda Jje, zbog (I.2.1), 5 (L ) 2 1/48+8 <128 /4 Nejednakost (6)
sledi iz (5) i propoz:.c:Lje I.2 1 preclznlja je od sledeée, koju
je dokazao J,. Globevn:.k [2'?] | )

w (T2 5€) 54(1+2(1+a2)1/2)el/2

Pomodéu jednakosti (3) moZe se zaklauéltl da je M/4 re3enje jed—

nadine S(Ll,E) l1-¢ . Koristeéi to i Jednakostl (1.2.6), (I.2.10),
dobijamo procenu Clarksonovog modula:
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(1-(1-&2.)1/2)/2, 0 s E<T/4,

$ (1L {
O (S

I sledeéa teorema pokazuje da je L1 ravnomerno c-konveksan.
Teorema 2. Vazi jednakost

2§tk - (s 2)L/2_ 1. 0<esl.

Dokaz se zasniva na.sledeloj lemi.
Lema 2. Ako su x,y kompleksni brojevi, onda je

2 2)1/2

(8) X+F1 + 1X=F1 + [X+iF + 1x= 1yl = 20117+ 171 + 2)1X1.

Dokaz. O&igledno je da je dovoljno razmotriti sludaj kad je
y=1, x=re‘t, gde su r,t realni brojevi i r>1. Neka je, za dato

r>1 : : ,
’ g(t)= |re"t+ll'+ lre‘t—-ll + lrelt ¢

Slufeéi se binomnom formulom, dobijamo jednakost

) g(t) =4b+2b E:il ch (cosznt + sinznt:)JI

+i]+|re "~i}.

gde je b= (1+r2 1/2, e-},ﬂ:_(2:r:'/132)2n (12/112) Kako je ¢ <0, %o iz @)

sledi da .je' g(tH 2 4(0 = 2(1+r2)1/2 +2r, 8to je trebalo dokazati.K
Teorema se lako izvodi iz sledede leme. |

Lema 3. Ako X, yeLl, onda jg
(9)  Ix+yl+ ux-yu+ix+ iph+nx-igh 2 20mncrpyn?)t/2
Dokaz. Neka je z@=(1x@12+y@I12)%=11x@+i17@)11. Tada je
tzl= S\bc(s)mlly(s)ll ds 2 | §Qx@1+i1y @)1) ds| =Qixi+iyn®)/2, pa se
nejednakost (9) dobija-integracijom iz (8). B

+ 2iuxi.

Kombinujuci teoremu 2 sa rezultatima iz glave I.2, dobijamo tad-
nu vrednost modula 301 :

2 /1 L0 <t <2(3-1),

1,1 o o
(10) B0 L0 172 ) e e

2. SlluEa,j l<p<?

Sledeéa éinjenica generalile lemu 3; dokaz je, medutim, znatno
komplikovaniji. ’
Teorema_'_z.‘nko X, eLp, lgp<2, onda Jje, za svako nel,

(1) | | EI\GTn" X+ EIYIIP > z)\&Tﬂ' ixi "_‘A“F"‘p . _1 | v

U sludaju n=0, tj. T _={1, -1}, ovu nejednakost, prema pisanju
0. Hannera [32), prvi je dokazao A. Beurling na seminaru u Uppsali
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(1-(1-62)Y/%) /2, 0 s es1/4,

§th0 |
(7) {82 1-2(e-¢2)/2 | wagesis ——

I sledela teorema pokazuje da Je Ll ravnomerno c¢-konveksan.
Teorema 2. Vazi jednakost

28 (e = 1+ 2)1/% 1, osesl.

Dokaz se zasniva na sledeloj lemi.

Lema 2. Ako su X,y kompleksni brojevi, onda je

(8) X471 +iX-FJ1+ X+ iyl + Ix=- iyl 2 2(lx12+m2)1/2+21x|.

Dokaz. O8igledno je da je doveljno razmotriti sludaj kad je
y=1, x=re‘t, gde su r,t realni brojevi i r>l. Neka je, za dato

r>l,

g{t)= [reit+1l*+ |rei't-ll + [re it ¢

Sluzeéi se binomnom formulom, dobijamo Jjednakost

® B(t) =4b+2b T L e (cos™®

+i|l+|re "=-i}.

t + sinznt)_,

gde je b= (142, ¢ = (20/%)%® (Y2). Rako Je ¢, <0, to iz ()

sledi da je #( » #(0 =2(1+r°)1/2 +2r, #to je trebalo dokazati.®
Teoremsa se lako izvodi iz sledeée leme. '

Lema 3. Ako x, yEL;,? onda je
(9) NX+Y I+ 4X=F i + bX+ iji +ix-iyh 2 2(Ix l|2+uy||2)l/ 2
Dokaz. Neka je Z(S)=(|X(5)I2+|y(5)|2)1/2= | 1x@1+ {1y@®1 | « Tada je
izl= S\bc(s)l+i,ly(s)ll ds 2 | {(x@1+i1y ©)1) ds] =(1xH°
ne jednakost i9) dobija-integracijom iz (8). ®

+ 21xN.
+HyH2)l/2, pa se

Kombinujuéi teoremu 2 sa rezultatima iz glave 1.2, dobijamo tad-
nu vrednost modula %1:

7,2/4 , 0 €£¢<2(Y2-1),

1 li t—1
(10) Sc (L;8) {1_2(1_8)1/2, 2(@‘_1) <% £ 1.,

2., Sllufiaj l<p<?

Sledela Cinjenica generaliSe lemu 3; dokaz je, medutim, 2znatno
komplikovaniji. )
Teorema 3. Ako x,y¥y eLp, l1<p<2, onda je, za svako neN,

- EA&Tﬂ""*fy"P 2 ZAeTnlunguynlp, . o

U sluaju n=0, tj. ‘l‘n= {1, -1} , ovu nejednakost, prema pisanju
O. Hannera [32], prvi je dokazao A. Beurling na seminaru u Uppsali
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Posledica 2. Ako x,yelP, l<p<2, onda je -
2m . 21 . -~
(2) SO x+ eLtyIIP at 2 SO | xH+ e"tuyulp dt.

Dokaz. Nejednakost (1) se prvo pomnozi sa o-n-1

uzme graniéna vrednost po n.®
Primeniéemo teoremu 3, &iji dokaz ostavljamo za sledeéu tacdku,

pa se, zatim,

da bismo izracunali modul Sél(LP;E). U sludaju n=0 rezultat pripada
0. Hanneru [32] (mada je on radio sa Clarksonovim modulom konveksno-
sti).

Teorema 4. Ako je lg¢p<2 i neXN, onda je

(3) (1+ Scn(Lp*E))p =27 EaaTnl 1+x¢elF, £20.

Dokaz. Neka x,yeI®, pmxi=1l, uyl=¢. Ako sa K P(E) oznacimo iz-
9
raz na desnoj strani . Jednakosti (3), onda je, prema teoremi 3,

maTx nx+ayu? 2 Kn,p(i)' Uzimajuéi infimum po {(x,y):uxu::l, l|yll=£} )
A€
n

dobijamo deo " »" jednakosti (3). Da bismo dokazali ostatak, dosta
je da razmotrimo sludaj kad je ILP={P. DefiniZimo x=(§k) 1y=("%),

X, Je EP, na sledeéi nadin: I 2_CD+D/P z8 0.<.k<2n+1; §k=0 za
k»20*L, T = € § exp(kmi/2"). Tada je Uxii=1, Uyh=t i, Sto je la-

ko proveriti, nx+,\ynp=' Kn,P(E.)' za svako AeTn. Time je_ dokaz zavr-
Sen. B N |

Delujuéi na jednakost (3) operatorom 11:}111 , dobijamo sledeée tvr-
denje. L
Posledica 3. Ako je 1l<p<2, onda je

‘ . | 2n \ |
(&) (1+ SCCLP; )P =(am) 2 So 1+ ee®{Pdat, ¢ >o0.

Posledica 4. Ako je Os¢ -él i d= %(LP;E), l<p<2, onda je
S2ﬂ‘

(5) 0 |1-6+ Eeitlp dt=2“-¢

Ova Jjednskost se dobija iz jednakosti (4) i (I.2.6) i moZe se
iskoristiti da se dobiju neke procene nalik na (1.7). U iste svrhe
moZze posluZiti posledica 3 u kombinaciji sa (I.2.6) i (I.2.7) ili

(I.2.10). Pri: tome je pogodno jednakost (4) pisati u obliku
& o 212 _2n .
(6) (1+ §(LP;0)P =52 (P1°)7e*®, oses<y,
§to se dobija primenom Parsevalove formule na funkeiju (1+£e"'t)P/2_

Tako, na primer, imamo procenu SC(LP;E) 2 (1+ E2p2/4)1/P y, 1z koje

se mozZe izvesti sledela:
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(7) Bc(Lp;a) > max(pe2/4, lj-2(1/p—£/P)1/2'), 0<¢t=sl.

5. Dokaz teoreme §'

Realna funkcija £, definisana na skupu R%:={(§,7): %, 2O},
naziva se sublinearnom ako je f(dz)=df(z) za sve o220, zeRF,
i i‘(zl+22) < i‘(zl) +f(22) y 21y 2) eB%.

Lema 4. Ako je funkeija f::Rg - R neprekidna i homogena a funk-
cija g(g):=1£(%,1), ¥20, konveksna, onda je f sublinearna.

Dokaz. Neka je =z =(§l, '11), -(;'2,'22), pri éemu je 7, >0 1
" >0 (8to ne umanjuju opStost jer je £ neprekidna). Tada je, zbog
homogenosti,

f(zl*‘zg)"( '?1"' 72) 8(0(1 f]_/'?i + "Lg Eg/v?g) ’
gde je o, = ')k/( 7 + 72), k=1, 2. Kako :je g konveksna i a(l+oc2 =1,
dlj 2 > O to je |

f(zl+22) s (71‘*‘?2)("(15( fl/q ) "'0(28(?2/'72))
.' =715(.§1/‘?1) + 728(52/?2) = f(Z )"" f(zé'ﬂ

Lema Ako je 1sp<2 i ¢t eB onda ;]e funkeija

subllnearna.

Dokaz. Lako Jje videti da se tvrdenje svodi na sluéaj kad je |
l<p<2 i O0<t«W/2. Dokazalemo da je pod tom pretpostavkom funkei-
ja g(g)- £f(§,1) konveksna. Neka je h(})= |§+e %} teR. Direktno ra-
dunanje drugog izvoda funkcije g pokazuje da je g~ (j:)z 0, za sve
T >0, ako i samo ako je ¢#(}) 20, gde je

(8 = (p-1) h(PP~* (3+ cos £)2F + (p-1) h(-PP™" (5 - cos £)27
- (p-1) h(®)P2 (§+ cos t) - (p-1) h(-DP~= (§- cos t)
+ B(E)P* (n(x)2- (5+ cos £)2)§ + h(-PP~H(h(-DZ - (5~ cos £)°)¥
Primenjujuéi na dva poslednja sabirka nejednakosti
P2 (p-1) n(PF,  n(-pP*2 (p-1) n(-pPY,

i uzimajuéi u obzir da je h(¥)=1§+cos t| 2za f€R, dobijamo, posle
sredivanja, |

F(® 2 (p-1)(a(-DP 2 -n(P %) cost,  E>0.
Sada traZeni rezultat sled:L iz nejednakostl p-2<0, cost >0 .1
h(¥) 2 h(-F za E?O.
Iema 6. Ako je lgp<2 i neN, onda je funkcija

ECE,) =S ym |E/P+antP1P | (5,7 e B%,
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sublinearna.

Dokaz. Tvrdenje sledi iz leme 5, Jjer se E-moze predstaviti kao
zbir funkcija koje imaju formu funkcije f (definisane u formula-
ciji leme 5). ®

Lema 7. Neka su x,y kompleksni brojev:., 'lsp<2 , neXN i

F(xiy)= z ?iflTn |I+A:|P.

Tada je F(x,y) = F(xi,iyD.
Dokaz. Zadatak se svodi na nalaZenje minimuma funkcije g(b):=
F(re't1), teR, r >1. Polazeéi od jednakosti

g(t)= zsez {(14—1?2 - 20 cos(t-8) )P/2 + (1+::-2 + 2r cos(t-—E))P/z},
n |

gde Je Z := {ku'/En: 0<sk<2® , i koristeéi binomnu formulu, dolazi-
mo 4o jednakostl 5 5

® F(H= 2n+1b 12632 20 (B42)y (t, o)

gde Je c=2r(1+r ) b=(1+r )P/2

Y (t,m)= 25 z' cos®B(t-6).

Zaplsujuc:L ‘Y +1 U obl:.ku
1(1;,111) EE Z (cosgm(t-é/2)+51n Mg 8/2))

dobijamo, posle jednostavnih transformacija u kojima se koriste

2 | . 2

formule 2cos“d=1+cos2& i 2 sin“d=1l-cos2a, sledeéu vezu iz-

medu VY ‘-Vn+1. : i
l—m
() ¥y (Fom) =2 zkzo (2k) t(at,k) .

Kako Je coszm‘c= ‘Po(t,m) s‘Vo(O,m), to iz (#) dobijamo, indukcijom

po 1, ,
S Y, (t,m) < ¥, (O,m).
Na kraju, koristimo ¢injenicu da Jje (Ii_/]]‘;'2 <0 za mxl, koja zaje-

dno sa () i () daje traZeni rezultat: #(H = g0)=F(x1,1).R

Dokaz teoreme. Neka je lgp<2, néN i neka su E i F funkcije
definisane u formulacijama lema 6 i 7. Ako x,yelP, onda je

EAeTﬁ"x_’r AW = (F(x@®,7@)ds 2 SF(1XCS)I,W(S)I)ds
= (EQx@Biy@P) ds 2 E(§lx@1P,§I50)IP)

= EQxu®P, nyu?) “2,\& | nxu+anyniP.

U drugom koraku je korisiena lema 7 a u detvrtom - lema 6 i Jense-
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nova nejednskost,

4. Sludaj O<p<l

Iako u prostoru LP(O,l), O<p<l, nema netrivijalnih konveksnih
telafi0], on je ravmomerno c-konveksan. To je poseban slulaj slede-
ée teoreme.

Teorema 5. Ako Je 0<p<'l, onda Je

(1) SC(LP g£) = (S |l+ ee"t|p dt/21le/p -1, 18.20.

Osim toga, ako je kvazinormirani prostor X izomorfan P i ind('x)z_p,
tada Jje | |

(2) §c(x;s)s i(LP;E) za svako €20,

Dokaz prve jednakosti zasnovan je na sledeéoj lemi.
Lema 8. Ako je O<p<l, onda je funkcija

2w : |
f(‘s's't)==so |§1/p +'71/p'eltlp at , (g,q)efﬂg,

sublinearna. |
Dokaz. Kako je f homogena, dovolano je dokazati da Jje funkcija

g(E): -f(g 1), >0, konveksna. Primenom Fubinijeve teoreme doblaamo

Jjednakost - ~-§ o .
g(gp) - 27 = SO ds SO p(s+cos t) |s+ el® | P~ ~2 dt, E> O.

Zatim pomolu Lebesgueove teoreme o dominantnoj konvergenciji zak-
laucugemo da Jje funkcija o

ltlp“'z.ﬂ

SHSO p(s+ cost)|s+ e dt, s >0,

neprekidna. Oba zakljudéka su laka posledica nejednakosti

s+ cos t]]s+ eitlpf2 < |s+cos t] P"’l.
Dakle, funkcija g Jje diferencijabilna i zato je dovoljno dokazati

njenu konveksnost na intervalima {0,1] i ]1, of.
Ako j’e 0<% =1, primenjujemo Parsevalovu formulu na funkciju

& 1> (l+ 1/p 1t)p/2 i doblaamo 5
g(g)/2K = (P/ 2) en/p,

Td pokazuje da Jje g na J.ntervalu [0,1] jednaka zbiru konveksnih
funkcija, pa je i sama konveksna na [0,1]. Ako je §>I tada je

g(¥) =£g(l/p) i zato g""(§)=g""’(f’l/;-')/g3 To znadi, prema upravo dObl-
jenom rezultatu, da je g”’(¢) 20. B

Dokaz jednakosti (1). Primenjujemo postupak dokazivanja teoreme
3 uz koriscéenje jednakosti
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4
x@+ eFy@IP at = S 1@+ e*-"uy(s)np at

S21f

umesto leme 7. Tako dobijamo nejednakost -
2%
S lix+ ei® 7)P at 2 So lixu+ e ngn|Pat, x,yelP.

Odatle sledi deo " 5 = " jednakosti (1).
Suprotnu neaednakost dovoljno je dokazati u sludaju IP = tP. zZa

dato £>0 i pozitivan ceo broj n definisimo x=(§k) i y=(7y) iz

(P na sledeéi naéin: §k= n"l/p , 1€k=n ; gk._o, kan; 7}:'&;1{ 21!“"-/11

Stavimo my = max{|1+eeitlp: (2k-2)TI'/'n <t s2k1r/n}. Tada Je
llx+-AynP5_ n_12§=1 m, z& svako aeD.
Kako je lxll=1 i Wyli=¢ , dobijamo nejednakost
(1+ §(P;0)P & o7t 3P my.

Izraz na desnoj strani predstavlja integralnu sumu funkcije
tl—+|1+ge"tlp/2ll' na intervalu- [0,2%]), 8to povlali nejednakost “505 ",

Nejednakost (2) se dokazuje na osnovu prosirenja Jamesove teore-
me koja je koriséena u dokazu teoreme 1, i to isto kao teorema l.

Propozicija 1. Neka je X kvazinormiran prostor, ind(X)2p>0 1

g>l. Ako je X izoﬁmri‘an prostoru Gp, onda postoji potprostor YcX d
i linearan operator U: (P »y koji zadovoljava uslov

.

Hxil <« WUx Il <8ixil, xelP.

- Dokaz. Sluzimo se istim postupkom kojim se dokazuje Jamesova
teorema [57:.str. 971 Oznadimo sa |+] normu u f_p koju daje izonmorfi-
zam prostora X igP, Pretpostavimo da Jje, za neko «£>0,
A1xt £ Ixil six] . +
Neka je, dalje, Xn sl;up onih. xe OF koji se za neko mzn mogu pred-
staviti u obliku
x= 2j-n 3%
gde je (e-'j j21) kanonski bazis prostora (P, {?k}cc. Kako je X €
X R nlz
Bn:= sup{llxll: xexn, 'lxlsl}

tako da je A_ <Y'V@ .
0

Tada postoji nlpn takav da yq:= zjeBl 73 4 28 neki izbor ')

opada i tezi nekom Y, d<¥<l. Izaberimo n
zadovoljava uslove 1y;jl=1 i Hy,U> Y/V§; ovde je By= {j n <J <nl'§
Rasudujuéi tako, nalazimo niz Ty = ZJeBkvje;]‘ Bk-n{g: Ny 1< J 5nk},
takav da Jje |ykl =1 i ll.‘fklbY/V'&" za svako kzl. Tada imamo, za sva-
ki niz skalara (%E.: k>=1).
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DS ML Wy D20 T B N0 Fotth Ny 13, °)/P

¢ - — —————

(’m_l(‘”m (32, 50OYP =071 3R 18P P

8 druge strane, iz toga Sto je ind(X)zp i |yk|=1, dobi;]amo-

132 57, ) € (3. 2ETdDYP = ( 5205, PP

Iz dobijenih nejednakosti lako se dolazi do traZenog tvrdenja. ©

Cinjenica da je 1”, 0<p<l, ravnomernoc c-konveksan sledi iz ne-
jednakosti , |
,(1P;e) > pe/4,  Osesl,

koja se dobija iz jednakosti (1) primenom Parsevalove formule.

5. Primedbe i primeri

Sludaj pz2 nije posebno razmatran jer se tada moduli mogu 1z-
radunati na osnovu jednakosti

°(P;0) = 1- (1-¢9)7,

koju je dokazao J. A. Clarkson [8]. Naime, ako su x, y elementi ka-
nonskog bazisa prostora (,P, onda Jje ||x+Ayt|p -\]xllpﬂnyup za AeC

Iz toga je lako jzvesti nejednakost S(LP 8) S 3‘3'(Lp e.) Kako sup-
rotna vaZi-u svakom sluéaju, vidimo da je

§,.(1P;e) = §2(1P30) = 1- (1- e2)1/P (p22, 0sesl).

Odavde sledi da je funkcija S(LP .) konveksna ako Je pz22. To
je tadno i u sludaju O<p <2, a11 je manje ocligledno. Relativno la-
ko se dokazuje da je funkcl,ja 8 (Lp +}) konveksna pa Se na 0sSnovu
toga i jednakosti (I.2.6) moZe ustanov1t1 konveksnost funkcije 5
U vezi s tim napominjemo da je V. lL. Liokumovi& naSao primer dvod:.-
menzionalnog realnog prostora sa nekonveksnim modulom konveksnosti
{60].

U sludaju pzl navedene vrednosti Clarksonovog modula mogu se
jskoristiti da se konkretizuju neki rezultati iz prve glave kao,
na primer, teorema I.2, propozicija I.6 i teoremal.4 Dajemo jedan
primer u vezi sa teoremom I.4.

Primer 1. Razmotrimo niz analiticékih funkecija fn D->¢C (n2l)

koje zadovoljavaju uslov
.
2o lf (31 21,  5eD.
Neka Je (ek: k21) kanonski bazis prostora ?.1. Tada su funkcije

zfrl-.-.-‘l fkek‘ ]J-'ll. analitidke. Primenjujuéi na njih teoremu I.4 i




27

i jednakost (1.10), dobijamo dve ne jednakosti:
(1-eiD 22 18 (D-£,01 < 2130+ eaa-e)le ——

(1-eisD 324 (® -£,01 £ Bl Q-e2/m),

gde je € = 5_ o1 1£,©]. Iz prve nejednakosti sledi rezultat E. Thor-
pa i R. Whitleya: Ako je £ =1, onda su sve funkeije f konstantne.

Slidne procene se mogu dobiti iz teoreme 1.4 1 neaednakostl
(2.7). | |

Primer 2. Prostor BV[0,2T]

Funkcija x:[0,2W] —~ ¢ pripada prostoru BV[0,2W} ako je ograni-
ene varijacije, neprekidna zdesna i zadovoljava uslov x©) = 0. Nor-
ma se uvodi jednakosScu llxll =var ( x(®): 0<t=<2M ).

Pomoéu Kakutanijeve teoreme o reprezentaciji L-prostora[58: teo-
rema 1.b.2] mo¥e se dokazati da svi rezultati iz tac. 1 ostaju ta-
¢ni ako se L1 zameni sa ngphggll Postoji, medutim, jedan Jjasniji
i interesantniji nacin da se to udini.

R. Lesniewicz [52 III: str. 282)] Jje dokazao da Je BV[o,2n] izo-
metridan prostoru ]hl, koji se sastoji od harmonijskih funkcija
f: D—»C sa osobinom
(+) | ||f||"= sup {M (r,f): 0<r<1} < ©,
gde Jje

- Ml(r,f)= SO |f(rei't)|dt/2n‘ , O<r<l.

Izometrija se ostvaruje Poisson-Stieltjesovim integralom, tj. pre-
slikavanjem xp»f, xeBy[0,2n]) , gde je

o 2%
£eet®) = (2m)™L § (1-r2) (1-2r cose-9) +r7) 7L ax(@.

Moguénost da se, na primer, lema 3 prenese na prostor ZI.‘nl lezZi
u 8injenici da funkecija Ml(r,f) raste po r. Imajuéi to u vidu,
dovoljno je konstatovati da se u jednakosti (1.9) norma mozZe zame-
niti sa Ml(r,-). Na sliden nadin se prenose i ostala tvrdenja 1z |
tadke 1.

Primer 3. Prostor H(p,¥), O<pgl

Neka je Y :[0,11+[0,0[ strogo rastuéa funkcija; neka postoje
pozitivni brojevi b, c¢ takvi da je

t° 00 < P < < tP ve), O<r,t < 1.

Prostor H(p,¥) ¢ine analitidke funkcije £f: D—+¢ koje zadovoljavaju
uslov’ | > | |

1
“f“p==_ So \f(l‘I)p Mp(r}f)P dr/Q-r) < o,

gde Je




a8

Mp(r,f) = (Séﬁf(rei't)lp dt/2Tt)l/P : O<r<l.

Prostor H(1l,¥) =B(¥) uveli su A. L. Shields i DI L. Williams[93,
94]. U detvrtoj glavi prostor B(Y) biée razmatran u vezi sa Bana-

chovom obvojnicom Hardy-Orliczevih prostora.
S0
Neka je £()=35% vy ¥ . Tada je

n=0 N 1
n+
M (r,) zxcznolrF 27 H1/e,

gde Jje K poz:.tlvna konstanta koja zavisi samo od p [111 I: str. 215]
Vazi i nejednakost ' n

M (r £) s;}f FP‘ e

Kombinujuéi ove procene sa rezultatlma iz [66], dobijamo

e < (3E 1Y PP < il

Dakle, H(p,Y¥) sadrzi potproétor koji je izomorfan sa CP. Iz toga
'sledi, primenom teorema 1 i 5,

5(H(p,?) £) < 5(Lp-€-) (p=l).

S druge strane, jasno je da LP(D) sadrii 1zometr1cnu koplju prosto—
ra H(p,%ﬁ i zato je

S(H(p-..‘P), )=5(LP,£) (p =1).

Primer 4. 1z teoreme 5 sledi dobro poznata &injenica da prosto-
ri LP i 19 nisu izomorfni ako je p#q i p,qe 10, 1} . Naime, u pro-.

tivnom bi bilo (prema.drugom delu teoreme 5) 8 (IP:9) = 5 (LY;9),
Sto vaZi samo kad je p=4q. U stvari, ako je 0<p<q¢2 onda Je

gc(LP;e) " gc(Lq;e) - SC(LP;V7§ £), ;‘)0.

Primedba. Drugi deo teoreme 1 moZe se uop3titi tako da X bude

bilo koji normiran prostor koji nije B-konveksan. Pojam B-konveks-
nosti uveo je A. Beck[5] u vezi sa zakonom velikih brojeva. D. Gi-
esy [24] Je dokazao sledeéu karskterizaciju, iz koje se lako izvodi
pomenuto uopStenje. Prostor X nije B-konveksan ako i samo ako za
svako nx2 i €>0 postoje Xy,...,X €5y (=jedinidna sfera) takvi
da Jje za sve hl, ...*,anec :

(l"£)§§=1|-‘\kl 5"211;1 Akxk" = 2;-_-1‘;\11‘ ‘
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Glava III |
RAVNOMERNA c-KONVEKSNOST ORLICZEVIH PROSTORA

1. Definicija Orliczevih prostora

Funkciju M nazivamo Orliczevom ako su ispunjeni ovi uslovi:
(i) M je definisana i nenegativna na [0,0[, GD M(OQ=0 i M( > O
za t >0, (i) postoji pozitivan broj p takav da je

(1) funkcija P(t):=M(t1/P) konveksna.
Neka je (S,v) prostor sa pozitivnom merom v . Orliczev prostor

L =LM('9) = LM(S,Y) gine merljive funkcije x:S-—»C sa osobinom

M
(2) SS M(x(®1/¢)vds) < @ za neko € >0.

Kvazinorma se uvodi jednakoScu

Jxi=tixily = inf{8>0: fMx@I/Q)v@9 <1 , xely.

Iz jednakosti ||xllp = |l \xlpll i &injenice da je W'l norma [49] sle-
di da jJe 1nd(L );_»,m:.n(l,p) -

Ako u (2) umestc tneko" napifemo "svako", dobiéemo definiciju
prostora Ey = M(v) Poznato je [49] da je

(3) SSHQX(S)MIX\DV(ds) =1 ako x € E,, x#0.

Da bi L, i-Ey bili jednaki, dovoljno je da M zadovoljava uslov 52:

sup{M(2t)/M(t) 1:>0} < .
Odgovarajuéu klasu oznacavamo sa (Az) Poznato je da M e(Az) ako i
samo ako postoji gqe ]O, oo[ takvo da je

(4) Met) < rMG), rxl, t20.
Klasu funkcija koje zadovoljavaju uslove (1) i (4) oznadavamo
sa Ap,q). Funkcija MQ) = tP ‘pripada klasi N(p,p) a odgovarajuéi
Orliczev prostor jednak je. IP (ukljudujuéi i jednakost kvazinormi).
U vezi sa nekim geometrijskim svojstvima prostora LM pojavlijuje |
se funkcija Fy koja se definiSe jednakostima FM(CD:- 0 i

(3)  Fy(®) = ¢ 2 inr {vPMEO/MEY: 1svsll, t>0}, O<esl.

Ofigledno je F w(D =1 a da bi bilo Fy(e) > 0 za €50, neophodno je
i dovoljno da M c-.(ﬁz) Lako se dokazuje da Je

M(e)=p_ ako je ME)=t%, r=max(2,q).

2. Proceéna modula c-konveksnosti

Uslovi pod kojima je prostor I, ravnomerno konveksan prili&no
su komplikovani. Da bi, na prlmer, L..(0O,00) bio ravnomerno konvek-
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san, neophodno je i dovoljno da MtE(ﬁz) i da je M ravnomerno kon-

veksna [47: teorema 3].( Ravnomerna konveksnost je pojacanje konvek-
snosti i oznalava postojanje funkcije ¥: 10,1[ =#]0,1{ takve da Je

M(G+bt)/2)/(1-¥®)) < (MH+ Mbt))/2 za sve belO0,1{ i t>0.)Za raz-
liku od toga, ravnomerna c-konveksnost sledi ve¢ iz uslova 52.

Teorema 1. Ako Orliczeva funkcija M zadovoljava uslov 52, onda
je prostor L, ravmomerno c-konveksan. VaZi nejednakost

(1) - 8(Lys€e) = KFy(e), O0sEsI,

gde je K pozitivna konstanta koja ne zavisi od £ .-

Ovu teoremu valja uporediti sa rezultatom S. L. Trojanskog i R.
P. Malejeval63: teorema 1]:

Teorema (MT). Neka su M i M'(): = sup{ tu =M : u20} Orllczeve
funkcije koJje zadovoljavaju uslov 52. Tada postoji Orliczeva funk-
cija N koja je ekvivalentna sa M i takva da je

5:(LN;£) 2 KF, (), O<es<l.

Napominjemo da su funkcije M i N ekvivalentne ako postoje pozi-

tivni brojevi c¢,d takvi da je |
- dM(cH) =2 NP = M(t/c)/d za svako t >0,

Prelaskom na ekvlvalentnu funkciju nejednakost (1) ne moZe pre-
trpeti bitne promene. U stvari, moZe se oslabiti samo konstanta K.
S druge strane prostor L-2 je ravnomerno konveksan, a L (0,1), gde
je N@®) = nax(t<, 3t-2), nije ni strogo konveksan[105] 1ako je funk-
cija N ekvivalentna sa kvadratnom. o

Teorema 1 sledi neposredno iz sledeceg, ne3to jaleg rezultata.

Teorema 2. Neka MEA(P1Q)1__0<1)$1SQ L0, X,y & LM(‘V) i

2 :
Of J:= (SO x+ e‘tyllp dt/2‘n)1/P.

Tada je
(2) - J - uxh 2 KFyUyn/3) J,

gde je K pozitivna konstanta koja zavisi samo od P i q-
Rad1 dokaza biée nam potrebno nekoliko lema.
| SEK

Lema 1. Neka je O0<p<l, x,yeC i O#w=( Ix+eitylpdt/21r)l/P.

Tada Jje lxl (1- piyl /4w2) We

Dokaz. 1° \y} 2 |x| . Primenom Parsevalove formule na funkciju'
t > (1+ ye"t/x)P/ dobijamo w 2 Ix| (1+p ly|2/4{x|2)l/P. Kako je 1<

1/p, to je w z1xI(1+pigle/4kiC), t3. w2 |xkpIylc/alx] = |-XI+plyl2/4w
(jer je ix} =sw).

20 ‘vt <ivti. Tmamo. nrems nrethodnom. w > lvt+*0|x|2/4|_vl. Zato Je




w—-1ix1 zlyt-lx1+pnx12/4lyl 2 P(WI-IXI+IX|2/4I§'I) = P(2IFI-IXI)2/4I;YI = plyi/4

?_P|3'I2/4w. R | e
Lema 2. Neka su p, X, y, W kao u lemi 1 Ako je i‘unkcl;ja M(tl/P)
xonveksna, onda je
MW -M(x) = DAAFICMG/AwE.

Dokaz. Neka je v= 1—p|y|2/4w2. Kako je O<sv=l, to je MEt) =

‘U’PM('IJ) ze svako t20. S obzirom na to i lemu 1 imamo
Mix) = VPMG = (1-pllyiP/Ht) ME). ®

Lema 3. Neka je M Orliczeva funkcija. Tada Jje (sa prethodnim
oznakama )

M@ A2 2 By @(MGm1/d) -HE),  0<dsl.

Dokaz. Nejednakost je trivijalna ako je (yl/d = w, Jjer je tada
Miyl/D-MW < 0; Neka je Jyl/d > w. Stavimo v=|yl/wd, t=v. Tada
je lsv=l/d i, po definiciji funkcije FM,

P@ = a2vPHE/MEY = [712M6)/ W HGYD . B

Lema 4. Neka je O<p=l<q<®, T= max(2,q), MeA(p,q) i

0<€,0 <1. Tada je (1) M(et)zeqr-i(t), () FH(ea)-f-: 6 FM(E.) i @)

?,(68) 2 8 FM(S)
Dokaz. Prva nejednakost sledi iz (1.4). Da bismo dokazali druge
dve, koristimo se jednakoSéu FM(BE.) min(b,c), gde Je

b=&°inf {v‘?M(et)/M(vt)- level/e, t>0},
¢ = €262 inf {voME)/MEFY): 1<v<1/8, t>0}.

2

Odigledno je c¢=¢ FM(e) i zato jJe FM(BE)*CE FH(B), time je dokaza-

na nejednakost #H. Iz @ doblaamo dve ne,jednakostl b zeqFM(e) i
M(Q)Z 0T. Kako je ’E > FM(E.), to je ¢= F. (9) > FM(Z)B i, dakle,
min(b,c) 2 8 FM(E) .

Lema 5. Neka su p, M, x, ¥y, J kao u teoremi 2 1

w(® -(SO |x(s)+e"ty(s)|p at/2mL/P, mada je Tz Uwll.

Dokaz. Neka je N&) = M(tl/p). Kako je “'“H norma i WYwiif = “wp“N,
imamo e
P §5 ixreiyp |y at/ew - . &

Dokaz teoreme 2. Dokazalemo nejednakosf

(3) wil-lixl 2 K FyGiyth/iwi) tiwll,
pri demu je w{E) kao u lemi 5. Tada e biti J-yxii=wil-lix}i 2
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KFM(\lyll/uwll) Hwll > KFM(nyu/J) J, pri demu smo se koristili kvazi-

konveksnoStu funkcije Fy (lema 4@i)) i lemom 5. Dakle, nejednakost
(2) sledi iz (3).

Da bismo dokazali (3), moZemo uzeti da je llwill=1. Tada je, na
osnovu lema 2 i 3,

MEE) -MEED 2 47 1pCF,@(MGy@1/4) - ME(E))

7za sve s€S, de 70,1]. Ako stavimo d= |lyll/2:|'/p i integralimo po s,
dobiéemo, uz koriSéenje nejednakosti M(2 /Pt) 2 2ME) i jednakosti

(1.3),
- S MExEDvEd 2 47 pCR, 7 Py .

5 obzirom da Je Ixiu<livwll =1, iz (1.3) i leme 4({i) dobijamo nejedna-
i < §g mexevvas),

Sto sa prethodnim rezultatom daje |
a1-1x) 2 1-gxn? 2 472p2 By (27 Py 2 KF, 0D,

gde je K= p22"r/P/tl-. Na kraju je koriééena lema 4(ii). Teorema Je
dokazana. R

Primenom lema 2 i 5 moZe se dokazati da Je prostor EM(v) stro-
go c-konveksan nezav1sno od svojstava funkcije M pa, dakle, i kad
M ne zadovoljava uslov A S druge strane, ako Mé‘(bz), onda se
na standardan nadin EL9 str 92; 57: str. 138-139] moZe dokazati da
EM(O o sadr?i izomorfnu kopiju prostora ¢ . Iz toga sledi da u
prostoru EH(O,m) postoje bezuslovno konvergentm. redovi sa proiz-
voljno Sporo opadajuéim &élanovima i, prema teoremi 1.5, on nije
izomorfan nljednom ravnomerno c-konveksnom prostoru.

3. Prostori sa mesSovitim normama

Neka su (8,y¥) i (R,%) pro'stori sa pozitivnim 6-konadnim merama
i M,$ - Orliczeve funkcije koje zadovoljavaju uslov A,. Prostor
Ly % "LM,Q (VxT) &ine merljive funkcije f: SXS% —» € koje lmaju
sledeéa svojstva:

() Za svako weS funkcija £,8):=1(s W, seS, pripada prostoru

Ly (V).

(i) Funkcija x):= “fw“M’ weR, pripada prostoru L@ ().

U sludaju kad su M i¢ konveksne funkcije prostor L, § uveo je,
na nedto druk&iji nadin, A. C. Zaanen [109: str. 473]. Sledeca pro~
pozicija pokazuje da je Ly g linearan prostor. (Linearnost nije

ukljudena u definiciju prostora.)

Propozicija 1. Ako f, gely & » onda f+g € Ly £-




23

Dokaz. Kako je nfur*‘swﬂm < K(llfwllmﬂlgwllm), dovoljno Je dokazati
da je funkcija zWw):= llfw+gqu merljiva, -Stose svodi na dokaz mer-
1jivosti skupa R ={weR: zw)>4} , £>0. Iz definicije norme u Ly
i usliova 52 sledi da je K ;= {weR: G(w,a) > l}, gde Je _1

6(w, o) = S M(I£Gs )+ g6, w)l/2) V9.

Ovde jJe podintegralna-fuch}i,ja merljiva na S%St , jer su takve 1
funkcije f, g. To znali da je funkcija ww G(w,) merljiva na R ,
iz Cega 1 sledi merljivost skupaQ, . B

Ako fe.LM,Q i x(w)= Il%, weR , onda éemo pisati
| UEl = 0l 5 = Uxilg.

Lako se dokazuje da je ovom jednakoséu definisana kvazinorma u pro-

storu LM 6 (uz uobidajenu identifikaciju funkcija koje se razlikuju
; .

- samo na skupu mere nula). Posebno, ako Je M(t)=tp, é(t)utq, O<p,q <o,

onda je Ly 4= e 3 nan& = (S&Irmllg @) )1/ = Bl o

Neka geometrijska svojstva prostora Lp,q, posebno ravnomernu
konveksnost, proudavali su E. J. McShane [90] i A. Benedeck i R. Pan-
zorj:e [4]. Oni su dokazali da je 1P>9 ravnomerno konveksan ako Je
1<p,q<m. Iz rezultata koji se dokazuju u ovoj talki sledi da je
Pad ravnomerno c-kon{raksan sko je O«<gp,q<cco.

Da bismo ocenili modul Sc(I'M,t’é ;+), uvodimo funkciju F, § ne sle-

2
decﬁi nadin: FM,§ O = 0_, ' |
F, »(¢)= inf{F G /PGY: 1lsvsl/e, t>0}, O<tsl.
M,¥ M ] :

Teorema 3. Neka su M i¢ Orliczeve funkcije klase (b2). Tada
je prostor LM ® ravnomerno c-konveksan i vazZzi nejednakost
, ;

(l) | SC(LM,Q;E) '?'KFM,Q(E')’- O0<t sl,
gde je K pozitivna konstanta koja zavisi samo od M1 ¢ .

Dokaz. Izaberimo p i g tako da je O<p<lsq<m i M,$cA(p,q).
Neka je O<t<l, £, gely § hgll=¢ i Uf+agli €1 za sve AeT. Tada
y -

- I@P =(2m 7 Igr g 1R at, weR. .
Neka je x(w)= LMy s v (u)= “gur“M' Prema teoremi 2, imamo
I - x@.2 KRy (7)/36)) IW), weR.

(Tokbm dokaza K oznafava pozitivnu konstantu koja zavisi samo od
p, 9 i nije ista u svim pojavljivanjima.) Odavde dolazimo do nejed-

nalrnadq




A4

B(IW) - px@) 2 KFy(y@)/IW) HIW) _
> KB, p@(3G@/Q) ~BIW)),—

gde Jje d= o~1/p g (Pogledati dokaze lema 2 i 3.) Integraleéi
ovu nejednakost i rasudujuéi kao pri dokazivanju teoreme 2, dobija-

1-Uf) =1 - Ixllp = K FM,Q(E.)-

Ovim je dokazana nejednakost (1). Prostor LM : je ravnomerno c-kon-
h
veksan jer je Fy §(E) >0 pri 0<&<1.8
]

mo

Posledica 1. Neka je O<p,g<®. Tada Je Sc(Lp’q;e)ZKGI; gde
je r=max(2,p,q). “ |

4, Kotip Orliczevih prostora

Neka je F nenegativna funkcija na intervalu [O,b[, b>0. Kaze
se da je kvazinormirani prostor X kotipa F ako postoje ce JO, bl
i K< takvi da iz uslova

l :
SO "2;1=1‘fk(t) xk“dt S c, Il,-..,xn eX, nzl,

sledi - n
: 2k=l Fix, ) s K.
Ovde ‘rk' oznalava k-tu Rademacherovu funkeiju: ‘Pk(t)= sign s:i.n(f—.’k‘rrt).
Navedena definicija kotipa uzeta je iz [20].
Neke informacije o kotipu normiranih Orliczevih prostora mogude
je dobiti primenom teoreme (MT) (taéd. 2) i sledeéeg rezultata T.
Figiela i G. Pisiera [20].
Teorema (¥P). Normiran prostor X je kotipa SCO(X;-).

Rako su izomorfni prostori istog kotipa, teoreme (MT) i (FP)
daju sledeéu informaciju: Ako funkcije M i M* zadovoljavaju uslov
52, onda je normirani prostor Ly kotipa Fy. Ovo se ne moZe pri-
meniti, na primer, na prostor Ll, koji Jje kotipa t~. |

Teorema 4. Ako je M bilo kakva Orliczeva funkcija, onda je pro-
stor L, kotipa Fy. i

Primetimo da je zakljudak trivijalan ako M€ (B8,), jer je u tom
sludaju Fy(€) =0 za £ €]0,1{.

Kako je F_t&(t‘_).z: e? ako MeA(p,q), 2<q<m, iz teoreme 4 dobi-
jamo sledeéi rezultat, koji su u gsludaju p=1 dokazsali Z. G. Gor-
gadze i V. I. Tarieladze [28].

Posledica 2. Neka Me&A(p,q), O<ps2=<q<w. Tada je prostor LH

kotipa ed,

Teorema 4 se mo%e izvesti iz teoreme 3. Upotrebiéemo, medutim,
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jedan slilan, ali opdtiji postupak, koji se moZe primeniti 1 na
neke druge klase prostorsa. | I
ropozicija 2. Neka je X kvaz:.normlran 1ndX>0 Pretpostav:.mo

da kvamkonveksna funkeija F: [0 1}- [0,0 zadovoljava uslov

2x
(1) =x,yek, So l\mettyl\d‘c 2% = WxU+FOyl) <€

Tada je X kotipa F.

Peorema 2 pokazuje da se u sludaju Orliczevih prostora mozZe uze-
ti F=KFy. Prema tome, teorema & je posledica teoreme 2 i propo-
zicije 2. ,

Dokaz propozicije. Oznalimo sa LX skup svih funkcija f£: [0,1]-*1
za koje Je skup {f(t) te [0, 1'_[} konalan. JednakoSéu |

el = § b as

definisana je kvazinorma u 1X. Lako je videti da Je ind(Lx) =ind(X)
Dokazaéemo da pod uslovom (1) vaZi nejednakost .

(2) S(L ;) 2 FE/2), Os<tsl.

Pretpostavimo da je to udinjeno 1 dokaZimo da je X kotipa F. Neka

xl,.'..,xn eX i

| }
0 o SlsE nex et = ez,

~21-2/P(2P_1), p=ind(X) = ind(1¥). Tada funkeije 2 X,

p
=:fk pripadaju prostoru Lx

gde je ¢
i za svaki izbor Bke{l, -1} vaZi
jednakost . 1

“Zlnwl kak“= 2 So I3 k-1 P ® x|l dt.

S obzirom na to i nejednakost (O ispunjeni su uslovi propozicije

I.7 (sa LX, £, i F(/2)). Zbog toga je

k
S2 RQE/2) = 3y, Flixd) < 1.

DokaZimo sada nejednakost (2). Neka je O0<t<l1, I, geLx, Wgil=€
i If+Agll €1 za svako AeD. Tada je |

Sl
]' l 2 0""(13) dt =:b.,

2T :
gde Je Yé) = So\lf(t)+ dUg®llauw/em ,  te [0,1].

Oznafimo sa G najveéu konveksnu minorantu funkcije F. Tada iz
deflnlclje funkcije Y i uslova (1) dobijamo nejednakost

hf®l+ YO cQe®Il/YD) = ¥YE® na skupu {t: Y&) 40} = Q.

Nalra 4o wldt) = WHdt/h. Mada e (@)Y =1 va je. prema Jengenovoil ne-
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jednakosti, JGUB(tl ¥WBIHEH 2 G(fJe®pat)/¥e)) = GE/v). Iz

toga i nejednakosti () dobijamo Ufl+ G(e) < Wfl+DbG(E/b). < b <1. Do-
voljno je jo% dokazati da je G(&) = F(&/2). Medutim, kako je F(£)=

£ .
SO F&) dt/t =:Fl(£) a funkcija F, konveksna, imamo G(e) > Fl(e) -

§oa P at/t 2 (/2)R(e/2)(¢/2) =F(e/2). B

Da bismo formulisali neke posledice teoreme 4, potrebne su nam
ove oznake: Fm © = FI?I(O) = |
Fy (€) = ¢2 inf §{v° M(t)/M(vt) 1sv<l/e, tz1},
Fy(e) = ¢ inf {Mﬁrt)/v ME): ¢ svsl, O<tsl}, O<E€sl.

Posledica 3. Ako je mera V konaéna, onda je LM(V) kotipa Fg}

Dokaz. Izaberimo pe]0,1] tako da Jje funkcija tHM(tl/P) kon-
vekspna i stavimo N@) =MQ) tP za te [0,1] i NGE)=ME) za tZ1. Tada
je N Orliczeva funkcija a prostori LM i I‘N medusobno su izomorfni
jer je mera V kona&na [49]. Dakle, dovoljno je dokazati da je Ly

kotipa Fﬁ} a to sledi iz nejednakosti F .?.Fg. Da bismo dokazall

tu jednakost, pretpostavlmo da je 0<£Sl l=sv=<l/e, t>0. Ako
je O<t =<1, onda ae N(vt) < tPMG® i, prema tome, (£®2N(t)/N(vt) =
(ev) M(D/M(v) > Fm(s), ako ;je t>1, onda ;je (E.v) N(t)/H(vt) (E.v)aﬂ(t)/M(tv)
2F (). &

Posledica 4. Ako Je :Lni‘ {V(E) E merljiv, V(E) > 0} > 0, tada
je LM(V) kotipa FM
Dokaz. U ovom slulaju Ly Je izomorfan prostoru L., gde je NE) =

MGB), 0<t <1; N(t) M’ (D(tp-])/p +MQ), t21. Da bismo dokazali ne~-
jednakost F ZFM, plsemo FN u sledetem obliku:

2
N(E') = g

Neka je 0<tsl, ¢=vsl, t=1. Tada je NGt) = tPNG) = tPME).
Kako je i M () = pMQ), to Je |

inf {F@O/N®V: gevel, t>0}.

e N(vt)/v NGO = ¢ M@/v MQ) = FM(E‘.)
Ako je 0<t <l, tada je

2N H/vONE = EMEH/ T NG 2 FRE). B

5. 0 teoremama 1 i 4 w sluaju kad je funkcija

liniiie b

M konveksna

Ako mera VYV zadovoljave neke dodatne uslove, onda se navedeni
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rezultati ne mogu dalje poboljéavati. Razmotrilemo detaljno meru V
sa sledeéim svojstvom:

e —— A - — . m——— R e ——

(+4) Postoji niz medusobno disjunktnih merljlv:Lh skupova (E : nzl)
takav da je n=l VE,) =o i V(En)l 0 (n—~w).

Ovaj uslov zadovoljava, na primer, svaka beskonadna neatomicna
mera. |

Propozicija 3. Pretpostavimo da mera V ima svojstvo (++). Ako je
prostor Ly(v) kotipa F: [0,1[+0,o[, onda postoji realan broj K

takav da je F(8)<KF,(f), 0st<1l. (M je konveksna.)

Ceﬁ_tralno mesto u dokazu ima sledeéi rezultat T. Figiela [20: te-
orema 1.8).

Teorema Figiela. Neka je normirani prostor X kotipa F. Ako Je
F(&) >0 za t €l0,1[, onda postoji Orliczeva funkcija G takva da
su ispunjeni ovi uslovi: (B G& 2 F{®, Ost<l; (@H) Gea(2,q) za
neko q¢oo; (i) X je kotipa G.

Dokaz propozicije. Pretpostavimo da je F Orliczeva funkcija
xlase A(2,q), 5to je moguée na osnovu teoreme Figiela. Neka je
0<€£<l, 1l<vsl/ge, t>0. Naci éemo konstante K< i ¢c€10,1] ko~
je ne zavise od ¢, v, t tako da je | |
) KM(t/c)/M(vt) = F(1/v).

Birajuéi v, & tako da je l/v=¢ =c¢/2, zakljudujemo da Me(bg)

Zato je Klﬁavzﬂ(t)/M@v) 2 ('E.V)EF(]./‘b = (gv) F(E/E.v) = F(e); poslednja
nejednakost sledi iz pretpostavke da je funkeija F(V=) konveksna.
Iz dobijene .procene i jednakosti (1. 5) dolazimo do tvrdenaa. Pre-
ostaje dokaz relacije ().
Izaberimo prirodan broj m tako da je
FQ)/@+)) € FQA/V) < FQ)/m.

Neka je (kj: j=21) strogo rastuéi niz prirodnih brojeva koji zadovo-

l1java uslov 1/M@EFY < ZneB VCEn) < 2/M(vt), gde je (En) niz iz us-
lova (+4 i Bj={ne2ﬂ: kjsn <kj+1}' Tada su rskupovi S,j::UEn (neBJ)

medusobno disjunktni i vaZi nejednakost
l/M(vt) < \}(Sd) < 2/Mvd), J=21.

Definidimo funkc::.ae X4 el ,[(V), j21, na sledeéi nadin:

s€ S
(s)
sGS\SJ

Tada je SS M(xj(s) v) V(ds) = M&rt)WBj) 2 1 i, prema tome, llxj_.ll‘El/v.
Zato Je | |
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SUIIRUx ) > (m+1)E(1/%) 2 FO).
Eako Fe (b )1I postogl konstanta c¢é& 1O, l] , koja zavisi samo od F,

takva da Je “zmi]}: 9:] ;j“ > ¢ 2za neki izbor Bje{l, -1}. Iz togsa

sledi

B ME/IVE ;) - fsmeH3 T osx @D Ve 2 1.

Odavde dobijamo (m+l)ME /MY 21/2, tj. Mﬁ:/c)/M(vt) Z 1/4m >
F(l/wb/llrF(]) Time je nejednakost () dokazana. ®

Na osnovu propozicije 3 mozemo dokazati da je teorema 1 u nekim
sludajevima najbolja mogudla.

Propogzicija 4. Neka je Banachov prostor X izomorfan prostoru
Ly (0,00, pri &emu je M konveksna Orliczeva funkcija koja zadovolja-
va uslov 132 Tada postoji realan broj K takav da je

S(X &) S KF,(€), Ostsl.

Dokaz., Dovoljno je dokazati da Je LM(O a0) kot:.pa 8 (X;8) i pri-
meniti propoziciju 3. Neka je Z skup svih nizova (x kzl) sako-
naénim brojem &lanova razlié¢itih od nule; xkeLH(O,oo Y. Jednako-

Béu l(x, :k21)l:= ¢ Eck';l kal2)1/2“M definisana je norma u 2.

Imitirajuéi prvi deo.dokaza propozicije 2.d.1[58], zakljudujemo da
je 2 izomorfan potprostoru prostora LM(H), gde je M Lebesgueova
mera na skupu [0,1]x[0,o[. S druge strane, kako su beskonaine mere
Lebesguea medusobno izomorfne [_55 str. 171}, LM(,-!) je izomorfan

LM(O,tr;). Dakle, postoji potprostor Y prostora X i izomorfizam

U: Y na 2.
Pretpostavimo sada da je ¢>0, X, ...,xn&LM(O,oo) i

lien

-So 1251 B®xllyat <.

Tada je (videti [68: teorema 1.d4.6])
2.\1/2
TN e P

Iz toga sledi da Je

“Zﬁﬂ_ Akzk“Z <clZ za sve A €T,
gde je 1z, = (‘s;jkx:j: j2l)e 2. Neka je z,=Uy,, y, €Y. Tada je
Odavde pomodlu 1eme I.2 dobijamo

Ek 21 &(T5 eqliyy ) <

Birajuéi c¢ tako da je cl—I\U“ dobijamo negednakost 2' SC(X;BkuI)
<1l. Time je dokaz zavrsSen. B -




&. O drugim klasama prostora

_—- - . - —p

Metod dokazivanja teoreme 2 moZe se primeniti na modularne pro-
store !(M y- Dosta informacija o tim prostorima moZe se naéi u [57:

str. 166] i fro8).
Neka je (Mn: n2l) niz konveksnih Orliczevih funkcija. Kompleks-
sni niz x=(%,: n2l) pripada prostoru E(M y ako je

Bxli:= inf {g>0: 3, M (& /9 21} < o
Obidno se pretpostavlja da funkcije Mn zadovoljavaju uslov
(1) | - M (D=1
| P
Ako Jje M (’c) t o, 1-:p <oo, onda Jje prostor ?‘(M ) Jednak prostoru

AL

prouéavao je K. Sundaresan[99]
Neka niz (t : n»1) iz intervala 10,1} zadovoljava uslov

, koji Jje uveo H. Nakano Ravnomernu konveksnost tog prostora

n-l n(b ) < . -
DefiniSimo funkcije N na sledeéi nac¢in: N (t)= M (t) ako je t_<t<
1; N =M (D(t- 1) +1 ako je t2l; N ®=M &)t/t ako je t >0
i Ostst,. (Ovde M oznaéava desnl izvod.) Ako postoji q< o

takvo da je- -
(2) tM'(t)/M ® <q 2a sve nzl, _ta[tn,l],

onda N eﬁ(l,q) za svako .n. Imitiranjem dokaza teoreme 2 mole se
ustanov1t1 da prostor E(N ) zadovoljava uslov (5.1) sa

F(e) = 1111‘ KF,.(8), O=gsl.
n Nn
S druge strane, lako je dokazati da je

Y- 2 . .
Fy (€)= € inf In Gt)/vm ©: v stsl, e<vsl} =:G_(9).
S obzirom na to i &injenicu da su prostori R(M y & E(N y izomorf-

ni, imamo sledeée tvrdenje:
Ako niz (Mn) ispunjava uslove (1) i (2), onda je prostor E(M )
n

netrivijalnog kotipa F(€) =inf G _(€) i izomorfan je ravmomerno c-
~konveksnom prostoru Q(N y* a
(p,)

Primena na modularni prostor £ 2" dovodi do zakljd&ka da je on
kotipa'a ako je r>2 a skup {_n: pn>r} "konadan. Na primer, pro-
stor l(2+l/n) je kotipa ar za svako r>2.

0 jednoj klasi Banachovih reetki. Neka je X kompleksna Banac-
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hova redetka. Kazademo da je X q-B-reSetka (g-Besselian lattice
0] ) ako je lsq<o i postoji pozitivan broj K takav da je

;

(3) BRI S O TR EW L) /a

za svaki konadan niz (xk: l1<k<n) iz X. :
Teorema Maureya{64]. Ako je X q-B-reSetka i q>2, onda je X

kotipa ed.
Ova teorema Se mofe dokazati pomoéu propozicije 2 i argumenata

koji su, u vezi sa ravnomernom konveksnoséu q-B-resetke, dati u
[58: str. 89). Polazi se od toga da je q-B-reSetka izometrilna K&t-
heovom funkcionalnom prostoru nad verovatnosnim prostorom (§,M).
Zatim se pokazuje da se teorema svodi na slucaj kad je K=1 u ne-
jednakosti (3). Na ovom se mestu koristi nejednakost

2N : -
(4) SO lx"‘ e‘tyl dt/2rn =2 (]x] +yl /4)1/2

umesto leme 1.f.2 u [58]. Dalje se rasuduje na slian naéin kao u

[58] i dolazi se do zakljulka da va¥i implikacija (5.1) sa F(g) =

Klaq | .
Nejednakost (4) se lako izvodi pomoéu 1eme 11.2.

7. Primedbeﬂi primeri

X,y €€,

Prostor L,, kao posebna vrsta modularnih prostora [73, 75], de-
finiSe se i uz slabije pretpostavke od onih u tadki 1. Neki od ta-
ko uopstenlh prostora izomorfni su prethodno razmatranlma, ali 1ma-
Ju praktlcnlh prednostl.

Pretpostavimo da neprekidna funkcija Q: [0,o[ - [0, oo[ nije’

identidki nula i da zadovoljava uslov

(1) Qrt) < KQ(t)r , O=<rsl, t20,
gde su K i p pozitivne konstante koje ne zavise od r i t. Ao se
LQ i |I-IlQ definisu kao u tadki 1, onda je (Lq,II*IIQ) kvazinormiran
prostor i moZe se postaviti pitanje kakvog je kotipa. Odgovor je
sliCan teoremi 4&: | |

Ako Qe (8,), 3. Q(2t) <KQ® za t>0, onda je Lg netrivijal-
nog kotipa FQ’

Ovo tvrdenje se moZe izvesti iz teoreme 4. Naime, neka je N(Q) =

sup{Q(tu)/up Ocusl} tzO. Tada N@)/tP raste (£t>0) i zato je

funkcija tHM(tl/P) - S N(ul/p)du/u, t 20, konveksna. Pored toga,
va¥i nejednakost Q&/2) s ME) <= K QE), tz0, iz koje sledi da su LQ
i Ly izomorfni i, dakle, istog su kotipa. Medutim, ako Q€ (A2), on-
da MeA(p,q) za neko qg<w, pa trafeno tvrdenje sledi iz teoreme &4.




1

Neka je O<p=sq < . Pisademo Q€ A(p,q) [65} ako postoji pozi-
tivan broj K takav da su ispunjeni uslovi (1l)—1i-— SR

(2) Q&) g krie®, r=zl, t=0.
(Q je neprekidna, nenegativna 1 nije identilki nula.)

Primer 1. Neka je Q@) = nin(tP, t2), p<q. Lako je dokazati da
Qe A(p,q) i da ne postoji pl>0 takvo da QEE(pl,q). Zato se teo-
rema 4 ne mo¥e direktno primeniti. Ipak, prema prethodnim razmatra-
njima, LQ je kotipa F(E) =g®, gde je m=max(2,q). Prostor LQ Je u

vezi sa prostorom X-= 1P+1.9, koji' se prirodno pojavljuje u teoriji
interpolacije linearnih operatora [50]. Prostor X sadinjavaju mer-
1jive funkcije X koje se mogu predstaviti u obliku X=X, + X5,
X, € LP, xzeLq. Kvazinorma se definiSe jednakoSéu -
= 3 . - P q
I\xllx = inf {ﬂxlllp + \lx2llq PXy Xy = X, Xy e L", X, el } .

Ako xleLP, x,eLy, onda je lixjll, = Uxlly & Uxot, 2 Hxlg 1,
dakle, llxl\lp+llx2uq 2 KllxllQ .(:w= x1+x2)- Zato :je ixlly = Kllxltq. S
druge strane, ako xeLq, stavimo Sl={s: \x@)| 21}, 82={s: |x(8)|<1}.
Tada je X=X, + Xy, pri gemu Je xk (k= 1, 2) proizvod funkcije X

i karskteristidne fuhkéije skupa S5y . Time Je dokazana inkiuzija LQ
cX. Iz nje i nejednakosti llanZKIIxIIQ, zbog kompletnosti X 1 LQ,
sledi da su X i L izomorfni. Prema tome, prostor IP+1? (p <q) ko-

tipa je F(&)= Emax(2,q)'_ ™
Razmotrimo sludaj konadne mere. Pisacemo Q eﬁm(p,q), O<p=<qecm,

ako postoje pozitivmi brojevi K 1 %, Q(to) >0, takvi da su ispu-
njeni uslovi (1) i
(3) Qlrt) <K riQly, r=l, tzto.

Pretpostavimo da Q, N G&m(p,q) i da je mera V konalna. Na
standardan nadin [49)] se dokazuje da su LQ(\)) i iLN(v) jzomorfni (i
skupovno jednaki) ako je, za neke ¢, b >0, ‘

el = Q® = cF®, t2b,
3to éemo zapisivati kao
QM = NE, t-oo. ,_
Lema 6. Neka Qeﬁm(p,q). Tada postoji Orliczeva .funkcija
MeR(p,q) takva da je Qb =Mlb, t .
Dokaz. Neka su ispunjeni uslovi (1) i (3). Definifimo funkeciju

Q, na sledeéi nalin: Q@)= th(tO)/top, Ost=t; Q& =qd), tat,.

Tada funkcija Q,® =inf {0Q, cu) /u?: Osu <1}, £t20, ima sledeCa svoj-
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stva; Q2 e Np,q); Qe(t)/tq (t >0) opada; cht)ﬁQ(t)& t~+w. Iste
osobine ima i funkcija N&) = sup {Qzﬂsu)/up'r""O?ﬁ‘gI 11, uz to,

N®/tP? raste. Tra’ene uslove zadovoljava funkcija
1 .
ME) = SO N(ul/Pt) du/u, t=20. &K

Iz posledice 3 i leme 6 sledi da Jje prostor LQ(v) (ako je mera Y
konadna) kotipa

F(¢) = € inf {v Q®)/QFt): 1gvsl/e, t>t 1 (QE)>0).
Primer 2. Ako je mera V konalna i Q¢ Am(p,2), onda je LM(V) ko-

tipa 52. To se moZe primeniti na prostor LQ =Lp(log+1.)°‘, p<a2, >0,
" .
gde je Q&) = tP(logtt) , log't=max(logt, 0). Ako je p=2, onda Je

Lp(log+L)d kotipa ap/llogaﬁ Sto se moZe zakljuéiti i pomocu teo-
rema (MT) i (FP). ®

Primer 3. Neka su X i Y kompleksni Banachovi prostori i pal.
Ka%e se da je linearan operator U:X-Y p-apsolutno zbirljiv ako Je
n P P n " p
§k=1ﬂka“ S K “;Bcgﬁﬁl 2k=ltx (xk)l -
za s8vako n i svaki niz (xk) iz X. Pri tome Je K pozitivné konstan-
ta koja zavisi saﬁb'bd U. Ako je Y Banachova resetka, onda su sle-
deca tvrdenja ekvivalentna [58: teorema 1.1‘.16] : (3 Y je kotipa 62.
(i) Svaki operator U: ¢ —»I zbirljiv je 2-apsolutno (ako je linearan
i neprekidan). Pretpostavimo da je M konveksna Orliczeva funkci-
ja.Ilz propozicije 3 sledi da je LM(O o kotipa &2 ako i samo ako
MeA(l1,2). Na slidan nalin se dokazuje da Jje f, kotipa 52 ako i sa-
mo ako je, za neko K> 0, (i) MEt) 2 Kv M(t), 0<v t <1. Ekviva-
lenciju () &>Gi), Y= t’M’ dokazao je direktno I. A. Komardev[116].

CREREMA CRFAYSATIJA YIOYNENT D2
1A RATEMATINGY, MENAUSKY HACTROISAuSY
D HDBJAMHOTILE v A

Bpoj: . J—
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Glava 1V

HARDY—ORLICZEVI I BERGMAN-ORLICZEVI PROSTORI - .-

Oznake. Slova p, q, r oznalavaju realne brojeve koji, ako nije
drukdije naglaseno, zadovoljavaju uslove |
O<r«<l, O<p<£Qq.
Slovo f uvek oznafava analiticku funkciju na jedinidnom disku D.
Slovo K se upotrebljava kao oznaka za pozitivne realne konstante
koje ne zavise od £ i r.

1. Definicije i neka svojstva

Neka Q€A (p,q), tj. Q zadovoljava uslove (III.7. 1) i(I11.7.%).
Hardy-Orliczev prostor HQ obrazugu analitidke funkcije f koje za-

dovoljavaju uslov
llf“Q:= sup{mq(r,f): 0<r<1} < ©,
gde Je
Mo(r,1) = inf{ §50: Io(r,£/3) < }

Io(r,1) = So Qe @e™®)p at/em .

Bergn&an-@rliczev prostor AQ Eine analitidke funkcije iz LQ(JD).
Kvazinormu u &, definidemo jednakoScéu

li£llg = inf {§>0: J(£/9) = 1},
| 1
To(f) = $o I(x,8)dr.

Ako £ GHQ', onda granidna vrednost

f(elt) c= 1im fﬁ?eit)
-1~

postoji za skoro sve te [0,2%] i njome je definisana funkcija iz

. ol

gde je

iQ=LQ([O,2ﬂ], dt/2® ). Osim toga, ako je f(eit) =g(e1t) skoro svuda

na 0,21} (f, g G:HQ), onda je f@) = g(z) za svako 2z €. Prema tome,
HQ se mo¥e shvatiti kao deo prostora LQ Ako Qeﬁ(p,q), onda vaZi
viSe: 'HQ je izometrifan potprostoru prostora LQ {52 I]. RNaime,

tada je funkcija Q(It@D, z eD, subharmonijska i, dakle, Q(r £)
raste po r. Iz toga sledi da je (ako Q&A(p,a))

(1) Wflly = inf {§50: Io(£/%) < 1%,
gde Jje
IQ(f):-_- sup{IQ(r,f): 0<r<1}

SEK ot
= Jo Q(\f(e )D dt/2n.
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Primeri. Najvainiji su prostori HP i AP koji se dobijaju kad se
uzme da je QM =uP, Potpunije informacije o H® i AP, xao i nekim
uopStenjima, mogu se naéi u [15), 23] 1 (66]. |

Osim Hp, u klasidnoj analizi desto se pojavljuje prostor HQ =
A ‘ ,
EP(10g*EY, gde je Q@)= uP(log'w)® (£20).

Neka Jje 2
r Og(m£) = Jp_ Q@) \f @/t@Pres,
gde je M Lebesgueova mera na D, s {zEZID i1z] £ r'} i f(@#£0 za
neko z €D. Ako je f(@@ =0 za svako z, staviéemo CQ(r £)=0, Kori-
sna je sledela osobina funkcionala Cq.
Lema 1. Neka Q e A{(p,q) i £(0)=0. Tada je

-1 1 -
1o(0) £ §o otz ar < K1),

Dokaz. Razmotrimo funkciju

1l |
@ - §o(§, @ at/e) as/s = § o et w asatzst, u o,

Kako je N dvaput dlferencljabllna, vazi jednakost (Hardy-Steinov
identitet [85])

onr & N(r £ i (N4 + N AD/IED 12 1% 1ed

(2) T rCQ(r £), | £#0.
S druge strfane, kori3éenjem nejednakosti (st)qQﬁ:l)sQ(stu) < @t)? Q(u),

O0<s,t <1, dobijamo Q6.1)/q N SQ(u)/p . Iz toga sledi nejedna-

2 2

kost p IN(f) S IQ(f) =< q

IN(f), koja sa (_2) daje traZeni rezultat.

2 Generalizacija teoreme Hardyja i Littlewooda

Jedno od vazZnih sredstava u teoriji HP prostora predstavlja sle-
deéa teorema [15: teorema 5.11].
Teorema (HL). Ako feHP, onda je

1 .
SO (l-—-r)-p/b Iﬁb(r,f)p dr ¢ ® za sve be]p,mf.
Napominjemo da Je

Kratak dokaz teoreme (HL) dat je u 166]. Ovde dokazujemo sledeéu
generalizaciju.

Teorema 1. Neka Qe A(p,a) i b>aq. Tada je

So Q[(l-r)‘l/b M_b(r,r)'_] dr = KI(f).
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Dokaz. Upotrebom Blaschkeovog proizvoda [15] teorema se svodi na
sludaj b=2. Osim toga, dovoljno je razmotriti sludaj kad je f(©@=

O. Neka je b=2, f0)=0 i £#0. Tada je g<c 1
£(@ = Em_l anzn
Uvedimo sledeée oznake: g = Q(v"'), w@ = (5  Jlage )2 :

B = 2§=l ‘2r2n -1 ® X7 S]Dr‘f (z)\aﬁ(dz)-
RKako je |f@|°<w@®, zeD_, a @/u @>0) opada (jer #eB(p/2, 0/2)),
to je rCQ(r,f) > %%&')—2 Sm‘t‘lf."'(z)\2 @2 = Xr 6&‘)%-) . Odavde

pomoéu leme 1 dobijamo
ORIy 2 Sotgs(w@)s(:a/w(xﬂdr.
Kako #Q@)/u opada, vaii nejednakost ¢ v/u 2 6 -8, u, v>0.
Iz nje i prethodne sledi |
1
(1) K1) = 1§ [#ee®) -#we)]ar,

gde je ¢ pozitivna konstanta koju éemo naknadno odabrati.
Da bismo nastavili dokaz, potrebne su nam dve nejednakosti koje
su neposredna posled:.ca teoreme 6 iz [65]: |

(2) S $(s6)) dr > K, 58 27Rg( 3y Kl 1),
keI k

(3) S FWE)) dr £ K, 32 '“fs((zkel \a,,p )
Ovde je I {k 2D <k {2n+1} i K2 su pozitivne konstante.

Koristeéi se nejednakodéu (Ekel lukl) S zkelk‘°k| , iz (2) i
(3) dobljamo

| 1
o s) ar = K, (- seerar = 3 §od(cs@)ar,

pri &emu je konstanta ¢ odabrana tako da Jje ¢ 21 1 cp/gz 21{3
Iz ove procene i nejednakosti (1) sledi

- 1
(39 K1) 2 §,8@6) ar.

Dokaz ée biti gotov kad dokaZemo nejednakost

; ; _.
@ x5 sl im0 e < §; #6@) ar..

: < 2 . 2 0 - |
Neka je gn"zkel la,I°. Tada je M,(r,£)° £33 _, 5,7 i, zbog

neprek1dnost1 i subadltlvnostl funkcije #,

6{(1-) M (r,£)%) s 32 g [1-r) 715 r" 1 ¢
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2?1.;0 8 [(1'1:')_1 ?n]r2%/2_a_ .

. - -
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Odavde integracijom dobijamo

el _ _
5)  §o gla-mtm,(r,0)% ar ¢ K32 27 8(2%5)),

pri ¢emu je primenjena nejednakost

Sl -1 ol -1¢% ' o
. o8 [(1-r)7 g Jrtar = &7 @ /u)(1um) du

ol )
< oL"lSOgf(ocgn)(u‘P/2+u'Q/2)(1-u/o¢)°( du < KPWKE )/t , o 2P/2.

Ne jednakost (4) sledi iz (2) i (5). Teorema je dokazana. B

Iz teoreme 1 dobijamo, primenom leme III.6, sledecdu géneraliza—
ciju teoreme (HL): |
Posledica 1. Neka Q& Am(p,q), g <b. Ako fe'Hq, tada je

1 | 3
I o[-0y Pm (z, )] ar < .
. P + d. .
Specijalno, ako fe€B*(log H) , b>p, onda Je

1 | |
--'So(l-r)"P/b Hb(r,f)P hog(1l-r)|%dr < . |

5. Banachova obvojnica Hardy-Orliczevih prostora

Neka je «{X,|1) kompleksan kvazinormiran prostor. Norma u X" (du-

al X) uvodi se, kao i kod normiranih prostora, JjednakosSéu
Ixll= sup {kx'®l: Ixi<1, xexji.
0d interesa-je sludaj kad X" razdvaja tatke u X, 8to znadi da Jje
x=y ako je x"® =x"@§) za svako x"e& X", Tada je jednakoséu
(1) lixW = sup {Ix"®: WxW <1, x"€X"}, xeX,
definisana norma u X. lLako se dokazuje, primenom teoreme 0 razdva-
Janju konveksnih skupova, da je
lWxii= inf { ¢ >0: x/8 € EE(BX)} .

gde je By jedinidna kugla prostora X. Upotpunjenje prostora (X,%1,
koje éemo oznalavati sa Env(X), naziva se Banachovom obvojnicom
prostora X (sa kvazinormom Il). Taj pojam je uveden u {84] i [91].

Koristenjem jednakosti (1) moZe se lako dokazati da je

Env(2P) = [.1, O<p<l. |
Medutim, to je jedan od retkih primera u kojima je mogule dati izo-
metrijsku reprezentaciju Banachove obvojnice. NalaZenje izomorfne
reprezentacije nefto je lak3i problem i za HP prostore reSili su ga
P. L. Duren, B. W. Romberg i A. L. Shields [16]. Ovde se njihov rezul-
tat uopsStava na jednu klasu Hardy-Orliczevih prostora. |
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Neka je funkcija ¥ definisana, pozitivna i neprekidna na inter-
valu 10, 1[. Prostor B(¥), koji su'uveli“_"_a_,___L. Shields i D. L. Wil-
liams [93], obrazuju analitidke funkcije £ koje zadovoljavaju us-
lov

= Sl‘fl y(1-r) M, (z,£) d
\f ()= o (1-)(1l-r 1(T r < .

U sledeéoj teoremi Q  oznadava neprekidnu . pozitivnu funkeiju
na [1,0[ koja zadovoljava uslov

Q(QW) = u, u -»w. \
Teorema 2. Neka Qe&A_(p,q) i.,‘l’ér)=1/rQ"(1/r)~ Ako je q<1,

tada gu prostori Env(HQ) i B(y) izomorfni.

Deo dokaza je sadrZan u sledeéoj lemi.

Dokaz. Koridéenjem leme III1.& tvrdenje se svodi na slucaj kad
QeX(p,q). Neka je tako. Lako Je dokazati da je B(Y) izomorfan
prostoru IB(Y¥), gde je |

Y@ = 1/rQ (1/r)
a Q'l oznadava inverznu funkciju. Prema tome, dovoljno je dokaza-

ti nejednakost
R ufums K\\f\lQ

Neka Je llfll -1. Tada je I (f)== 1 i, prema teoremi 1,

&

O ( ol-mlm, (0] e < K.
Kako ]?I[l(r f)/(l-r) raste sa r, to je

(1-r) Q(1-r)” mlcr £)) <

a odavde sledi

I‘]Il(r f) g K/"l’(l*—l‘),
t;]. u, < Kuy, gde je Yy = = (1l-v)" I-’[[l(r £), uy =Q-1(1/(1-r)). Ka-
ko Q@ /u opada, vaZi nejednakost Qﬁ;l)/ul < KQ(%)/%, tj.

k" 1(1-2)"1¥Q-r) 1, (r,8) < Q[1-0) 7 i, (=, )]
Sada trazeni rezultat sledi iz nejednakosti (). K

Dokaz teoreme 2. Dovolano je dati dokaz pod pretpostavkom da Jje

QeE(p,q) i Q = Q . Tada se primenom leme 2 i metoda J. H. Shap:.-
roa [92] teorema svodi na sledeée:

Ako je feB(p) i \\fu(\‘,) =1, onda postoji Borelova mera T na D
i operator U:D *"HQ takvi da Je ‘

(2) jti(D) € 1,
(%) . suo ity .. red 1l £ K.
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(4) £(@ = S}D Uz @ T@dsg), zeD.

(K je pozitivna realna konstanta koja ne zavisi-od f+) ———
Neka fe B(Y), Wllgy =11

T@s) = P(1-13D £(3) Heg)/2n(1-13D, TEeD,

pri éemu je M Lebesgueova mera na . Tada Je

1 2N | :
1T (D) = S T drS (l-r)_l ‘f(l-—r) !f(t'e"t)ldt/":!h' < I\fll(‘f,) =1.

Dakle, uslov (2) Jje ispunjen.
Da bismo definisali operator U, izaberimo # tako da je

(n+2) p > 1.

Neka je
V @) = (n+1)(1- ‘3‘2)(5 (1__ Tz)” f.tn---2lr

.-Tada je (v1det1 (92
() = §p V@ £(5) pay).

Stavljajuéi .
U@ = 2 (15D Q" (1/(2-13D) Vg @),

vidimo da U zadovoljava uslov (4). Preostaje dokaz nejednakosti (3.
S obzirom da U:«ne. zavisi od f, dovoljno je dokazati nejednakost

(5) | sup{\\US“ : 3eD} < o. N
Neka 1eD, u=Q (1/(1-BD) i hE) = (1- KDP*2(1-32)7%°. Tada je
\Us(z)l < Kuh®|, pri cemu K ne zavisi od x i z. Kako Je \h(z)|<l,
“to je QU@ = kQuh@]) < KAWL = Kh@IP/(1-13D). Odavde
sledi iQ(US) < Kllhllg /(1-1xD. Na osnovu nejednakosti

-Felfl % lat’ < k@™ *,  «>0,
[15: str. 84], zakljulujemo da Je ||h||g <K (l-l}'D, tj. IQ(US) < K,

pri &emu K ne zavisi od ¥ . Odatle sledi nejednakost (5). Teorema
je dokazana. R

4. Obvoa ica Benggan—Orllczevog prostora

Prostor Emr(AQ) ima sliénu reprezentaciju kao ::.nv(HQ), ali se
pretpostavka o funkciji Q moZe oslabiti.

Teorema 3. Neka Qe%(p,l) (pgl). Tada je obvojnica prostora
AQ izomorfna prostoru B(f, gde je

Y@ = 1/r Q(1/2°).

Simbol Q= ima isto znadenje kao u teoremi 2.
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Dokaz se zasniva na sledelo] lemi.
Lema 3. Ako Qe&A(p,1), onda je

—r

1 | 1
1y Samefa-nime,nlar < ¥ JoIge,0) ar

Iz ove leme, slidno kao pri dokazu leme 2, izvodimo nejednakost
ufll(?) < Kllf“é . Pada se teorema 3 dokazuje na 1sti nadin kao teo-

rema 2.
Dokaz leme %. Najpre dokazujemo nejednakost

(2) | (1-r)Q[(1-r)"1M1(r,fi)] < KIn(f), feHy.
Neka je P@ = Q@la), w20, i £f@ =Zgi__l qnzn. Iz dokaza teoreme

1l vidi se da je ) |

(3) S0 22 Zxer_ 0, ) < K 1p(0)

S druge strane, funkcija Q Jje subaditivna ;jer Q) /u opada i zato

Je -1 2
Q[(1-r) " M, (x,£)°) <37 Q1-v)" EB]I' ,

gde je qu |ak| Iz toga i elementairne procene

(1-r) Qfa-r)” gn]rz P ¢ x272q(2",)
dobijamo nejednakost
- (i-r)Q[(l-r)"lle[e(r £)2)¢ 3% 272Q(2%,) < KIp(f).

Odavde se dolazi do (2) standardnom upotrebom Blaschkeovog proiz-
voda.
Primenjujuéi nejednakost (2) na funkeiju £ Cz) f@z), dobijamo

(1-1) Q[(l-r) I'I[l(r )] < KIQ(r,f),

a odavde sledi (1).
Primedba. Izvodenae nejednakosti (2.3") u dokazu teoreme 1 zavi-

si samo od pretpostavke da Qel(p,2), Sto je, zajedno sa (2.2),
primenjeno u dokazu leme 3 da bi se izvela nejednakost (3).

5. Primeri uz teoreme 1, 2 i 3

Postupak kejim je dokazana teorema 1 moZe se se iskoristiti da
se dobiju neke informacije o koeficijentima funkcije iz prostora
HQ. Navodimo Jjedan primer.

Primer 1. Neka je Q eam(p,q). (D) Axo je q=2 i f eHj, onda

je 2;1 n"2Q(nlan|) < ©. (i) Ako je p=2 i 2:;1 n'2Q(n]an|) < @,
onda fqu.
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U ovom primeru je sadrZana Hardy-Littlewoodova teorema o koefi-

cijentima HP-funkcija [15: teoreme 6.2 i6.3}.
Prvo tvrdenje se lako izvodi iz nejednakostl (2 2) i (2 3) a

drugo se moze izvesti iz procene

(1) I € KSOQ(\E@N::, Qe B(2,q).

Pri tome se koristi teorema 6[65], koju ovde formuliSemo u sledeem

obliku. |
Lema 4. Neka je (b_:n2l) niz nenegativnih realnih brojeva, Y@=

2 ? 1 bnr i Qe &m(p,q); Tada postoji pozitivna konstanta K, ko-

ja ne zavisi od (b,), takva da je

1
D02 "3 er by) £ K+K SOQ(‘I’(I))dr,
n - | |

1 ‘ ® ,-n
Soav@rar & K+xZE, 2P Syer by)-

Napomin;jemo.da nejednakosti (1) i (2.3") predstavljaju uopStenje
odgovarajuéeg rezultata F. Hollanda i J. B. Twomeya{38] o BP pros-
torima. | -

Primer 2. O dualu Hardy-Orliczevih prostora

Linearne funkcionale na Hardy-Orliczevim prostorima razmatrac je
R. Lesniewicsz [51, '52]"-&1_1 bez konkretne reprezentacije duala. Teo-
rema 2, zajedno sa rezultatima A. L. Shieldsa i D. L. Williamsa [95]
omogudava nam da odredimo prostor (H )" u sludaju kad Q ebm(p,q), |

q <l. Naime, tada je prostor (HQ) 1zomorfan prostoru B'(Y), gde je
v@ =2 Q7 (1/r), ¥ >1/p-2.

Sparivanje se zadaje bilinearnom formom

(2) (£,8) = SD £@) 5(5)(.1-121')rﬁ(d2); feHy, g eB(Y).

Prostor B‘(Y) 3ine analitilke funkecije g na D koje zadovoljavaju

uslov

lelly= sup { |g@¥(1-1z]): zeD} < .
Ako je Qf) = up(log+u)d‘ s, p<l, 20, moze se uzeti da je
(3) Qe = ul/P(log(1+u))~" %P, uzx1.

Odatle sledi da je dual prostora P (1o0g* H) , P<l, izomorfan sa

BY), YO =r(1+]|log rl)""vp, u odnosu na formu (2) sa ¥=1/p-1.
U slucaju «£=0 ovaj rezultat pripada Durenu, Rombergu i Shieldsu

(16].

Koridcéenjem teoreme 3 mogu se dobiti sliéni rezultati o dualno-
sti Bergman-~Orliczevih prostora.
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Primer 3. Teorema 2 necle vaziti ako se izostavi pretpostavka da

je q <1l. Neka je, na primer,

S— ] = TA— rrmamae. -

QW =u(l+|log ul)"1 , u>0. |
Tada Qeﬁm(p,l) za svako p <1 i moZe se uzeti Q @ = ulog(l+u).

Kako I'I[l(r,f) raste po r i Y@ =1/rQ (1/r) 2 K/(1+Ylogrl), pro-
stor B(?) sadrZi jedino nulu. S druge strane, Env(HQ) je beskona-
ne dimenzije jer (Hy)® razdvaja talke u Hy {52 1.

Teorema 3 je primenljiva i u ovom slulaju, za razliku od teoreme
2. Prostor Env(AQ) izomorfan je B(), gde je

Y@ = r/(1+llog D).

6. Razlaganje Bergman-Orliczevih prostora

w s F ' i CO n
Do kraja ove glave sluZiéemo se oznakama: £{2 = §n=o a_z ,

I={k: 2®sk<2®?, kew} (n=0,1,...) 3

2,0 = Tyep G2

Teorema 4. Ako QeA (p,a), l1<p<q, onda Jje

CO N Q(If(O)DW%;O 2RI(f) € K+KIp(L),
(2) - J9(f) & K+EQUEOD + K2 peo 2 IEy)s

gde J | 1
e je 3o(0) 2o 1g(m.2) ax.

U sludaju Qf = up, 1<p<w, ovaj rezultat je dokazan u [66];
tamo su dokazane i neke generalizacije na prostore sa mesovitim
normama. Ovde se slufimo sliénim metodom.

Lema 5. Neka je h(z)=§§=m akzk, Qsm-c_n.' Tada je

IQ(h)rnq < Ig(r,h) < IQ(h)rnp
ako Q€A(p,q).

Dokaz. Neka Je E(Z)=Z§=m a‘kzn'k. Tada je

B %4} .
I(z.h) -$o QU /r)rtphat/et 2 I5(1/r, g) r 4,
Kako je g polinom, funkcija |g|p je subharmonijska u celo] ravni

i, prema tome, subharmonijska je i Q(Igl).. Zato je 1 (I'—]', g) ZIQ®
=IQ(h). Time je dokazana prva nejednakost; druga se dokazuje na
slidan nadin. B

Lema 6. Neka Q€A _(p.a). o >1l. Tada je
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pri ¢emu K ne zavisi od n. e e S
Ovaj rezultat se izvodi, na isti nadin kao kad je funkcija Q
stepena, iz nejednakosti [111 II: Ch. XII (4.53)]

2n 2K
)\ euEobat s x+x§y aqew at -

Ovde E oznadava konjugovanu funkciju. Konstanta K ne zavisi od g
€LQ(0, 2%).

Dokaz teoreme 4. Pretpostavimo, samo iz tehnidkih razloga, da je
£(0 = 0. Teorema se svodi na slulaj kad Qel(p,q). (Videti lemu III.

6.) Neka .Qeﬁ(p,q) (l<p <q). Tada'l,je

pri ¢emu je primenjena lema 6. Odavde doblaamo, primenom leme 5,

K+KIQ(r,f) p-2 (l-r)fm a IQ(fn) I_2E(q+1)_'

Integracijom ove nejednakosti dobijamo ﬁejednakost (1).
Da bismo dokazall nejednakost (2), stavimo

(2) 163N |- @|r° ),

_ -~ n -
gde je hn(z) = 2-2 fn(z)_. Kako Je hn polinom a Q konveksna funkcija, .

to Je funkcija'Fﬁ r subharmdnijska u celoj ravni. Iz toga sledi
’ ' |

21 X

o Fn (re‘t)dt £ ), F, I,(e"t)c:l*»:,

[36: teorema 2. 12] Odavde d01a31mo do nejednakostl

2KIQ(r,f) < Q(E |fn(e )lr )dt.

Primenom leme 4 sada dobijamo

2WIN(£) = K+KS 2n°2"nQ(|f(e"t)[)dt.

Time je dokaz ‘_zavréen. M

!
Iz teoreme 4 i leme 5 sledi nejednakost (gko je p 1)
- o0 t
-1+ K Lage) < Q@D + 30, Io(E,) < K+KJo(1),

kojom je opisana jedna bezuslovna dekompozicija prostora1AQ na pro-
store konacne dimenzije. Lako je dokazati (direktno\ili pomoéu te-
oreme ¢ zatvorenom grafiku) da Jje jednakoscéu .
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Wy = inf {8 0: le@Vg + 35,27 Ig(e/9) < 1

——— T

definisana ekvivalentna norma na AQ (ako ""_Q'ébm(p,q), p>1).

Primedba. Nejednakost (3) dokazana je u [111 II] pod pretpostav-
kom da je Q@) =uPgW@, gde je ¢ sporo promenljiva funkeija, ali se
dokaz lako prenosi na funkcije klase %(p,q). Taj dokaz se zasniva
ne jednoj varijanti interpolacione teoreme Marcinkiewicza [111 II:
 gtr. 116). Postoji i elementarniji dokaz {88].

7. Bezuglovni bazis u AQ

Upotrebiéemo teoremu 4 da bismo konstruisali bezuslovni bazis u
prostoru A.. To je sistem (w‘n: n20), definisan na sledeé¢i nacdin:

Q
UE(Z)=1,

n n

w@ = i

ol ako ne{a : W= 0, 1,...},

urn+k(z)=wn(em“kz ako je n=2", O=<k<n.

Ovde je €, = exp(2Ry/n).

Ako je n= 2" i 0gk<n, tada je w 4k jedinstveni polinom ob-

|

lika zjeI bjz"j kojl zadovoljava uslov '

o .
Wy Eg) = ;: g "lk{ . (O0sj<n)

Neka Jje f@)=f@)= Clo i

B k)= fp(ep) = Tior 9360 , Osk<2™.
. : m .
Tada Je -
(1) £@ = fow @, 1z eD.

Ova reprezentacija je jedinstvena, t,]. ako je f@) = E:?o bnwfl(z)’
z €D, onda jJe b_ =1@).

Teorema 5. Funkcija f pripada prostorua (QGA (p,q), p>1)
ako i samo ako je

3% ()P le) < o.
Osim toga, prostor AQ je izomorfan prostoru LQCN, ?\), gde je N =

{0,1,...}i Aa{{n}) =w-(n+1)"2 ;
Sledeéi rezultat J. Lindenstraussa i A. Pelczynskog (551 pred-
stavlja specijalan sludaj drugog dela teoreme 5.
Teorema (LP). Ako je 1l<p <, onda su prostori AP i Lp izomor-

-b-.a—.n‘
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Dokaz teoreme 5. MoZemo pretpostaviti da Qel(p,q) i £(@=0. Ta-
da je, prema poznatom rezultatu iz interpolacije trigonometrijskim
polinomima {111 II: Ch. X,(7.4), (7.6)],

n _.
2 P32 “hale e = KIg(e),

pri demu K ne zavisi od n. Iz toga i teoreme 4 dobijamo nejedna-
kost

(2) © 07U < E+K JI(1).

Time Jje dckazana implikacija

feh, = znl _2Q(‘f(n)l) < o.

Da bismo dokazali obrat, pretpostav1mo da Je

(3) ® 2otV =1,

n=1
gde Jje o p031t1vna konstanta koju ¢emo naknadno odabratl Neka Jje

QW) = sup {su-Q@: 820}
(komplementarna funkcija). Tada

#) . 32 0n7%Q%ey 1 = 52 .27%lf@c | s 2

)

Da bismo nastavili. dofaz,'potrebna nam je sledeéa lema.
Lema 7. Neka je funkcl,ja h(z = §n=l )*nz ana_litiékg u Di
h (2 = Zk&i Ykz . Tada je

on .
e @®)atzaw - 203, - FQE®.
n

Primenjujuéi nejedﬂakost (2) na funkecije h i1 Q°, dobijamo

© a2QUA@D € K+E 3D 27RIo(ny).

Odavde stizZemo do implikacije; pomoéu (4) i leme 7,
§°° 2"“1 (h ) £1 = > °° 2"‘ \So £ (e‘t)h (e"“t)dt‘ .

Kori3éenjem nejednakosti (6.3) i leme 6, zakljudujemo da se u ovoj
implikaciji umesto h (e""t) mofe pisati g, ®, pri cemu je 8, proiz-
voljna funkclaa iz LQ «(0,2%); na desno] stranl ¢e se pOJ&Vltl kon—-
stanta K2 ko;ja ne zavisi od T, 8, i . Izaberimo o tako da Jje 2N =
Kzo{ . Tada |

21r _ ‘ |
(5) " Z2pio? 2" Ioe(gy) 1 = Zw 2‘“\ 0 fn(e"t)sn(t) dt/r’-’ltl <1,

gle g €Ly-(0,21), Ip.(g,)- So Q e, ®D dt/2x .
Neka je g ) = Q. (lf; @)D sign £.("). Tada je
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Szxr it
(6) IQ(fn) +IQ-(sn)= 0 £ e7) g, ®) dt/2n .

Pretpostavimo da je 21?=o o~n IQ’(gn) - &€[l,0f. Tada je, zbog kon-
veksnosti Q,

S22 Ig(e /) €1

i, prema relacijama (5) i (6),
a0 '-I'l ' < .
B+2,2 I8 2 A
Odavde sledi da je f{@ =0 za svako 26D, 8to je nemogule zbog (3).
Na slifan nadin se dokazuje nemoguénost jednakosti Zg'; o 2~n IQ-(gn)

= . Dakle, Efm g'nlq.(gn) < 1. Sada iz (5) i (6) sledi
Sorg 2 I(fy) < 1.

Time je dokazana implikacija 2;1 n"z QDD < 0 = feaq.

Izomorfnost prostora Aq i LQ(ZN,B) gsadrZana je u prethodnim raz-
matranjima, a mofe se se izvesti i na osnovu teoreme o zatvorenom
grafiku. ® | | |

Primedba. Primena leme 6 i nejednakosti (2) i (6.3) sa funkci-
Jom Q'-umesto Q b%;q je moguée zbog toga 8to Je |

U@ < QGEw =P @, u>0, _
ako QeA(p3a), p>l, pri demu je p’=p/(p-1) < ®, q’= q/(q-1) > 1.
Dokaz leme 7. Lako je proveriti da je |

1,0 = Jyer WY@

i | SEKWCe‘tN(e-"‘t)dt .0 28 mAn
C n m o .
2ato Je , | .
LN - als o X )
So fn(eit)hn(e "t) dt = Ekﬂn f@&) h® SO Luk(eft)urk(e i't) d_t.

Primenom Parsevalove formule dobijamo

on . |
So ur e®)ur () at = 2m27F, kel .

Time je dokaz zavrsen. R
|

Primedbe. 1. Ako je Q) =tp, l<p<m, onda je izvodenje teoreme

5 iz teoreme 4 mnogo prostije (videti [66]). Naime, tada teorema 5
sledi direktno iz teoreme 4 i nejednakosti | . P

b

n
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2. Drugi deo dokaza teoreme 5 pokazuje da je dual prostora An
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(pod uslovima teoreme 5) izomorfan prostoru AQ' . Isti zakljulak
gsledi iz teoreme 5 i dobro poznatih rezultata o. dualnosti Orlicze-
vih prostora. Izomorfnost prostora aPy" i AP , l<pcm, prvi su
dokazali V. Zaharjuta i V. I. Judovid[11Q], i to korlscenaem projek-
cije prostora LP(D) na AP,

3, Teorema 5 pokazuje da prostor AQ ima sasvim drugaéiju struk-
turu od svog natprostora LQ(E). ‘Postoje i druge razlike, koje su
uslovljene svojstvima analitidkih funkcija. Pretpostavimo da je Q
konveksna Orliczeva funkcija klase ﬁm(p,q) (qzp=2l). Tada je pro-
stor A, strogo konveksan i gladak.(Glatkost se moZe ustanoviti po-
moéu poluskalarnog proizvoda[82, 25).) Iz toga, na primer, sledi
da prostor Al

nije izometricdan sa ¢l (izomorfan jeste).

»
[ J ¥ [
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