Maremarudku dakyarer

Yuupepsuter y Beorpasuy

Mustomm MnioBanoBuh

IIpumena cumerpuja y peraBaiby
TupepeHnjaJHnX jeJHAINHa,

JUTLJIOMCKH PaJl

MemnTop:
np Cphan Bykmuposuh

YanoBu KoMuCH]e:

np Mupjana Bopuh
np 3opan Pakwh

Beorpaz, mapt 2008.



VBO/I

Y oBOM pajy pazMaTpamMo pernaBaibe nudepeHnjaaHuX jeTHAYHHA YIoTpe-
6oMm cumerpuja mTo je Tema kojom ce 6auo Codyc JIu y apyroj monoBuHu
neserHaecror Beka. [lojmosu Jlujese rpyme u anrebpe, maHac MIMPOKO PACIPOC-
TpameH!, NYTyjy CBOje MOCTOjame ympaBo oBuM JlmjesnM pamomma. Ilozma-
Bame Teopuje JIujeBux rpyna u aaredpu O KOPUCTH j€, NAKO HUje HEOMXOIHO,
je€p ce y TPBOj IVIaBU OBM IIOJMOBH yBOJIE ¥ OHOj MEPH y KOjoj Cy NOTpEOHH.
Wnak, maxspuBu wyurTasarn npuMerulie 4a HEKE CTBAPW HHUCY [0 Kpaja pas3jar-
IbEHE IITO je M3Pa3 TeXKbe 13 ce n30erHe 3a7JaKeme y CJIO0KEHE W ANCTPAKTHE
KOHCTDPYKIIHje KOje HeEMAjy KOHKDETHe Be3e Ca OCHOBHMM TOKOM Da/ia.

Y 1pBOj IIaBU YBOAMMO OCHOBHE MIOjMOBE y Be3W Ca CUMeTpHujama audepeH-
[UjaJHuX jefHavnHa Kao u JlujeBum rpymama u anrebpama. pyra riasa 6asu
ce nudepeHnrjaaHuM jeJHATNHAMA Ca JeTHOM YOUEHOM CHUMETPHjOM U MOKa3yje
ce KaKO HaM II03HaBame cuMmeTrpuje omoryhasa cHuzkaBame pena audepeHI-
janne jexmauune. Y rpehoj riaBu pasmMarpa Ce OLINTH CJy4aj Kaja je aaredpa
CUMETDU]a jeJHAYMHE BUIIEIMMEH3MOHAHA, U U3JIaXKe Ce MeTO/a, TuepeHIimjai-
HUX MHBapujaHaTa Koja omoryhasa Jia ce pej jeqHadWHE CHU3M OHOJIUKO IyTa
KOJIMKO M3HOCH JAnMeH3Huja aarebpe. Hajzam, y 4eTBpTOj 1aBu yBOOM CE MOjaM
pemmBocTy anrebpe KOjH je Of KJBYIHOr 3HA4aja 33 YCIIeNIHY IPUMEHY METOIe.

SaxBasbyjeM WIAHOBUMA KOMUCH]E HA [MAXKJPUBOM YUTAFGY W KOPUCHUM IIPHU-
meabamva, kao u aAp Munany Pajkosuhy ca UnctuTyTa 3a HyKIeapHy (DU3UKY Y
Bunuu wa nmorpebHO)j IuTEPATYPH.



1 OCHOBHMNA IIOJMOBI

1.1 IIOJAM CUMETPUNJE Y CABPEMEHOJ
MATEMATHUIIN

ITo pedpununujun Penukca Kiaajua cumerpuja je dejecmeo xoje damu obauxk
ocmasna udenmuynum. OBO je BeoMma orira AehuHUIN]a TPUMEHBUBA Y CKOPO
CBUM oObjiacTmMma MareMmaTtuke Oyayhm 7a je cuMeTpuja ONmINTH MaTEeMATHIKH
TojaM.

3a eseMeHTapHe MpUMEpEe TOCAYKHUNEMO Ce TeOMETPHjOM KOja HaM CBOjOM
OUUTJIeTHOINY MOYXKe OTKPUTH IITa ce y 0BOj 3amucyu kpuje. I[lofjumo om kpyra
KOjH je HAjCHMeTpUYHUju JuK y paBau. Kpyr hie octaTn ncTu ako ra 3apOTUPaMO
OKO IEHTPA, UIHu ra pedJieKTyjeMo y OIHOCY Ha OCYy KOja MPOJIa3d KPOo3 MEHTAP
Kpyra. Hasenena mejcrsa jecy cumerpuje OBOI JIUKA.

Jpyru npumep je kBaapar. Hberose cumerpuje cy Takohe Be3aHe 3a meHTAP.
To cy pedaekcuje y omHOCY HA IUjaroHANE U HA CHMETPAJIE CTPAHUIA U POTAITH]e
OKO IEHTPA 32 YMHOXKAK TpaBor yria. Poramuja 3a 45° el auje cumerpuja jep
dyrypa nehe 6uru nucra.

Bparumo ce cama nedununmjn 1a pa3zMOTPUMO KJBYUHE PEdr KOje Y 0] yU-
ectByjy. Hajupe, dejcmeo moapasyveBa HeKY 9WH, YTUIA], TMHAMUAKY KOja MEHba,
unu 6ap Texku Ja HemTo npomenu. Hdewmuuno 3uadm ucto (nar. idem-ucro),
CTAJIHO, TIOCTOjAHO, TAKO pehu HEMPOMEHJHUBO. Y CPIICKOM jE3WKY, P UCTHUHA
W3BENIEHA je O/ KOPEHA UCMO, Ma Ce MOYKE CMaTPATH JUPEKTHUM IIPEBOIOM
JaTHHCKe To3ajMiberuIe uaentnTer. Op WCTOT KOpeHa W3BOAW Ce M TJIaros
jecre.

Peu 0b6auxk y KOpeHy ca/ipKu JIUK, 11 CE MOXKEMO 3AILUTATH KAKBO j€ 3HAYEhe
U3BEJIEHUIIE V¥ OTHOCY Ha KopeH. W3 mpeTxomHor pasmaTpama BUIUMO 113, je
CHMeTpHja HeKa TTPOMEHa, KOja OCTaB/ba UCTUM. JIpyruMm pednmMa, MU MTPOMEHY
HE BUIVMO, jep HOBU JUK WAECHTH(MUKYJEMO Ca CTAPUM U TO HA3UBAMO HCTUM
obmukom. O6MWK je, makie, HEKM KAyl UICHTUTETA KOjU JUKY Jaje CIObAIIiHe
onpeheme, TOK HaM CHUMETPHje TOBOPE O AUHAMHUITA KOjy Taj HACHTHTET JOITYIIITA.
JIMKy ce HeIlTo MelnaBa, aju MU TO BUAMMO Ka0 UCTU OOJIUK.

Jomn jeman mobap mpumep HaBemeHOr MOxkeMO Hahm y reomerpuju. Peu je
0 peJanuju TOIYJAPHOCTH KOja YCIOCTaB/ba JETHAKOCT ODJIMKA KOJU Ce& MOTy
JOOWUTH jemaH O APYror m30MeTpujckuM Tpanchopmarmjama. [Ipumep je Bpio
CIMKOBUT jep MOKa3yje KaKO Ce UAEHTHUTET 33/aje CHMeTpHjaMa Koje Cy, ¥ OBOM
cay4ajy, TpancdopMaliije paBHA KOje UyBajy Iy:KUHE.

[Tocneamu npumep nahiemo n3 obsacTy Ha KOjy ce paJl HEIIOCPEITHO OJIHOCH.
Hexka je mara audepenimjanna jeaHadnHa

1
y+y - — =0



u CMEHa IIPOMEH/bUBUX

[MocmarpajmMo kako ce mudepeHIVjaIHa, jeIHAYNHA TOHAIA, TPUA JATOj CMEHM.
Hajmpe, maroMm cMeHOM M3BOI MOCTAje

gty ey 1
de  d(ax) a2”’
ma he jegmadwmHa mocrarn
1 1 1
Yt 5y~ 55 =0,
mTo nocye ckpahvBama maje
3 2 1
x

Jennaunna je cavuysasia OOJIMK, 118 OBA CMEHA NPOMEHJbUBHUX MPEICTAB/HA HEHY
cumerpujy. la Omcmo oBaj mojam Omzke Oonpe usin, Hajupe NeMo yBecTu HEKe
nedbuHUIHjE.
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Csuxa 1. Ha cmmu je npuka3aHo Kako cuMeTpuja jenHadnne y* +y? — :%2 =0
MIPEICTAB/FEHA TIOJFEM CTPEJIUIIA TTPEBOIN PEIerha, JEHO Y IPYTro

[\V]



1.2 JUNPEPEHIINJAJIHE JEJHAYNMHE

Hedbununuja 1.2.1 Tupepenyujaisna jednawuna n-moe peda je jeduarocm ob-
AUKG

F(‘r7y7 y‘? R 7y(n)) = 0

2de je F' enamra peasna Pynryuja, a x uy npomensuse. Pynruyujy F nasueamo
Popmom dudeperyujasne jednauure.

Hedbununuja 1.2.2 Excnauyumno peuerve dudepenvyujarte jednawune je jeo-
naxocm obaura y = Y(x) 20e je ¥ aaamra peasna GYHKYUIG MaKEa 06 3G CEAKO
x

F(z,¢(x),9'(z),...,v"(2)) = 0.

Hedbununuja 1.2.3 Hmnaiuvyumno pewerse dudeperyujarne jednawune je jeo-
naxocm obauxa ¢(x,y) = 0 a2de je ¢ eaamxa pearna Pynxyuja maxea da 3a
ceaxy eaamxy Pynxuujy ¥ maxey da je ¢(x,¥(x)) =0 sa ceaxo x, y = P(x) je
EXCTIAUUUIMHO PEUWere JeOHaUUHE.

Hedbunnnmja 1.2.4 (Konauno) pewerbe jednarume je heno excniuyummto uil
UMNAUYUMHO pewerve. Jleaumuuno peuerve jednavune je dugepenyujanna jeo-
HOYUHG HUdICEZ Peda EKBUBAAEHMNHG NOAG3HO] Y CMUCAY 04 je C8aKo peuerve
jeone jednauune, pewerve u dpyze (CeMANMUNKE EKBUBAAEHUL)A,).

Hedbuaunmja 1.2.5 Pewasamu dudepenyujanny jednanuny 3Hanu Hafit rero
KOHAYHO UAY JEAUMUBHO PEerve.

1.3 CUMETPUMJE JINMPEPEHIINJAJIHE JEITHAYVHE

Hedbunuruja 1.3.1 Cmena npomensusur y dupepenyujasnoj jednavunu je
npecauxasare T : (x,y) — (x1,y1) 3adamo npasuiom

xr1 = P($7y),
U1 :Q(xay)v

2de cy P u Q 2aamra uneepmubustG NPeciukaeearsa.

Onaj ce mojaM Ha3WBa U Taukacra Tpancdopmaryja (z,y)-pasau Oyayhu na
npeciukaBamwa P u @ 3aBuce camo oJ Tauke (r,y)-paBHU, & HE U OJI HUXOBE
Mmeby3asucHocTH (HOp. o u3BOma y'(x)).

Jla 6ucMO 3ammcanu MpaBWiia MpoMeHe W3Boga Y,y <. .., Ipu CMEHH TPOMe-
mwbuBux 1, yBemfieMo Oneparop TOTaJHOT AuQEPEHITuPAbhA

D_Q—F <2+ 448
Oz y@y y@y‘

+...



Koju nenyje Ha dyHkuujy gajyhu men TorajaHu u3Bos 1o npomensbusoj x. Cana

je
W _DQ_Qetyldy

— _ — — (1) ).
i " DP DiyD, QW (x,y,y°)

Y1

Anajnorno he 6utn

“ dy‘ DQ(l) ‘ “

U1

WTH. TITO HAM OTBapa nyT caenelioj medunummju.

Hedbununmja 1.3.2 n-mo npodyocerve cmene T je npecaurasarse

7™ . (x,y,...,y(")) — ($1,y17~-~»y§n))

3adamo npasuaom

T :P(l',y),
Y1 :Q('ray)7
¢ __ DQ — 0 ¢
y1 = DP_Q (x7y7y)7
) DQ(kfl) .
ygk) - T = Q(k)(xayvy 7"'ay(k))7 k = 27""”'

Hedbunnmuja 1.3.3 Oynxuyujy F(x,y) #a3usamo uneapujonmom cmene
T: (z,y) — (1,y1) ako easrcu udenmumem

F(x,y) = F(z1,91)
mj. F=FoT.

Hedbunanimja 1.3.4 Jednaxocm F(x,y) = 0 Ha3u6aM0 UHSAPUJAHTIOM CMEHE
T: (z,y) — (21,y1) aKxo easwcu

F(z,y) =0 <= F(z1,y1) =0,
mj. FoT|po=0.

Hedbununnmja 1.3.5 Cmeny npomenvueux T : (x,y) — (z1,y1) nasusamo cu-
mempujom dudepenyujonne jednaume

F(z,y,9...,y"™) =0

axo je dama jednanuna (kao jednarocm) unBapuUjaNMa Henoe n-moz npodysicersa
T,



Hedunnnumja 1.3.5 (.1) Cmeny npomennvusuz T : (z,y) — (r1,y1) He3u-
8aMO cuMeMpPujom oupeperyujarne jednawure

F(z,y,9...,y"™) =0

axo je wena gopma F (koa dynxyuje) uneapujonma rwenoe n-moe npodysicersa
7™,

Nako apyra medununmja u3rmeaa 3HATHO caabuje, MOXKe ce MOKa3aTH J1a, Ce
CBaKa jeqHadYMHA KOja 3a70BOJHABA TPBY MOYKE €KBMBAJEHTHO 3aMUCATH y 00-
JMKY ¥ KoM oxaroeapa napyroj aedwunurmju[l]. Jpyra nedbwununmja je, mpema
TOME, MCTOI' 3Ha4Y€eHha Kao IPBa aKo Ce [TOCMaTpa y CMUCJY KJIace €KBUBAJIEHT-
Hux jegaagmaa. Mu hemo, y 0BOM pagy KOPUCTHTH 10 TIOTPEOH jeaHy WK APYTY
gedunummjy. [IpBy hemo KOpucTUTH Ka1a TPAXKUMO CUMETPHje KOHKPETHE jesI-
Ha4uHe, JIOK NeMOo Ka/1a PeliaBaMo jelHAYMHy [IPETIIOCTAB/HATH /1A j€ JOBEIEHA
Ha 00JIUK Apyre AeduHUIMje MTO OOUIHO HUjE TEITKO YPAIUTH.

OBako meduHrCcaHe CUMETPHje HA3WBA]Y Ce Ol U TAYKACTE, jep MPeICTaB/ba-
jy Taukacry Tpancdopmanmjy (x,y)-paBau, amu Mu NeMo y OBOM Daiy pasMa-
TPaTH CaMO TAYKACTE CHMeTpHje AndepeHInjaJ X jeJHadnHa, 1a TO HeheMmo
10Ce0HO HAIJIAIIABATH.

1.4 TPVYIIA CUMETPNJA JEJHAYNHE

13 came medunnnmje Huje TEMIKO yOUuTH Aa he cuMerpuje audepeHiinjaine
jeTHAYMHe ¥ OMHOCY Ha KOMITO3WIW]Y TIpeC/InKaBama duauTu rpymy. Kao mrro
fie ce mokasaru, rpymne cuMmerpuja audepeHINjaTHUX jeTHAYNHA YBEK he Ham
OuTH OMMCaHe Ca jeTHWM WJIM BUINE DEAJHUX mapaMerapa. Jlpyrum pednma,
nokanHo he mocroju mpeciukasame a = (ay,...,a;) — T, € G koje rpymm
G nmaje cTpyKTypy IylaTKe MHOrOCTpYKOCTH. Takee rpyre HaszuBajy ce Jlujese
rpyme.

Hedbununuja 1.4.1 Heka je dama epyna G wuju cy esemenmu mavkacme
mpancopmayuje (x,y)-pasnu. Ebenum n-mum npodyscersem zeahiemo 2pyny

G = (1™ |T € G}

wuju cy eaemenmu n-ma npodyscera esemenama u3 G.

Hedbununuja 1.4.2 Kaswcemo da jednawuna

F(x7y7 y‘? A ’y(n)) = O

donywma epyny G axo je jedHavuna UHBAPUJAHMA TheH02 N-T02 NPOJYAHCEHA
G"™ . Ipyeum pewuma, jednawuna donywma zpyny G axo je ceaxo T € G
cumempugja jednavune.



Hedunnnuja 1.4.2 (.1) Kaocemo da jednauuna
F(‘r7y7 y‘? A ’y(n)) = 0

donywma epyny G axo je wena gopma F umneapujanma remnoz n-moez npo-
dyorcerva GV . IIpyeum pewuma, jednawuna donywma epyny G axo je ceaxo
T € G cumempuja jednavune.

[Tocmarpajmo jemHomapaMerpacky rpyny TadKacTUX TpanCchOpMaImja
G =A{Ta: (z,y) = (z1,51) |21 = Palz,9), y1 = Qalz,9)}.
ITpu Tome fiemo ox mapaMerpusaije 3axTeBaru 1a Oyae xoMoMOpdu3am Tj.
To=1I, T,oTy=T., T,'=T_,.
Paspusiuu dynkuuje P, u Q, y Tejiopos pex y okonunu rauxe a = 0, 1odbujamo

vy ~r+E&(z,y)a, y1~y+n(z,y)a

rie je
0P, _0Q,
§($,y) - aa |a:0a 77(957y) - 8@ |a:0-

Omneparop X = &(x, y)a% +n(z, y)a% Ha3MBa, Ce TAHMeHTHUM BEKTOPCKHUM [0J/bEM
rpyne G y tauku a = 0. '

Anrebapcka cTpyKTypa jeJHONapaMeTrapcke rpyre y MOTIYHOCTH je Oape/i-
jeHa TAHTEHTHWM IIOJEM, & NEeMO yMeCTO [1a TOBOPHUMO O TPYNH CHMETPH)ja
paauje roBopuTH O cuMerpuju 3aiaroj mosbem X. OBaj ce HPUCTYI YCIEIIHO
MOXK€ YOIIIITATH ¥ Ha BUITEAPAMETAPCKE IPYIe KA0 MTO ieMO KaCHUje BUIETH.

Teopema 1.4.1 Oynuxyuja F(x,y) 6ulie unsapujanma jednonapamemapcke 2py-
ne G axo u camo ako X F =0 2de je X maneenmno eexmopcko nome zpyne.

Hokas: a 6u ¢pynkuuja 6uiia napapujanra rpyune G,
F(Pa<may)a Qa(%?ﬂ) = F<Ta(xa y))

MoOpa OuTH He3aBUCHO 011 a. AKO m3pas audepeHnupamo na a, gobuhiemo

OF 0P, | OF 0Q, _
dr Oa oy da

mro 3a a = 0 maje XF = 0.
C apyre crpane, uz XF = 0 cienu %F(Ta(x, Y))|la=0 = 0 3a cBaKO x u y.
Mebhyrum, 3a Heko t # 0 Baxuhe

0 0 0
%F(Ta(mvy)”a:t = %F(Taﬂ(%y)”azo = %F(Ta o Fy(7,y))]a=0 =
0
= %F(Ta($17yl))|a:0 =0.



IIpema tome, F(P,(z,y), Qa(x,y)) = F(Tu(z,y)) je koucranTHa mo a, na je F
nHBapujanTa rpyne G.

Teopema 1.4.2 Jednawuna F(z,y,y",...,y"™) = 0 donywma jednonapane-
mapexy epyny G axo je X F|p_g = 0 20e je X™ n-mo npodyorcerse rwenoe
marzenmmnoz eexmopcroz nova X.

Teopema 1.4.2 (.1) Jednawuna F(x,y,y',...,y"™) = 0 donywma jednona-
pamemapexy zpyny G axo je XWEF = 0 2de je X™ n-mo npodysicerve mwenoe
marzenmmnoe exmopcroz nona X . <

Joka3 oBe TeopeMe je yriaBHOM camdaH goka3y Teopeme 1.4.1, amm mHajupe
Mopamo medpuHICATH TPOAyKemhe mosba. Ilomazehu ox TejmopoBor passoja, mo-
Omjamo
._dyir _dly+na) y +Dna _

T dry "~ d(x + €a) 1+ Déa

1 aHaJIOI'HO

(7 y' + (Dn — y'D€)a =y + ) (z,y,y)a

it~ y® 4 (Dp* — BV DEYa = y®) 4y (@, yP)a,

Hedbununmja 1.4.3 Heka je damo sexmopcko nosmve

X =¢&(z,y)0: +n(z,y)0y.
Fbezosum n-mum npo&yofcerbem HA3UBAMO TIODE
XM = €0, +n0y + Wy + ...+ 0™,
2de je
n'") = Dy —y'Dg,
n® = Dpt=b _ B De k=2, n.

1.5 AJITEBPA CUMETPUNJA JEJHAYNHE

[Iperxonna pazmarpama MOLY €€ YOIUINTUTH HA BHUIIEIAPAMETPACKE IPyIe ¢
ToM pazaukoM mro he ce y TejaoposoM pa3Bojy jaButu k unanosa rae je k 6poj
mapaMerapa rpymne. TaHreHTHA BEKTOPCKA MOJba y Hyin X1, . . ., X pazanumahe
k-mumern3uonn BeKTOpcku npocrop 7 =< Xy,..., X} > koju hemo 3BaTu TaH-
TEHTHUM [TPOCTOPOM y Hysu rpyme G. Jla 6ucMo Ha TAHTEHTHH TPOCTOP TTPEHETH
anarebapcKy CTPyKTypy rpyire, yBemheMo caemaehy omeparujy.



Hedbununuja 1.5.1 Hexa cy dama manzenmnua eexmopcka nosva X, Y € T
epyne G y nyau. Onepayujy

[X,Y]=XY -YX

HAZUBAMO KOMYMAMOPOM, 20e ce nod ONepayujom MHONCEIbA NObG NOOPASYMe-
60 KOMNOSUUUJA NPECAUKABAIbA, 0 00Y3UMAE CE SPULL Y NPOCTOPY GYHKUUIQ
mauwka no meuxa. Cmpyxmypy L = (7, [-,-]) manzenmnoz npocmopa ca xomy-
mamopom soeemo Jlujeeom arzebpom dame Jlujese epyne G.

Mozke ce nokasaru Ja je TAHTeHTHH IIPOCTOD 3aTBOPEH 3a ONEPAIn]jy KOMY-
tupara [1] mrro mu oBne Hehemo unnuTn. IIprMeTHMO caMo a TO 3HAYHM 72 33
cBaky map 6a3HMX BekTOpa X;, X; BaxKH

[Xi, X;] = ¢ X,

T7ie TIOIpa3yMeBaMo CyMUpame 0 MOHOB/FeHOM WHIeKcy k. Peasne koHcTanTe
cfj Ha3WBaMO CTPYKTYpHUM Koedurmjentuma anaredpe L y maroj 6asw.

Jlujera anrebpa je jeIHOCTaBHMja 33 MOCMATPARE O came TPYIe jep uMa
CTPYKTYPY BEKTOPCKOT MPOCTOPA, & C Jpyre CTpaHe, y MOTIyHOCTH ojpehyje
anrebpacky cTpykTypy rpyne. Crora ce ymMecTo Tpyle pajiuje OCMAaTpa, HheHa
anrebpa, mTo heMo U Mu YMHUTH y OCTATKY paga. ¥wmecto JlujeBe rpymne xojy
JOIyInTa, audpepeHnujata jeIHaYnHa, TocMaTpaheMo 1bOj IPUIPYKEHY ajre-
6py.

1.6 IIPIMEP

Habhumo cumempuje dudepenyujosne jednavure
1
y44+ 7y4 —€y = 0.
x
Ja 6u nara jemmaunia nomymrana nome X = £, +n0y, Mopa Guru X 2 F|p_g =

0 rme je
X® = €0, +nd, + 1V, +nPa,e.

IIpu Tom je
nM = Dn—y'DE= (. +yny) — v (& +v'&) =m0 + ¥ (ny — &) — y3Ey,
77(2) = Dn(l) —y“DE=... =

Noa + (277Iy —&aa)yY (nyy - 2£zy)y‘2 - fyyy‘B + (ny — 28 — 3§yy‘)y“-

P
yi=e¥ 22

‘ 1
XCOFlpog = (=5 — e+ 2+



Nax + (277:101/ - fm)y‘ + (nyy - 2€wy)y‘2 - fyyy“?""'

. yo 1 C Yy
+(ny — 28 — 3y fy)(ey—;+;)(m+(ny—£w)y —yg)—ﬁﬁ—neyﬂ)-

Jobujena jennadnia HA3WBA CE JETEPMUHAIMOHA jeIHAYNHA U FHeHUM DerraBa-
weMm gobmjamo dyukuuje & u 1. Hajupe, meBa cTpaHa jegHaYHHE je TIOTUHOM
Tpeher cremeHa mo MPOMEH/BPUBH ¥, TIa A3 O OMO jemHaK HYIN MOPAjy UTaHOBH
V3 CBaKW CTEMEH ONTH jeqHaku Hyau. Tako J00HjaMO CUCTEM OJf YeTUPU MapIiy-
jamHe jeTHAYWHE APYTOT Pea.

Be3 aybiper yracka y pemraBame CHCTEMA, JaheMO CaMO KPajibe PeInermhe

& = Cizinz + Cor,

ITpema ToMe jeqHAUMHA JOMYNITA JBa JUHEAPHO HE3ABUCHA TIOJHA

X1 = zlnzd, —2(1+Inx)dy,
X2 = x81—28y,

ma je Jlujera anrebpa cuMmerpuja ABOAMMEH3MOHAJHA, TE€HEPUCAHA OBUM BeEK-
TOPUMA.



2 JEJIHAYMHE CA JEJHOANMMEH3MNOHAJI-
HOM AJITEBPOM CUMETPUJA

2.1 KAHOHCKE KOOPIMNHATE

Y oBoj riaBu paszmarpahemMo pernasamwe gudepeHnujaine jeJHAYMHE CA jeI-
HOM YOYEHOM CHMETPHjOM m3paykeHoM BekTopcknM mosbem X. Ilokazahemo na
[OCTOjU CMEHA NPOMEH/bUBHUX (JedUHUCAHA Yy CBAKO] PEryJIAPHO] TauKHU JATO!
[oJba) y KOjUMa Ce IIOCMAaTpaHa CUMETPHja BHIAM KA0 TPAHCAAIM]A AyXK jeIHE
07 KOOpAMHATHUX 0ca. HoBm 0OJWK jeaHadnHe HACTAO0 OBOM CMeEHOM 3BaheMo
KaHOHCKOM (DOPMOM, & HOBE IIPOMEHJ/bHBE KAHOHCKMM KOODAMHATAMA. 1paHc-
JIATOPHA CUMeTpHUja HOBOmOOMjeHe jeqHaunue omoryhuhie HaM HHEHO peIaBarbe.

Teopema 2.1.1 Hexa je dama dugepenyujarna jednanuna

F(x7y7 y‘? R )y(n)) = 0

koja donywma cumempujy X. Tada nocmoju cmena npomennusus (T,y) —
(r, 8) depunucana y ceaxoj peeyaaproj mauxu nowva X (mj. y ceaxoj mawwu 2de
X # 0) maxea da ce X y nosum koopdunamama 6udy Kao MPaHcAauUja dyoic
S.

Jdema 2.1.1.1 Bexmopcko none X = £(x,y)0z +1(z,y)0y cmernom npomensu-
sux (z,y) — (r,s) npeaasu y obaux X = Xr(x,y)0, + Xs(z,y)0s 2de ce nod
r(z,y) u s(x,y) nodpasymesajy dynryuje xoje sadajy cmeny.

Hoka3z: Heka je F(r,s) npoussospHa riaarka dyaxmuja. Tama

oF oF _OF Or OF 0s OF Or  OF 0s

= ey = s Y o ar) T aray T as 0y =
or or OF ds 0s, 0F oF oF
=g g T8 ey as ~ Xy T X%

Cnemn X = Xrg% + Xs% mTo je Tpebaso Jokas3arTu.<y

Hokaz Teopeme 2.1.1: Tpanmcnanmja xyx s je mome obmmka X = O, 14
j€, CXOJIHO MPEeTXOIHOj JeMu, ToTpedno Hahu (yHKIHje 1 § TakBe 13 Oyme

or or
X’I"—é-%"‘?]afy —0,
ds ds

Hajuope, jacHo je ma apyra jeiHaduHa He MOXKe OMTU 3a10Bo/beHa 33 &(z,y) =
n(xz,y) = 0, 1j. Tamo the je X = 0, ma y Tum Taukama dbyHKIHjE r U S HUCY
nedunmncane.
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Kanoncke koopaunare Mory ce Halin kopurmhemeM METONA KAPAKTEPUCTUKA,.
Kapakrepucruane jemnaqnse riace

dx dy

E(x,y) n(z,y)

dr dy
= =ds.
Ez,y)  nlz,y)
ITox npernocraskom &(z,y) # 0 (a 6e3 yMamera OIIITOCTH), U3 IPBE jeJHAUNHE

NMaMO

dy _ n(=z,y)
dr  &(x,y)

Pememse oBe jemnatunne je obanka

p(z,y) =c
e je ¢ koucranTa. JudeperiupameM jeHAKOCTH 10 T A001jaMo

06 0¢dy _

or " oyds °

MTO y3 KAPAKTEPUCTUIHY jeTHAUNHY Taje

9% _

By 0.

0
£(x,y)£ +n(z,y)

AKO 0BO yOpeauMo €a MONA3HOM JeTHAUYUHOM [0 T, BUAUMO Ja je

r= ¢(xay)

IEHO PEIlehe, YUME je jeqHa KAHOHCKA KoOpauHaTa HaheHa DEeIaBambeM MIpBe
KapaKTEPUCTUIHE je/IHAYMNHE.

Jemnakocr r = ¢(z,y) majuernhe ce (fapeM JIOKATHO) MOXKE DENIATH IO Y,
JPYTHM DeIrMa MOXe ce 3amucatn y obmwky y = ¢(r,z). Cama ce s moxe
J06UTH U3 Apyre KapaKTepPHCTHYHE jeJHadHHe Y OOIHKY

0= (| o) s

TJIe Ce 7' Y WHTErpasy MOCMaTpa Kao KOHCTaHTA.

Huje rermko younTn g3 KAHOHCKE KOODIMHATE HHUCY jeAMHCTBAeHO AedUHMU-
came. Hamme, ako r m S 3a70BO/baBAjy KAHOHCKH YCJIOB, UCTO he 113 BaxKu u
3a

r1=F(r), s1=s4+G(r)

rae cy F' u G nponsBosbHE rimaTke HKIIHj€e, Y3 YCJIOB HEIEr€HEPUCAHOCTH CMEHe
)

Fe(r) # 0.
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2.2 PEIITABAILE JE/JTHAYMHE METO/J10M
KAHOHCKUX KOOPAVHATA

Y IpeTxogHOM MOIJIAB/bY PAa3MaTPAINR CMO KAKO CE 33 jeIHAYNHY Ca jeITHOM
cuMerpujom X MOry Hahm KaHOHCKE KOODJAWHATE y KOjUMA Ce JaTa CHMETPHja,
BUIW KA0 TPAHCIAIHja. Y OBOM MOIJIaB/bY MokazaheMo /1a HaM KaHOHCKA (hopMa,
je/THAYWHe 3aMpaBo OTBapa MOTyHHOCT Ha pes jefHaYWHe CIIyCTUMO 33 jeIaH.
Toa3mMOo O IPETIOCTABKE I3 MMAMO jeHaunny y oomuky F(r, s, s, ..., s(M) =
0 koja momymra cuMmerpujy X = 0.

Cumerpuja X rosopu HaM Ja je 3a10Bosmen yeiaos X (M F = 0, re je X (™) n-
10 mponyzkeme noba X . Ilokasyje ce na u3 X = 9 cuequ u X (™ = 9. Oso ce
MO2Ke JIAKO n3BecTr n3 PopMysia MPOAYKeEHa, & Y OCHOBU IHAYH /13, TPAHCJIAIN]A
Ny’ KOOPAMHATHIX OCa OCTaB/ba m3Bome wHBapujanTamM. Cama X(WF = 0
3HAYN % = 0, apyrum peumma F' je KOHCTAHTHO TO S, Ta Ta y jeTHATUHU
MOXKEMO 3aMEHWTH POU3BO/FHOM BPEIHONMY Sg KOjy y3MMa OBa KOOPIMHATA.
Tako nobujamo

Fi(r,st,...,s™) =0,
rae je Fi(...)=F(...,80,...)
Hoeu 065k jemnadunie M03BOBABA HAM 3 CMEHOM v = S° H00UMjeMO jenHa-

YUHY
Fi(r,v, v ... ,v("’_l)) =0

KOja je 3a pen HUXKa, 07 OJIa3He, a YHje PeraBame BOU PEIlenhy MoJa3He je-
vaurue. OBUM je MeTOZa yKpaTKO M3JIOXKeHa, a y ciaeneheMm moriasby oBo he
OMTH MOTKPEIbEHO jeTHNM KOHKPETHUM IIPUMEPOM.

2.3 IIPIMEP

Hexa je dama jednavuna

3
y' = (a: - 2:13) Y+ 4y.

Jennaumna momymra cumerpujy X = y0,. Kanoncke koopauHaTe HATA3UMO
pemraBajyhu cucrem

or
Xr=y— =0
r yay s

s
Xs=y— =1.

s y(?y

HajjenmnocraBuuje KAaHOHCKE KOOpAUHATE Cy OOJIMKA,
r=ux, s=Inlyl|.

ds_y;

dr vy

)
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d2s y“ yLQ
dr? Yy Yy

ITomazna jegHaYMHA CE MOXKE 3AIMUCATH Y OOJIHUKY

43 3 4
y:<—2x>y+4
y  \=z v

OITO Yy KAaHOHCKHM KOOpJAWHaTaMa I'JIaCHh

dv 3 ds y
— = 7—2 4— 2 = — = —,
dr (r T>U+ v YT Yy

OBo je PukarujeBa jeqnadmna u MOXKe ce pemuTu 3axBasbyjyhn moznaBamby
jeTHOT MapTUKYIApHOT Peerha,

v = —2r.
Pememe hemo npernocraButu y o6/IuKy
V= —2r 4 —.
w
IIpn ToMe, w MoOpa 3a/0BOJ/HABATH JIMHEAPHY jEIHAUNHY
dw 3
—=1- ( + 2r> w
dr r

qUjUM PEIIaBambeM I00MjaMo

_ C1 2 1 1
Y 2r  2r3’
Hame je
ds o 4+ 273
— =v=-2r ,
dr 2C1e " +1r2 -1
2r3dr
2
=- Cs.
s T+/201€—T2+7“2—1+ 2
Bpahajyhu cmeny
r=x, s=Inly|
J00ujaMo
223dx
l = —g? C
nlyl ’ +/2Cle—$2 +22-1 e

IITO je pelllerhe Y KBAAPATypaMa.
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3 JEJHAYNMHE CA BUIIE/IMMEH3MNOHA/JI-
HOM AJITEBPOM CUMETPUJA

3.1 JUN®EPEHIINJAJIHE NHBAPNJAHTE AJITEBPE

Hexka je mata audepentujanna jeHa<qnHa,
F(x7y7 y‘? e 7y(n)) = O

ca CUMETPHjOM 3a7aToM To/beM X. VY KAHOHCKMM KoopauHaTama (r,s) je-
HaYWHA TOCTaje
Fi(r,v, v ... ,v("_l)) =0, v=s,

a mosbe je 3amucano y o6iuky X = 0, 10K ycioB cumerpuje rnacu X MW F = 0.

Hedbuaunmja 3.1.1 Hexoncmawmna dymxyujo I = I(z,y,y", ..., y"®) nasusa
ce dudpepenyujarnom uneapujarnmom k-moe peda nowa X axo je XFI =0 zde
je XF) npodysrcerve noma X.

Venos unsapujantaoctn X )T = 0 3anpaso 3uaun na audepennjaina je-
Ha4YUHA
I(‘r’y) y47 AR 7y(k)> = 0

JIOTIYIIITa CUMETPHjY 3a7ary rnosbeM X. 3amucana y KAHOHCKUM KOODIWMHATAMA,
jemHadmHa 000Mja 00 IUK

F(ryv, v, ..., v(k_l)) =0,
na ce I moxke 3anucatu y objnky
I=F(rov,... ,U(k_l)).

Jemnna nudepennujanua naBapujara myaTor pema je r(x,y) (1o va GyEKIMOHA-
ay 3asuctocr). Cee audepennujaine uHBapujanTe npBor pega cy GOyHKIHje
on r(z,y) mv(z,y,y), Ipu 9eMy Ce 3a U MOKE y3eTH HPOU3BOJHHA HHBAPHjAHTA,
He3aBUCHA Of T, Tj. Koja canp:ku y‘. HuHBapujante r um v HazuBajy ce dyH-
JTaMenTasHe mucepenHiujaine naBapujaaTe noka X . llperxomHo pasmarparme
BOAu HAc ciegehem TBphemy Koje cMO y OBOM macycy Beh mokazasiu.

Teopema 3.1.1 Cse dudepenyujasne unsapujanme k-moz peda noma X cy
Pynryuje GYHOGMEHMANHUT UHBAPUJAGHMU T,V U U360da v no T do peda k — 1.

OyumamenTa He TudepeHITrjaaTHe HHBapHjaHTe 1001jajy ce K0 PEIema map-
HUjaJiHe jeTHAYnHE
L +nly +nW I =0,
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npu 4emy je 7(x,y) OHO pemieme Koje He 3aBUCH Off y'. AHAJIOrHO ce MOry
JedrHICATH MHBAPHjaHTE BUINEINMEH3HOHAIHE anrebpe.

Hedbununuja 3.1.2 Pehu hemo da je I dudepenyujasna unsapujorma anze-
bpe L axo je unBaPUJOHA C8aKO2 NOMA ME aszedpe.

Hapagno, 360r auHeapHOCTH, JOBOJGHO j€ MHBAPHUjAHTHOCT UCITUTATH HA T'eH-
eparopuma anrebpe. Dynnamenranne naapujante aarebpe L =< Xq,..., X >
Cy pelllerma CHCTEMA

I,
&1 m 77%1) nif 7 0
& e oY gl Ij-' |0
§rR MR ng) m(ch) I;m 0

Y

Cucrem nMa 1Ba (bYHKITHOHATHO HE3ABUCHA PEIIEha MTOJT YCIOBOM A je MATPUIIA
Ha JIeBOj cTpaHu MakcuMasHor panra. Ouu ce Mmory Hahu kopuihemenm [aycose
eJIMMUHAITIOHE METOJIe U METO/e KapaKTEPUCTHKA. JeIHO Peleme He 3aBUCH O]
y ) 1 o3naumhenmo ra carr . Ca vy o3HaunlieMo OHO pelrerbe Koje HeTPHBHJaIHo
sapucn on Y. Cse audepennumjanne WHBAPHjaHTe BHUIIEr pega anrebpe L
6uhe ¢yukinje ¢yHIaAMEHTATHAX WHBAPUjAaHTH TR, VR W W3BOJA UR IO TR 10
onrosapajyher pesa.

3.2 IIPUMEP
Hahu duepenyujarny jednavuny wuje cy cumempuje

X1 = 81» X2 = 8:[/, X3 = x@m + yay

Heka je £ anrebpa 3amara 6azuum sekropuma X1, Xo u X3. 3uajyhu 1a je
Xl(d) = &HXQ(S) =0y u X:,()d) = 20, + Y0y — y“Oy« — 2y““‘Oy«, dynnamenranne
audepeHIjaane HHBapUjanTe 1oOnNeMo Kao PEIehe CHCTeEMA,

I,
1 0 0 0 0 I, 0
0 1 0 0 0 Iy =10
z y 0 —y* -2y« Iy« 0
Iyuz
Cucrem je eKBUBAJIEHTAH Ca
I:r:()v
I, =0,



_yuIy “ _ 2yme “w _—.
IIpee npe jenmauune roBope ma I He 3aBucu o1 x u Y, a Tpeha, TpuMEHOM MeTOIe
KapaKTEPUCTUKA TTOCTAje

dyé dy “ dy 1133

0 7ycc - 72y“‘.
Tako mobmjamMo ABa HE3aBHCHA MHTErpaia rs = y' U U3 = 5—2 Koju cy dpyHma-
MEHTaJIHe WHBapHUjaHTe aaredpe.

OaroBop Ha MOCTAB/LEHO MUTAIE pasjukopahe ce 3aBUCHO o pena audep-
eHIIMjaJIHe jelHAYnHE KOjy TpazkKuMoO. AKO je TpazkeHa jenHauuna rpelier pena,
Taza he mwena popma, 1Mo JedUHATNjI CAMETPUIHOCTH, ONTH NHBAPHjaHTa Tpeher
pena anredbpe L. Caka unBapujanta Tpeher pena je, mehyrum, dbyukinuja yH-
JAMEeHTAJTHUX WHBapHjaHaTa, Ia je TparkeHa jeTHAUNHA,

F(rs,v3) =0,
Tj. o

F(y, 3“2) =0,
rae je F' npousso/bHa TiiaTKa GyHKIMjA. AKO TPasKUMO jeTHAYUHY YETBPTOr
pena, wena dopma he dbutn byHRUMja r3,v3 * g—;fg = yUyy;ny Crora he
jemnauwna 6utu 00IMKA,

w0

¢ UM mTO F' MOpa HETPWBHjATHO 3aBUCUTH O Tpeher d4aaHa.

3.3 IIPIMEP

Pewumu jednawuny mpehez peda

«2
“ Y

Ty
snajyfiu da cy joj cumempuge X1 = 0y , Xo = 0y u X3 = 20y + y0y.
Oznaunmo anrebpe
L1=<X1 > Ly=<X1,X0> L3=<X1,X2,X3>.

OyunamenTaHe TudepeHiinjajgHe THBAPUjaHTe OBUX aJredpu Cy

3

nmn=y uv1=Y,

¢ “

ro=Y, vUV2=Y,
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i ¢ —
T3*y7 U3 = w2

Dopma 3amare jenHaunne je nudepeHIjaina nHBapujaaTa Tpeher pema aj-
rebpe L3, Ta ce MOXKe 3aIUCaTH Kao aarebapcka jeIHAYNHA CAYUbeHa, o/ (yH-
JaMeHTAJTHuX audpepeHnujaTHnx WHBApPHjaHATa Koje cy m came Tpeher pena.
Mozke ce BUAETH Ja je jeJHAYMHA €KBHUBAJECHTHA Ca

1

V3 == ———..
’ r3(1+r3)

ITox pecrpukumjom oneparopa X3 Ha AudepeHuujaane MHBapujanTe aarebpe Lo
cmarpaheMo oreparop

j)é = Xél)T267.2 + X§2)’U261,2

rJe yMeCTO oreparopa X3 Ha Ty W Uy Aedyjy oaroBapajyha mpomyxkema. Tako
J00mjamMo .
X3 - _U28'U27

a CMEHOM
u|

sz = —In|vs| = —Inly

00mjaMo KaHOHCKY dopmy mosba X3 = 03,. Caza je

d83 -1
—_— = —Uq = )
dTg 3 7'3(1 + 7'3)
na je
T3
s3 = —lIn|vs| = —In + C.
3 |v2] 11 n 7~3|
[Momrro je r3 dyuKIMja o1 72 ¥ V2, OBO he 6utH
017'2
Vo = .
14+

Hobumu cMo anrebapcky jeqHadIwHy Vv TEPMUHUMA ITUMQEPEHIN]aTHIX HHBAPH-
jauTn anredbpe Lo U MOCTYNAK Ja/be HACTAB/HAMO HA MCTH HAUWH.

Hamwe, Tpaxkehn pecrpukumjy Xo Ha nmpoMeHbHBE (11,v1) TO0HjaMO
Xy = Xor10y, + X$V0,0,, = 0,, = 0.

Penanpja so = 71 gaje KAHOHCKE KOOpAuHATE (S2,73), 114 Y HOBUM KOODJAMHATAMA
anrebapcKa jeJHAYNHA TOCTaje

dss Y’ 9 1
—_—— = — = — 1
dro  y“ wvy Oy (L+72)

YUjUM C€ PelaBarmeM 100uja

1
=Cy+—(1 2
So 2—|—2C1( +r2)%,
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a y TepMuHUMA audepeHnjaJHuX NWHBAPU]AHTH IPBOT pea 0BO he Ourtwn

1
— (1 4+ v)2.
1 CQ+201( +v1)

Hajzan s1 = x je kanomcka koopaunara cuMmerpuje X1, ma mobmjaMo

d81 1 1

dri v 1++/201(r1 - Ca)

ITocse nuTerpanuje u 3amMene s; = x,r] = Yy A00MjamMo

1
r=Cst (ln| 1420 (y — O £ /2C (y — 02)) .

Hamomena 3.3.1 V npemxodnom npumepy, 3a kanoncky 6a3y arzebpe mo2au

cMO u3abpamu u
X = 81-,X2 = 8y,X3 = a:@a, + y8y

HHGGpUj(le@ a./lee6pu CY HEUSMEHEHE KAO U NOCTNYNAkK pewasarba, ¢ MumM Wimo

fie nam ce jasumu jednawuna
1
T = CQ -+ 7(ZH‘U1| —+ ’Ul)
Ch

K0ja HOM NPEICTNABHaA NPOOAEM JEP je HE MONCEMO PEULUMY NO V1 .

1 npemaa m3b0p KaHOHCKE 0a3e HUje Of CYIITHHCKE BAaKHOCTH, HIAK he y
MIpaKCu HEKW n300py HAYMHUTH pPeliaBaibe HenoTpebHo TemkuM. M3rnena ga je
jeIMHY HAYWH 12 Ce OBO mpeBasulje mpobame ca BUIlle KAHOHCKUX 0a3a mTo ce

OIHOCH HEe caMo Ha n360p BEeKTOpa Bel W Ha IHUXOB PEIOCIe.

3.4 PEIITABAILE JEJTHAYVIHE METOA0M
JNOEPEHIINMJAJIHUX NMHBAPNJAHATA

Y IpeTXOoJHOM IOIJIABJbY IOKa3aJjH CMO Ha NpUMepy yrnorpeby oBe MeToje.

OBze hemo maTu HEH MOTIYHU OIUC.

[Ipernocrasuhiemo na je jemHaunna AaTa y €KCITUIUTHOM ODJIUKY

y™ = f(z,y,...,y"" V)

ca cumerpujamMa Xi,..., Xp Koje pazanumy aarebpy L. Y TepMmunumMa pyHIa-
MEHTAJTHUX AudepeHIjaJHuX NHBAPHjaHATa, OBe ajredpe, jeTHAYNHA, CE MOXKE

3alluCaTu
VR — F(TR).
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Hexka renmeparopu Xi,..., Xr_1 pazanumy noganrebpy Lr_1 uuje cy dyH-
JAaMeHTAJTHE WHBapujante (rrp_1,vr—1). AKo mocmarpamo pecrpuknmjy X p Ha
(rr—1,vRr—1), mocrojahe KaHOHCKE KOOPJAUHATE

(rr,sr) = ("rR(rR=1VR-1), SR("R—1,VR-1))

y CBaKoj perysapHoj rauku Takse ga Xp = Os,p. Ur Kao audepeHuujasisa
vHBapujaHTa aaredpe Lr_1 pena R oulie byukuuja rr,sgp u Sp° = ng (jep cy
TR U Sp ¥ came QpyHIAMEHTaJIHe WHBapujaHTe anaredbpe Lr_1), Ia ce MOJA3HA

jeqHauYnHA MOXKe 3aIlUCATH Kao

Y(rr,sr,sr') = F(rr).
Mebhytum, oBa jeqHAYMHA JOMYIINTA CHMETPH]Y X r = Ogp, TMTO 3HAYN & SR Y
O] HEe ydecTByje, a jeaHaduHa ce (y IPUHIUILY) MOXKE DellUTU [0 Sp' YUMe

J06ujamo
SR‘ = G(T'R).

WNurerpamujom mobujamo

srR(TR-1,VR-1) = / G(rRr)ATR|rp=rg(rr_1,vr_1) T CR

Tume cMO pejl jeTHaUNHE CMABUIN 33 jeaH. AKO ce jeHAYNHA MOYXKE PEITUTH
M0 UR—_1, MOHOBO UMAMO TIOJIa3HU MPOOIeM aiu ca aarebpoM Lpr_1 JUMEH3Uje
3a je/laH Mambe.
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4 IINTAIBE PEININBOCTU AJITEBPE
CUMETPUJA

4.1 IIPUMEP

Pewumo suneapny jednanuny

yu_’_ya_g:O.
€T

Jennaunna mma pereme y = &, na 3000 MPUHIAIE CyHNEPIO3UIUje T03BO-
JbaBa Ipymy TpamcdopMamja yi = y + ar Kojoj oxrosapa mome X; = x0,.
Jlame, jenHaduHa je XOMOreHa, na J03BojbaBa u cMene y1 = (a + 1)y kojuma
oxrosapa nobe Xo = yd,. Ibuxos komyrarop je [Xi, Xo] = X, mro 3nauu ga
je Lo =< X7, X2 > npoaumensuoHansa Jlujesa anrebpa.

[Ipeo mpoayxkeme oneparopa X je
XN =20, + 0y,

a Werope MHBapHjaHTe cy r = x,v =y — 2. V3Bog v 1o 7 je

3

dv Y Y v
—_— = - =4 = = “_
w VT TV Ty
omakJse mobujamo y“ = g—f + 2.V repmuHEMa audePeHIHjaTHAX HHBAPH]aHTH,

[OJIa3HA jeJHAYMHA IJ1acu

dv 1
%"‘(14';)1}—0

IMornenajmo cama Kaxko oneparop Xo genyje Ha (r,v) pasuu. Hajupe, npso
TTPOJTy ’Kethe TJIach
1 ¢
X2( ) = YOy + YOy

Pecrpukumja oneparopa ua (r,v) 6uhe
)72 = Xoro, + X;l)v Oy = V0.
TTome )/?2 j€ JOmyIITeHa CUMETPHja jeJHAYMHE TIPBOT Peaa M0 TU(EPEHITHjATHAM

WHBapHjaHTaMa, IIITO HaM OMOryliaBa heHO pernaBame. 3arpaBo, IOMEHYTa, jeji-
HAYMHA MOYKE Ce PEIIUTH IPOCTUM DPAa3/IBAjaeM MPOMEHbUBUX, YNMe Ce 100uja

v=Cyrte .
— — Y : ;
3amenoMm 7 = z,v = y' — 2 nobujamo jesHaduHy

yc _ Q +Clx—1e—x
x
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KOja 3ajpxKaBa cuMerpujy X mro omoryhaBa meHo nasbe pernaBame. /Jlakie,
3axBasbyjynn pecTpukKImju oneparopa X, yCIEIH CMO Ja CIIyCTHMO pes audep-
EHIUjaJTHE jeITHAYNHE.

Honycrumo cafa cebu 1a CHUKABAE PEIa YIMHUMO MPBUM OMEPATOPOM.
Hajape hemo nahm audepentujante naBapujanTe oneparopa Xo Koje cy

¢ d’U « 2
rzx,vzy—,—:y——y—Q.
y dr oy oy
Y repMuHMMa AUMEPEHITNjATHIX HHBAPUjAHTH, jeTHAUNHA, 100U]a 0DJIUK

dv 1

— 4 v tv——-=0.

dr r

MebhyTtum, oBo je PukarujeBa jemHaunHa 33 KOjy HaM je TO3HATO 3 CEe HE MOXKe
pemmTy, IPYruM pedrMa He MOCTOjH CHMETPHja Koja Om oMoryhmmia meHo pe-
TABAHE.

Ja 6ucvo BEETH 3a11ITO je TO TAKO, TIOTJIENA]MO IIITA CE JENTAaBa ¢34 CAMETPHU-
jom X; xama ce pecrpuxyje Ha (r,0).

—~ 1 xy> 1
Xi=|—-—-—5 )0 =—-(1—-1v)0,.
' (y y? y( )

IomTo je y = ef VAT 10BUjeHn omepaTop MOKe Ce HAIHCATH y OBJIUKY
Xi=e¢ fUdT(l —1r0)0,

OBo HuEje oneparop TAYKaCTe CUMeTpuje jenHadnte (OHAKO KaKO CMO ra jeduH-
ucasin), Beli Hewrro mTo 61 ce MOIJIO HA3BATHU OLIEPATOPOM HEJIOKAJIHE CUMETDH]e.
OBO HaM OBOpH JIa HAM PecTpUKIirja oneparopa X1 He MOXKe MOMONU Ja CIyc-
TUMO peJi jenHadnHe, Na WJeja /1a 3almovHeMo pelnaBarmbe ornepaTopoM Xo HUje
6una mo6pa.

[Murame 3a1mTO0 HAM Ce OBO IECHJIO BoAulle HAC IO OATrOBOpa Koju he HaMm
OTKPUTH O/ KOJUM YCJIOBOM Ha CTPYKTYPY JlujeBe anrebpe cumerpuja MOXKEMO
TMPUMEHHUTH TOCTYTAK pellaBarba OMUCAH Y MPETXOIHO] TJIaBH.

4.2 JHJOIIYHA METOIE /IN®PEPEHIINJAJIHNX
NMHBAPUNJAHATA

OBo mornaBibe HAIOBE3yje ce Ha OMUC MeToe Au(epPeHINjaTHIX HHBAPHU-
janara gmaro y 3.4. Ilorpaxkwuhemo oaroBop Ha muTame Kaja he y MOCTYIKY
pelaBama OIMUCAHOM METOJIOM PECTPUKIINja CUMEeTPHUje Ha anrebpy HUKer pesa
JaTu oaroeapajyfim omeparop TauykacTe CUMeTpHje.

Cumerpuja X he nenosaru Ha audepeHnrjaHe UHBAPUjAHTE
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(rr—1,VR—1) K0 F€HEPATOP TAYKACTAX TPAHC(HOPMAIIAja AKO j€ PECTPUKITAjA
0bIMKa,

Xr =0a(rr—1,9r-1)0ry_, + B(rr—1,VR—1)0vg_, -

OBo 3ampaBo 3Ha4n
Xgrrr—1 = a(rr—1,9r-1); XrVrR—1 = B(TR-1,VR-1).
Judepennujaane vHBApUjaHTE TR_1, VR—1 34J0BO/bABAjY
XiTRfl :0, XZ‘UR,1:0, Vi:L...,R—l

T€ [IPeMa TOMe

[Xi, Xgr]rr—1 = X;a(rp—1,vr—1) = 0.

OBo ce Mo¥Ke HanucaTu
FrXprro1 =0, Vi=1,...,R—1,

IIITO BOAX YCJIOBY

ca(rr_1,vp_1) =0,Vi=1,...R— 1.
Anamoraum pacyfjusamemM no6ujamMo

cRB(rr_1,vr_1) =0, VYi=1,...R—1.

Iowro je 6ap jeman ox «, 0 HeHyJIa,

k=0, Vi=1,...R—1.

Hame, Lr—1 =< X1,...,Xg_1 > je nomanredpa axko
=0, VI<i<j<R-1,
na he Xg penoBaru Ha (TR—1,VR—1) KAO TAYKACTa CUMETPHja aKO U CAMO 4KO
=0, VI<i<j<R

Ogaj ycios nam omoryhasa ma CHU3UMO pefl jeqHaqunne 3a jexan. Caudno, Ipyro
CIyIITame pena Moryhe je ako

fl=0, V1<i<j<R-1.

Hacraempajyhu #a uctu HaumH, cBaku oneparop Xj MOxke OUTH ynoTpebsheH 1a
JOHECE TI0 JeJIHYy UHTErPAaIUjy aKo

d;=0, VI<i<j<k

OBaj Hac ycjI0B BOM MOJMY pPEITHBOCTH ajredpe Koju he 6uth onucaH y Hapes-
HOM IOTJIABJBY .
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4.3 PEIIINBE AJITEBPE
Hedbunuruja 4.3.1 3a damy aszebpy L, anrzebpy

L=< [X,Y]| X, Y eLl>
2EHEPUCAHY KOMYMAMOPUMA HAZUBAMO U36000M anzebpe L.
Hedbununuja 4.3.2 Hus aszebpu
L=L,D...DL

36aliemo u3800HUM HU3OM aKO je u3600 ceakre npemrodne aazebpe Yy HU3Y cadpHCaH
y caedehoj. Ilpu mome hiemo ucme anazebpe y nusy udenmugdurosamu, na fiemo
emampamu 0a je unKAy3uja aszebpu cmpoza.

Hedbununuja 4.3.8 Hzeodnu nwus aszebpe L HA3UBAMO DEUWUBUM HU3OM KO
ce aaepwasa mpusujartom {0} arzebpom. 3a arzebpy L woja uma pewueu Hu3
Kaosicemo da je peuusa.

Hedwununuja 4.3.4 Hexa je dama 6asza X1,. .., X, pewuee anrzebpe L maxea
da nodaszebpe L, =< X1q,..., X > dopmupajy pewsueu nus

L=L,D...D L D{0}
Tada X1, ..., X, Ha3usaMO KaHOHCKOM ba3om anzebpe L.
Teopema 4.3.1 Hexa je dama anzebpa L =< Xq,...,X, > . Tada je ycros
=0, VI<i<j<k

exeusasenmar mepdrwu da je aszebpa L pewusa u da Xi,..., X, dopmupajy
KGHOHCKY 0a3Yy anzebpe.

Hokaz: J/loka3 n3BOANMO JTUPEKTHO 10 AeUHHUINjH KAHOHCKE 6a3e u cuMboa
ij. Haume, Heka je 6a3a kanoncka. Taua je 3a csako k, L C Lr—1. Opo
swaun na3a 1 <4 < j <k saxu [X;, X;] € L1, na je cf; = 0.

Hu obpuyT cMmep mokasa He mpecTaBiba mpobieM akKo HMaMO y BHIY 113 je

U3BOIHA aJIredpa reHepucaHa KOMyTaTopuMa 0a3HuX BeKTOpa. <

Teopema 4.3.2 Hexa je 3adama dudepenvyujarna jednavwuna pede R xoja do-
nywma cumempuje Xi,...,Xr. Ha osy jednauuny je moeyhe npumenumu
Mmemody OuPeperHuUjastUT UHBAPUJAHMU KO U CMO GKO HAGEIEHE CuMempuje
npedcmasnajy xanoncky 6a3y pewuse aszebpe L=< X1,...,Xp >.

& Hokas cnean n3 Teopeme 4.3.1 n pazMaTparma JATOT Y TPETXOSHOM TIOTTIABIBY -
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