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Ulestvujué¢i u radu seminara za matematidku logiku u

Matematickom institutu u Beogradu, autor ovog rada stekao je
odredena znanja, produbio interesovanje za logiku da bi u
teoriji modela pronasSao specificniju oblast za koju je vezao

viSegodisnji rad, ultraproizvide  modela. Pomenuto podrudje

bilo je i jo¥ uvek predstavlja oblast intenzivno istraZivanu

sa znadajnim rezultatima za teoriju modela,teoriju skupova,
topologiju, Boolove algebre, nestandardnu analizu, funkcionalnu
analizu i druge delove matematike.

Ultraproizvode je uveo Skolem tridesetih godina a vedle
interesovanje logidara im se pridaje nakon Lofove teoreme 1955.
Do polovine Sezdesetih godina radovima Keislera Changa i drugih
formira se teorija i postavljaju veliki probl@mi. Scottovim

rezultatima iz istog perjoda =zasniva se teorija velikih kardi-
- nala, deo teorije skupova mo%da najintezivnije proucavan.
Sledi uvodenje iteriranih ultraproizvoda od strane Gaifmana i

Keislera koje je posebno razvio Kunen. Sedamdesetih godina
radi se na povezivanju sa forsingom na razne nadine. Ovde po-
seban znadaj imaju generidki ultraproizvodi prouéavani od
Silvera,Jecha, Prikrya, Jensena i drugih i infinitarna kombi-
natorika gde su znacCajne rezultate dali Solovay, Magidor, Keto-

nen, Kunen, Michell, Jensen, Silver i dosta drugih matematiclara.



Bibliografija u ovoj oblasti-je ve¢ toliko opsirna da se

tesko mozZe pratiti.

Ovaj rad podeljen je na pet delova. U prvom i drugom
izloZeni su elementi teorije modela i teorije skupova potreb-
ni daije u radu. U treéem delu data je klasifikacija filterskih
svojstava, usvostavlijene neke veze medu kombinatornim
osobinama i dati stavovi egzistencije. Cetvrta glava se bavi
ultraproizvodima. Povezana je struktura ultraproizvoda sa
strukturom ultrafiltera i kardinelno$éu ultraproizvoda. Stavovi
4.8 i 4.10 mogu se dobiti iz Stava 4.6. Recimo,medutim, da
Stav 4.8 predstavlja najzanimljivi sludaj a da mu je dokaz
znatno jednostavniji od dokaza Stava 4.6. Stavovi 4.8 i 4.10
predstavljaju uopsStenje Keislerovog Teorema 4.%.9 iz 19 te su
dokazani uopStenjem iste osnovne Keislerove ideje, s tim Sto
je Stav 4.6 nesto opétij; i komplikovaniji. Dalje, razmatrana
su i druga pitanja, pomenimo dvokardinalni problem. Data je
veza sa kontinuum problemom u slucaju merljivog kardinala
- Stav 4.17 , te vise tvrdenja o kardinalnosti ultraproizvoda.
Peti deo uvodi prvo forsing da bi se na bazi treéeg i Cetvrtog
dela razmatrala razna svojstva. Veéi deo posveéen je problemu
mere, Inspirisani filterskom normom uvodimo normu mere te ispi-
tujemo moguée odnose aditivnosti i norme mere. Resavaju se
razna pitanja i konstruisu razlidite mere nad malim kardinalima
polazeli od pogodnih jakih aksioma beskonadnosti. Inspirisani
Solovayevom ekvikonsistencijom merljivih i realno merljivih
kardinala kojom se sva snaga vrlo velikih merljivih kardinala
izraZava na malim, do kontinuuma, pokuSali smo da i ostale

veée velike kardinale dovoljno dobro spustimo do ispod kontinu-

.



uma, definifuéi realno velike kardinale na prirodan naéin
zamenom definicionih filtera na velikim kardinalima zgodnim
realnim merama. Na primeru realno kompaktnih kardinala
dokazana je relativna neprotivurednost prema ZFC + odgovarajuéi
veliki kardinal. Ekvikonsistenciju nismo uspeli dokazsati ali
isto nije poslo za rukom do sada ni jadim matematicarima i

za sada predstavlja otvoren problem, ¢ak se smatra da se tehno-
logija za resenje pomenutog pitanja tek razvija. Detaljnije

Jje ispitivana struktura ultrafiltera i ultraproizvoda, uvedena
generalizacija slabo normalnih ultrafiltera, te dvokardinalni
problem. Na kraju dati su spiskovi koriéenih stavova sa refe-
rencama i originalnih i samostalno dokazanth stavova kako bi

se tacno moglo videti sSta je doprinos ove teze.
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TLORIJA MODELA

Jezik je kolekcija velacijskih, funkcijskih 1 sim-
bola konstanti koje redom oheleZavamo sa P,F.m , koris
atedi indekse prema potrebi, Sam Jezik obidno oznadavaimno
simbolom o o Moé Jezika je

I =w+iZl.
Ao su svi simboli jezika & sadrZani u Jjeziku ;z", onda
kaZemo da Je .&f' eltspanzija od & ili da je o redukt je-

4 | v v |
zika oZ , S8to oznacavamo sa o EL s

lodel za o Jje par <A,EF‘>. Vodele oznadavamo gob=
akim slovima, Neprazan skup A je univerzum, T Jje inter-
pretacija koja svakom relacijskom, funkeijskom i simbolu
Yonstante dodeljuje redom relaciju, funkeiju, konstantu
skupa A , pri demu duZine relacija i funkecija moraju Dbiti
jednake duZinama odgovarajudéih relacijskih 1 Punkeijskih
gimbola.

Uvodjenjem logickih simbola: zagrada (, ), promen-
1jivih v, W, ... Vveza & g 13 kvantifilcétor‘a i gimbola jed-

nalkoeti,definifiemo terme, atomske formule i formule jezlka &
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na uobidajen naédin,
Logilke aksiome, pravila izvodjenja, dokaz, teorema

imaju unobifajena znacenja.

7apis k€ znali da je ¥ teorema, Ako je 2. skup
refenica Y + ¥ znali da se iz logifkih akeioma i 2. pravili-

ma izvodjenja izvodi ¥,

Skup redenica | jezika & naziva se teorijom nad
jezikom & » U tom sludaju aksiome teorije T su elementi
skupa T dok kompletnost, neprotivurecnost teorije T imaju

nobidajena znacdenja.

Tzraz 'E(\fo...U:\) oznacava term -+t d&ije promenljive
dine podskup od {Vo,..,vaf , dok ¥(Ve..Un) oznadava formu=

1n ¥ Uije se slobodne promenljive nalaze u (v, .., v},

Veka je 2| model jezika X£ 1 neka su a,,..,a, ¢ A,
Definifemo vrednost terma +&(U,..Uw) U @, ,a, » U Ozna=
ci '&L&o...&“]'.

1. tlae..a,)=2ay ako je &=Uy,

2, ako je t =« , onda je tlagw.aw) =a , pri femu
je a interpretacija konstante <,

3, ako je t=F(ta...t,) s G interpretacija gimbola F ,

onda ‘!‘-LG'G “es o-u\j = G (t«tn'ﬂooa an] tew tkta-o res a-hj) .

Jedan od najva”nijih pojmova je relacija zadovoljenja

koju je uveo Tarski tridesetih godina. Tormula € (vs...vi )

je zadovoljena nizom Qg,,...,&.€ A , U oznaci Uk elae..a,):

1, ako je ¢ atomska formula +¢,=t¢, , onda

Ak [a...0,] akko  t,(@e..an) =4,l%0.-an) .

2, ako je ¢ atomska formula P(t,...¢,) , onda



AF L. 0.0 akko Rk Looiowd.e. bylhoriiand),
pri Zemu je R interpretacija simbola P
3, ako je € formula ¥, & ¢, , onda
UE €Llas...a,] akko kv, la,...an]) i+ UE 6 l0...and ;
4, ako je ¥€ formula - ‘¥, , onda
WE€La,...0.0) akko nije WU ke l0e..a,) "
5., ako je € formula (Vv}) ¥4 (V... Y,..Va)  onda
Uk elog...a.) akko za svaki @ e A
Uk e lag..o, 00, ...ond;
Ka¥emo da su modeli A i lL' elementarno ekvivalentni
alko gvaka refenica, koja vaZi u jednom, vazi i u drugom

S \
modelun, To oznacavalmo Sa 2=,

Ako je 2} model za X , & ¥' ekspanzija jezika £ |,
onda se interpretiranjem simbola iz Y'\y, 2l mo%e profiriti
do modela 3«\.' za ,‘C' ., U tom sludaju kaZemo da je :'LL' ekspan=-
zija modela 2l 111 da je A redukt modela 9,,1,.' .

Ako su 2L 1 21 modeli jezika &£ , onda Je 2}, podmodel
od ', u oznaci A e ako va¥i:

L. Ac ',

2, ako su R i R odgovarajuée relacije = interpreta-
cije istog relacijskog simbola duZine w , onda je

R=R'NA".

3, ako su G i G' odgovarajude funkcije duZine n ,

onda Je
G=GlA".
4, ako su a i a' interpretacije konstante < , onda

je  a=al,



Kardinalnost modela 2. u oznaci |2l| je kardinal IA| .
Punkeija ‘F: A—sA' je izomorfizam modela 2 i %' ako

vavi

]-o ‘F je 1""! i wa .

N
o
w
<
o)

] ’
2, ako su R i R odgovgrajuce relacije, onda z
QgyeeeyQa € A
]
R{deiatiu) akko R (Qg...au).
3, ako su G i G odgovarajuée funkcije, onda za sve
abl"‘)a‘h € A

(6o an))= G (£00... fan).

4, ako su @ i a' interpretacije konstante «

u redom

modelima . i A' , onda
ftay = o
l ~ -
7a modele 2 i A ka¥emo da su izomorfni ako postoji
\ y \

izomorfizam §£:2A-—+3L, To oznafavamo sa A=A,

Meposredno se proverava da iz Q,.\_Ei\_‘ gledi U= Y,
lodel 3 je izomorfno utopljen u 9,\_‘ ako postoji podmodel

\
W e fH.' izomorfan sa 2.,

2. je elementarni podmodel od 2 111 20 je elementar-
na ekstenzija modela 2} , u oznaci U< ako va¥i:
1' '.u- < 1‘L‘ .

2, za bilo koju formulu ¥(ve...vi,) od L i bilo koje

O"Q Yoy O—h iz A
\
3,-3,.1: YL oeiGa) akkn A B L0 Cwd
\
Ako su 1-\_ i 2V modeli za X ,ka%emo da je 2} homomorfan
ga -'2,-\: akko postoji preslikavanje AF-'A-%"A‘ tako da:

i
1, za svaki par odgovarajucih relacija R iR iz
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N1 9 1 6ve @y evs, Ru & A

R(@y...a,) povliadi R'(faq... faw).

2, za svaki par odgovarajuéih funkecija G i G 1
bilo koJe Qyye., @y € A |

f(G(ar.. aw)) = G € B0 e fan).

3. ako su o.,a.' interpretacije konstante € u 1 1L| s
onda ;&.aﬂ =0,

U takvom slucajn funkcijufnazivamo homomorfizmom modela
A na model '-LL1l .Takodje kaYemo da je :U: homomorfna slilka od
Y. #tp oznadavamo sa N QrL' « W je homomorfno potopljen

1 \
0 2.-\. ako je Q. homomorfan nelom podmodelu od ZL .

Definife me Jezik ‘x.hfb koji ima p promenljivih, kori=-
ateéi pored pomenutih pravila za izgradnju terma i formula Jos

xonjunkeiju duZine <p i kvantifikator duZine < d&:

Ako je B sgkup formula jezika Z,’w., i ako je \Fl<p ,
onda j«g-: i AF formula,
Ako Je V gkup promenljivih, € formula jezika Z“”ﬁ s
onda je W\” ¥ formula,
0figledno, za &=fre W . k‘k{wje jezik prvog reda. Alo
je p?»w , onda je "\“"‘-tfs infinitarni jezik koji ima i formu=
'

la bheskonacne du%ine,

lodeli za Z“{lﬁ an mod.eli. za &€, , 8 tim da relaciju
zadovoljenja za formule iz & 5 definifemo kao i za formule
jezika zw ga dodatlom
'Ju’l: ‘%FLQ@"'] akko za svaku formulu ¥ e F
WAF tlac.,
2 E (VV) e akko za svaki ,F € VA
A Eerew)....
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Skolemova ekspanzija .Z'*jezika Z dobija se doda-
vanjem novih funkeijskih simbola Fe za svaku formulu €=Bx)', .
Pri tome ako € ima w slobodnili promenljivih, onda je Fye
AnZine w

Zx je Skolemova teorija jezika & un jeziku 2" axko
sa avalu formulu Yl xa) = (Ix) € (X X4, ¥a) formula

(Wawva) (¥ (YaYu) —> € (B € Vaves Yaa) Yo v0sYe))
je aksiom teorije ZR.‘ .

meka je U nodel zn X,

ﬂ,-],.* je Slolenova ekapanzija modela 2y do jezika .:':*

* v i . _
aklko . je ekspanzija modela . do jezika i
J I J

UV e=Z

Ako je T teorija nad Jezikom Z , onda je _r* Sko=
iesnova ekapanzl ja 0:1T akko akup aksioma od —\—* je TV U Z.Z"
ofipledno je W&W=1\ '.‘d*\\. Neposredno se proverava
da svaki model ima Skolemovu ekspanziju, odakle gledi da slo

o
s | neprotivurelna, onda je i Sholemova ekspanzija T teo-

o

3
rije | neprotiveredna teorija,

Jezici prvog reda su preslabl za opisivanje neliil
svojetava znafajnih za teoriju skupova, 7Zbog toza se uvode
jezici vileg reda. Promenljive prvog reda interpretirano
elementima universuma modela, Promenljive drugog reda vari-
ramo na podsrupovima univerzuma, odnosno na elementima par-
titivnog skupa univerzuma datog modela, Sliéno je i1 sa pro-
menl jivima vifep reda, Oznacimo sa X“ ,)’“, Zhl... pro-~
menljive (wa+4), reda, Termi reda W+4A su promenljive
reda W+A4  L,Ako sn .7 termi redom reda w, W+t , onda je

T(S) rormula, Uvodi se kvantifikovanje promenljivih vifeg
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reda, Neka je & Jjesik vifeg reda, MNodel za & se definie
kao 1 za jezike prvog reda, Neka je 2 model za X X‘ in-

terpreltiramo elementom od P™(A) = E';_:_IP(A') , Zadovoljenje
ge definife kao i ranije, Movi :aln.ﬁiajhje formula S(T), S
je reda nea 4 I reda wn @
A = 5(T) [®n,Ba~] akko
Bu€ By,
pri tome je B e PU(A), BT e PY(A).

Podskup D < P(I) je filter nad skupomn T ako va¥i:

e X,¥yeD — XaY D

24 XeD , ®xcYel — YeD.

Skup I nazivamo skupom indeksa, ZI} Je trivijalan
filter, P(I) je nepravi filter, Pod filterom u daljem felk-
stu podrazumevamo pravi filter, Filter D Jje ultrafilter alko
iz X< I sledd X eD 111 1Nx<eD,

Weka su za ‘e I 5 Ay modeli jezika ¢ , neka Je D
filter nad I . Definifemo redukovani proizvod modela QI.‘- Po

moduln filtera D , n oznaci HQ-L‘. . Neka su -F,% eIl Ay
5 . .
e[

P " alkk : ; .
Definifemo  f=,9  akko fiel: f£G)=g93 ¢ D,
Meposredno se proverava da je =4 relacija ekvivalen=

cije nu skupu ” A o Toliénik skup I'l A\/_ nazivamo redu-
el ‘el /7D

kovanim proizvodom skupova Ai po modulun filtera D i krade
ge oznafava sa QA.; 5 QA;. uzimamo za univerzum modela [\2,.
Ako Je f-& E\GIA{ , onda ga ‘FD oznafavamo klasu ekvi_wllentf):ije
funkecije -f u odnosn na =g ¢ Ako je P relacijseki simbol

du¥ine n jezika &£, Ri interpretacija P u modeln Q.Li , onda

je interpretacija simbola P u ﬂiu,-‘. relacija R data sa:
)
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R($L..£2)  arko fieI: Ri (f% ... N3 €D,

Taterpretuci ja w =-arnog funkcijskog simbola F bi-
e w -arna funkcija G definisana sai

GCEL . 1) =6 (Fhr e TN tie L Dp
Pri tome su G{’te]: interpretacije gimbola ¥ u modelima
Uis tel,

Ako je s konstanta iz Y. %ije su interpretacije u
A4 , &; , onda Je interpretacija € u [D]D,li element Q

a =<Loy el .

Ako je D ul trafilter, onda ‘;‘3’4 nazivamo 111t:'u-_alu.*nit-:—
vodom, Ako je za sve el 2{,;:9,1, umesto ultraproizvoda, o=
vorimo o ultrastepenu, Vardinalnost proizvoda gﬂ,l.‘- defini-
Hemp: 58 IQQ’L{\ = \‘;\ A\ <

Neka je 2 ekspanzija od & , neka su za iel A mO-
deli zax,:u-l- ekapanzija modela 24, 2a i. . Lako se proverava
da je nm,“ ekspanszija modela nQ,.\,.i..

D b

41 edeéi stav dokazao je J.ToS 1955, 04 tada ultraproiz-

~vodi n teoriji modela dobijaju pravi znataj.
9tav Ll.Neka je 2. ultraproizvod n.QJ,, I skup indeksa,
,.D A}

1. za svaki term L (vh.. ».) jezika oZ 1 elemente

4 ,...‘f;el\ va¥i
L L. 80 ) = by (FGY L D) tie T
5. ga svaku formmlu ‘€(M1.. VW) Jezika & 1 bilo koje
foie s Fn &R
Wk CLey ... t5]  arko §ielthiEela).. £ Gl}eD,

3, za svaku refenicu ¥ od P

U EF e alklo {ielzl\qh‘eiéb.
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Pogledica
na =
D b Q‘Lv
Privodno ntapanje modela 2 n nQ.Lje funkeija d da-
: ©

ta sa:

day=4{a: ie[)n.

0&isledno da za svaku formulu € (0 ...Va) vaZzi
Wk Loy a] allo
{ie Tt 2 Eefca,: ey .. ¢antict@3feD akko

5;\‘2,1, ke lda)... daun];

gnati d die elementarno utapanje.

Definiciia dopuftania

Neka je b model jezika XL , neka je U unapni rela-
cljski simbol Jjezika X i neka je V interpretacija simbola v
n modelu Q) , a’e se da Je model 2l (a,m) model ako i wamo
gko je |2l=o, IVI=p. Kafe se da teorija T dopu#ta par
kardinala (ol,(b) akko T dma (& ) model,

q9lededi stav koji su dokazali Keisler, Robinson i

1lorley od znacaja je za razmatranja u glavi 4,

Stav L2,

Neka je | teorija u prebrojivom jeziku & ,

a) ako | dopuita («,m), onda T dopudta (¥,p) za
sve 8§ takve da o % ¥y (.

b) ako | dopuilta (d,p) , onda za svaki J,T dopu-
sta (f, v).

¢c) za svaki me w vpostojl teorlja T Xkoja dopudta

svakl par (;M(eﬂ k) , a ne dopufta nijedan par (;m(,‘;-.o().



=

d) za svaki wcw postoji teorija T koja dopufita

gvaki par (ZHu.l«),ot) 5 a ne dopufita nijedan par (%,,, >, «).

Dokaz,

a) neka je U =<AY,..)» model za T takav da [Al=«,
IVi=@, leka je H<¥ < A s VereA Ll {RK\=%.,

2. ima elenentarni podmodel PR =48 W,..) takav da
je xe® i Ibl= ¥ . Posto W=VOAL=V, bide |Wl=[>.

1) prema a) | dopuiita (o, ) » Neka Je U =LAV,
takav model da je (Al =|Vi=[> . Neka Je Z'= ZVU{F3, pri
Gemu je F novi unarni funkeijski simbol, Nelka je T 'ekaten-
zija teorije T dobijena dodavanjem sledece recenice, F je'
4{-4 preslikavanje univerzuna A na V , 0%igledno da T'ima
jedan beshonalan model N =<U,6)> , gle je G bijekcija A
na V , pa po Skolem LOwenheim Parski teoremi ima model u
avakom beskona®nom kardinalu & , ¢ijl redukt je (!’,b’) Mo = |
del =za T.

c) Dokaz za Mm=4 , Pretpostavimo da je E bvinarni
relacijski simbol, Uoimo redenice:

(Wxy)(x=y<> (V2)(E(2X) «2E (27,

(¥x) (V) — (W)(E(yx) — UG,
0&igledno, ako je kardinalnost interpratacije U o , onda
je kardinalnost modela na jvise 9% . 391i¥no se konstruifiu

odgovarajudée refenice za bilo kojin.

————
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PRORIJA SKUPOVA

Naf%a meta teorija je ZFC + odgovarajuél aksiomi koji
earantuju egzistenciju pojedinih velikih kardinala kada se
o njima raspravlja. Aksiom izbora se koristi, izmedju osta-
log, u dokazu teoreme o ultrafilterima ¢ svaka familija sku-
pova ©a osobinom konadnog preseka moZe se profiiriti do nltra-
filtera., Aksiom izbora omogudava da se definisu kardinali
1 pojednostavi kardinalna aritmetika. Neki stavovi se doka-
zujn uz pomoé GCH 111 neke slabije hipoteze kontinuuma,

Mako, na primer, hipoteza da za neki kardinal o va¥i

b

oL =d,
koja se inafe dosta upotrebljava u odredjivanju kardinalno-

sti mltraproizvoda ekvivalentna je sa:

A
za sve m< A 1 >\<c:fdt y B &£,

Algiome Zermelo=Praenkel teoxdje skunova

(Al) Aksioma ekatenzionalnosti:
(Vxr ) ((Y2) (Rexa—s zey)—> x=v) .
XK i ¥ su jednaki ako imaju iste elemente,
(Ay) Aksioma para:

V) (V) (A x)V2) (2 e X «» 2=u Vzavr),

za svaki u i ¢ postoji akup X ¢&iji su jedini ele-



Wi

menti w i v,

Da je ovde gkup x Jjedinstven, sledi iz aksiome

ekstenzionalnosti ¥to nam omogudava da definifemo neure-

djeni par

{u,ri=X <> (V2)(ReXes 22UV z=1r)

ginglton

Tul= fu,u?

i uredjeni par

(AB)

Lowr? = {143, {u,v3s.

A:sioma zasnivanjac

(Fy)ex) = BN ex & (W) a(zeX LzeY)).

Ovom akasiomom se utvrdjuje da je relacija € dobro

Zasnovahe .

(4y)

CAB)

Akgiom praznog skupa:

@YY (x dY).

Postoii prazan skup. Oznalavamo ga sa ¢,

Aksiom -~ shema podskupa:

@k}(%y)(vx) (Keye—> x €2 & ew)),
7a dati skup 2 postoji podskup Y koji se sastoji od

onih elemenata %oji zadovoljavaju Fformulu @,

(ﬁﬁ)

Ovaj aksiom omogudava da se definife podslkup
Yex e« (Vr)(2eY—>z2eX).
Aksiom partitivnog skupa:

M) EY NV (2 x «> 2eY),

za dati skup X postoji skup ¥ koJji se sastoji od

gvih podskupova od X , Definifemo partitivni skup

P) =9y lyex1,
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(A7) Alcsiom unije:
(M2)(3(V2) C%‘-YHGu)('ﬁ@“‘{“ex»;
Definifemo uniju od X
Ux = {y| (3zex)(vez)}.

(Aa) Asiom zamene:

(V) (W(VR)(ecx ) & € xd) —Y=2) —
(Vx )@YV (V) (w ex & euz) —z eY).
Ako € definife funkeiju 1 ako Je X domen te funl=-

cije, onda je i1 antidomen skup,

gada se mogu definisati relacije i funkcije.

(Ag) Aksioma beskonalnosnti:
(@A (FeX & (Yy)(veX —={¥}eX)).
Postoji beskounalan skup.
Neka ?ﬁef:x ‘ Fje funkcija izhora za X ako za sve

vex ey,

(Alo) Alzsioma izbora: -
7a avalku familiju nepraznih skupova X postoji funk-
cija izbora za N\,
Poznat je vedéi broj stavova ekvivalentnih aksiomi

izbora., Slededa dva su posebno znafajna,

Zermelova teorema:

Svaki se skup mofe dobro urediti.

Zornova T.emg
leka je X parcijalno uredjen relacijom &£ 1 nela

gvaki lanac u X ima gornju sgranicu, onda X ima maksimalni

element.



G

Ordingli i kardinali

Definicija:
Skup K je trantitivan ako
(FY)(Va)(vex & zeY —> 2eX),

Skup X je ordinalni broj ako va%i:

1, X je tranzitivan

2. X Je uredjen relacijom &,

Ordinalne brojeve oznafavamo malim grékim slovima,
7lasu ovih ordinala oznadavamo sa Ord, Ordinali su prirodno
vredjeni relacijom € :

A LB > hel,

Takodje vaZi: |

A+A = AU {},

A je nasledni ordinal ako postoji A tako da w=p+1.
4 je granifni ordinal ako nije naslednik, oL je paran ordi-
nal ako je granini ili ako postoji granifni ordinal A 1
paran prirvodan broj w tako da o=fo4m Tnace, « Jje neparan

ordinal,

Stav 21,

leka je X skup ordinala., UX je ordinal,

Dokaz,

Po definiciji ordinala.
gada moYemo definisati kumulativanu hijerarhiju sku-
pova: R(S) .;¢

R (ch+1) = P(R (o))

R(el) = UR((‘;) ako je o granicni

(R
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V= URCG),
oleOnd

?Qx\ = mwmin & (X &R A4,

7a skupove X i Y la¥e se da su iste mo¢i (kardinal-
nosti) ako postoji 1-1 i mwo. funkcija &iji Je domen X
i antidomen Y . X je moéi manje ili jednake Y ako posto=
ji podskup 2 od ¥ tako da su X i Z iste moéi, Definifie=-

mo inicijalne redne brojeve uobilajeno:

w={d\alje konadan redui broj}
W = fck Lok Je ordinal moéi manje ili jednake Wy 3

‘*3,1=U‘*3(~, ako je & granicéni ordinal,
o<

Tz aksiome izbora sledi da za svaki skup X postoji
inicijalni redni broj o3, tako da su X 1 W, iste moéi, &to
omogudava da se definife moé¢ (kardinalnost) skupa K sa

i %\= (.O,{)

xao i operacije kardinalne aritmetike na uobidajen nadin,

Stav 22.

Dokaz,

Cantorov dijagonalni postupak.

U vezi sa ovim stavom odmah se Postavija problemn
odredjivanja -?.w"‘ za dati W, o Cantor je postavio hipotezu
(CH) da Je

2‘w=wq ;

UopHtena kontinuum hipoteza (GCH) glasis

. e
za svaki o 2 * = G



e Do

¢8del i Cohen su dokazali neprotivurecnost i nezavi-

Wi

anost GCH od aksioma 2IC, Samim tim pitanje odredjivanja 2

nije refivo u ZFPC i to Je poznato kao problem kontinuuma,

Ako je K Xkardinal, kofinalnost od K (cfC))je mini-
malan ordinal & %takav da postoji funkecija ;:4—~u za koju
vari

Uk =x ,
E<d

k je regnlaran kardinel akko cf(®) =% & Tnale ,
je singularnl kardinal. c;(k) je uvek regularni kardinal,
Wy J€ regularan za sve o (0 AL S Wy Je granicéni kardi-
nal ako je o granidni ordinal, inaBe wy je kardinal naoled-

nik, Definifitmo slabu potenciju kardinala:

™
-oLu"'-'-'- Z“‘g..
£<m

Definifemo

2= IR(wsa),
k je jaki granifni kardinal ako za nekil granicni ordinal
vaZzi

K= ;ld "

Sledeéi gtav dokazao je Tarski,

Stav 23,
Neka su o i p kardinali takvi da o » & granican
i neka je § granini ordinal takav da p<sfy fu¢ke Neka je
fdylv< ¥} rastuéi niz kardinala manjih od &« za koje vaii
Zd‘“ =d 3

vy
onda

Sy =d,



Dokaz,
Neka Je {,ep,d . Odavde, za iep , ftiy < , pa po-
stoji V() < E tako da
fGy < Ay
Stavimo

V= Supvii),
tap
Bie v< ¥ , pa zato ;.e G'g(, , odakle
> 1)
L S U oy
Vg ’

S druge strane, ocfigledno

5 o« < «”

- -

v<y :
Slededi stav doltazao je K8nig.,
Stav 24,
Neka Je I neprazan skup i neka o <(b; 2za sje 1.

Onda

2.« < [1p;

iel 1el

-

Dokaz,

Za sve e, o €PN oy : gtavimo za sve je \

'\E:{;e_ﬂ'f&; |G = fy=g) & fdd edyl,
AN
nice

lTB'\ ::al.")l

VEy > TAINTy=¢.

Odavde
¥ . 5\
3l ieT

UT, ¢ N M

\



pa zato

Z"{i’ < nﬂ"\ i
ieT €T

Pretpostavimo da ovde va#i jednakost., Onda postoji
fanilija {s;1iel} disjunktnih podskupova od ﬂ 24

tako
1el
da za gve iel

\ S5l = oy i

Us: =Ipt,

el jel

Neka je -.l'\(s‘;i —> (5 » { -ta projekcija., Stavimo
€l

Pi=y [S1] < Bl

Odavde (b \P,-.4<;S , pa zato postoji
0%igledno da funkeija ,F data sa {(i]-:.gl-

pripada
rlh{\\JSQ.
el el
Kontradikeija.
Pogledica 1,
v ; cld
Ao Je dh heskonacan kardinal,onda o« < o f

Pogledica 2.

v " ol
Ako je o beskonadan kardinal, onda « < cf2,

cfd " i
Vrednost izraza J;i’ je od posebnog znacaja za iz=
rafunavanje kardinalnosti ultrastepena. Posebno je znacajan
X .
gluca] Q(E:L=°L koji je okarakterisan gledecim stavom,

Stav 25,

Neka je ol beskonalan kardinal, Onda vaZi

<,

A =of akko (_Vp)\)({b(.d&)\(c‘?n( — {baeo().



Dokaz s leva u desno je neposredan, Pretpostavimo
da desna strana vaZi,
a) lleka je za neki B cgcd) = p* o Onda postoji
ragtuéi niz
fo;licptdicad
ga supreminom o :
w=2 ¥,

et
Primenjujuél stav 23, za ma koJi At

A
dA'= ziﬁk_
LT
Po pretpostavei: ¥i¢ « pa zato

A
A | oo = A
Odavde sumiranjem

cl-d
o«df_—a’\-

b) Neka je <f) =r5—-graniﬁni kardinal, znacéi pm

je nedostiZiv,
Neka Je
{8'..‘ VLefd =(525
raatudi niz kardinala manjih od & w8 swgceninom o » Prie

menom gtava 23, dobijamo za sve A < cfp =0

A A
o :=‘253“ . #
A n
Poito je za sve i«p ¥ €4, sumiranjem dobijamo
S
o = T &k =,
A&

——

Modeli za 72F

Da je teorija 21" neprotivuredna ne mo%e se dokazati
J J D



n okvirn 2I', ledjutim, mo¥e se govoritl o relativno] ne-
protivurednosti formule € od aksioma 7F. Ako pretpostaviv—
Y1 neprotivuarednost aksioma ZI' do%a%emo da je ZF + € ne-
srobivuredna teorija, onda kafemo da je ¥ relativno nepro-
tiynredna ga ZF. 5licno, kafemo da je formula ¥ relativio

nezavisna od aksioma ZI' ako su ¥,v€relativno neprotivurecie

7T

98 Llte

iodel U =<4A,E) je dobro zasnovan akko svali pod-

oyt np o0 A i:‘[]ﬁ E —minimalni e]ernenﬁ.

rodel 2 =<A,E) je ekastenzionalan akko u 2 je zu-

dovolirn aksion ekstenzionalnosti,

Toma Yolapairanija lostowskog

Ao je 3 ekastenzionalan dobro zasnovan model, ondsa
cdinastven tranzitivni model 33 =<B®,E>" tako da je
=~
U=y,
Denein relima, w razmatranjima dobro zasnovanih modela heo-
rife «'npova moemo se ograniditi na tranzitivne € modele,
Podalnp X sknna M je definibilan u fA akko pontoji
Pormula Bl w...vw) teorije skupova i elementi 4,0, Y
iz M tako da
X={xem \aM, ey e [xv.. Y],
Nefiniemo L(&) za «eOwu sa:
L(@P)=¢
LCadvd) = {x c_—,\_(q)\ X Je definibilan n L(oc)f

LG = UL ako je o graniini ordinal,
(PR LS )

Definificun Ylasu L 82



| zovemo konstrultibilni univerzum. Skup X je kon-

ctruktibilan ako je X el o Aksiom konstruktibilnosti glasni

L o

=L .

Svaki akup je lronstruktibilan,

Fonatroltibilnd universzum je model za ZF +V=L alo

ie 728 neprotivurvedan, GGdel, koji je uveo konstruktibilne

f
] o

a¥unove, pokazao je da su GCH 1 aksiom izbora posledice al-

s3oma ¥onstenXktibilnosti, Sa ZFL ownadavamo teorijn 2ZF V=L,

a8del je pokezao da sun 2F 1 2FL ekvikonsigtentne Lecorije.

rako je V=L wrlo jak aksiom, GBdelov dokaz nam daje 0dz0~

vor na citanje neprotd vuretnonti veleg broja razliditlil Ja-
ik hipetesza za koje je dokazavo da su vosledice akslomu lon-

Veliki Yardinalil

Vardinal W, Jje alabo nedogti%iv akko W, je graniiui,

o

reenlarni kardinal, Fako Je za granicne kardinale ¢$ (W, )=

i
-C{-(ﬂ() ioof &b.)g{ , 8ledi za slabo nedostiliive kurdinale

da Je Wy=dA, $to snaldi da oni predstavljaju Ffiksne tnlle

n ennmeraciji kawrdinala, Medjutim, to ne karakteride sano
nedostifive kardinale, Uzmimo niz o= wy | oy, =Wy, o lTeka
je A=Toda o Nife Wy =d 1 “-f;( 4= . Yardinal « J&

Jako ned losti¥iv ako jJe regnlaran 1 ako za svakl p<&A va i,
> AT o o P T P
2 < A , Mo¥e se pokazati da Je

o{"-:__:]:d\’

“to znadi da je oA Jak graniéni kardinal, Obavezno

We € 2y

—

)

414 nz GCH imamo
05 e



pa se gornji pojmovi nedosti¥ivosti poklapaju (uz GCH ).

Jako nedosti¥ivi kardinali su fiksne talke funkcije enume-

racije -Q_‘ (% €Od) , medjutim, to nije karakteristicno, ©to

Cr

se lako proverava ako se wlidno Yao gore uzme ofy=w ,4M.=g“
e

111 je singularan,

{_.:'

onda k=T o, Jjeote Tikana tacka
()

Ao je o Jalo nedosti¥iv, onda se moZe proveriti da

u R@) va¥e svi akelomi 2P¢, Odavde sledl da se postojanje

™ot

jako nedoati¥ivih kardinala ne mofe dokazatl ako je ZIC ne-

protivaretna teorija.

Alco je v Jako nedoatiZiv, onda je {R(K),e > molel

Tako se proverava da ako Je & granini ordinal, onda

{R@®), &7 zadovoljava sve aksiome ZLC osim mo? Zda akeione

zamene. Ao je X skup nu R(K) (znadi X nije prava Xlasa),
onda za nelkli oL<KK, X € R() o Neka Je -F funkeija sa do-

menom X o Pofto je oo <K , Lide i 1Dowmdy |=Ixt IR <K,

Podto je k regularvan, mora hiti zbog \$(x3\=p< K, za neld

Tew ) £X) ca R(¥) ¢ R(w) pa je 1 fw)slkup,

1o%e ge nvesti hijerarhija nedostiZivih kardinala,
o je o0 = hiperncdoatifiv ako Je nedostiZiv, « je (3 -hi-

perncdostifiv ako zna svali <p, « je u-t' &= hipernedostifiv
kardinal,
Funkeija _?:O‘A —> 0wl je normalna alo vazi:

Lo 1? je rastuca



s e

2 Jt je neprekidna, tJ. za eranitne o

Sy = U L.
pesk

"o%e se dokazati da fiksne ta8ke normalne funkeije
fine zmatvorenu neogzranidenu lklasu, Sledeéi aksiom pred-
stavlja najjade direktno uopiitenje aksioma koji parantu-

ju epzistenciju nedostiiivih kardinala.

NI': svaka normalna funkecija ima regularnu fiksnn
tadku.

£ Je normalna funkcija na o ako je Dew(fdc o ,
$ neogranifena u o , ragtuda i neprekidna. « Je slal
(jak /) mahlo kardinal ako svaka normalna funkecija na o
ima regnlarnn (jako nedosti¥ivn) Ffiksnu tadku. Slicéno kao
gore mogu se dijagonalizacijom indeksa definisati hiper-
110, 0.0 o =hiper-mahlo,... Xardinal o« je slabo komnpali-
tan allko infinitarni jezik g, ima sledeée svojstvo lon=~
paktnostl: ako Je Z. skup refenica iz <., takav da |Z =«
i za avakl Z_ <2  |Z <4 — Z.,ima model, onda Z ima
r‘|‘rOJ{-‘!1.

Parciialno uredjeni skup (T,<) je drvo ako vaZi:

1, < Je tranzitivna relacija

2, £ Jje dobro zasnovana

3. svaki (levi polukonus) {yeTrven} je lanac

4. postoji najmanji element teT tako da za sve xeT|
*#FE — <K,

Jasno da Jje svaki lanac dobro uredjen, Sa T(x) oznadimo

redni tin skupa prethodnika od X (red elemenata X 2

(T) = Un(x) (visina | ).

x&T
G<cT je grana akko
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5, iz xeG i y<x gledi vye G

6. X,e & Dpovladi x<Yy 1ili y<x 1li X=Y,

ra¥emo da kardinal o ima svojstvo grananja akko avako

. drvo T visine & nad kardinalom o takwo da za gvaki s
: manje od A elemenata je reda A , ima grann reda A,
I'o¥e se dokazati da su za nedostiZive kardinale svojstva
grananja i slabe kompaktnoati ekvivalentna, Takodje, alko
je oA slabo kompakini nedoatifivi kardinal, onda ispred

oL inma of nedostiZivih kardinala,

Fardinal o« je M (Z":) neopisiv ako za svaki S < R()

i, L) w v ’
1 za svaxu N\, (z“) refenicn ¥ va®i sledeée, Ako

<R, €,5% k¥,

onda je za neki mad

<R@), EVSARMEY = ¥,

Stav 27,
. A v
oL je Tlo neopisiv akko o« Je Jako nedostiZiv,
Dokaz.,

Neka je o Jako nedostifiv, S <« R(A). Neka Je
Ay = {R(A),€,5) neka je I skup Skolemovih funkeija za

e \Fl=w ., Neka je da dati a’cd.gw) prvi ordinal

takav da za sve Fe F iz X( .., %wm € R sledi

F(Xq e X ) € RCOge)),
Pofto je oL Jako nedostiZiv, hide qu)<o. Ako uzmemo
=g )

e L

bide 1 B <A o Poito Je R(m) zatvoren za sve j'-eF, bhi=-

Upn=<RM, e, SaR@m> <L U,



=90

0davide za svaku redenicu prvog reda ¥
= Akl
U, e akko 3, Fe,
7nati o« Je %~ neopisiv,

L] 2 - .
Neka je o [,-neopisiv, Pretpostavimo da &« nije Jako
nedonti¥iv., Pide «=¥" 11i L Je singularan 11i za nekl

¥ :
yid ,h&2°, Nela je o= 8§, Neka Je S={¥}c R,

Y formnla A x Ay Whide

LR, &, 183D = Ix Av(x),

ald za sve 0 <o

LR(BG), €,383ARM Y F 1 3x A (X)),
jer Je ¥¥InRim= ¢ . Odavie & nije ni = § neopisiv,

v . - A . *
pa zato ne mo%e biti ni % neopisiv,

<ldd
Weka je of singularan, Cp?ol= ¥< &, leka je —;& § A tLa=

ko da U foy=o , Uzmimo ¥}, £c R(t) zga parametre:
Ved

R e 3, Y F Ix (Av(RYL Azt x —>0ud ),
EX.$ je neprazno pa u modelu AJ\LV'} :

’?Pg-=DMq-)Jpa ako Ag_ interpretiramo sa } , Jasno je
da gornja relacija zadovoljenja vaZl. Ag i x —0d znati da
je A, rvelacija (funkecija) €iji je domen X a slike su u

Gnd . Wedjutim, za sve m&d , [¥InRp) = {:ﬂh 2
ta ¥

Takodje za sve pdsk , Do (fn R(m) < & all Dew( TR #¥

Jjer Je } neogranifeno n <A, Sledi da za sve <o
LREPY, €, [ AR, £0 R I 13K (A& A ko)

jer 111 Dem (faR(p) + 1830 R(H) 111 Je L¥IN R(P) =4,

~ - ‘ .
Yto znadi da Je o opisan tom formulom pa nije F\a neopisiv,



Meka je §<e, d.<.2r i neka f:P(zr) — o , F je ma,
Uzmimo opet {¥} i ¥ za pavametre, Bide
(R, 6,687, 87 = Ix (A 0O & Ar: POO 0wl ),
Medjutim za sve m<o
LR, e, 130k, £0RMY F 13x (AL () & A--;_'oP(X)haOcd:lJ
jer, s1i¥no kao zore, Dew (LNRMM)F# EFINR(A) 111 je
(3N RM =@, poto Je  F(P(X)) = o ,

Stav 28,

Ao Je w ﬂ: naopisiv, onda W ima svojstvo grana-
nja.
Dokaz.

Pretpostavimo da je K jako nedostiZiv i da nema
avojstvo grananja. Veka je <€ T, 4.7 drvo kardinalnosti w
kod koza Je gvall red kanrdinalnostl manje od W, bez grane

dnfine K ., Mo¥emo pretpostaviti da je T < RMWi ada je

la X <L, Y povladi P&) < pLy)

A A -

Co X)) = v (YD) povlaci p&) rtv‘,)
gde je e ) redni tip shupa prethodnika od X , Pofto
81, T> <+ < R(k), nzmimo ih za parametre, MNeka Je € ale=-

deéa MY formula,
¥ X(X Je crana w <Ar ALY — Jy(xeyN A ¥y (a cy)
lako se proverava dJda vaZi
<RW), e, T, <> k e,

Ba ave p<k , T NRP) je ozranieno u 111 TnRE) 10

renu neocranifenn u (> U oha glulaja

LR, €, TARMB) < ARMY =1 e,
na W niie N vneontiaiv,



5

- (o)
Stav 29,

Meka je Kk alabo kompaktan, jJako nedostiZivi Lar-
dinal. Onda za svaki U < R(w) , model (R(K)l&,U> i e
pravu elementarnn elstenzijn LA, e ,U' > tako da je A

tranzitivan 1 R & A,
Dokaa,
Meka Je Z allmp relenica .zum ¢

Z = TE_\z ({R(kY, &,V, ax},‘egmﬂ Ulc#x% | xeRm)f Uoelie),

Nk

¢ je ovilde nova konstanta razlicéita od svih X , X € RCk),
. : ; o A o \ —
Poito je d,=k ,|Z\2k, bide |Z\=w, Teka je Z "< 7
takav da \Z'\ ¢ %, Jacuo da postoji <4 W fako da & ui-
je ni n jednoj relenici iz ZF . Bide
L
CRIKY &y Uy X g a7 B 2

a zbog slabe Yonmpaltnosti w , 2. ima model, MNeka je

LBLE, U, ), iy Y D T

- 3«1\»)-“&!.» g‘ ( X &x-«.) & TE\Z ((Q(’K],&7) )
e 20D L

bide reluacija k& dohwro unsnovana pa po teoremi Mostowslog

postoll izmomorTizam
) I | ~J ]
(BLE, U, (x )xeR(u)‘\/ 7= <A, e,V v OO gy Y 7
Da je slika od x , x dolaznje se indukeijom po [ (xeX),
Y mora biti ordinal %oji nije n R(®) . YeA pa zhog

transitivnogti , k€& s

Stav 2,10,

lleka je % Jjalo nedostiliv i neka za svaki UV < RK),



nodel <RWY,&,UD ima pravn elementarnu ekstenziju

LA, e,U'> takvn da je A franzitivan i ke A, Onda

lirka je ‘€ n: refenica takva da <R(K),e T UD ke,
Tmademo u modeln <A, & ,U') da vaZi
(R, e,VU> e,

odnosn
{ALVEUY B (KRW , &, U'n RW)Y =¥),
Ja (KRAY, €,u'nRYYEE)  Je formula prvog reda pa
zato

R, €,0) F Ak ({REY , &, UNRW@IY k=),

odakle gledil da jl,’! w r\‘sg .l.li;':f_l';_?j.“i'if.'_\".

ey

Nela je W neprebrojivi kardinal. Punkeija }- Plw) > ¢d,13

te & aditivna mera nad R ako vaZi:

e pr) =4
2, AR M~QU3) =

3. X P L\X\LT & (VreX X Y92 Ynzag) s
A UX) = Z oy,
YeX
Uslov 3. definife & aditiviost, M je uniformna mera alo
iz mex) =4 sledl IX\l= k , v je merljiv kardinal alko
postoji w aditivna mera nad K . Ovo Je ekvivalentno eg-
ristenciji W Xompletnog neglavnog ultrafiltera nad w,

m

IJ‘!.;\'.'-!.'! 2. 1.]..

Ao je W merljiv, onda je WK jako nedostiZiv,



Dolaz.,
eka je W singularan, Znacdi cjfw.é kR , pa posto=-
Ji rastudi cfk niz sa supremimom W :
{hg |y <cfnl
2oy =K
guht )

odnosno K=Udy o ek je}u. w aditivna mera nad K , Di-
Ecetn

}&(K):rkuo{%) = Z }A-(o(g) — ¢ i
gectw feetw i

1981 K je resularan, Pretpostavimo da za neki <k ,K¢2 ,
Stavimo za G < o ) X c_"‘g i Ix\ =k

AG‘\.={J€\;ex L fer=11
MoZemo gmatrgti da je X < 2“.
ako je za svakl o<

Aa.o N As.« =¢, AG.‘OU AG,« = K5
Ormimno i@ tako da bude

)"(Ac'.i,) oL ™
Stavimo

A""* r\ Ac-,is..

S
Bide je(A)=4. Vedjutim |A\=A jer feA povla®i da za

gsve © u‘g‘@)'—‘-'\e , odalle e (A)=d,

-

Slededi stav govori o mogndénosti profirenja mere na

o

vecée lkardinale ukoliko posboji merljiv kardinal,

(&2
o
6]
=
"

elra je ¥ >W 1 neka Je W merljiv. Onda nad & po-

atoji K =aditivna mera,



Dokaz,
Veka je W merljiv mera nad WK ¥ kardinal
J o ’ ’
veéi od W , Definif#ino funleiju /4.': P(&)— {o A} B2
‘(x) = p(Xxnwk) i doka%imo da je k. aditivna me-
/"' J
ra nad ¥.

) = s (FnKe) = p k) =4

ako je €< ¥ , onda za § Z W

AAST) = e (1STAR) = pu () = O
g G <4< W je

p'isy) = @ (18] Aw) = (f63)=0 Jer je pr mera nad K.
a gvaki sgingleton u ey s~ (163) = o,

7 o
Lnacl %

Teka je X = S_X;\ief_} ‘\T_\(K bilo koja familija die-

junktnih slupova in PCE).

Prvo, ne nore hiti za P F Y q }u‘tx;\ :}».'(xj)=ﬁ. :

Pretpostavimo da to jeste gludaj, onda bismo imali
k) = e N RY = 8 gt )E (XA RD =1,

Kako su Xi i Xj digjunktni, bife to 1 za XAk L X NK

gnadi  XjAw cveN (Xinw ) to povladi gl Xjnw) &~ (RN (X NWKY)

= /\-—-Jw (X3 AW, 0davde )-.‘(,x{)a-)iué) <A . Neka je 2Za ne-

LR TN M (%)= 14§ cmﬂu )...‘ (UX) —,-_-}.,.(uxnu)—,-q_. S druge strane,

HZ]:F“” =)-'U.i°) + =)= PGy =Anela za sve 1el ) M=o,

YeTN il
Onda .
Z;; (x)z0 , p'UX) = nlUXnk) =/ (U{xsnK:x €X3) =0,
(S i
Inaci, vari HUK) = T XD pa je p' stvarno, w aditiv-
’ Jx ) ﬁ;e.-’zk \ Je M | iti

na mera nad ¥,

———

alededi stav dopunjnje prethodni,



Stav 2,15,

Meka je K merljiv kardinal i neka je ¥ > K singu-
larni kardinal kofinalnosti manje od K , Tada nad ¥
ne postoji w =aditivna uniformna mera (to ne znacéi da nad ¥

ne postojl uniformna mera koja je S ~aditivna za neli <),

Dokaz,

Neka je ® merljiv kardinal i ¥ >%® kardinal kofi-
nalnosti manje od K , Doka#imo da nad ¥ ne postoji unifor-
mna W ~aditivna mera, Pretpostavimo suprotno. Nelka je M
takva mera, Tz uniformmosti j~ sledi da za svakl o < ¥,
/...(u,}r)):. L , Jjer bi inace Dbilo |

p (L, ¥)) =0 pa zato pm (FNL,¥)) =1,

)
TN, r) = 4¥ | sledi zbog uniformnosti g
da je \ot\=Y¥,
7nadi, mera svakog zavrinog komada mora biti 1,
Uzmimo da je A={A;1iel} iz u ¥ takav da
[TV < w,
1 < 3 povladi &y <oy i
swp A = X,
Takav A sigurno postoji zbog uslova v.ffr & W,
llelka je A‘&‘= i?\*i\*\"-h?; . Jasno je da je avaki element
iz A!‘ zavrini lomad u ¥ pa iz gornjeg imamo
x € Ay — pw) =4,
Doka%imo da mora biti > ((\Ag-) =4.

P UOASY = 1= BN AE) = A= (UFS)) = A= jm (UAY,
m‘.gp.r

Medjntim, }h(U AYS Z J~Ca) =0 iz gornjeg.
O_¢- t



i

7nadi. }»(f\ﬁy’):’\) pa zato \NAy\= ¥, Jer je M

nniformna mera. Medjutim, N Ay =~;5 po izboru Ay,

Tontradikeija.

ardinal % >w je jako kompalktan ako za svaki ekup Z, re-
cenica Jjezlka :"'AK-;*C vaii:
%o svaki podslkup od Z kardinalnosti manje od K

ima model, onda 2. ima model,

liera /- nad PK_(}\) je normalna ako je K =aditivna i ako
za svaku funkeiju ;:PR(M——?PK(B) vaZi:
ako za sve Xe& P N) , f)ex,onda za neki ot <A

wExeR N | o =a}) = 4,

k. je superkompaltan ako za gvaki A% K postoji normalna

mera nad PK()\B .

Poznato je da va¥e sledede implikacije:

K je superkompaktan —> WK je jako. kompaliban
w je jako kompaltan —> & je merljiv

w. je merljiv —w K Jje slabo kompalctan

(Poslednja implikacija je upravo stav 313).

Magidor je u (I974) dokazao da iz neprotivureénosti
ZFEC 4 postoji Jjako kompaktan kardinal

aledi da je neprotivurecéna i teorija

ZF'C, 4+ prvi jako kompaktan Jje prvi merljiv kardinal.
S druge strane iz neprotivureénosti

ZEC + postoji super kompaktni kardinal
gledi neprotivurednost teorije

ZEC + prvi superkompaktni=prvi jako kompaktan ,



Problem kontinuuma

Zantorovu teoremu da za svaki beskonadni &up

PO = EXI
nofemo u ZFC formulisati u sledecdem obliku:

za avaki ordinal o

Wy
2 - wu(i'd)
odnoano
Wy (
2 = Wewyy #)
pri cemu je F ) Z oL +A strogo rasituda, Znadci . F

mo%emo rastaviti tako da za sve «

« Ako stavimo da je na =Ve & ¢

F'(d):nﬂqr-,ec-vﬂ, “)
A

£y = A,
bijamo iz (¢ formulaciju GCH.

AL P povia¥i Fla) & V()  (2)

Takodje va#i (KBnigova teorema)

(&
~

cflw, ) > wy, (

Rezultati GOGdela 1 Cohena
ja F iz (é).nijc odredjena. Svakako je' od znafnj
ge utvrdi kakva ona uopSte moZe biti. Prirodno =c¢,
namec¢e pitanje:

ako je ©(F) Tformuls

. Wi
B Ol —» 0wl & 2 = Wpeay

(_\



takva onda mo¥e hiti funkeija F pa da je teorija

ZFC + ¢@(F) neprotivareéna? Odmah je Jasno da

dw

nora zadovoljiti uvalove (2) i (2), U tom smislu moZewmo
nedi da su CBdel i Cohen dali odgovore na gornje pilta-
nie za dve odredjene funkeije, Problem hipoteze kontl-
nuvma je hio otvoren decenijema pre Gédelovog i Cohe=

novog refienja. Xurepa je 1937. iapitivao funkeijn N &)

n izrazu
o
2 = bmx),

a 1953, zakljindio du hi se kao nezavisan aksiom uz Z €
mocrlo uzeti da je v pornjem ilzrazu N(®) bilo koji red-
ni twroj B > ¢ kofinalnosti razlifite od W . Pored ove

i drnzih hivoteza kontinuuma koje Je razmatrao zanimljiv

#

je alnéa] 1 sledece.

Yeka Je Tia gkup svih ordinala (kardinala) ma-
nii od w . Sa W(w) oznafimo skup svih funkeija §: Tn—1,
takvih da ;(x)*< X o Mela je n! kardinalnost slupa

-

avih vermutacija od n o Formula

n= 1 Pm))
je talna za sve prirodna bhrojeve, Za beskonacan w imamo
ordinaini ( Tw Je skup ordinala) i kardinalni ( Tw je
anp kardinala prethodnika od W ) sludaj. U prvom je

w! =2h,

)

\Pm)\ = \rl(g*m =2" = n!

na vidimo da formula val 22 sve ordinale wm

Tardinalni sloda je neobilan., Ako jJe, na primer, naulh,



4
onda

lm =

PO =Pl = Nged) = 40200 w

ed _: ntim s

Wy !

[

g

a1 4 85

ove Tormnle daje
COA\.=-“

Meddjutim, ovde je

J e

O'E.(Imo‘)

- L’ O
P(“Ja) e
ndalkle aledl
|IP(ws)| =
Mo

Talko iz formule dobijal

2=

Za oA & W Lo JeE
Wy W
=4,

& A 2w imano
zu%‘ te |

Lz ovosa J'in{! gledi

0 a2 bilo ¥oji kardinal

da Jje =za 'sve

w+1,

W
2w
Eews
WA

s Da gornja formula daje
zua

Wy kardinalni slncaj

20.),‘ ) \P(wd)\ ;

—_—

w ol

ey,

gewid{

foo 4+l
2

o hipotezu: za sve ordinale

w4+ &\
2

1.
N

ardinale kofinalnosti w

W

2.

—



-40-—

manje od prvog slabo nedoshiialvog te,
Wy w

2 "= L,

Podto kardinali kofinalni sa w dine neograniceni pod-

glnp od T, , imamo da je za sve Wy <,

W w
2 = .
L W P
Po¥to i 1. = wap Wy o4 w hice
Posto Je ° i 8 2 7z W

3 W
‘e &2 .

Yenoaredno se vidi da ova hipoteza implicira ezzistenci ju
alabo nedostifivog kardinala (uz ZEFC ). Jer, inace,
bi bilo za sve owrdinale

“a

(o6 'y

2 =2

Uz alsiom izbova imamo da Je za neki

w
PR hi odmah hilo

5
w
& = 2,

suprotno Xantorovom ofnovnom atavua,

druze strane Jasno je da Pormula uvek vaZi za sve nedo-

gti%ive kardinale.
31ededs stav dokazao je Easton i on razrelava

rontinnom problem v Z FC za recularne kardinale,

Stav 2.14

e

ma avakn funleiju F , €1ji je domen klasa savih

¥ 1=

ordinala & za koje Jje &, regularni kardinal i koja zado-



voljava (2) i (3), neprotivavecnost 2fC povladi nepro-

Livareinost od ZFC -l-‘e'(F') . Pri tome €' je Pformula

. w
V{;&, e Dom (F) 2 g Wew) .

Wy ;
Drugim recima, n ZFC  4g reznlarni wy , 2 mnove
biti bilo koji kardinal, pod uslovom da vaZi (2) i (3),
odnosno, moZe ge ié¢i neogranifeno u visinu. Posle ovo s

oatao je otvoren problem gingnlarnih kardinala, koji je

prilifno vediio Jilver 1974., dobivii za sve iznenadjujundi

Ako je ), gingnlarni kardinal takav da c.,)f Wy > w

w W)
V(.,<,,< 2 P'-.—-_ tkﬁi:.t1 povlaci 23 °(=: wdﬂ.

—— ]

lufad singnlarnih Yardinala kofinalnosti W nije refen,

a Je i pitanjJe nezuvisnosti i neprotivurednosti sledede

I

V]

hipoteze u odnosgn na ZFC otvoreno.

HCS (hipoteza o singularnim kardinalima) lelka je

C,F W, £ Wy . Onda
Wey We
\d‘f‘a<°{ 2 _:w(bfl —> 2 =wd~+1 o
Slededi pojalani rezultat je takodje Silverov, a
poznata su i druca profinjenja,
Stav 2,16,

Neka Je O.Ja( gingnlarni kardinal kofinalnosti ¢ >



-

i neka Jje e ordinal L% Ako je

W
{met 270 ¢ Wy}

stacionaran podskup od o« (tj. sele sve zatvorene kofi-

nalne podskunove od o« ), onda Je

Wy,
2 éwa{i-)u— .

e
1§

Neottelkivan je nakon svega bio Jensenov rezultat

koji povezuje HCS . Sa aksiomom koji garantunje egni-

stenciju jednog merl jivog kardinala - AN,

Ako je necucija HCS neprotivureéna sa ZFC ,

e i AM neprotivareina sa ZFC




ol Fme
1.2

Wy m
l‘.a. L

R

L2

Stpuktura ultraproizvoda Je naju¥e povezana sa
pltrafilterom, Zato i kardinalnost ultraproizvoda direlt-
no zuviei od osobina ultrafiltera, U ovom odeljku razma=
traju se neka filterska evojstva koja se kasnije primenju~

in za odrediivanie kardinalnosti nltraproizvoda.

ramilija skupova E Je (a,p)-regularna aklo:

2¢ XeE ,X\zo povladi NX=¢b.
= j.e ok ~recnlurna familija akko E Jje (A)=-regularna.
milter D nad 1 je («,0) -regularan akko postoji E <D
i E Je (&,6)-regularna familija. Filter D je «-=-re-
sularan akko sadrii o -regularnu familiju, PMlter je re-

gularan akko je |I| -regularane

Pilter D Je o =koupletan akko iz E<c D ,|EVLL
gledi NE €« D,

Mlter e uniforman akko iz xe D gledl X\ =1UDI,
J

Torma filtera D un oznaci WDN @ DN = maw X!,
XeD

Pilter D je glavnl alko postojl xeD tako da
D=1iYlyecup L xcv3,

Pilter D je o =gilaznonekompletan akko postoji

E <D talo da



1. E = ¢ egl g < L3
2 % < %. — e,<5| raad 6‘5

3. NE=¢,
D je o« =silazno kompletan ako nije o -gilazno nelkomple-

tan,

Milter D je o -pastavljiv ako postojl familija

Y’é(t'- ¢t) tako da

L. gt Lgdn = Vg OV =¢
3

20 ULy, ls<xd =UD
3, Xea & IX\<L — VLY, lyex} J(_'D

Ako niz E = 2“/;%\\-5 <‘A:§ zadovoljava l., 2. i 3., kaZemo
da je E A =rastav za D D Je & ~nerastavljiv akko
D nije A =rastavljiv,

Nltrafilter D nad o » W je normalan ako vari:

1, D je o =hompletan neglavni ultrafilter

2, u nultrastepenu Q(‘* y<7 Xklasa ekvivalenclje

identidne funkeije \d Je o~k element,
Mtrafilter D nad < je slabo normalan akko svaka
funieija ,Fe"(.g takva da {311 fdr<i3eD Je ogranifena. i:firssufeD.
D je Ramsey ultrafilter ako vail:

1. D je uniforman nad o

)

o, ko [A1"=PUPy , PAPa= ¢ , onda postoje
AeP (&), 342 tako da

“w
AecD 1 za sve m<w [AY <Py,



ik B

Neka ,?: Rolp) — P ). £ je monotona alko za
Fi6ePo(p) , iz GeF oledi f(E)cfi6) . § Je

f(FUG) = F(A n fce).
@,% ePwL"’)pLM definifimo gé_% ako za sve F,& & B,(M)

(el
a8

£(€) < fe),

Mltrafilter D nad L Je (},"'--do'l.‘;ar ako za sve < i

avalm nonohonn funkeijn F:'Pm (F)—D postoji multipli-
tativna funkeija g ¢ Rgd —D  tako da ¢ < f o Ako po-
gtoji kardinal (b tako da D nije -dohar, onda stepen

dobrote od D definifemo sa

G(D) = Wi §p| D nije p'- dobary .

Olededa Setiri jednostavna stava se koriste u vife

alutajeva,

Stav 3.
Telka Je D Ffilter nad I i neka je Xe&D o Tada Je

D =PR)aD filter nad X, Ako Je D @ regularan ili

Dokaz.

O¥igledno je da je D' filter nad X . Pretpostavi-
mo da je D ultrafilter. Neka Je Yc<X o Ye&D 1li 151 e™m.
Odavde, YeD 111 (ANy)N*x &€ D | Sto povladi da je Yyep
i11 %~ e D',

Tela je D ® regnlaran i neka je E (3 regularna

familija u D . E'= {enx\ ee—Eic:'D . OCigledno \E'\ < B



Pretpostavimo da je €'l <@® o To povlacdi da postoji
Eo cC, |G, l=p tako da (E,# @, suprotno pretpostavel,
72 B, c€', 16| 3w Je

NEo = N1einx 1 1<1EMY = (AT etV de3)nx = &,
palje, UE' =(UEYA X=X , pa je D' ( regularan,

- - L3 ' -
Ao je D K =kompletan, Jasno je da i D mora bi-

t1i o ~kompletan,

Poaledica,
Ao za X iz stava 31, uzmemo skup minimalne kardi-

- ‘ L3
nalnoati n D , onda je D uniforman filter,

eka je D ultrafilter nad T i neka je f: T—J
-
preslitavanie 1-4 o Onda je E={xeTlf (x)eD} ultra-
filter nad T . Ako je D (d.p)-regularan ili & -komple-

tan, onda isto va¥i i za E » WEW =UDW,

]

Dokaz,

Jasno je da je E filter, Ako Je X <« 7T, onda Je
%ﬂ(x‘)ﬂ ¥“(I\>0=?5 ! r\tnu;-‘(l‘\x) =T , pa zato tatno jedan
od ﬁ_‘()“ 3 f_l(’S\ x) pripada D , recimo da Je to 1f‘l(x).

0datle e E , pa jJe € unltrafilter.

Ao je D, ,m)regularan filter 1 V CA, (B )=regnlarna
familija n D , onda jJe v'= {?-lcx) | xeY3 (&.m)-regularna
familija o E , pa je E («,f)=regularan filter, Ofigledno
V' l= A . Ako Je Ye < ¥ tako da \Y.'\3» « , onda za neki

‘(o @y \

I\/n - {x \¥~l<x) &Yo?; Q-l(ﬁ‘{o')=r\r:‘(.!}=ﬂ‘{‘ -_—é‘
pa zato N\Y,=d o X€Y,



ol

Ao je D , « =kompletan, Jednostavno se proverava
da Je 1 B |, o« =kompletan,

e IlEW=udW izlazi iz obostrane jednoznalnosti Funlc-

Teosledica.

Tz atava 32, #ledl da se u razmatranjima o ultrafil-

terima moZemo ogranillti na filtere nad kardinalima,

a) Mlter D nad T jJe W -regularan akko postoji

. Ea)

webrojivli opadajncéi lanac

elenenata Twe®D tako da je N Tw =5

A LLD

ber je W =regnlaran akko Je prebrojivo

Rt
=
=
3
=
£
5]
o
=

nelompletan, Svalki W -regularnl filter je prebrojivo nekom-

v

a) Ao dJe velov ispnnjen, D je W-regularan, Nels

je O, w =regularvan filter i neka Je E , W =recularna

L] ~t

Tamilija n D , Pormirajmo niz ITo=71 y a &Yo@y vov i X 1) e

O::.ij_';lel'l'n) Im&'D 8 Iu.-\-l g Iu:.. ; D‘Eu e NE ==<.5,

b) ILleposredno,

_—

Stav 3'!— 0

Mad svakim slupom I , beskonafne modéi o , Poe;tojj



oA =ieznlarni ultralfilter nad T.

DT
1401L8 %

Prema atavu 32, nofemo nzeti da je 1= B o), jer

je IR = oL » Za pes neka je

s

el [ pel}

mada B ima nod , Jvalki 1e L ge nalazi u samo konaino
A = R e R g " takodi % A Tl .
mozo be k y Jer je 4 lonalan, a takodje, 1€p akko mern

Skup £ ima osohinn konanog preseka Jer

o ~
{{bﬂ'ac-|ﬁ“3 CPQ(\ 00-(‘{’37\-
To teoreni o nltrafiltern E se mo¥e profiriti do ulbtrafil-

tera D ¥oii jerpo definiciji o -regularan,

Alededt atav Je n vezl sa oroblemom kontinunma,

Za avaki pare Yardinala «,p o4 postojl ultrafilter U
nad A Yojl je tafno o« =reguluvan (W, ) —regnlaran i

za avakl ¥ >« nije (w,§) regularan),

Prema stavn 34, nad « postodl o =regularni ultra-
filter A . Tz L¢P sledl &cp, Pa) cPpY , Da wa-
o Ac P(p) . Po teoremi o nltratilteru, A se mo¥e pro-

Yiriti do nltrafiltera W nad po» Filter U je obavezno

¥
A

& ~resnlaran, Pretpostavine da Jje U ¥ ~rvepgnlaran i da je
\ "
¥ > . Onda nostodi E = U  take da IE =¥ 1 za svalki

X & El 5 |x\;}w l’:l.‘i‘ﬂ_m‘:i. NN = QS « Neka j& )f dato sa



A0

fE U L e = e na,

La¥o e\t e U , hide feheW , Ako Je
E“: £(€l) 'h‘l:?:'-. tE L \ = 8‘.

1 1
Praetpostavimo da Je lEHI < ¥ . Onda postojl X< E tako

e

\
XN 2w , 18 =4,
| e
Znaci poetodi well Lako da ee)( povlaci F(e) =€Nd = U :,éc;!_
Odavde N\ }(‘Du # 96 suprotno pretpostavel da Je E
(w)-resnlarna Tauilija, Znadi [EM\ = ¥ . Neka je q

dato

gael = PLE™

g ={e"le"c " & fee"},
ride wn svakl Jed,

|9\ L W 1

Ugg) =E",

bea

$ €
Kontradileija, Znaci, W nije § =-regularan,

Posledica 2,
Tz dokaza stava 35, jasno Je da U moZe biti naj-

vife WU|| -regularan,

sl A AR A O
TPoaledica 2.

Ao je od= W , [ =W,, onda po stava 35, postoji

neuniformmi uttrafilter W nad Wy koji je w ~resnlaran



nije @, -regularan,
J. fSilver n(19¥) navodi slededi rezultat M, llagido-
ra, Ao nad Wy postoji neuniformni, W -regularan ultra-

filter Loji nije W, ~vegunlaran, onda

Bw
g ==isth1

% b
Vo Z Dy 2 “= %, bovlacl 2

Primenom posledice 2, stava 35, gornji stav MNMagidora moZe

ae aveatl na

o) . Buw,
Vot < Wa 2 % Beq DOVIACT 2 = Sw1+1 i

Stav 36,

Vela su WY 1 VW CWY) aniformni ultrafilteri nad

toedinalima w, ¥ , Proizvodi W=V 4 VxU an

(5 ¢] Om

(K,Kf)-re;u?nruﬁ.

eka Jje (55;\&*', Onda \r: \ 4K ,pa se (’: more pred=-

atavit] ¥ao niz du¥ine ne vede od K 3

S S R LN PP

w2 6‘(0.(’:)={5ﬁ\iw<\@\gu3_

- s W
NDefinisimo

ey = {<v, Py | 5e6Mm] , ge kt

€= ey |y <],
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2

l

poHORNA APTANNAANMIA YAPNIKENOT PAAA
FA MATEMATHKY, MEXAHRKY H ACTPOHOMHIY
BbUBJJHOTERA

Bpoj:

™

Yokazademo Aarym

1. € € Ux\
2 (E\:K*
B RSl & XYk — AX = ¢,

l. Neka Je e.sc-_-E s (™% MOoXR(E,k)eq4 |, B <K,
nda e, pa iz »4 1 »2 sledl da postojl V<K -
o da § e 6(V,(3)e Proma %2 bide za sve V'elV,k) ,

£ e W'Yy p) » pa zato LV pYe eS" Dakle, za svakl r:<K+.

B > wmox (g ,%)+4 pootodi V(p) tako da vaZi

CAV ey |V e W(p), W)Y = 6':,’ C e,

Odavde

U o3 & By s
B elmax (g, w)+ed, k')

Odsvde

{pl{viIv,preloy teul o

e LWax (g, %) +4,K")

IolvIvelvier )b e L & p e lmax(y,k)et, v e\,

Posglednje sledl 1z dinjenice da su Lo(m,u.), Lwa.n('s,\c)n,m“)
4 ~ . s 5 + 4 »
Yao zavrind omadi n kardinalima W ,W elementi ani-

formnih wlirafiltara U i \J“ . Znati

egeux\f i £ € Uxy\r,

2. Neka ]

i@ 5 74 5' ., Doka%imo da mora biti E.’g:# ega
pa =zato i

11 =",



A
ra

Neka je = vmax(,g)+ 4 . Onda &8 ¢ . Neka ou

nrena %1
)
B = gvs 3 %l e 5:;‘ ™

L

. L i 4
Pretpostavimo da Je vg < Vg o DiCe

5 e, ), g doup,

Cdavde
s preey ) Vg, pyd €.

e,é o eg. .
3, lleka je X c & 1 neka Je IX\ 2 K . Pretpostavi-
mo da Je (X # ¢ . Ouda postoji par <V, pd e wxwk'

tako da

<\)1(’D>an.

Tz gornjeg je

X={eyleex, c k" & IXo| 31

<Y & ﬂe% .
EcX,

0dnosno, za sve 5 e Xo s 5&(;-(,)’(3,) . Odavde sgledi

IXol £ 1 G W, ),

}=-

\EW =1V <\pl £ K

(Xel 2 K,



kontradilecija., Znadl

NX=¢.
S

tav 36, daje vainu informaciju o reghlarnosti uniformnih
nltrafiltera nad ¥ardinalima naslednicima. Kako Je n&xk*\zwﬁ
prema stavu 2., svaki uniformni ultrafilter nad K%Y ,
ﬂoji ﬂé mo¥e dobiti oboztrano jednoznacnim preslikavanjem
proizvoda nniformnih nltrafiltera nad redom K i K ’
obavezno Je (K,Kf) regularan, Specijalno za K= , 8Va-
ki mmiforimi ultrafilter nad W, , izomorfan proizvodn
npiforimih vltrafiltera nad redom W , Wy , je regularan.
Ovo je u vezi sa sledeéim tefkim problemom Gilmanna 1 I'ei-
alera: da 1i je svaki uniformni ultrafilter nad Wi repu-
laven ? Iz egzistencije merljivih kardinala sledi da nad
njima postoje neregularni uniformni ultrafilteri, lMedjn-
tim, pitanje Gilmanna i Feislera moZfe se postavitl za sva-
i kardinal manji od prvog merljlvog, odnosno, za svakil

rardinal ukoliko nema merljivih kardinala,

Jledeéi stav daje vaZnu karvakterizaciju pojma kom-

1‘.1013110:‘;1‘.1 .

Stav 37.

Veka je D wltrafilter nad I «'D je o =Xompletan
akko za svaku particijn skupa I na manje od o« delova,

jedan deo pripada D .

Dokaz.

Pretpostavimo da je D o =~kompletan i da je I=lUX{
<y

particija I na (5 delova, m<e . OFigledno



5

NCINXY) =¢ eD
P

na za nekia, INX{4d D , odukle X; €D . Kako su X3 DO

. . . s . L %
pretpostavel disjunktni, bide za sve j#1,x54D,

Pretpostavimo' da je ispunjen uslov stava 37. Neka

ie EcD tako da |El=p<« . Weka je E=fecli<p} .
Definifimo funkeiju f: T —p+1 , Ako je ée NE , onda
)= . Ako JdNE, £(4) Je prvi i< =z koji

g‘d €y » f-'(pﬂ) je particija od I u ipa\=p < delova,
na po pretpostavel mora za neki v e m+a biti -f-q(u)c-D..
72 ave <@ ,fG)=1 povliadi 3d e{ , pa odatle )fq('f,)n ei=¢.
To¥to je e; e D , bide za sve 1< p, ;-4(?:)4 D , pa zato
fw‘((b)e D . ledjutim, f‘d((b)_—:nE , pa je NE €D , Odatle

sledi da je D & =kompletan,

Svaki filter je po definieciji ¢ -kompletan, lledju-
tim, za neslavne nltrafiltere lompletnost je neobilna 1

retka osobina, Sto se vidi iz slededeg stava,

meka je D neglavni nltrafilter, Onda postoji najve-

¢4 kardinal & za koji je D o« =kompletan., o Je merljiv.

Dokaz.

Meka je [=UD . Za svaki 1e L _.nije {{3eD jer

je D neglavni ultrafilter, OCigledno
NI~y =¢ ¢ D
1el

+ -
pa zato D nije |I| -kompletan, Neka je o prvi kardinal



a%o da nije D @ =kompletan. > nije granicéni kardinal
jer bi, inale, za sve ¥<p D Dbio & kompletan. Ako je
EcD ilElp, pilo bi IE\"<» , pa bi iz gornjeg NEeD

w w - . V. = =
Yto bi znadilo da JeD A =kompletan. Znaci b=« za nelki

o 3 & de najvedi kardinal za koji je D o =kompletan,

D nije o(+ ~%ompletan, pa po stavu 37. postoji

particlja

T=UXg

1 <o

na o delova od kojih ni jedan ne pripada D , Neka je §

"onkeija definlsana sa

;: T — o

F(4 =1 akko  4e& Xi.

4

.

$ 1.0

& |

"

[§

E={Ycalf (Mep}.
a1i¥no ¥ao u stavn 32., mo¥e se proveriti da je E o ~kom-
nletan nltrafilter nad & , Ako bi E bio glavni, onda bi
netd V< KA bilo {i}e E , odakle

=

Xe = § (11 € D
suprotno izborn particije Xq¢ (2 e€o). Znadi, E Je neglav-

ni 1 & je merljiv kardinal,

————

gve %to znamo o regularnosti uniformnih filtera

dato je u sledeéem stavu,

Stav 39.

Melka je I) uniformnid nltrafilter nad o« .



1) D Je (efnyefu) ~regularan
B D Je (& yd )=regularan
c) D Je (W,w)-regnlaran 111 postoji merljivi

ardinal p o tako da je D (p,p) -regularan 1 za ove

£<p nije D (&, ¥)-rezularan,

Nalra e
e

a) Neka Je oy (g 4(-,;.:4)3112 rardinala u & tako

Udg = «.
E<ofa

Poito je D uniforman I oy <o bide &N % ¢) ., Famili-

oo
Qo(\d\% |y < cfot}
je (""T'd‘ : (‘._Fak ) ~regnlarna.

b) Weka je €i= {ged | 145} 28 1<K, Bide €y eD.

O¥igledno da Je famill ija

€ =Feild <l
(o y of) =regnlarna familija v D

¢c) Ao Je A=W, alternative nema. Pretpostavimo

da je AD> W o _D

Cts

¢ 11i prebrojivo nekompletan ili Je pre-
nrojivo tompletan, U prvom gludaju po stava 33. b) D jJe
W =regnlaran, U drugom aludaju D Je @y ~kompletan, pa
no stavu 38, poatoJi najveéi kardinal [ tako da je D
15 ~tompletan, Fako je (b nedostifiv, bide

W <€ Wy < p <A

—

Teka je EcD , IEL=8<p Bice AEeD, pa D nije(#) regularan,

——t



B

Veka je D A =kompletni neglavni ultrafilter

nad o o D Je nniforman,

7a avaki B < A neka Jje

ra¥o je D neglavni, bide Xp €D o Dalje, za avalki <o
]

NXy = &NEeDd

E<p
zhoz ok -kompletnosti., Pretpostavimo da je D neuniforman,
Onda je za neki X €D ,IX1<«. Poiito je regularan,bide
Xeok 1 UKL , Tz gornjes

AN(UX+14)eD,

Medjutin,

X AN UX 1)) -:-..¢.

Yontradikel ja,
e ke

Pontoianje o =lompletnog neglavnog nltrafiltera
nad of ekvivalentno je da je & merljiv. Slicno kao za me-
v mote pe za svaki ¥yot , & =kompletini neglavni ultrafilter
D nad of profiiriti do o =kompletnog neglavnog nltrafil-
tera nad ¥, Medjutim, Tefak Je sledeél problem; ako Je
oA meirliiv, da 11 onda nad o(+por=t0ji uniformni o -lom-
pletni ultrafilter? Ako je ¥ > C,F!"(“ i merljiv,
onda se dokazuje, loristedéi atav 2,13. da nad ¥ ne posto-

31 ol Vompletni uniformni ultrafilter.

u -

lelede nopitenje Dofove teoreme na infinitarni



e B 7 e

N - N
Hahis J.'_!_'_'I <

Wela je D nad I o =tompletni wltrafilter 1
2% = M2,

D

1, Ao je € (X4Xgeer) formula jezikaZ 1

;11:,5';,--- € A , onda
AU k= 'l‘.’[f; ,f,f,J altko {fe] | Uik eren f"(i)...]} €D,

2, Ao je € relenica Jjezllka xd'q , onda

Q,.L.F‘e aklo {_’iéllﬂzl-{\:'e]eb.

NoVaz,

1idno dokazn Tofove teoreme, dokaz se iuzvodi in-
dnkeijom po slo¥enosti formunle. Ako formula sadr?i besko-
natnd Yvantifirator, dokaz je analogan konaZnom sludaju.
Preostaje heakonadna konJunkeija, Neka Je QE glup formu-

la od aZ,W,. takav da He ‘(I’\<°< : 1, va%li za ’GEé‘ N

1 b
7o |‘|f= I_H I\"O}Je -FD ) ﬁ:; ) b 1n A va! j:

24 E (&@)Lﬁ,fﬁ ... ] altko

-

za gve €e qF , Ak ?[f;, f; i aklko

1.
na ave €€ @ {i{‘ﬂ{l:‘e[,fu) ,‘?i)”_]}g_]) akko ( of =lkoui=
pletnost)

Inel | zasve eed YU,k *e[f‘-:{),f?'({)...]}e.'p lcdéa
el 12 & (&P)Fofw...)}eD,



Meka

je za 1€l

-

je D nad T & =kompletan ultrafilter, Neka

y Ay = <A &) 2 & dobro zasnovana re-

lacijae. U proizvodu ‘1-)\ < Ax, B i =dA,&..) < I8 dobro

zaanovana relacija.

Tormula (Vx, X4 ) 1 & P (Xaea y Xao) jezika
m LW

x‘de < xﬂ(

na relucija,

s

juvaiava Cinjenien da Je dobro zZasnovi-
o

Prema prethodnom stava nltraproizvodu

{ A, <,...> relacija < je dobro zasnovana,

Weka

je D A =kompletni neglaval ultrafilter nad «,

Onda uvltragtepen

Y1<Ld>)<‘> ="</k;4(>

D

je dobro uredjen relacijom L

Dokaz.,

ocigl

je © redeni

Stav 131

[ —a

edno, relacija < je dobro zasnovana, Neka

ca (¢xY)(x#y — P(xvy) VP(¥x)) . Jasno da

{A,<Y =€,

N<t, <> =¥,
D

Teka Je o merljiv, Ako Je Z skup refenica od &,

tako da | Z|

= of i alo svaki podskup od Z. moéi manje



60—

od o4 ima model, onda Z ima model.

Dokaw,

ie¥a je D o =kompletni neglavnl ultrafilter nad of,

L

> = {C:‘ﬂ,\ B <oty . Neka Je Zb-_-. {s—v\\)e,p,} i neka Je ,Q,L{.,
model za Z(b ., Jasno da za svaki Vv <d

{p<ot | Yp KOy} D XNV €D
zhop uniformnosti D . Zato Je prema stavu 311, Q'-%{ no-

del za G, » Sledl

NaEZ.

tornji stav karakterie slabo xompakine kardinale,

Tz nelov o =kompletnosti, normalnost i slaba normalnost

an ekvivalentna avojstva,

S, -~
Stav 314,

Weka je D o =kompletan neglavni ultrafilter nad o,

D e normalan akko D Jje slabo normalan.

Nelka je D normalan i neka je 9e “« regresivna

funkeija. {0: 3((5)4(5] eD ., Oznacdimo sa ad identidnu
funkeijv na L . Ohavezno za sve ¥ €dt

i)l ¥<id=p}eDd
er je D uniforman, Oznacimo sa Cyp funkeiju U< 0 O Ty

O0%igledno da za sve ¥

Cp <y i,



Palodje, iz Vv FE aledl

l.c'a']D # [Cv].n -
To¥to je D normalun idy je o~ element u Q(d,-{) "

na Jje zato

ih, e Qu,o | h<pid 3= flepdp | ¥ <},

Tz prethodnog aledi da je za nekl ¥ <&

%‘D""" LC‘K]'D
odnosno
{e1 3 =%x3eD.
Teka je D wslabo normalan., Onda za sve g &y

Sl gp)em =tdw3 €D

e

povladi da za neki ¥ <d

go = Lcgdyp,
Drugim recima, idD je baf onaj element u Q(ot,(.) koJi

aledl iza svih Lc&]b "

Gozistencijun normalnih Piltera iz egzistencije merljivih

-

rardinala dokazao je Scotl,

Stav 315.

Weka je o merljiv kardinal, « >« onda postoji

normnalni ultrafilter nad o .

Dokaz.,

e E o =lompletni neglavni ultrafilter nad &



Mo :":',_,'10

Ndti<7 = 2 =<A, <>

i neka Je st A~y element u . . Definifimo

D= Xxcdklf (x)eE].

Da je D o =kompletan, proverava se glidno kao u stavan 32

.

D nije glavni, jer bi, inale, za nekl ¥, {&} eD

nilakle

-4
(s ={p<x | f(p)=F} eE

b= h!

to bi znatilo da Je

f:E .. ¥ {4°‘~>,

approbno pretpostaveil da Je JfE: o-& element u H .

mela Je 9 e o tako da

X={nr<|g3(p)<p}eD, .
reka je g\z%og_ . Dide ;_‘(x) ¢ E 1zasve pef (x)

hp) = g(f@N< L(p).

r_" r} = 1fr[’_ e

he < fe

na Je zato za nelki Y Lo

{p<albiy =583 ¢k,

fmea | B 28 3= $@ 4x | g =5] =

= £ (19w =8 e,



3tav 316,

Ako je D normalan ultrafilter nad o , onda D

e Namsey ultrafilter,

Tndukeijom pown u uslovu Ramseya, Za w=o uslov

¥i, Pretpostavimo da je uslov ispunjen za v 1 neka

Fa T
CH =T

13

Lo(]vw\ = P, U P,
PP = ¢.

I

7a E < of definifiimo

(1) ={Fel«)” | EeF V(5eF& FU{E}cP.)},
PE)={Fela) | Edr & FUlEl ey,

Po indulbivno] pretpostavel postoji AgéD iV (4)<2 tako da

wn
LAY € Pogy o)
na L <A o Odavde V& “9 1 poatoji 1 <2 tako da

9-‘(0 =B €D

jer je D ultrafilter, Definidimo

A={pedlpehAy,ven,5en}
i dokazademo
1. AeD

Wit

2, AY Py i=¢ 111 3 =A,

r RN

fiE A
fefinlElno #e Al



oA

£y=p za peA
fed=min (5eblnd Agl za peBNA
fp)=¢ ako pedNbB,

Allo BNA e D , onda

in<c Lfpy< pieD

pa zhog normalnosti D je za neki ¥ <o

-

{p<t | f(p)=0}eD,

Odavde

(<ot P4 ApieD),
suprotno definiciji -F_
Mela F e {_A]“H » stavimo

g:wl‘mp

G=F 1y},

onda

G (Al seb
E<® 2a e G Znali, iz P e G sledi PJGAE , Da
G-E‘[_Ag']hc Pe (%) i

FePy.

Togledica,

Ao Je o >w nmerljiiv kardinal, onda je &k Jaki



Ramsey kardinal,

Dokaz,
Neka je
P (A ) =Py U Py i
Pnnpq == ¢.
Stavimo

P{"‘:P{r\‘_n{]“ 28 ML 4V ¢2 .

Nad o postoji normalni ultrafilter koji je po prethodnon
stavu Ramsey ultrafilter., Dakle, postoje AueD i V ¢ “2

tako da za sve m ew

L %Y
[A“] = p‘““)[“ -
Neka je
A=nA. .
M AW

Lrd

Zbog oA =kompletnosti D je A e D, 0figledno da za

BVEe M LW

n
LA) C:F%(n).n (= Fﬂnﬂ)_

Slededa tri stava od znalaja su za ispitivanje strukture
ultraproizvoda,

Prvi stav povezuje svojstva o rastavljivosti of sila-
zne kompletnosti. i.(dwa)regularnosti. Drugi i treéi stav

daju informacije o dobrim ultrafilterima.




Stav 3.17.

a) Za regularni o&,Dje o rastavlijiv akko P je o« silazno

nekompletan. Za singularni of , ako je D o rastavljiv, onda

D je o silazno'%bmpletan.

B) Za regularni o , o silazna nekompletnost i(«a) regularnost
su ekvivalentni. Za singularni of , of silazna nekomplétnost
povlaci («,&) regularnost.

Dokaz.

Tvrdenje pod a): ako je reguiaran § izdgilazne familije
elemenata filtera sa praznim presekom dobija se jedan | ® rastav;
obrnuto, ® Rastav na standardan nadin generiSe o silaznu familiju

sa praznim presekom. )

b) Neka je D , o silazno nekompletan i neka je E=fx, lvtol}jedna

silazna familija duZine « sa praznim presekom

ne =¢.
Pretpostavimo da filter nije @,-&) regularan. Bnaci, svaka

familija kardinalnosti & ima podfamiliju kardinalnosti & sa
nepraznim presekom. Neka je
|}

s f xv’ ’?“" 3
podfamilija familije E sa nepraznim presekom, pa neka

. !

‘e NE',
Neka je Ve prvi indeks takav da ¢ ¢ xv. . Sledi da za sve
v’ Ve fd_ Xu pa zato mora biti

€] <« &£,
(jer je svaki niz kardinalnosti o kofinalan u o ). Otuda, € Je

(#,¢) -regularna familija.
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Neka je & regularan kardinal i neka je €= fx,[u-lfregularna
familija elemenata filtera. Dijagonalizacijom familije E
dobija se familija |

E?"' ;-L,%i | ver] .

V<pe

Jasno je da je E" silazna famdlija tipa & kao i da mora

NE' =

odakle sledi tvrdenje.

biti

Dobri ultrafilteri i ultraproizvodi po dobrim ultrafilter-
ima imaju znadajnu primenu u teoriji modela, a takode omoguéuju
odredivanje kardinalnosti ultraproizvoda i njihovih strukturnih

svojstava.

Stav 318,
Ultrafilter T je oL -dobar akko za svaku mo-
notonu funkeiju f: P (o) —» D postoji multiplikativ-

-

na funkeija g:’\)uo(a() — D tako da g < _'F

Dokaz,
Neka je b < o4 1 neka je -f monotona funkcija

- \
4 . ‘Pm(r;.) — D, Definiimo —F P PoR) - D sa

£ = £CRAp).



' .
Jagno da Jje 1 -Y monotona, pa po pretpostavei postoji

multiplikativna Tunkeija g’ : P, () =D takva da

) - . .
%' s__f o Meka je ¢ inkluzija

ViR = P ()
induecirana inkluzijon e cd » Otavimo
\ .

g=geoi.

Bife 9 <$ i, poito je 9 multiplikativna, stav je dola-

AE 1) e
L
stav 3:'—90
= Vs BT L +
Svaki nltrafilter je o -dobar,
Dokaz,

Meka je D nltrafilter nad nekim kardinalom, Prema
prethodaom stavu dovoljno je posmatrati monotone funkeije

_'?.-'-chw') — D . 70 Fe Pw ("‘3) staviuo
Mm(F) = maian iMCw‘Fqni EPw(w)
i definifimo
% L Pm w) — D 84

%LF) = % MCEN.

71

bog monotonost i {- Je »a sve F & Pw(w)

9(F) = £(M(F)) c £(F)
odnoano 9 < ;.

Melka F,6G e Pw (w) s, onda

MCFUG) = M(F)U mIGe) = max {M(t‘-‘-),u(&)}



1 odavde

4(FUG) = § (M (FUE)) = § (max In(F) ,m(6)}) =

= £ (W(E)) O fm(E)) = g(F) N q(6),

170 je P prebrojivo nekompletan, BT -dobar unltra-

Pilter nad & , onda D je (W,m)-regularan,

3
¢
S
Q
3
4
(o)
-
3
o
[ o
e
<
o
B
9
o
=
i
@
cr
jab}
=
-
=
O
[va]
o
Ct
0
il
3
:._,'..
1

1\.\+‘\ (&5 T_v\ GD

‘n[n =¢.

s &)

Definifimo .F t 'Pw (rs)—»D aa

2CF) = Aygy

4 + 3 —~ i il .
£ e monotona funkeija, pu nodto Je D A -dobar, postoji
nultiplikativna funkelja g : B (fb) -+ D tako da 9 % ]E .

7a V<& gtavimo
Fw)={5<p Ve g({E].

Thovino MIV) = mom {m <uJ\‘JGA~\} tako da je za sve V<&
n(V) < w.

Dokazademo da za sve VY L

|F W) £ nev),



—-T0=

"retpostavimo da za nelki Y < o
[FOD 2 mew),

Cnda postoji G <Fm)tako aa &\ =n) i podto Je q

maltiplikativna funkeija, inamo

-

ve Nag(y) =q(6) ¢ fce) = A
LeG

"ontradd et 4. $ i
6 A R .:\1.,!. ‘uiJ:l’ 3[—._]_ \) q Ah(g) =

new),

T

Darle, FW)eR,(p) za sve v<aot , Hto povlaéi da je
valkl beskona®ni presel skupova familije {g({v})!vqag

prazan, pa je D (w,ﬁ)—reguleu_‘an.

]

Teka je D prebrojivo nekompletan ultrafilterp
nad & , Onda

L. W< em)euat

S—

20 ako je GM)=oF s onda je D regularan,

_ _ +
Po prethodnom stavu, ako je G(D) = ol » onda je
D (UOJJ.)-3;'6_‘_;[?:1.?1?.".‘]]'!9 Takodje, po prethodnom gtavu i Po

svava 35, posledica 1, iz G(D) = r‘>+ sledi

Houw =2p,

pa pofito je WO \W& &, mora bitj

G < Lt

r
1

Dobre ultrafiltere nveo Je Teisler koji je i do-



T =

varzao prethodna ebiri estava, Dobrota filtera Jje avojstvo

nako novezano ga poretkom u u)teaproizvodu, a time 1 3a
S ople=

vardinalnofdén nltraproizvoda, Hto de se videtl jo:

deden odeljln,

Mededa Hri atava dokazao je Prilry 1971., pokazav-
%4 da %onbinatorna hipoteza PH  ima za posledicu da Je
ayaki miformml ultralilter nad W, , regularan, Za uslov

PH , %nil je uako povezan sa [ureplnoi hipotezom, Trilmy
modifitujudéi Solovayev do-

je pokazao da sledd iz V=L
var dn je Yurepina hipotesa posledica aksiome konstruktibil-

noati. Jensen je vopitlo Prikryev rezultat i dokawao da
n Yonglenktibilnon vniverzumu vaZi: za svaki m<w alko

e D uniforman nlteafilter nad W onda je D rvegularan,
n s -
za gvalil lac=-

takodje dokazao da 1z V=L gledi da

Trikry Je

: +
wt svaki uniformni ultrafilter nad K~ Je (Ry KT
~resularans

mela je za svaki ofew, , Fu skup funkeija za kodl

1. \Fo&\=t.\.3

20 VR e Fyu e otxx),

O6nda postoji familija

EA(K\.&} Iotef.da\ ) FD(:I;Jq’& [ s 'P(UJ‘\)

avaki o w4 1 svakl beskonadni podskup 5 ol Wy -

\NAum | =W,
pesS



Ao je @ najmanji ordinal tako da

1&dns | > w
onda
NAwnp <6,

HeS
(B) aro Je ,Fe wb,\ tako da za gvakl Lew, postojl weFy

LOCalxat) <

onda zaz svalki beslonalnl skup S e Dewa (f) vazi

3

ded
Oznatiino sa (P) sledede asvojstvo niza ‘fF.&}. %F.:,? japn-

w i@
njava uslove stava 3,23 neka za svaki q ¢ Wa poatoji

funlel ja ,q +tako da
(W e wa) (e e T N (hx) <),
U T eDowm () & o) < D3| >,

PW: nostoid familija sa svojstvom (P).,

Ako nostoji familija sa svojstvom (P), onda Je

avalki uniformni ultralfilter nad G4 regnlaran,

Mo je V=L , onda postoii familija sa svojstvom (P),



ULTRAPROIZVODI

U ovom odeljkn razmatramo prete’no svojstva od zna-
¢aja za kardinalnost redukovanih proizvoda modela, Struktu-
ra filtera ima najveél uticaj, Sto se vidi veé im prvih ele-

nentarnih gtavova koje dajemo preteZno bez dokaza,

Ao su D 1 D' filteri i DeD , onda
2 NA;L £ (A .

D' D
b) A\ <10 A\ .

D 1€X .

A
9 1AL INAL S IRAL= AL,
v f1%

d) Ako za sve e L (A;\¢\®;\, onda

lgf-\;\ ®

o3

il
Stav 4,2, o
Nela je D filter nad T ,'Il=p 1 2:T4kp,
Neka je E = i)(c;(b\ f-‘q(x)eb3 , onda
QAacl =10A.,1,

e ———
Tz prethodna dva stava sledi da se u daljem telatu
ez ponledica po onittost tvrdjenja mo¥emo ograniiti na

filtere nad kardinalima. Takodje univerzum modela uvek ge

more 1dentiTilovati ga njegovim kardinalom,



I,

Staw 4.3
weda Je XeD i D'= POGOND , onda va¥i

QQ*L;_ = .D;Q-L‘. .

o¥e se proveriti da ,sz% akko .ﬁ‘x =g 3[*,‘ N
0Yizgledno da Je preslilavanje
T0U — DA, Fhp = (Elg

jelkeija, Da je wo., sledi zbog toga Hto je svaka funl-

\
eida '@e %‘%; #1ika onih f;e ﬂ?,l.-‘- c¢ija je _r‘ reobrike-
]

cija., Doka”ino da je W izomorfizam,

' - " . .
teka s §,S8, Ry interpretacije relaci jskog sim-

nola P ,  redon u modelima
Bake, 030 s,
S($y ... f5)  akko
Y={iell R - £1)eD akko
YOX €D akko
Liex | Ri (4G e fGN3eD akko
2 U IR LD e £ €D arko
SUCE R () akko S (FED e 5D,

‘ - .
Ilelra an k*,H y &y interpretacije funkeijskog simbola F

n redom modeling

N2, DAk, .

HCfo e £0 ) = <65 (41 vl £ Viel 2y



AT G

Ry o fod) = T LG8 (A0 sus £760) 1 6] 2=
= (6 (£6)een £76)) 171D W) =

=24 G (Y. $TE) s bex by =

=& Gy CERGY e 20 ) 8 Jex, =

RO e 4Ny =

Hm gy T85) .

il

Ao sn o ,a.',a; interpretacije konstante £ u redom
mndelima
\;}%{ ,Dlzlf; ,ﬂ'; y Dbice
0.1 ‘1€
o = £ O €1 >DJ
o =€ 0Lt ic—K?D;

i odavde
l
‘W O, = Q— -

Poaledica 1,
A¥o Je D= {YeT X y'i glavni filter gene-
rigan  slupom K, onda

M
02 = 02 =N 2 =Ny
to wnati da se redulovani proisvod u ovom glucaju svodi
tan proizvod. Odavde sledi da jJe

na direl:

N2 | =101,
° Tex

Te¥a je XeD . Iz posledice 1, 1 stava 4,1. a)



e

gledi

N2 <N,
© e

Porledica 3.

slo je D glavni wltrafilter, onda postoji 1. € by

! a o i‘_'}“-.'l

Poaledica 4,

Teka je X &D, UDW =\x\ , D = PxXIND ., Onda
g%; 2'9‘%{ )

l
nri femn je D uniforman filter,
e i

Pomledica 5,

Ao {1eT 1\ oy <k 3 e D "~ , onda

Wl | SNy,
D D

Meka je D ultrafilter, 2 model za koji || =«.
: v
¢ o prealikava 2. na QQFL akko D jo o

Prirodno ntapanje

ompletane

Pretpostavime da je D, &' lompletan., MNeka Je

—?‘b@gr’-\.

'(\’_ nrealilava I n A . Fako je |A\ = o s razhljanje



=
I?— VIf (a)laeat deli I na najvife « delova pa
zhog oL Lomplelnostl filtera D postoji ae A tako da
-1
£ a)e D , Hto zna¥i da je
L=p Lt iel? , odnosno
%0 = dea),

Pretpostavimo da ol preslikava H na g% o Neka je

T=Ux,

B Y
particija I na m< 4t  delova., Po¥to je \m)sa=lA)
mo¥emo prenumerisati indekse v 1 pustitl da e BchA i

dz Je nri tom &\ =Ipl . Otuda

I=UXa ,

aedh
Telka Jje funkcila -F:I—' A definisana sa
fy =a akko 1€ Xgq -
Tz pretpogtavie 1!l da posltojl Qee A tako ds ‘FD =d@a,),
Medjutim, .Fr.\') €D , »2 ave & 1 s, pa zato a4, e B ’
w w .
Cdavde =ledi da ]f (2,) €D » odnosno Xq & D , fto povladi

., . <+ y :
da je D o =kompletan,

v

O
Togledica 1,

Ao je 4 onafan 111 ako je D glavni nltrafilter,

onda o vreslitava b na gQ,L.

D
Posledica 2,
Ao je |A| manje od prvog merljivog kardinala 111

alko ne postoji merljivi kardinal a D je W4 =kompletan



T8

nlirafilter, onda d prealikava 4 na f]QL.
D ey
Stavovi 4,1, do 4.4, pruZfaju dosta informacija o
atrulrturd 1 kardinalnostil wltraproizvoda, Medjutim, odre-
Ajivanje kardinalnosti nltraproizvoda predstavlja tefak

nerefen problem, Zato su od interesa rawni parcijalni od-

govori izloZeni u daljem tekstn,

Cornje pitanje je od interesa za dvokardinalni

problem, fito ilustrunje sledeli stav,

('™
- U:‘\TJ

-
4.5

Ao teorija T dopufita (,p) , M 2 « , onda za

avali nltrafilter T teorija T dopusta (ll;lul\ 3 \1% M),

-

Dolaz,

weka je 2L o, ) model teorije T i neka je V
in.':;Hrp.'r?et:__u‘;ij;"} unarnog wrelacijskog simbola U . Bide \Al=,
\VI= (0 , Vela je '_[) nltrafilter. QQ,L je model =za X
kardinalnosti ll;}ul » Feka je V' interpretacija relacij=-

oz simbola W modeln T\ 24 . Pokazademo da je
3 D
t
VI =1\0\pye
'D G
7.a qV_'.}‘.'._’_i %v e n A je
D

%n & \J\ aklko

76T\ £iireVieD  akko
poatodi gexv tako da {1eT\ £R)=8(0H 3 eD,
Pefinifimo WtV —» l'n\\f sa

T4s = 9o .

Ofigledno je T A-A, wo,

s S TR



S T Py, T R ; e ACRTE TR 1
Leislerov stav ima Siroku primean u odrs-

- £ -
wiledeci

djivanju kardinalnosti uliraprsizvoc

{(bglg(olg kardinali 1 {Fg\géa"% < D « Oznatine za &vi Ew

Ay =l{a<T\ge @3,
tada je

T A
\[‘;\fb%\ < \%mé’% |

Dokaz.

Definifimo (ﬂ(’;t‘.) — (ﬂ(bg}
Eeot °

KEQ) 31&F») = K £ 13 <¥,
P je wa . Polito je i<\ 5t } vodakun od ¥

nalnosti I\% s Dosvoji Tuukeija

eEL)\E,]: Eiéa‘:geF{}

Cznadimo sa '37”% g —tw projekeiju

Eca

Ctuda =a

T e(lipg Yy

&ed

e o sty o s e
moze 8Be IT0IrNMLTAavL Kompoglicija



=0 =

Definifimo

LYy
D

£

QU = LT foe, 1 5.
Dokafimo da za f,%e(nﬁg)a" g 32 P(#)#P{g)slmli QfI#R¢9),
£ <ot

P(£) + P(g) povladi da postoji 1< ¥

talko da

fi(.i)'o + 9\ )y .

Odnosno

A= L5t LSRN G) #(geiNsdd €D

Odavde

ANF; €Dy
g e ANTS gledi da postojli N < }\5 takav da

1€ () .

Qdakle
Mgefoey # Fgogoe,
Y50 povlacdi

ANTg e {5 <o\ Wyefoegof Mpogee, JeD,

QCg) + QCY).

Ly
s, t e (‘3(5%) L S#t,
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o
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D

QLPT(sPIN QLPT(4)) =¢f

IJ-

b4 QP (sn] < agg
‘D -

.
Pogledica 1,
Ao eu & , ¥ kardinall, D ultrafilter nad £ 1

P % < kardinall, onda

Neg\* € \0py |,
D D

Dokagz,

Prema stava 4.6, )\gz‘x? za sve § £ ™ , Odavde

sledil da za sve ¥ <

kg '
(’:;;.3 & (bg

pa tvirdjenje sledl po stavu 4,1, d).
P )

Stav 47.
o ol
Weka je ol beskonacni kardinal i Fc «w takav da
a) {,3 ¥, f#j povladi \FE&<a | $CE) = ‘3“5)?\(‘:(

b) ¥ je makaimalan skup sa svojatvom a)j

onda l 31 >R,
ol
Posebno, postoji familija S < o« takva da |FPl7s 1 Y

zadovoljava a).

Dokam,

Veka ¥ ispunjava nslove stava i neka je

(Y] <,



B\ aekY

dobro uvredjenje skupa P .

el & .
Definidimo f e o dijagonalno, tj. tako da

$e8de ot \ T Haley ) 5 <3,

2

Ovo je mogude jer Je

ot N §fats) L 5<p3| =,
O¢igledno da ifé ¥ . Vedjutim, J’Ufﬁ ispunjava uslove

gtava pa P ne moZe biti maksimalan, Znadi,

A

Nruel deo tvrdjenja sledi iz prvog primenom Zoruove Leme.
e iy

Posledica .

Ao Je ot 2W i D uniformni ultrafilter nad &L ,

onda

H;lok\ >,

Dokaz,
Prema stavu 4,7. postoji familija .‘f’t"‘,c takva da
za ave j’13 e Y ako je -F?‘S , onda
({5 < | fe5) =gE)3| <k
|| >,
7hoz uniformnosti Tiltera D za -F,ge P bvide

fv # 9,

na zato

\{;x\ > o,

et sl



fornja posledica je rezultat Frayne Morell 1 Scotta
iz 1962, Medjutim, jo¥ nije poznato da 1i postojl kardinal «

takav da je za neki uniformni ultrafilter P nad

[ 42*.
Ay

Teka je D unlirafilter nad kardinalom & . Ako Je

D «,p) ~rezularan, a V% & Lty >3 gu kardinali takvi

N
1l
A

w = K
' bl
onda za sve kardinale % & L%, »)  vaZi

TR X
D

Y

ot v v iy
Po pretpostavel je W =W , to povladi da je V €K

vl =N,
D

D

Pofito Je D (k.,p) regularan 1 Vel (T, D Je (v,p)
regnlavan., Meka je E <D (Y, () -regularna familija,
Neka je E dobro uredjena relacijom %£sjza sve 1e UCeD

definisino

X(\) = {eeblrce3

a sa 5eq(?) oznafimo niz €€ K1) uredjen relacijom
E v
L .2a ge v definisemo 3‘ 5
alo je Sezc{) =< e\ B <V ¢V )Y , onda je

g'(1) = L€ g < Vi<V >,



ak

nide KW eE , 1e NXQ) , pa zato i zbog (V,p)

—regnlarnosti familije E je IXG)| <V , Odavde je

. \A
g'y e 7,

Nefinisimo

ga T -23'0 o DokaZimo da Je W A-4 , Neka su t‘-},R &E""

q + h . Sledi da za nekl e ek

ace) # hey,

e €=€ n seq (i), Odavde, z8 sve 1ee

§' ) =< g(ey) e g vl geeY L | BV KV )
Lhen s e heeg) VBV SV = B

Po¥to je eeD , bife 9g'p # By o nadl

H;W\ z | Byl =2(b,

pa tvrdjenje sledl prema gstavu 4.1,

R—————_1
Pogledica l.

Veta je D (a,p)-regularan ultrafilier nad ¥,

u

Tada Jje

Dokaz, P
% o et
W) 2

= A , pa ako stavimo W= i vV =d,

tvrdjenje oledi iz prethodnog stava.

—— g
Posledica 2.

Meka Jje ~recrnlarni ultrafilter, onda je za
e 3 W

(4l



avaki heskonacni o
™
el 2 .27,
D

Dolia% .

D je (w,p) -regularan 1 A = , pa premu

stava 4,8, imamo

N« » 9™
.D paea—

)
1z GCHW iz stava 4.8. mo¥e se eliminisati uslov kK =K.

Nedintin, sam valov je znatno slabiji od GCH s Sto
omognéava da stav 4.8, bhude od koristi i kad je GCH
crubo prekrdena., Neka je, na primer, D (P ,__L.\,U‘)~1*cg;11—
w
1aran. Obavezno w;"‘a: ujt:J = :la . Takodje, interval (;“Q‘un

aadpii, besz ohzira na GCH , dosta kardinala. Iz stava 1,86

aledl

1 a

D A

l= 2

W, +4

Maravno, kardinal ,_3_.-4 mofe 1 sam biti Jako veliki, ali to
samo znadl da se gornji stav ne moZe primeniti na prethod-

nilte od ;

y L ovom primeru,

Posledica 3.

meta teorija T dopufta par (e,M) , Onda za svaki

¥ T dopufita Le&x, (bf) "

Teka je D Y -regularan filter nad ¥ . Prema

noaledici 2.je

N e =u&3: \ ) :.[58-,
D N



pa tvrdjenje sledl iz stava 4.5,

Slededl stav dokazao Je leisler,

Pretpoatavimo da vaii GCH , Neka je o3 :A'?,(s'-,,n, 560
A | I < | G4 ' ,0nda svaka teorija T u jeziku ¢ , koja

dopusta oy ) , dopnita 1 (&', L',

Prema stavn 1.2, mo¥e se nzeti da je aA'> (> .
\
Meka je (> kardinal 1, vrste. p,' = 1{'* . Zato  uz GCH,
- 3 ¥
(‘a'=- (&.f, pa po posledici 3., stava 4.8, T dopuiita (_DLK,(ID p 12

v ] _
Prinenom stava 1.2, a) sledi da | dopulta (o ,(5'). ITeka

je (’al granidni kardinal, UoCimo glededi elementurni lanac,

Nelka Je Ok 3 (':' i neka Je 24'-(-, jedan (A,p) model
Leorije T . pretpostavimo da su za V2 (5,V4¥ konatrui-
sani (@A,w) modeli sy . Ako je ¥ granidni ovli: 1, neka Je
2 = Uiyl B2V < 3§ . Bice PARN (&, ¥) model teoris
a T . Ako je 37'=\)+ , onda z"=~JJ pa po posledici 3, ata=
va 4.8, pogtoji (0{\), ¥) model J3 ¥ 2A,. Prema stavu 1.2,

a) postoiil (,ok,a") model %b" ra koli je Up <X 21'&"'< ‘]3‘

A =U U | p &X'y,

2]‘,‘3'0 (a!,(L') model za | , odakle sledi da T dopuiita 1

var (oA ' ) ('_-,* Y.

Stav ‘1;'--100

Meka je D (o, ) regularan nltrafilter i neka je



|"\~"J'
) | =

PN =

&
Fapdinale VKeld,n) , K =k, & $fV . Tada
v
\Owl = (N
\u] D =
Dokaze
2 o
Tz W =X aledi H-\K\ :\{'\\A. \. Dokazademo da Jje
D A%

)
Nwt < \Q |
D

(’ru) — Y ) takav da vaii

Dovoljno je nacl RIS
) %,T«&o(f\é) »’“3’1:'”‘ onda za sve gLV
9¢%) =o k),
mada mo¥emo definisati %' tako da je domen ' podz;lrnp
od :(D\K3 a kodomen (QK>: |
ako je Mg = ,F , onda
T fp) = LG 1BV
D je (p) regularan i zato (*,v ) regularan. Neka je E
rupova iz D , uredjena re-

p A I’]i“’idd =

-
I L=

(Ayv) regularna

_1."'_13_'3 jom ‘-'\< E {eg 'L'% <V 3
ije E , =za svali 1e UE poastoli Vi <V tako da

7hog (4,v) regularnosti

i za sve %>V}

rd bl \)
amo T na slededi nacin, Ako Je 3(.—_ (rk.) , onda

Defini’d
(T‘g)(i>=<gt¢)cﬂ) e G(EY(1) .. LB VS 7.

16 o
g € Y.( K’),
Meka je 'ﬁ—% =D'n‘ﬁ 1 neka

.

Nolkazimno Q")
w = {1ex | (7)) =0rh )T



s

va

dy ={ied | Vi >53,

e Qe 5 <, LY O\ %e .D ) pOétO

E<A

odatle, z2a ave LV

dsr\x GD.
I"edjutim, za ave 4ed§nx je W >& 1 (Tf'g)(f).:ﬁrﬂ,)(_q').

a4

fied | 350 = hg)) o dgn XeD,

5 opdavde

(%) =p by,

et e i Al

Tosledica 1.

Ao Je D (s, @) =regularan filter, v, K & I«, (5:) 1("?‘,35")

41

an kardinali, onda

) 2 10xl
D » ¢

Direkino roristedi dokaz stava 4o 10
e aade sl

Posaledica 2,

ao je D uniforman filter nad ¥ 1 ako Je

o0
cffg'%"-::. cg 3



tada

Megs (7 = Megs |
D D

Dokaz.
D je uniforman i zato (c;g,q’x) -regularan.

Primenom stava 4.10 sledi tvrdjenje.

Pogledica 3.

Ako je ¥ Jjako nedostifiv i D uniforman ultra-

filter nad ¥ , onda je

Qri=2"

Dokaz,
£
fg= 4§, ¥ =§ , pa dokaz sledi iz posledi=-
ce 2o
e ]

Posledica 4.

Ako je D uniforman ultrafilter nad kardinalom N

i ako kontinuum hipoteza vaZi za .X , onda

x| =2~
D
Dokaz, N

X £
o pretpostavel je 2 = AT . Zato N =A 4

cgh*::ﬁf, pa primenom posledice 2. sledi dokaz.



..90...

Posledica 1. stava 4.7. je rezultat Frayne orell i
Scotta iz 1962, Posledice 3. i1 4, stava 4.10. dopunjuju

prethodni rezultat, dok pitanje kardinalnosti

e
D

( D uniforman filter nad « ), u sludaju da ne va¥e

uslovi posledica 3. i 4,, ostaje i dalje otvoreno,

Neka je D ultrafilter nad o i neka su Bg ,% <« kardi-
nali., DefiniSemo esencijalni supremum kardinala (g, b<a

u odnosuy na filter D :

M. bupy LA | <ok} = mim (Sup o .
p g\ E<x} Ah::b(ger; &)

Stav 4.11.

leka je A 2w , D regularni ultrafilter nad «,

Gy, & <o neprazni kardinali takvi da

)Q:{B(o(\(‘agzmg e D

i da je
sy g 15 <kl = K
onda '
1N e | = k™,
D g
Dokaz,

Po3to Je prema stavu 4.3.

N



moYemo amatratl @ an avi Py @ . eka je E< D
of —-repnlarna familija. Prcema posledieci 1, stava 3,5, bi-

‘e za gve G&E_, \e\=aol , D& ako primenimo stav 4.6,, bhi-
. ; PN
e ¥ =ol 1 za sve £ <ot }\5400 s pa zato i (ng - {1,% X

odakle
) mr&%l mra,_,,\
Ako je K= AT , bide B = ls< 1(55=k}e'b pa zato 1
INeg ! = 1Nk =w*
5
D D
o je W granidni kardinal, bide za sve A< W

B, ={<L I N< Byt eD,

el 2
5> 5
2q sve A< WK, Ito povladi

) INegl 2«
D

lleka jJe B €D takav da K= sup {(bg \geE:} ¢ onda Je

stava 4,1, i zbog uniformnosti P

l;}(b%l-\nﬁg\ &\ Kl=|'<d..

DAP(B) DO P(B)

w

Tnajudi v vide da vaZi &) 1 ) , zakljulujemo

H_;)l P’n-s‘ = Kd\-

Dohri ultrafilteri i ultraproizvodi po dobrim ultrafil-



terima su od posebnog znalaja za teoriju wodela, Oledeci

atav dokazao je Ieisler,

Stav 4.12,
Neka je D p© dobar ultrafilter nad « , 0< N <w
za &<A i
em. sapy {*n% L < d =
onda je
lﬂ'\"bl 7 2(5_
D
Nokaz.
Definitimo % 3 B (fp) —» P() =a

=1

é(F):{g(&\ME’aQ [

M

Mududi da je N, Py ng l(g 44} =w , ©ledi da je
preslikavanje u D . Ctigledno je é':=m-0hxu1:ﬁu*ci;w,
pa zbog toga Sto je D (‘a"" ~dobar, postoji multiplikativ-
na Tunkeija ¥ ,

“P ! Pw (/5\) = :D,

talkva da W g qt . Nelka je

FlE)= Inp<p & e Y(LD§ ’

]

va¥i  FC) € P(p) . Uolimo da je

0 @‘“) = ‘751

(U SN

odakle sledi da za svaki &< o postoji majmanji n'% < W
takav da

54 ¢n),
Treﬁpostaﬁimo da Jje

lFCFD)l P “lg v
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7nacli da postoji F‘C. F(%‘, za koji je ”:t‘=“'§ . PO~

Yo je W munltiplikativna, bilo bi

5 NYUnD =Y(F') c §(r") = FOr') = ny)

Ne€®

) . ) ]
aunrotno izhorn hg .

Ftavite, ako je Flg) = {vz,t li<n } , onda je za
- ave Y <o
Ee N Ynd) = Fran « §rw),

zbhog multiplikativaoeti funkeije ‘}0 o Odavde sledi da za

sve Y.<

“
to povlaci

Definifimo sa Q C %) = <-¥Pp¢%~}\ ‘_5)40(_)9 preslikavanje

(S
Teka je %,3 el 4 {iqu . lieka Je  £M) #9(y), pide
£y <k | Fleey# 9y 2 Y(in]) € D,
pa je zato @ 4-4 , 8to povladi
2{5 ‘é\n“g\ :
D

s et

Pogledica 1.

lNeka je D prebrojivo nekompletan i {55746 s B <&

takvi da Je
. b (’JE‘ Z W3



Negl > 27,

.-t-
Prema atave 3.21, Jje sigurno W' dobar pa dokaz

aladi iz shbtava 4.2,

[ ]

Ao je o merljiv, o« >w i ako je D normalni

nltrafilter nad o , onda

LR, €D = Ft} LR(p) e,

Jedan izomorfizam je definlizan sa

To(x) =< XN R \(wm% , X e RGat+A),

Dolag
Shavimo

D<RE+D, 67 =<B,E>,
Vela su %K,y & R(+1) takvi da X # V¥ . Pretpostavimo da
je RSNY #¢ . Vela je 2 €XNY . Polito Je X e P(RLA)D,
hide =z & R(A), Pofto je A graniéni kardinal, bicde za
nei ¥4k , 2 R, 7Za gvalki (5&{.3',91) vazi

=20 R(Pp),

2 & CANRE)INYNARB),
Po¥to je 1&,A) €D, hide

TR E X,

NE F{é_'ﬂ-Y %
sledli ITTx#Wy , pa je T 1-4,



Pretpostavimo da je X ¢ Y . Onda je xeR®),
pa zato za neki ¥F<LK , X &€ R(&)., 7a <A<« e
A= XN RPY,
XeYNn R,
Odavde
Tk E Y,

Doka¥imo da je W wna , Neka je Fy € B o Pretpostavine

da je
x=f{pedk | () eR(BEISeD,
Za svaki (b<« , =a rg({b) oznadimo najmangi & za loji

f(p) € RCg-+1),
Onda za svaki peX je g(spd<f . Ako je =3+, on-
_da 3((5) <P < (> « Ako je (» druoe vrste, ondx posto]”
T<L (> tako da

£(6) € RGED < RAF+A).
Po¥to je D normalan ultrafilter, postoji ¥ <& wakav
da

V=169 =53 eD,
Dalje imamo da Jje IR+ = ;; Far PosSto je A Ja
nedostiZiv, vaZi

=y > Ay
za sve ¥ < oA , Posmatrajmo particiju o na ;:ﬂ-\ delo-
va, takva da je ANy Jjedan deo i da je za avaki € R (f+i)

akup

{61 $(ed)=uy deo.



oL\Y &D. jer je YeD . Zbog o =kompletnosti filtera D
e za naki w e R(¥+y)
1\ £ =uy eD,
1yntin, za ey Je uw=unNRp) i zato
IV E@=un (MY D,
Ao Je M) =< wnRM) l(n;g_..z‘):b , 1z gornjeg sledi
i) o) =<unR Ip<ad(®) €D

odnosno  Fy=WU) . Znali

¢p € T (R(A+4)),

Takodje va%i: ako postoji 9y €® za koji ?‘bEﬂD , onda

pootodl w e R@) za koji Rp =T(u)

Q\“E qp akko ) 6o €a(pd} €D

161 ) e R(pI3 e D,

Tz gornjes onda sledi da postoji U za koji e\'p = h(u) .

ITeka Je ’#D bilo koji element iz B . Stavimo

X={YeRW)|THYEPp T,
onda % & R (e4r), Doka¥imo da je IR) =f5 « PoSto alksion
platenzionalnosti vadi i n LR(A+1),€> 1 u <& B,EY
dovoljno je dokazati '
h E {D akko E'\D EwW),

e hpE £ , onda postoji ue R(x) tako da je Rp=W(u),
Odavde, weX . Medjutim, wek povlaci wW((u) = E\D E w(x) ,
Ako je B‘X) E "x), 'Innda, noiito je T(R) = -FD eB , postoji
weR(@) za oji RAg=7Cu), A(u) EF(X) pa zato ueX,



- . p s = "
Odavde je #A(W)HE ')ED , odnosno a EFf, . Znaci, TOO= j{_u )
pa je T na. preslikavanje,

Pogledica 1.
Ako je D normalan ultrafilter nad merljivim lardi-
nalom & , onda
o

\leA=2.

Stav 4elde
lleka je <k »w merljiv kardinal i neka jJe D norma-

lan ultrafilter nad « ,
a) Za svaku formulu ¥lka.. Xm) 1 Sajee; Su e RX+1)
LRGWH), &Y = €(S1... 5w) a0
e\ LR (P, €7 F CISINR(E) - suNR(MIT €D,
b) Ako je Iw (x) skup nedostifivih kardinala man]il |

od o{ , onda Tult) €D.

¢) Ako Je T~ (ot) skup kardinala manjih od L koji

imaju svojstvo grananja, onda L« () & D.

Dokaz,
a)  {R@41),E7 K @LSa 0] ak’co
l;\)(PsQ[‘m). &) & e ) e RisWY) aklo
MR, 6T € LLSINRE N\ ey oo L SN Rc(s)\{bu);) aklio
D -
[ ed \ L Ripr) €7 = CLLOANRMIEEY(E) L SSWORMIR ca¥ (@) e
akko

16 cd | LR(p4), €7FRLSAARM) «-- SwAR(IS €D,



-0

Ovde je T izomorfizam iz stava 4.13,
b) Formalizacijom definicije nedostiZivosti dobi-
Jamo Tormulu ¥ talkvu da
Rpr),ep e akko IE je nedostiZiv,
Dokaz onda gledi primenom a), |

¢) 21lifno kao u b) neka je € formula koja se do-

1y

ja formalizacijom svojstva grananja., Onda

{R(), e e akko b ima svojstvo grananja ko=

je Je elvivalenino glaboj kompakinostl, Medjutim, o Je

elabo kompaktan (stav3,13,), pa je
<R(°‘“”.E> l=¢. Odavde, primenom a) sledi da

T = (et \R(BaD), eY =eld €D .
Prethodna dva shava dokazao je Scott. Iz poglednjeg
. . — . 2
gledl da je merljivi kardinal n1 neopisiv i da predstav-

1ia tadku nagomilavanja velikog broja osobina,

Slededi stav povezuje odredjivanje kardinalnosti

Lhtranroiavoda sa prirodnim poretliom u ultrastepenu,

Neka je D uvltrafilter nad kardinalom K , Yeks Je

Q'L = <A "<A> == ‘]_)\4\(‘4)'-‘

\lz0 Je f,’-e K(w_\[q&}) s, onda

M@, <y 2 qy M) g¥ < 421, <, >




% [t
T}D‘d-.’ao

Teka Je

ge Tl g

beW

. W A
onda je q & w Definifimo

1. 9o

I

{heNf '\ {t<wlge) =hei)§eD3.

bHev

o
i

(e | {iew) gy =hhH}eD},

Joeno Jje da va¥i gp < .3‘3' . Defini&imo

R/ nf-t{'ﬁ) —e A
D

22

7 1rr
Dol

aino da Je M 4-4,

Neka je 31;"‘8‘1) i gp;f\begﬁfrs).

1ice 3-9 (\gxb=¢ . Pretpostavimo da '}T'S.D -_—'."JT?*\D . Znaci
U P I
9> = My .
ficwk \g@) =h)3 €D,
Sledi

?‘D =gy Fontradikeija. Stavimo

F=idbellgrq, tol.

DokaZimo da Je

T(ﬂg((&)) = .
D

9 eg%(m.



= 1C0=

Tp<k | 5@ < (%= keD,

A AU
Qv <p. 'FD ,
- ; A
O dave e, %D < F .
Teka je 32;" e F . Onda

X={p<Klgp)< fp)ieD,

eltg Je ‘5 e “% talva da va¥i
F(p) = g(p) ako  meX
gy =14 ako mewN X,
- A

Cnda 9 €9y - Medjutim,

g e llfqm,
pek

gb S g e,

Dakle, T\"(ﬂqb):ﬁ?,;l, pa W preslikava D#((‘a) na F .,

tera je D normalni ulitrafilter nad merljivim kar-
dinalom W , onda Je 2A =2LA,<& )= Q(K;(.) dobro uredjen

relacijom £, o Redni tip

ot (aL) > 2%,



Doliaz .

Prema stavu 3.12, <, je dobro uredjenje. ToZto
je D uniforman ultrafilter D je (K,w’) regularan. K je
merljiv, otuda jako nedostizZiv, pa prema posledici stava 4,.LU.

vazi
(3
] = 2%
©
Odavde sledi da je

2 ot (A (29,

Prema stavu 4.13. Jje

W
[gR(mﬂ\ = \g ;(-m\ =2 .

Iz jake nedosti¥ivosti W sledi da 7za sve < K , ;Lrs< ®

pa zato i ;[w 4 K . Neka je 6 funkeija: 6(pd = 9

(31
za <K o Sledi da Je © e . Prema gornjem i ahtavn 4,17,
Je
¢ ~ H % 4 g
(*) ﬂ< (f"‘)l<>=<{‘§062‘l‘l%1‘:4;\633141«?
P D
"3
i W el =2
°
znadi (%) je podetni komad u A , rednog tipa bar 2" ,

odakle sledi tvrdjenje.

Pogledica 1,

Za svaki -Fo ¢ postoji ordinal ¥'¥ tako da je

‘g-n .X'_‘_-{i element u A i va¥i

<g%m}:4.\7 = ‘(&g,‘(?,
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1a ‘FTJ e 2e-ty element u 2L .

¢
7a svaki ordinal * <otdl poatoji F e “k tako

ilepogredno iz stava 4,15. 1 stava 4,16,
g ]

9lededi stav refava kontinuum problem za merljive kardinn-

le, izradunavanjem lardinalnosti ultraproizvoda,

Teka Je D normalni ultrafilter nad merljivim kordi~

lom K . Neka je za 4w § dato sa

L

)
2 o= “'){54- ()

neka je = %4‘&:4?.

§) < ot (N2 §(, <Y),

TN~ Vs
HOKasz e

nke nedogtiZivosti merljivog kardinala K

6, = Lqvedh 190 <4 4o 3,

H = i?\bell.‘{(i;.(k\ E\(p)étw&r“’(aqtm)ﬂc"m‘ge.bg>



=102~

odnosno, za B\De}\ ) ?\((5) je kardinal 2za sve (5.(,14 i

Wp £ h(p) < Ware.

Cdrnivle aledi da za svalki B‘b el pogtoji 3.9 &G‘F talo da

) {(54\4\?\((5):%“3(@‘3 eD.

NefiniZino T |k — Gr{_ aa

T(B‘D) = 9dv aklko @) .

lenosvedno ge proverava da N ne zavisi od elemenata od

Rp & da je T 4~1 . Jledd

ot (H,<,) £ ot (6y,<,).

s K
Telu je % kardinal takav da je K 2 £ 2, Pre~

x
na posledici 1, stava 4.16,., postoji ﬁ & K!.&, takav da

'i;zfa je ®-f ordinal n 2L, odnosno

Yox = 2%,

:;‘&

(] . 3 . 7
Prema ":'_'-:‘ulZOv'- i‘.D:'%let‘H,Cl hice

ot (4-@#“({5)‘ <A>) = ot (G¥K ,<A\;—o‘{‘at=ae_

Za funleiju 9 sa domenom K, definifemo

19l = <\ (™) mewy,

Ve
Vari

H;\ \fgcpn\l = \g ) = 2.

ot (L ‘;\ f-&(ph y LAY = Of<%\¥x((s)\,<A7 =2,
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pa Je
|G x| =%
£ |
e 2 =
Ao snacl da Je ( #a&\)b bar 2R-tV element u AU , Po¥to
5 ok w s . R 3 s SR
je (lIf ) = _fD ili  Je (\‘; DD= 'F'D s bo izboru

o
b4 ={(§.<\<\ .f((b') je Tcardinalg & D.

Welz je $iw(k) skup jako nedostiZivih kardinala manjih

od W ., Prema stavu 4,14, vazi

stm(k) e D.

da imano nlternativu:

xR
{eex 1§ () 2wy, pm]eD 114

®
(<% | Fip) <wprtbeD.
U prvom sludaju imll bismo

Lk sine)| §75) 3 Wy, =6 € L

ade Jje G({‘a) =;('=+‘1 . Odavide bi bilo

2°=1Na_ | «\Nffml=2<2"
D

DAP(SIMK))
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vontradikecija, Znaci

(i [ £760) < Wy e, § €D

- _
To%to je W 1 # =D\_Fae1 , imamo da Je 2zbog normal-

noati nltrafiltera D
»®
fp<v | £ P2p3eD,

Presecajudi ovaj skup sa sih (k), sledi, s obzirom na gor-

!1“_:&;:
R
{(b‘. K \ 'q‘ (['5-) &‘_w(:,,ﬁ)(b*.%(@))ﬂcm.d 75 &D.
*e A
Sledi da postoji Bﬁ,&H tako da $ € Np odnosno
28
£, € H.
' .
Todto sa 2 ,% ek )Q_k‘) N\ Core i1 e #2e , sgledi
R :x,'
Tmamo da Je

k(%20 Card)= £ (W) & ot (KM, &, D) =

= otl6ys <aY)= ot (L4, ).

Poaledica 1,

Welka je D normalni nlitrafilter nad merljivim kardi-

nalom Y . Tada

\o)
{o<k 127 =1p1*3 eD — 2% k™,

Tz pretpostavkd aledi da

. 0
fmewrnsin)\ 2 P =wWani e



|
L
o
N
i

odnocno, da Je If-((s)=b 4 , pa iz stava 4,17, i Canto-

vove nejednakosti dohijamo
14 $CRY & ot (M,40) =1,
D

w
da je 2 = K+.

=]
=

QOvo =Znac

—
I3

agtava 4.,17. i posledice sledil da se Eastonov re-

pultat ne mo¥e primeniti na ZFCM = ZFC+AM bududi da je

‘-F(k) ogranideno vrednodidu ot ( [D'lc(g,(ﬁ),()) .

Dobijamo u stvari

K
= £
2 2 ~ ("-)K-ln Ot(g(_r(rs>’<>) .

silver je dokazao da neprotivureénost ZFCM  implicira

neprotivurednost teorije ZFCM + GCH ., Takodje, posto-
ji dokaz da, ako Je ZFCM neprotivurecna teorija, onda je
i ZFCM + 1 G6CH neprotivuredna. Time gornji rezultatb

dobija emisano, Ostaje otvoreno pitanje:

Da 11 se ma koji ordinal & za koJi va¥ii
1 40« o*‘-(_g-({tp),o) :
mo¥e uzeti za vrednost {(K) ?

Takodje Je otvoreno pitanje:

Da 1i je v ZFCM prvi merljiv kardinal istobremeno

prvi regularni kardinal za koji ne va%i eastonov rezultat ?
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fudnéi da egzistencija merljivih kardinala implicira eg-
zistenciju povede hijerarhije velikih kardinala od kojih
avali novi ima po neku novu osobinu, ne bi bilo Cudno da

je odzovor i na to pitanje potvrdan,
aledeéi stav dokazao Je Scott,

Stav ‘1 .18.

AM — V#L.

Dokaz, W
22 X
Neka je W prvi merljiv kardinal 1 neka je f!|=(2 )

R(k+3) je tranzitivni skup kardinalnosti <, pa imamo

Rek+d) e L(pd i
4.8y B ZF =P,

Neka je D neglavni K =kompletni ultrafilter nad K i negka

je dat unltrastepen

<B,EY = Q(L(m,rﬂ_

td
1=
(18
(¢

{®B,EY \=2F-P,

Pofto je D WK --komp?!.etan,sli?ino dokazu stava 3.12, sledi

da je E dobro zasnovana relacija. DokaZimo da je

0'{:(<61E7) =K.
Prirodno utapanje o preslikava izomorfno (5 u ordinale iz

<E>1E7 s ba Jje
ot (KB,EV) 2 >.
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Neka je X ordinal u <E>,E>. Za neki fe K{s Je "='ﬁ> .
pPo¥to je <f( > % , postoji ¥ <@ tako da fe %y . Sle-

di da je

1{ylYEX3| € %

Yto znadi da svaki ordinal 1z <Es,E'7 ima manje od (b pret-

hodnika pa, 8 obzirom na gornje
ot (KB,EV)=p.
Ako je ‘(X)) formula teorije skupova:

. X Je prvi merljivi kardinal "

onda je jasno da se kvantifikatori od Y(x) mogu ograniciti
na  P(P(P(X))) pa je ¥(X) apsolutna za 4 L((s),e7 .
Sledi

LLip),ey)kele) axko b=k,

I wltrastepenu jedinstveni element lkoji zadovol java ¥ Jje

ol (k) , S1i%no dokazu stava 4,16, zakljucujemo da Je
Nkl =2%= { gpeB | qp <y 4}
X 3 I® “n -

pa je zato ol(k)> K - k& ordinal u {B,E7, Sledi

ot (L B,E)) = ot KL(0,€?) :
KBEY FLLWY ,e7,

adi da aksiom konstruktibilnostli ne vazl,

Z

Vontrapozicijom stava 4.18. i Jensenove teoreme 1z glave 2
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dobijamo

ZEC +V=L 1AM

ZEC +V=L 1AM —= HLS

ZFC + V=L I WCS

“to se veé slafe sa poznatdam G8delovim rezultatom, jer

ZFEC A GCH + WCS,

Tz atava 4,17, sledi da, ukoliko u nekom modelu postoji talk=-
va fun?cija{:da ne vazi tvrdjenje 4.17.,onda u tom modelu

ne bi moglo biti merljivih kardinala (5to ne znaci da Je

n tom modelu V=L), pa bismo primenom Jensenove teoreme

dobili da u modelu va¥i WCS.

U vezi odnosa velikih kardinala i kontinuum pro-

blema, pomenimo jo¥ slededéi Solovayev rezultat,

Stﬂv 4 039 ®

Meka je K jako kompaktni kardinal 1 neka je A
gingnlarni jako pgranicni kardinal veéi od W , Onda je

jr\ =='K+,

Tri slededén stava refavaju veél broj problema ve-
zanih za odredjivanje Tardinalnosti ultiraproizvoda po

kompletnim filterima,

Stav 4.20

Teka je D normalni ultrafilter nad K 1 neka su



i 9 ' €k kardinali. Onda

a) INd; | =% < W akko mo.wpna(.; =X
D

b) Nyl =k akko  }iek|i=1]¢eD
D

Dokaz.

a) Neka Jje % (—KK takva da 3(1‘):0(,' i neka je
‘uf =2 ﬂ(“‘;<>
©

\g dil=8 <K akko

ot (N44¢,¢Y)=F akko (prema 4,15)
D ]

ot ({f\:{'eul E,il' & 9‘%})1:3" akko

3% = d ).

b) Dokaz analogno dokazu a), uzimajuéi u obzir da

fi<k oy =\3nCad €D akko
jick [#A=1} e D,

Stav 4.2,

lleka je T normalni ultrafilter nad W 1 neka su

Ay \ek kardinali, Onda za svakl kardinal & takav da je

oL w L 2

-—

K .
postoji niz kardinala oi,'eK takav da je
€SS, Swppy 14?1&«&} =K

¢ \HUL):‘—“-‘-R.
D



Dokaz,

R
Neka  je prema posledici 1., stava 4,16, f'b ’

* -4y element iz
M<w, <>,
D

% 2%
Neka jJe ol = F (1) « Prema stavu 4,15, obavezno Je

N | = %,

Prema stave 4.2¢ b) i stava 4,15, Je

. a€ ;
fiek |y 213 eD,
& -
em. Supy LAY V1 ERY 2 K,

w
Pofito jJe 2w <2 , bide i

{iek 1 di & Q.0 eDd

pa zato

®
e’”“’“‘PDE"{i |+ < KS:: K.,

e ]

Stav 4.22,.

Meka je D norhalni unltrafilter nad K i neka su

Asy ,1ek  kardinali takvi da:

cfCom, hupy, Rk V1 EKRT) # K,

Onda
Nt | = |]] ma.wpvia‘i\iﬂ-”
D D ¥

Dokaz,

Meka je ¥ =e5s. Yoy dagliey |
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1. sludaj. c{'x“( K.

72 ¥ <K tvrdjenje se svodi na stav 4,20 a).
Neka je ¥ > W , Onda obavezno va%i da se ¥ mo¥e na-

pisati u obliku

sde je @ takav da & < K , 8 obzirom na pretpostavku,

bide za sgvaki kardinal (< ¥
x{b -:.:.{"\E:Vl =% 7(":-3 eD

(jer u suprotnom ¥ ne bi bio esencijalni supremum),

Prema tome, moZemo uzeti da se svi o{y mogu predstaviti;
.0({ = Waw) + £0)

Ako Je 'F=° d(8) , stvar Je dokazana,

S obzirom na prethodno, bide
feke

pa zbog & < W i normalnosti ultrafiltera D mora biti

za neki 8 LG <K
= 3.
Ako bi bilo ) 4G , ne bidbilo ¥ = m’-s'“P-Did\i | i(‘ki.
Znaci § 25
2., slucaj c.,ig‘ > K.,

Neka je ¢ dato sa g('i) =&, , Podto je

Dew (g) = k
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i ¥y >«

mora biti

i<k | A =¥5eD

odakle sledl tvrdjenje.
L

Tz stava 4.21. 8ledi da se u slucaju

cf Cem.supy i 114xd) = Kk

ne more dobiti ovakvo tvrdjenje.

Prethodni stavovi omoguéujun da se dopune dvokardinalni

rezultati,

Stav 4.23,

Veka je D normalni ultrafilter nad merljivim kar-
dinalom K 1 neka je A< K.,

a) Ako teorija T dopuita (K WA) , onda za svaki
par (o, () takav da A £ o < 2% , T dopu¥ta («x,p).

b) Ako nad K* postoji uniformni K kompletni ul-
trafilter, onda svaka teorija,koja dopuiita (w,A\) , dopulta

i par ( 2Kr, K).

Dokaz,
a) Prema stavu 4.5, | dopusta par (\[;\“\ ,l%kl)_

Tz stava 4.20. Jje

INAL=A,
D

iz stava 4.8. je

Nkl =2°
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pa tvrdjenje sledi iz stava 4.9.

b) leka je DT uniformni K-kompletni ultrafilter
k
nad K¥ ., prema a) T dopudta par (2 ,A) + Prema sta-

vu 4.5, V. dopusita
W
(IN271, NN,
D'\" DT
Bide, sliéno kao u stavu 4,20 a),
A =\,
D'i-

o + .
D" je uniforman, zato (K ,K*)-regularan, pa ce prema
gtava 4,8, biti

*‘
+

K K
IMe™ | =Nk | = 2%,
b 1 ot
Medjutim,

+ K
"y er D8
Eto povlali da je

+

T L
D-i-

Time je stav dokazan,
L

Stav 4,5, omoguéuje da se sagleda na kojl nadin se ultra-
proizvodi mogu koristiti u dvo-kardinalnim problemima,
Poznati Keislerev rezultat da, ako | dopu¥ta (o, ),
onda | dopuita i - (dvl ﬁgj » dobijen primenom regular-
nih vultrastepena ima ogranicenu selektivnost, jer za I‘}Dgi
(di\ﬂy) postaje (2Vr2¥) , a to je samo specijalan

glufaj rezultata dobivenog i bez ultrastepena (stav 1,2,b).



Ovo narodito dolazi do isra¥aja kada je raszmal immedju
o i (> mali. Ako se U takvom sludajn ifita moZfe dobiti,
onda to mora biti tako da se jedan kardinal wadx%it, @
drugi da se udaljuje. Pududi da se ultraproizvodima rogn
ronatruisati modeli samo prema gore, ouda je prirodno du
ge ovde (o ngp¥it fikeiran ili bar da @e sadr®i 113 po-
veda razmak izmedjun o i (> . U okolini merl jivih kardi-
nala to se mo¥e postidi. Da bi to bilo izvodljivo 1 i

pod njih, s obzirom na atav 4.8., potreban je neregnlar-
ni Tilter. Uz V=L Prikry i Jemsen (1970-T1) dobill

rezultat da je za Ww4w svaki uriformni ultrafilter nad Wi,

regularan, Slicno fvrdjenje za kardinale 2 W nije po-

znato. Magidor je (1977) iz ezzistencije ogromnih (Huge )

kardinala dobio sledeci rezultat.

Stav 4.24,

Ako postoji ogroman (lluge) kardinal, onda

a) nad W, post uniformni ultrafilter D talav

(@]
C.
S

da

M| sy,
D

b) nad Wy postoji uniforman altrafilter D ot

nije (wy,wsy) =-regularan i vaiki

lrl““l é:“Ja.
Y ——

~

Dokaz ovih #vrdjenja je opite prirode pa glitno wva¥i

sa vede kardinale. KoriZéenjem ovog rezulfata dohi jamo:

Stav 4.25.

Neka postoji ogroman kardinal.



-116-

_ . .
a) Ako je (J, = " i ako teorija | dopufta par

(Wo,w) , onda | dopufta i (.sz]wq,) ¢

b) j e T S
Ako je w,=2 " 1i ako dopudta (Wa,w),

W
onda | dopusta i par (2 3>‘*’3) .
Dokaz.

a) D je (w,,w,) regularan zbog uniformnosti. Iz
(g ) ) “a
2 =Wy sledi W, = w, » pa primenom stava 4.24, i

stava 4.5. dobijamo a).
b) Slic¢no kao a).

Ujednadavanjem nekih elemenata na odredjeni nadéin ( u odno-
su na relaciju ekvivalencije =g ) Q-A{ se dobija iz Dekartovog
proizvoda Elx_A{ gde je I = UD . Razmatrajuéi pitanje kardi-
nalnosti I;\ Ay; interesuje nas da 1li se neka svojstva \Q{M\ za-
dr%avaju i nakon ujednalavanja. Posebno vazna osobina Dekartovog

proizvoda je invarijantnost \ﬂ Ay | u odnosu na permutacije in-

_ ieT

deksa. Ako je f: I ‘;i .2 onda | A¥L‘.)l ni po ¢emu ne raz-
lel ,

“likujemo od l:\n&; . ;

U predhodnom razmatranju kardinalnosti uodeno je da na;jviée
stvari zavisi od pitanja za koje («,() je dati filter regularan.
Za dati filter D definigemo

PD = [ (Ap) 1 D je («,p) vegptanan
MoZemo se sada pitati:

Da 1i (%) ¢® = PE povlali da je

(A) Qi = 1R\ ?

Stav 4,26

Neka su D i E k-kompletni ultrafiltri nad K i neka je D # £,

Tada gornja implikacija ne vazi.
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Dokaz ,
Neka je d e D\ E; biée

e =knd ¢ END.
Za filtere D i E wvaZi uslov (¥) jer

fD = {(;c,»c)} :r(;
Neka su & l{ek. kardinali takvi da je
ved

(o< K| :‘@-e.

i = W,y |

oA 5

Biée za sve o < K
O . Supy Ay > & | pa zato i
. dwp, K3 =K.

1]

S druge strane

~

m"?""Pg &y s

i

Prema Stavu 4,18 bice
Dol 2w,
\T; A | < K__,'

Niz kardinala «; iz predhodnog dokaza nema isti esencijalni
supremum po filterima D 4 E . Uz @slov prethodnog tvrdjenja mo-
Ye se dodati i uslov da je D normalan, Tada se moZe konstruisa-
ti niz kardinala koji ée imati isti esencijalni supremum nad D 4 E,
ali za koji neée vaziti implikacija (A) . Medjutim, uz ovaj po-
Jacani uslov, ako stavimo jos i da Je

en. Py X <LK
sliénim rezonovanjem kao u predhodna dva stavay zakljuduje se da
implikacija (A) za Kk kompletne filtere vaZzi., Na slidan nadin se
konstruife niz kardinala koji obara (A) ako su D ‘i E regularni

filteri, Takodje, uz dodatni uslov.da je
SN S p oy = et oy

N
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moze se, sliéno kao i za kompletne ultrafiltere, dokazati da ( A)
vazi ako su D i E regularni, Sludaj kada D i E nisu regu-
larni a vazi (w,w) e pDOPE ne moze se u ovom smis-
lu direktno raspraviti jer se raspolaze samo nejednakostima

koje zadovoljava

LS

pa implikacija (A) predstavlja otvoren problem.
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REALNA MERA

U ovom delu razmatraju se neka osnovna pitanja vezana za
pojam realne mere. Glavna inspiracija je rad Solovaya (¥, u
kome je dokazana ekvikonsistentnost teorije ZFC + "postoji mer-
1jiv kardinal" i teorije ZFC + "postoji proSirenje Lebesgueove
mere na sve skupove realnih brojeva", odnosno teorije ZFC + "po;
stoji realno merljiv kardinal". Do ovog rezultata pitanje nepro-
tivrednosti mealno merljivih kardinala bilo je dugo otvoreno.
Solovayev rezultat nas je inSpirisad da uvedemo velike realno
merljive kardinale direktnom analogijom sa ostalim velikim kar-
dinalima &iju relativnu neprotivrednost dokazujemé uopsStenjem
Solovayevog forsinga. Prvo izlaZemo osnovna svojstva realne mere
i uvodimo forsing metod na uobilajen nadin izbegavajuéi sve deta-
1je koji se mogu naéi na drugim mestima. Redosled i notacija slede
kao u Jech (S§5). Prvo definifemo realnu meru: /p4 Jje realna mera
nad K akko

. Pwy —» [0,17
2. Vaek Je (e =0
3, I}L(kﬁ =4
4, },A_ je & aditivna.
Aditivnost realne mere definiSe se sa
| adel (L) = mim N (3R € dow pu)([KN E pu (UX)>0 rgWexpwm).
Kardinal K Jje realno merljiv akko postoji K aditivna (totalna)
mera nad K . ;
Stav 51. (Ulam) Neka je /a realna mera. Tada je addng realno

merljiv kardinsal.
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Dokaz. Neka je K=odo¥u)- Neka je A» skup pozitivne )& mere koji
je jednak disjunktnoj uniji K skupova mere O:
A= L{&A%°
Uo&imo projekciju ,F-; A =» k datu sa KUQ =8 &> KﬁAg . Realna
mera 8" nad W definise se sa —
FB) = p (§ BN/ ) .
¥ Jje k aditivna mera ( mod K).

Poznati Vitallijev stav'isklju?ﬁuje postojanje translatorno
invarijantne mere nad kontinuumom koja proSiruje Lebesgueovu meru
(u ZFC). Postojanje mere koja preSiruje Lebesgueovu meru i koja
nije teanslatorno invarijqntna delimidno rasvetljavaju sledeca
dva Ulamova stavé. .

Stav 52. (Ulam) Ako je WK realno merljiv onda je K 52_“ ili je

K merljiv.

Dokaz. Predpostavimo da K nije merljiv,preciznije da je K ‘manji
od prvog merljivog kardinala ukoliko takav postoji, odnosno bilo
kakav ako ne postoji merljiv kardinal. Neka je ,A- mera nad K .
KonstruiSe se drvo podskupova od K . Na nultom nivou je Kk . Za
svaki X iz drveta vazi da Jje pozitivne mere /h i da se moZe rasta-
viti na uniju dva disjunktna podskupa pozitivne mere koji su nasled-
nici od X u drvetu. Ako je ¢f granicni prdj:nal o~ ti nivo drveta
sastoji se od .svih preseka x = QM XB takvih da je svaki XE na
& tom nivou i da X ima pozitivnu meru. Obelezimo ovo dtvo sa T.
Svaka grana u T ima prebrojivu duZinu: ako je {XS' 34-{} grana
onda skup iy’f’}\‘ﬁ"‘} se sastoji od disjunktnih skupova pozitivne
mere. Sledi da je visina T najviSe 4. Slicno svaki nivo T je
najvisSe prebrojiv, pa T ima najvige 26) grana. Sledi da grana sa

: © . . .
nepraznim presekom ima € §A , odakle sledi da je K unija od

- \. .
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w (%)
najvise & skupova mere O. Sledi da je K £ 2 .

Stav %3.(Ulam) Ako je K realno merljiv sa realnom merom /v. i
W< 2,"o onda postoji profirenje Y ILebesgueove mere na ceo Pczw).
Dokaz. Za svaki konadan niz O i 1 konstruiSe se skup }g:ktako
da vaZi: X¢=k i za svaki niz 0-1 & , X VU R .-.»Xs’ Xgo N Xs4 =
H(X_q,)ﬂ[* e ? = % A (Xg).
DefiniSe se mera \3‘ nad wz s
Vi (2) e p(ULXg : fe2)
' w n 7 2 g
gde X‘F-..— za sve . Koristeci funkeciju
‘Q_mx“q\ fe | 2
F.‘ wz -y (9,4 datu sa )
¥ jw-
F(‘?) éag o)
dobija se mera ¥ nad - [0,41. Ova mera se poklapa sa Lebesgueovom
na svim intervalima [%q. N %] pa zato i na svim Borelovim skupo-
vima. Svaki skup koJji ima Lebesgusovu meru O ukljuden je u Borelov
skup mere O pa otuda ima i V- meru 0. Svaki Lebe:\gue merljiv skup
R se moZe rastaviti Xe (B -N")UNQ_ gde N4 i N?_ imaju ILebesgue
meru O pa je Lebesgueova mera x jednaka V(X) Sledi da se mera V

i Lebesgueova mera slaZu na svim Lebesgue merljivim skupovima.

Popsing.
Neka je e {G. ,=]- Ako je A klasa onda ‘Z'A. =L vi{e ’q,e A}
-( ® su konstante-imena za elemente od A ). Neka je%ompletna

Bulova algebra. bﬁvrednosna predstruktura za ¢ Jje sisten

GL-.-.-(H, E) I) gde su E, I: qu-—,g . Analogno relaciji

zadovoljenja definife se B-zadovoljenje:
o=l = T¢a,6)
Lo ebla = E (s 6)
\1e\q = '\7\-‘?\\@
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WeNe\l = Nl V ety
NI el = Q%
o= Z Velghg

Rutinski se proverava
Stav 54. Ako je @ ma koja teorema predikatskog racuna
bez jednakosti u & onda je \sWhp=e4 « \ W\ Je zatvorena za
modus ponens. -
B-vrednosna predstruktura @ Jje § -vrednosna struktura akko
za svaki jednakosni aksiom € vaZi l\\eumzﬂ . Sliéno kao napred
proverava se da ako je B\ B =vrednoéna struktura i €@ recenica
-teorem predikatskog racuna u jeziku ,,z onda je \\ "e\\m_‘-'%‘\..
G\ je normalna struktura akko iz J €o,f)e4 sledi a=$ . Svaka
br struktura se moZe normalizovati identifikovanjem I'—jedna}:ih
elemenata.

Deflnlﬁemo V analogno V

Vo e #?

i)(\ xbo,% vrednosni podskup od V,{ 3 g 7'\‘ X! Y.{ e 53

‘% H‘d t‘b ako je A granican.

"Neka Je am E ZFC + "B je kompletna Bulova algebra". Definise se

mb NB)’m(analOgno m (v m ). Slic¢no, za svaki ordina lg(e'm
-m&;__ (Vo&b) . OCigledno je 'm?) lggﬂg de je ¥=MA0 (ako je
'm klasa umesto ¥ stoji 0 ). Uvek vaii 'm&c.’]'n Za sve aksi-
ome € 77C vadi \\‘C“Vb =A . Indukcijom po slo¥enosti formule ‘€
proverava se da vazi \\ ‘Q(O-)l\mb =\ e(a)\ 5)

Sledi da ako je TN FZFC onda za svaku ak51omu € ZzFC \\'Q\\'“\B: 4.
Homomorfizan Q\ ! B 2 naziva se M-kompletan akko F\ je homo-

morfizam i ako vaZi

(Vi £0) heMs> § (20 = £, Lhpp Ly ex) |



Neka je G filter u B, G je M-kompletan akko

(Vre@)xe M= [ re 6.
Korespondencija lM-kompletnih ultrafiltera i homomorfizama:
c,‘; - 2 je M-kompletan homomorfizam akko £€€B\R(g)=13
Je M-kompletma ultrafilter u B. Obrnuto, Gg&B je M-kompletan
ultrafilter u B akko @!B=>2 dato sa Reeyeq (iﬁ e G
je M-kompletan homomorfizam.

Neka je R‘.‘ By @2 , By kompletna Bulova algebra, (le <H,E,I>.
Neka je COJIM(E) U Grdomn (I) & 67 i neka je B4 susta
u 5: , gde je D,' kompletna. Neka Jje GL 6;— vrednosna struktura.
Definidimo R (G‘L) = { A - l’ Ii) :

E'(oq,a2) = R(E (ar,ap)
I'(oq,80) = R(T (04,05,

Lako se proverava da je A(M) bg_vred.nosna struktura. Indukcijon

po € dokazuje se da vazi:

za M, ® ka0 do sada (M E B - je kompletna). Ako je h .'b--bZ.

homomorfizam, onda za svaku formulu ¥ i sve @b € 'm&

heEm, = A (W@ _op .
za »eM) definiZe se %e ™ indukecijom:

- d
za sve xe'ﬂ\ 5 ;‘&t%& je funkcija data s.a
dewn() e 51 vex? i za sve Yex,  x(¥) =4,
strukturi f\={ A, €, I> pridrufimo model G1%= <4“,E"> gde je
A* = A/ Lt A, e Tlano) =A ; o¥s a/e 4
oY t¥a?l <= E Ca.,0) =t ,
Lako se proverava da je Ok ¥ CE‘) axko N (=) l\m =4,
Stav 55. Neka je 'n\¥= ZFC + "Bje kompletna Bulova algebra",'m tranziti
van,t\-.%—-»z. ) fﬂ']-kompletan homomorfizam. Tada je t\ (m&)* dobro

\ad
zasnovan model od ZFC. Neka je ;. izomorfizam ‘f\(‘m%) i tranzitiv-
N _
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nog modela <N,€\. Neka je .;'.: Re*oh . vari Wi € 'TT] (:GL;)"'*),
0CxdNM=0A NN i N Je najmanji tranzitivan model koji
sadr?i M i kome pripada L\ .

Model N jos se oznadava sa \"\E‘A‘S odnosno HLG} , gde je
G- rW\-kompletan ultrafilter pridruZen homomorfizmm 'A o Iz

prethodnog, Jjasno je da vazi

A\ Ly F efE)  aneo %(\\vc@_‘.)\\wu =1,

Stav 56. Ako B ima ¥X,c.c. onda svi kardinali iz “\ 3 K, ostaju

kardinali i u "m Lt’\-] )

Stav 57. Neka je 'W\\:‘ ZF + "B je kompletna Bulova algebra",
tranzitivan, prebrojiv ineka je € e® , &¥o onda postoji N)-kon-

pletni homomorfizam tﬂ v B = 2 takav da- B\ (&) =1,

Stav 58.Neka su m . & kao u prethodnom stavu. Tada vazi
™ME Mokl e v th1 e 2% e

tj N je gornja granica za ?.K v MLLY .

Dokaz. Svaki podskup f} & K u 'm(l,.] ima ime P\- ebm%, svaki

takav B odreduje funkciju b llieﬁ 0 izké . Razliditim

podskupovima odgovaraju razlifite funkcije, pa zato broj podsku-

pova od k u TT\U;\‘S nije veéi od Uk&l)w?-h,

S e S i e

Forsing Solovaya.

Polazeli od modela u kome postoji ﬁerljiv kardinal;.Solovay bravi
Bulovu algebru (algebra proizvoda mera) nad skupom modi veée bdi
Jednake merljivom kardinalu koja sluZi za dobijanje generidkog
modela u kome postoji realno merljiv kardinal. Opisujemo prvo

tu konstrukciju.
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Neka je F kompletno polje skupova i neka ,je ).» mera na F, sa
idealom skupova mere O, I. Posmatra se Bulova algrebr'a B = /T4
B je kompletna Bulova algebra. Mera /» inducira :E'unkc:.au " na B
. LX) :/...Q() R {x] je klasa ekvivalencije skupa ¥ u B. Da Ma.(’x]
ne zavisi od izbora X kao i da ima sledeéa svojstva, lako se
proverava, ” | :

1. v je realna na B

2. Wato)zo , M)A, oo = M (a)Bo

3. &gl B> W) €W (€)

4, € aditivnost: ako su e, We&W disjunktni onda

w (ZTom) 2 5 wmtaw) |,
Aa, & i o
Bulova algebra B sa.merom M naziva se algebra mere. Upotrebljava
se sledeéi jednostavan sluéaj proizvoda prostora sa merom. Neka

je I beskonacan skup. Za svaki ve T posmatrajmo binarni prostor

$t=id 1" -.-.?(.5 ), _
i ({c‘n Ll (.i‘l’l):l-z P(‘ﬁ):o, #(15,1;)=1‘
Neka je S = n S8 i neka jer mera proizvoda na 3: naj-

~manjem G' kompletnom polju podskupova od 5 koje sadrzi skupove
i(—_e i".ﬂ;‘{u) =P 3§ zasve o e I
Neka Je 'l'n tranziti‘_van model za ZFC i neka Je >\ beskonadan kar-
c'l:mal u M za kojifl Lieka Je (S 3-‘,/,\) proizvodni prostor sa merom
”ié:'ﬂf napred definisan i za koji % Aww . Neka je B =
F / ideal mere 0. Neka je t\ jedan "M\~ kompletan homomorfizam
Bulove algebre B u 2. B ima c.c.c. pa zato '\‘n[&] cuva kardinale tj
svi kardinali iz Wl su kardinali i u M 1(poznata osobina generi-
kih progSirenja). Solovgy je dokazao da je u Y\ \\A .},'Lu“x . Prvo
sledi da je \?\‘-‘-)\ (zbog l""-.-. A ) i da je |Bl: X (B ika c.c.c.).
Iz Btava 58 sledi
UAUS!

(2%) g

g(lbl =>\.

N
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Sada ée se pokazati da u W,U,:}, ) ima )\ podskupova. Za sve q{c.:,\
1 s w neka J - j
i sve mew neka je ud‘h:[l.)“g gde je Ud.a. ¢ T takav da
2wl
Ugo = 1t e RS AN TR TR

Za sve .{,4\ neka Jje X, B-vrednosni podskup od W (ime) takav da

- ,

“"\eid l\‘-‘-"‘.&& Me"‘o'
Neka je x2f0)tJ slika od %, u ™{k). Dokazatemo da je ¥, =Y =0
odakle sledi da je W# %, (u MEW] ) &in je &{p . Neka je kew ., Onda
A4 v

\ E*r\k-:.&‘ﬁkﬁt Lth.‘l';.\;j
gde Je N*‘“M — i{: \ ka,m) = {-_((u_,,m? , M ck} .
Proverava se da za sve W , (NJ.(D.\:)S' “w ¢ lMedutim

, A

_ we
dek ,"‘ ((\ N-lp,u) =0
W ewl

Sledeta teorema resava pitanje egzistencije realne mere u generid-
kom proSirenju.

Stav 59 (Solovay). Neka je W merljiv u polaznom modelu m .
neka je{B (u 'W\ ) algebra mere i neka je B\ jedan (m-kompletan

homomo;fizam Bu?2. Onda u W\UA] postoji W aditivna mera nad K.

Dokaz. Neka je U Wekompletan ultrafilter nad WK (neglavni). B je
kompletna i neka je 4w mera na B, Definisaéemo B vrednosno ime /ﬁ
i pokazati da Jje slika od}: u 'm [Rdeitivna mera nad w , 2za
svaki rm_ kompietni homomorfizam % Bulove algebre B u 2.

Neka je ae® , &# 0 i neka je Be'M" B vrednosno ime za koje-

“
o (b & & k . Za sve ¢k definisSimo

. an (o ld e Al)
1. $o. (A %D = S
PoSto je U w-kompletan, postoji realan broj T takav da {t(ﬂlﬂ)%‘-

za skoro sve & (po modulu U). Neka je

: ,N‘LE&) s 2 ( %m(g,oﬂzl skoro svuda modulo U).
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Uodimo da iz o~ ¢ A= A_:_ sledi }"-@.(B)%a(ﬂ'l Takode & b ﬁﬁ < ﬂ_;_
povladi /;‘(_Aq) 5/%(5)- Ako je X ¢k u M  onda ,f“c:‘e',x) =1
za sve A &€ X 1 ;afx",a)eo za sve A& X . Odavde imamo
X el => palidel , X4U =5 puyCX)e0,
Neka je y"<% i neka gu _A_" , §<¥ takvi da a-ll-f.tsl: za sve
$e¥ idaiz § #h sledi alt Aiqﬁ.):gﬁ . Neka je A takav da

ﬂ.fﬁ-ﬂ u A} Onda za sve & <K
falh)= & e (Byuad

Odavda sledi Mo ( Pt) ‘2_ Pa (Aﬁ) 2.
Neka je % realan broj lZEO l'j i neka Jje aMa""“"‘J particija & € B.

Ako je za sve wm , }*G“(B) <% onda za skoro sve o , |
mwm Qe Ul a\‘:_& &ll) <t m(a)odakle sledi da za skoro sve %
s (o “i“-'ﬁu)“"mf-&) pa zato Jje f*a(&j <t |
Posledica prethodnog
Y Ako za svaki G<€a razlidit od O postoji ¢ €& ,veéi od O
i takav da ;«\d&)“' onda }Aa(_ﬁj ¢,
(analogno va¥i ako se mesto £ stavi € ,% ili 2 ).
Ako & = f\ < W , definiSemo
4 M) = a‘«q JaCR) .
Iz LU= Aq 'E'n Sledl}.u"(n.‘)l}l ,) Za X € 'm ¥ e U ='>/~: ()‘E)-.-{
i Xéu =D /A(B(X) s O Medutlm/l.s6 nije aditivna i imamo
samo (iz &. ) da za sve Y <WK
< ' )»\-;(ﬁ) 2 /"‘6(AE)
pod uslovom da % # ‘1 povlac;L b u"ﬁ,ﬂ ﬁ? =® i da vaii

= < ¢
6 - ‘ Y "'"% )
. ; : 2
primetimo da iz b, £ faz_ sledi }"6.(5) 2 /"'6,_(9) "
Definisimo )A . Neka Jje b N -kxompletan homomorfizam B u 2

i neka je G njemu pridruZen generidki ( M - xompletni) ultrafilter.
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U MY =M[GE)) definie sé M  Pl) = Lo ga
6. ;o a) = hug'}*-: (A)
gde Jje B ime za 49 « Neka Je/t. (kanonsko) ime za/k o Jasno
je da ne zavisi od imena A‘ od A da iz A €Ay sledi
/A,(A)?R(A) ida za XeMM iz xel sledl/h(:() =7, takode x U
povlac:./q.CX) =0, Preostaje da se dokaZe daae/u k. aditivna.
Neka je T €& Lo;ﬂ . Dokazujemo
3. MEA) Y a6 - (A)B R
Ako je /).‘ (n 3% onda za svaki generiki G kome pripada ¢ /u. (A) 3~
odakle sledi rgu-}&{m 3. Obrnuto. Neka je Gl%-F.CA) . Onda
6I-Vpet 3d €6 pg (R) 2

odnosno, 8. W9 erVeebdd ¢e )wa (R) 2 ¢ ‘
Neka je 9 <t . DokaZimo da je /u,. (4 ;2. Ako je @ €6 onda
VegoAd¢e tako da /"‘d (Q);Q i zato P“CFH g . Dalvxle/u6 (ﬁ}) 2
Po§to isto va#i za svaki ¢ &%, imamo /-Lbfﬂ) 2T

Dokazuje se da Jje /a. konac¢no aditivna. Neka su _49, ﬂ.’o,ﬁz takvi
da svaki uslov forsira da je 9 disjunktna unija ‘L i ﬂ-,_ . Ako
su e i ‘ty realni brojevi i ako 6 I+(p (A4) =t ':/.’E (9_,_]:}: )
onda po S. i 7. sledi bl s (A)3 <, +1, ; odavde jeﬂ(ﬂ,);/.(.q,),;/..(‘qz)
Dalje pretpostavimo da je ) (A)%(A,).;/.(A;). Onda postoje realni
brojevi ¢ i ¥3iz M i bGeG takvi da

€W e (AD <‘t-.,)=. (A €%a 5 o (A) 3 ¥,0%)

Posto Cll-/... (A )< ‘l‘-, , onda postoji za svaki ¢§& 6 nexi el¢ e tako aa
)“J (A )<Y ; odavde, po B, }n‘(ﬂ Je%, Siliéno /A-G(H)C %, odakle
f"é (ﬁ) g.}.u‘ (g) €'t + %y, . Kontradikcija.

Posto Je r konac¢no aditivna dovoljno Jje pokazati da za svaku

familigu {F\*F ¥ < ¥} od manje od k podskupova od R vaii

M~ (?-nr A‘\_\u < ¥Z';r,~ (A,
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Neka je § <¥ i neka su As,gcf i 6 takvi da W\ A& :.-;) p% W=14
- - 3
i pretpostavimo da Jje /...(A) > 2 ’-&(AE) . Onda postoji T & Y
geX
i beG tako da vaZi
6\ ;zr A <t , m ()Y
; Py
Neka je E X proizvoljan konacdan skup, neka je A-E = U Eqi' .
Posto je ll}: (ﬁE) 5%5&(513“!:1, imamo (9“'/‘:.."(&'3) b
Prema &, , sledi jrq (Ag) <%,
Posto /‘*G(AE)“‘ za svaki konadan E&¥ , sledi iz &. da je

»
. Oda %. ikeija.
)b.(. (fﬁ)é -. Odavde /"6 (ﬁ)s Kont_radlkcaaa

Birajuéi >t‘&k,>\“5=)n , od modela u kome je W merljiv dobija
se Solovayevim forsingom genericki model za ZFC u kome je ZUJ=A
i u kome prema prethodnom stavu postoji realna mera nad k , pa
je tu W realno merljiv (u uZem smislu) prema Ulamovoj teoremi.
Koristeéi Ulamov stav o prosirenju Lebesgueove mere pod pretpos-
tavkom egzistencije realno merljivog kardinala, sledi da u istom
generidkom modelu postoji prosirenje Lebesgueove mere na sve sku-
pove realnih brojeva. Time je jedna strana ekvikonsistencije
merljivih i realno merljivih kardinala dokazana. Druga implikacija
se dokazuje koriSéenjem relativne konstruktibilnosti:

1 neka je A skup Lofﬂj'-:n{.

2 ako je o granidan L LAJ = .&{JLP-'MJ'

5 Lo, L83 §x sLLAY] x definatiton

ﬂ* LTA] - L&tg;rthJ~
vazi L LAY 2L,

S1i&no kao i za | dokazuje se da je L.['\ﬁ model za ZFC, kao

i da postoji relacija koja dobro ureduje model L1 Al .

<Lm

N
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MoZe se dokazati da postoji redenica @ (dokaziva u ZF) takva da
ako je M tranzitivan model za @ i Ae M onda je funkcija o{HLdLA]
apsolutna za M. Recenica © va¥i u svakom L)\[H'.l ako je )\ besko-
nadan kxardinal ( & proizvoljan). Sledi da ako je M elementarni
podmodel od (Lk“ﬂ,e? i Ae M onda je M izomorfan nekom L*[W[H)J
gde je W tranzitivan kolaps od M. Takode ako je M tranzitivan
model za © i A takav da AOGMell onda za svakide M

L) = Llaand=(lan :-;'J)“,
Stav 511 (Rowbottom) Neka je W Ramsey kardinal i neka je )\<k
beskonacan kardinal. Neka je U= (Q,.'..> model Jezika“takvog
da l¥l¢X i neka A 2 v . Ako je P € A takav da \P| <€k onda A
ima elementarni podmodel =<¢®,..> takav da \POBI < i \1Bl=xk,
Ako je X € A moéi najvise A onda'postoji% takav.da X S @ .
Ako je Kk merljiv kardinal i D normalna mera nad K onda postoji

@ takxavda BAk €D,

Stav 512. ako Jje V-:U.Pn} i A Q?(w,[) onda za sve (2o 2.%, uJM' .

Sledeéi stav refava pitanje neprotivurecnosti GCH i egzis-

tencije merljivol kardinala.

Stav 513. (Silver) Neka je W merljiv kardinal sa ﬁormalnom me-—
rom D. Tada L(D) B GCH 4 2FC.

Dokaz. Ako je X‘ak onda D €P)pa prema pfethodnom stavu & = X
Znadi dovoljno je dokazati da vazi 7}‘ N za A ¢k, Neka Jje A<k
i pretpostavimo da je \PM\>X*. Onda postoji ¥ e X koji je N- ti
podskup od A u kanonskom dobrom uredenju od T 1DJ (<Lm‘r. Neka
je W prvi ordinal takav da XELA[DJ. Po3to dobro uredenje <LtAJ

\
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ima svojstvo da Jje svaki L'[_Dl pocCetni komad u cl.\b‘l’ svaki podskup
od A koji prethodi %K Je takode u L*tDI odakle sledi
VPO 0L ol = X

Upotreba 8tava 511. Neka Je V'l kardinal za koJji h »dA i takav
da De L‘LD] ; posmatrajmo model U=4 A, €2 ,Acr L":[D]' Tmamo
k €A i uoéimo skup Pe PN A . Polto je '.’-)\C.k biéde i
\?\(k. Prema 8tavu 5‘11. postoji elementarni podmodel QJ"(Q-L takav
da XUE‘D,x,a}s&;, XKnGeD i \P N _(b\ & N . Neka je 7
tranzitivan kolaps B na tranzitivan IM; imamo za neki X

M = Lt" [ (M1,

Kori‘s’éenjem,normalnﬁsti D pokazuje se da R(D)e DAM. Jasno
da je Wlk)zk jer l.kn@ﬂ e . T je 1-1 1 za sve ‘g<k ,‘K‘{'r,)s'g :
Zbog normalnosti D postoji Ze€D Takav da za sve §eZ , @)= §,
7nadi ako je Ye BAD onda w( V)2wAN= YAZ ,pa je zato R(Y)
w D; slidno ako je YeB i MY)e D onda YeD . Sledi da je

mp) =72 AH] =DAM,
Sledi Me Lr\_DT . Podto A€M , T slika svaki podskup od A
na sebe samog, pa je zato M AP C(A) =P(A) A G . Posebno, vaii
*(X)= X ,pa zato X € L‘.LD]. Po uslovu minimalnosti o (pret-
postavka), imamo & ¢ ¥ , kontradikecija. Jer imamo

PO a Lyl z A" i LPOY A Ly IDI| € X,

Ako je Kk realno merljiv sa id;aalom mere O, I 6nda nad W
postoji € -zasicen, k-kompietan, normalan ideal J. Neka Jje
E » JAOL{J)i neka je D njemu dualan filter. Lako se proverava
da jeu Ll 3) T normalan, w-kompletan, ®-zasilen ideal nad w
501{&2 da u L 1D) (evo je isto o i LLJ) ) va’i GCH potpuno

je istovetan dokazu prethodnog Silverovog stava, pa sledi da je
\\
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u L[J'] R merljiv lra:c'd:mﬂ ¢ime je dokazana ekvikonsistencija
egzistensije merljivog i realno merljivog kardinala.
U vezi sa merom definisemc jos dva korisna pojma:
indeks mere U ()...') = U 6-5‘\-'«-4.(}»\)
i normu mere po.analogiji sa filterskom normom
WRl e adae A\ Cxedomtp) K ptx) >0)

Lako se proverava da uvek Yaii u.A.o\(r.} < I\/..‘u < \Cw.l(l...)\ .
Za meru ,..-. ka%emo da Jje uniformna al:co je \\}A\\ = | iad (f““ ,
Smatramo da Jje od interesa da se rasprave moguén_osti odnosa
norme i aditivnosti mere.
Stav 514. Ekvikonsistentne su sledele teorije:

1. ZFC + "postoji realno merljiv kardinal"

2. ZFC + "postoji prosSirenje Lebesgueove mere ¢ na ceo P(z )
i za svaku meru /_,. koja Siri { na ceo?@-w) postoji % ';,2.

"

takav da ),.Ut]?o ilx1e L 75| lI},,.H
| PL2*)
3. 2ZFC + "postoji mera r. 2 ¢ sa domenomfl za svaku meru v 2¢

L bt "
sadonenomfvaii ll\)lt='?_w "

Dokaz. Po3to u 2. i 3. postoji realno merljiv kardinal dovoljno
je pokazati samo drugu stranu. 1. = 3. Prva ’ceorij'a Jje ekvikonsi-
stentna sa ZFC + "postoji merljiv kardinal", na ¢iji model se
imimeni Solovayev metod birajuléi A=k (jedini) merljiv kardinal.
U generickom modelu 2-..: je (jedini) realno merljiv icardinal. Zato
svaka mera u njemu ima aditivnost Zw, pa zato norma svake mere
koja Siri € nora biti b'aé_lu. 1.2, LLJ) (uz ista znadenja
kao il do sada) zadovoljava ZFC + GCH + "postoji merljiv kardinal.
'Nexca Je u L[J] A= =, ", Primenom Solovayevog forsinga dobija se
Z. - )\ Posto su kardinali i kofinalnosti oduvane, u generickom

N
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. W A 255
modelu je 2 = qu . Ako bl u genericlkom modelu postojala uniformna
4[\3,

mera nad & , bila bi sigurno K aditivna. Neka je & dobro urede-
. . - o - - - w
nje kontinuuma tipa >\ . Uolimo neki kofinalan niz (u & ), tipa
T - “ - . -
Wy}, Teka je x.,:(g\,,z),qu. Zbog uniformnosti ove mere, biée
mera svakog zavrsnog komada X’v pozitivna, pa ¢ée zbog aditivnosti

isto vaziti i za presek ove familije koji je prazan. Kontradikcija.

Stav 515.1.Con (ZFC + "postoje dva merljiva kardinaia”) =>
Opn (ZFC + af“.")“‘ >¢€ glm(!ul) _-,._M‘)!\ll),“tlclm & ﬂ}u!\:’?-w e
2. Ako postoji model N [¢ ZFC + postoji @ merljivih kardinala,
onda postoji model N": ZFC + vostoji ® tealno merljivih kardinala,
za svaki kardinal 8 . '
3, Con (ZFC + "postoji superkompaktan kardinal") =D
Con (ZFC + "postoji uniformna mera had n’.wi postoji skup X e2”
pozitivne /-. mere takav da za svaki YeXx postoji nad ¥
uniformna mera koja je lyl-aditivna").
Dokaz. 1. Neka su k4 1 Ky merljivi kardinali u M. Neka je K.‘l.k;bk
'U(zwﬂ kK.) . Primenom Solovayevog forsinga, dobija se M tR) u kome
je 2°= k, . U modelu M primenom Stava 5¥. na K, i K,
sledi da su ova dva kardinala realno merljiva sa realnim merama
).‘: i )a.:_, Iz osnévne relacije za aditivnost i normu imamo u},.', W=k,
ll},\l’ll'—'lw. Primenom Ulamove teoreme od ovlih mera dobijaju se Progi-
renja /u 5 /A,_, Lebesgueové mere ( . Jednostavno se proverava da
se kod dobijenih mera i polaznih mera aditivnost i norma pokla-
paju: M(}-,’); OIJJ&L:,Jﬂ! ;n:%,u;k, 3 a.JJ(/a{):.'y..,'n:aJ.dt/Aoaqu:Zw,
2.-1 3. se dokazuju iteracijom istog metoda. Uolimo da je broj

wl
realno merliivih kardinala u modelu M uvek ograniden sa &
dJ 3

N
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prema Ulamovoj teoremi. Da bi se dokazalo 5. pretpostavimo da je
M model u kome postoji superkompaktan kardinal W . U tom sludaju
postoji mera nad R koja se koncentriSe na kardinale , Stavile
merljivi kardinali ¢ine skup mere 1. Neka je }L takva mera i
neka je X skup merljivih kardinala manjih od W , sa pridruZenin
merama 'Dh )/\&}! . Forsirajuéi da bude z,wak i pri{nenju;juéi

Stav 5!?. prvo na meru}}: a zatim na mere t& dobijaju se realne

mere kao u tacki 3.

Za sve mere u prethodnim stavovima va¥i da se adifivnost i
norma poklapajﬁ. Sledeéi stav reSava pitanje postojanja mere sa
normom vecom od aditivnosti.
Stav 516. Ako je neprotivureéna teorija ZFC + "postoji % -komple-
tan uniforman ultrafilter nad A " onda je neprotivurecéna i teorija
ZFC + "postoji realna mera'?cakva da wLJL,A) < ll
Dokaz. Neka je M model za prvu teoriju. MoZe se proveriti da u
M postoji Lu,)\) regularan, W=kompletan ultrafilter nad ;\(A regularan
Primenom Soldvayevog forsinga dobija se M L&Y u kome je 2fd= A_
Koristeé¢i ovaj filter za konstrukciju realne mere nad 2.V (prema
Stavu 58 .) dobijamo realnu meru nad 251 Aditivnost dobijene
mere je W . Svi intervali (d,k) , posSto pripadaju polaznom ultra-
filtéru imac¢e meru 1 i u gobijenoj realnoj meri. Svaki skup X
(u generidkom modelu) kardinalnosti manje od A ne moze biti
kofinalan u X , pa zato postoji zavrsni komad (9.)) disjunktan
sa X. Sledi da je nova mera uniformna (sa normom =2~wili¢ 2 , PO
¥elji). Da aditivnost nije veda od kelsledi iz &injenice da se

polazna (w :X) regularna familija kroz forsing ne kvari nego ostaje

3
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: (K,)\) regularna pa mera ne moze biti viSe nego W - aditivna.

[ E———

o _
Ovaj stav dekle daje i uniformnu meru nad 2 aditivnosti manje

w)
od 2 . Sledeéi daje dopunske infopmacije.

Stav 517. 1. 04 modela za ZFC + "postoje dva kompaktna kardinala"
mofs&e se dobiti model za ZFC + "postoje dve uniformne mere nad Zw

razlic¢itih aditivnosti".
2. Ako je neprotivureéna teorija ZFC + "postoji mera koja se

koncentriSe na kompaktnim kardinalima" onda je neprotivu-
reéna 'teorijé ZFC + "postojli uniformna mera nad 5'-"'“J koja se
koncentrise na uﬁifbrmne mere nad ?.w, sve razlic¢itih aditivnosti”.
Dokaz. 1. Neka je M model u kome su Ky 1 Ky (Jjako) kompakini
kardinali. Neka je W, < W&, i neka je A 2Ky takav da jJe chk i da
Je Kake )x-kompaktan. Iz pretpostavljenog sledi da nad A postoje .
ultrafilteri Dy i D, koji su redom kK kompletni i («e,}) odné)sno
(k-._\X) regularni. Prvo se napravi generidki model MT_&} upotrebom
veé standardne Bulove algebre mere u kome je 2 .-:) + Zatim se
postupa kao u Stavu 516 prvo sa merom Dy, pa onda sa merom

'Dg . Dobijaju se realne uniformne mere )M, N "EUE Y'Y

koje vaii duew (pma) = dhoa pr) = 1 =l pyll 2 27 add () sk € Wy 2 addlu,) |
2. neka je D .mera nad \w (ultrafilter, W kompletan) koja se
koncentrisSe na kompaktne kardinale. Neka je X € Kk skup kompakt-
nih kardinala manjih od W . Znadi DLX) =1t X€D. Za ‘S't-k
vazi |%}] = g, . Takode, za svéki § ¢ X, zbog kompaktnosti % i
merljivosti K sledi da Jje !-‘_-_, k-kompaktan. Odavde sledi da imamo
kolekeiju ultrafiltera X = i D!,‘ Iije &- kompletan, (¥, ) regu-

laran ultrafilter nad k , gex§

~,
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Forsing. Pdstavimo da u generickom modelu bude ZUJs‘K , upotrebom
algebre mere. Zatim se primeni Stav 516 na filter D i filtere iz ¥ .
Od D se dobija mera /k sa svojstvima ﬁ@&u):!ﬁw:ﬁ Skup X se ne
menja i buduéi bio u D ostaje sa merom /u(fX) = 1. Elementi od X

su i dalje kardinali. Od DE ,8e X, dobijaju se mere/h&, ;&X. Z.a

/A"! vaii bh[h):”}‘E“‘:zw) a.d-df/«;)-s'g.

Iz prethodnih stavova jasno je da se razna svojstva velikhh
kardinala, izraZena u formi odpeéenih ultrafilterskih svojstava
prenose i na realno vrednosne mere, éto navodi na ocdekibanje da

analogno odnosu merljivi-realno merljivi kardinali postoje i
drugi "mali" kardinali koji dosta verno odrazZavaju svojstva veli-
' (78]

kih. Medutim tu nailazimo na barijeru 2 za realno merljive kardi-

nale, uspostavljenu Ulamovim stavom. Iledutim, ako se isti stav

pazljivije ispita moZe se uoliti da se pomenuto ogranifenje odno- '
si iskljucivo na aditivnost mere ali ne i na normu. Smatramo da se
najprirodnije uopStenje realno merljivih kardinala dobija na sledeéi
naéin. DefiniSemo realno (vrednosne) velike kardinale tako $to u
definicijama velikih kardinala sve zadrZimo isto osim Sto binarne
mere-ultrafiltere zamenimo realnovrednosnim merama. Tako na primef
kv Jje realno (jako) kompaktan skko za svakikzk takav da ﬁ@latc |

postoji uniformna mera nad X aditivnosti k .

Sledeéi stav je analogija Ulamovog stava o razdﬁajanju realno
merljivih kardinala.
Stav 518. Ako Jje &k real.no velik kardinal onda je K éZ—w ili Jje
k (isti) veliki kardinal. (na primer sko je W realno kompaktan

w)
onda je w €2 ili je w kompaktan).
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Dokaz. Lako se uveravamo da vazi Ulamﬁvo razdvajanje. Svaki real-
no veliki kardinal je obavezno i realno merljiv. Znadi, ako je
realno velik onda W ﬁZw ili je W weéi ili jednak od prvog
merljivog kardinsla. U drugom sluc¢aju sve mere aditivnosti K su
obavezno atomiéne te su ili ultrafilteri ili generisu w kompletne

ultrafiltere, zaérzavajuéi pritom istu normu.

Da bi realno veliki kardinali bili od nekog interesa potre-
bno je napraviti neki realno veliki koji nije i veliki. Znali,
realno veliki < 2, Pitanje neprotivurecnosti takvih resava
slede¢i stav, na primeru realno kompaktnih (slidno moZe za ostale).
Stav 519. Ako je neprotivurecna teorija ZFC + "postoji kompaktan

kardinal" onda je neprotivurecna i teorija

ZFC + "postoji realno kompaktan kardinal'.
Dokaz. Neké je M model za prvu teoriju i neka je W koﬁpaktan
kardinal u M. Neka je K= ? Dy l D)\ Je =Xkompletan, uniforman

| ultrafilter nad A (i(k.)\) regularan),;\ew,ﬂptak
Primenimo Solovayev forsing: neka je M L&Y odgovarajuéi geheri-
¢ki model takav da Fi[&] = Zfdabk . Forsing éuva kardinale i kofi-
nalnosti, pa nema kvarenja klase XK . Napravimo klasu

K's§ pal heCarnd, fhzn}
tako da za sve /.\l e}(‘_' s AN bude Kk ~aditivna, uniformna mera
nad A isto kao u Stavu 516. Klasa J(.' < I»-ILE\} svedoCi da je w

realno kompaktan kardinal u M1 &) ‘

Kako sa drugom stranom? Da bi se od realno velikog kardinala

dobio veliki potrebno bi bilo ako bi se radilo sa unutrasnjim

N



modelima da se radi relativna konstruktibilnost polézeéi od prave
klage razlicitih mera umesto jedne realne mere kao kod Solovaya,
§to za sada izaziva nereSene probleme. Slededi problem (postavljen
na Logic colloquiumu u Marseilleu 8l.) je obtvoren.
Da 1i iz neprotivurecCnosti realno kompaktnog kardinala sledi
neprotivureénost kompaktnog (mod ZFC)?

Izgleda nam vrlo upadljivo da se Ulamovo razdvajanje prenosi
i na sve ostale realno velike kardinale. Smatramo da Jje za to
odgovoran[O,l] segment, odnosno njegova kardinalnost pa se usu-
dujemno predld%iti dalje uvopstenje binarne i realne mere tako da se
posmatraju mere koje slikaju P(k) u neku drugu strukturu, na pri-
mer u ﬁﬁlovu algebru ili recimo neki zgodan prostor. Ocekujemo da
bi se i u jos ponekom takvom slucaju dobila svojstva koja definisu
neke male velike kardinale slicéno ovde uvedenim i da bi se donja

) w
granica Ulamovog razdvajanja megla varirati i levo i desno od Z .

Nerepularni ultrafilteri nad malim (malim velikim) kardinalima.

Prvi primer neregularnog ultrafiltera potice od Silvera. Sledeéi
stav nije publikovan. Ovde ga navodimo onakvog kakvog nam je dao

Silver pocetkom 1979. u Berkeleyu. Inade teorem Jje u nezvanicénoj

formi poznat i drugim matematicarima.

Stav 520. (Silver) Neka je & realno merljiv kardinal. Tada nad
W postoji (uniforman) ultrafilter koji nije A regularan za sve
X&k za koje c;{,)s-#u.!. ( U stvari dokazano je da predmetni filter

nije L\,)) regularan ni za jedan A<k, 9,'4\#”).

Dokaz. (Pretpostavlija se da je k.s'i“, jer inacde nema Sta da se

dokazuje.) lleka je },_ k- aditivna mera nad WK . Neka je D ma

\\
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koji ultrafilter koji ¥iri filter ¥ = Ixew \),,.(y) =08,
Znadi, x e&D povladi }ﬁQt)P'D . Sledeéa napomena je korisna:
(+) 2za ma koje skupove )(',s ,a(e)\ postoji prebrojiv skup Cg,\
takav da UX, = U¥X =0 .
)._ C '“___QJ. )

®eC
dokaz (+). mneka Y, € %, , Y, disjunktni i \.LY,,_ = VU X, . Dakle

LS
)*(-{Q\X"‘) )ALU\Q, = }-N(Y.g)

Izaberimo € +tako da

e, = 2 ;

dec}" ) oo M (Yo
Neka je <fkdw , Xy eD et <k, Sta\.rimo T = M (%‘*xd) .
Postoji neki ¥ takav da (':,['a' 2 ¥ povlali Ta T (inale,
zbog t:?(>\ Y w , imali bigsmo W, silazni lanac realnih brojeva).
Za svaki M »Y¥ , neka je Cq € K-(g, ; C.fb prebrojiv i takav da

)*(':2&{‘;) = Tt (koji je =ty , koristeéi (+)).

Posto je a%:\h.-o , postoji skup Z “-‘_-)x kardinalnosti )\ i tekav
da za (‘54{5‘ u & sledi da je svaki elemenat iz Cﬁ\ Vl'ec':i od ma
xog elementa u Cp@ . Za svaki bhe2 , neka je YA = U x.,., . Poto
je > Q*L‘ér.t "‘Y(;) =0 imaéemo M (Vo & yf"" ) za r&_,,r\_, eZ . Takode
je }'.'LY"’)"Lt)o . Zato je /.. (ﬁy ) =% 20 i odavde

mel
N\ Voo
De
Al (Y = M 0 K
®e &:L#(XQQC " F—H)
Otuda pO&LOJl ve & (_"’ ») takav da zz sve @3 ¢ Z, fm G;C

imamo Nn x {gﬁ . Tako dobismo >\ razliditih X, sa

nepraznim presskom.

Vidimo da ovaj ultrafilter jeste maksimalno neregularan,
buduéi da je prebrojivo nekompletan va zato i @4,.{) regularan za

sve -z,o{»law , a zbog uniformnosti mora biti (k,k) regularan.

oy
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Odigledno je da za sve & <)\,Bﬂ --{(;?, pa ostaje da se ispita

F.L za. granidne ordinale & . Zato otsad kad napifemo Fu smatramo
da je tu e granidan ordinal.

Stav 523. (Keisler) Neka Jje D prebrojivo nekompletan ultrafilter.

C— . o c )
Onda za svekil familiju Al.' ’\Q At'l je konadan ili 2 2

Stav 524. (Keisler) Ultrefilter D je oA=- silazno potpun akko

d) je kofinalan u T ¢4, <2 |
- P

Stav 525. (Prikry) Ako je )\ regularan onda svaki /\- silazno

kompletan gétrafilter je )\'t silazno kompletan.

Prethodni stavovi su od koristi u utvrdivanju svojstava

intervala F-L , 0 cemu dosta informacija daje sledeéi stav.

S‘bév 526. Neka je D ultrafilter i .F‘,k definisani kao napred.

a) ako je D prebrojivo kompletan onda za sve L <k ,|Fal =¢’ ‘
F\g je dobro ureden i 2.“4 bt(Fu)@k)q-(znaFi < je dobro uredenje).

b) za sve a¢)i sve foer,, lC ,.&,) \4\(% }:ltg

Mgl goutgl € gpemals g3l

c) za sve A ¥, =g akko F"'k‘.(;s :

d) R<p i da:ofm poviadi |Fa l¢(Fq)

e) egﬁ.zw i ‘F'D e¥, povladi \Fa s\l \47.);“‘ e

£) peyl, Bfgooviadi |Fu | 2 ;;m i1Fa L= Dm0,

8) B, 7% povliadi IF,l 2Pl

h) Fu.= & akko D Jeo!rio(\- silazno kompletan

i) &ko je D }«-T‘C’*ul aran onda za sve & €p , \F )\ ;;Q_P,

Jj) ako je k=w, onda za sve A<w 1Btz 2W,

M)

k) ako je za neki v F, = ¢ onda za sve A~ , W 2V
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1) ako je D Silverov filter onda za sve .{,q-g o g,k povladi F, =d
Dokaz. a) sledi iz Stava 416.
b) +translacija C‘,#p)r_-*
Lo+ ( Y #p)a = i(%«‘;)b | ¢o € (-j.t-'b>;-‘ 3 < Ly, .)F_*

posto je o granidan ordinal i poSto £ + (. ,.g_p')?*’.-‘: & 3_3;“)‘___; .
¢c) neka je Ve ﬂ:{,d Lneka je :t,” ey rastuéi niz i eod= é.i:l‘
Za s ¢ty definifemo £  sa L(iys 2y akko fLye ¥,
{o & Fu Jjer bi inade bilo -'-E_-btz"v'-"“t , odakle J:-b &F& Sto je u
kontradikeiji sa -§-p &%, . Druga strana. Za {5 et, definifimo

i vGda) e Lliye §; axko gy = meda e ev] $00 €otn ],
" Ako ZE-Dl ¢ F» onda postoji % eV tako da {-‘; € P§ odnosno

.f'ég skoro svuda, pa Jp € F,

5

, protivuredno sa %p € T, ,

d) slidno dokazu c).

e) prema Stavu 415, 523, b) i c).

f) neka je _E'D e{-;,_ . Za svaki J.ﬁ).imamo #"D"'Eﬁ SF)" . Ako je 3 <, f;
i %eg}.\ onda (%+¢), € ¥, . Sada se primeni b).

g) sledi iz f) i &injenice da skupovi iste kardinalnosti imaju
ultrastepene iste kardinalnosti.

h) sledi iz Stava 5241ic).

i) za sve V¢ ) D jepg‘lv‘i- regularan pa zato :;;n)l silazno nekomple-
tan » Iz h) sledi da za sve ols},. F.L Jje neprazan. Dokaz sledi iz
f) i Stava 48,

j) ako je Kewonda D nije wj,zsilazno kompletan ni za jedan ma €
pa su zato svi T, neprazni. Nejednakost sledi iz e) i f).

k) slidéno kso i J).

1) za svaki)<k,o£1fwsilverov ultrafilter D Je (k,)\)-neregularan.
Kako prema Stavu 317. Q)\A) regularnost sledi iz %)\silazr.e

zn® nekompletnosti, tvrdenje sledi iz <¢) i h).
\\
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Sada ¢emo razmotriti pitanje odnosa svojstava /\- silazne
nekompletnosti i (/l,)) regularnosti. Prema Stavu 317. imali smo
da su ta dva svojstva ekvivalentna ako je /} regularan kardinal.
Pokazatemo da do razdvajanja ovih' pojmova moze doéi. Neka je D
( wi ,Wg.,wl.,.,)-regularan, k-l:bmpletam ultrafilter nad Wk‘M” u
modelu M,y za ZFC. HNapravimo M L’:-.'j koristeéi Bulovu algebru mere
- Solovayev forsing, tako da bude MlhY I= 2%% % . Kso u Sheva
516. od D dobijamo u M LW) uniformnu, k aditivnu meruh-gad Whesw, 4 -
Neka je F= \kswmwml)&u)m 7, filter podskupova od Wi w,+

mere 1. ¥ je ¥-Kompletan., Profirimo F do ultrafiltera 7%
(K‘wh“‘¢,)-regulafna“famﬁ:lija iz D se slika u familiju skupova

mere 1, koja se ne deformise jer Bulova algebra ima c.c.c.
pa se regularnost prenosi i na ¥ a zato i na D’pa je D’ (K,wk.,wl.,.,)
regularan. Analogno Silverovom dokazu Stava 52C. dokazuje se da
je D° CA,\) neregularan za sfre A\ <le za koje qf.)\q‘w 5 pal D’
nije Cwy,w,) regularan i prema Stavu 317. jeste wy=silazno

kompletan pa prema Stavu 526. c) i h) jeste Wieaws
1

tan (I?a je zato i thu‘tqb) £ (whw,’wmw‘)-regularan. Time je

- silazno komple-

dokazan sledeéi stav.
Stav 527. Ako postoji realno kompaktan kardiral ili ako postoji

k- aditivna uniformna mera nad Wi onda postoji ultrafilter

b |+1

koji je W silazno kompletan i (w“w’ Vs

) regularan.
'

Prvi kardinal, kandidat za razdvajanje (), )) regularnosti i A vllue
nekompletnosti je wu.n, . (“Utu otpada zbog W regularnosti).
Sledeée pitanje je otvoreno.

Postoji 1i ultrafilter nad w koji J‘e(w , )regularan i
Il'Uqll‘l Wy U’
We-silazno kompletan?
W, =



=144~

Inspirisani pojmom slabe normalnosti dajemo definiciju

K slabe normalnosti. Neka je D ultrafilter nad Y . D je
oA slabo normalan akko F‘.‘ ima najmanji element. Jasno, ako je
D slabo normalan onda je D k slabo normalan. Lako se od slabo
normalnog ultrafiltera pravi ® slabo normalan, produfenjem indeksa
i zadrzavanjem norme. Pitanje Jje i)ostoji 1i o slabo normelan
ultrafilter D takav da o <_|ID!| 7 Sledeéi stav daje prvi odgovor.
Stav 528. Heka su KeqKe merljivi kardinali sa redom normalnim
ultrafilterima D¢ nad ke i Dygnad ¥ge . Tada postoji ultrafilter

nad K, koji je K

\ slabo normalan i uniforman.

Dokaz.
Neka je D’ = Dy % D, proizvod ultrafiltera Dy i D, . Uredimo
1= (Ka*1) ® (Kea4) antileksikografski:

(olo) & (*,O)« s A (K\'0)4 - .s ‘ ch'Q)& e * (*‘{‘D)J\ "-4(\“\‘“13

Sl1ic¢no kao i do sada, sa Eg ) oznacimo
Fw“)=n(4ﬁ‘ﬂ -' 9“‘#5) za (&yA) &1
Vazi (RaX Ko UFL )
g ) @mtld‘\ .
Ultraproizvod r\(k\i\&,-{) je dobro ureden. Oznacimo
o
sa <‘D' to dobro uredenje. Dokazuje se da su Fw‘(,.) disjunktni
intervali u -<b‘ za (-t.nhs_-I. Ako je ol¥ kg iz WK,-kompletnosti
ultrafiltera D’ sledi \FM &S | = 4. PosSto je
\\"\Kd < \ﬂ \"\\4-\\ =
sledi sllcno kao iu stavu )26 da za sve (o,M) za koje :,fuk = K,,
vazi |F“ ) l‘;z . Sledi da F(k-.,o) ima minimalni element.
Prirodnom bijekcijom WK.,xXe 1 Weg , 0od D’ dobijamo D nad WK .
Isto preslikavanje je izomorfizam, odakle sledi da je i D uniforman
© : :

kao i da F;_ za %.Ls K4 ima minimalan element. Sledi da Jje

D k;slabo normalan i da jé \lDur.\‘t-e_";vlfc.| .

——
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Slic¢no, neka je D tadno W kompletan ulbrafilter i neka je
/Dl » w , onda je D k. slabo kompletan.

Sledeéi stav koristi slabije predpostavke.

Stav 529. Ako nad K4 Postoji slabo normalan ultrafilter i
ako je WRaq 9 K4 merljiv, onda nad K postoji K.+ slabo
normalan ultrafilter D takav da \\Dl)vky» Kg,

Dokaz.

Slicno dokazu Stava 528. D se dobija iz D; D’ = Dyx Do ,

gde Jje D1 slabo normalan ultrafilter nad ¥, » @ Dg mneki
neglavni Kskompletan ultrafilter nad Ka. Zbog Ky kompletno—
sti ultrafiiﬁeré Dy imamo

l;\, (kAa), 2y & g<ckm),<> =Q4<K4.<>.

Dokazuje se da Je
o' ~ ‘D‘\
E> & Fo
(“u‘) (K * .
PoSto je D 4 Slabo normalan , F:' ima najmanju neograni-
1
¢enu funkciju, pa isto vazi i za Ff?h“) , odakle sledi

tvrdenje.

O¢ekujem afirmativne odgovore na sledela pitanja, na
koja do sada nisu odgovorili vise poznafih svetskih strudénjaka
za ultrafiltere.
P 529,1
Ako su D4 nad WK, i D, nad W, slabo normalni ultrafilteri
i Wadky | da 1i je i filter nad Wk 2 koji je izomorfan
©.xD, , K, slabo normalan?
P 529,2
Isto pitaﬁje ako su R, 1 K, _{z“realno merljivi, a D 9 1Dy

kao u Silverovo]j teoremi.
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Posebno nas interesuje postoji 1i W slabo normalan ultrafilter
D, We lIpl) , koji nije izomorfan proizvodu.

P 529.5

Neka je w €N £ 2% i neka je pe realna mera za koju H/u h:/\)
oold c#)=k:. Neka je D ultrafiltef koji sadrzi skupove/ﬁh mere
1. (vasi \DW=A). Da 1i je D K=slabo normalan?

P 529.4

Postoji 1i traZeni tip ultrafiltera nad nekim malim kardinalom,

na primer manijm od prvog slabo -nedostiznog?

Dvokardinalni Droblem

Neka je T teorija , recimo, prvog reda i neka je P

unarni relacijski simbol. Od interesa je da se karakterizuje
klasa svih parova kairdinala koje T dopuSta. Imajuéi u vidu
veé pomenuta svojstva u prethodnoj glavi tu su najznalajniji
ekstremni sludajevi. DefiniSemo otvore teorije.
Kerdinalni par (.(1;5) je veliki otvor (VO) teorije T akko
T dopuSta par (d.fb) i ako se taj par ne mo¥e rastezati ni
levo ni desno, tj ako Jje -(‘? o p,)h’ onda T ne dopusta
ni jedan od parova (&',{5), (9(,6'). Imamo odmeh i drugu krajnju
mogucénost: par (a«’,ﬁ) je mali otvor (MO) za T akko za sve

L y S > teorija T ne dopuSta ni jedan od parova
("(ilr’) ) (dl"bl) .
Poito za sada nema opStih karakterizacija od interesa su i
slede¢li pojmovi.
Par je levi mali otvor (LMO) +teorije T akko T dopusta (.(,m\
i za sve & : ¢ , T ne dopuSta par (n’;/}.) . Ta odgovarajuéi wa &'a
definife se DMO, LVO i DVO. Treba dekle odrediti koji su

parovi (& ./‘b) otvori.
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Jasno je da teoriji T mo¥emo pridrufiti kardinalnu funkeiju
A tako da bude
za sve W , za koji postoji VO, (/\Lk),k)je LVO =za T.
Sli¢no moZemo definisati kardinalne (parcijalne) funkeije
koje odgovaraju LMO, DMO, DVO teorije T,

Osim stavova 45, 49, 423 koji daju odredene informacije
o dvokardinalnom problemu navodimo sledeée tri poznate

teoreme,

Stav 530 (Keisler-Vaught). Ako teorija T dopu¥ta (w*, k) onda
T dopusta '(Wu“”]

Stav 531. (Chang) (GOH). Ako teorija T dopuita (wJy,w) onda
T dopuSta i par (K*; K).

Stav 532 (Keisler). UNeka je o %a' 7”'/""'%‘“" Ako teorija T dopu-
Sta (.{lh) onda T dopusta i par (.('”'s‘) .

SledeCi stav daje zanimljive informacije o otvorima.

tav 533, Neka su A i 3 kardinalne operacije takve da su

za redom teorije T4 i T, (N )k) i (S(k),lg LVO za sve K ,
Neka vazi jedno od sledeéeg.
1. GCH

L

2e ,\ Je monotona
~ W, =™
e (ko) s e
-~
Onda postoji T takva da je(( tc_)(k’) ,k) LVO za T,
Sli¢éno vaZi i za LMO, DVO i DMO.
Dokaz.
Poito I\ odreduje LVO za T 4 onda postoji model

U - (A,V,...)k‘ T4 takav da je V interpretacija unarnog
relacijskog simbola Q, lV]:S () ]Alz(AQE)(K, )
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Neka je @ +dB,U,... D ¥ T,  takev model da je U

interpretacija relacijskog simbola P (iz ) ida je \Ul=k .

~ " oy : ¥ :

\B \ & - (k). Mo¥e se predpostavitli bez gubitka opstosti da je
.Z'.n N ‘ZT“ -7é, kao i da T,  ima zatvorene aksiome. Uolimo
ekstenziju T'teorije T 94 koju dobijamo na sledeéi nacin.

leka je T' rij jezil sion i g
l. Neka je T° teorija u jeziku ’fT; U'ZT{ sa aksiomama teorije T4y
2. Sirimo T’ do T dodaju¢i interpretacije aksioma teorije T,y
u Jjeziku z-;-,"’l 751-;, + Prethodna interpretacija se definise se
na sledeéi nacdin. Svaki simbol Jezika -L.’. slika se u samog se-

" i %
be. U aksiomama od Tysvaka podformula oblika Zn @ zamenju-
je se podformulom Ax (Q &) K 'f). Univerzum interpretacije je
Q pa nam’ trebaju i aksiome
= x Qx)
ako je T e 27D funkcijski simbol Jjezika onda je aksioma od T
formula @Q(Xa) L 2 Q ) => &K (F-'-'(x,,...x-..j) i
Dalje, pravi se model 24 ‘ , ekspanzija modela *H , da bi se
dobio model teorije T , koriZéenjem bijekcije \B\ = \V\.
M W - * . .
Neka Je .; v B oy V . Prosirimo _; do izomorfizma.
Za Ce.f.r definiZimo ¥ . f ).
F 3
Ako je F funkcijski simbol iz 17.. definisSemo .
2 '(ﬁcpa(:‘,’-&’;,-}_—‘;,)ako SU @geer By & T
F (‘1.-«-“«.) =
proizvoljno inace

Ako je R relacijski simbol iz .ZT definiSemo interpretaciju
2
4 "a_” za Oy... Qe V
R ( "lo-—- a-q.) akko R@ ri ‘ { d.«..) l
-L inace
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._s.

UO"lII]O I‘elaClJS;{l simbol P. iz ‘ZT i model 24:(11 Ujsoanso ) za T.
Je (/\ (nlk‘) k) mode

Neka je 2-1..-.4\ V.U, ) neki model za T i lU\ :k . Neka su

V i U interpretacije =za redom Q i P. Neka je ,Z.?;l redukeija 'LT

na {Q?u .t.r_' i neka T;_ ima samo prevode aksioma Tq .

Sledi \V] & & (w) . Koristeéi osnovmu pretpostavku na slidan

nacin dobijamo lA\ S-A(S(k))a odakle sledi tvrdenje.

————— -

Slic¢no se dokazuje sledeéa posledlca.
Posledica.

Nekal su Ty i T, teorije sa redo_m Lo, pvo (Al i (k,F(k))
za sve Ik . Tada postoji teorija T kojoj ,]‘e' (/\(k),r'{k_))

VO za sve kK .
Slidno tvrdenje va?i i za MO.

Stav 534, Uz pretpostavke iz prethodne posledice vaZi

P(\Qk\) < lgr‘(\o\ ¢ \QwV < QA ¢ ALK |

Dokaz.
Srednje dve nejednakosti slede iz osnovnih osobina kardinal-
nosti ultraproizvoda.
Prema stavu 4.5
teorija T4 dopusta par (\g )\(Kﬂﬂ k)L
teorija T , dopuSta par (\gk\ ]T] F‘(u)])
Podto je Q\Q[;lki) ,\gk\) LYO za T, i poSto je
(lgkl, \ ]"L\gk\) D70 za T spajanjem sa prethodnim

¢injenicama slede spoljne nejednakosti.
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Sledeti stav omoguéuje korisne primene prethodnih.
Stav 535. a) Postoji teorija T, takva da za sve WK

T, ima otvor (K,K) ,
b) Postoji teorija T4 sa VO (k*}k) '
¢) Postoji teorija T sa VO (‘Zk,k) .
Dokaz. -

e a ’ . . . e .
a) licka je T proizvoljna teorija sa beskonadnim modelom.

Stavimo T1 =T’ 4 V:( b\@).

- (2) t4) -
b) Neka je f—ﬂ‘c {5: F ,M ,0.0}. Neka je T 2 teorija

linearnog poretka sa Jjos sledeéim aksiomama.
Yx(Uku) &\/sx =2 UC\;)) A Wty) Lutw)
Wx Fex,.) : Lexlam L,

Neka je R interpretacija unarnog relacijskog simbola U u

modelu @l =4, R,...) . Neka je |R| =K. Heka je Xg A

takav da \ X | %, X ne mo¥e biti sadrfan u pocetnom komadu
pa mora biti kofinalan u A , odakle sledi

- Lex)
A & aadl

§to povlaci

IA\= 1x1 e b | Co,x1\ =2k* = k?

pa je () k) vo za ; [

¢) Uodimo sledeée aksiome

(\w;) (xzy &> (,IVe)(E“(z,x)t——ECEJ))) .
V#) ULy = (W) (E %) ~> b\(yﬁ :

Intuitivno ove aksiome tvrde da svaki element ¥ koji nije u U
odreduje jedan podskup Uy od U, kao da iz g¢y sledi U, ¥ U, .
Sledi & ako je interpretacija od U kardinalnosti M onda

je kardinalnost modela ogranicena sa Lk .
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Slede¢i stav predstavlja pojadanje Stava 4.23.

Stav 536. a) Ako postoji K kompletan (MA) regularan ultrafilter
nad /\ , onda za sve (M) tekve da K £el .{-/\ i My € W, par
(%) nije VO(mpe s dhoppantfen)

b) Ako je (d,{b) VO onda ne postoji slabo kompaktan kardinal
k¢, khn .

Dokaz.

a) se dokazuje slidéno Stavu 4.2% uz koriféenje rezultata o

kardinalnosti ultrastepena Do (k,)) regularnom filteru iz
prethodne glm}e.

b) dokaz sledi iteracijom dokaza a) preko prave klase.

Celularnost u Boolovoj dgebri se definife kao su‘f"emum kardinal-

nosti disjunktnih familija. Aksiome Boolove algebre i definicija

celularnosti su 1. reda pa moXemo razmatrati modele (W, c@lK).

Uvedimo o\ed ( D,¢) kao u ( ).ded (DX) Jje kardinalnost skupa
dedekindovih preseka u (D,<). lMichell je dokazao nezavisnost

L oLk . . . . :
k< oledlk <« 2° 2za sve Kk (privatno cirkulisani manuskript).

MoZemo sada navesti neke posledice prethodnih stavava. (Recimo)
vazi sledeée.

1INV, G ), 0, (8. ), X)) s vo

-

2. INwWa ] £ waltQX) 5 1A, O ¢ A, 0aXy),
. o o e ©

%. neka Jje A neka kombinacija operacija w...(-), ..flw(-),a(a.’fna
primer A= b :\?[ ) a olad ¥ ) onda vaZi

lg AWl ¢ A (“;\k \) odnosno, u primeru za A
4+ At
IN\3, Cled®>ol™ | |, teked® (wn 1™,
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Gornja razmatranja imaju veze i sa kontinuum problemom,
Neka je D Magidorov ultrafilter nad U?’ (filter kao u Magidor-
ovom modelu). Tada va%i U:;} ey | ¢ Wy g lg why |z 2" Korifée-
njem prethodnih posledica (za filter sa osobinama Magidorovog
filtera nad Wy , vaZi 22 wd :—)gw,ﬂ“? dobijamo
ey (2 Qo™ | € 1Qw, 1"t e wg
(o9}

3,

pa zato g4 Wy povlaci 2 35 We . PosSto je Magidorov reuz-
ultat opsSte prirode sliéne implikacije se dobijaju i za ostale
kardinale. Sledi da egzistencija ultrafiltera sa skokoviton

kardinalnom funkeijom uvodi ogranidenja u funkciju kontinuuma.

- Posledica gornjeg je da za svaki ‘J-regularni ultrafilter i

svaki kardinal W va¥i H;lk \ 9w,
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Spisak korisScenih rezultata

\

Stav
Stav
Stav
Stav
Stav
Lema
Stav
Stav
Stav
Stav
Stav
Stav
Stav
Stav
Stav
Stav

Stav
Stav
Stav
Stav
Stav
Stav
Stav
Stav
Stav
Stav
Stav
Stav
Stav
Stav
Stav
Stav
Stav

Lid:
1.2
2.2
2.3
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