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Vorwort

Das vorliegende Werk, das ich durch die hohe Vermittlung der koéuniglich
serbischen Akademie der Oeffentlichkeit iibergebe, fasst die wichtigsten Ergebnisse
meiner dreissigjdhrigen Arbeit zusammen, erginzt sie und formt zu einem abgerun-
deten Ganzen, zu einem besonderen Kapitel der kosmischen Physik. Eine solche
systematische Zusammenfassung meiner auf eine ganze Reihe von Problemen sich
erstreckenden Untersuchungen war durch den ihnen zugrunde liegenden Leitgedanken
angebahnt und durch deren Ergebnisse ermdoglicht, wie dies aus der nachstehenden
Schilderung des Werdeganges des vorliegenden Werkes ersichtlich ist.

Es war dies, wie ich es in meinem in nachstehendem Verzeichnis unter 27
angefiithrten autobiographischen Werke ausfithrlich erzédhlte, im Jahre 1911 als mir
meine Ueberlegungen folgendes kundtaten.

Das Newtonsche Gravitationsgesetz, dem die Lehre von der Bewegung der
Himmelsk&rper, die Mechanik des Himmels, ibr festes Fundament verdankt, ist der
erste Paragraph im Gesetzbuche des Weltalls und unseres Planetensystems Diesem
Paragraphen reiht sich ein zweiter Paragraph an, nicht minder wichtig und nicht
weniger umfassend. Der erste Paragraph spricht von der Grosse der gegenseitigen
Anziehung der Weltkorper, die ihren Lauf regelt und die Planeten zu ihrem Umlauf
um die Sonne zwingt, der zweite Paragraph spricht von der Ausbreitung der Strahlung
der Gestirne, also auch von der widrmespendenden Kraft der Sonne. Auch diese
nimmt, geradeso wie die anziehende Kraft der Sonne, mit dem Quadrat der Entfer-
nung ab; In den Wellraum sich mit Lichtgeschwindigkeit ausbreitend, erreichen die
Sonnenstrahlen die Oberflichen der Planeten. Die Warmemengen, die sic dabei den
Planeten zufiihren, hingen nicht nur von der Entfernung des betreffenden Planeten
von der Sonne ab, sondern auch von dem Einfallswinkel, unter dem die Strahlen
den in Betracht gezogenen Teil der Planetoberfliche erreichen. Die Verteilung der
Sonnenwdrme auf den Oberflaichen der Planeten ldsst sich unter Beriicksichtigung
dieser Tatsachen durch mathematische Formeln erfassen. )

Die Bestrahlung der Planeten durch die Sonne, also auch jene des uns am
meisten interessierenden unter ihnen, der Erde, ist ununterbrochener Aenderung
unterworfen. Die Drehung der Erde um ihre Achse hat den Wechsel von Tag und
Nacht zur Folge, ihre Umlaufsbewegung um die Sonne ruft den Ablauf der Jahres-
zeiten hervor; die gegenseitige Anziehung der Planeten dndert langsam aber stetig
die Form und die rdumliche Lage der Erdbahu; die Pridzession der Erdachse bewirkt,
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dass sich die Aequinokliallagen der Erde lings dieser verdnderlichen Erdbahn
veriagern, und dies alles hat den sdkularen Gang der Erdbestrahlung zur unaus-
weichlichen Folge.

Alle diese Aenderungen lassen sich, dank der Sphirischen Astronomie und
der Himmelsmechanik mathematisch exakt beschreiben und in ferne Zeiten Schritt
fiir Schritt verfolgen Der S hlusseffekt der Sonnenstrahlung, der uns ganz besonders
interessi<rt, ist der Temperaturzusiand der Planetoberflichen und der Planetatino-
sphdren Beim Eintritt der Sonnenstrahlen in die Atmosphirenhiille der Planeten
erfahrt die Evergie, die in diesen Strahlen enthalten ist, mannigfaltige Umwandlun-
gen, um schliesslich im jeweiligen Temperaturzustand des Planeten und seiner
Atmoszphire ihren sinnfilligen Ausdruck zu finden, ist doch die Sonnensirahlung die
einzige aktive Post im Wérmehaushalt unserer Erde und der mit einer festen Kruste
bedeckten Planelen.

Die in den Atmosphirenhiillen der Planeten sich abspielenden Erscheinungen
gehorchen eb:nfalls wohlbegritndeten durch mathematische Formeln erfassbaren
Gesetzen der Physik. Wenn es also gelingen wiirde, den Zusammenhang zwischen
dem Bestrahlungszustand und dem Temperaturzustand der Planelen zu ermitteln,
so wire es moglich, aus der Stdrke der Sonnenstrahlung und aus dem Mechanismus
unseres Planetensystems den zeitlichen Ablauf der Temperaturerscheinungen auf den
Oberflichen der Planeten mathematisch zu beschreiben und numerisch zu veran-
schaulichen.

In dieser exakt formulierten Fassung stand dies grosse kosmische Problem
seit jener Zeit im Zielpunkt meiner Forschungen. Die erste Frage, die ich mir vorerst
stellen musste, war, ob dieses Problem nicht von jemand anderem schon gelosf
worden war, Ich {iberzeugte mich bald, dass dies nicht der Fall war. Alles, was mit
diesem Problem im Zusammenhange stand und was ich aus der ganzen Weltliteratur
dariiber sammeln konnte, das waren nur einige Abhandlungen, von denen keine
einzige dieses Problem in seinem oben angegebenen Umfang erfasste und von
denen manche mit kardinalen Fehlern behaftet waren. Wihrend also damals die
Lehre von der Bewegung der Himmelskorper, die Mechanik des Himmels, bereits
seit hundert Jahren an der ersten Stelie unter den exakten Naturwissenschaften
stand, war eine mathematische Lehre von den thermischen Erscheinungen auf den
Oberflichen der Planeten nicht einmal ernstlich in Angriff genommen. Ich musste
mich also zundchst fragen, was die Ursache dieses Sachverhaltes sei, und fand auf
diese Frage die foigende Aniwort,

Die Forscher, die sich mit den thermischen Erscheinungen auf der Erdober-
fliche, d. h. mit dem Klima der Erde, befassten, die Meteorologen, kiimmerten sich
damals noch nicht um das Klima der {ibrigen Planeten. Das Klima der Erde erfor-
schend, waren sie reine Erfahrungswissenschafter. Sie hatten keine Veranlassung,
sich mit komplizierten mathematischen Theorien zu befassen; die meisten von ihnen
wiren auch nicht in der Lage, dies zn tun, Man koénnte es von ihnen auch gar
nicht verlangen, durch den Schornstein den Weg in ein Gebidude zu suchen,
dessen Plorte weit geiifnet steht. Warum den Weg iiber die Soune unternehmen,
um zu erfahren, was auf der Erde geschieht? Hat man nicht auf der Ecde Tausende
vou meteorologischen Stationen errichtet, die uns iiber alle Einzelheiten der Tempera-
turerscheinungen zuverldssiger und genauer unterrichten als die vollkommenste Theorie,
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Der zweite Grund, warum es niemand vor mir ernstlich unternommen hatte,
eine mathematische Theorie des Klimas aufzubauen, war wohl der, dass man bei
einem derartigen Versuch sofort auf eine ganze Reihe komplizierter Probleme
stossen musste, die verschiedenen Gebielen der exakien Wissenschaften angehoren,
die damals voneinander scharf abgegrenzt waren.

Der dritte, vielleicht der ausschlaggebende Grund, warum sich jene Theorie
nicht friilher entwickeln konnte, war der Umstand, dass bis zum Jahre 1913 die
Starke der Sonnenstrahlung nicht zuverldssig ermittelt war. Wohl hatten es seit
langem viele uniernommen, die Intensitit der Sonnenstrahlung auszumessen, aber
die dabei gewonnenen Messungsergebnisse waren derart verschieden, dass man
nicht genau angeben konnte, wieviel Wirme diese Strahlen in der Zeiteinheit der
ihnen senkrecht exponierten Flicheneinheit zufithren, d. h. wie gross die Solarkon-
stanie ist. So blieb in der Formel, durch die der zweite Paragraph des Gesetzbuches
des Weltalls zum Ausdruck gelangt, eine wichtige Zahl, die Solarkonstante, lange
unbekannt, Aus diesem Grunde war damals jede Rechnung, die darauf ausging, aus
der Intensitit der Sonnenstrahlen die Hauptmerkmale des Erdklimas zu ermitteln,
aussichislos gewesen. :

Dies waren die Griinde, warum jenes Problem lange Zeit ungeldst, ja unbe-
merkt blieb, abseits gelegen an der Dreilindergrenze der Sphirischen Astropomie,
der Himmelsmechanik und der Mathematischen Physik. Die Lehrkanzel der Univer-
sitat in Belgrad, die ich im Jahre 1909 bestiegen hatte, umiasste alle diese wissen-
schafllichen Disziplinen, die sonst an den anderen Universititen voneinander getrennt
sind. Diese Koinzidenz, die mir die Inangrifinahime der Behandlung des gesteliten
Problems ermoglichte, war, so zufillig sie erscheint, doch kein Zufall. Gerade des-
halb, weil ich mich mit diesen Disziplinen befasste, war es mir moglich, jenes
Problem zu erspihen, zu formulieren und seine Behandlung in Angriff zu nehmen.

Bald war mir folgendes klar geworden. Wenn es talsichlich gelingen solite,
das gestellte Problem in seinem vollen Umfang zu 16sen und dadurch eine mathe-
matische Theorie zu schaffen, mittels der man die Wirkungen der Sonnenstrahlung
in Raum und Zeit verfolgen konnte, so wire man vor allem in der Lage, die wich-
tigsten Grundziige des Erdklimas rechnerisch zu ermitteln. Dies allein wiirde, so
mochte es scheinen, nicht Golt weiss was bedeuten, denn man wiirde bestenfalls
nur d2s gefunden haben, was schon ldngst bekannt war. Aber ein derartiges Urleil
wire voreilig, denn eine mathematische Theorie des Erdklimas wiirde uns den
ganzen Mechanismus der thermischen Erscheinungen aufdecken, von dem wir bisher
nur die Schlusseffekte kannten. Sie wiirde uns ausserdem Auskunft iiber die Tem-
peraturen der hohen Luftschichten geben, bis zu denen wir noch nicht emporgestiegen
sind, Sie wiirde noch viel weiter vordringen. Dieselbe Wirmequelle, die Sonue, die
unsere Erde mit Wirme versyrgt, erwdrmt auch jene Planeten, die mit festen Krusien
bedeckt sind. Die Ergebuisse der neuen Theorie wiirden auch {iir diese Planeten
und auch fiir den Erdinond ihre Giiltigkeit bewahren. Sie witrden uns die ersten
zuverldssigen Angaben iiber das Klima dieser fernen Welten liefern konnen, veon
dem wir vorher nichts Bestimmtes wussten. Doch selbst damit wiren die Leistungen
einer derartigen Theorie nicht erschopft. Hat sie einmal die Grundziige des gegen-
wirtigen Klimas der Erde erfasst, so wire sie in der Lage, das Klima der Vorzeit
su erforschen und zu beschreiben, wo die Bahnelemente der Erde und die Neigung
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ihrer Drehachse, wie uns dies die Himmelsmechanik Iehrt, andere gewesen sind.
Mit einem Worte, die neue Theorie wiirde uns ermoglichen, die Grenzen unserer
direkten Wahrehmungen weit zu iberschreiten.

Diese Betrachtungen bildeten den Leitgedanken meiner daran sich anschlies-
senden langjdhrigen Arbeit, deren Ergebnisse nach und nach in einer Reihe von
Abhandlungen und Werken ihre Veroffentlichung fanden. Ein Verzeichnis dieser
Schriften befindet sich am Schlusse des vorliegen Vorwortes. Die in dieses Ver-
zeichnis eingetragenen Schriften sind nach dem Datum ihrer Fertigstellung und
nicht nach dem Zeitpunkt ihrer Verdffentlichung geordnet; die durch Sperrschrift
gekennzeichneten Werke bilden zusammenfassende Darstellungen der bis zu dem
Jahre 1920 bzw. 1930 und 1938 sichergestellten Ergebnisse meiner Arbeit; sie veran-
schaulichen die wichtigsten Etappen der Erforschung des in der oben angegebenen
Richtung beschrittenen neuen Wissensgebietes. Aus diesem stufenformigen Aufbau
ist schiiesslich das hier zum Abschluss gebrachte Lehrgebdude entstanden.

Zum besseren Verstdndnis des vorliegenden Werkes erscheint es notwendig,
die wichtigsten Phasen seiner Entstehung hier zu iiberblicken.

In meinem wihrend des Weltkrieges in der Gefangenschaft geschriebenen
Werke , Théorie mathématique des phénoménes {hermiques produits par la radi-
ation solaire“, das auch die Ergebnisse der im Verzeichnis uuter 1 bis 6 angefiihrten
Abhandlungen beinhaltet, wurden die wichtigsten Teile des gesteliten Problems
gelost, wodurch das begonnene Lehrgebiude seine festen Grundmauern erhielt,
auf denen man weiter bauen konnte. Jenes Werk gliedert sich in zwei Teile, der
erste umfasst die Theorie, der zweite deren Anwendungen, die sich auf drei ver-
schiedene Gebiete erstreckten. Das erste derselben umfasste die mathematische
Erforschung und Beschreibung des gegenwirtigen Bestrahlungszustandes und des
daraus sich ergebenden solaren Klimas der Erde, das zweite die sidkularen Variati-
onen der Erdbestrahlung und deren Effekte, das driite die Erforschung der ther-
mischen Erscheinungen auf den Oberflachen der Planeten.

Die in meinem Erstlingswerke auf dem dritten der drei aufgezihlten Anwen-
dungsgebiete durchgefithrien Untersuchungen zeichneten sich durch ihre damalige
Aktualitdt aus und schienen eine Zeit lang das wichtigste Ergebnis meines Buches
zu sein, weil im Augenblicke seiner Verdifentlichung die Frage nach der Bewohn-
barkeit der Planeten und namentlich jener des Planeten Mars im Blickpunkte der
astronomischen Forschung stand. Die in meinem Werke geschaffene Theorie ermog-
lichte mir tatsdchlich, nicht nur jene Wirmemengen zuverlissig zu berechnen, die
im Laufe eines Marsjahres den verschiedenen Breiten seiner Oberflache zugestrahit
werden, sondern auch die zugehorigen fihrlichen Temperaturen dieser Breiten zu
ermitteln. Aus diesem Resultate ergab sich eine mittlere Temperatur der untersten
Luftschlicht des Planeten von —17° Celsius, Durch dieses Ergebnis, das bald die
Aufmerksamkeit der Astronomen auf sich lenkle, wurde die damals weitverbreitete
Aunsicht vou der Bewohnbarkeit dieses Planeten curch hoher organisierte Lebewesen
endgiiltig zerstort. Auch die von den amerikanischen Astronomen fiinf Jahre nach der
Veroffentlichung meines Werkes durchgefiihrten Messungen der von der Marsoberfliche
zu uns gelangenden Strahlung bestétigten die Ergebnisse meiner Berechnungen vollauf,

In meiner ,Théorie mathématique“ wurden auch die Temperaturverhilinisse
auf der Oberfliche des Merkurs und jener des Erdmondes einer mathematischen
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Untersuchung unterworfen, die durch den Umstand begiinstigt, dass diese beiden
Himmelskorper keine atmosphirische Hiille besitzen, zu numerischen Ergebnissen
fiihrte. Was den Planeten Venus anbelangt, konnte in Unkenntnis seiner Rotations-
dauer und der Lage seiner Drehachse nur die obere Grenze der Mitteltemperatur
seiner untersten Atmosphirenschicht festgelegt werden, die ein orgamsches Leben
auf diesem Planeten nicht ausschliesst.

Diese Ergebnisse meiner ,Théorie mathématique, die in dem ausfiihrlichen
Bericht Schoenberg’s ,Ueber die Temperaturen der Planeten. Physikalische Zeit-
schrift. 26. Jahrgang, 1925 ¢ ihre Wiirdigung fanden und jene der beiden im nach-
stehenden Verzeichnis unter 12 und 16 angefithrten Abhandlungen, die sich mit dem
thermischen Aufbau der Planeten Jupiter, Saturn, Uranus und Neptun und jenem
der Uratmosphidre der Erde befassen, habe ich, wie dies in seinem Titel angedeutet,
nicht in den Rahmen des vorliegenden Werkes einbeziehen kénnen, weil dadurch
dessen Umfang ein viel zu grosser geworden wire, denn bald nach der Veréifent-
lichung meines Erstlingswerkes erweiterte sich das Anwendungsgebiet der darin
niedergelegten Theorie ganz gewaltig, was einen-“weiteren Ausbau derselben nach
sich zog. Dazu kam es auf folgende Weise.

. Die Ergebnisse meiner ,Théorie mathématique* lenkten auf sich die Auf-
merksamkeit des grossen deutschen Klimatologen Wladimir Koppen, der die
Tragweite dieser Theorie richlig erkannte. Er arbeitete damals mit seinem Schwieger-
sohne Alfred Wegener an dem Werke ,Die Klimate der geologischen Vorzeit*
und gedachte darin meine Theorie zu verwerten. Nach kurzem Briefwechsel luden
mich beide Forscher zur Mitarbeit an ihrem Werke ein. Diese Einladung freudig
annehmend, iibardachte ich, bevor ich an die Ausarbeitung des fiir ihr Werk
bestimmten Beitrages schritt, ob es mnicht moglich wire, die in der ,Théorie
mathématique“ mitgeteilte Methode der Darstellung des sikularen Ganges der Erd-
bestrahlung-zu vervollkommnen. Die gelang mir durch die in meiner im nachste-
“henden Verzeichnis unter 8 angefiihrien Abhandlung mitgeteilten Ueberlegungen,
aus denen durch die Einfithrung der kalorischen Jahreszeiten eine einwandireie
Methode zur Darstellung des sidkularen Besirahlungsganges hervorging, die ich mit
jeder weiteren Verdifentlichung iiber diesen Gegenstand verfeinerte, um ihr schliess-
lich ihre im Kapitel XV dieses Werkes bis in alle Einzelheiten ausgearbeitete
endgiiltige Form zu geben.

Diese Methode wandte ich an, um auf Wunsch von Ko ppen die sékularen
Aenderungen zu berechnen, die die sommerliche Bestrahlung der geographischen
Breiten von 53° bzw. 60° und 65° nordlich wihrend der’ letztverflossenen 650 Jaht-
tausende erfahren hat. Dabei beschrinkte ich mich darauf, nur die Amplituden dieser
Verdnderungen zu berechnen, stellte das Ergebnis der Rechnung durch Zackenlinien
dar und schickte dieses Graphikon mit den erforderlichen Erlduterungen anfangs des
Jahres 1923 an K6 p p e n, der diesen Beitrag seinem und Wegeners Werke einverleibte,
Ich sber mussie mich unverziiglich anderen wissenschaftlichen Problem zuwenden,

Im Mai 1923 tagte in Konstantinopel der Kongress der orthodoxen orienta-
lischen Kirchen, der sich mit der Reform des julianischen Kalenders, der damals
bei diesen Kirchen im Gebrauch stand, befass:n sollle. Ich hatte die Ehre als
bevollmichtigter Delegierte der serbischen orthodoxen Kirche und der koniglichen
Regierung an diesem Kongress teilzunehmen und die Genugtuung, mein auf die
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Kalenderreform sich beziehenden Vorschlidge von diesem Kongress angenommen zu
sehen, wodurch der neue Kalender der orientalischen Kirchen geschaffen wurfde,
woriiber ich in den im nachstehenden Verzeichnis unter 9 und 10 eingeiragenen Schrii-
ten berichtete und woriiber im Kapitel VIII dieses Werkes ebenfalls die Rede sein wird.
' Im Jahre 1924 wurde das Koppen-Wegenersche Werk ,Die Klimate der
geologischen Vorzeit“ veroffentlicht. Eines der wichtigsten Ergebnisse desseiben
war, dass Koppen in meinem Strahlungsdiagramm den Ablauf des Eiszeitalters
erkannte, wodurch die auf zuverldssiger astronomischer Grundlage beruhende Chro-
nologie dieses Zeitalters geschaffen wurde, wie ich dies in meiner im nachstehenden
Verzeichnis unter 11 angefithrten akademischen Antrittsrede wie folgt berichten konnte.

Unser biirgerliche und kirchliche Kalender ist seinem Wesen nach nichis
anderes als eine Abzdhlung der Himmelserscheinungen. In seinen Elementen, dem
Tag, dem Monat und dem Jahr, spiegeln sich die kosmischen Erscheinungen; die
Drehung der Erde, der Umlauf des Mondes und die Umkreisung der Sonne durch
die Erde, wider., Geradeso verhdlt es sich mit dem durch die Strahlungskurven
geschaffenen- Kalender des Eiszeitalters. In ihm spiegeln sich die kosmischen Erschei-
nungen hoherer Kategorie wider, die oszillierenden Schwankungen der Ekliptikschiefe
und der Exzentrizitit der Erdbahn und der Umlauf des Perihels. Die Ungleichheit
und die Unregelmassigkeit dieser Erscheinungen ist es, die die dusserst komplizier-
ten, aber rechnerisch zuverldssig Schriit fiir Schritt verfolgbaren Schwankungen der
Erdbestrahlung verursachen, die ihrerseits derartig tiefe Spuren im Antlitz der Erde
hinterlassen hatten, dass man in der Lage ist, diese Spuren astronomisch zu datieren.

Durch das Koppen-Wegenersche Werk haben meine Strahlungskurven eine
grosse Publizitat erlangt und sind, wie dies im Kapitel XXI berichtet werden wird,
zum Ausgangspunkt anderer grundlegender Arbeiten der Klimatologen und Geolo-
gen geworden. Als bald darnach W. Koéppen in Verein mit R. Geiger an die
Ausgabe seines gross angelegten fiinfbindigen Handbuches der Klimatologie schritt,
{ibertrug er mir die Ausarbeitung des Einleitsartikels (Band I, Teil A) dieses Hand-
buches, der den Titel ,,Mathematische Klimalehre und Astronomische Theorie der
Klimaschwankungen“ erhielt und 1930 veréifentlicht wurde. Dieses Buch, in dem
auch die Ergebnisse meiner inzwischen erschienenen, im nachstehenden Verzeichnis
unter 13 und 14 angefiihrien Abhandlungen beriicksichtigt wurden, bildet die zweite
zusammenfassende Darstellung meiner bis zu jenem Zeitpunkt auf diesem Gebiete
vollfithrten Forschungen. In demselben bildet nur der Planet Erde mit seinem gegen-
wirtigen und vorzeitlichen Klima den Gegenstand der Behandlung, wodurch die
Richtung angedeutet erscheint, in der sich das neue Wissensgebiet weiter entwickeln
sollte. In dieser Richtung weist das Buch einen wesentlichen Fortschritt gegeniiber
der ,Théorie mathématique“ auf, weil darin die mathematische Theorie des gegen-
wirtigen Erdklimas, die mathematische Klimalehre, durch die vollstindige Losung
ihrer Grundprobleme zu einem abgeschlossenen Lehrgebiet der exakten Wissen-
'schaften geworden ist. Auch die astronomische Theorie der Klimaschwankungen
erhielt in diesem Buche ihre festen Umrisse und fiihrte zur numerischen Berechnung
dieser Schwankungen. Die in diesem Buche enthaltene vielzahlige Tabelle stellt eine
ausfithrliche, in mathematischer Sprache verfasste Geschichle der Erdbestrahlung der
letztverflossenen 600 Jahrtausende dar.

Noch wihrend der Niederschrift der ,, Mathematischen Klimalehre® erweiterte
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sich mein Arbeitsgebiet durch neue Probleme, die mit den in jenem Buche behandel-
fen in enger Beziehung standen. Ende des Jahres 1927 erhielt ich von B. Gu-
tenberg die Einladung zur Mitarbeit an seinem auf zehn Binde vorgesehenem
»Handbuch der Geophysik“. Ich war selbstverstindlich gern bereit, dieser ehrenden
Aufforderung zu entsprechen, war jedoch wegen der bereits iibernommenen Ver-
pflichtungen nicht in der Lage, auf die von Gutenberg vorgesehenen Termine
fir die Ablieferung der mir zugedachten Beitrdge einzugehen. Gutenberg kam
mir aber weitgehend entgegen. Er erklirte sich bereit, die Einordnung des
Materiales in die einzelnen Bande des Handbuches und die Termine ihrer Verof-
fentlichung derart umzuindern, dass meine Mitarbeit ermoglicht werde und nahm alle
meine diesbeziiglichen Vorschlige verstdndnisvoll an Einer dieser Vorschlige ging
dahin, dem ersten Band den Titel zu geben ,Die Erde als Planet* und darin jene
Fragen zu behandeln, die diesen hoheren Standpunkt der Geophysik zum Ausdruck
bringen. Ich iibernahm es fiir diesen Band drei von einander getrennte Abschnitte zu
liefern: ,Stellung und Bewegung der Erde im Weltall“, ,Drehbewegungen der Erde
und ,Sidkulare Polverlag:rungen“. Die Fertigstellung der zwei ersten Abschnitte
bereitete mir keine Schwierigkeiten, betreffen sie doch klassische Probleme der Him-
melsmechanik, die ich mit dem modernen Werkzeug der Vektoranalysis bearbeitend
bald nach der Verdifentlichung meiner ,Mathematischen Klimalehre“ fertigstelite
und dem Herausgeber des Handbuches einlieferte, der sie unverziiglich dem Drucke
ibergab. Anders war es mit den ,Sikularen Polverlagerungen“. In dieser geophy-
sisch sehr wichtigen Frage standen damals die Lehren der beschreibenden Natur-
wissenschaften und jene der exakten Wissenschaften in schroffem Gegensatze,
Wihrend die beschreibenden Wissenschaften untriigliche Belege dafiir besassen, dass
wihrend der Vorzeit die Lage der Pole auf der Erdoberfliche eine andere gewesen
war als heute, stand die exakte Wissenschaft dieser Erscheinung ratlos gegeniiber.
Der Begriff der Pole ist ein solcher der Mechanik, die Pole veranschaulichen die
Durchstosspunkte der Drehachse der Erde mit deren Oberfliche. Die Drehbewe-
gung der Erde muss den Gesetzen der Mechanik gehorchen. Diese Wissenschait
war, wie es aus meinem vorangehenden Artikel folgte, tatsdchlich in der Lage, alle
bisher astronomisch festgestellten Eigentiimlichkeiten dieser Drehbewegung, die Prézes-
sion, die astronomische und die freie Nutation der Erdachse auf das befriedigendste zu
erkliren und zu beschreiben, aber ihre Lehren waren nicht imstande, eine Ursache
fiir grossere Verlagerungen der Drehpole der Erde anzugeben und deren Mecha-
nismus zu erkldren. Ich unternahm also mit meinem Artikel, diese ganze Frage
noch einmal zu fiberpriifen und zu kldren. Es ergab sich dabei, dass die Ursache,
warum alle friiheren Versuche fruchtlos geblieben sind, darin zu erblicken ist, dass
man bei jenen theoretischen Untersuchungen der Drehbewegungen der Erde nicht
alle Eigentiimlichkeiten des Erdkorpers in Rechnung gestellt hatte. Der Bau der
Erde ist viel komplizierter als es frither die Theoretiker bei ihren Untersuchungen
vorausgesetzt halten. Es hat sich auch hier abermals gezeigt, dass die gegenwirtige
Trennung der Wissensch~ften in ihre Spezialgebiete fiir manches neue Problem
nachteilig ist und mau bei Stellung eines solchen Problems gezwungen ist, vorerst
einen Briickenschlag zwischen zwei solch2n Gebieten zu bewerkstelligen. Ich musste
also, bevor ich mich an die Losung des gesteliten Problems wagen konnte, als
Himmelsmechaniker in die Schule der Geophysiker mich begeben. Hier war mein
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Lehrer Alfred Wegener. Das Studium seiner wissenschaftlichen Arbeiten und
die mehrfachen Unterredungen, die ich mit ihm gepilogen hatte, haben mich mit
geophysikalischen Tatsachen vertraut gemacht, die sonst einem Mathematiker und
Himmelsmechaniker wenig geldufig sind. Diese Gesprdche haben mir nicht nur die
grundlegende Bedeutung des Polverlagerungsproblems offenbart, sondern mich zu
neuen Anschauungen iiber die Beschaffenheit des Erdkorpers gefiihrt, die sich in der
Folge als fruchtbringend erweisen soliten. Erst als ich mich mit dem Aufbau der
Erdkurste und namentlich mit der isostatischen Lagerung der Kontinentalschollen auf
ihrer gegen langandauernde Krifte nachgiebigen Unterlage verlraut machte, konute
ich das Problem fest anpacken und beweisen, dass die durch die im Tauchgleich-
gewicht gebelteten und aus ihrer Unterlage hervorragenden Kontinentaltafeln verur-
sachte dynamische Asymmetrie des Erdkorpers eine langsam vor sich gehende, aber
unaufhaltsame Verschiebung der Sialdecke der Erde auf ihrer nachgiebigen Unter-
lage, also eine sdkulare Verlagerung der Erdpole zur Folge haben muss. Die wei-
tere Untersuchung ergab, dass diese Verlagerung der Pole lings der orthogonalen
Trajektorie des Trdgheitsizldes dieser Sialdecke vor sich gehen muss. Dadurch wurde
das grundlegende Theorem hinsichtlich der Polverlagerung gewonnen, das man in
der Literatur mit meinem Namen bezeichnete und aus dem sich alle weiteren Ein-
zelheiten dieser Erscheinung ableiten und mathematisch darstellen liessen.

Durch die Ableitung dieses Theorems, das in meiner im nachstehenden Ver-
zeichnis unter 19 angefithrten Abhandlung seine erste Veroifentlichung fand, wurde
das mir vom Herausgeber des Handbuches der Geophysik zur Behandlung zuge-
wiesene Problem im Prinzip gelost. Zur weiteren Behandlung dieses Problems blieb
aber keine Zeit mehr ibrig, weil der Herausgeber die sofortige Drucklegung mei-
nes bis zu diesem Stadium gediehenen Beitrages wiinschte. Wir vereinbarten also,
dass die weitere Behandlung der Polverlagerungsfrage in meinem fiir den neunten
Band des Handbuches vorgesehenem Beitrage ,Astronomische Mittel ziir Erforschung
der erdgeschichtlichen Klimate“ durchgefithit werden moge und so geschah es.

Die Drucklegung dieses letzten Beitrages verzogerte sich durch den inzwi-
schen herangebrochenen wirtschaftlichen Niedergang betrdchilich und erfolgte erst
im Juli 1938. Ich hatle aber keine Ursache, mich iiber diese Verzogerung zu bekla-
gen, denn dadurch habe ich Zeit gewonnen, mehrere wichtige Fragen meines For-
schungsgebietes zu klaren und zu I6sen. Die geschah in einer Reihe von Abhand-
lungen, die in den Jahren 1932 bis 1937 veroffentlicht wurden und die im nachste-
henden Verzeichnis unter 21, 22, 23, 24, 25 und 28 angefiihrt sind.

Die fiinf ersten dieser Abhaudlungen beirafen das Polverlagerungsproblem.
In denselben wurde die Differentialgleichung der Polverlagerung integriert, d. h. die
analylische Gleichung der Polbahnkurve abgeleitet. Mit Hilfe dieser Gleichung
konnte dann an die numerische Berechnung der aus der Konfiguration der Kontinente
sich ergebenden sdkularen Bahuen der beiden Erdpole geschritten und das Ergebnis
der Rechnung mit den Dokumenten der Erdgeschichte verglichen und beglaubigt
werden. Auch eine neue von den Polfluchtkriften ausgehende Ableitung der Grund-
gleichung der sdkularen Polverlagerungen konnte als ein weiterer Beleg fiir die
Richtigkeit dieser Gleichung geliefert werden.

Nicht minder wichtig waren die Ergebnisse meiner Forschungen iib r die
Auswirkungen des sdkularen Ganges der Erdbestrahlung, die ich in meiner im nach-
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stehenden Verzeichnis unter 28 angefiithrten Abhandlung veroffentlichte. Das wich-
tigste derselben betraf die Frage, ob der durch die Verinderlichkeit der astrono-
mischen Elemente hervorgerufene Bestrahlungsgang der Erde, an dessen durch die
Rechnung sich ergebenden Rhythmus nicht mehr zu zweifeln war, ausreichend
sei, um auch die grossten klimalischen Schwankungen des Quartdrs in ihrem
vollem Umfang zu erkliren. Manche Gelehrte bezweifelten dies, und es war
deshalb wiinschenswert, meine Berechnungen des sidkularen Ganges der Erdbestrah-
lung durch die Ermiltlung der kiimalischen Effekte dieses Ganges zu vervolistin-
digen, um zu sehen, wie gross diese Effekte gewesen sind. Einen Schritt in dieser
Richtung habe ich bereifs in meiner  Mathemalischen Klimalehre® gemacht, aber
den entscheidenden erst in den ,Neuen Ergebnissen der astronomischen Theorie der
Klimaschwankungen* vollfiihrt. Dabei ging ich von der mathematischen Analyse des
Zusammenhanges zwischen der Hohenlage der Schneegrenze und der zugehérigen dem
kalorischen Sommerhalbjahr entsprechenden Sirahlungsmenge aus, und fand, dass
jeder Verdnderung dieser Menge von einer kanonischen Einheit eine Verschiebung
der Schneegrenze von einem Meter entSpricht, Ich fand nachtriglich, dass dasselbe
Resultat auch aus dem in der ,Mathematischen Klimalehre* abgeleiteten Zusammen-
hang zwischen Bestrahlung und Temperarur zwanglaufig folgt. '

Auf Grund dieses Ergebnisses kounte der wichtigste klimatische Effekt des
vorzeitlichen Ablaufes der Erdbestrahlung, die dadurch hervorgerufenen Verschie-
bungen der Schneegrenze, erfasst werden: man hatle die in meinen Tabellen mif-
geteilten Zahlen, die die Aenderungen der sommerlichen Bestrahlung der einzelnen
geographischen Breiten in kanonischen Einheiten wiedergeben, ¢infach als Meter zu
deuten, um die zugehorigen Verschiebuogen der Schneegrenze zu erhalten. Dabei
bedeutet das Vorzeichen -}- die Verschiebung der Schneegrenze nach oben, das Zei-
chen - die Verschiebung nach unten. Dadurch haben jene Tabellen einen mit der
Hand erfassbaren klimatologischen Inhalt erhalten.

Die derart gedeuteten Tabellen der Erdbestrahlung zeigen, dass die durch
die Aenderungen dieser Bestrahlung an Ort und Stelle hervorgerufenen Verschie-
bungen der Schneegrenze geniigend michtig gewesen sind, um deutliche Spuren zu
hinterfassen, also den sdkularen Besirahlungsgang der Erde auf ihrem Antlitz zu
markieren, aber nicht ausreichend waren, um die grossen Vereisungen der Vorzeit
in ihrem vollem Umiang hervorzurufen. Zu diesem vollem Ausmass der Vereisungen
war ein weiterer klimatischer Fakior erforderlich. Um diesen Faktor zu entdecken
und mathematisch zu erfassen, musste noch ein letzter, dem Ziele fithrende Schriit
gemacht werden, zu dem mich folgende Ueberlegungen fiihrten.

Sind wir imstande, rechnerisch zu verfolgen, wie sich die Schneegrenze im
Laufe der Vorzeit nach oben bzw. nach unten verschoben hatte, so sind wir dadurch
in die Lage versetzt, auch jene Aenderungen rechnerisch zu verfolgen, die die pola-
ren Eiskalotten wihrend der Vorzeit erfahren hatten. Diese schneeweissen Polar-
kappen besitzen ein sehr hohes Reflexionsvermogen, weshalb sie einen namhaften
Teil der ihnen zugestrahlten Wiarmemengen in den Wellraum zuriickweisen, der
dadurch fitr den Warmehaushalt der Erde verloren geht. Vergréssert sich also durch
die sikulare Verschiebung der Schneegrenze unach unten die mit Eis und Schnee
bedeckle Kalotte der in Betracht gezogenen Hemisphire der Erde, so wird durch
das vergrosserte Reflexionsvermogen dieser Hemisphire ihre nutzbare Bestrahlung
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vermindert, und daraus resultiert eine weitere, sekundire Verschiebung der Schnee-
grenze nach unfen.

Es handelte sich also darum, auch dies2 durch das verinderte Reflexions-
vermogen hervorgerufene Verschiebung der Schneegrenze mit ihrer priméren Ursache,
dem Gang der Erdbestrahlung, in Beziehung zu bringen und mathematisch zu erfassen.

Ich bemiihte mich bereits in meiner ,Mathematischen Klimalehre“ diesbe-
ziigliche Berechnungen durchzufithren, stiess aber dabei auf Schwierigkeilen, die
davon h-rrithrten, dass ich keine verldssliche numeris-he Angabe daritber besas,
welcher Bruchteil der Wiarmestrahlung der Sonne von der mit Schnee bzw. mit Eis
bedeckten Flicheneinheit in den Weltraum zuriickreflektiert wird. Eine erfolgverspre-
chende Berechnung wire ohne eine diesbeziigliche Angabe nicht moglich gewesen,
und eine solche konnte nur durch systematische Forschungen in schneebedeckten
Gebieten der Erde gewonnen werden, was aber damals noch nicht geschehen ist.
Ich musste also mein im Sinne gehabtes Vorhaben aufgeben bis derartige Messun-
gen durchgefiihrt wiren,

Ich habe, — und hier hatte ich, so wie es auch mit der Ermittlung der Solar-
konstante der Fall gewesen ist, wieder Gliick — nicht lange warten miissen Im Som-
mer des Jahres 1933 erhielt ich aus Paris eine wissenschaftliche Arbeit des Herrn
Joseph Devaux, in der dieser junge Gelehrte, der bald nachher bei einer For-
schungsreise in die polaren Gegenden seinen Tod fand, die Ergebnisse seiner auf
den Gletschern der Pyrenden und den Alpen und in Gronland durchgefithrten Un-
tersuchungen iiber das Reflexionsvermogen dieser Schneebedeckungen bekanntgab.
In dieser Abhandlung fand ich die fiir die Durchfiithrung meiner Berechnungen
erforderliche zuverldssig ermittelte numerische Angabe. Ich kounnte also meine Be-
rechnungen auf einer gesicherten Basis durchfiihren.

Die Berechnungen, die ich nach Veréffentlichung meines im nachstehen-
den Verzeichnis unter 26 angefithrten Lehrbuches der Mechanik des Himmels durch-
filhrte und in meinen ,Neuen Ergebnissen* veroifentlichte, ergaben, dass der mit
Beriicksichtigung des verauderlichen Reflexionsvermoégens der Erde berechnete vor-
zeilliche Gang der Erdbestrahlung vollkommen ausreicht, um auch die grossten
klimatischen Aenderungen des Quartirs in ihrem vollem Umfang zu erkliren. Die
abkithlende Wirkung der zeilweilig verbreiterten Eiskalotten der Erde gesellte sich
als sekundérer Effekt dem sdkularen Gange der Erdbestrahlung hinzu, denn sie war
durch diesen Gang hervorgerufen. Deshalb weisen die neuen, mit Beriicksichtigung
dieses Eifektes ermittelten Strahlungskurven denselben Rhythmus wie die frither be-
rechneten auf, und zeichnen sich nur durch ihre grosseren Ausschlige aus Aus
diesem Grunde hat mein Kalender des Eiszeitalters auch weiterhin seine Giilligkeit
behallen, nur sind darin die grossen Ereignisse der Vorzeit, ahnlich den Feiertagen
des biirgerlichen Kal:nders, mit fetten Buchstaben eingetragen.

Als ich die endgiiltige Niederschrift meines letzten Beitrages fiir das ,Hand-
buch der Geophysik“ der ,Astronomischen Mitteln zur Erforschung der erdgeschicht-
lichen Klimate¥, in Angriff nahm waren alle noch offengebliebenen Fragen vollstindig
gelost. So kounnte ich diese Veroffentlichung als den Schlussstein meiner Forschungen
auf dem Gebiete der Erdgeschichte betrachten und in meinen zwei Voririgen, die ich
Ende des Jahres 1937 an den Universitdten in Prag und Briinn hielt und die im nach-
stehenden Verzeichnis unter 30 angefiihrt sind, erkldren, dass ich damit meine
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Arbeit auf diesem Gebiete als abgeschlossen betrachte. Bald nachher sah ich aber
ein, dass mein Lebenswerk damit nicht vollendet war und ich ihm noch weitere
Arbeitsjahre widmen miisse. '

Die Mechanik des Himmels war eine der beiden Grundmauern, auf denen
das vor mir vor vielen Jahren begounnene Lehrgebidude errichtet stand. lhre Lehren
for den Aufbau dieses Gebiudes beniitzend, habe ich gesehen, dass nur ein beson-
derer Teil derselben fiir Probleme, mit denen ich mich befasste, in Betracht kommt,
wie sich dies aus verschiedenen Zielen der Astronomie und jenen der Geophysik
naturgemiss ergibt. Fiir den Astronomen ist unsere Erde der Standort, von dem
aus er die Himmelserscheinungen erforscht, und das Bezugssystem, auf das er die
mathematische Beschreibung dieser Erscheinungen bezieht; fiir den Geophysiker
bildet die Erde das einzige Objek{ seiner Untersuchungen, Fiir den Asironomen
sind alle Himmelserscheinungen von Interesse, fiir den Geophysiker nur jene, die
den Lebenslauf der Erde und ihrer Welt beeinflussen. Bei meinen Untersuchtingen
ward mir die Aufgabe zuteil, die die Geschicke der Erde betreffenden Lehren der
Himmelsmechanik aus dem umfangreichen System dieser Wissenschaft herauszu-
schilen, um sie bei meinen Forschungen zu beniitzen., Bei dieser Auslese habe ich
die Beobachtung gemacht, dass manche von diesen Lehren in den Werken iiber
Himmelsmechanik stiefmii'terlich behandelt erscheint und dem ausiibenden Astro-
nomen nicht geniigend geldufig ist. Den suf dem Gebiete der beschreibenden Wis-
senschaften titigen Forschern blieben diese Lehren grosstenteils unzugénglich. Dar-
iber belehrten mich die Einwidnde, die man seitens einiger dieser Forscher gegen
meine Theorie erhoben hat. Alle ihre Einwidnde rithrten, wie man im sechsten
Abschnitt deutlich sehen wird und wie es sich aus meinem im nachstehenden Ver-
zeichnis unter 32 angefithrten und im § 113 wiedergebenen Referat ebenfalls ergeben
hat, davor her, dass keiner der erwdhnten Forscher geniigende Kenntnisse der
exakten Wissenschaft besas, um eine astronomische Theorie begutachten zu konnen-

Dies alles iiberzeugte mich, dass meine Theorie erst dann ein in sich abge-
schlossenes und auch den beschreibenden Wissenschaften zugéngliches Lehrgebiet
bilden wird, wenn ich sie durch die fiir die Geophysik in Betracht kommenden
Lehren der Himmelsmechanik ergidnze. Einen ersten Schritt in dieser Richtung habe
ich bereits in meinen drei iin nachstehenden Verzeichnis umer 17, 18 und 20 an-
gefiihrten Arlikeln des ,Handbuches der Geophysik“ getan, um die damit begon-
nene Arbeit erst durch das vorliegende Werk zu vollenden. Dariiber mochte ich
folgendes vorausschicken.

Die fiir meine Theorie wichtigen Lehren der Himmelsmechanik betreffen
die sikularen Storungen der Planeten und die Drehbewegungen der Erde. Bei der
Neubearbeitung der Theorie der sdkularen Storungen, die ich in meiner im nach-
stehenden Verzeichnis unter 31 angeftihrten Abhandlung einleitete und hier zu Ende
fithrte, bin ich durch Einfithrung vektorieller Elemente eigene Wege gegangen und
habe derselben eine fiir ihre Anwendungen zweckmdéssigere Form gegeben, ohne
dadurch die Endergebnisse der Kklassischen Theorie zu dndern. Die Theorie der
Drehbewegungen der Erde, die ich hier in der ihr von mir in dem gleichbetitelten
Handbuchartikel gegebenen Form wiedergebe, habe ich durch die Ergebnisse meiner
Untersuchungen iiber die sdkularen Wanderungen der Pole wesentilich erweitern
konnen.
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Mit dem allgemeinen Problem der Drehbewegung der Himmelskorper haben
sich auch meine beiden Kollegen, Professoren der Belgrader Universitit A. Bili-
movitch und W.Jardetzky, erfolgreich befasst. W. Jardetzky hat sich dabei
mit dem zonalen Drehbewegungszustand der Himmelskorper, den auch unsere Erde
einst durchgemacht hat und der moglicherweise noch nicht ganz ausgeklungen ist,
sehr eingehend beschiitigt. Seine diesbeziiglichen Untersuchungen hat er in seinem
Werke ,Recherches mathématiques sur I'évolution de la Terre“, das ebenfalls als
Veroffentlichung der koniglich serbischen Akademie erschienen ist, zusammengefasst
und dadurch die auf ein Jahrzehnt auf diesem Gebiet der Himmelsmechanik sich
erstreckende Arbeit unserer Belgrader Schule zu einem schénen Abschluss gebracht,

Als ich die fiir das Verstindis meiner Theorie erforderlichen Lehren der
Himmelsmechanik vervollstindigte und in der hiezu entsprechenden Form zu einem
Ganzen zusammenfiigte, filhrte mich eine Umschau iiber das bis dahin geleistete zu
neuen Entschliissen, die durch folgende Ueberlegungen veranlasst wurden.

Im Frithjahr 1938 war meine Abhandlung ,Neue Ergebnisse der astronomi-
schen Theorie der Klimaschwankungen“ erschienen und ich hatte noch nicht Zeit
gefunden, Sonderabdriicke dieser Abhandlung an meine engere Fachgenossen zu
versenden, setzte, wohl ducch eine in der Msteorologischen Zeitschrift erschienene
und von W. Wundt herrithrende Besprechung derselben ausgeldst, eine rege Nach-
frage nach dieser Arbeit ein. In rascher Folge erhielt ich Briefe auch aus ausser-
europdischen Lindern, aus Nord- und Siidamerika, aus Siidafrika und aus Asien, in
denen ich um die Uebersendung dieser Abhandlung ersucht wurde. Mit 50 Exem- .
plaren, die ich hatte, konnte ich nicht alle diese Wiinsche befriedigen. Dies {iber-
zeugte mich, dass das Interesse an meiner Theorie rege geblieben ist. Dies bewies
mir auch der Umstand, dass im Laufe desselben Jahres meine ,Mathematische
Klimalehre“ ins russische iibersetzt und 1939 in 4000 Exemplaren gedruckt worden ist.

Ich dachte also dariiber nach, wie ich den durch die vorstehenden Bege-
benheiten mir zur Kenntnis gebrachlen Wiinschen am besten nachkommen kdnnte.

Meine beiden die Theorie der erdgeschichtlichen Klimate ausfiihrlich behan-
delnden Schriften erginzen sich gegenseitig. Der rdumliche Umfang meiner ,Astro-
nomischer Mittel* wurde schon im Jahre 1927, lange Zeit vor Inangriffnahme dieser
Arbeit, festgelegt. Damals ahnte ich nicht, dass sich dieser Rahmen durch die in-
zwischen erfolgte Losung neuer Probleme als zu eng erweisen sollte. Aus diesem
Grunde und obwohl mir der Herausgeber in entgegenkommender Art ausnahmsweise
erlaubt hat, den vorgesehenen Umfang meines Beitrages zu {iberschreiten, bildet
diese Veroffentlichung keine zusammenfassende Darstellung meiner Forschungser-
gebnisse, sondern nur eine Erginzung meiner ,Mathematischen Klimalehre“. Es ist
aber zu beriicksichtigen, dass diese beiden Veroéifentlichungen, von denen die erste
einen Bestandteil des flinfbindigen ,Handbuches der Klimatologie®, und die zweite
einen solchen des zehnbidndigen ,Handbuches der Geophysik“ bildet, einzelnen
Forschern schwer zugénglich sind, weil selbst nur wenige der wissenschaftlichen
Anstalten diese beiden vielbdndigen Sammelwerke besitzen. Alle diese Erwdgungen
fiihrten mich zum Entschluss, an eine vollstindige zusammenfassende Darstellung
meines Lebenswerkes zu schreiten.

Dies ist der Werdegang meines neuen Werkes, in dem alle wichtigsten
Ergebnisse meiner Forschungen iiber das Klima der Gegenwart und der Vorzeit



— XVIl —

mit ihren himmelsmechanischen Grundlagen vereinigt, erweitert und vervollstidndigt
erscheinen und ein zusammenhingendes Ganze bilden, zu dessen vollem Verstdnd-
nis nur die Kenntoisse der héheren Mathematik und der Vektoranalysis erforderlich sind.

Die ersten drei Abschnitte des Werkes sind jenen Grundlagen, also den aus dem
Newtonschen Gravitationsgesetz sich ergebenden Konsequenzen und den fiir meine
Theorie ebenfalls wichtigen Lehren der Sphirischen Astronomie gewidmet, die {ibri-
gery drei Abschnitte betreffen die aus dem Bestrahlungsgesetz sich ergebenden
Schlussfolgerungen. In dieser Zweiteilung gelangt der Leitgedanke aller meiner
Forschungen zum sinnfilligen Ausdruck.

Aus diesem Werdegang meines Werkes und aus seinem soeben gekennzeich-
neten Inhalt ergibt sich auch die Sonderstellung, die das Werk im System der
Wissenschaften einnimmt. Die Hauptergebnisse des Werkes sind, wie es seine
programmatische Grundidee forderte, ohne Zuhilfenahme irgendwelcher Hypothesen
sus dem Newtonschen Gravitationsgesetz und aus dem Bestrahlungsgesetz gewonnen
worden. Wo es notwendig war, sich auch anderer Doktrinen der Naturwissenschaft
zu bedienen, so waren es nur wohlbegriindete Gesetze der Physik oder anerkannte
Lehren der Geophysik. Deshalb gehort das Werk ganz und gar dem Gebiet der
exakten Wissenschaften an.

Bei der Berechnung des sidkularen Ganges der Erdbestrahlung, der im vor-
liegenden Werke durch die umfangreiche Tabelle XXV zur vollstindigen numeri-
schen Darstellung gebracht wurde, habe ich nur von dem Newtonschen Gravitations-
gesetz und von dem Bestrahlungsgesetz Gebrauch machen miissen. Diese beiden
Gesetze gehoren zu den exaktesten Gesetzen unserer heutigen Naturwissenschatt,
weshalb der Berechnung jener Tabelle der Charakier eines astronomischen Kalkiils
zukommt, Mit denselben Hilfsmitteln, mit denen man die Zeitpunkte der wihrend
der Vorzeit stattgefundenen Sonnen- und Mondfinsternisse zu berechnen pflegt, er-
scheinen hier die Epochen der einzelnen Phasen des sdkularen Ganges der Erdbe-
strahlung ermittelt. Weil man das Ergebnis der Berechnung der stattgefundenen
Finsternisse als Kanon der Finsternisse zu bezeichnen gewoéhnt ist, kann man das
Ergebnis meiner Berechnungen als Kanon der Erdbestrahlung bezeichnen. Dies
rechtfertigt den Haupttitel, den ich meinem Werke gegeben habe. Die ersten zwan-
zig Kapitel dieses Werkes geben diesen Kanon mit allen seinen theoretischen
Grundlagen wieder,

Die letzten drei Kapitel des Werkes sind den Anwendungen dieses Kanons
auf das Eiszeitenproblem gewidmet, wie dies im Untertitel des Werkes angegeben
ist. Die Anwendungen, die meine Strahlungskurven seitens der Klimatologen und
der Geologen erfahren haben, sind zahlreich: ich habe in meinem Buche iiber hundert
diesbeziigliche Abhindlungen und Werke anfithren und beniitzen kdnnen, in denen man
sich iiber 600 Mal auf mich und noch ausgiebiger auf meine Strahlungskurven beruit.

Durch diese Anwendungen greift das auf dem Boden der exakten Wissen-
schaft fussende Werk auf das Gebiet der beschreibenden Naturwissenschaften hiniiber
und bildet dadurch eine Briicke zwischen den exakten und den beschreibenden Na-
turwissenschaften, das bisher fehlende Verbindungsglied zwischen der Himmelsme-
chanik und der Geologie.

Belgrad, Mirz 1941. M. Milankoviteh
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ERSTER ABSCHNITT

Die Bewegung der Planeten um die Sonne
und die gegenseitigen Storungen dieser Bewegung

KAPITEL 1

Das Newtonsche Gravitationsgesetz

§ 1. Die Keplerschen Gesetze. Ich habe in meinen beiden im Vorwort
angefiihrten Schriften ,Stellung und Bewegung der Erde im Weltall“ und , Mechanik
des Himmels“ den geschichtlichen Entwicklungsgang unserer Kentnisse von der
Bewegung der Himmelskorper ausfithrlich geschildert. Indem ich auf diese histo-
rische Studie verweise, mochte ich einiges davon hier kurz erwihnen,

Der auf Jahrtausende sich erstreckenden ununterbrochenen Titigkeit der
chalddischen Himmelsbeobachter ist es zu danken, dass eine Fiille astronomischen
Tatsachenmaterials zu Tage geftrdert wurde, mit dem die alten Griechen und Ale-
xandriner das antike Gebidude der astronomischen Wissenschaft errichten konnten,
Die Pythagorier lehrten die Kugelgestalt der Erde, spiater auch ihre Drehbe-
wegung. Aristoteles bewies jene Kugelgestalt, und aus der Anschauung einer
sich drehenden Erde entwickelte sich nach und nach das heliozentrische Weltsystem
der Alten, das durch Aristarch von Samos zum vollstindigen Ausbau gebracht
wurde, denn ,er liess den Fixsternhimmel feststehen, dagegen die Erde sich auf
einen gegen den Aequator geneigten Kreise bewegen und gleichzeitig um ihre
Achse drehen“.

Sonderbar waren die Schicksale dieses antiken helioz¢ ntrischen Weltsystems.
Ich glaube in meiner Studie zur Geniige bewiesen zu haben, dass Apollonios
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von Perge durch die Beantwortung der naheliegenden Frage, wie die Bewegun-
gen der Planeten im Aristarch’schen Weltsystem verlaufen miissten, wenn man sie
von der Erde aus verfolge, seine Theorie der Epizyklen geschaffen hat. Diese Epi-
zyklen stellten also die relativen Bahnen der Planeten in bezug auf die Erde dar
und konnten deshalb im geozentrischen Weltsystem des Ptolemaios ausgiebige
Verwendung finden, die das heliozentrische Weltsystem in den Hintergrund, ja in
ganzliche Vergessenheit zuriickdrangte. Erst Kopernikus gelang es, den Kniuel
der Epizyklen zu entwirren und das Gebdude des heliozentrischen Weltsystems
wieder zu errichten. Galilei brachte dasselbe zur Anerkennung und Kepler
entdeckte die kinematischen Gesetze der Planetenbewegung. Ich habe in den er-
wihnten Schriften berichtet, wie Kepler die Himmelsbeobachtungendes Tycho
Brahe genial verwertend seine Gesetze abgeleitet hat. Diese Gesetze sind be-
kanntlich die folgenden :

I. Die Planeten beschreiben um die Sonne Ellipsen, in derem gemeinsamen
Brennpunkte die Sonne steht.

II. Der Radiusvektor von der Sonne nach dem Planeten hin iibersireicht
dabei in gleichen Zeiten gleiche Flachen.

Ili. Die Quadrate der Umlaufszeiten der Planeten verhalten sich zu einan-
der wie die dritten Potenzen der grossen Halbachsen ihrer Bahnellipsen.

D

Fig. 1

Es ist notwendig, diese Gesetze in mathematische Formeln zu kleiden,
weil davon oft Gebrauch zu machen sein wird. Dabei ist unter der Bahn des Pla-
neten jene seines Schwerpunktes zu verstehen.

Es stelle also BCADB (Fig. 1) die Bahnellipse des in Betracht gezogenen
Planeten dar. AB sei die grosse, CD die kleine Achse derselben. S und F seien
die beiden Brennpunkte dieser Ellipse, wobei S derjenige dieser Brennpunkte sein
moge, den die Sonne umschliesst; dann heisst B das Perihelium und A das Aphe-
lium der Planetenbahn. Bezeichnet a die grosse, b die kleine Halbachse der Ellipse,
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gt OS = OF = |a* b*. Die unbenannte Zahl

) e=ﬂ%}f

d die numerische Exzentrizitit oder kurz die Exzentrizitit der Planetenbahn
gennant. Es ist

@ b =a®(1—e?).
Die Linge
b!
3) p= a
@ p=a(l—e)

wird der Parameter der Bahnellipse genannt.

Verbindet man einen beliebigen Punkt M der Bahnellipse, d.h. eine belie-
bige lage des Planeten auf dieser Bahn mit den beiden Brennpunkten S und F
und bezeichnet die beiden Radiusvektoren SM bzw. FM mit r bzw.r,, so ist nach
der Definition der Ellipse

r+r=2a.
Der mit » bezeichnete Winkel BSM wird die wahre Anomalie des in der

Lage M gedachten Planeten genannt.
Es folgt aus dem Dreieck FS A, in dem nach dem soeben gesagten

FS =2ea ist,

r?=(2ea)’ 4 r* + 4ear cos ».

Setzt man hierin fiir r, den Wert

r,=2a—r
ein, so wird
(1 + ecosvy)ar = a®*—e?a® = b2,
d. h.
Y
(5 "= Ttecosy

Dies ist die Gleichung der Planetenbahnellipse und der mathematische Aus-
druck des ersten Keplerschen Gesetzes.
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Fir v:% wird r = p, woraus die Bedeutung des Parameters p ersichtlich

ist: seine Lange ist gleich jener des auf der grossen Bahnachse senkrechten Radius-

vektors,
Um das zweite Keplersche Gesetz mathematisch zum Ausdruck zu bringen, sei
dv die dem unendlich kleinen Zeitintervall d¢ entsprechende Zunahme der wahren Ano-

malie. Wahrend dieser Zeit {iberstreicht der Radiusvektor r die Fliche dF=% ridv des

unendlich schmalen Dreiecks M S M’'. Der Quotient

dF 1 dv

— 2

a2 ar

wird die Flichengeschwindigkeit der Bewegung genannt; diese soli dem zweiten
Keplerschen Gesetz zufolge konstant sein. Es ist deshalb

=1L
=2

Sk

o

worin C eine der doppelten Flichengeschwindigkeit gleiche Konstante bedeutet.
Es folgt aus den vorstehenden Gleichungen

dy
22 _ ¢
) r dt ’

wodurch das zweite Keplersche Gesetz mathematisch in Differentialform ausgedriickt
erscheint.

Bezeichnet 7 die Umlaufszeit des Planeten um die Sonne, so wird wihrend
dieser Zeit die ganze von der Bahnellipse umschlossene Fliche =ab iiberstrichen.
Die Flachengeschwindigkeit erscheint also auch durch den Ausdruck

dF __ nab
at T
dargestellt. Es ist also
2nab
@ C= e

Das dritte Keplersche Gesetz ist mathematisch durch die Gleichung

®) Ly

veranschaulicht, in der & fiir alle Planeten eine und dieselbe Grésse ist.
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Durch die Gleichungen (5) und (6) ist die Bewegung des Planeten auf
seiner Bahn eindeutig gegeben und es lasst sich durch Integration dieser Gleichungen
die Lage des Planeten auf dieser Bahn in endlicher Form als Funktion der Zeit
darstellen. Ke pler hat dieses Problem durch geometrische Uberlegungen geldst,
die ihre Bedeutung bis heute bewahrt haben, weshalb sie hier wiedergegeben wer-
den mogen.

Sind die beiden Achsen AP und CD der Bahnellipse gegeben (Fig.2), so
wird der zu einer beliebigen Ordinate LM, gehorige Punkt dieser Ellipse bekann-
terweise wie folgt ermittelt. Man beschreibt iiber den beiden Achsen als Durchmesser
die Kreise PC,AD, P und ECFDE, verbindet M; mit dem Mittelpunkt O und

Dy
Fig. 2

zieht GM || OP. Dann ist M der gesuchte Punkt der Ellipse. Es sind in der Tat
wenn man die beiden Halbachsen der Ellipse, wie bisher, mit @ bzw. b und den
Winkel PO M, mit u bezeichnet, die beiden Koordinaten von M durch die Aus-
driicke
x=O0L=uacosu
9) _
y=LM=>bsinu

dargestellt, so dass, wie gehoérig,

PAR

x!
o

wird.



Weil

t~
=
<

LMy = asinu

h
g

ist, wird die Ellipse PCA erhalten durch Verkiirzting der Ordinaten des Kreises
PC,A im Verhiltnis -—Z—. Aus diesem Grunde stehen auch die Flachen der Sektoren

PSM und PS M, der Ellipse bzw. des Kreises in demselben Verhiltnis und man hat

area PSM = % area PSM,.

Es ist weiter

area PSM, = area POM, — area OSM, = ;;- a*u — % atesinu
also

area PSM = ; ab(u—esinu).

Der hier vorkommende Winkel 1 wird die exzentrische Anomalie genannt.
Die Uberstreichung der Ellipsensektoren erfolgt, wie gezeigt, mit der Fla-

chengeschwindigkeit -é—C. Wenn also ¢ den Zeitpunkt des Durchganges des Pla-

neten durch den Punkt M, und < den Zeitpunkt des Durchganges durch das Peri-
helium bedeutet, so ist

area PSM = —Qq (t—r) = Jz,‘—;l,—l-) (t—=).

Man bekommt also

?;(t—t) =g—esinuy.
Die Grosse
2
(10) 7
stellt die mittlere Winkelgeschwindigkeit des Planeten dar und wird die mittlere
Bewegung genannt. Es wird also

(11)

ﬁ(t—z) =y — ¢ Sinu.

Diese Gleichung wird die Keplersche Gleichung genannt; sie liefert den
Zusammenhang zwischen der Zeit ¢ und der exzentrischen Anomalie u.
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Um den Zusammenhang zwischen der exzentrischen Anomalie # und der
durch den Winkel PSM dargestellten wahren Anomalie » zu finden, ist folgendes
zu beriicksichtigen. Es folgt aus dem Dreieck SLM

S —————

SM? = SL? + LR,

d.h.
ri=(x—ea)* + 3,

d. h wegen (9) und (2)

r? = a?[(cos u—e)* +(1—e?)sin? u] = a®(1— e cos u)*

oder
12) r=a(l- ecosu).
Es folgt aus (5) und (4)
_a(l—e®)
(13) T = Thecosy -
Die beiden vorstehenden Gleichungen ergeben
1—e®* = (1 + ecos ») (1—ecos u)
d.h
__cosu—e
(14) Sy =T " ¢cosu’

wodurch der Zusammenhang zwischen der exzentrischen und der wahren Anomalie
gegeben ist. Man kann ihm eine fiir die rechnerische Praxis zweckmissigere Form
wie folgt geben. Es ist

1 — cosy — 2sigt 2 — (1 +& (1—cos )
2 1—ecos u

1 + cos »=2cos? % = (1—e) (1 +cos u)

1—ecosu
1—cosu
27 _1+e 2 _l+e 2 U
tang 2 1—e 1+cosa_1—etang 2
2

d.h.
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T+e u
15 AU e L
(15) tang Vl—-e tang
Um die einem beliebigen Zeitpunkt ¢ entsprechende Lage des Planeten in
seiner Bahn zu finden, wird mittels der Gleichung (11) seine exzentrische Anomalie
u und dann mittels (12) sein Radiusvektor r und mit (14) oder (15) seine wahre
Anomalie » ermittelt.

§ 2. Ableitung des Gravitationsgesetzes aus den Keplerschen Ge-
setzen. Hochbedeutend waren die Schliisse, die Isaac Newton aus den Kep
lerschen QGesetzen zog und in seinen ,Philosophiae naturalis principia mathema-
tica, London 1687“ veroffentlichte, nachdem es ihm durch dieses Werk gelungen
war, den von Galilei und Huyghens begonnenen Aufbau der Mechanik zum

¥

Pn

Fig. 3

epochemachenden Abschluss zu bringen. Seine Schlussfolgerungen, in die Sprache
der modernen Vektoranalysis iibertragen, sind die folgenden,

Ein Massenpunkt bewege sich unter dem Einflusse sonst beliebiger Krifte
in einer Ebene, in der der Pol O und die Achse O—X eines polaren Koordinaten-
systems nach Belieben festgelegt werden mogen. Seien r und » die zugehorigen
Koordinaten einer beliebig gewidhlten Lage M des sich bewegenden Massenpunktes
und r dessen auf den Punkt O sich beziehender Ortsvektor.

Vektorgrossen sollen in Hinkunft durch gotische, Skalargrossen durch latei-
nische oder griechische Buchstaben bezeichnet werden; der einem Vektor zugeho-
rige Einheitsvektor soll durch den Index Null gekennzeichnet werden. Es ist also

(16) T="rT1,,

worin v, den Einheitsvektor der Richtung r bedeutet.
Bildet man die Ableitung des vorstehenden Ausdruckes nach der Zeit f,
so wird
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dr _dr . df
dt —dt " dr

Die linke Seite dieser Gleichung stellt den Geschwindigkeitsvektor

_dr

des in Befracht gezogenen Massenpunkies dar. Ebenso stellt C;t den Geschwin-

digkeitsvektor des Endpunktes des Einheitsvektors r, infolge der Aenderung des
Winkels » dar. Bezeichnet also n, den auf dem Vektor r, senkrecht stehenden, in
der Bahnebene gelegenen Einheitsvektor, der nach der Seite des wachsenden »
gerichtet ist, so ist jener Geschwindigkeitsvektor dargestellt durch:

dry, dv
(18) @ di
Es wird also
dv__dr dv
(9 Jiﬁaro“{‘ TRl
Setzt man
__dar _dy
(20) UT—E vn_r‘g;v
so bekommt man
(21) D = UrTotvnlly

Es stellen also v, und v, die Komponenten des Geschwindigkeitsvektors
p in der Richtung v, bzw. 1, dar,

Die Differentiation des Ausdruckes (19) nach der Zeit ¢ ergibt:

dr__ d’r dr dvy  dridv d® dv dn,
=g g @t @t gt g

Dieselben Betrachtungen, die man bei der Niederschrift von (18) angestellt
hat, ergeben

dug ___dv
dat ——  dt°
so dass man bekommt :

dx  [(dr @ d*y dr dv
Eﬁ"{?{? (dt)}r‘”L{ "t 2ar dt}""

dy
dtt

oder, weil

+ 13—

d(,dn\ _ o dr dv
d( dz‘) dt ' dt
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ist,
(22) g—:: = {‘5:—: —r (%ﬂro + —lr— Zi‘%( ‘gtﬁ) No.
Die linke Seite dieser Gleichung stellt den Beschleunigungsvektor
@3) p=2

des in Betracht gezogenen Massenpunktes dar. Setzt man
& ()
Pr=ar—r (dt

_ldfd
Pn= rdt( dt)’

(24)

so bekommt man
(25) p = prto + PaNo.

Es stellen also p, und p, die Komponenten des Beschleunigungsvektors p
in der Richtung von v¢ bzw. ne dar.

Wenden wir nun die soeben gewonnenen Gleichungen auf die Bewegung
eines unter dem alleinigen Einflusse der Sonne stehenden Planeten an! Legen wir
dabei den Pol O unseres Koordinatensystems in den Mittelpunkt der vorlaufig ru-
hend gedachten Sonne und richten wir dessen Achse gegen das Perihelium. Dann
kommt den Grossen r und » die ihnen im vorigen Paragraphen gegebene Bedeu-
tung zu und es ist deshalb nach (6)

dv
2—=
™ C,
worin C eine von der Zeit unabhingige Grosse bedeutet. Setzt man dies in (24)
ein, so wird

(26) Pn=0.

Dies bedeutet, dass der Beschleunigungsvektor des Planeten in jedem Punkte
seiner Bahn in der Verbindungsgeraden des Planeten mit der Sonne gelegen ist.
Um die skalare Grosse und die Richtung dieses Beschleunigungsvektors auf die
einfachste Weise zu ermitteln, soll wie folgt verfahren werden.

Weil

dr __dr dv
dt  dv dt



und
d_C
dt  r?
ist, so wird
dr_ C dr__.d(1
dt—. rz dV— dv(r)
d'r  odil\dr a1
et dvz(r)dt_ rzdv’()
A O
(a't)——r?"

Setzt man die beiden vorstehenden Ausdriicke in (24) ein, so bekommt
man die nachstehende von Binet herrithrende Formel

Faal7)]

C2

(27 pr=—7

Es folgt aus dem ersten Keplerschen Gesetze, also aus (9),

_—-_1_ %'iCOS"I’
r p p
d h.
d,, ,_1.-\ w_isin ﬁ _1., o——_.i o)
dv(,,r)" 5 S dv2(‘ )~— ] cos ¥
also

Setzt man dies in (27) ein, so wird

<1

pr=—a

Zieht man (3) und (7) heran, so bekommt man

., @ 1
(28) p,—_—.——é{;r _.775-__‘
oder wegen (8)
1
Dr=— 42% k 75
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Die Konstante % ist, wie bereits angegeben, fiir alle Planeten eine und die-
selbe, was fiir

3
= dn2k = 4n? %

ebenfalls der Fall ist. Es ist deshalb

Setzt man dies in (26) und (25) ein, so bekommt man

‘u
(29) = — —r—2" To .

Diese Gleichung besagt, dass alle Planeten in jeder Lage auf ihrer Bahn
einer gegen die Sonne gerichteten Beschleunigung unterliegen, deren skalare Grosse
dem Quadrat des Abstandes von der Sonne umgekehrt proportional ist.

Bei diesem Ergebnis angelangt, ging Newton mit grosser Kiithnheit des
Gedankens weiter. Er erkannte, und zwar an dem Beispiel des Erdmondes, dass
jene sich kundgebende Beschleunigung ihrem Wesen nach identisch ist mit der
uns bekannten Schwerebeschleunigung. N e wton nahm also an, die von der Erde
ausgehende Wirkung, die sich in der Beschleunigung fallender Korper #ussert,
reiche in die Himmelsrdume, also auch bis zum Erdmond. Um dies zu ersehen,
stellte er folgende Berechnung an. Auf der Erdoberfldche, d. h. in einer Entfernung
R vom Erdmittelpunkt, wo R den Radius der Erdkugel bedeutet, erleiden schwere
Korper eine Beschleunigung g, die nach den Messungen von Galilei etwas iiber
30 Fuss pro sec? betrigt. In der Entfernung r des Mondes von der Erde betrigt
diese Beschleunigung, weil sie mit dem Quadrat der Entfernung abnimmt,

R‘J
s

Wenn also fiir die Bewegung des Mondes um die Erde dasselbe Gesetz
gilt wie fiir die Bewegung der Planeten um die Sonne, dann muss nach (28) der
absolute Wert jener Beschleunigung durch den Ausdruck dargestellt sein:

a® 1

dn? .

T:

worin T die Umlaufszeit des Mondes um die Erde und a die grosse Halbachse
der Mondbahn bedeutet. Aus den vorstehenden zwei Ausdriicken folgt weiter :

472 o3

£= R2Tz_ .
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Mit Hilfe dieser Gleichung konnte Newton die Schwerebeschleunigung g
aus den numerischen Werten der Grossen R, a, T berechnen. Das Rechnungser-
gebnis stimmte mit der von Galilei ermittelten Grosse der Schwerebeschleuni-
gung iberein, wodurch die Richtigkeit des Newtonschen Gedankens erwiesen wurde.

Auch bei diesem grundlegenden Ergebnisse blieb Newtons Genie nicht
stehen. Nachdem er erkannt hatte, dass ein und derselbe Korper, je nach seiner
Entfernung vom Erdmittelpunkte, eine verschiedene Beschleunigung erleide, d. h.
ein verschiedenes Gewicht aufweise, filhrte New ton den Begriff der Masse ein,
die, als das eigentliche Merkmal des Korpers, unverinderlich ist. Damit trennte
Newton als erster klar die Begriffe Masse und Gewicht. Dieses letztere defi-
nierte er als Produkt von Masse und Schwerebeschleunigung. Damit war auch
der allgemeine Begriff der Kraft gewonnen, die dem Produkt der Masse und der
dem Korper erteilten Beschleunigung gleich ist. Zu gleicher Zeit stellte Newton
auch sein grundlegendes Prinzip der Gleichheit von Wirkung und Gegenwirkung
auf. Als Folge dieser Klarlegung der Begriffe ergab sich die nachstehende Uber-
legung.

Multipliziert man die Gleichung (29) mit der Masse m des in Betracht ge-~
zogenen Planeten, so erhilt man links das Produkt der Masse und der Beschleu-
pigung des Planeten, also die auf den Planeten wirkende Kraft:

(30) ‘]3=-,u,§l‘o.

Diese Kraft ist wegen des hier vorkommenden Vorzeichen minus gegen
die Sonne gerichtet und stellt deshalb die von der Sonne auf den Planeten aus-
geiibte Anziehungskraft dar. Nach dem Prinzip der Wirkung und Gegenwirkung
fibt der Planet seinerseits auf die Sonne dieselbe anziehende Wirkung aus, und
diese muss nach dem soeben klargelegten Kraftbegriff proporiional sein der Masse
M der Sonne. Fiithrt man also eine neue Grisse f, die durch die Gleichung

M
oder
a® 1
(32) f = 4n? R

(33) =-— —T0.

Der Faktor f wies einen und denselben numerischen Wert fiir alle Plane-
ten auf, ja er galt in der ihm durch (32) verliehenen Bedeutung auch fiir den Mond
und die Schwere. Es stellt also f eine fiir das ganze Sonnensystem geltende Kon-
stante dar, die eine allgemeine Eigenschaft der in diesem System befindlichen Ma-
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terie zum Ausdruck bringt. Zu dieser Erkenntnis angelangt, konnte Newton noch
einen gewaltigen Schritt machend, behaupten, dass die Gleichung (33) fiir alle
Teile der im Weltraum angehduften Materie giltig ist und sein Gesetz der allge-
meinen Gavitation aufstellen. Nach demselben zieht jedes Teilchen der Materie im
Weltall jedes andere Teilchen instantan mit einer Kraft an, die in der Verbindungs-
linie der beiden Teilchen gelegen ist und deren Grosse sich direkt wie das Pro-
dukt der Massen m, und m, beider Teilchen und umgekchrt wie das Quadrat ihres
Abstandes r verhilt, also durch

p=fml

dargestellt erscheint Dabei ist der Proportionalititsfaktor / eine universelle Kon-
stante Im obigen Ausdruck ist das Vorzeichen minus fortgefallen, weil durch die
Worte  zieht an“ die Richtung der Kraft eindeutig gegeben ist.

Durch das Newtonsche Gesetz ward das tausendjihrige Ritsel der Planeten-
bewegung gelost und eine ganze Reihe neuer Erkenntnisse flossen wie von selbst
aus demselben. Alle beobachteten Ungleichheiten in der Bewegung der Planeten und
des Mondes erwiesen sich als natiirliche Folge jenes Gesetzes, indem sie nur die
gegenseitige Anziehung dieser Weltkdrper zum Ausdruck brachten. Damit erschien
aber nicht nur ihr Wesen gekldrt, diese Ungleichheiten liessen sich in vorhinein
exakt berechnen. Es zeigte sich, und zwar fiir die Kometen sehr bald, dass auch
die iibrigen und auch ausserhalb des Planetensystems sich bewegenden Weltkorper
dem Newtonschen Gravitationsgesetz gehorchen. Die von Hipparchos entdeckte
Préazession der Nachtgleichen fand ihre volistindige mechanische Erklarung, desglei-
chen die von Bradley spiter entdeckte Nutation der Erdachse. Auch die Gestalt
der Erde, insbesondere deren Abplattung durch die Rotation, wurde mathematisch
ergritndet und das uralte Problem des Flutphinomens fand seine Losung in der
Anziehung der beweglichen Wassermassen durch Mond und Sonre. So erwies sich
das Newtonsche Gravitationsgesetz, das grossartigste, das zu erkennen es einem
Sterblichen vergont war, als ein allgemeines, das Weltall beherrschende Naturge-
setz. Diesem QGesetz entspross eine neue Wissenschaft, die Mechanik des Himmels.
Die dem Ziele dieses Werkes fithrenden Lehren dieser Wissenschaft sollen in dem
im Vorwort angegebenen Sinne nachstehend zur Behandlung und Anwendung
gelangen.



KAPITEL I1

Das Zweikorperproblem der Himmelsmechanik und die ungestorte
heliozentrische Bewegung der Planeten

§ 3. Problemstellung. Obwohl sich alle Mitglieder unseres Planetensystems
gegenseitig anziehen, erfolgt die jahrliche Bewegung eines jeden Planeten fast ge-
rade so, als ob derselbe nur der Anziehung der Sonne uuterworfen wire. Wegen
der iberwiltigenden Grosse der Sonnenmasse gegeniiber den Massen aller Plane-
ten ist die gegenseitige Anziehung dieser letzteren im Vergleich zur Anziehungskraft
der Sonne derart unbedeutend, dass ihre Wirkung auf die Bewegung der Planeten
nur als eine geringfiigige Storung empfunden wird, die sich erst nach Verlauf lin-
gerer Zeitintervalle fithlbar macht. Deshalb bildet das sogenannte Zweikorperproblem
den Ausgangspunkt der Lehre von der Bewegung der Planeten. Dasselbe besteht in
folgender Aufgabestellung: Zwei Himmelskorper ziehen sich gegenseitig nach dem
Newtonschen Gravitationsgesetz an; man ermittle aus gegebenen Anfangsbedingun-
gen die Bewegung dieser beiden Himmelskorper in bezug auf ein ruhend gedachtes
Bezugssystem.

Um unbeschadet der Allgemeinheit der nachstehenden Erorterungen einen
konkreten Fall vor sich zu haben, seien die beiden Himmelskorper die Sonne und
ein beliebiger Planet. Die Masse der Sonne sei mit M, die Masse des Planeten mit
m bezeichnet; der Ortsvektor von M sei mit R, der Ortsvektor von m mit { be-
zeichnet. Die relative Lage von m in bezug auf M ist dann durch den Ortsvektor

(34) r=1—Q

gegeben.
Stellt, wie vereinbart, r den Modul, d h. die skalare Grosse des Vektors r

dar, dann erscheint der Einheitsvektor der Richtung v durch

(35) to=—

veranschaulicht. Die Kraft, mit der die Sonne M den Planeten m anzieht, ist nach
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(33 und (35) dargestellt durch ~—fA%nr, und jene, mit der der Planet auf die

Sonne wirkt, dargestellt durch fAﬁ—;n t. Es sind deshalb die vektoriellen Bewegungs-

gleichungen dieser beiden Himmelskorper die folgenden:

d*R Mm
(36) M = —’—,3—~I‘
d?l Mm
(37) m'a‘tg‘z—f"‘r—;;'r;

wo ¢ die Zeit bedeutet.

Diese zwei vektoriellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung sind sechs
skalaren Differentialgleichungen gleicher Ordnung gleichwertig und besitzen 12 ska-
lare Integrale; es handelt sich darum, diese zu finden.

§ 4. Die Schwerpunktsintegrale. Sei S der gemeinsame Schwerpunkt,
besser gesagt Massenmittelpunkt der Massen M und m, © der Ortsvektor dieses
Punktes. Geméass der Definition eines solchen Massenmittelpunktes ist dessen
Ortsvektor gegeben durch

(28) M+mS=MR+ml.

Zweimalige Differentiation dieser Vektorgleichung nach ¢ liefert die Gleichungen:

dc dR dl

@S &R | dl

dt*’

Weil nun, wie die Addition von (36) und (37) ergibt, die rechte Seite von
(40) gleich Null ist, so wird

a:G

—Ej—l?zo.

(41)

Dieser Ausdruck stellt den Beschleunigungsvektor des Massenmittelpunktes
S dar, und weil derselbe stindig gleich Null ist, so bewegt sich dieser Punkt ge-
radlinig und gleichformig.

Die Integration der vorstehenden Differentialgleichung ergibt:

ds



wo B ein von der Zeit / unabhingiger Vektor ist und den Geschwindigkeitsvektor
des Massenmittelpunktes S veranschaulicht. Das Integral der vorstehenden Differen-
tialgleichung lautet

(43) S=9A+ Bt

und stellt die in endlicher Form geschriebene Bewegungsgleichung des Punktes
§ dar.

Die Gleichungen (42) und (43) stellen die sogenannten Schwerpuuaktsinte-
grale in vektorieller Form dar; sie sind sechs skalaren Integralen gleichwertig. Die
hier vorkommenden Konstanten 2 und B ergeben sich aus den Anfangsbedingun-
gen, worunter die Ortsvektoren Qo und [y der beiden Massenkorper M und m und
deren Anfangsgeschwindigkeiten wp und bg zu verstehen sind. Sind diese vier Vek-
toren gegeben, dann ergibt sich aus (38) der Ortsvektor U der Anfangslage des
Punktes S, und aus (39) dessen Geschwindigkeitsvektor B.

Nachdem durch die vorstehenden Integrale die Bewegung des Massenmit-
telpunktes der beiden Himmelskorper M und m beschrieben worden ist, kann das
gestellte Problem in dem Sinn eingeschrankt werden, dass man von nun an nur
nach der relativen Beweguug von m in bezug auf M, also nach der ungestorten
heliozentrischen Bewegung des in Betracht gezogenen Planeten frigt, weil durch
diese relative Bewegung vermittels der bereits gewonnenen Integrale auch die ab-
solute Bewegung von M und m in dem unseren Betrachiungen zugrunde gelegten
Bezugssystem gegeben ist

§ 5. Die beiden Vektorintegrale der Differentialgleichung der unge-
stdrten heliozentrischen Bewegung der Planeten. Subtrahiert man (36) v n
(37), nachdem man (3¢) mit 4/ und (37) mit m gekiirzt hat, dann bekomuit man,
weil nach (34)

L AR diy
drdt  dt

ist,
d?r LM n
(44) (/f.‘ N r3 "
oder
1y cmM - m)
4 Y A S
(45) m = / 5 I

Dies ist die Differentinlgleichung dor Bewegung des Planeten relativ zur
Sonne; sie besagt, dass sich der Planet win die Sonne derart bewege als ob die
Sonne unbeweglich stiinde, eine Masse (M - m) aufweise und den Planeten nach
dem Newtonschen Gesetz anziehe. Es erscheint somit die im vorhergehenden Ka-
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pitel gemachie Annahme einer die Masse M aufweisenden unbeweglichen Sonne
durch den Umstand gerechtfertigt, dass, weil m im Vergleich zu M sehr klein ist,
(M 4~ m) durch M ersetzt werden kann.

Setzt man der kiirzeren Schreibweise halber

(46) (M- m) = u,

dann erhidlt (44) die Form

d* - u

(47) - st

Aus dieser Differentialgleichung ergeben sich zwei Vekiorintegrale, die von
grundlegender Bedeutung fiir den hier einzuschlagenden Weg bei Behandlung de s Sto-
rungsproblems sind. Man gewinnt diese Vektorintegrale auf folgende Weise.

Multipliziert man die Gleichung (47) vektoriell mit v, so bekemmt man,
weil [r v} = 0 ist,

Weil

(48) D= —

den Geschwindigkeitsvektor der relativen Bewegung des Planeten in bezug auf die
Sonne bedeutet und weil

dL |= d [ dr} dr
at T @ rdiJ '
ist, so bekxommt man

d
dt frp}=0.

Die Integration dieser Vektorgleichung liefert
(49) ¢ = [rv].

worin € einen von der Zeit f unabhingigen Vektor bedeutet.

Diese Gleichung stellt das erste Vektorintegral der Differentialgleichung
(47) dar.

Das zweite Vektorintegral der Differentialgleichung :47) wird auf folgende
Weise erhalten. Multipliziert man diese Gleichung vektoriell mit €, so bekommt man



d:’r' o 7}
sl Mg = 4 ,
{L J p 1€ 1] -3 r¢]
Setzt man hier fiir € den Ausdruck (49) ein, so wird

s S
(50) [(S ‘—{PJ = mlriroll.
Die Anwendung der bekannlen Formel der Vektoranalysis:
(51) lalb ¢]] =D (ca)— ¢ (ab)

liefert
[tiro]] ~r(ro)—oDU(rY).

Es gilt fur jeden beliebigen Vektor (aa)==a* und, wie das Diiferential
der vorstehenden Gleichung ergibt, ada = ada, so dass es ist

. . dr
(xr)=r? (rn)=rd7.

Es ist deshalb

[rlrol =r 9Tr—rto

und, weil ¢ von der Zeit unabhingig ist,
d < d*t
bl — | g %2
ar 18! {(‘ a’tz] !

so dass die Cleichung (50) folgende Form erhilt:

d., wodr u
alCol =gt o
Es ist ausserdem
dfw Vo dr oo
dat\ r r: dit r

und folglich
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Die Integration dieser Gleichung liefert:
[Cv] + -‘-’r‘-r~« D=0.
worin ® einen von der Zeit unabhingigen Vektor bedeutet. Es ist also

(52) @zln@1~;‘r.

Dieser Ausdruck stelit das zweite Verlorintegral der Differentialgleichung
(47) dar.

§ 6. Geometrische Deutung der beiden Vektorintegrale. — Es folgt
aus (49) und (48)

[r dr]
¢ = arTRE
Dabei stellt dr die wihrend des Zeitintervalles «f vom Planeten relativ zur Sonne
zuriickgelegte Strecke, und {rdr] einen Vektor dar, der auf der Ebene der Vektoren
v und dr senkrecht stehend, nach jener Seite dieser Ebene gerichtet ist, von der
aus betrachtet die Bewegung des Planeten rechtldufig erfolgt, und der eine skalare
Grosse aufweist, die gleich ist der Fliche des durch v und dr begrenzten Paralle-
logramms. Diese Flache ist aber nichts auderes als das Zweifache des vom Leit-
strahl Sonne-Planet wahrend der Zeit df iiberstrichenen Flichenelements dF Der
Vektor ¢ stellt also die doppelte Fliachengeschwindigkeit der Planetenbewegung
vektoriell dar. Das Vektorintegral (49) driickt also das zweite Keplersche Gesetz in
Vektorform aus, indem es besagt, dass die vom Leitstrahl v in der Zeiteinheit tiber-
strichene Flache nicht nur ihrem Betrage nach konstant ist, sondern auch ihrer
rdumlichen Orientierung nach. Es erfolgt also die Bewegung des Planeten um die
Sonne mit einer konstanten [Flachengeschwindigkeil in ciner Ebene, die durch den
Sonnenmittelpunkt hindurchgeht unt auf dem Vektor € senkrecht steht. Durch den
Vektor ¢ ist die Bahnebene des Planeten, seine Umilaufsrichtung und die Flachen-
geschwindigkeit seiner Bewegung eindeutig gegeben

Multipliziert man die Gleickung (49) skalar mit v bzw. mit v, so bekommt
man die Gleichungen :

(53) Cr=20
(54) Co=20,

die das vorher gesagte ebenfalls zum Ausdruck bringen.
Multipliziert man die Gleichung (52) skalar mit €, dann bekommt man
wegen (53)
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(86) CD=0.

Der Vektor ® steht also senkrecht auf dem Vektor € und gehort der Bahn-
sbene des Planeten an.

Die Gleichung (53) stellt vektoranalytisch diese Bahnebene dar. In der

Tat: fahrt man ein orthogonales Koordinatensystem ein, dessen Ursprung

_im Mittelpunkt der Sonne gelegen und gegen den Fixster:himmel unverdnderlich

orientiert ist, weshalb wir es als das ,ruhende” bezeichuen wollen, und bezeichnet

- msn mit n,, n,, ng die Einheitsvektoren der Achsenrichtungen dieses Systems,

mit x, y, z die Koordinaten des Planeten und mit C,, C,, C, die Koordinaten des
Vektors €, so ist

(56) T=XMNy + Vly + 21,
(57) € = Cn, + G, +Con,.

Setzt man dies in (53) ein, so bekommt man
(58) Cix+ Coy + Cz—0.

Dies ist die anaiytische Gleichung der Bahnebene des Planeten.
Multipliziert man die Gleichung (52) skalar mit r, so bekomint man

Dr=1r{pC|]— ur
und, weil
Tp€l=Crv]=CE& =C*

ist, worin C den Modul des Vektors ¢ bedeutet so wird
(59) Dy =C? — ur.

Diese Gleichung stellt vektoranalytisch eine Fliche zweiter Ordnung dar.
Bezeichnet man namlich mit D, D,. D, die Koordinaten des Vektors @, so wird

(60) D=Dn i Dng-+ Dyn,.
Setzt man dies, (56) und
(61) Pyt 2

in (59) ein, so bekommt man
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(62) DixLDyy-+Dyz-=C*—pul x4y 2%

und dies ist tatsdchlich die analytische Gleichung einer Fliche zweiter Ordnung.

Die Gleichungen (58) und (62) stellen also einen Kegelschnitt, die Bahn-
kurve des Planeten, dar; die Gleichungen (53) und (59) stellen diese Kurve vek-
toranalytisch dar,

Um die Gleichung der Bahnkurve des Planeten in einer fiir unsere Zwecke
entsprechenden Form zu erhalten, fithren wir noch ein zweites Koordinatensystem
&—n-—C ein, dessen Ursprung ebenfalls in den Sonnenmittelpunk! gelegt sein moge,
dessen £-Achse die Richtung des Vektors © und dessen [-Achse die Richtung des
Vektors ¢ aufweisen soll. Weil die Einheitsvektoren der Richtungen ¢ und © durch

(63) 6 -2 D2

dargestelit erscheinen, so sind die Einheitsvektoren der Achseuarichtungen des Ko-
ordinatensystems &—y - £, das wie jenes zuerst beniifztes ein englisches sein moge,
durch die nachstehenden Ausdriicke veranschaulicht :

(64) i—9,, R--G, i = [Ri] = [€, D] .
Die Koordinaten des Ortsvektors r, also die Koordinaten des Planeten be-

ziiglich des neuen Koordinatensystems seien mit &, 4, £ bezeichnet, so dass geschrie-
ben werden kann:

vr=45i4 ik

Multipliziert man diese Gleichung skalar mit k, so wird wegen (53),
(63), (64)

1 ,
f=th= . 1E 0,

d. h.

(65) r="E§i-nj
(66) =25 B2

Multipliziert man diese Gleichung skalar mit ©, so wird :

(67) Dr-=¢&D,



also wegen (H9)
(68) ED—=C?— ur.
Dies ist die Gleichung der Bahnkurve des Planeten, ausgedriickt in Semi-
polarkoordinaten £ und r.

Die vorstehende Gleichung kann leicht auf Polarkoordinaten r und » trans-
formiert werden, denn es ist

(69) E=rcosvr,
so dass man statt (68) die folgende Gleichung erhilt

nr 4+ rDcosy = C?9,

d h
C‘.’.
S S
(70) r-= D .
1 - ~ o cosy

Vergleicht man diese Gleichung mit (5) und setzt voraus, dass, was fiir
alle Planeten der Fall ist, i{?—« > 0 ist, so ersieht man, dass die Bahnkurve des Pla-

neten eine Ellipse ist. Dic grosse Achse dieser Ellipse fillt in die hier gewahlte
&-Achse, deren positiver Ast gegen das Perihelium gerichtet ist. Weil die & Achse
aber in die Richtung des Vektors © gelegt worden ist, so ergibt sich daraus die
wichtige Eigenschaft dieses Vektors, dass er pegen das Perihelium gerichtet ist.
Der Vergleich der Gleichungen (70) und (5) ergibt auch, dass der Parameter p der
Bahnellipse gleich ist

C2
(1) p=--
und deren Exzentrizitat gleich ist
D
(72) e~
Es ist also

(73) D==ypue.
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Durch die vorstehenden Ergebnisse ist die grundlegende Bedeutung der
Vektoren € und ® klar zu Tage getreten; sie ist in der Fig. 4 geometrisch ver-
anschaulicht. In derselben stellt die Ellipse 4P die Bahn des Planeten dar. Der
von der Sonne eingenommene Brennpunkt der Bahneliipse ist zum Ursprung des
ruhenden Koordinatensystems gewihit worden, Die durch O hindurchgehende Bahn-
ebene des Planeten ist gegen dieses Koordinatenssstem schrig gerichtet, Der Vek-
tor € steht senkrecht auf dieser Ebene, der Vektor ©, in dieser Ebene gelegen,

ist gegen das Perihelium P dieser Bahn gerichtet. Durch den Vektor ¢ erscheint
die Bahnebene des Planeten festgelegt, die Umlaufsrichtung der Planetenbewegung
und der Parameter der Bahnellipse gegeben; durch den Vektor ® ist die Achsen-
linie der Bahunkurve in ihrer Ebene festgelegt und die Exzentrizitit dieser Bahn
gegeben.

Die Koordinaten C,. C,, C;; D,, D,, Dy der Vektoren ¢ und 9, die
eine hervorragende Rolle auch in der Storungsrechnung spielen werden, will ich
die vektoriellen Elemente der Planetenbewegung nennen. Von diesen sechs Ele-
menten sind nur fiinf voneinander unabhlogig Setzt man namlich (57) und (60)
in (55) ein, so bekommt man

(74) C1 D:'+ C2D2+C303:0:

und dieser Gleichung miissen die angefithrten Elemente Geniige leisten.

Die Vektorgleichungen (49) und (52) liefern also nur fiinf voneinander
unabhingige skalare Integrale der Difierentialgleichung (4:). Weil diese Gleichung
sechs skalare Integrale besitzt, so bleibt zur vollstindigen Losung des gestellten
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Preblems noch ibrig, das fehlende sechste Integral dieser Gleichung zu finden.
Vorher moégen aus den gewonnenen vekloriellen Integralen noch einige Folgerun-
gen gezogen werden.

§ 7. Verschiedene andere Formen der erhaltenen Integrale. — Den
erhaltenen Integralen kaun man, nachdem der Zusammenhang mit den elliptischen
Elementen a und e gewonnen ist, auch eine andere Form geben.

Es folgt aus (4) und (71)

(75) C?=pa(l—e).
Die Gleichungen (73) und (75) ergeben:

ud - D? 1"

(76) S a

Muttipliziert man die Gleichung (52) skalar mit sich selbst so wird

D*~ €l vE|—2 " rpE|+ r’; (rv).

Weil die Vektoren v und € gemiiss (54) aufeinander senkrecht siehen, so wird

b C][vE]=rC*,
worin © den Modul des Vektors v bedeutet, und weil, wie bereits gezeigt,

rp¢l=C
ist, so bekommt man

L

D= C2v?— 2 ‘; C 4 2

oder
T lu:—Dg
1o 2 s T TR
d. h wegen (76)
N 2 i

Diese Gleichung wird das Integral der lebendigen Kraft genannt.
Der Modul C des Vektors € stellt das Doppelte des skalaren Wertes der
Flichengeschwindigkeit dar, ist also nach (7) dargestellt durch
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(78) C= T
Weil nach (3) und (71)
2
2 - 1 i
a
ist, so ergibt es sich
(79 == ‘;.7, a®,
d. h. wegen (46)
a? '
(80) e e (M m).

Diese Gleichung driickl die bemerkenswerte von Newton gefundene Be-
ziehung zwischen den Grossen a und 7 aus, die nicht identisch ist mit dem drit-
ten Keplerschen Gesetz. Nach diesem weist der obige Ausdruck fiir alle Planeten
einen und denselben numerischen Wert auf, was nach obigem nicht der Fall ist,
weil sich wegen der Anwesenheit von m der numerische Wert der rechten Seite
der vorstehenden Gleichung von Planet zu Planet dndert. Nur der Umstand, dass
die Planetenmassen sehr klein gegeniiber der Sonnenmasse sind und m neben M
vernachlissigt werden kann, ergibt eine befriedigende Uebereinstimmung des drit-
ten Keplerschen Gesetzes mit den strengeren Gesetzen der Himmelsmechanik.

Es folgt aus (10) und (79)

(81) e n2at.

Die Gleichungen (70), (76), (77), (78), (80) und (81) sind verschiedene For-
men der vorher gewonnenen Integrale,

§ 8. Das sechste skalare Integral. Multipliziert man die Gleichung (49)
skalar mit sich selbst, so bekommt man

C*={rv|[ro].
Wwendet man die bekannte Formel

(82) [ab] [cD] = (ac)(bD)—(bc)(Da)

der Vektoranalysis an, die fiir ¢c=q;d = b die Form erhilt



[ab][ab] = > 6 — (ab)(ab),

dann bekommt man

C2 — r* % — (1 v) (v D).

Weil aber
(rv) = rd —rdr
gt dt
ist, so wird
. . ‘dr\*®
CZ — 2 2 P kil
P ( m) ,
d. h
C*  jdr\?
X )2 e —
(83) ’ re + (dz‘)

Es folgt aus (77) und (83)

dr\® u
/ 9 M e
(rdﬂ ur—=r ,

d. h. mit Anwvendung der Formeln (75) und (81)

dr\? 8 9 2 2 2 22
(r dt) —=2n@*r- n*a’r*—ntat(1—e®)=n*a*(a*e*—a* + 2ar - r?

o

Es ist also

(84) ndt — ———e——

Diese Gleichung lisst sicht integrieren, wenn man eine neue Hilfsvariable
u einfiihrt, die durch die Gleichung

a—r-—aqecosu

gegeben ist, denn es ist dann

(85) r=a(l-—ecosu)
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dr = aesin u du

ade? — (a—r)* = a%e*sin%u ,
50 dass die Gleichung (84) die Form erhilt:
ndft = (1—ecosu)du,
woraus man durch Integration die Formel bekommt:
(86) n(f—i)=u—esinu,

worin ¢ die Integrationskonstante bedeutet.

Vergleicht man (85) mit (12), so ersieht man, dass die Hilfsvariable « nichts
anderes ist, als die von Kepler eingefithrte exzentrische Anomalie, deren geo-
metrische Bedeutung im § 1 klar zu Tage getreten ist. Weil ferner fiir u—0
t = wird, so stellt die Intergrationskonstante z den Zeitpunkt des Durchganges
des Planeten durch das Perihelium dar. Die Gleichung (86) ist also die bereits
abgeleitete Keplersche Gleichung (11). Sie stellt das sechste skalare Integral der
Differentialgleichung (47) dar. Die vorstehenden Gleichungen liefern auch den be-
reits abgeleiteten Zusammenhang zwischen der exzentrischen Anomalie z und der
wahren Anomalie ». Es folgt ndmlich aus (70), (75), (72) und (83)

1—e* = (1 —ecosu)(l + ecosv)

cosuy—e
1—ecosu’

(87) cosv =

d. h. die bereits abgeleitete Gleichung (14).

§ 9. Endgiiltige vektorielle Form der volistindigen Integrale der Dif-
ferentialgleichung der ungestdrten Bewegung der Planeten. Setzt man (87)
in (69) ein, so bekommt man mit Beriicksichtigung von (85)

(88) E=a(cosu—e).
Es folgt aus (65)
(89) r2==§& 4 ?

und man bekommt mit Beriicksichtigung von (85) und (88)



99 __
nt==a?(l —ecosu) — a*(cosu—e)=——a* (1l — e*sin*y,
d. h.
(90) p=all 1 —etsinu.

Ersetzt man mittels (72), (75), (76) und (81) die in den Gleichungen (88),
(99) und (86) vorkommenden elliptischen Elemente e, @ und n durch die vektoriel-
len, dann bekommt man die Gleichungen:

CZ
91) S:m(uLO\u—D)
2
99 S ')
(92) =D
4 . 2
(93) % ﬁl’l) (t—)=pu—Dsinu.
Es ist nach (66)
9., 169
(94) r'D"+7CD '7

Differentiert man diesen Ausdruck nach #, so bekommt man

D df [CD] dy
90) v=5g@ v eD @

Es folgt aus (91) und (92)

e, ¢ sinu du
dt " u2—D? dt
d _ ,,,E;__ cosu
dt  u? dt’

Differentiert man (93) nach ¢, so bekommt man

8

W — D% du_ du
E war —Deosug,
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d. h.
3
du (2 —D*)* . 1
dar & n—Dcosu’
so dass es wird
. as Vi - D2 sin u
96 2 == ot T, T
( ) dt C uD — cosu
(“7) dy @ —D*  cosu
dt C w—Dcosy

Setzt man (91), (92), (96), (97) in (94) und (95) ein, so bekommt m«n

C? weos i —D Csinu
98 = " T TR " ' o iy fipt i g 3
(98) Y WA D ® 4 Dl/,uz-D2[Lg]
/ 1t — D? sin u 0t — )3 cos u
99 i l, — L .o S )
(59) 0 “7ch w—D cos i D C*D u-—Dcosu 9l

Diese beiden Ausdriicke stellen die vollstaindigen Integrale der Differen-
tialgleichung (47), also die vollstindige Losung des gestellten Problems dar. Da-
bei ist nach (57) und (60)

(100) C=C2+ C? 1 C2  D*=D;* 4 D+ Dy

Die Hilisvariable g, durch die in die vorstelienden Integrale neben den Ele-
menten C,, C,, C,, Dy, D,, D,;, von deren aber nur fiinf voneinander unabhingig
sind, als sechstes Element der Zeitpunkt ¢ eingefiihrt erscheint, ist durch die Gleich-
ung (94) gegeben,

Das Element ¢ hangt mit den Vektoren € und ® eng zusammen. Fir r=1
wird wegen (93) # =0 und es ist in diesem Falle:

C? w+D
e - = e 8'
D (u + D)@’ D c:D €D,

r
d. h. der Vektor r wird kollinear mit dem Vektor ®, und der Vektor v kollinear
mit dem Vektor [€ D].

Will man diese Gleichungen durch skalare ersetzen, so hat man zu beriick-
sichtigen, dass
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n, N, Mg

€CP)=|C, C G,

Dy D, D,

[(S @] = (Cz Ds — C3 Dz) 11, + (C3 D] — Cl D.) N, + (Cl Dz —_ Cz D,) 1,

ist, so dass sich die Vektorgleichungen (98) und (99) in die nachstehenden ska.
laren Gleichungen zergliedern:

CD,— G Dz

x:%l..ﬁ._;___czﬁ(/zcosu——D)Jr-g-—vﬁ_-f_ e —=sinu

(101) yz%-#,_ZD—i(ucosuﬁDH-%.%C_f)isinu

z=% D-g(MCOSU D) +1(_:) CV/?‘A-— gzzD sin u
‘vj Z_M%V};é_:_i B Sglgosu +5 C’D (CzDs 2)}1 CgSCI:JS"
(102)y vy = — HZD—BVM sg‘é%s",} +E%}ng(c D, -G D")p. cgscl:)su
% = —pCEBV}ﬁTDé p*SiDncl:los i }12(;002(6102 a CQDI)}_*:‘E%%E‘

Die vektoriellen Elemente lassen sich aus den initialen Bedingungen leich-
ter ermittein als dies fiir die elliptischen Elemente der Fall ist Wenn namlich fiir
den initialen Zeitpunkt ¢ = £, die zugehérigen Bedingungen, d h. der Ortsvektor v,
und der Geschwindigkeitsvektor p, des Planeten in bezug auf die Sonne gegeben
sind, dann folgt aus (49) und (52)

C =[ro0,]

@3 [DOG]_‘-:T‘_I.OJ
0
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wodurch die Vektoren € und © oder, falls man diese Gleichungen skalarisiert, die

vektoriellen Elemente C,, C,, C,, D,, D,, D, eindeutig gegeben sind.
Es folgt zus (67)

. Dr
=D

und aus der Gleichung (66), wenn man dieselbe skalar mit [€ D] multipliziert,

r[€D]=CDy,
d. h
"=7Cp -
Es ist deshalb fir ¢t = {
c 9% n[E9]

7D T TCD

Setzt man dies und u =y, in die Gleichungen (91) und (92) ein, so folgt
aus diesen Gleichungen eindeutig der numerische Wert », der exzentrischen Ano-
malie im Initialmoment. Setzt man diesen Wert und ¢ ={, in (93) ein, so folgt da-
raus der Wert des Elementes <.

§ 10 Das Satellitenproblem, zuriickgefiihrt auf das Zweikdrper-
problem. Seim, die Masse des den Planeten m umkreisenden Satelliten. Bezeich-
net man den Ortsvektor von m in bezug auf ein beliebiges, als ruhend zu be-
trachlendes bezugssystem mit R, und den Ortsvektor von m, mit {, so ist die Lage
des Satelliten in bezug auf den Planet durch den Ortsvekior

(103) r=[—%R

veranschaulicht.

Alle Satelliten unseres Planetensystems kreisen in so engen Bahnen um die
zugehorigen Planeten, dass die skalare Grosse r des Vektors v sehr klein ist im
Verhiltnis zur Entfernung ¢ des Planeten vou der Soane. Aus diesem Grunde kann
auch die Entfernung des Satelliten von der Sonne gleich ¢ gesetzt werden; aus
demselben Grunde kann auch angenommen werden, dass die auf den Planet bzw.
auf den Satellit einwirkenden Krafte & b:w. § der Sonnenanziehung untereinander
parallel sind. Bezeichnet man also den Einheitsvektor der Richtung Planet-Sonne
mit f,, so wirkt auf den Planet die anziehende Kraft der Sonne:

Mm

= 0 fo

und auf den Satellit die anziehende Kraft der Sonue:
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Mm,

2
g

§=f

fo-

Sieht man, wie bisher, von der stérenden Wirkung der ubngen Planeten ab,
so w1rkt auf den Planet neben der Kraft § noch die Anzxehung des Satelliten, dxe

&’ noch die Anziehung des Planeten die durch —

folgt, dass die differentiellen Bewegungsgleichungen des Planeten bzw. des Satel-
liten die folgenden sind:

d*R_ ,Mm mm,
(104) m dtz‘—f?”fo+f7§'r

d? Mm mm
(105), my & = f_?}'fo_‘f —r«gl

Die Addition der vorstehenden Gleichungen ergibt:

d*R a’l

M(m+m
'"—2+m1'“_z:f - l)fo-
dt dt

m
o?

Stellt also S den Massenmittelpunkt von m und m, und s den Ortsvektor
dieses Punktes dar, so ist

(m+m)s=mRB+m,!

d. h
ds__ d°R a’l
(m+m)dt mdﬂ +m ‘dtz'
Man bekommt also
d*s M(m+m
(106) (”1+'m1)7ti =f ( e _Qfo-

Dies ist die Bewegungsgleichung des Massenmittelpunktes S; dieselbe be-
sagt, dass sich der gemeinsame Massenmittelpunkt -des Planeten und seines Satel-
liten derart bewegt, als ob in demselben die Masse (m+m,) konzentriert und die-
se nur der Anziehung der Sonne unterworfen wire.
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Zieht man (104) von (105) ab, nachdem man die erste dieser zwei Glei-
chungen mit m und die zweite mit m, gekiirzt hat und beriicksichtigt, dass nach (103)

ist, so bekommt man:

d*r

m-+m
m]ﬁ=_fml( + 1)1..

(107) o

Dies ist die Differentialgleichung der relativen Bewegung des Satelliten um
seinen Planeten; sie besagt, dass sich der Satellit um den Planet derart bewege,
als ob dieser letztere unbeweglich wire, eine Masse (m-+m,) aufweise und nur er
auf den Satellit einwirke. Dadurch erscheint, unter den obigen vereinfachenden An-
nahmen, das Satellitenproblem auf das Zweikorperproblem zuriickgefithrt. Macht man
also von der im Zweikorperproblem gewonnenen Gleichung (80) Gebrauch, be-
zeichnet die Umlaufszeit des Satelliten um den Planet mit 7 und die grosse Halb-
achse seiner diesbeziiglichen Bahn mit a,, so ist

3
a,°

f(m+my) = 4n* T3

Bezeichnet, wie bisher, 7 die Umlaufszeit des Planeten, besser gesagt des
Massenmittelpunktes S um die Sonne und a die grosse Halbachse der diesbeziig-
lichen Bahn, so ist '

a3

fM+m+my) = 42> 3.

Aus den obigen zwei Gleichungen folgt:

(=)

und, weil m; gegen m, und m gegen M vernachlissigt werden kann,

i)

Mit Hilfe dieser Gleichung kann aus der Umlaufszeit des Satelliten und
der grossen Halbachse seiner Bahn die Masse des zugehorigen Planeten im Verhilt-
nis zur Sontienmasse berechnet werden.

_mim_ _ (&)’
M+m+m, (a



Auf diese Weise hat bereits New ton in seinen Principien die Masse der
Erde und jene der Planeten Jupiter und Saturn ermittelt. Die Planeten Uranus und
Neptun waren damals noch nicht entdeckt, und Mars galt als satellitenlos.

§ 11. Der Zusammenhang zwischen den vektoriellen und den ellip-
tischen Elementen. Der im engen Zusammenhange mit den astronomischen Beob-
achtungen sich vollziehende Ausbau der Theorie der Planetenbewegung brachte
es mit sich, dass auch in dieser Theorie von ihrem Anfang an die bei jenen Beob-
achtungen in Gebrauch stehenden elliptischen Elemente Beniitzung fanden, obwohl
sie dem Wesen dieses mechanischen Problems eigentlich fremd sind. Die Wissen-
schaft der Himmelsmechanik wurde auf diese Weise mittels dieser Elemente erbaut,

N

N3

Fig. 5

weshalb es erforderlich ist, den Zusammenhang zwischen diesen elliptischen Ele-
menten und den hier zur Verwendung gelangten vektoriellen Elementen herzustellen.

Bei den vorstehenden Untersuchungen wurde iiber die rdumliche Orientie-
rung des dabei beniitzten ,ruhenden“ Koordinatensystems X—Y—Z, das seinen
Ursprung in der Sonné hatte und ein orthogonales war, keine besondere Verein-
barung getroffen, weil dies fiir diese theoretischen Untersuchungen nicht erforderlich
gewesen ist; fiir die praktischen Anwendungen der Himmelsmechanik muss ein
exakt determiniertes Koordinatensystem gewihlt werden. Als ein solches wird ein
orthogonales, englisches Koordinatensystem beniitzt, dessen X—Y-Ebene mit der
einer bestimmten Epoche (gewohnlich 1,0 Januar 1900) zugehorigen Ebene der
Erdbahn zusammenfillt, dessen X-Achse gegen den Frithlingspunkt dieser Epoche
und dessen Z-Achse gegen den Nordpo! der Ekliptik gerichtet ist. Der positive
Drehsinn eines solchen Systems, d.h. die von dem positiven Aste der Z-Achse
beobachtete Drehung, die auf dem kiirzesten Wege den positiven Ast der X-Achse
mit dem positiven Ast der Y-Achse zur Koinzidenz bringt, stimmt mit dem Um-



laufssinn der Planeten tberein. Dieses Koordinatensystem sei in der Fig. 5 veran-
schaulicht. Seine Achsen durchdringen die scheinbare Himmelssphire in den Punk-
ten N,, N,, N,;, wobei der Punkt & den erwihnten Friihlingspunkt bedeutet. Der
grosste Kreis & /U der Himmelssphire (die in der Figur nur mit ihrer iiber der
X—Y-Ebene liegenden Hailfte dargestellt erscheint) stelle den Schnitt der Bahu-
ebene des in Betracht gezogenen Planeten mit der Himmelssphire dar. Diese Ebene
der Planetenbahn schneidet die X—Y-Ebene des Koordinatensystems langs der durch
seinen Ursprung O gehenden Geraden & 6, die die Knotenlinie gen<nnt wird.
Der Durchstosspunkt & dieser Geraden mit der Himmelssphire, in dem der Pla-
net oberhalb der X— Y-Ebene aufsteigt, heisst der aufsteigende Knoten. Der Win-
kel, den der nach & gerichtete Halbstrahl der Knotenlinie mit der X-Achse ein-
schliesst, also der Bogen N, § der Himmelssphire, wird die Linge des auistei-
genden Knotens genannt. Wir werden diese Grosse stets mit Q bezeichnen. Die
Bahnebene des Planeten schliesst mit der X— ¥-Ebene unseres Koordinatensystems
den spitzen Winkel / ein, der die Neigung der Bahnebene genannt wird. Er ist in
der Figur durch den sphirischen Winkel N, § I veranschaulicht. Durch die Elemente
Q und { ist die Bahnebene des Planeten eindeutig festgelegt. Um die Orientierung
der Bahnellipse, deren einer der Brennpunkte in O gelegen ist, in ihrer Ebene fest-
zulegen, projiziere man das Perihelium der Planetenbahn vom Punkte O aus auf
die Himmelssphére. 3er Punkt / der Himmelsphire, der notwendigerweise auf dem
Kreise § /U liegen muss, stelle diese Projektion dar. Dann heisst der Bogen § [
der Himmelssphére, der mit w bezeichnet werden moge, die Linge des Perihels,
gemessen vom aufsteigenden Knoten. Durch denselben ist die Orientierung der
Bahnellipse eindeutig gegeben; in der astronomischen Praxis geschieht dies durch
die Summe der nicht in demselben Hauptschnitt der Himmelssphire liegenden Bo-
gen N; & und & J, also durch Q +w. Diese Summe wird kurz die Linge des Pe-
rihels genannt; sie moge mit /7 bezeichnet werden. Es ist also

(109) =0 +w.

Die Bahnellipse selbst ist durch ihre grosse Halbachse a und ihre nume-
rische Exzentrizitit e eindeutig bestimmt. Durch die Grosse a ist, bei gegebenen
Massen M und m, auch die mittlere Bewegung n des Planeten vermittels (81) und
mit (80) seine siderische Umlauszeit 7" gegeben.

Es bleibt noch fibrig, die Lage des Planeten in seiner Bahn zu einem ge-
gebenen Zeitpunkte zu wissen, wodurch sich dann die Lage des Planeten zu jedem
anderen Zeitpunkte berechnen ldsst. Der in den vorstehenden Untersuchungen ein-
gefithrte Zeitpunkt ¢ des Durchganges des Planeten durch das Perihel stellte die
Zeit einer bestimmten Lage des Planeten dar; um in die Rechnungen die einem
bestimmten Zeitpunkte zukommenden Lage des Planeten einzufithren, verfahrt man
wie folgt.

Die Grosse

(110) n—) =2 =)= ¢
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wird die mittlere Anomalie des Planeten genannt, Es ist dies die wahre Anomalie
jenes fiktiven Planeten, der sich in der Ebene der Planetenbahn auf einem Kreise
um die Sonne mit konstanter Winkelgeschwindigkeit n bewegen und gleichzeitig
mit dem wahren Planeten die grosse Achse seiner Bahn durchschreiten wiirde. Dem-
zufolge wird

(111) A=IT+v

die wahre Linge des Planeten, und
(112) (={1+{=1+n(t—)

die mittlere Lange des Planeten genannt.
Im Initialmoment =0, d.h. zu der bereits festgelegten Epoche, von der
die Zeit gezahlt wird, weist / den Wert

(113) e=1Il—nt

auf. Dieser Wert, die mittlere Lange der Epoche genannt, liefert das gewiinschte sech-
ste Element.
Die sechs Elemente

Q, 40 11, a, e ¢

werden die elliptischen Elemente der heliozentrischen Bewegung der Planeten ge-
nannt.

Es soll nun der Zusammenhang zwischen diesen elliptischen Elementen
und vorstehend beniitzten vektoriellen Elementen ermitteit werden.

Sei &—»n—{ das bei den vorstehenden Untersuchungen beniitzte orthogo-
nale Koordinatensystem, dessen &-Achse mit dem Vektor ® und dessen ¢ — Achse
mit dem Vektor ¢ zusammenfallt. Weil der Vektor 9 gegen das Perihelium gerich-
tet ist, durchdringt die Achse & dieses Koordinatensystems die scheinbare Himmels-
sphire im Pukte /; weil der Vektor € auf der Ebene der Planetenbahn senkrecht
steht, schliesst er und damit die Achse ¢ mit der Achse Z des Koordinatensystems
X—Y—_2 denselben Winkel 7 ein, den die Bahnebene des Planeten mit der X— Y-Ebe-
ne einschliesst. Bezeichnet also K den Durchstosspunkt der Achse { mit der Him-
melssphire, so ist der Winkel NyOK und damit auch der Bogen N,K der Himmels-
sphire gleich i.

Nach diesen Feststellungen ergibt sich folgendes. Die Koordinate C; des
Vektors € ist gleich

(114) C, = Ccosi,

wihrend die in die X—Y-Ebene fallende Projektion des Vektors § eine skalare Grosse
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C, aufweist, die durch
Ce= Csini

dargestellt ist. Bezeichnet a den Winkel, den diese Projektion mit der X-Achse
einschliesst, so sind die Koordinaten €, und C, des Vektors ¢ dargestellt durch

C,=C,cosa=C cos esini
Co=C, sine=Csinasin/.

Die Knotenlinie & ¥ steht senkrecht auf der erwihnten Projektion des

Vektors € und ihr gegen den aufsteigenden Knoten & gerichtete Halbstrahl O &
schliesst mit der X-Achse den Winkel

Q=+ _2:3
ein. Es ist deshalb

a=Q———y2-t—.

Setzt man dies in die vorstehenden Gleichungen ein, so wird
(115) 0= CsinQsini
(116) Cy=—0C cos Q sin {.
Legt man durch den Durchstosspunkt / des Vektors @ mit der Himmels-
sphiare und durch die Durchstosspunkte N, N,, N; der Achsen X, Y, Z mit der

Himmelssphire die grossten Kreise Ny/, NyI, Nyl, dann erscheinen die Koordina-
ten D,, D,, D, des Vektors ® durch die nachstehenden Ausdriicke veranschaulicht:

D1=D Ce s N’ ]
Dz'——-D cos Nz l
Dy=D cos Ng I.

Durch die Anwendung der bekannten Formel der sphirischen Trigonometrie
€0s ¢=cos a cos b+ sin a sin b cos C

folgt aus dem sphirischen Dreieck N, /&, in dem der sphédrische Winkel bei £
gleich dem Supplement von i/ ist,
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cos Nyl=cos Q cos w—sin O sinw cos i.

Aus dem sphirischen Dreieck & N,/, in dem der Bogen & N, gleich dem
Komplement von Q ist, folgt

cos N,/ — sin Qcosw+ ¢os Q sin w cos I.

Aus dem spharischen Dreieck @ IN,, in dem der Bogen £ N, gleich

121- ist, und der spharische Winkel bei & gleich dem Komplement von i ist, folgt

cos N,/ = sin w sin /.
Es folgt aus den vorstehenden Gleichungen :
Dy=D (cos Q cos w—sin Q sin w cos i)
(117) D,=D (sin Q cos w+cos Q sin w cos i)
Dy=D sin w sin .
Durch diese Gleichungen, durch (114), (115), (116), d. h.
Ci= Csin Q sin{
(118) Cy=-—Ccos Q sin i
Cy= Ccosi

und durch die Gleichungen (73), (75), (109), (113) ist der Zusammenhang zwischen
den vektoriellen Elementen und den elliptischen Elementen eindeutig gegeben.
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Die Stdrungsrechnung

§ 12. Das Mehrk3rperproblem der Himmelsmechanik und seine allge-
meinen Integrale. Will man eine strengere Untersuchung der Bewegung der Pla-
neten in Angriff nehmen, so miissen auch ihre gegenseitigen Anziehungen in Rech-
nung gestellt werden, wodurch man zum Mehrkorperproblem der Himmelsmechanik
gelangt. Dasselbe besteht in folgender Aufgabestellung: Eine Anzahl von n Him-
melskorpern, deren Massen mit m,,m,,m,...m, bezeichnet werden mogen, zieht
sich nach dem Newtonschen Gravitationsgesetz gegenseitig an; man ermittle aus
gegeben Anfangsbedingungen die Bewegung dieser Himmelskérper.

Um dieses Problem mathematisch zum Ausdruck zu bringen, seien die
Ortsvektoren der Schwerpunkte der Massen my, m,...m, in bezug auf einen ruhend
gedachten Aufpunkt O mit R, R, .. R, bezeichnet Die gegenseitigen Anziehungen
zweier beliebigen dieser Massen m; und m; lassen sich dann wie folgt mathema-
tisch veranschaulichen.

Die relative Lage des Himmelskorpers my in bezug auf den Himmelskorper
m; ist durch den Vektor

lin = Ri — R

gegeben. Sei g der Modul dieses Vektors, dann stellt Li"— den Einheitsvektor der
Lik

Richtung von m; gegen m, dar. Weil oi bzw. o immer positiv zu nehmende
Langen darstellen, so gilt allgemein ‘

Qik = Oki.

Nach diesen Feststellungen ist es ohne weiters klar, dass die Masse my
auf die Masse m; mit einer Kraft einwirkt, die durch den Ausdruck



mim; L —fm R — R
o2; o m; m —O?" )
ik Q1L Ok

f

dargestelit ist.

Die Anziehungen der iibrigen Massen m,, m,...m, auf die Masse m; wer-
den erhalten, wenn man im vorstehenden Ausdruck dem Index k die Werte
1,2,3,..n zuweist. Zieht man alle diese auf die Masse m; einwirkenden Krifte in
Betracht, so bekommt man die nachstehende differentielle Bewegungsgleichung der

Masse m;:

‘R‘Bz

d*R;

mi=rg = Lf/ i My

Dabei erstreckt sich das Summenzeichen auf alle Massen m,, m,...my mit
Ausnahme der Masse m;.

Die obige Gleichung stellt zu gleicher Zeit die Bewegungsgleichung jedes
beliebigen der Himmelskorper mi_, m,...my dar, wofern man dem Index i die Werte
1,2,..n zuweist. Es stellen also die n Vektorgleichungen

d2%1 %k %i

dtz —zfmzmk’_ék i=1,2...ﬂ

(119) n; -

die differentiellen Bewegungsgleichungen der Himmelskorper m,, m, ... m. dar. Die-
se n Gleichungen sind zweiter Ordnung und ihre vollstindige Integration wiirde
2n Veklorgleichungen oder 6n skalare Gleichungen ergeben, durch die die Ortsvek-
toren und die Geschwindigkeitsvektoren der n Massen als Funktionen der Zeit ¢
dargestellt wiren. Mit den gegenwirtigen mathematischen Mitteln kOnnen aber nur
drei vektorielle und ein skalares Integral gewonnen werden, wie gross die Anzahl
n der bewegten und sich anziehenden Himmelskorper auch sei. Diese Integrale wer-
den die allgemeinen Integrale des Mehrkorperproblems genannt.

In den n Gleichungen (119) kommt auf deren rechten Seiten die Verkniipfung
jeder zwei beliebigen Massen m; und m; zweimal vor. Wenn niamlich links das Glied

d“‘Rt cz{k %1

mi e steht, dann kommt rechts im Summenausdruck das Glied f m; m; o
ik

vor; steht dagegen links das Glied mkd(R dann kommt rechts das Glied

dae’
, Ri — A _— . . . .
fm miT vor. Weil aber g, == g4 ist, so sind die durchwegs paarweise auf-
ki
tretenden Glieder, aus denen die Gesamtheit der rechten Seiten der Gleichungen
(119) zusammengesetzt ist, durch die folgenden zwei allgemein veranschaulicht: .

q{ %1 r i
fﬂh me——s— 93 N fmi my — Qsik T

Yk




Bildet man also die Summe aller n Gleichungen (119), dann kann die
rechte Seite dieser Summe in lauter soiche Paare zergliedert werden. Weil jedes
dieser Paare in der Gesamtsumme den Betrag:

R — Qii_,_

1k 0%k

f mi my
liefert, so wird auch die linke Seite der Summe der Gleichungen (119) gleich Null.

Es ist also

d* Qi
(120) X m g =0

Multipliziert man die Gleichungen (119) der Reihe nach vektoriell mit
R,, R, ... R, und bildet die Summe der derart erhaltenen Gleichungen, dann er-
gibt jedes zusammengehorige Paar der rechten Seiten derselben den Betrag :

m‘ mk

= {[Re (Be— R +[Re (Ri— R0} = e e = ([Re R + [ReRi ) =

Es ist also
2R,
(121) Zmi[%%‘%{“J =0,

Multipliziert man die Gleichungen (119) der Reihe nach skalar mit d®,,
dR,...dR, und bildet die Summe, dann liefert jedes zusammengehorige Paar der

rechten Seite den Beilrag:
”if?’—'?{(mk Ri) dRi + (Ri—Re) dRe) = — ﬁ’l’f (Re — Ri) (dBs — dR).
Nun ist dieser Beitrag, weil
(B — Ri)(d R — dRy) = L dlix = on dow
ist, gleich
m; mk

- f 92 d@'k

und man erhélt:
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(122) Zmldd;z:'d?t:—fzz

ml mk

dQLk

Es ist zu beachten, dass in der obigen Doppelsumme jede Kombination
zweier beliebiger Massen m; und mu (k= i) nur einmal vorkommt, weil jedes er-
wihnte Paar der diese Massen enthaltenden Glieder zu einem einzigen Glied zu-

sammengezogen worden ist.
Die auf diese Weise gewonnenen Differentialgleichungen (120), (121) und
(122) lassen sich ohne weiteres integrieren. Es folgt aus (120)

d®i _
(123) zml i =3,

worin B einen konstanten, d. h. von der Zeit unabhingigen Vektor bedeufet.
Die Integration der vorstehenden Differentialgleichung ergibt:

(124) Zmi%i=ﬁl+%t,

worin 90 einen ebenfalls konstanten Vektor darstellt.
Weil ganz allgemein

dBs &%,
v ) [v

ist, kann die Gleichung (121) auch wie folgt geschrieben werden:

Zm, [%d%] 0.
Die Integration dieser Gleichung liefert:

(125) Sm [%d% ] =G,

worin § einen konstanten Vektor bedeutet,
Auch die Gleichung (122) ist sofort integrierbar: ihre rechte Seite stellt of-
fenbar das Differential des skalaren Ausdrucks

(126) U=y ya

Tk Qi



dar, wobei, wie bereits festgestellt, in der obigen Doppelsumme jede Kombination
der Massen m; und my nur einmal zu nehmen ist. Der Skalar U wird die Kraite-
funktion des Systems genannt, Weil

dRi

(127) =

= B

den Geschwindigkeitsvektor der Masse m; bedeutet, und

d3R;

TR g, = ’%‘m = B dB; = V,dV;

ist, wobei V; den Modul von 9B; bedeutet, kann die Gleichung (122) durch die
folgende ersetzt werden:

S my Vi dVi = dU,

Die Integration dieser Differentialgleichung ergibt: .

. 2
(128) Z’”'QV' —U+h,

i

worin h die Integrationskonstante bedeutet.

Die drei Vekiorgleichungen (123), (124), (125) und die eine skalare (128),
die zusammen zehn skalaren Gleichungen iquivalent sind, stellen die allgemeinen
Integrale des Mehrkorperproblems dar.

Die beiden Vektorintegrale (123) und (124) stellen, wie im Zweikorperproblem,
die beiden Schwerpunktsintegrale dar. Der Ortsvektor & des gemeinsamen Schwer-
punktes S der n Massen m,, m,...m, ist durch die Vektorgleichung:

(129) X mi=Ym%R:

gegeben. Es ist also

s . dQ
(130) —d—t—zml——};ﬂh dt
d*S L d*%R;
(131) —Ez-—zi:fm':%mi-a?,

d.h. wegen (120)
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Dieser Ausdruck stellt den Beschleunigungsvektor des Massenmittelpunktes
S dar, und weil derselbe stindig gleich Null ist, bewegt sich dieser Punkt gerad-
linig und gleichformig. Stellt ¥ den Geschwindigkeitsvektor des Punktes S dar,
dann ist nach (130):

Y e, §Y f{?{_’
(132) %LZ m; mzim, T

wihrend aus (124) und (129) folgt:

(133) &> mi =AU +Bt.

Diese Gleichung stellt die geradlinige Bahn des Punktes S dar, wobei ¢
als Parameter zu betrachten ist.
Das Vektorintegral (125) wird das Flachenintegral gennant. Wie dies bereits

d®;

im vorhergehenden Kapitel gezeigt, stellt der Ausdruck [‘Rl die mit 2 mul-

tiplizierte Fliche dar, die der Ortsvektor R; des Massenk_orpers mi_ wihrend der
Zeiteinheit iiberstreicht. Die Gleichung (125) besagt, dass die vektorielle Summe aller
von den Ortvektoren R,,R,...R. wihrend der Zeiteinheit iiberstrichenen orientier-
ten Flidchenelemente, nachdem man diese vorher mit den betreffenden Massen
multipliziert hat, ein konstanter Vektor ist.

Das skalare Integral (128) wird das Integral der lebendigen Kraft genannt,
weil dessen linksseitiger Ausdruck die lebendige Kr.ft des Massensystems veran-
schaulicht,

Unser Sonnensystem oder, wie man es in neuerer Zeit zu bezeichnen pflegt,
das Planetensystem, erfiillt im weitgehendstem Masse die bei der Behandlung des
Mehrkorperproblems gemachten Voraussetzungen, sind doch die Entfernungen selbst
der uns am néchsten liegenden Fixsterne derart gewaltig, dass ihre Anziehungs-
krafte auf das Planetensystem ganz und gar vernachldssigbar sind. Wendet man
also die soeben gewonnenen Schwerpunktsintegrale auf das Planetensystem an, so
lassen diese eine gleichférmige fortschreitende Bewegung des Schwerpunktes dieses
Systems gegen jenes der Fixsterne zu, was schon Ne wton erkannte. Von dieser
Erkenntnis ausgehend, versuchte zuerst W. Herschel und nachher zahlreiche an-
dere Astronomen diese Eigenbewegung des Planetensystems zu ermitteln. Die Eigen-
bewegungen der Fixsterne erschweren bedeutend die Losung dieses Problems und
behaiten die dabei gewonnenen numerischen Ergebnisse mit nicht geringen Unsi-
cherheiten. Immerhin erscheint es als festgestellt, dass sich unser Planetensystem
mit einer Geschwindigkeit von rund 20 Kilometer in der Sekunde gegen das Stern-
bild des Herkules bewegt, eine Tatsache, die fiir das palaokhmale Problem von
einiger Bedeutung ist.

’ Das Fliachenintegral (125) des Mehrkorproblems wurde aus der Annahme
eines ruhenden Aufpunktes O abgeleitet, auf den sich die Ortsvektoren ®; und die
Geschwindigkeitsvektoren bezogen hatten. Es sei nun die Frage beantwortet, ob ein
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derartiges Integral auch fitr das Planetensystem bestehe, in dem uns keinruhender
Aufpunkt angebbar ist. Fassen wir also einen beliebigen dem Planetensystem an-
gehorigen materiellen Punkt O’ ins Auge, nehmen wir an, dass dessen Lage zum
vorher angenommen fiktiven Aufpunkt O durch R, gekennzeichnet ist, dann sind die
Ortsvektoren der Massenkorper m,, m,...m, beziglich O’ dargestellt durch:

(R—Ro), (R:—Ry). (R;—R,)... (BRa—R,).

Wihlen wir einen anderen beliebigen materiellen Punkt M des Planeten-
systems, der sich im ruhenden Bezugssystem zur Zeit  mit der Geschwindigkeit B¢
bewegt, dann sind die relativen Geschwindigkeiten der Massenkorper my, my ... My
beziiglich M dargestellt durch:

a2, as, 4%, _ 4By _
(7—93.,), (—dt-—qso),(dt q;o)....(dt %.,)

Bilden wir jetzt den Vektorausdruck :
(134) @:Z m; [(%-—‘Z’to) (% — ‘Bo)]

und fragen, unter welchen Bedingungen dieser Vektor konstant sein wird, so wie
es der Vektor € gewesen ist.

Es folgt aus dem vorstehenden Ausdruck, wenn man die darin angegebe-
nen Multiplikationen ausfiihrt und die mit dem laufenden Index i nicht behafteten
Glieder vor das Summenzeichen stellt,

i dRi
€~ 2m [mi%ﬂ»— [mo igmiTt}Jr B0 3 %+ (2 Dol T

1
Bezeichnet M die Gesamtmasse des Planetensystems, so ist
Z m =M,

Es folgt aus (125), (132) und (129)
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Em,[%d%] ¢
. _d%i_
;m, = MB 4
zmimizMG:
so dass man bekommt:
(135) € = € — M{[Bo B] + [S Bo] — [BRo Tol} .

Dieser Ausdruck ist von der Zeit ¢ nicht unabhingig, weil die darin vorkommen-
den Grossen Ro, Bo, S verdnderlich sind.

Versetzt man den Aufpunkt Q' in den Schwerpunkt S des Planetensystems,
dann wird Ry =&, d. h.

E=6—-—M[c Y.

Lisst man den Punkt O’ unberiihrt, verlegt aber den Bezugspunkt M in den
Schwerpunkt S, dann wird Bo = G, d. h.

E=6— M[GD].

Verlegt man schliesslich beide Bezugspunkte O’ und M nach S, so wird
Ro=6;Bp=13, d. h,

E=C—M[G B].

In allen drei Fillen bekommt man also einen und denselben Vektor &.
Weil € und B konstante Vektoren waren und

dieB)= V6ﬂ=mm=

ist, so ist der Vektor € auch ein von der Zeit unabhingiger Vektor. Deshalb de-
terminieren auch die relativen Bewegungen im Planetensystem eindeutig einen un-
verdnderlichen Vektor. Er lisst sich aus den initialen Bedingungen leicht berechnen.
Bezeichnet man die dem Initiaimoment entsprechenden Ortsvektoren der einzelnen
Massenkorper des Planetensystems in bezug auf den Schwerpunkt dieses Systems
mit R0, und mit B;® die Geschwindigkeitsvektoren dieser Massenkorper in bezug
auf einen beliebigen Massenpunkt dieses Systems, also etwa in bezug auf die Son-
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ne, dann ist nach (134)

(136) C=Ym[R V.

Die auf dem Vektor € senkrecht stehende Ebene besitzt eine unvirender-
liche Orientierung im Weltraume und wird die unverinderliche Ebene von Laplace
genannt. lhre Koordinaten in bezug auf das im § 11 angegebene Koordinatensy-
stem, also die Linge Q ihres aufsteigenden Knotens und ihre Neigung 7 zur
X—Y-Ebene ergeben sich nach dem Vorgang, der zur Aufstellung der Gleichun-
gen (117) gefiihrt hat.

§ 13. Die Differentialgleichungen der heliozentrischen Bewegung
der Planeten. Um die Differentialgleichungen der heliozentrischen Bewegung der
Planeten unter Beriicksichtigung ihrer gegenseitigen Anziehungen abzuleiten, seien
die Massen aller dieser Planeten der Reihe nach mit my,m,... m, und ihre Orts-
vektoren beziiglich eines als ruhend vorausgesetzten Aufpunktes mit R;, R,, ... Ra.
bezeichnet. Die Masse der Sonne sei mit M und der zugehorige Ortsvektor mit Re
bezeichnet. Ziehen wir nun einen beliebigen Planet m;, dessen Bewegung wir un-
tersuchen und den wir als den gestdrten bezeichnen wollen, in Betracht Seine re-
lative Lage in bezug auf die Sonne ist durch den Ortsvektor

(137) =% —Ro

gegeben. Diese Gleichung gilt bei entsprechender Wahl des Indexes i auch fiir die.
iibrigen Planeten, die wir im vorliegenden Falle die stérenden nennen wollen. Die
Ortsvektoren dieser storenden Planeten in bezug auf den gestorten Planeten m; sei-
en mit [y, lip ...l und ihre Moduli mit g, 0w ... 0w bezeichnet, wobei der hier’
vorkommende zweite Index von 7 verschieden sein muss. Nach diesen Feststellun-
gen ist es klar, dass die Bewegungsgleichungen der Himmelskorper m; und M die
folgenden sind :

d*R; Ti Lik
(138) me_—“fsz‘;?“f‘gfmtmk@;
d*QR, ; .
(139) M%: FMm LY fMm e
r; k rk

wobei der unter dem Summenzeichen befindliche Index & verschieden von 7 ist.
Kiirzt man (138) mit m;, (139) mit M und bildet die Differenz dieser zwei Glei-
chungen, so folgt mit Beriicksichtigung von (137):

dy; Yo I T
(140) F= [Mm)gy gfmk(gsi )

=3
w® Tk
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Der Vektor %’5— kann als Gradient einer skalaren Grosse dargestelit wet-

Sk .
den. Wird dabei sein Aufpunkt m; als beweglich, sein Endpunkt m; als unbeweglich

!ﬁ> Es ist also

angenommen, so ist der Gradient von é-l— offenbar gleich —»—1—-(—9
i ik

2
ik ik

Auch der Vektor e % kann als Gradient eines Skalars dargestellt werden.
k

Frigt man ndmlich nach dem Gradient von

_nn
Ue =75

und betrachtet dabei, wie frither, den Punkt m; als beweglich, so findet man fol-
gendes. Es ist

wobei x die Projektion von r; auf r, bedeutet. Bei der Ableitung des Gradienten
ist r. als konstant zu betrachten, und weil x im Vektor v, gelegen ist, so wird

1 . 1 1 . fk
gradUk—r—ggradx-';-?‘ -;;—-—7?‘
Es ist also
i Ti¥s lix Te
1 dfm | - — = LA
(141) grad fm (Qik 7 ) fmk(e?k rk)

Setzt man dies in (140) ein und beriicksichtigt, dass die Summe der Gra-
dienten gleich dem Gradient der Summe ist, so bekommt man die Differentialgleich-
ung der heliozentrischen Bewegung des Planeten m; und, wenn man dem Index
i die Werte 1, 2, 3...n zuweist, die nachstehenden i leferentlalglelchungeu der
hehozentnschen Bewegung samtlicher n Planeten:

dzl'i_ ) __l'_.& .
(142) B-ZE.-—f(M+m.)3+grad2fmk<g' r%) i=1,9..n

Diese n Differentialgleichungen zweiter Ordnung wiirden, vollstindig inte-
griert, 2 n Vektorintegrale oder 6n skalare Integrale ergeben. Von diesen kennt man,
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weil hier bei der Untersuchung der relativen Bewegungen um die Sonne die
beiden vektoriellen Schwerpunkisintegrale ausscheiden, nur vier skalare: das vekto-
rielle Flichenintegral (136), das dreien skalaren &quivalent ist, und das Integral
der lebendigen Kraft, das sich auch fiir den vorliegenden Fall ableiten ldsst, fiir
die nachstehenden Untersuchungen aber ohne Bedeutung ist.

Die Differentialgleichung der heliozentrischen Bewegung des Planeten m;
bei vorausgesetzter Abwesenheit der iibrigen Planeten erscheint nach (44) darge-
stellt durch:

arvi

Ti
(143) d?——f(M+mi)r—?.

Vergleicht man diese Differentialgleichung mit der Gleichung (140), so er-
kennt man, dass sich diese letztere von der obigen durch das Summenglied

Lz Tx
144 b vl _ g,
a4 Srm{g =)=

unterscheidet. Jeder Addend dieser Summe erscheint dabei mit dem Faktor m; be-
haftet, der die Masse der einzelnen Planeten veranschaulicht. Jede dieser Massen
ist im Vergleich zur Masse M der Sonne, die im ersten Gliede der rechten Seite
der Gleichung (140) und auch in der Gleichung (143) als Faktor vorkommt, ausser-

ordentlich klein. Weil aber l@’; und % von derselben Grossenordnung wie %
ik k . i
sind, ist das obige Summenglied im Vergleich zum ersten Gliede der rechten Sei-
te der Gleichung (140) ebenfalls sehr klein; vernachldssigt man dieses Summenglied
ganz, wird die Gleichung (140) identisch mit der Gleichung (143). Dies ist die U\'
sache, warum sich die Planeten um die Sonne fasst derart bewegen, als 0Ob sie pur
unter dem Einflusse der anziehenden Kraft der Sonne stinden. Dies ist auch der
Grund, weshalb man die durch das Summenglied (144) dargestellte, pro Massenein-
heit berechnete, auf den Planeten m; einwirkende, von den iibrigen Planeten her.

rithrende Kraft also die stérende bezeichnet.

Setzt man:
1 Titx
14 IR RL) R
(145) ;fmk(gik : ) K,
so ist
(146) Si=grad R;

und die Gleichungen (142) erhalten die folgende Form:

d*;

(147) A+ ”")r_r:é +grad R;.
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Die skalare Grosse R; wird die Storungsfunktion genannt.

Der rechnerische Vorgang, die vorstehenden Differentialgleichungen zu in-
tegrieren, d. h. die Orts - und Geschwindigkeitsvektoren der Planeten als Funktionen
der Zeit darzustellen, wird die Stérungsrechnung genannt.

§ 14 Die vektoriellen Grundgleichungen der Stdrungsrechnung. Der
der Storungsrechnung zugrunde liegende Gedankengang ist der folgende.

Fiir die ungestorte Bewegung eines beliebigen Planeten m; gilt die Gleich-
ung (143), fiir die gestorte Bewegung die Gleichung (147). Lasst man jetzt den
Index i als iiberfliissig weg, so lauten diese zwei Gleichungen:

d'y , r
(148) ="M m
d¥ r

In der Gleichung (149) haben wir den Ortsvektor r vorldufig mit einem
wagerechten Strich versehen. um damit anzudeuten, dass er sich auf die gestorte
Bewegung bezieht.

Die vollstindigen lategrale der Differenti:lgleichung (148) sind uns aus dem
Zweikorperproblem bekannt. Wir haben sie im § 9 durch die Vektorgleichungen
(98) und (99) bzw. durch die skalaren Gleichungen (101) und (102) veranschau-
ticht, durch die der Ortsvektor r und der Geschwindigkeitsvektor v bzw. ihre Ko-
ordinaten als Funktionen der vektoriellen Elemente und der Zeit ¢ dargestellt sind.
Diese Integralle sind von der Form:

r=Fite)ny + Fa(ten, + Fa(tic)ng
v=U,(t,e)ny + Uy (t,c)ny + Uy (8, c) 1,

wobei unter ¢; die vektoriellen Elemente zu verstehen sind. Statt der dabei auftrenten-
den sieben vektoriellen Elemente, von denen ihrer sechs voneinander unabhingig
sind, kann man unbeschadet den nachstehenden Ausfilhrungen in die vorstehenden
Gleichungen sechs andere die ungestorte elliptische Bewegung bestimmende Ele-
mente, also etwa die im § 11 angegebenen elliptischen oder die durch (101) gege-
benen initialen Elemente oder im allgemeinen n solcher Elemente, falls noch (7—6)
Bedingungsgleichungen vorhanden sind, die nur 6 dieser Elemente als von einan-
der unabhingig machen, i1 die Rechnung einfithren. Diese Elemente, sollen, wie
immer sie gewihlt sein mogen, mit ¢,, ¢,...cn bezeichnet werden. Die Integrale der
Differ« ntialgleichung (148) der ungestérten Bewegung der Planeten sind also von
der Form:
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r=F, (, c,T Coev CadMy+Fo{f €, Caun Cr)Ng+Fall.Ct,Ca .. Ca) g
o=U,(f, ¢, Ca...Cn) M+ U:{8, ¢y, 6. .. Ca) N+ Us (£, €40 €5 -« Ca) Ny,

oder symbolisch -geschrieben:

T =8(tl,cl,c2.--6n)
(150)
p=U(4, ¢y, € v Cn)

Man kann mit Hilfe eines Verfahrens, welches Lagrange angegeben
und als Methode der Variation der Konstanten bezeichnet hat, die vorstehenden
Ausdriicke auch als Integrale der Differentialglelchung (149) auffassen, wofern man
die darin vorkommenden konstanten Grossen c,,c,... cs als Funktionen &, u, . . . il
der Zeit ¢ betrachtet. In diesem Falle sind die Integrale der Differentialgleichung
(149) durch die nachstehenden Ausdriicke veranschaulicht:

[ =F(t uy, Uy, ... Un)
(151) l ,

=U({t, uy,ttsy ... Un) .

6 J

Dabei konnen, wie gezeigt werden wird, die Funktionen ' u,, u,,. .Un ge-
wissen Bedmgungen unterworfen werden

Weil v explizit und vermége der zu ermlttelnden Funktnonen Uy Uy - Un
eine Funktion der Zeit ist, so ist:

dr oF du,+08‘ du, 0{§ duy,

(152) a -7 7+0u, dt oy at v Gun At

Die partielle Ableitung 3—:, bei deren Bildung u, u,...u, als konstant
zu betrachten sind, ist offenbar gleich der auf die ungestorte Bewegung und auf

denselben Zeitpunkt ¢ sich beziehende Ablentung Z Es ist: also

or dr
Der Ausdruck:
(154) sr =9 gy 498 4y 4. 8

ou, ou, " Oun
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kann als die Variation des Ortsvektor r bezeichnet werden, wobei zu verstehen
ist, dass im Ausdruck (151) fiir r nur die Funktionen gy, ug... #,, oder im Ausdruck
(180) fiir r nur die Elemente ¢, ¢, ... ¢, zu variieren sind, weshalb geschrieben

werden kann ;

0 0 d
(155) O = o% e 4-68a!c2 +a§ndc"‘”‘”

Es folgt aus (152), (153), (154), (155)
(156) St =nvpdt - vdt+ or.

Unterwerfen wir nun die Funktlonen uy, U, ... u, der bereits angekiindigten
Bedingungsleichung :

(157) dr =0,

so folgt aus (156):

<

(158)

Durch die Bedingungsgleichung (157) wird also die Forderung gestellt, dass
zu dem in Betracht gezogenen Zeitpunkt ¢ die gestorte Bewegung jenen Geschwin-
~ digkeitsvektor aufweise, welcher dem der ungestérten Bewegung entspreche, d. h. jenem,
den man erhdlt, wenn man die diesem Zeitpunkt zukommenden Grossen u,, u, ... %y
als konstant betrachtet. Die gestorte und die dem jeweiligen Zeitpunkte zugehorige
ungestorte Bahnkurve sollen sich also berithren. Die gestdrte Bahnkurve bilde also
die Einhiillende der derart sich ergebenden durch jeden ihrer Punkte gelegten suk-
zessiven ungestOrten Bahnkurven. Die oft gebrauchte Redeweise, die ungestorte
Bahnkurve oskuliere die gestorte, entspricht nicht ganz dem Sprachgebrauch der
Differentialgeometrie. Die ungestorte Bahnkurve, ein Kegelschnitt mit fiinf Parame-
tern, miisste bei einer vollstindigen Oskulation fiinf gemeinsame Punkte mit der
gestorten Bahnkurve besitzen, wihrend durch die Forderung (157) bloss zwei solcher
Punkte gewidhrgeleistet erscheinen. Erst durch die Kleinheit des zweiten Gliedes
der rechten Seite der Gleichung (149) ergibt sich, je nach der Kleinheitsordnung
dieses Gliedes, eine Berithrung hoherer Ordnung zwischen der gestorten und
der ungestorten Bahn.
Es folgt aus (156) und (157):

dr=n

(159) -

Differentiert man diesen Ausdruck nach # und betrachtet dabei c,,¢;...cn
#ls Variable, so wird:
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d*t dv dc1 +dn dc, L. On dea

(160) ar Ot+0 dc, dt t o @

Es ist, weil bei der ungestorten Beweggrig und im Gliede %2 €1y €2 ... Cn

t
als Konstante zu betrachten sind,

Ob dv_ d’r
und weil man den Ausdruck:
(162) o0 =22 de, 4+ 9 de, - - + - de
oc, ! 0c de, "

als die Variation des Geschwindigkeitsvektors p bezeichnen kann,

ary d%
o T df + dt

(163)
Es folgt aus (148), (149). und weil jetzt (146) durch
(164) S =grad R

zu ersetzen ist,

d? d’r
1165) i :d—t,+gradR=—J;,+6,

d. h. wegen (163)

do = S dt = (grad R) dt.

Diese Gleichung und die Gleichung (157), also die beiden Gleichungen:

ot =0
(166)
dp = & dt —= (grad R) dt

stellen die vektoriellen Grundgleichungen der Stérungsrechnung dar.

§ 15. Die Klammerausdriicke von Lagrange. Die Schopfer der Stérungs-
rechnung haben die Grundgleichungen dieser Rechnung nicht in der vorstehend an-
gegebenen kondensierten Form dargestellt, weil ihnen der Begriif des Vektors nicht
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geldufig war, sie eben so wenig iiber den Apparat der Vektorenrechnung verfiigten
und nur mit skalaren Gleichungen zu opericren imstande waren. Um also zu der
klassischen Form der Grundgleichungen der Stérungsrechnung zu gelangen, miissen
die vorstehenden vektoriellen Gleichungen auf die skalare Form gebracht werden.
Kehren wir zu diesem Zwecke zu den Gleichungen (155) und (162) zuriick! Diesel-
ben lauten, wenn man mit Riicksicht auf (150) §§ durch_ r ersetzt,

_ o or or
(167) or = b—c'; dey + 6(:3 dey + -+ + aCn den
__0Op do oo
(168) dp =, dc, + o, deg +--- + d_c,.dc"

Hier sind rechts fiir r und p die auf die ungestorte Bewegung sich beziehen-
den Ausdriicke zu setzen. Setzt man die vorstehenden zwei Ausdriicke in (166) ein,
so wird: ‘

Or dc,  Or dc, or dea
(16) e, dt T, at 0 Voe ar =

oo de, , Ov dey | 0v dew_
(170) o, df +bc, of Tt ae = grad R

oder, kiirzer geschrieben,

or dcj
a7 2o @O

J

g dcy
172 P . % _ grad R.
a72) B ¢

Multipliziert man die Glelchung (172) skalar mit g die Gleichung (171)

skalar mit ——g—?— und bildet die Summe, so wnrd

or dp O o dej _ Or
(173) JZ(E)E'EE,—EE, "6?,)?17 o= grad R.

Beriicksichtigt man, dass

(174) % grad R = %§



ist, und fithrt der kiirzeren Schreibweise halber die symbolische Bezeichnung ein:
(175) [ci’ Cf] ———————

dann bekommt man:

1de _ OR
(176) ?;[ci, g = e -

Der Ausdruck (175) wird der Klammerausdruck von Lagrange genannt
Er hat ihn natiirlich nicht in der obigen Form geschrieben, sondern in jener, die
man erhélt, wen man die darin vorkommenden skalaren Produkte der Vektoren
analytisch durch die Koordinaten dieser Vektoren veranschaulicht.

Durch (176) sind, weil diese Gleichung fir i=1,2,...n giiltig ist, n ska-
lare Gleichungen gewonnen und zwar:

de, 0
L L

oR

Lepootlned =58

Cz’ cl] dt +[ z» 2]
(177)

OR

Lofooitlonel =51

d
[en, 6] CI+[Cn, C)

Die Integration dieser Differentialgleichungen liefert die Elemente ¢, ¢, ... ¢n
als Funktionen der Zeit ¢ = u, (f); ¢; = U, (t)...Cn =Un (t), wodurch sich vermit-
tels (151) die vollstindigen Integrale der Differentialgleichung (149) der gestorten
Bewegung ergeben.

Es folgt aus (175)

(178) lei, ¢i]=0 [cs, eil=—[es, ¢l

Multipliziert man also die Gleichungen (177) der Reihe nach mit dc,,dc,...
...dcn, und bildet die Summe, dann wird die linke Seite der derart erhaltenen
Gleichung gleich Null, und man erhalt:
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(179) R ~—dc, + R de, + - g?R

3¢, %9 * 3, den = 0.

Die durch die Verinderungen der Elemente ¢, ¢;...c, hervorgerufene Va-
riation OR der Stoérungsfunktion ist also gleich Null.

Die Lagrange’schen Klammerausdriicke (175) weisen neben (178) noch fol-
gende bemerkenswerte Eigenschaft auf. Differentiert man den Ausdruck (175) par-
o . 0p
o0 =% 5 ,
den Beschleunigungsvektor der ungestdrten Bewegung veranschaulichen, so wird

tiell nach ¢ und beriicksichtigt, dass =p den Geschwindigkeits- bzw.

Ofesc) _do db | dr Op dv 0o dr Op

0t dc¢i Oc; ' dei Oc; Oc, dei  d¢; 0¢

dlee) o Op o dp

ot dci  0c; 00, dc;’

Es folgt aus (148)

d*

T

wobei, wie sofort ersichtlich,

U=f(M+m) -

ist. Es ist deshalb:
dleic)] _Ov ogradU  dr ograd U

(180) T ot de oc; a¢; ac;

Es ist ferner:

0 (oOr 0 or ogradU
3 (b—c: grad U) = 3,06 grad U+ 6 3c;

2
grad U) - v &
ac,'

ogradU
dey dc,- )

aci

0 (o
()Ci dc,-

Subtrahiert man die zweite dieser Gleichungen von der ersten, so wird
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die rechte Seite der derart gewonnenen Gleichung gleich der rechten Seite von -
(180), weil aber

or oU or oUu
i gradU---d—Et ic; gradU—.o—q

ist, so bekommt man

dles, ¢l 00U\ 0 (0U
or  Oc (ac,-) oc: (E“c,)

d.h.

dlenel U U

(181) O 0c06  dcioc

Dies besagt, dass in den Lagrange’schen Klammerausdriicken die Zeit ¢
nicht explizit auftritt und deshalb diese A.sdriicke unabhingig sind vou dem Zeit-
punkt der ungestorten Bewegung, auf den sie sich beziehen.

§ 16. Berechnung der Lagrange’schen Klammerausdriicke fiir die
vektoriellen Elemente. Cic Berechnung der Lagrange’schen Klammerausdriicke
ist, wenn man sich der elliptischen Elemente bedient, eine recht komplizierte und
schwierige mathematische Arbeit, weil jede der moglichen Kombinationen dieser
Elemente ihre besondere Methode und mathematische Spitzfindigkeit erheischt. Bei
Beniitzung der vektoriellen Elemente erfolgt diese Berechnung fiir aile méglichen
Kombinationen dieser Flemente auf eine und dieselbe Weise und wird dadurch
standarisiert. Ueberdies geniigt es, wie man sehen wird, nur fiinf von den verschie-
denen Klammerausdriicken zu berechnen, weil alle tibrigen durch einfache zyklische
Permutation aus den ersten fiinf folgen.

Es war nach (98), (99), (93), (100), (74)

C* pucosu—D Csinu 1)

Y =

—D? cos u

Vw—D*  sinu
*D pu-Dcosy

(189 p=—ult L -

cD ,u —D cos u [¢ D]

3
(184) (—‘L‘!—E,Dz)z (t—1)=pu—Dsinu
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(185) C2=C12+C’a+ Cg‘ Dn=D;2+Dz2+ng

(l 86) C]Dl -+ C’Dz + CaDs=0 .

Es ist fiir die Berechnung der Lagrange’schen Klammerausdriicke erforder-
lich die partiellen Ableitungen

gr do or do 3 do

oC;’ oG’ oDi' oD’ O’ or
zu bilden, in denen C; ein beliebiges der Elemente C,, G, C,, und D; ein beliebi-
ges der Elemente D,, D,, D, bedeutet. Bei dieser Berechnung wird man sich mit
Vorteil der soeben bewiesenen Eigenschaft der Lagrange’schen Klammerausdriicke
bedienen, dass sie unabhingig sind vom Zeitpunkte der ungestérten Bewegung,
auf den sie sich beziehen. Al diesen Zeitpunkt wird man den Zeitpunkt ¢ des
Periheldurchganges wihlen, fiir den wegen (184)

(]87) t=rt; u=0

ist. Man hat also nach durchgefiihrter Differentiation der Ausdriicke (182)und (183)
nach C; bzw. D; oder t, wobei (184) und (185) zu beriicksichtigen ist, in die erhal-
tenen Ausdriicke =1; #=0 zu setzen und zur Kenntlichmachung, dass sich die
derart erhaltenen Ausdriicke auf den Zeitpunkt ¢ beziehen, dieselben einzuklammern.
Auf diese Weise — diese Rechnung ist in meiner im Vorwort angefiihrten Abhand-
lung ,Uber die Verwendung vektorieller Bahnelemente in der Stérungsrechnung

_ausfithrlich durchgefithrt — bekommt man ohne irgend welche Schwierigkeit die
nachstehenden Ausdriicke:

(92) =252 s 0 — ok (wr D) (6, 04
o\ ct C*D: p+2D
(if)’;)_ Dlu+ D)™ DT (urDF >
(3%) = f‘-gﬁl-) (€ nil— =73 CD“ (€, Do]

2
u (F‘ZD) D,

(5)=—"FRi6 2
)=
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-

Die partiellen Ableitungen ((%)’ (%) (%;) (%) werden erhalten,
wenn man in den vorstehenden Ausdriicken den Index i mit j vertauscht.

Setzt man diese beiden Arten von partiellen Ableitungen in die Gleichung
(175) ein, so bekommt man mit Beriicksichtigung von (185) und (186) mittels den
Grundregeln der Vektoranalysis die nachstehenden Gleichungen:

[Ci Ci]1=0

- D V D
[Ci’ DJ] - Flzc [CJ’ Dl] = 5‘:
[Di, Di]=0

Cl; 4

D;
(D, 7] = ek

wobei der Index % der Reihenfolge i, j, k entspricht, die zyklisch zu permutieren ist

Im vorliegenden Falle, wo man mit sieben Elementen C,, C,, C;, Dy, Ds, Ds.’
¢ zu tun hat, sind sieben Gleichungen von der Form (177) zu bilden, in -denen 49
Lagrange'sche Klammerausdriicke vorkommen, doch hat man wegen (178) nur de-
ren 21 zu bilden. Diese weisen nach (188) folgende Werte auf:

€, Cl=0 [Cy C]=0 (Css C1=0
D D
(€., D = 1% (€, Dy] = 21 (Cu D) = 22
[Cl’ Dl] == [Cz. Dg] = 0 ) [Cg, D3] = O
D ol D
(D, Gl = _g—g [Ds, C3] = l—)l [D,, C)] = —lT:
[D;, Dy]=0 (D, Da] =0 [Ds, D:] =0
2_02 2_____D2 . z_Dz
Ca=Egrc  GAd=fFa  (Gd="Ga
D D D
[Dy, ] = E: (D, 7] = C_: [Dy, 1} = ‘Ez‘s‘
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§ 17. Die Gleichungen der zeitlichen Aenderungen der vektoriellen
Elemente, Setzt man in die Gleichungen (177)

a=Cy; =C; 6=C;; ¢=Dy; c=D;; ¢e=D;; c;=v,

ein, dann bekommt man mit den vorstehenden Werten der Langrange’schen Klam-
merausdriicke die nachstehenden sieben Gleichungen :

ar D d o Yt T,

D, dD, D, dD, =DV . di R
D

dDs Dy dD, +,u *-D* . di OR

- T ~D| e ——

(18 p* 4t pFd T o Car TG
D, dD, Dy dD, p—D:.dv IR
"D dt D* dt C+ T*dt 0G,

Dy dC,_ D. dC,, D, dv_ oR
T dat Dt dt Ct "dt oD,

D, dC; D, dC, | D, di_ 0R
(190) D* d D, at TC d~ab,
D, dC, D, dC, I, dr_ OR

D? 4t Dt dt ' C? diT dD,

w—DE( . A4C, dC, . dC,
(19 “F—{Cl"dT Thg Cﬂ"‘*} *

1
Tt

+ Dy dt Ot ’

dD dD, OR
{Dl dtl+Dz —F }

Die Gleichungen (189) bzw. (190) ergeben sich, wie ersichtlich, durch zykli-
sche Permutation eine aus den anderen. Man kann diese sechs Gleichungen in
zwei Vektorgleichungen kondensieren. Ich will mich dabei einer sehr vorteilhaften
~ Bezeichnungsweise bedienenen, die zuerst von A, Bilimovitch in die Mecha-
nik eingefiihrt worde ist; sie besteht im folgenden. Ist ein Skalar R eine Funktion
. zweier oder mehrerer Vektoren

a=a; W, +aNy+aglly;  b=bm +bm,+bgng; ...

d. h. der Koordinaten a,, a,, a;; by, b,, b;.. dieser Vektoren, dann kann der
Ausdruck:
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OR oR oR
192 _— =
( ) a1n1+a2nz+,__.n3 gradaR

der partielle Gradient des Skalars R in bezug auf q, und

oR OR OR

193
(193, b dbzn”+0b

n; = grady R

der partielle Gradient des Skalars R in bezug auf b genannt werden, was durch
die obige Bezeichnungsweise gekennzeichnet erscheint. Ist R eine Funktion nurdes
Ortsvektors v, dann deckt sich der obige Begriff mit dem tiblichen des Gradienten.
Er stellt also eine Erweiterung des Begriffes des Gradienten dar. Macht man also
von dieser Bezeichnungsweise Gebrauch, muitipliziert die Gleichungen (189) mit
D* und der Reihe nach mit —ny, —n,, — n, und addiert sie sodann, so wird, weil

n Ns Ng

i9) | b, D, D
o %] ”

4D, 4, ab,
dat dt dt
ist,
L ]
2_ /2 2
(194) {‘D%J~—"f—@—l—-%6%+D’grach=0.

Multipliziert man die Gleichungen (190) mit D? und der Reihe nach mit
-y Ne — Ny und addiert sie sodann, so wird, weil

n n, g
[Qd6]= D, D D,

#1\ac, dc ac,
@t dt dt
ist,
" 461 D de | o, i
(195) [9 dtJ @——+D gradgy R = 0.

Auch die Gleichung (191) kann kondensiert werden. Es folgt nidmlich
aus (185):
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ac: _, . dC, dC, . dG,
ar =G g @ Ty at TGy
dD? aD, dD, D,
G QD‘dt+22dt+QD“dt’

so dass (191) wie folgt geschrieben werden kann:

— D2 2 2
uDdC+ldD 4 OR

C* crdt T T “or
Es ist nun:
d (@@= 1§ _.dD? . w—D? dC: 1 dD?
dt( Cc? )"043‘("*" “‘"D’dt} T Tdt TGy dt

so dass die vorangehende Gleichung die Form erhlt :
wr—D? OR
(196) | dt( - )~25;.
In den drei Gleichungen (194), (195), (196), d. h. in:

2 __
[@‘i‘—s}-” B (S 5+ D eradg R=0

dt c?
dP D? dr 4D

d (u*—D? 9 OR
dt( c? ) 3

finden sich alle die zeitlichen Aenderungen der Elemente C,, C,, C,, Dy, Dy, Dy, t
bestimmenden Gleichungen zusammengefasst. Die Gleichung (186), d. h.

(198) CyDy+ €D, + CDy = 0

stellt ein Integral der obigen Differentialgleichungen dar.
Aus den Gleichungen (189) folgt noch eine bemerkenswerie, Muitipliziert

man diese Gleichungen mit D? und noch der Reihe nach mit D,,D,, D, und ad-
diert sie sodann, so bekommt man:



w—D? : R
E G (CuD, -+ G:Dy + C;Dy) = D ,00 —l—Dde + D e

d. h. wegen (198) die Gleichung:

4 oR oR
(199) D,OC + Do+ Ds g =0

§ 18. Periodische und séikulare Storungen; die Bedeutung dieser letz-
teren fiir die Ziele der nachstehenden Forschungen. Der Weg, den ich hier
eingeschlagen habe und der mich zur Ableitung der vorstehenden Glei-
chungen gefiihrt hat, ist nicht derjenige, den man in der Himmelsmechanik bisher
gegangen ist. Die klassische Theorie der Planetenbewegung hat, wie bereits erwahnt,
von allem Anfang an zu ihrem Aufbau die elliptischen Elemente als Bausteine ver-
wendet. Diese aus der beobachtenden Astronomie iibernommenen Elemente sind,
wenn man die Planetenbewegung als ein vorziiglich mechanisches Problem auffasst,
demselben wesensfremd. Dies beweisen die grossen mathematischen Schwierigkei-’
ten, die man bei der Ableitung der Grundgleichungen der Planetenbewegung zu
itberwinden hatte, wie dies aus dem Chapitre X des erstes Bandes des grossen
Tisserand’schen Werkes , Traité de Mécanique Céleste* oder aus dem Livre il des
Souchon’schen Werkes ,Traité d’ Astronomie théorique“ deutlich ersichtlich ist; dies
beweist auch der komplizierte und unsymmetrische Bau der auf diese Weise ge-
wonnenen Grundgleichungen, die hier zum Vergleich mit den Gleichungen (197)
wiedergeben werden mogen:

(do_32 R
dt ~ na 0e
de V1= OR s 1-V1—¢ OR
dt ~— ~ nate ol ¢ nae Oe
tan L
de__2 oR__ED OR_H/I_ 1- Ji=e oR
dt  na da’ parlfi—g nade de
(2000 { go 1 OR
dt  hgr)1— elsini Oi
di ! R tang 5 0R+6R)
dt na*)i—e?sini 0Q ng?)T-e2 \OIl ' O¢
tan -l—
dl "7 R JI=F R
dat na V] —et 01 naze Oe )
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Durch Einfithrung der sogenannten kanonischen Elemente wurde ein ma.
thematisches Auskunfismittel gewonnen, durch das man die Schwierigkeiten bei der
Ableitung dieser Grundgleichungen beheben konnte, um, nachdem dies geschehen
war, wieder bei den elliptischen Elementen zu verbleiben.

Ich habe in meiner vorstehend angefiihrten akademischen Abhandlung ge-
zeigt, wie der Uebergang von den hier gewonnenen Gleichungen (197) auf die
Gleichungen (200) auf sehr einfache Weise bewerkstelligt werden kann, so dass die
hier beniitzten vektoriellen Elemente, #hnlich wie es die kanonischen Elemente
gewesen sind, als ¢in bequemes intermedidres Hilfsmittel zur Ableitung der klas-
sichen Grundgleichungen betrachtet werden konnten. Doch diese episodische Rolle
war den hier zur Anwendung gebrachten vektoriellen Elementen nicht zugedacht.
Der Zweck meiner diesbeziiglichen Untersuchungen war vielmehr, das Problem der
Planetenbewegung in jenem Umfange, der fiir meine nachstehenden Forschungen
in Betracht kommt, mit Beniitzung der vektoriellen Elemente vollstindig zu losen,
ohne auf die elliptischen Elemente zuriickgreifen zu miissen, also den hier eigeschla-
genen neuen Weg bis zum Endziele zu verfolgen. Dieses Ziel soll jetzt nédher ge-
kennzeichnet werden, weshalb es erforderlich ist, der klassischen Theorie der Pla-
netenbewegung einige Worte zu widmen.

Entwickelt man die Storungsfunktion nach den elliptischen Elementen in
eine Reihe, dann weist diese, wenn man der Einfachheit halber und unbeschadet
den nachstehenden Ausfithrungen bur eine der stdrenden Massen m’ in Betracht
zieht, die folgende Form auf:

(201) R=fm X CcosD,

- worin die Koeffizienten C nur Funktionen der Elemente a, e, { des gestdrten und
der Elemente a’, ¢, { _des stérenden Planeten sind, also die Form aufweisen:

(202) : C=F(ad,e¢,il),
wihrend das Argument D durch den Ausdruck:

(203) D= (jn+jn)t+je+ e+ + kT +5sQ+5Q’

”

veranschaulicht erscheint, worin n, e, /7, Q die Elemente des gestorten, n',¢’, I, Q'

jene des storenden Planeten darstellen und j, %, s, j/, k', s’ der Zahlenreihe
«+—3,—2,—1,0,4+ 1,42, 4+ 3. .. angehoren,

Die Integration der Differentialgleichungen (200) kann nur schrittweise durchge-
fiihrt werden, indem nacheinander die sogenannten Stérungen erster, zweiter, drit-
ter usw. Ordnung berechnet werden. Die Stdrungen erster Ordnung, die man mit
8iap 4,Qo0, 0,80... zu bezeichnen pflegt, werden erhalten, wenn man alle ellipti-
schen Elemente, die explizit oder durch Vermittiung der Funktion R auf den rech-
ten Seiten der Gleichungen vorkommen, als konstant betsachtet und sie mit
dem Index Null behaftet. Mit diesem Index wird auch die Funktion R versehen,
in der jetzt nur die Zeit ¢ als verdnderlich zu betrachten ist. Dadurch werden die
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rechten Seiten der Gleichungen (200) zu einfachen trigonometrischen Funktionen
OR 0R oR
Oa’ de’ Of
R nach den im Argument D nicht vorkommenden Elementen q, e, 7 stehen, erscheint
dR OR OR
oe’ 011’ 0Q
im Argument D vorkommenden Elementen ¢ /1, Q stehen, erscheint sin D. Nach
Durchfithrung der Integration dieser Differentialgleichungen, die auf die Qua-
draturen ‘

der Zeit ¢ allein. Dort, wo die partiellen Ableitungen der Funktion -

cos D, dort, wo die partiellen Ableitungen der Funktion R nach den

Jcos D di fsinDdt

hinauslauft, werden an Stelle dieser Quadraturen die Glieder

sin D cos D
Jno+-Jj' no Jne +Jnd

zu Tage treten. Auf diese Weise werden die Storungen erster Ordnung durch eine
Reihe trigonometrischer Glieder veranschaulicht erscheinen. Nur an jenen Stellen
der rechten Seiten der Gleichungen (200), wo j=0; /=0 ist, wo also das Argument’
D und dadurch auch dessen Sinus und Cosinus als Konstante auftreten, wird -

fcostt:tcosD fsinDdt=tsinD,

so dass diese Glieder proportional der Zeit ¢ werden. ‘
Durch diesen ersten Schritt der Rechnung wird ein beliebiges der’ elhp-
tischen Elemente, das wir mit ¢ bezeichnen wollen, durch

(204) ¢ = co-+9dyco

als Funktion der Zeit ¢ veranschaulicht erscheinen, wobei ¢, seinen der Entwicklung
zugrunde gelegten Anfangswert bedeutet. Dabei ist, wie dies aus (201) folgt, é,co
der ersten Potenz der stdrenden Masse m’ proportional.

Die Berechnung der Stérungen zweiter Ordnung, die mit &8,c, bezeichnet
werden, besteht im wesentlichen in der Wiederholung des soeben geschilderten Vor-
ganges, wobei man in die Gleichungen (200) an Stelle der elliptischen Elemente
links ¢=c¢, -} 3;co + 8,c0 und rechts den Ausdruck (204) einsetzt und hier die da-
durch erhaltenen Funktionen in eine Taylorsche Reihe entwickelt und sich mit den
ersten Potenzen von d,cy zufriedenstellt. Diese Funktionen sind wegen (201) der
‘zweiten Potenz der stdrenden Masse proportional.
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Auf dhnliche Weise werden auch die Storungen hoherer Ordnung erhalten,
so dass die endgiiltigen Ausdriicke fiir die Gesamtsiorung eines beliebigen der
elliptischen Elemente von der Form sein werden

(205_) €= Co -+ 0160 + 05y + FgC0 + -+

Dabei ist in bezug auf die storende Masse m’ das Glied ¢o von nullier
Ordnung und wird aus den Initialbedingungen direkt erhalten; das Glied d,co ist
von erster, das Glied d,c, von zweiter Ordnung usw. Weil dabei die storenden
Massen, die mit der Sonnenmasse gemessen werden, durch sehr kleine Zahlen dar-
gestellt erscheinen, nehmen die Glieder der obigen Reihe sehr rasch ab, was eine
Voraussetzung des soeben geschilderten Vorganges gewesen ist.

Bei der Berechnung der Stérungen hoherer Ordnung geben, wie leicht ein-
zusehen, die vorher erwihnten trigonometrischen Glieder Anlass zu ebensolchen
neuen Gliedern, wihrend die der Zeit proportionalen Glieder Anlass zu Gliedern
geben, die den zugehdrigen Potenzen der Zeit ¢ proportional sind Es kommen also
in den Reihen, durch welche die Gesamtstorungen der elliptischen Elemente dar-
gestellt erscheinen, zwei verschiedene Arten ggon Gliedern vor. jene, die emfache tri-
gonomelrische Funktionen der Zeit ¢ sind, und jene, die der Zeit ¢ bzw. ihren
Potenzen proportional sind. Die Glieder erster Art werden periodische, jene .der
zweiten Art sikulare Glieder genannt. Demzufolge werden die durch diese zwei Ar-
ten von Gliedern dargestellten Stérungen in periodische und sikulare unterschieden.

Die Linge der Periode der periodischen Glieder, die einfache trigonome-
trische Funktionen des Argumentes

(Jne + jn o)t + jeo + j'e' o+ kg + K'ITy + Q4+ 5'Q/
sind, in dem nur ¢ als Verianderliche zu betrachten ist, erscheint ddrch den Ausdiuck

-2
jn, + J’ne

veranschaulicht. Sie hiangt von der mittleren Bewegung n, des gestdrten und der
mittleren Bewegung n’, des jeweils in Betracht gezogenen stérenden Planeten ab
und ist um so ldnger je kleiner der numerische Wert des Ausdruckes (jn,+j'n’y)
ist. Auch die Amplitude der Storung wird, weil, wie gezeigt, derselbe Ausdruck im
Nenner des Koeffizienten der betreffenden trigonometrischen Funktion vorkommt,
um so grosser je kleiner der erwidhnte numerische Wert ist. Trotz allen dem schwan-
ken die periodischen Storungen zwischen engen Grenzen und auch ihre Periode
fiberschreitet nicht einen sogleich anzugebbaren Wert.

Der vorstehende Ausdruck wiirde fiir die Periode T einen unendllchen Wert
“ergeben, wenn
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J

n___J
n'y J

jno + jln,o = 0 d. h.

wire, d.h. wenn, weil j und j* ganze Zahlen bedeuten, die mittleren Bewegungen
n, und n’, kommensurabel wiren. Dieser ideelle Fall ist in unserem Planetensys-
tem nirgends verwirklicht, die mittleren Bewegungen von Jupiter und Saturn kom-
men ihm aber recht nahe. Es ist ndmlich fiir diese zwei Planeten

n, = 299”13 n'y = 120"45,

so dass 2n, fast gleich 5n'y ist. Aus diesem Grunde rufen die Glieder der St6rungs-
funktion, fir die j = 2; j*= —5' ist, Storungen langer Periode hervor, Weil hier
geniigend genau

5”’0"'—2’10:7—4'10

ist, weist diese Periode eine Linge auf, die 74-mal grosser ist als die Umlaufszeit
von Jupiter um die Sonne und betrigt deshalb rund 900 Jahre. Wihrend dieser
Periode erschleint der Umlauf des einen dieser Planeten vorerst beschleusigt,
der Umlauf des anderen verzOgert, bis sich nachher das Verhiltnis umkehrt und die
Beschleunigung in eine Verzogerung und die Verzogerung in eine Beschleunigung
iibergeht. Die dadurch hervorgerufenen Stérungen der mittleren Lingen dieser bei-.

den Planeten sind nicht unbetrichtlich und erreichen fiir Saturn den Wert von
rund 50,

Ich werde mich bei meinen Forschungen nur mit den Stérungen der Erdbahn-
elemente zu beschiftigen haben. Die periodischen Stérungen dieser Elemente sind
derart gering, dass sie aus dem Bereich meiner Untersuchungen ganz und gar
ausscheiden.

Anders steht es mit den sdkularen Aenderungen dieser Elemente, Sie sind
von ausschlaggebendem Einfluss auf den Bestrahlungsgang der Erde, den ich auf
Hunderte von Jahrtausenden in die Vorzeit zu verfolgen haben werde. Fiir solche
Zeitrdume sind die soeben besprochenen Ausdriicke fiir die sikularen Stérungen,

die von der Form sind: .

(206) C=Co+ht+ kB +lgt®+ -

nicht verwendbar; sie dienen den Zwecken der beobachtenden Astronomie und kén-
nen nur fiir Zeitintervalle angewendet werden, die sich auf Jahrhunderte, aber nicht
auf die soeben angegebenen erstrecken.

Fiir Zeitrdume, die weit iiber die Bediirfnisse der beobachtenden Astrono-
mie hinausreichen, muss zwecks Ermittlung der sikularen Stdrungen -ein anderer
Weg eingeschlagen werden, den schon Lagrange und Laplace belreten he-
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ben und der nach langen Umwegen auf die hier von allem Anfang an benfitzten
vektoritllen Elemente und nur dadurch zum Ziele gefithrt hat. Ich kann mit Benit-
zung der vorstehend gewonnen Ergebnisse dieses Ziel ohne jene Umwege geradli-
nig erreichen.

§ 19. Die Differentialgleichungen der si#ikularen Aenderungen der
vektoriellen Elemente. Die von Lagrange und Laplace angewendete Me-
thode, die siikularen Aenderungen der astronomischen ElRmente zu berechnen, be-
steht in ihrem ersten Schritt darin, dass man aus der Storungsfunktion R jenen Teil
herausschalt, der von der Zeit { unabhingig ist. In der Stérungsfunktion R kommt,
wie aus (201) und (203) ersichtlich, die Zeit # immer in Verbindung mit ¢ vor,
weil in dem Argument D das Additionsglied (af + ¢), versehen mit einem Faktor
vorkommt, Setzt man in (203) fir ¢ den Ausdruck (113) ein, so erscheint als stin-
diger Begleiter von ¢ das Element ¢ in der Form n(f—1), wie es auch in der
Kepler’schen Gleichung (86) der Fall gewesen ist, die ja den Ausgangspunkt der
Eatwicklung der Storungsfunktion gebildet hat. Unterdriickt man also in der Stde
rungsfunktion R alle Glieder, in denen ¢ vorkommt, dann verschwindet aus der-
selben auch das Element 3. Der verbleibende Rest, den man den sikularen Teil
der Storungsfunktion nennt und der mit R, bezeichnet werden moge, erscheint also
durch :

(207) R, _

gekennzeichnet. Setzt man dies in die Gleichung (196) ein, so wird:

' d(w—D*
(208) a»t(wcg_)fo.

ut — D¥
Dies besagt, dass der Ausdruck —i sdakular unverdnderlich ist.

Nun ist wegen (76)

Iu2 —D? M
(209) v =4

Aus den vorstehenden zwei Gleichungen folgt, dass die grossen Halbachsen
der Planetenbahnen keinen sikularen Aenderungen unterliegen, ein Ergebnis, zu
dem zuerst Laplace gelangte.

Weil nach (81)

. (210) nad=u

ist, worin u eine Konstante bedeutet, so sind auch die mittleren Bewegungen der
Planeten sidkular unverinderlich.
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Um also die Dxfferentxalglelchungen fiir die sdkularen Aenderungen der
vektoriellen Elemente direkt zu erhalten, hat man (207), (209), (210) in die Gleich-"
ungen (189), (190), (196) einzusetzen und mit Beriicksichtigung von (198) diese
Gleichungen nach den zeitlichen Ableitungen der Elemente, d. h. nach ‘fi(i ,%% ,
dC; dD, dD, dD,
dt CdtC dtdt :

Ich kann mir diese Elimination ersparen, weil ich es nicht unterlassén
mochte, noch eine andere Methode hier anzugeben, durch die man die Gleichungen
fiir die sidkularen Aenderungen der vektoriellen Elemente gerade in der gewiinschten
jene Ableitungen explizit gebenden Form erhilt. Diese Methode, die fiir die ellip-
tischen Elemente mit vielen Umstdndlichkeiten zuerst von Pontécoulant An-
wendung gefunden hat, besteht im folgendem.

Weil die Vektoren r und p Funktionen der zur Variation bestimmten Ele-
mente sind, sind auch diese Elemente Funktionen von r und p, d. h. Funktionen
der Koordinaten x, y, z bzw. v, v,, v, dieser beiden Vektoren. Fiir die vektoriellen
Elemente erscheint diese Inversion durch die Gleichungen (49) und (52) auf die
einfachste Weise durchgefiihrt. Sei also ¢; ein beliebiges der vektoriellen Elemente -
oder ein beliebiges der sonstigen zur Variation benutzten Elemente, dann ist, weil
nach (116) durch die Variation der Ortsvektor r unberiihrt bleiben soll, ‘

aufzuldsen.

dc; dv,

de; _ des L dv, + dc; dv, dci dv,
ovy dt’

(211) dt d'ul dt T ov, dt

+

Die Gleichung (166), kann auch wie folgt geschrieben werden:

dv,
dt

dv,
dt

do, _OR L OR . IR

n1+ dt ox 14 oJ’ +52n3.

N2+ —7

Multipliziert man diese Gleichung der Reihe nach mlt n,, N, Ny, SO be-
kommt man:

dv, _OR dv,_OR dv, _0R

dt  ox dt oy dat o0z’
Setzt man dies in (211) ein, so wird

o2 dey_ o OR , 0 OR  dcy OR
(212) dt  ov, 0x ' dv, dy ' Ovy o0z’

Es ist



OR_OR 0y | OR dc, OR “dcn

9x —dc, ox Toe, ox T T ae ox

| 9R_9R oc, | OR o, OR dc

(19) o oy Yooy T A dy
dR _OR dc, , OR oc, R . dcn

0z d oz o, oz T Ve oz

OR_OR 0c, R dey | OR dey_ g
dv, dc, dv, ' Oc, Ov, dc, ov;
0R _O0R dc, , OR Oc, OR den
"_EQQL?.QC_W‘?_’“?.QE;J-...ﬁLQR."C" 0
dvy~ de; Ovg  dcp Ovg Ocn Ovy

Weil die Stérungsfunktion R keine Funktion der Geschwindigkeit o bzw.
deren Koordinaten v;, v,, vy ist, sind die Ausdriicke (214) gl€ich Null. Setzt man
also die Ausdriicke (213) in (212) ein und addiert hinzu die Ausdriicke (214), nach-
de; oci de;

dem man sie vorher dgr Reihe nach mit —ox' Ty Tz

multipliziert hat, dann

bekommt man:

dei _ dR(| dei dey N de; dey + gci dc; d¢i dcy, O ac, dci dc, | i
dt ~ Oc,\ov, ox v, dy ' Ovy 0z Ox Ov, Oy Ov, 02 60,}

0cq av,' av,‘ dy © Ov, Oz dx dv,  dy ov, 0z Ov,

6R{ Oci Ocn  Oci Ocn , Oci Ocn OC; OCn Oci O0cn  Ocs ac..}

dca)dv, 0x T G0, 3y 9w, 0z Ox v, dy v, 0z 0o,

Diese Gleichung kann mit Beniitzung der durch (192) und (193) festgeleg-
ten Bezenchnungsweise einfacher wie folgt geschrieben werden:
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dei OR

(215) = oc {gradn cigrad, ¢, —grad,. ¢ gradu c, } +
1 .

0
+ 55{ gradn Ci gradr Cy — gradr Ci gradn Cs } +

oR

+ —
0cn

{grado cigrady ¢n —grad, cigrad, ¢« ! .

Fiihrt man der kiirzeren Schreibweise halber die symbolische Bezeichnunig ein:
(216) (¢s, ¢) = grad, cigrad, ¢; — grad, cigrad, ¢;,

dann bekommt man statt (215)

des oR
(217) 27“12(&, Cz)gc*j-

Der Ausdruck (216) wird der Klammerausdruck von Poisson genannt,
weil er von Poisson und zwar in der vorhergehenden analytisch entwickelteren
Form in die Mathematik eingefithrt worden ist.

Weil die Gleichung (217) fiir i =1, 2... n giiltig ist, sind dadurch die zur
Bestimmung der zeitlichen Aenderungen der Elemente erforderlichen Gleichungen
de;
dt

Auch fiir die Poisson’schen Klammerausdriicke gelten, wie aus (216) sofort
ersichtlich, die Beziehungen

und zwar in der gewiinschten nach expliziten Form gewonnen.

(218) (ci, ci)=0 (€5, €) = — (ci, €j).

In diesen Ausdriicken kommt ebenso wenig wie in den Lagrange’schen die
Zeit explizit vor, wovon wir uns in der Folge iiberzeugen werden,

Fihrt man in die Gleichungen (217) die vektoriellen Elemente ein, d. h
setzt man darin

a==Cy; ¢=Cy; ¢=0Cs; ¢ =Dy €=Dy; ¢g=Dy; c3=1

und beriicksichtigt (218), dann bekommt man die fir die Ermittlung der zeitlichen
Aenderungen der vekloriellen Elemente erforderlichen sieben Gleichungen.
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Ich habe in meiner erwihnten akademischen ~Abhandlung die in diesen
Gleichungen vorkommenden Klammerausdriicke berechnet und dadurch das vollstin-
dige System der Differentialgleichungen der vektoriellen Elemente gewonnen, das
sich, wie gehorig, als dem System (189), (190), (191) dquivalent erwiesen hat. Hier
werde ich mich, weil bei menen nachstehenden Forschungen nur die sikularen Aen-
derungen der astronomischen Elemente in Betracht zu ziehen sein werden, damit
begnfigen, das erwihnte Gleichungssystem fiir den Fall

R=R0

d. h. fiir den sdkularen Teil der Storungsfunktion zu entwickeln. In diegsem Falle
ist in die Gleichungen (217)

OR,

ot =0

einzusetzen und man bekommt dann das nachstehende Gleichungssystem:

9~ e 0R°+(C,‘C,)%§;‘:+(Cl, 1)"R‘ur(cl. ,)6R° +(Cy, Dy IR °R°
= (€0 G 5T + (o COGE +(Co D) R0+ (Cu DY JR +(C, D IR
= (Co CI g+ (Co GO SR+ (CuD) SR+ (Cu DI G52 + (CuDI I
219)
D - 0u ) 502 + (D, c2)"R° +(Dy, G IR +(D,,D,)6R°+(D,, ,)"R"
b, (DZ,C)aR"+(D,.C,)6R°+(D£,,C,)0R°+(D,, ,)6R°+(D,.Da)aR°
| Dr_ 0, C )"R" +(Dy, G 2R ¢ 4 (Dn, CA SRR 9% 4 (D, Dy 6R° +(DyD 2)‘”"“.

Die Berechnung der in diesen Gleichungen vorkommenden Klammeraus-
driicke geschieht auf folgende Weise,

Stellt man in den Ausdriicken (49) und (52) die Vektorenr, p und ¢ durch
ihre Koordinaten x, y, z; v,, v5, v3; C;, Gy, Cy dar, dann wird

W N Uz



— T4 —

n, ", ns
D=|v v, v —g—(Xllif}—ynz-l—zna)
C G G
d h
Ci=v,y—v,2
(220) Co=v,2—vgx
C3='U2x—*?)“
D, = v, Cg—v, C, %x
(221) R
Dy=v, Co—vyCy — 2
Es ist dabei:
P= iyt
‘d. 'h
o x or_y or 2z
(222) x=r d~r T

Es folgt aus den vorstehenden Gleichungen mit Beniitzung der Bezeichnungs-
weise (192) ’ :

grazdD Ci=ym—21,
(223) l grado Ca=2zn,— XNy
| grad) G =Xt —y W,
grad, C; = v3 Ty — ¥ Ng

N (224) gradr C2 =7, N3 — g Ny

grad, Cy=vs my — 21 T



(225)

" (226)
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Diese Gleichungen ergeben sich durch zyklische Permutation eine aus

der anderen,

Setzt man die vorstehenden Ausdriicke in (216) ein, dann gelangt man zu

folgenden Ergebnissen:

d. h. wegen (220) und weil die zwei nachfolgenden Klammerausdriicke durch

(Cp C) =vy—uw,yx,

zyklische Permutation aus diesem ersten folgen,

(227

(228)

(GG =—C (Gl =—C  (CyC)=—Ch

Auf dieselbe Weise bekommt man:
(Cn Dl) =0 (Cza Dz) =0 (Cs’ Ds) =0.

Es ist weiters
(C,,Dy) = 2:%(x2 + YV 42400y — 02— 022+ 0 k=

£z+vﬂ(vay— 0,2) + v, (Vg x — v, 2) =

I

Il
~ IT.'

2+ v,C —v,C=—Ds.

gradDD, = — @y +tvr2 M+ Q2 x— oY) N+ 2vgx—v, 2)ng
graanz’" —(Wgz4v, )N+ 2oy — %)L+ 2uyy—v)n

grad, D, = — (v, X+ 2, y) 113'}‘(2”12"'”31)“!+(2'vzz'_‘vay) Ny

gradr D, = {’022 + "’32 —%(1’2 + zz)} ny + (% Xy — 0 'Uz) N, +(f

Zx - va 'v'

b

grad, D, = {v,z ot +y*)} ok (2 — oyt (92 —oav,

| grady D, = {vs’ -G+ x’)} ne + (,%yz — 'Us) ns + (% Xy — v

p)
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Es ist deshalb

(229) (CoDy)=—Ds (CyyDs)=—D, (C3,D)=—
Auf dieselbe Weise bekommt man
(230) Dy, C) = — Dy (Dy,C3) =—D, (D3, Cy) = — D,.

Die Berechnung des Klammerausdruckes (D,, D,) fuhrt zur folgenden Formel:

(Dyy Dg) = (v3* + v* + v3®) (3 x — v, ) + 73 {”1 Yy + Y422 — v, x (X2 4+ y? - 2} =

= ¢? (’”:x""”:.V)——‘('sz_"Ul)’) (vzx"""”:)’)( —27”)

Beriicksichtigt man (77), (76) und (220), so erhilt man

D 2_DI
(231) (Dy, Dz)‘" - T‘ C3, (D2: D3)‘”'—' C Ci; (D, Dy)=— _C-T G

Setzt man die Ausdriicke (227) bis (231) in (219) ein, dann erhdlt man die
Ausdriicke fiir die zeitlichen Aenderungen der vektoriellen Elemente. Man kano dabei
die Klammerausdriicke (231) durch zweckmissigere ersetzen. Es ist ndmlich nach (76)

w—D* "
(232) Gt T4

und dieser Ausdruck kann in (231) gesetzt werden. Dadurch wird in unsere Gleich-
ungen das elliptische Element a eingefithrt, dem aber, weil a sdkular unveriinder-
lich ist, die Rolle einer absoluten Konstanten zukommt. Man kann mittels {81) auch u
eliminieren und sfatt dessen die mittlere Bewegung n einfithren, die sich ebenfalls
als sdkular unverinderlich erwiesen hat. Man erhilt dadurch:

(233) (Dl’ Dg) R —— n’ aZ CS; (Dg, Da) = H’ 02 C]; (D3, D)) = — n‘ a' Clv

so dass die Gleichungen (219) folgende Form erhalten:



dC,
dt

dcC,
(234) B
dCs
at

D,
dt

aD,
235 § =2
(235) z
dDs
dt

=D,

.__Dl

oRo
=Cye,
oR,
~c ok aC,
IR,

=C5c.—

0R, _
0C;

IR
=Dz —D
R,
aC,

—GC;

—-C

o

e D Do

oot 08

36 DD i
oihroc i ea
5R“+ . 2cdg° mat €y G
Do+ n a € 31 "R° c.g{%

-

Die Gleichungen der Gruppe (234) und ebenso jene der Gruppe (ﬁ35) fol-

gen, wie ersichtlich, durch zyklische Permutation eine aus den anderen.

Die vorstehenden Gleichungen konnen in zwei vektorielle Gleichungen kon-

densiert werden. Es ist ndmlich:

s0 dass es ist:

[€gradg R)] = ( OR.,
[‘D gradg, Ry = (D

[Dgradg R, — (D, g§
[€ gradgy Ry] = ( | gg"

1] e

[€ gradg Ro] = G G

Ry Ry

3C oG,
om)1 dRo
D 0Rs D 0Rs _
ooz) A+ |Dsgp. —
R
—Ds ac,) M+ {Dage, —
oR, aRn

oD,)“' +(

N3
Cs

Ry
0C3 )

¢ R,
Ci5c,

OR,

n+|Cige,

oR,

OR.. OR,

n, + D

bise ) 19C,
6R,, oR,
(’Ds) nz + (

—Cy 5=

e
D, 57 ms+ (D g
(

D, 5
a
—D, —Rl')ns

—Cypy
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Multipliziert man also die Gleichungen (234) der Reihe nach mit n,, 1, n,
und addiert sie sodann und tut dasselbe mit den Gleichungen (235), so bekommt
man die nachstehenden zwei vektoriellen Gleichungen:

s _ [€ gradg Ry] + [D gradgqy Ro]

(236)

T = [0 gradg Ru| + 1°* [G grarigy Ru).

Die vorstehenden Gleichungen sind an keine einschrinkende Vorausset-
zungen gebunden; sie sind streng richtig und gelten fiir beliebige Bahnen der Pla-
neten. In Wirklichkeit sind die Exzentrizititen e der Bahnen der Hauptplaneten
durchwegs sehr klein, desgleichen die Winkel, die die Ebenen dieser Bahnen un-
tereinander einschliessen, so dass bei entsprechender Wah! der Grundebene die
Neigungen / dieser Bahnebenen sehr klein sind. Es wird sich im Verlauf dernach-
stehenden Ausfithrungen ergeben, dass infolge der gegenseitigen Stdrungen dieser
Planeten sowohl die Exzentrizititen e als auch die Neigungen { zwischen eng ge-
zogenen numerisch angebbaren Grenzen schwanken und deshalb immer klein blei-
ben. Dieser Umstand ermdéglicht, die fiir beliebige Werte von e und { geltenden
Gleichungen (234) und (235) wie folgt zu vereinfachen.

Werden aus den soeben angefiithrten Griinden die zweiten und hoheren
Potenzen von e und / vernachlissigt, dann kann in die vorstehenden Gleichungen
gesetzt werden:

(237) e*=0; i*=0; esini—ei=0; cosi=1———%i”+%i‘+-.--—l

und es wird dann wegen (75), (73) und (71)
C*= ua = ntat
C = na®
D = n?a’,

so dass wegen (109) die Ausdrucke (118) und (117) durch dle nachstehenden ersetzt
werden : konnen : _

=na?sin Q sin i
. (238) : C,=—natcos Q sini

C3=na’.



Dy=n*a®% (cos Q cos w— sin Q sin w)=n%a% cos (Q +w)=n*a’e cos I
A . .
(239) D,=n%a%e (sin Q cos w + cos Q sin w)=n?a’e sin (Q +w)=n%" sir} I

D,=na8 i sin w = 0.
3

Auf diese Weise gelangt man zu dem Ergebnis, dass von den sechs bisher
zur Variation beniitzten Elemente C,, C,, Cs, D,, D,, D; die Elemente C; und D;
als konstante, von der Zeit unabhingige Grdssen zu betrachten sind.

Hétten wir von allem Anfang an die vorstehend angegebenen vereinfachen-
den Annahmen gemacht, d. h. die Elemente C; und D; als konstant vorausgesetzt
und nur die Elemente C,, C,, Dy, D, als jene, die zu variieren sind, betrachtet, dann
hitten wir statt den sechs Gleichungen (219) nur die nachstehenden diese vier
Elemente enthaltenden Gleichungen erhalten:

-d dR a 2
1 c So+ Cu DYJE +(Cu D) 5
dC, IR dR OR
ar = (CaCI5E + (Cu D)5 + (Cu Dy) 5
dD d oR. 2
=, COFE + 0 CIE +(Dy,D) 05"
D 6R- v} OR,
= (Du COGR (D, R+ 0 D) 30

Beriicksichtigt man (227) bis (231), setzt in diese Ausdriicke (232), (81) und
C: = na*; D3==0 ein, dann bekommt man an Stelle der vorstehenden Glelchun-
gen die nachfolgenden:

ac, 5 OR,

@ ™5,
(240)
dC, _  u0Ro
dt 0C,
. ‘E).l n3 1 _.o_&
i oD,
(241)
) d__._Dz mal 2..&
dt aD, -
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Dies .sind die Differentialglechungen der sikularen Aenderungen der vek-
toriellen Elemente.

§ 20. Klassische Form der Differentialgleichungen der s#kularen .
Aenderungen der astronomischen Elemente. Der Uebergang von den soeben
gewonnen Differentialgleichungen der sikularen Aenderungen der vektoriellen Ele-
mente auf die Gleichungen, die in der klassischen Theorie der Planetenbewegung
Verwendung finden, ist ein iiberaus einfacher, weil man in der klassischen ‘Theorie
nach dem langen Umwege iiber die elliptischen Elemente letzten Endes und ohne
es zuy wissen von den elliptischen Elementen auf die vektoriellen iiberging. Dies
geschah auf folgende Weise,

Nachdem man die Grundgleichungen (200) gewonnen und mittels (237) umi
mit R=R, auf den vorstehend behandelten Fall reduziert hatte, filhrte man in-die
dadurch gewonnenen vier Gleichungen an Stelle der darin verbliebenen vier - eHip-

tischen Elemente e,II, i, Q vier neue Elemente A, I/, p, ¢ ein, die durch die Glei-
chungen gegeben sind:

h=—esinll

(242)
l=-ecos Il -
p=tangisin Q

(243) J

( g==tangicos Q

Vergleicht man diese Ausdriicke mit (238) und (239) und Dberiicksichtigt,

dass in denselben wegen (2387) tangi durch sini ersetzt werden kann, so
erhidlt man

C, = na’p
(244)

Cy = —na%q

D; = n*a’l
(245) ,

D, = n*a®h.

Setzt man dies in die Gleichungen (240) und (241) ein, so bekommt man:

dp _ 1 R

dt  na?® Oogq
(246)

dg _ 1 0Ro



dh 1 0R,
: dt  na® ol
(247)
d 1 0R,
dt  na® oh-

Dies sind die Grundgleichungen, die in der klassischen Theorie verwendey
werden, Wie aus (244) und (245) ersichtlich, sind die darin auftretenden Elemente
P, g, h, | nichts anderes als die’ mit konstanten Faktoren behafteten vektoriellen Ele-
-mente C,, C,, D, D,. ]

Ich werde mich im weiteren Verlauf meiner Ausfiihrungen der aus (240)
und (241) unmittelbar gewonnenen Gleichungen (246) und (247) bedienen, weil
alle bisherigen numerischen Ausrechungen der sikularen Aenderungen der astrono-
mischen Elemente mit Beniitzung der in diesen Gleichungen auftretenden Elemente
und Bezeichnungen durchgefithrt worden sind, und ich die Ergebnisse dieser Berech-
nungen bei meinen Forschungen zu verwerten Gelegenheit haben werde.

Um den vorstehenden Differentialgleichungen die fiir deren In'egration er-
forderliche Form zu geben, ist es notwendig, R, als Funktion der Elemente p, ¢, h. [
darzustellen. Die analytische Darstellung der Storungsfunktion bildet ein besonderes
Kapitel der Himmelsmechanik, ja, bei seinem riesigen Umfange, c¢inen besonderen
Zweig der mathematischen Wissenschaft. Der allgemeine, endliche Ausdruck der
Storungsfunktion wird durch die Einsetzung d.r Ausdriicke (99) und (93) in den
Definitionsansatz (145) der Storungsfunktion erhalten, dessen weitere Behandlung
und Entwicklung in eine Reihe eine Angelegenheit der reinen Mathematik ist. Die
Wege, die man dabei betreten und die Methoden, die man angewendet hat, sind
sehr verschieden. Doch, was den sdkularen Teil R, der Storungsfunktion anbelangt,
ist man im Wesentlichen nicht iiber jene Methoden und Ergebnisse hinausgekom-
men, die in dem klassischen Werke von Laplace niedergelegt sind. Diese Er-
gebnisse sind fast unverdndert auch in die nachherigen zusaminenfassenden Werke
der Himmelsmechanik iibernommen worden, weshalb es geniigen wird, nur das
Schlussergebnis der analytischen Darstellung des sidkularen Teiles der St6rungsfunk-
tion hier zu wiedergeben

Ziehen wir vorldufig abermals nur einen storenden Planeten in Betracht und
bezeichnen seine Masse mit m’. Seine Elemente a, e, /1,i, Q, &, I, p, ¢ sollen eben-
falls mit einem Strich gekennzeichnet werden, so dass es ist:

(248) W=esinll I =e coslT
(249) p =tang {’sin Q' g’ =tangi’ cos Q'

Es wird sich von Vorteil erweisen, folgende symbolische Bezeichungen
einzufithren:
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) 1V a2  (1-1V a 1-1. 3) 2
{gd}=a 1+(7).L72+(§-—4)'a’4+(2 4.6 a"*+
(250)
@ ay=—al%t L1 Q_il,é ‘ﬁ_l'_:”'f’ﬁl'_f*'ﬂ 9_’_...
4y == =5 AT 1246 & 168246810 &
(251) 2(az+a’2){a, a’} + 3(a®+ a'*{a, a}

(alz az)z

Diese Ausdriicke sind, wie dies aus ihrem Werdegang folgt, symmetrisch in
bezug auf a und a’; sie konnen zwecks Konvergenz der darin enthaltenen Reihen
also immer so -angesetzt werden, dass die in denselben vorkommenden Briiche
a a o
a’a®’ e’’’
Werte nimmt. »

Mit Anwendung dieser Bezeichnungsweise erscheint dann der sikulare Teil-
der Stérungsfunktion durch den nachstehenden Ausdruck dargestellt:

- kleiner als eins werden, indem man, falls a>a’ ist, ihre reziproken

Ry=gm ay— SE st el pp pg e v = pr— (g — 01+
F3m@@iadi+@+afiady , .. -

2(a”® — a2

- Dabei ist die Gravitationskonstante gleich eins gesetzt worden.

Die Ausdriicke (250) und (251) sind, weil nur Funktionen der grossen Halb
achsen - der Planetenbahnen, sikular unverdnderlich. Dies gilt, wie bereits angege-
ben, auch fiir die mittleren Bewegungen n und n'. Setzt man also ferner:

3m' a*a’'n{a, a’}

(a,d) = — 4(a™—a?)

(252)

o b3m’an laa’ {a, a'}+ (a®+a'?) {a, a}]
[a,0' )= —— 2((2'2 —a?):

wobei den hier beniitzten Bezeichnungen (e, &) und [a, @’] natiirlich nicht der Sinn
der Poisson’schen bzw. der Lagrange’schen Klammerausdriicke zukommt, dann wird

(253) Ry = m Q + 5= 2 (a, )[R+ P+ W2 +1%—(p'—p)? - (¢'—q)"] —

1 / [ ?
— —la, @1 [H + 1],
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Es folgt aus der vorstehenden Gleichung:

{
I 0R°=~-l- {(a.a) - [a a’ll'}
(254)
dRo
ok = na {( a')h -[a, '] 1)
0 1
d’;‘) —-(a,d)(g'—q)
\255) ,
-g’gﬂ-—i(a a)(p' - p).

Setzt man dies in die Gleichungen (246) und (247) ein, dann erscheint, weil
nach (81) n*a*=p ist, rechts im Nenner die Konstante u. Setzt man, wie dies be-
reits geschehen ist, f=—1 und wahlt die Masse M der Sonne zur Emhext so wird
nach (46) p=1+m. Diese Zahl ist, weil die Masse eines jeden Planeten, gemessen
mit der Masse der Sonne, sehr klein ist, von der Einheit sehr wenig verschieden;
der dabei sich ergebende Unterschied ist bedeutend kleiner als die Unsicherheiten,
mit denen die ohne Angliederung an M in den obigen Gleichungen auftretenden
Werte der Planetenmassen behaftet sind, weshalb u=1 gesetzt werden kann, Auf
diese Weise erhdlt man die nachstehenden Gleichungen:

;]Zz (aq,a)] —]a,a')
(256) »

gi— = —(a,a)Yh + [a, a N

% = _(a) a’l)q + (a; a/) q’
(257)

7= @ ayp— (@a)p.

Diese Differentialgleichungen beziehen sich auf den gestorten Planet m;
die zugehorigen auf den storenden Planet m’ sich beziehenden Dilferentialgleichun-
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gen erhélt man, wenn man oben die ungestrichelien Buchstaben durch die gestri-
chelten ersetzt und umgekehrt. Es ist also

%’% = (a'ya)I'—|a’,al!l
(258)

ar , ,

_C_Z?: '-(a:a)h"*'[a:a]h

d ' 4 7 s

%s—(a,a)q + @, a)q
(259)

%‘% — (a,: a) pl - ((1’, a)p .

Die numerischen Werte der hier auftretenden Ausdriicke (a’,a) und [a/, a]
koénnen aus jenen der Ausdriicke (a,a’) bzw. [a, @’} «uf folgende Weise berechnet
werden, Weil {a, a’} und {a, a’}’ symmelrisch in bezug auf a und 4’ sind, so ist

{a,0'} ={d,a} {a,0'} ={a’,a}
also
, n_ dmaan{aa)
(a 7a) = 4(alz__a2)z
! ol Tyl / 2 '3 "0/
»[a,’a]=_3ma n'la'af{a a'} + (a®*+a ){a,a}]_

2 (alg ____a2)2

Dividiert man diese Ausdriicke mit jenen (252), so folgt:

m n'a

(al) a) = Eb‘ " (a: a/)
m na

[a" a] = ;l; : W[a; aI] »

womit (a’, @) und [@’, a] mittels (g, a’) und [q, @'] berechnet werden kann.

Durch die Gleichungen (256) bis (259) ist, und, wie wir sehen werden, auch
fiir den Fall einer beliebigen Anzahl der sich gegenseitig stdrenden Planeten ein
volistindiges System linearer Differentialgleichungen gewonnen, das sich in endli-
cher Form integrieren lésst,
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§ 21. Die Integration der Differentialgleichungen der siikularen Aen-
derungen der astronomischen Elemente. Bevor wir auf den allgemeinen Fall
einer beliebigen Auzahl der sich gegenseitig stdrenden Planeten iibergehen, beschif-
tigen wir uns vorerst mit dem Fall, in dem nur einer der stérenden Planeten zu
beriicksichtigen ist; die dabei gewonnenen Ergebnisse kéunen nachher ohne Schwie-
rigkeit verallgemeinert werden. Das fiir diesen Fall geltende System der Differen-
tialgleichungen (256) und (258) kann durch die Ausdriicke

h=Nsin (gt +p) I = N'sin(gt+ f)
(260) { £ £

I = Ncos(gt+ B) I’ = N’ cos (gt + B)

befriedigt werden, wenn, wie man sich durch Einsetzung von (260) in (256) und
(258) sofort tiberzeugt, die in (260) auftretenden Konstanten N, N', g den nachste-
henden Gleichungen geniigen:

{ {a,a')— g} N—[a,d]N' =0
(261)

—[a",alN+ {(a’,a) —g}N'=0.

Diese beiden linearen homogenen algebraischen Gleichungen weisen. nach
N und N’ aufgeldst, neben der frivialen Losung N=0; N'==0 nur dann andere
Losungen auf, wenn die aus den Koeffizienten von N und N gebildete Determinante
gleich Null ist, d. h, wenn

{(a,a') — g} — [a,d)
(262) =0
—[a’, a] {a’, a) — g}
oder
(263) g*—{(a, @)+ (d, a)} g = [a,0'] [@', a] — (a, 2")(d', 0)
ist.

Diese quadratische Gleichung besitzt, wie dies aus dem Bau von (250) und
(252) nachgewiesen werden kann, zwei reelle Wurzeln g, und g,. Das System (Z61)
gibt, weil homogen, nur das Verhiltnis der beiden Unbekannten, die sich wie die
Subdeterminanten der ersten oder der zweiten Zeile von (262) verhalten. Es ist
also
N’ . (a,0') — g [a’, aj

(264) N~ Tlaa]  @a—g

Weil uns fiir ¢ zwei verschiedene Wurzeln zur Verfiigung stehen, bekomm?
man fiir das obige Verhiiltnis zwei verschiedene numerische Werte :
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N, h N,

(265)

== kg.

Man erhilt also fiir (260) zwei verschiedene Losungen, die zusammengefiigt
die allgemeinen Integrale von (256) und (258) liefern und zwar:

h = Nysin (gt By) + Ny sin (g2 £+ B,)
. l I = N,cos (g, t+ p) - Nycos(gst—+ Bs)
(26¢)
l h'= kN, sin (g, + 8,) - k3 N,sin (g, + B5)

I' = kN cos(gyt + By) + &y Ny cos(gy+ By) .
Von den hier auftretenden Konstanten sind gy, g, #,, ¥, durch (263), (264)
und (265) gegeben; die restlichen Konstanten Ny, N,, 8,, f, ergeben sich aus den

initialen Bedingungen, Denn, wenn fiirf = 0; e == eo, Il =1I,, &’'=¢,", II'=1ly" ist
so ist:

t=0

ho=eosinlly; loy=e,cosllo; hy=ey'sinlly; I4'=e’cos I},
so dass man mit (265) bekommt:

ho = Nj sin f,-N, sin 8,

[ ly = N, cos B+ N, cos By
(267) l

hy' = ky N, sin B, + k. N, sin g,

ly'==k, N,cos 1+ kyN, cos 8,

aus welchen Gleichungen die Konstanten Ni, MNs, 8, f, berechnet werden kodnnen.

Hat man auf diese Weise die vektoriellen Elemente # und / bzw. #" und I
als Funktionen der Zeit dargestellt, dann folgt aus (242) oder (248) durch Quadrie-
ren und Addieren bzw, durch Division dieser Gleichungen:

e2=h+ 1 er=h34 It
(268) : ‘
tang Il = —;L tangH’=—7;— .

Es folgt aus den vorstehenden Gleichungen:
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%= Ny* -+ N,* - 2N N, cos [(g1—g.) ¢ + Bi—h,] .
Im Falle nur eines stdrenden Planeten wird also % zu einer einfachen

periodischen Funktion und die Exzentrizitit e schwankt zwischen den positiv zu
nehmenden Grenzen (N;—N,) und (Ni- N,) mit der Periode

T=_27
g1—&

Der im § 18 mitgeteilte Ausdruck (206), der im vorliegenden Falle die
Form hitte:

e=€o+k1t+k2t2+k3t3+"'

wiire also nichts anderes als eine Reihenentwicklung des obigen periodischen Aus-
druckes von e nach den Potenzen von f, aus der man nicht die Periodizitit von e
erkennen konnte und die bei der geringen Anzahl ihrer Glieder nur fiir beschrénkte
Zeitintervalle verwendbar wire.

Auch das System der Differentialgleichungen (257) und (259) lidsst sich
dhnlich dem System (256) und (258) integrieren. Setzt man ramlich:

p=Nsin(gt+p)  p’= N'sin (gt +p)

g=N cos (gt -+ B) q'=N'cos (gl + B)

(269)

und fithrt diese Ausdriicke in (257), (259) ein, so ersieht man dass dieses System
befriedigt sein wird, wenn die Konstanten N, N’, g den nachstehenden Gleichungen
geniigen: o

{(a,d')+g}N—(a,d)N'= 0
- (a,7 a) N+{(a,a a)+g} N'= 0.

(270)

Es ist zur Auflosung dieser beiden linearen homogenen algebraischen Glei-
chungen nach N und N’ erforderlich, dass die aus den Koeffizienten von N und N’
gebildete Determinante gleich Null ist, d. h.

=0

{@,d)+g —(d,a)
(271).

—(@,a) {(d',a)+g}
d. h.
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(272) g H{(a, )+ (@, a)g=0

ist,
Wie ersichilich, ist eine der beiden Wurzeln g,, g, dieser Gleichung gleich
Null, d.h,

(273) & =0

wihrend die andere durch

(274) &= —{(a,a)+ (a9}

gegeben ist, . ‘

Das System (270) gibt, weil homogen, nur das Verhiltnis der beiden Un-
bekannten N und N’, die sich wie die Subdeterminanten einer der beiden Zeilen
der Determinante (271) verhalten. Es ist also

N _(aa)+g
N (d,a) °

Weil uns fir g zwei verschiedene Wurzeln zur Verfiigung stehen, bekommt
man fiir das obige Verhillnis zwei verschiedene numerische Werte

(a,a’)

(275) SV gy =1 =)

=k,

N,

Weil jetzt wegen (273) und (275) k, = 1; N,'= N, ist, bekommt man fir
die allgemeinen Integrale des Systems (257), (259) die Ausdriicke:

p = Nysin 8, + N,sin (gy+6,)

g = N, cosf, + N,cos (g, t+7,)
(276)

=N, sin B, + kaN,sin (g, 1+ 3,)

g = N, cospy + kaNycos(g,t+8,).

Die hier vorkommenden Konstanten g, und &, sind durch (274) und (275)
gegeben, die Konstanten Nj, Ny, 8y, 8, ergeben sich aus den initialen Bedingungen.
Hat man derart p, q, p’, ¢’ als Funktionen der Zeit dargestellt, dann ergeben sich
Q,1, Q', ' aus (243) und (249).

Die vorstehenden auf nur zwei sich gegenseitig stérende Planetenmassen
m und m’ sich beziehenden Ergebnisse lassen sich ohne Schwierigkeit auf den



Fall verallgemeinern, in dem eine beliebige Anzahl n derartiger Planetenmassen
my, My, Ms, ... Ny zu beriicksichtigen ist. Sind a,,a,.. a, die sdkular unveriinder-
lichen grossen Halbachsen der Bahnen dieser Planeten und wendet man die Be-
zeichnungen (250) und (252) sinngemaiss fiir die Massen m; und m, bzw. die Bahn-
halbachsen a; und a, zweier beliebigen dieser Planeten an, dann sind die Diffe-
renlialgleichungen (256) und (258) durch die nachstehenden zu ersetzen:

dh.
j E‘ = {(am a1)+(am az)']L e *"_{an, an)} 17:‘—[0;:,01] ll—‘[ar, ag] lg .t —"[aw, an] [n
277)
dl

dr

{(a,;, al)+(am ag)+ had ‘l,_(a::. an\} hn“}‘{uﬁ) al] hl"%'[a‘h" 02] h2+"'+[a”) a} ﬁn

oder kiirzer geschrieben:

[ "—jll-)f == l;; 2 (awv al)——'z‘ [a’“ GIJ li

; at
(278) £k=1,2,3...n
dl, i+ k
dt = hh’ ‘X(axy al)_{"tz [ah')ai] hi .

In den obigen Klammerausdriicken sollen, wie oben angedeutet, & und 2
voneinander verschieden sein

Auf dieselbe Weise, wie dies fiir (250) und (252) geschehen ist, erhilt man
fiir (278) die nachstehenden allgemeinen Integrale:

he = 3 Noisin(gi ¢+ 4)

(279) k=1,23 .n
l ly = ZNK,;cos(gli+ﬂi).

Zur Ermiltlung der Koeffizienten g,, g.... g, dient, wie im vorher behan-
delten Fall, eine Determinante, die jetzt, wenn man der einfacheren Schreibweise
halber '

E (an' ’ at) _ An,n
(280) { ;

- {ax: ai] = Ax.i

sefzt, die folgende Form aufweist:
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(A1 —g) A Az . . Ajn
Ayv (Aso—g) Aos . . . Azn

Az Az (Azz—g). . . Az
(281)

]
[as)

An, 1 An, 2 An, 2 D (An,n _‘g)

Diese Gleichung wird die Sikulardeterminante genannt, Sié ist n-ten Gra-
des und besitzt n reelle Wurzeln g, g, ... gn, wie dies bereits Laplace bewiesen
hat fiir den Fall, dass alle Planeten denselben Umlaufssinn aufweisen, was ja der
Wirklichkeit entspricht. Die Subdeterminanten ., 1; @m 2. .. am » irgendwelcher Zeile
dieser Determinante verhalten sich wie die in (279) auftretenden Konstanten
Ny Na i ... Ny i Mit Hilfe dieser Verhiltnisgleichungen und den auf den initialen
Zeitpunkt sich beziehenden Gleichungen (279) ergeben sich alle in den allgemeinen
Integralen (279) vorkommenden Konstanten,

Im vorliegenden Falle, wo wir mit n sich gegenseitig stérenden Planeten
zu tun haben, sind die Diflerentialgleichungen (257) und (259) durch die nachstehen-
den zu ersetzen:

dps
: {(am U,) + (am az)+ . +(am an)} qxt (a;:, (11) g+ o+ (an,an) On

(282)

l ‘fil‘ ‘: (a' al)'ll'(”r’ 02) + . 4—((1;;, an)}pﬂ —_— (an:al) py—--+ — (s an)Pn

oder kiirzer geschrieben:
dp,
ar =9 Z((Iﬂ, ai)+2 (a,a)q
(283) k=123...n
U e $ana) = X @ 0 pi. T

In den obigen Klammerausdriicken sollen, wie oben angedeutet, k& und {
verschieden sein.
) Auf dieselbe Weise, wie dies fiir ( 257) und (259) geschehen ist, erhdlt man
fiir (283) die nachstehenden allgemeinen Iniegrale:
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{ px = 3 Nyisin(git+ B:)
(284) ! o k=1,2,3...n
! gx = 3 Ny icos (git 4 p:)

Zur Ermittlung der Koeffizienten g;, g, ... g, dient, wie im Falle eines sto-
renden Planeten die Sikulardeterminante, die, wenn man der einfacheren Schreib-
weise halber

Z (ax, ai) = An,n

(285) {
- (aﬂ, ai) = An,i
setzt, folgende Form aufweist:
(Ai1+g) A Az . . . A
Az1 (Az2+9) Ao Yt
Asy Az (A3z+9) . . . Asa
(286) =0,
An,l An,2 An,3 L (A”,” +g)

Das zu dieser Determinante gehorige in bezug auf N, ; lineare und homo-
gene System algebraischer Gleichungen, das dem System (270) #hnlich ist, wird
ebenfalls durch ¢ =0; N= N’ befriedigt erscheinen, weshalb

(287) o g =0
(288) N!,IZNZ,izNgyiz‘-"'= w1
ist.

Die Konstanten N, ; und f; ergeben sich aus den Subdeterminanten von
(286) und aus den Initialbedingungen,

§ 22. Einige Schlussfolgerungen aus den vorstehenden Integralen. Die
vorstehend abgeleiteten Integrale gliedern sich in zwei scharf voneinander geschie-
dene Gruppen (279) und (284). Durch die erste dieser zwei Gruppen erscheinen die
sikularen Aenderungen der Elemente 4 und [ oder jene der Elemente e und /7
veranschaulicht, wihrend durch die zweite Gruppe die sdkularen Aenderungen der
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Elemente p und ¢ oder jene der Elemente /i und Q dargestellt sind. Die Aende-
rungen der Elemente e und II kénnen also unabhingig von jenen der Elemente
i und Q berechnet werden und umgekehrt. Diese Integrale sind auf Grund der
im § 19 gemachten vereinfachenden Annahmen (237) gewonnen worden, durch
welche die zweiten Potenzen der kleinen Zahlen e und 7 als vernachlissigbar be-
trachtet wurden. Es ist bemerkenswert, dass man zu den Integralen (279) gekommen
wire, wenn man auch die erste Potenz von 7 vernachlissigt hiite. Eine solche ver-
einfachende Annahme ginge nach (238), (239) und (243) darauf hinaus, Cy=0;
Ce=0; p=0; g=0 zu setzen. Dadurch blieben aber die Gleichungen (241) und
(247) unberithrt. Auch die Gleichungen (254) wiirden sich nicht geandert haben und
folglich auch die Gleichungen (256), (258) und (278) und die Integrale (279) dieser
letzteren Gleichungen. Daraus folgt aber, dess man bei der Berechnung der
sikularen Aenderungen der Exzentrizititen e und der Liéngen II der Perihele die
Bahnebenen aller in Betracht gezogenen Planeten als in der Grundebene liegend
betrachten kann, ohne dadurch das Endergebnis der Rechnung in Mitleidenschaft
zu ziehen. Anders gesprochen: die Neigungen der Bahnebenen der Planeten iiben
keinen Einfluss auf die siikularen Aenderungen der Exzentrizititen und der Peri-
hele aus. ’ :

Achnlich verhilt es sich mit den Integralen (284). Zu denselben Integralen
wire man gekommen, wenn man auch die etste Potenz von e vernachldssigt hitte,
Eine solche vereinfachende Annahme ginge nach (239) und (245) darauf hinaus,
Dy: 0; D,=0; h—0; /=0 zu setzen. Dadurch blieben die Gleichungen (240) und
(246) unberiihrt, Auch die Gleichungen (255) wiirden sich nicht gedndert haben und
ebenso wenig die Gleichungen (257), (259) und (283) und die Integrale (284) dieser .
letzteren Gleichungen. Man kann deshalb bei der Berechnung der sikularen Aende-
rungen der Neigungen i und der Lingen Q der aufsteigenden Knoten die Bahnen
aller in Betracht gezogenen Planten als kreisrund annehmen Anders gesprchen: die
Exzentrizititen der Planetenbahnen iiben keinen Einfluss auf die sikularen Aende-
rungen der Bahnneigungen und der Knoten aus.

Bei der Berechnung der sdkularen Aenderungen der ersten Gruppe von Ele-
menten wiirde man nur denjenigen Teil des auf den Fall von n Planeten erwei-
terten Ausdruckes (253) der Storungsfunktion in Betracht zu ziehen haben, der die
Elemente px und ¢ nicht enthilt, und bei der Berechnung der sdkularen Aende-
rungen der zweiten Gruppe von Elementen nur denjenigen Teil, der die Elemente
hx und [x nicht enthilt, wodurch die Storungsfunktion in zwei besondere Teile
getrennt erschiene, die den zwei Gruppen von Elementen zugeordnet wiren.

Diese Erkenntnis kann bei der Besprechung der Integrale (278) und (284)
vorteilhaft verwertet werden. Ziehen wir vorerst die Integrale (278) in Betracht und
fassen einen beliebigen Planeten my in’s Auge. Weil wir jeizt nur von diesem Planeten
reden wollen, konnen wir in (278) den Index k als iiberfliissig weglassen. Dadurch
erschienen die siikularen Aenderungen der auf diesen Planet sich beziehenden Ele-
mente h und [/ dargestellt durch:

j' h::ZiV,‘ sin (g;t+ﬂg)

(289) .
l ] == ZN,- cos (git+pi)
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oder entwickelt:

(290) h=N,sin(g,t+p;) + N, sin (gat+8,) + + + - -+ Na sin (gnl=45s)

[=N, cos (git+p1) -+ N, cos (g,t + B2)+ -+« + Nn cos (gnf + Ba) .

Es ist nach (242)
(291) ° h=esin II I=ecos I

e*=n+/2

Setzt man in die vorstehende Gleichung die Ausdriicke (289) ein, so wird:
(292) =3 Ni2+2 31 3 N; N cos [(gi — &) t+6:— Bl
i i J

wobei in der Doppelsumme / immer verschieden von j sein soll.

Mit dieser Formel konnen die sikularen Aenderungen der Exzentrizitat der
in Betracht gezogenen Planetenbahn berechnet werden. Die in dieser Formel auf-
tretende Doppelsumme wiirde ihren grosstmoglichen numerischen Werl erreichen,
wenn jeder der darin vorkommenden Kosinuse den Wert eins und jenes Vorzeichen
aufweisen wiirde, bei dem N; N; positiv wire. In einem solchen Falle wire also

=N+ N4 Vo),
worin N, N, ... N, mit positivem Vorzeichen zu nehmen sind. Es ist deshalb
(293) lim. sup. e=| N, | 4| N |+« - o | Nal.

Der grosstmogliche Wert, den die Exzentrizitit der Bahn eines Planeten
erreichen konnte, ist gleich der Summe der absoluten Werte der zugehorigen Ko-
effizienten N, . Dadurch ist der Exzentrizitit eines jeden Planeten eine numerisch
angebbare obere Grenze gesetzt,

Es folgt aus (289) und (291)

I esin [1= Y N; sin (@ t+51)

(294)
l e Ccos ”=Z Nicos (git+p:).
L ST

i

Durch Division dieser Gleichungen erhilt man die Formel:
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ZMSin(git+ﬁi)

i

B -
(295) tang IT = > Nicos (git+5i) ’

mit der die sdkularen Aenderungen der Perihellinge berechnet werden koénnen.
Auch hinsichtlich dieser Aenderungen kann aus den vorstehenden Gleichungen ein
allgemeiner Schluss gezogen. werden.

Weisen wir dem Index i einen bestimmten aus der Reihe 1,2,3...n beliebig
herausgegriffenen Wert j zu. Es ist

cos (II—gjt—p,) = cos U cos (gt +3) + sin I sin (gt + 5;) .
< :

Multiplizieren wir diese Gleichung mit e und setzen rechts fiir e sin Il bzw.
fiir ecos II die Ausdriicke (294) ein. Durch Gruppierung der dadurch entstandenen
Glieder der rechten Seite der obigen Gleichung erhilt man dort, wo 7 verschieden
von j ist,

N; cos (git +- gi) cos (gt + ;) + Nisin (g: ¢+ 2:) sin (9;‘”#’:‘)‘ - Nicos [(gi — g5) t+8i — Bi
und and der Stelle, wo i gleich j ist,
Nicos?(git+ B+ Nisin® (gt + ) = Ni.
Es ist deshalb
(296) ecos (Il —git—p) = Nﬁ-;‘ Nicos [(g:— g3) t+8:— 8]

Unter dem Summenzeichen sind fiir / alle ganze Zahlen von 0 bis 1 zu
setzen mit Ausnahme der Zahl j. Diese Summe kann jhrem absoluten Werte nach
nicht grosser werden als die Summe der absoluten Werte der darin enthaltenen
Koeffizienten ;. Tritt also der Fall ein, dass der absolute Wert des Koeffizienten
N; grosser ist als die Summe der absoluten Werte aller iibrigen Koeffizienten N,
dann kann die rechte Seite der Gleichung (296) nie Null werden, d. h, der Winkei

(297) p=11—g;t—p;
kann nie die Grosse eines rechten Winkels erreichen, sondern nur zwischen be-

stimmten Grenzwerten — — < — <<y < + g—schwanken konnen. Es ist

2
deshalb
|<P| < | <P0| .

Wie ich vorstehend bewiesen habe, verlaufen die sdkularen Aenderungen
der Perihellinge Il gerade so, als ob die Ebenen der Bahnen der Planeten zusam-
menfallen wiirden; man kann also bei der Betrachtung der sdkularen Aenderungen
-von II diese Ebenen als in die Grundebene umgeklappt denken. In einem solchen
Fall ist II ein ebener Winkel, den der aus dem Miltelpunkt der Sonne, dem Ursprung
unseres Koordinatensystems X— ¥Y—Z, gegen das Perihel des in Betracht gezogenen
Planeten gerichtete Halbstrahl OP mit der X-Achse dieses Koordinatensystems ein-
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schliesst. Denken wir uns in der Ebene X—Y einen anderen Halbstrahl OS, der
im Initialmoment {=0 mit der X-Achse den Winkel g; gebildet hatte und der sich,
durch O stindig hindurchgehend, mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit g; in
der X—Y-Ebene dreht. Der Winkel, den dieser Halbstrahl OS mit der X-Achse zur
Zeit t einschliesst, ist offenbar gleich

a=pi+gjt.
Es folgt aus den vorsteheaden Gleichungen
HI—a < g,

Der gegen das Perihel gerichtete Halbstrahl OP kann sich von dem Halb-
strahl OS nie mehr entfernen als um die Winkelgrosse ¢, Weil sich der Halbstrahl
OS in der Ebene X—Y mit konstanter Winkelgeschwindigkeit stindig dreht, wird
er den Halbstrahl OP mitziehen und vorschiebeh, so dass dieser, ghnlich der mitt-
leren Bewegung n des Planeien, eine mittlere Bewegung g; aufweisen wird. Eine
solche mittlere Bewegung wird nur dann sicherlich stattfinden, wenn der absolute
Wert eines der Koeffizienten N, N, ... N, die Summe der absoluten Werte der
iibrigen Koeffizienten iibersteigl. ,

Die sikularen Aenderungen der Elemente p und ¢ oder der Elemente i
und Q sind im vorliegenden Falle, wo wir einen bestimmten Planet in Betracht
ziehen, wegen (284) durch die Ausdriicke nachstehender Form veranschaulicht:

p= M Nisin (git+ )

(298) ’
g = X Nicos(git+5i) .

Weil im vorliegenden Falle wegen (287) gy=0ist, konnen die obigen Aus-
driicke wie folgt geschrieben werden:

I p = Nysinf; + N, sin (g t+2)+ « -+ + Nosin (gat + Br)
(299)
l g =N, cosf; + Nycos(gat+B,)+ ++ +Nncos(gntpa).

Es ist nach (243)
(300) p = tang i sin Q» q = tangicos Q
d.h.
tang?i = p*+-¢*.
Setzt man in die vorstehende Forme! die Ausdriicke (298) ein, dann wird

(301) tang? i = 3\ N2+4-2 3\ 3\ N: Nj cos [(gi—gi) t + Bi—Bi]
H i

wobei in der Doppelsumme i verschieden von j sein soll.
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Diese Formel dient zur Berechnung der sdkularen Aenderungen der Nei-
gung i der Bahnebene des in Betracht gezogenen Planeten.

Auf dieselbe Weise wie vorstehend gezeigt worden ist, dass die Exzentri-
zitdt e einen angebbaren Grosstwert nie iibersteigen kann, ergibt es sich auch hier

(302) lim. sup.tang i =|N,|+| Ny |4+ | Nal.
Es folgt aus den Gleichungen (298) und (300)

[ tangisin Q = ¥ Nisin(git + &)

(303) J
l tang i cos Q = Y N, cos (git + %) .

Durch Division dieser Gleichungen erhilt man die Formel

2 N; sin (git -+ B:)

304 s
(309 8 Q = SN o5 g i )

mit der die sikularen Aenderungen der Lange Q des aufsteigenden Knotens be-
rechnet werden koénnen.

Auf dieselbe Weise, wie mittels (294) und (295) fiir II, kann auch hier be-
wiesen werden, dass falls der absolute Wert eines der Koeffizienten N; grosser
ist als die Summe der absoten Werte aller iibrigen Koeifizienten N;, der aufstei-
gende Knoten eine mittlere Bewegung besitzt.

Ausgehend von den Gleichungen (189) und (190) konnen die sékularen
Aengerungen des Elementes z oder vermittels (113) jene der mittleren Léange e
der Epoche berechnet werden. Diese, iibrigens sehr kleine Aenderungen kommen
fiir die Ziele dieses Werkes gar nicht in Betracht, weshalb ich mich mit ihnen nicht
zu befassen brauche.

Ueber die bisher durchgefithrten numerischen Ausrechnungen der sikula-
ren Aenderungen der Elemente e, /7, Q, { wird im vierten Abschnitt dieses Wer-
kes ausfithrlich berichtet werden. Diese haben ergeben, dass die Exzentrizititen
der Bahnkurven in die Neigungen der Bahnebenen aller Hauptplaneten zwischen
eng gezogenen numerisch angebbaren Grenzen schwanken. Dadurch erscheint im
Verein mit der sikularen Unverdnderlichkeit der grossen Halbachsen der Planeten-
bahnen die Stabilitit unseres Planetensystems aunf unermesslich lange Zeitraume si-
chergestellt,



ZWEITER ABSCHNITT

Die Drelibewegungen der Erde

KAPITEL IV

Ableitung der {iir das Studium der Drehbewegungen der Erde
' erforderlichen Sitze und Gleichungen

§ 23. Das tellurische Massenpunktsystem. Unsere Erde samt ihrer Hy-
drosphire und Atmosphire bildet ein materielles System, in welchem alle drei
Agregatzustinde der Materie vertreten sind. Denken wir uns dasselbe in beliebig
viele derart kleine Elemente zerteilt, dass jedes. derselben als ein diskreter Massen-
punkt aufgefasst werden konne, dann gelangen wir zur Vorstellung, des telluri-
schen Massenpunktsystems, das den folgenden Gesetzen gehorchen wird. Alle Ele-
mente desselben ziehen sich nach dem Newtonschen Gravitationsgesetz gegenseitig
an und werden von den ibrigen Mitgliedern unseres Planetensystems ebenfalls an-
gezogen, Von diesen letzteren miissen in den nachfolgenden Untersuchungen nur die
Sonne und der Erdmond in Betracht gezogen werden, die Sonne wegen ihrer Gros-
se, der Mond wegen seiner Nihe; die Wirkung der Planeten auf den Gang der
hier zu besprechenden Erscheinungen ist verschwindénd klein. Die Anziehung der
Sonne bzw. des Mondes auf die Elemente des tellurischen Massenpunktsystems sind
als dussere auf dieses System einwirkenden Krifte zu betrachten, wihrend die ge-
genseitigen Anziehungen der einzelnen Elemente dieses Systems als innere Krafte
des Systems aufgefasst werden miissen. Neben diesen inneren Gravitationskriften
sind im System selbst noch andere Kriifte wirksam, so die Reibungswiderstinde als
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auch verschiedene Spannungen und Molekularkrifte die dem eigentlichen Erdkor-
per die Eigenschaften eines festen Korpers, der Hydrosphire die Eigenschaiten der
Flissigkeit und der Atmosphire die Eigentiimlichkeiten des Gases verleihen. Wel-
cher Natur diese inneren Krifte des Systems auch sein mogen, gehorchen sie alle
dem Newtonschen Prinzip der Wirkung und Gegenwirkung, nach dem die Kraft
pi, mit der ein beliebiger Massenpunkt m, auf einen anderen m; wirkt, gleich und
entgegengerichtet ist der Kraft pn, mit der der Massenpunkt m; auf jenen m; ein-
wirkt; diese beiden Krifte wirken in derselben Geraden: der Verbindungslinie jener
zwei Massenpunkte. Diese Gleichheit der Wirkung und Gegenwirkung ist durch die
nachstehende Vektorgleichung zum Ausdruck gebracht:

(1) pa+ pri=0.

Um anzugeben, dass die beiden Krifte in derselben Geraden wirken, sei
QR; der Ortsvektor des Massenpunktes m; und Qi jener des Massenpunktes m in
bezug auf einen beliebigen Aufpunkt, dann ist die obige Forderung ausgedriickt
durch die nachstehende Vektorgleichung:

2 [Ripia] + [Bepu]=0

Aus den vorstehenden Gleichungen lisst sich eine Reihe wichtiger Sitze
und Gleichungen ableiten, was im nachstehenden geschehen soll.

§ 24, Die Impulssiitze. Sei m; ein beliebiger Massenpunkt des in Betracht
gezogenen materiellen Systems und P; die Resultante aller aiisseren auf diesen Mas-
senpunkt einwirkenden Kréfte. Die Resultante aller inneren auf m; einwirkenden
Krifte erscheint nach den im vorhergehenden Paragraphen festgelegten Bezeichnun-
gen durch X pa veranschaulicht, wobei die Summe iiber das ganze System zu er-
strecken ist. Denkt man sich im Raume ein ruhendes Koordinatensystem X;—Y¥,—2,;
mit dem Ursprung O; festgelegt und ist R; der Ortsvektor von m; beziiglich dieses
Systems, so kann der Massenpukt m;, wofern man auf ihn alle in Betracht kom-
menden inneren Krifte einwirken lasst, als frelbewegllch betrachtet werden und es
besteht deshalb die Gleichung:

ad*; |
3 mi"_d?z_"=q3i+2}"ik,
) %

worin ¢ die Zeit bedeutet.

Solche Bewegungsgleichungen lassen sich fiir alle Massenpunkte des Sy-
stems, deren Anzahl n sein moge, aufstellen, d.h. man kann dem Index i die Werte
-1,2,...n zuweisen, Es gelten also folgende n Gleichungen:

@ . m; = d,, “‘B—i-me (i=1,2..,n)
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Bildet man die Summe aller » Gleichungen (4), so wird rechtsstehend in
der Doppelsumme 22 pi jede Kombination der Indices ¢ und £ zweimal ver-
B %

treten sein: durch das Glied px und das Glied p.. Nachdem sich aber diese paar-
weise auftretenden Glieder wegen (441) gegenseitig tilgen, so gelangt man zur
folgenden Gleichung:

d2 ‘Ba

Multipliziert man die Gleichungen (4) der Reihe nach vektoriell mit
R, R, . .. Bs und bildet die Summe der so erhaltenen Gleichungen, so wird man,
nachdem sich, dhnlich wie frither, die paarweise auftretenden Glieder [R: pi] und
[Rx pu] wegen (2) gegenseitig tilgen, zur folgenden Gleichung gelangen:

©) Zim [ | = 2
Es stellt

(7) . ﬁ::ZC-Bt

die Resultante aller auf das in Betracht gezogene materielle System einwirkenden
dusseren Krifte und

@®) M, = 2[R Pi]

das Drehmoment dieser Krifte in bezug auf O, dar. Man hat also:

©) 2nh g

(10) 2m, [%S’%‘i}:ml.
Es stelit

() M~

den Geschwindigkeitsvektor des Massenpunktes m; im ruhenden Koordinatensy-
stem dar, so dass
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d?R; 4B
(12) &~ dt

ist. Es ist ferner

d*R; d dR:|_d v o
[% W]=EE[%T]_E[%%‘]’

so dass man statt (9) und (10) folgende zwei Gleichungen erhélt:
(13) & 2ms=5
(14) %Zmi[%i%i]=ml-

Diese zwei Gleichungen driicken die sogenannten Impulssitze aus. Es

-stellt ndmlich Zmi%.- den Gesamtimpuls oder die Quantitit der Bewegung des
in Betracht gezogenen materiellen Systems dar, welche Benennungen man auch

durch ,Trieb“ zu ersetzen pflegt. Der Ausdruck 2 m;[Ri B:) stellt die Summe der
Momente der Quantititen der Bewegung der einzelnen Massenpunkte beziiglich des
Aufpunktes O, dar; diese Benennung lasst sich durch die kiirzere ,Drehimpuls®
oder, wenn das System ein fester Korper ist, durch ,Schwung* ersetzen. Es be-
sagt also die Gleichung (13), dass die zeitliche Aenderung des Triebs gleich ist
der Resultante der #usseren Krifte, wihrend die Gleichung (14) basagt, dass die
zeitliche Aenderung des Drehimpulses gleich ist dem Drehmoment der &usseren
Krifte in bezug auf den ruhenden Aufpunkt O,.

§ 25. Der Schwerpunktsatz, Ist S der Schwerpunkt, richtiger gesagt

der Massenmittelpunkt des in Betracht gezogenen materiellen Systems und G der
Ortsvektor von S, so ist

(15) M6=2mi‘3i,

worin
(16) M= m

die Gesamtmasse des Systems bedeutet. Zweimalige Differentiation von (15) nach
der Zeit ¢ ergibt

S @ R
Mg = 2 Mg
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d. h. wegen (9)

£S

(17) M—d—l;—ﬁ.

Diese differentielle Bewegungsgleichung des Schwerpunktes § ist identisch
mit jener eines freibeweglichen Massenpunktes von der Masse M, welcher dem
alleinigen Einfluss der durch (7) gegebenen Resultante & aller dusseren Krifte un-
erworfen wire. Es folgt daraus:

Der Schwerpunkt des Massenpunkisystems bewegt sich so, als ob alle Mas-
sen und alle dusseren Krifte in demselben vereinigt wiren. Die inneren Krifte
iiben keinen Einfluss auf die Bewegung des Schwerpunktes aus.

§ 26. Unabhiingigkeit der Drehbewegung von der fortschreitenden
Bewegung. Man nehme vorliufig an, dass das in Betracht gezogene materielle
System ein starrer Korper sei und frage nach der Bewegung dieses Korpers um sei-
nen Schwerpunkt S. Zur Beantwortung dieser Frage verlege man den Ursprung O,
des bisher als ruhend im Raume angenommenen Koordinatensystems X; — Y, — Z,
in den Schwerpunkt S und bezeichne dieses neue, translatorisch im Raume, also
ohne Drehung sich bewegende Koordinatensystem mit X — Y — Z und seinen mit
dem Schwerpunkt S zusammenfallenden Ursprung mit O. Die Ortsvektoren der
Massenpunkte my, m,...m, beziiglich O seien mit v, r,...r, bezeichnet. Es ist

dann
(18) Ri=6+1: i=1,2.--n
und zufolge von (15) ur;d (16)
MES=3mi((C—r)=MCS— Y mr;,
d. h.
(19) Nmivi=0,

woraus wieder folgt

a’vi
(20) 2 Mgy =0,
Setzt man (18) in (10) ein, so wird

> {(e + 1) (‘-’;l—f’ +%§§)] -,
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$S] (6 &, Nanl
oG || @ Zmn |+ |6 I mGE |+ S m v ] = o
und wegen (17), (19) und (20)
2 .
@1) Zmi[ri%]=mtl—{e §).

Das Moment der #usseren Kriifte P; in bezug auf den Schwerpunkt S,
d. h. in bezug auf den beweglichen Aufpunkt O ist dargestellt durch:

M= Pi]=Z{(Ri—S)Pi] =Z[R:i Pi] — [S = Bi],
d. h. wegen (8) und (7)
(22) Mm=M¢, —[G K].

Es folgt also aus (21) und (22)

(23) S mfn] = .

Die Bewegung des starren Korpers um seinen Schwerpunkt hat drei Frei-
heitsgrade und ist durch die obige Vektorgleichung, welche dreien skalaren Gleich-
ungen &quivalent ist, eindeutig gegeben. Diese Vektorgleichung ist von derselben
Form wie die Gleichung (10), wo der Aufpunkt O, im Raume unbeweglich ange-
nommen wurde, und besagt, dass sich der in Betracht gezogene starre Koérper um
seinen Schwerpunkt so drehe, als ob dieser letztere unbeweglich wire, Diese Be-
wegung hédngt nur von dem Drehmoment 9 der dusseren Krifte und nicht von
deren Resultante & ab.

Die Gleichungen (17) und (23) driicken, zusammengenommen, den Satz
von der Unabhéngigkeit der Translations- und der Rotationsbewegung aus. Nach
(17) reduziert sich das Problem der Bewegung des Schwerpunktes eines freibewe-
glichen starren Korpers auf das Problem der Bewegung eines freien Massenpunktes,
nach (23) reduziert sich das Problem der Drehung dieses Korpers um einen
unbeweglichen Punkt. Wir haben deshalb im ersten Abschnitt dieses Buches
bei der Beschreibung der Bewegung des Schwerpunktes der Erde oder jenes eines
beliebigen Planeten nicht deren Bewegungen um ihre Schwerpunkte in Betracht zie-
hen miissen, und werden jetzt, wo es sich um die Beschreibung der Bewegung der
Erde um ihren Schwerpunkt handelt, nicht die fortschreitende Bewegung desselben
beriicksichtigen miissen. ‘
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Die Gleichungen (17) und (23) gelten nicht nur fiir den Fall eines starren
Korpers, sondern auch firr den allgemeineren Fall eines beliebigen materiellen Syss
tems, das den Voraussetzungen des § 23 geniigeleistet, nur ist in diesem Falle, wenn
das System mehr als sechs Freiheitsgrade besitzt, durch jene zwei Vektorglelchun-
gen die Bewegung des Systems nicht gegeben

§ 27. Einfiihrung beweglicher Bezugssysteme. Auf diesélbe Weise, auf
welche aus (10) die Gleichung (14) abgeleitet worden ist, folgt aus :(23)

(24) %2 m;[rivi] = M,

worin p; die Geschwindigkeit des Massenpunktes m; im Bezugssystem X—V —Z2

bedeutet, welches wir das ,ruhende® nennen wolien, weil in demseiben alles so vor

sich geht als ob es tatsichlich ruhend wire. Aus diesem Grunde wollen wir die

Bewegungen und die Geschwindigkeiten in diesem Bezugssysiem kurz die ,abso-

Tuten“ benennen. :
Der Vektor

(¢5) ® =Z mi|rivi]

stellt also den absoluten Drehimpuls des in Betracht gezogenen materiellen Sy-
stems beziiglich O dar, o dass es ist:

(26) _m.

Es ist oft von Vorteil, ja sogar notwendig, den Betrachtungen ein Bezugs
system x —y —z zu Grunde zu legen, welches gegen das ruhende Drehbewegun-
gen ausfiihrt. Man nehme dabei an, dass der Ursprung des beweglichen
Koordinatensustems x-—y — z mit dem Ursprung O des ruhenden Systems
X — Y —Z zusammenfalle und dass jenes bewegliche System im betrachteten Au-
genblicke ¢ gegen das ruhende eine Drehbewegung ausfiihre, die wegen obiger

Voraussetzung nur um eine durch O hindurchgehende instantane Drehungsachse
erfogen kann. Diese Drehbewegung sei durch den Vektor w veranschaulicht, d, h
dieser Vektor falle in die instantane Drehachse des beweglichen Systems, sei nach
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jener Seite dieser Achse gerichtet, von welcher aus gesehen die Drehung im posi-
tiven Sinn, d. h. entgegengesetzt dem Uhrzeiger &rfolgt, und der Modul w des Vek-
tors w sei gleich der augenblicklichen Winkelgeschwindigkeft der Drehbewegung.

Seien i, |, k die in die Achsenrichtungen x, y, z fallenden Einheitsvekto
ren, so werden die Endpunkte dieser Vektoren infolge der Drehung des bewegli-
chen Systems im Zeitpunkle ¢ Geschwindigkeiten aufweisen, die, wie aus Fig. 6 er-
sichtlich, dargestellt sind durch

di dj

(27) i =[wi]; d—t‘-—-[mi]; dt = [w &].

Bildet man das skalare Vektorprodukt (®1), so ist nach der bekannten Re-
gel fiir die Differentiation eines solchen Produktes

((30—51—@’- i+ el

d. h. wegen der vorstehenden Gleichung

d(ﬁ _d

(28) T

((Sl) BGlwi].

Multipliziert man die Gleichung (26) skalar mit i, so bekommt man mit
Beniitzung der vorstehenden Gleichung

(29) (%((s ) — @[mi] = (Mi).

Zwei weitere Gleichungen von derselben Art werden erhalten, wenn man
i durch j, bzw. R ersetzt.

Bezeichnet man die Koordinaten des Vektors @ in bezug auf das bewe-
gliche.System mit G, G,, G,, jene des Vektors w mit w,, w,, w, und jene des Vek-
tors M mit M,, M,, M,, so ist

(30) ®=G,i+ Gij+ Gyk
(31) w=wi+ wgj+ wek

(32) M=M, i+ Mi+ ME.

Zieht man iiberdies in Betracht, dass nach der bekannten Regel der Vek-
torrechnung -
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01 Gz Ga
Glwi]l= |w, w, w,
1 0 0

ist, so bekommt man statt der Gleichung (29) und der zwei nicht aufgeschriebenen
analogen Gleichungen folgende drei:

dG
El—{-w,(}s——wst::M,

(33) st i G, Gy= M,

4G N
_th‘q—I—W, Gg_WzG’-':Ms.

§ 28. Das mit dem bewegten Kdrper fest verbundene Bezugssystem.
Ist das in Betracht gezogene materielle System ein starrer Korper, so wird man
das soeben benutzte bewegliche Koordinatensystem x — y — z vorteilhaft mit dem
Korper selbst fest verbinden. In diesem Falle bedeutet w auch die instantane Dreh-
geschwindigkeit des starren Korpers in bezug auf das ruhende Bezugssystem, so
dass die absolute Geschwindigkeit v; des Massenpunktes m; durch den Ausdruck

@9 - oi=[mr{

dargestellt erscheint. Es ist deshalb der durch (25) gegebene Drehimpulsvektor
® gleich

(35) ® =Zmri[wri]].

Im vorliegenden Falle, wo die Massenverteilung eine kontinuierliche ist,
wird die obige Summe durch ein Integral zu ersetzen sein, so dass es wird:

(36) G = f [r[w ] dm,

wobei das Integral {iber die Gesamtmasse des bewegten Korpers zu erstrecken ist.
Es ist nach einem bekanten Satze der Vektorrechnung

[albc]] = b(ca)—c(a D),
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so dass man bekommt:
(37) @zmj(rr)dm——Jr(mr)dm.

Bezeichnet man die Koordinaten des Ortsvektors r im beweglichen Sys-
tem mit x, y, z, so ist

r=xi+yj+zk
r)=x2+y* + 2%
(wr)=w,x+ m,y‘+,maz.

Setzt man diese Ausdriicke in die Vektorgleichung (37) ein, so zerfillt die-
selbe mit Riicksicht auf (30) in folgende drei skalare Gleichungen :

G = wlj(ys—i- 25 dm — w,fxy dm — wsjzx dm

(38) G, = wzj(z2 + x*) dm — w,fyz dm— wljxy dm

G; = w, [(x“’u + y9)dm — w,jzx dm — w,fyz dm.

Ist das Bezugssystem x —y-—z mit dem bewegten. Korper derart verbun-
den, dass die Koordinatenachsen mit den Trigheitshauptachsen, oder vielmehr, weil
der Ursprung des Koordinatensystems x —y — 2z im Schwerpunkt des bewegten
Korpers gelegen ist, mit den Zentralhauptachsen des bewegten Korpers zusammen-
fallen, so wird offenbar

(39) - jyz dm=0; \|zxdm =0; lxydm =0,

weil in diesem Falle die Deviationsmomente des Korpres Null werden. Die Aus-
driicke :

40 A =f(y2 + 2% dm; B =j(zz + x*) dm; C=j(»\f2 +y*)dm

stellen dagegen die Trigheitshauptmomente . des bewegten Korpers dar. Es wird
also
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(41) G, = Awy; G, =Bw,; Gy=Cws.

Diese Werte, in die Gleichungen (33) eingesetzt, ergeben:

A‘%w (C—B) wy wy = M,
dw, :
dwg

CW‘*‘ (B"“A)Wl W2= Ms.

Diese Gleichungen, von Euler (1758) abgeleitet, fithren seinen Namen.

§ 29. Die Eulerschen Winkel. Denkt man sich um den gemeinsamen
Ursprung O (Fig. 7) des ruhenden und des beweglichen Koordinatensystems eine
Kugelfliche beschrieben, so durchdringen die positiven Aeste der Koordinatenachsen

dieser beiden Systeme die Kugeliliche in den Punkten X, Y, Z bzw. x, y, z, die
als Eckpunkte zwei sphérische Dreiecke X Y Z und xy 2 begrenzen, deren Seiten
und Winkel je 90° messen. Die Koordinatenebenen X-¥ und x-y schneiden
sich gegenseitig lings einer durch O gehenden Geraden O Q, die die Knotenlinie
genannt wird. Jener Durchstosspunkt Q dieser Geraden mit der erwihnten Kugel-
fliche, der der Bedingung geniigt, dass man auf der positiven Umlaufsrichtung xy
nach der positiven Seite (d. h. nach der Seite des positiven Z) der Ebene X-¥
gelangt, wird der aufsteigende Knoten genannt und die Richtung O Q als die posi-
tive Richtung der Knotenlinie betrachtet. Die durch OZ und Oz gelegte Ebene,
die der besseren Anschaulichkeit halber zur Bildebene der Figur gewahlt wurde,
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steht auf der Knotenlinie senkrecht. Der Winkel W, den die Knotenlinie mit der
X-Achse einschliesst, wird der Priizessionswinkel, der anschliessende Winkel @&,
den die x-Achse mit der Knotenlinie bildet, der Rotationswinkel genannt, wiah-
rend der zwischen Z und z eingeschlossene Winkel 6 den Namen Nutationswinkel
fiithrt. Dies sind die drei Eulerschen Winkel, durch welche die Lage des bewegli-
chen Koordinatensystems im ruhenden festgelegt werden kann.

§ 30. Polhodie und Herpolhodie. Bezeichnet man, wie bisher, die in
die Richtungen der Achsen x,y,z des beweglichen Koordinatensystems fallenden
Einheitsvektoren mit i,j, K und die in die Richtungen der Achsen X, ¥, Z des ruhen-
den Koordinatensystems fallenden Einheitsvektoren mit n,, n,, nz, so ist die Lage
des Rotationsvektors w im beweglichen System gegeben durch

(43) w=w i+ w ]+ wgh
und im ruhenden durch
(44) W =ow N + w1y + @3 Ny,

worin w,, w,, w; bzw. w,, w,;, ws die Koordinaten des Vektors w im beweglichen
bzw. ruhenden System bedeuten. Die Eulerschen Winkel ¥, 0, @ vermitteln den
Zusammenhang der beiden Systeme und es sollen deshalb die Grossen wy, wp, w3
bzw. ‘w,, ®,, ws mittels dieser Winkel und ihren zeitlichen Ableitungen ausgedriickt
werden, Zu diesem Zwecke ist folgendes zu beriicksichtigen. Das sphérische Drei-
eck X Y Z (Fig. 7) kann mit dem Dreieck xyz zur Deckung gebracht werden
durch folgende drei Drehungen. Man drehe das Dreieck X Y Z um OZ, also um
n, als Achse, um den Winkel ¥, wodurch es in die Lage Q K Z gelangt, man
drehe weiter um die Knotenlinie O Q, deren Einheitsvekior mit ¢, bezeichnet wer-
den moge, um den Winkel 0, wodurch man zur Lage Q RZ gelangt, man drehe
schliesslich um Oz, also um & als Achse, um den Winkel ® wodurch man tatséich-
lich die Endlage x y 2z erreicht hat. Alle diese Drehungen sind im positiven Sinn,
entgegengesetzt dem Sinne des Uhrzeigers, erfolgt. Bezeichnet man mit V' =
= d_d\tg; 0= Z—?; @’ =‘2—(tp die zeitlichen Aenderungen der Eulerschen Winkel, so
ist die aus solchen Aenderungen resultierende Rotationsgeschwindigkeit w nach
dem soeben mitgeteiltem dargestellt durch

(43) w="ns+ 0 ¢+ k.

Bezeichnet man den in die Richtung O R fallenden Einheitsvektor mit f,,
so folgt aus der Fig. 7
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W, = (¥ cos0) R4 (¥ sinB)h,
(¥’ sin B) hp = (¥’ sin 0 sin D) i 4 (¥’ sin B cos D) j

0 ¢ = (0" cosD)i— (0'sinD)j,
d. h.

(46) w=(¥'sin0sin ® 46" cos D) i+ (¥’ sin O cos D - 0’ sin D) j+ (¥ cos 0+ D) k.

Auf dieselbe Weise bekommt man, wenn man den in die Richtung OL fal-
lenden Einheitsvektor mit g, bezeichnet,

0 ¢y = (0" cos¥)n, + (0'sin ¥)n,
D’k = (P’ cos O) ny + (P’sin 0) g,
(D’ sin 0) gy = (P’ sin O sin ¥) n; — (P’ sin B cos V) n,,
d. h. wegen (45)
(47) w=(0'cos ¥ +D’'sin Gs’in W), 4(0’sin W —D’sin 0 cos W) n,+ (¥’ + D’ cos O) n,.
Aus (43)-und (46) folgt:
w, = ¥’ sin Osin ® + 6" cos @
(48) Wy = ¥’ sin Ocos ® — @' sin O

wy;=¥'cosO 4 P’
Aus (44) und (47) folgt:

w, =0 cos ¥ -+ P’ sinBsin ¥
(49) w, = 0' sin ¥ — @’ sin O cos ¥

w3 =V 4+ ®'cosb.
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Hat man die Eulerschen Winkel ¥, 8, @ als Funktionen der Zeit ¢ darge-
stellt, so stellen die Ausdriicke (48) und (49) fiir einen beliebig angenommenen Wert
von t die Koordinaten eines und denselben Punktes dar: des Endpunkts P des Ro-
tationsvektors w. Wird ¢ als variabel angesehen, so stellen uns die obigen Aus-
driicke zwei verschiedene Kurven dar. Durch (48) ist jene Kurve dargestellt, die der
Endpunkt P des Rotationsvektors w im Laufe der Zeit im beweglichen, also mit
dem bewegten Korper fest verbundenen Bezugssystem beschreibt; diese Kurve wird die
Polhodie genannt. Durch (49) ist dagegen jene Kurve dargestellt, die der Punkt P
im ruhenden Bezugssystem, also im Raume beschreibt; diese Kurve wird die Herpol-

0

Fig. 8

hodie genannt. Wird w als Orisvektor des Punktes P aufgefasst, so ist (46) die
vektorielle Gleichung der Polhodie und (47) jene der Herpolhodie. Der Rotationsvektor
w beschreibt deshalb im Laufe der Zeit im bewegten Korper einen Kegel, dessen
Spitze der Punkt O und dessen Leitkurve die Polhodie ist; dieser Kegel wird der
Polhodiekegel genannt. Der Rotationsvektor w beschreibt dagegen im Raume einen
Kegel, dessen Spitze der Punkt O und dessen Leitkurve die Herpolhodie ist; die-
ser Kegel wird der Herpolhodiekegel genannt. Der Herpolhodiekegel ist im Raume
unbeweglich, der Polhodiekegel im Korper unbeweglich, aber im Raume beweglich.
In jedem Zeitpunkte haben diese beiden Kegel eine Erzeugende, den diesem Zeit-
punkt entsprechenden Rotationsvektor w gemeinsam, d. h. die diesem Zeitpunkt
entsprechende instantane Rotationsachse. Um diese Achse fithrt der Korper und der
mit ihm fest verbundene Polhodiekegel die instantane Drehbewegung aus, wodurch
im nichsten Augenblicke die nichstliegende Erzeugende des Polhodiekegels zur Koin-
zidenz mit der nichstgelegenen Erzeugenden des Herpolhodiekegels gelangt. Daraus
folgt, dass sich der Polhodiekegel und der Herpolhodiekegel in jedem Augenblicke
langs ihrer gemeinsamen Erzeugenden gegenseitig bertihren, mit anderen Worten:
der Polhodiekegel rollt ohne zu gleiten auf dem Herpolhodiekegel. Es kann des-
halb die Drehbewegung des in Betracht gezogenen Korpers auf folgende Weise
beschrieben werden: Auf einem im Raume unbeweglichen Kegel K, (Herpolhodie-
kegel) rollt ohne zu gleiten ein anderer Kegel K, (Polhodiekegel), den damit fest
verbundenen Korper mittragend. (Fig. 8).
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§ 31. Einiges iiber das Gravitationsfeld raumfiillender Massen. Die
Ergebnisse des ersten Abschnittes dieses Buches sind aus der Voraussetzung abge-
leitet worden, die Mitglieder unseres Planetensystems ziehen sich gegenseitig de-
rart an, als ob die Masse eines jeden derselben in seinem Massenmittelpunkt kon-
zentriert wire. Jetzt ist es am Platze, die Berechtigung dieser Annahme, die die Him-
melskorper als diskrete Massenpunkte auffasst, zu iiberpriifen. Nach dem Newtonschen
Gravitationsgesetz zieht eine im Punkté M konzentrierte Masse m die in einem
anderen beliebigen Punkte S des Raumes befindliche Masseneinheit mit einer Kraft
an, die durch die Formel

(50) F = f;-’;- {

dargestellt ist. In derselben bedeutet f die Gravitationskonstante, I den Ortsvektor
des Punktes § in bezug auf den Punkt A, und / den Modul dieses Vektors. Durch

- ————

Fig. 9

die obige Formel ist das durch die punktférmige Masse m geschaffene Gravitations-
feld mathematisch dargestellt. Wir wollen nun die Frage stellen und beantworten,
wie dieses Gravitationsfeld beschaffen sein wird, wenn wir die punktférmige Masse
m durch eine raumfillende Masse M ersetzt uns denken. Ziehen wir zu diesem
Zwecke einen in der Fig. 9 durch K dargestellten Massenkdrper beliebiger, aber
endlicher Abmessungen in Betracht; hinsichtlich der Form dieses Koérpers und hin-
sichtlich der Verteilung der Materie in seinem Innern brauchen wir vorldufig keine
besondere Voraussetzung machen. Legen wir in den Massenmittelpunkt dieses Kor-
pers den Ursprung O eines orthogonalen Koordinatensystems x—y—z und orien-
tieren wir dieses System derart, dass seine Achsen mit den Trigkeitshauptachsen
des Korpers K zusammenfallen. Es ergibt sich dann folgendes.

Das den Punkt M umfassende unendlich kleine Massenelement dm des
Korpers K ruft in dem ausserhalb des Korpers K befindlichen Punkte S, d. h. an
‘den hier sich zu denkenden Masseneinheit eine gravitationelle Feldkraft d hervor,
die durch den Ausdruck "
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(51) d3=—f-}dm

dargestellt ist, Die von der Gesamtmasse M des Korpers K herrithrende Feldkraft
wird durch das Vektorintegral

(52) 3==:—ff-l[-dm

veranschaulicht sein, wobei das lntegi;l sich tiber die gesamte Masse M des Kor-
pers K zu erstrecken hat.
Es ist, wie sofort ersichtlich,

._.fl d”l_—_grad.'f_diz’
1 l
so dass man statt (52) erhilt:

{F:jgradf—‘liﬂ.
M

Weil, ganz aligemein, eine beliebige, auch unedliche Summe der Gradienten
von Skalaren gleich ist dem Gradient der Summe dieser Skalaren, so bekommt man:

(53) & — grad J Z-‘-f-’-'-’ .

Setzt man also:

M
so wird
(55) & =gradU.

Dadutch erscheint die Feldkraft & des in Betracht gezogenen Gravitations-
feldes als der Gradient einer skalaren Grosse U dargestellt die man als die Kraf—
tefunktion zu bezeichen pflegt.

Bezeichnet ® den Ortsvektor von S in bezug auf O und r den Ortsvektor
von M in bezug auf O, so ist
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(66) [=R—1

H=RR—-2%Ar+rr

oder, wenn man den Modul von R} mit R, und den Modul von r mit r bezeichnet,

P=R—2%Rr + r*.

Es folgt aus dieser Gleichung

(57) S =

Setzt man voraus, dass r < R, d. h. Ry = Rr; Qr < R? ist, entwickelt den
obigen Ausdruck in eine Binomialreihe und begniigt sich mit den ersten Gliedein
derselben, so wird

L1, R 1r 3 4@y
(53) T“R{“LR: SRETE TR }

Setzt man’dies in (54) ein, so bekommt man:

(59) U= Iléjdm +~1§‘(‘Rjr dﬂ1)~2£3Jr2 dm+%- %J(‘Br)" dm.
M M

M M

Das Integral

Jdm——:M
M

stellt die Gesamtmasse des Korpers K dar. Es ist ferner, weil der Aufpunkt O der
Vektoren r im Massenmittelpunkt des Korpers K gelegen ist,

ersz.

M

Es ist also
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(60) U=Ig—3 7 rzdm+2 st(m)zdm

Bezeichhet mah mit x, y, z die Koordinaten des Punktes M, und mit
X, Y, Z jene des Punktes S, so ist

I r==xi+yj+ zh
(61)

1<R=Xi+ Yi+ Zk,

worin i, j, k die Einheitsvektoren der Achsennchtungen des Koordinatensystems be-
deuten. Es ist also

=x"+y*+2* RR=X*{+Y*4+ 2%
Rr=Xx-+Yy+Zz
(R = X2x2-F Y2y b 222+ 2X Vay+ 2V Zyz+ 2 Z Xz x.

Setzt man diese Ausdriicke in (60) ein, so werden die Glieder mit den
Produkten xy, yz, zx verschwinden, weil die Koordinatenachsen, wie festgestellt,
die Tragheitshauptachsen des Korpers K sind, also nach (39)

nydrn=0 fyzdm=0 fzxdm:O

M M M

ist. Man bekommt auf diese Weise:

U=fk;——§-Ro(X2+ Yﬂ+zz)ﬁx-+y + 2 dm +

+%£—{X2Jx~dm + Y? Jyldm +Z’Jz~dm}
M

d. h,
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(62) U-———f% +~1§- —Rf—{,{X"J@xz-—yz——zz) dm -} Yzf(Qyz- 22— x¥)dm +

M M

+ Z? [(2'22 —x3—) dm}.

M

Die Ausdriicke

(63) A=10*+2%)dm B=|(2®+ x*)dm C= |+ y)dm
] ) |

stellen die Trigheitshauptmomente des Korpers K dar und es wird deshalb

M. 1,X? 1, y?
(64) U=fp+5/ g (B+C—2A) +5f ps(C+A—2B) +

1 22
tofmA+B—20).

Dieser Ausdruck stellt die Kriftefunktion U der Attraktion des Korpers K,
der Gradient vo1 U die Feldkraft § des durch den Koérper K geschaffenen Gravi-
tationsfeldes dar.

. Wenn

(65) A=B=C

d. h, das Trigheitsellipsoid des Korpers K eine Kugel wire, dann wiirde man statt
(64) den Ausdruck

M
(66) U= f—Rg‘
und statt (55) den Ausdruck

(67) §=—fm

erhalten. In einem solchen Falle wire, wie es der Vergleich mit (50) ergibt, das
dem Korper K zugehorige Gravitationsfeld gleich dem, den eine im Punkie O kon-
zentriert gedachte Masse M hervorrufen wiirde.
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Die den Ausfithrungen des ersten Abschnittes dieses Buches zugrunde ge-
legte Voraussetzung, dass sich die Mitglieder unseres Planetensystems gegenseitig.
derart anziehen, als ob ihre Massen je in ihren Massenmittelpunkten konzentriert
wiiren, wiirde also vollstindigt erfiilit erscheinen, wenn diese Himmelskorper ku-
gelfcrmig wiren und die Dichte ihrer Materie nur eine Funklion der Entfernung
vom Mittelpunkte einer solchen Kugel wire, weil in einem solchen Falle die zen-
tralen Trigheitsellipsoide dieser Himmelskdrper Kugeln wiren.

Diese Voraussetzung ist wegen der Abplatiung dieser Himmelskorper, von
der noch die Rede sein wird, nicht «rfiillt, doch ist der Einfluss dieser Abplatiun-
gen auf die fortschreitende Bewegung dieser Himmelkorper wegen der fiinften Po-
tenz von R in den drei letzten Gliedern des durch (64) dargeslellten Ausdruckes
von U und wegen der geringen gegenseitigen Abweichungen der darin ebenfalls
votkommenden Grossen A, B, C ein ganz verschwindender, weshalb die oben er-
wihnte Voraussetzung als vollstindig zuldssig zu betrachten ist. Nur bei der Be-
wegung des Erdmondes um die Erde macht sich die Abplattung dieser beiden
Himmelskorper in Forin einer kleinen, berechenbaren Stérung geltend.

Dem entgegen ist die Abplattung der Himmelskorper von fithlbarem Ein-
fluss auf ihre Drehbewegung: ich werde sie bei der Untersuchung der Drehbewe-
gung der Erde zu beriicksichtigen haben.

§ 32. Drehbewegung fliissiger oder gasfdrmiger Himmelskdrper. Ei-
nige Mitglieder unseres Planetensystems befinden sich im gasférmigen oder fliissi-
gen Zustande. Dies gilt vor allem fiir die Sonne; auch die grossen dusseren Plane-
ten sind als noch nicht erstarrt zu betrachten. Dies folgt, wie ich dies in meiner
im Vorwort angefithrten akademischen Abhandlung ,Untersuchungen iiber die ther-
mische Konstitution der Planetatmosphiren® auseinandergesetzt habe, aus der ge-
ringen mittleren Dichte dieser Planeten und aus der rechnerisch ermiitelbaren grosst-
moglichen Hohe einer aus Wasserdampf anzunehmenden Hiille derselben. Auch
unsere Erde befand sich einst, bevor sie sich mit ihrer Kruste bedeckie, in einem
derartigen astralen Zustande. Es ist deshalb vom Interesse, die Frage zu beantwor-
ten, wie die Drehbewegung solcher gasformiger oder fliissiger Himmelskorper erfol-
gen konne. .

' Bei der Beantwortung der gesteliten Frage soll von der Viskositit des Me-
diums abgesehen werden. Unter dieser Annahme gilt fiir jedes Teilchen eines sol-
chen Mediums die bekannte Gleichung:

dv

1
(68) E=€B—Egradp.

In derselben bedeutet p den Geschwindigkeitsvektor, P die auf die Massen-
neinheit einwirkende Kraft, o die Dichte, p den Druck und ¢ die Zeit.
Ausser der obigen Grundgleichung gilt die Kontiauititsgleichung :
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. do \ :
(69) 4 T div(en)=0

und die charakteristische Gleichung. Diese letztere ist fiir ideelle Gase durch die
Zustandsgleichung :

(70) pv=R,H0

gegeben, worin v das Volumen der Masseneinheit, R, die Gaskonstante und 6 die

absolut gemessene Temperatur bedeutet. Weil v=— ist, ist die obige Gleichung

|-

von der Form:

(71) F(p,0,8) = 0.
Fiir eine unzusammendriickbare Fliissigkeit hut man statt (69)
(72) divp=0

zu seizen, und statt (70) die Gleichung

(73) o=

worin £ den Dilatationskoeffizient und o, die Dichte bei der Temperatur =0
bedeutet,

Um grossen maihematischen Schwicrigkeiten auszuwenchen, wollen wir uns
im nachstehenden mil speziellen Formen der charakteristischen Gleichung begniigen
Fiir isotherme Zustandsinderungen der Gase, d. h. bei konslanter Temperatur 6=10,,
hat man als charakteristische QGleichung:

(74) p=R,80.

Fiir adiabatische Zustandsiinderungen hat man als charakteristische die Gleichung:

ot

(75) P =D, 97 ,

worin ¢ bzw. ¢’ die spezifische Wirme bei konstantem Volumen bzw. konstantem
Druck bedeutet, Die beiden Gleichungen (74) und (75) sind von der Form:

(76) e=f(p)
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und es soll im nachstehenden vorausgesetzt werden, dass die charakteristische Glei-
chung zu dieser Form von Gleichungen gehort. Fithrt man also die skalare Funk-
tion

an V)= f dr

o

&

Po

in die Rechnungen ein, so wird nach dem analytischen Ausdruch des Gradienten

Cgrad v =4 OV OV (ap

op. 6p _1 ,
ax1+ay1+§;h +y1+ h)-—ggradp.

ox 0

Zieht man iberdies in Betracht, dass sich die Kraft P als Gravitationskraft
ebenfalls als Gradient einer skalaren Kriftefunktion U darstellen lisst, so bekommt
man, wenn man

(78) U—V=Q
setzt, statt (68) die Gleichung :

do
{79) i grad Q.

Wihlt man in der Rotationsachse des Himmelskorpers einen fixen Aufpunkt

—>
O und bezeichnet v den Ortsvektor OM des in Betracht gezogenen Teilchens, n
dagegen den Einheitsvektor der positiven Richtung der Rotationsachse, so ist

(80) p=wnr].

Dabei ist n ein unveridnderlicher Vektor und w eine von der Zeit unabhin-
gige Funktion von r. Es ist deshalb

81) do _ Wl dr

dat “d‘[]=w[n01=w2[n[nr}].

—>
Wird aus M das Lot MS auf die Drehachse gefillt und der Vektor SM
mit R bezeichnet, so ist

(82) mint]] = —R.
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Bezeichnet R den Modul des Vektors ® und frigt man nach dem Gradient
des Skalars R, so ist zu beriicksichtigen, dass die entsprechenden Aequiskalarfid-
chen Kreiszylinder sind mit der Achse OS, dass der Gradient senkrecht zu diesen

Flichen steht und den Modul %= 1 aufweist. Es ist also

oR
(83) grad R = %,
d. h. wegen (79), (81), (82) und (83)
do
(84) T —w?Rgrad R=grad Q.

Multipliziert man diese Gleichung mit dem eine beliebige Verriickung dar-
stellenden Vektor ds, so wird

(85) grad Qds = — w*Rgrad Rds.
Es stellt ganz allgemein
grad Wds =dW

die der Verriickung ds entsprechende Aenderung d W des Skalars W und es ist
deshalb

(86) dQ = —w*RdR.

Hier steht links ein exaktes Differential, es muss also auch w? Rd R ein
exaktes Differential sein, weshalb w nur von R abhingig, d. h. eine Funktion von
der Form

(87) w=F(R)
sein muss. Setzt man also

(88) WwR=®(R),
so wird nach (86)

dQ+ @ (R)dR=0,
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woraus man durch Integration und mit Beriicksichtigung von (78) bekommt:
(89) U—V + ®(R) = const.

Die Fldchen gleichen Druckes, die Niveauflichen, werden erhalten, wenn
mann der Grosse V einen konstanten Wert zuweist. Diese Flichen sind also durch
die Gleichung

(90) U+ @R =C

- veranschaulicht.

Soll also der in Betracht gezogene Himmelskorper Rotationsbewegungen
um eine im Raume unverinderliche Achse volifiihren, so kann dies unter den ge-
machten Voraussetzungen nur dann geschehen, wenn die Winkelgeschwindigkeit
w der einzelnen Elementarringe nur eine Funktion des Halbmessers R dieser Rin-
ge ist. Weil man also fiir ein gégebenes R dasselbe w bekommt, so haben alle
auf einer Zylinderfliche, deren Achse die Drehachse ist, befindlichen Teilchen die-
selbe Rotationsgeschwindigkeit und die Drehbewegung erfolgt derart, dass jeder
dieser Zylinderflichen ihre eigene Rotationsgeschwindigkeit zukommt und sie wie
eine feste materielle Fliche um ijhre Achse rotiert. Von aussen betrachtet, geschieht
die Bewegung derart, dass jeder Breitekreis, die Schnittlinie der erwéhnten Zylin-
derfliche mit der Oberfliche des Himmelskorpers, seine eigene Rotationsgeschwin-
digkeit aufweist. Eine solche Drehbewegung der Himmelskorper wird die zonale
genannt.

§ 33. Drehbewegung mit ausgeglichenen Winkelgeschwindigkeiten.
Der im vorstehenden Paragraphen beschriebenen zonalen Drehbewegung wirkt die
Viskositdt entgegen, welche zwischen den mit verschiedener Winkelgeschwindigkeit
sich drehenden Schichten sich geltend macht und proportional dem Gradient F’(R)
dieser Geschwindigkeiten sein wird. Diese Kraft wird also einen Ausgleich der
Winkelgeschwindigkeiten anstreben, theoretisch aber, weil sie immer kleiner werden
wird, erst nach unendlich langer Zeit ihr Ziel erreichen konnen. In Wirklichkeit wird
es, bei der riesigen Masse des Himmelskorpers, ebenfalls einer sehr langen Zeit be-
diirfen, bis dieser Ausgleich vollzogen sein wird. Dann wird sich der Himmelskor-
per mit durchwegs gleicher Winkelgeschwindigkeit wie ein fester Korper bewegen.
Eine derartige Bewegung wird von den Franzosen treffend als eine ,rotation en
bloc“ bezeichnet.

Fragen wir, wie eine solche Bewegung verlaufen wird, wenn auf den Him-
melskorper kein dusseres Drehmoment einwirkt. Die Beantwortung der soeben ge-
stellten Frage ist unter dem Namen des Theorems von Appell bekannt. Wir fol-
gen hier der bedeutend einfacheren vektoranalytischen Betrachtungsweise Jardetzky’s.

Es folgt aus der Gleichung (79)
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dv
91) rotE{ rot grad Q

und, weil die Rotation des Gradienten immer gleich Null ist,

do
(92) mtd—t = 0.

Soll der Himmelskorper die oben angegebene Bewegung ausfithren, so
muss nach (34)

(93) p=[wr]

sein, wobei, weil jetzt die Voraussetzung, dass die Rotationsachse im Raume un-
veriinderlich sei, nicht aufrecht erhalten werden braucht, m eine Funktion der Zeit
aber in jedem gegebenen Augenblicke fiir alle Teilchen der sich drehenden Masse
dieselbe sein soll. Es folgt deshalb aus (92) und (93)

(94) [mr]—-—rot[ J—{—rot[ 3;] 0,
dr
d. h. weil 37“1) ist,
- dw
(93) rot[dt ]+rot[m[mr]]_~0

Bezeichnen n,, 1., u, die Einheitsvekioren des ruhenden Koordinatensystems,
w,, s, w; die zugehorigen Koordinaten des Vekiors w und x, p, z jene des Orisvek-
tors 1, so ist

j W=w N 3 ol + 0zl
(96)
l r‘—‘xn;"*'ynz"!‘zn;;

n, N, I

[d_r'zr]_ do, dw, doy
dat |~ | dat dr Tar |’

x y z
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d. h. |
BRI TR T

1y Ny Ny

i 0 0 o

" rot 71‘] ox ay 0z

Bei der oben‘voriunehmenden Differentiation sind 9:% , d—dc%’ , ‘ii_t als unab-

hiéngig von x, y, z zu betrachtén, so dass man bekommt -

dw do,  do, dw,  do, dw,  do,
'°t[ }( + )+(dt+dt)n+(dt+dt)

dt dt dt
d. h
dm ,dw
Es ist nach einer algemeinen Regel der Vektorrechnung
[wlwr]]=0Cw)w — wr,
d. h
(98) rot [w[wr]] = rot (r w) w — wrotr.
Weil aber der Rotor des Ortsvektors immer gleich Null ist, d. h,
(99) oty =20

und ferner
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1y s g
oo | 2L 0 o
(X0, + yw, + 2w3)w,  (Xw,+yo,+2m5)0, (Xo+Yw,+2mg)n,

ist, so wird, weil bei der hier vorzunehmenden anferenhatnon Wy, wy, 0 als unabhan-
gig von X, y, z zu betrachten sind,

(100) rot (r w)m = 0,

(101) rot [w{wr]]=0

Es folgt aus (95), (57), (101}

dw
(102) 71?"0’

d. h. w muss ein von der Zeit unabhingiger Vektor sein

Zieht man die fiir den vorliegenden Fall geltenden Gleichungen (42) heran,
in die zwfolge der gemachten Voraussetzung M, =M, = M; =0 zu setzen ist, so
bekommt man:

A"“’1+(c B wywy = 0

(103) B%u-;-’+(A—C)w,w,==0

ety B = Ayww=0.

Hier bedeuten w,, w,, w, die Koordinaten des Vektors mw im beweglichen
mit den Trigleitsh .uptachsen zusammenfallenden Koordinatensystem. Weil w ein
zeitlich unverdnderlicher Vektor ist, miissen seine Koordinaten w,, w,, w, nicht kon-
stant sein, . wohl aber sein Modul w. Es ist aber

(104) w4+ w4 w,?=w?



Multipliziert man die Gleichungen (103) der Reihe nach mit w,, w,, wy und
bildet die Summe, so bekommt man:

dw,
ey

dw,

dw,
Year =0

Aw i ,

+ Bw + Cw, 2

d. h, durch Integration
(1¢5) Aw?+ Bw,? + Cw,? = const.

Der Impulsvektor @ ist im vorliegenden Falle konstant und nach (30) und
(41) durch

G, =Aw i+ Bw,j+ Cw,k
veranschaulicht, Wird sein Modul mit G, bezéichnet, so ist
(106) A*w 2+ B'w,? + C'ws® = G,2.

Die drei Gleichungen (104), (105), (106) besagen, dass die Grossen w,, wz, W,
ebenfalls konstant sind, d.h.

(107) dw, _dw, _dW, _

Man bekommt deshalb stalt (103)

(108) (A—C)wyw, =0

(B— A)w, w, = 0.

Diese drei Gleichungen kénnen bei verschiedenen A, B, C nur dann befrie-
digt werden, wenn zwei der Grossen w,, w, ,Ww, zu gleicher Zeit Null sind, d. h.
wenn der Rotationsvektor w mit einer der drei Trigheitshauptachsen zusammenfillt.
Ausserdem konnen die obigen Gleichungen auch dadurch befriedigt werden, dass zwei
der Grossen 4, B, C einander gleich sind, also bespielsweise A = B ist und die auf
die Ebene dieser Hauptachsen normale Kompouente des Vektors w, im vorliegen-
den Falle w;, gleich Null ist. Dann wird das Tragheitsellipsoid zu einem Rotations-
ellipsoid, der Rotationsvektor w liegt in der Aequatorebene dieses Ellipsoides,
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kann also als eine Trigheitshauptachse betrachtet werden. Ist schliesslich A=B=C,
so wird das Trigheitsellipsoid zu einer Kugel und die Drehachse kann wie immer
sie orientiert sei, :1s eine Trigheiishauptachse aufgefasst werden. Aus allen dem
folgt das Theorem von Appell: Die Drehbewegung ,en bloc“ kann nur um eine
der Trigheitshauptachsen vor sich gehen.

§ 34. Gleichgewichtsbedingungen. In vorstehend behandeltem Falle, wo
der flissige oder gasformige Himmelskorper um eine im Raume unveridnderliche
Gerade mit einer konstanten Winkelgeschwindigkeit

(109) w=n

rotiert, kann als Bezugssystem das mit dem Himmelskorper festverbundene und
mit dessen Tragheitshauptdchsen zusammenfallende Koordinatensystem gewiihlt,
d. h. der Korper als ruhend betrachtet werden, wofern man auf die einzelnen Teilchen
neben der Gravitationskraft P die Fliehkraft einwirken lisst. Diese letztere Kraft
wirkt in der Richtung des im § 32 deﬁmerten Vektors ] und hat, pro Massenein-

heit berechnet, eine skalare Grésse R’ worin v die absolute lineare Geschwmdng-

keit des Teilchens und R den Modul des Vektors R bedeutet, sie ist also durch
den Vektor

v* R
8 = 'E' ﬁ ’
oder weil v=nR ist, durch

(110) Ezn‘“ﬁ

veranschaulicht, Diese Kraft kann nach dém bei der Aufstellung von (83) befolgten
Vorgange als der Gradient des Skalars -;—n” R?* dargestellt werden, so dass man

bekommt:

(111) § = grad 5 2 RY,

Jetzt kann das in Betracht gezogene Teilchen als ruhend betrachtet, d. h.
p = 0 gesetzt werden und man bekommt statt (68) die Gleichung
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(112) ‘B+8‘=%gradp.
Setzt man

(113) W=U+ 3R,

so wird, weil, wie im § 32 angegeben,
(114) B =gradU
ist,

(115) gradp = pograd W.

Multipliziert man die vorstehende Gleichung skalar mit d s, so wird nach
einer bereits milgeteilten algemein giltigen Gleichung

(116) dp=odW.

Verschiebt man sich lings einer Fliche des konstanten W, d. h. lings einer
solchen, auf der die Kriftefunktion der Gravitations- und Fliehkraft konstant ist,
und die man kurzweg als die Aequipotentialfliche bezeichnen kann, so wird hier
dW =0, d. h. wegen (116) auch dp = 0. Die Aequipotentialflichen sind also zu-
gleich Fliachen gleichen Druckes oder Niveauflichen. Es ist deshalb

(117) p=fW)
a _ oy
d. h. wegen (116)

(118) e=f(W).

Die obige Gleichung besagt, dass auch die Flachen gleicher Dichte mit
den Aequipotentialflichen zusammenfallen,
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Den Ausfiihrungen des vorstehenden Paragraphen liegt die charakteristische
Gleichung (76) zugrunde. Weist diese Gleichung die allgemeinere Form

F(P,Q»9)=0

auf, dann folgt aus den obigen Gleichgewichtsbedingungen, dass auf jeder Aequi-
potentialfliche, weil hier sowohl p als auch ¢ konstant ist, auch 0 konstant sein
muss, d. h, die Aequipotentialflichen Isothermiflichen sind.

§ 35. Das Theorem von Clairaut. Von der Voraussetzung ausgehend,
die Erde habe bei ihrer Erstarrung jene Form -beibehalten, die der Gleichgewichts-
figur eines sich drehenden fliissigen Himmelskorper entspricht, hat Clairaut sein
Theorem betreffend die Abplattung der Erde abgeleitet. Es ist notwendig, sich mit
diesem Theorem bekannt zu machen.

Es folgt aus den vorstehend abgeleiteten Gleichgewichtsbedingungen, dass
in einem solchen Falle die Oberfliche der Erde eine Aequipotentialfliche der Gra-
vitations- und der Fliehkrifte sein muss, denn nur in diesem Falle stehen die auf
die Teilchen der Oberfliche einwirkenden Krifte senkrecht auf derselben, vermégen
also keine Verschiebung dieser Teilchen zu bewirken. Die Oberfiiche der Erde ist
also wegen (113) durch die Gleichung

(119) W=Ww,

gegeben, wo W, eine Konstante und
(120) W=U+ —;—~n2R2

ist. Dabei ist U durch (64) gegeben, Weil fiir die Erde
(121) A=B
ist, wird (64) durch

X+ Y 27

(122) U= f +—f (C— A)
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zu ersetzen sein. In der vorstehenden Gleichung bedeutet: f die Gravitationskon-
stante, M die Gesamimasse der Erde, r die Entfernung des in Betracht gezogenep
Punktes der Aequipotenlialfliche vom Erdmiitelpunkt und X, Y, Z die Koordinaten
dieses Punktes beziiglich des mit den Triagheitshauptachsen des Erdkoérpers zusam-
menfallenden Koordinatensystems. Dieses Koordinatensystem kann, weil wegen (121)
jede durch den Erdmit'elpunkt hindurchgehende und in der Aequatorebene liegen-
de Achse eine Triagheitshauptachse ist, um seine Z-Achse beliebig gedreht werden.
Drehen wir es derart, dass seine X-Achse nach d2m Kreuzungspunkt des nullten
Meridians mit dem Aequator gerichtet ist, so ist

(123) X=rcospcosy Y=rcospsiny Z=rsing,

worin y die geographische Linge und ¢ die geozentrische Breite bedeulet. Die in
(111) vorkommende Grosse R ist jetzt durch

(124) : R=rcosg

veranschaulicht Man bekommt also statt (113)

(125) W=f¥+ 2fr3(C A)(1—3sm’qa)+ cos .

Die Ableitung dieses Ausdruckes nach r ergibt die Schwerebeschleunigung
im Punkte r, ¢, v, und wenn man diese positiv nach unten, d. h. in der Richtung
des Abnehmenden r zihlt, so wird

(126) g——2

3 C -

197 Ml | —3sinzp)— L cos?
amn =M 3 C A —asintg) — T cost ).

f

Handelt es sich um die Ermittlung der Schwerebeschleunigung auf der
Erdoberiléiche, so kann in obigem Klammerausdrock 7 durch den Aequatorhalbmes-
ser a erseizt werden. Man bekommt also
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2 43

M 3 C—4 - nfa®
(128) g—-frﬁ[l»lr—2 azM—(1—3sm <p)—7Mcos<p].

Dasselbe kann auch im Ausdruck (125) geschehen, wenn man hier W= W,
setzt. Berechnet man aus dem so gewonnenen Ausdrucke den Radiusvektor r, so
wird

M| C—A
(129) r= f—m[l +_'2-(ITA7(1 351!]299)+2f7‘71(:032¢:l

Eliminiert man mittels (129) r aus (128), so bekommt man

—. —_ in? —
(130) =7 5 g (1 — 3sint g)

Wz[l + 3 C—A
a® ., C—A n ., |72
.._W—cos Hl +3 ‘M(l 3 sin® (p)+2chos (p}

Wenn man den obigen Klammerausdruck in eine Reihe entwickelt und die
hoheren Potenzen seiner Nebenglieder vernachldssigt, so bekommt man leicht:

W,  C—A 2ma®|[, (2@ 3 C—A\_,
(131) g_fM[1+2a2M——7-A-4—H1+(fM ; aZM)smqa._

Bezeichnet g, die Schwerebeschleunigung am Aequator und g, an den

Polen, so bekommt man aus (131) mit ¢ = 0 bzw. mit ¢ = —g~

W C A 2nad
(133) gr=>0+ g,
wobei
2n%q¢® 3 C—A
(134) =M~ &u

gesetzt wurde, Es ist also
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5 — & —&a
(135) B z

(136) g =8+ (& — L) sin*g.

Die Gleichung (129) kann auf die folgende Form gebracht werden:

M C—4  n%a® _(n*d® 3 C—A_.,

(137) r—-W;[l~’r—_2a2M+—-——2fM 1 +2 sin®¢ | .
z
2
achse der Meridiankurve bedeutet. Es wird also

Fiir 9 =0 wird 7 = q, und fiir ¢ = - wird r = ¢, falls ¢ die polare Halb-

. _;fM C—d4  n%a®
(138) G—W;[1+m+m
nta® 3 C—A
(139) c=a[l——~(2fM+—2~- a,MJJ.
Setzt man

(140) STM T EM
so folgt aus (139)
a—c
(141) v=——,
und aus (137), (138) und (139)
(142) r=a(l —wvsin%y).

Dies ist die Gleichung der Meridiankurve der Erde; sie ist eine Ellipse. Die
durch (141) gegebene Grosse » wird die Abplattung der Erde genannt,
' Es folgt aus den Gleichungen (133) und (140):



5 n*ad
(143) v+/3’-—-§-fM ,
d. h. mit Beriicksichtigung von (135)
- 5 n?q p— 8L
(144) ST T g

Diese Gleichung driickt das Theorem von Clairaut aus. Mittels dersel-
ben kann aus den Schweremessungen am Aequator und an dem Pole die Abplat-
tung der Erde ermittelt werden. Diese Messungen ergaben

‘ 1
(145) L4 =—2—9~§.

Die Abplattung der Erde kann ausserdem durch geodiatische Messungen
und auch aus der bereits erwihnten durch die Erdabplattung hervorgerufenen Ungleich-
heit in der Bewegung des Erdmondes ermittelt werden. Diese Ermittlungen erga-
ben ein mit dem vorstehenden i{ibereinstimmendes Ergebnis. Dies wiirde beweisen,
dass die Erde tatsichlich jene Form erhalten hat, die der Gleichgewichtsfigur einer
rotierenden Fliissigkeitsmasse entspricht.



KAPITEL V

Die tagliche Drehbewegung der Erde und ihre Folgen

§ 36. Mechanismus der kriftefreien Drehbewegung der Erde. Nach
dem im § 26 bewiesenen Satze ist die Drehbewegung der Erde um ihrén Massen-
mittelpunkt unabhingig von der fortschreitenden Bewegung dieses Punktes. Die
fortschreitende Bewegung des Massenmittelpunktes erfolgt unter dem Einflusse der
Resultante der auf die Erde einwirkenden #usseren Krifte, wihrend die Drehbewe-
gung der Erde um diesen Punkt unter dem Einflusse des beziiglich desselben zu
nehmenden Drehmoments jener dusseren Krédfte vor sich geht. Deshalb konnen
diese beiden Bewegungen getrennt untersucht werden. Die fortschreitende Bewegung
des Massenmittelpunktes der Erde ist im ersten Abschnitt dieses Buches geschildert
worden ; hier haben wir uns mit der Drehbewegung der Erde um ihren Massen-
mittelpunkt zu befassen. Weil dieselbe derart verlduit, als ob dieser Punkt unbe-
weglich wiare, kann man diesen Punkt als ruhend annehmen. Diese Drehbewegung
kann--weiter zergliedert werden, indem man vorerst nur jene Bewegung in Betracht
zieht, die sich bei Abwesenheit des Drehmoments der ausseren Krifte ergeben
wiirde, um nachher auch die Wirkung dieses Drehmoments zu beriicksichtigen.
Dieser Vorgang soll hier befolgt werden. Die bei der Abwesenheit jenes Drehmo-
ments sich vollziehende Bewegung wird die kréiftefreie Drehbewegung der Erde
genannt; fiir diese ist also 9N gleich Null zu setzen. Es ist deshalb

( M=0
(146) ¢
| M=My=m,=0.

Setzt man ausserdem voraus, die Erde dndere ihre Form nicht, dann gel-
ten fiir ihre Drehbewegung die Eulerschen Gleichungen (42), die wegen (146) die
folgende Form erhalten :
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dw

A-at—u (C—RB) w, wy=0

dw,
(147) B 7 +(A—C)wswy; =0
s 4 (B—Ayww, =0.

Es folgt aus den Gleichungen (26) und (146)

d®
=0
d. h.
(148) 6 =8,,

worin & einen konstanten Vektor bedeutet. Der Drehinmipuls der kriftefreien Be-
wegung der Erde ist ein im Raume unverdnderlich orientierte Vektor; die auf dem-
selben senkrecht stehende Ebene wird die unverianderliche Ebene genannt,

Die Achsen des mit Erdkorper fest verbundenen beweglichen Koordinaten-
systems x—y—z, dessen Ursprung O im Massenmiltelpunkt der Erde gelegen ist,
stimmen, wie dies bei der Ableitung der Gleichungen angenommen wurde, mit
den Trigheitshauptachsen der Erde zusammen, weshalb der Drehimpuls 8o wegen
(41) durch

(149) B, = Aw,i + Bw,j + Cwak

dargestellt ist, worin i, j, R die Einheitsvektoren der Richvtunge'n der Achsen
X, ¥, z bedeuten. -

Wiren die Trégheitsmomente A, B, C einander gleich, d. h, wiire das zen-
trale Trigheitsellipsoid des Erdkorpers eine Kugel, dann wiire nach (147)

dwy dw, dw,
T{F”O, a0 ;=0

d.h. w,, w,, ws wiren konstante Grossen und damit wire wegen (13)
W =w,i + Wy -+ wshk
ein' unverianderlicher Vektor, der, weil jetzt

B =Aw
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ist, mit dem Vektor o zusammenfallen wiirde; die Drehbewegung der Erde ver-
liefe um eine sowohl im Raume als im Erdkorper selbst unverdanderlich orientier-
te Achse mit konstanter Drehgeschwindigkeit.

Sind die Tragheitsmomente A, B, C von einander verschieden, dann fiihrt
die Untersuchung der Drehbewegung des in Betracht gezogenen Korpers auf ellip-
tische Funktiomen. Weil wir aber hier die Drehbewegung der Erde, fiir die

(150) A=B
und
(151) C> A

ist, zu untersuchen haben, wird der Mechanismus der Bewegung wesentlnch ein-
facher. Die Gleichungen (147) erhalten nédmlich jetzt die Form:

d
(152) AZE+ (C— A wywy =0
' de
(158) A™: LA Cywyw, =0
dw,
(154) 5 =0.

Es folgt aus (154) durch Integration
(155) Wy=n,

worin n eine Konstante bedeutet. Die Erde dreht sich also um ihre Triigheitshaupt-
achse z mit einer konstanten Winkelgeschwindigkeit n. Bezeichnet t die Perjode
dieser komponentalen Drehbewegung, dann ist

(156) wy=n=22,

Setzt man der kiirzeren Schreibweise halber

(157) 27‘[. C—A_‘k,

T A

worin wegen (151) £ eine konstante positive Grosse bedeutet, so bekommt man
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statt (1562) und (153) die zwei Gleichungen:

(158) ‘% +hw, =0
(159) %—kwlzzO.

Multipliziert man die erste dieser Gleichungen mit w,, die zweile mit w,
und addiert sie sodann, so wird

wdw, + wdw, = 0.
Die Integration dieser Gleichung liefert
(160) w,z + sz = cz,

worin ¢ eine Konstante bedeulet.
Es folgt aus (158), (159) und (160)

(161)
dw,
V—CTW —_ kdt.

Die Integration dieser zwei Differentialgleichungen ergibt, wenn man als
Initialmoment ¢=0 einen von den Zeilpunkten wihlt, in welchem w,=c¢; w,=0 ist,
d. h. der Rotationsvektor v die x—z Ebene durchschreitet,

arc cos 2 — k¢ arc sin 22 — kt,
¢ c
d h
(162) Wy = C.COS kt
(163) W, =c.sin kt.

Um von dem beweglichen Bezugssystem auf das ruhende zu iibergehen, wihle
- man die unverdnderliche Richlung des Drehimpulsvektors &¢ zur Z-Achse des ru-
henden Koordionatensystems, dessen Ursprung ebenfalls im Mittelpunkt der Erde zu
denken ist. Die zugeh6rige X-—Y-Ebene, in der die Orientierung der X-Achse
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beliebig gewé&hlt werden kann, deckt sich mit der bereits erwihnten unveriinderli-
chen Ebene. Esfolgt aus der Fig. 7 (Seite 107), in der jetzt die Z-Achse sich mit der
Richtung des Vektors &, deckt, falls man den Modul von &, mit G, bezeichnet,

B0 = Gong= (Go sinO) b, + (G, cos ) k.
Weil
(Go sin ) ho = (G, sin 8 sin @)i + (G, sin 6 cos D) j
ist, so erhdlt man:
(164) ®o = (Gosin Osin P) i 4 (Go sinB cos D)j + (Gocos O k.
| Es folgt aus (149) und (150)

(165) ®o=Aw,i + Awyj + Cws &,

und aus (164) und (165)

(166) w, =~GA—°- sin O sin @
G, . '

(167) Wy = — 8in O cos @

(168) wa==%’cose.

Es folgt aus (165)
Go® = A2w*+ A* w,2 + CPwy?,
d.h. wegen (160) und (156)
(169) Go?= A%+ n*C>
Die Gleichungen (168) und (156) ergeben:

(170) ' ‘Gycos =nC,

d. h. wegen (169)
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cos® O = _mre sin? @ = i .
T AT+t T AT+ 2Ct T G2
. cA
(171) smB__ﬁo.

Setzt man diesen Ausdruck in (166) bzw. (167) ein, so wird

(172) w, = csin®

(173) Wwe = cos .

Es folgt aus (172), (173), (162) und (163)

(174) ¢=—g——kt.

Die Gleichung (171), in der auf der rechten Seite lauter konstante Grossen
stehen, besagt, dass der Eulersche Winkel 0 ein unveriinderlicher ist. Es ist deshalb

(175) 6 =0.

Die Ausdriicke, durch die die Koordinaten des Rotationsvektors w im be-
weglichen bzw. im ruhenden Bezugssystem als Funktionen der Eulerschen Winkel
dargestellt erscheinen, sind durch (48) bzw. (49) gegeben. Setzt man in diese Aus-
driicke (175) ein, so bekommt man:

w,= ¥’ sin sin @
(176) w, =’ sin0 cosP

wy=Y"' cos® + @'
- w,=@’sin O sinW¥

177) w,=— @’ sin O cos¥

w3=¥"4 @' cos 0.

Es folgt aus (166), (167) und (176)

G,

(178) v =,



— 138 —

Die Integration dieser Gleichung, in der

bedeutet, liefert, wenn man die bisher noch freie Wahlder Orientierung der X-Achse
in der unverdnderlichen Ebene derart trifft, dass fiir £=0; V=0 wird,

Go
79 - o
(179) v =2t
Es folgt aus (174)

(180) P =—k.

Setzt man (170), (171), (179) und (180) in (177) ein, so wird

W, = kea sinGot

1——-6—0 a1
kcA G
181 Wg == —~—~ COS—2
( ) 2 Go A
w, = G0 _knC
STTA TG,

Durch die vorstehenden Gleichungen erscheint die kriitefreie Drehbewegung
des Erdkorpers mathematisch veranschaulicht. Die Gleichungen (156), (162), (163)
geben die Koordinaten des Drehvektors w im beweglichen Bezugssystem, also die
Gleichung der Polhodie in Parameterform an. Diese Kurve ist ein Kreis, der in der
Fig. 10 durch UP dargestellt ist. Sein Mittelpunkt liegt auf der Trigheitshauptachse z des
Erdkorpers in der Entfernung ws==n vom Erdmittelpunkt O. Die Ebene dieses Krei-
ses steht senkrecht auf der Tragheitshauptachse des Erdkorpers. Der Halbmesser
dieses Kreises ist gegeben durch

(182) ri=Jwi+w?=c.

Der dem Zeitpunkte ¢ entsprechenden Punkte der Polhodie zugehérige Halb-
messer ry schliesst mit der x—z-Ebene einen Winkel ¢ ein, der durch die Glei-
chung

W
tang ¢ = —* —=tang k¢
Wy
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gegeben ist, woraus wieder folgt

2n C—A
(|83) (P:—“-‘kt——T'Tt.

Dieser Winkel nimmt mit der Zeit # gleichmissig zu, so dass die Polho-
die wahrend der Periode

(184) T =

und zwar in positivem Umlaufssinne durchlaufen wird, wonach dasselbe Spiel von
neuem beginnt.

Fig. 10

Die Ausdriicke (181) stellen die Koordinaten des Drehvektors w im ruhen-
den Bezugssystem, also die Gleichung der Herpolhodie dar. Auch diese Kurve ist
ein Kreis, der in der Fig. 10 durch VP veranschaulicht erscheint. Sein Mittelpunkt
liegt in der Z-Achse des ruhenden Koordinatensystems und zwar in der Entfernung
wy vom Mittelpunkte O. Die Ebene dieses Kreises steht senkrecht auf der Z-Achse,
sein Halbmesser ist durch

(185) ro= Vi F gt = ke
0

gegeben. Der dem Zeitpunkte f entsprechenden Punkte der Herpolhodie zugehdrige
Halbmesser r, schliesst mit der X—Y Ebene einen Winkel y ein, der durch die Glei-
chung



~-— 140 —

tangw:%;:—cotg%ot

gegeben ist, woraus wieder folgt:

A
(186) v=75*+

EER

t.

Auch dieser Winkel nimmt mit der Zeit ¢ gleichmassig zu, so dass die Her-
polhodie wihrend der Periode

A
(187) T,=2ng

und zwar im positiven Sinne durchlaufen wird.

Durch die Ermittlung der Polhodie und der Herpolhodie und der Gesetz-
missigkeit der Bewegung des Endpunktes des Drehvektors w auf diesen beiden
Kurven erscheint das Problem der kraftefreien Drehbewegung der als starr voraus- -
gesetzten Erde vollstindig gelost. Die geometrische Deutung dieser Bewegung ist
die folgende.

Es folgt aus (45) und (175)

(188) w =Y+ @k,
d.h. wegen (174) und (178)

Ga
(189) m:7n3—kh.

Der Rotationsvektor m ist also die Resultante zweier Drehgeschwindigkeiten
%’ und — &, von denen die erste um die Z-Achse des ruhenden Kcordinatensystems,
die zweite um die z-Achse des beweglichen Koordinatensystems, also um die Trig-
heitshauptachse des Erdsorpers vor sich geht. Tragt man also (Fig. 10) in der Rich-

tung der Z-Achse die Strecke OR = %’, und in der Richtung der negativen z-Ache
die Strecke OS=# auf, so stellt die Diagonale OP des Parallelogramms OSPR
nach Richtung und Grosse die augenblickliche Rotationsgeschwindigkeit w des Erd-
korpers dar; sie fillt ausserhalb des spitzen Winkels ZOz, Weil OR, OS und ©
unverdnderliche Grossen sind, bleibt die relative Lage der beiden Achsen und des
Rotationsvektors wihrend der Bewegung eine und dieselbe. Der Endpunkt P des
Rotationsvektors beschreibt um die Z-Achse den Herpolhodiekreis PV, und um
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die Triagheitshauptachse den Polhodiekreis PU. Der Polhodiekreis umschlingt, weil
fiir die Erde C> A ist, den Herpolhodiekreis und rollt auf demselben mit gleich-
formiger Geschwindigkeit, den mit ihm fest verbundenen Erdkoérper mitfithrend.
Die Bewegung des Erdkorpers kann nach dem soeben gesagten auch derart ge-
deutet werden, dass sich die Triagheitshauptachse z des Erdkérpers um die Z-Achse
des ruhenden Koordinatensystems mit konstanler Winkelgeschwindigkeit ¥’ drehe,
wihrend der Erdkorper selbst um seine Tragheitshauptachse die Rotation —# voll-
fithre. Aus dem Dreieck OPS folgt der nachstehende Zusammenhang der Oeffnungs-
winkel 0 bzw. @ des Polhodie- und des Herpolhodiekegels:

sina OS &k

(190) snf = 0P— G,

A
Est ist wegen (157) und (184)

(191) k=52

(192) ina T,

bekommt.

Diese Relation folgt auch aus dem Umstande, dass der Polhodiekreis, indem
er auf dem Herpolhodiekreise rollt, fiir eine volle Umdrehung die Zeit 7, und fiir
den Umlauf um die Herpolhodie die Zeit T, erfordert.

§ 37. Erfahrungstatsachen. Wenn sich der Erdkorper, so wie es aus dem
Clairaut’schen Theorem und aus dem Appell’schen Theorem gefolgert werden
konnte, bei der Erstarrung seiner Drehbewegung derart angepasst hitte, dass seine
Trigheitshauptachse mit der Rotationsachse zusammenfiele, ja wenn diese Koinzi-
denz der beiden Achsen bloss fiir einen Augenblick f = ¢, nachweisbar, d. h. wenn

t= tl; w, = 0; Wy ==
wiire, dann wiirde aus (147) folgen

dw, _ dw, _

FT = =Y

Die Komponenten w, und w, des Rotationsvektors wiirden also in einem
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solchen Falle stindig gleich Null bleiben, der Erdkérper wiirde ununterbrochen um
seine Trigheitshauptachse rotieren. Der Drehimpulsvektor &,, den wir mit der
Z-Achse des ruhenden Koordinatensystems zusammenfallend angenommen haben,
wiirde nach (149) ebenfalls mit der Trdgheitshauptachse. der Erde zusammenfallen,
so dass diese Achse eine auch im Raume unveridnderliche Orientierung aufweisen
wiirde. Es wire also 6—=0, d. h. die Polhodie und die Herpolhodie wiitden zu
einem gemeinsamen Punkt zusammenschrumpfen, der Polhodie- und der Her-
polhodiekegel zu einer gemeinsamen unverdnderlichen Geraden degenerieren. Die

Fig. 11

Erde wiirde also um ihre auch im Raume unverinderlich gerichtete Trigheitshaupt-
achse mit konstanter Winkelgeschwindigkeit sich drehen,

Bis tief in das neunzehnte Jahrhundert hinein schien es als erwiesen, dass,
-abgesehen von ihrer Prizession und astronomischen Nutation, die Rotationsachse
der Erde unveridnderlich sei. Man nannte ihre diesbeziigliche Bewegung die tdgliche
Drehbewegung der Erde, die Periode dieser Drehung den Sterntag.

Fragen wir, um die Richtigkeit dieser Annahme zu iiberpriifen, welche Fol-
gen die aus dem vorhergehenden Paragraphen sich ergebende Verlagerung der
Drehachse der Erde haben miisste.

Der im vorhergehenden Paragraphen ermittelte Polhodiekegel durchdringt
die Erdoberfliche in zwei die beiden Trigheitspole umschiessenden Kreisen, die
den geometrischen Ort der jeweiligen Durchstosspunkte der Drehachse der Erde
mit ihrer Oberfliche veranschaulichen, also die Bahnen der stindig sich verlagern-
den Rotationspole darstellen. Sei N, NN, (Fig. 11) die Bahn des nordlichen Rota-
tionspoles der Erde, O der zugehorige Triigheitspol. Der in Bogenmass gemessene
Halbmesser dieses Kreises ist nach den Bezeichnungen des § 36 durch O veran-
schaulicht. Der Rotationspol, dessen dem Zeitpunkt ¢ entsprechende Lage durch N
veranschaulicht werden moge, durchschreitet je einmal seine Bahn wihrend der
durch (184) dargestellten Periode
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A

Im vorstehenden Ausdruck bedeutet z die Periode der um die Figurenachse
erfolgenden komponentalen Drehbewegung der Erde, also nach dem soeben gesag-
ten die Dauer eines Sterntages. Ausdem numerischen Wert des Bruches C—i_A ergibt
sich fiir T das Zeitintervall von 305 Sterntagen oder von 304 mittleren Sonnenta-
gen. Diese Periode, die sich aus der Eulerschen Theorie der Drehbewegung erge-
ben hat, wird die Eulersche Periode genannt.

) Zieht man nun einen beliebigen Punkt M der Erdoberfldche in Betracht, so
folgt aus dem sphérischen Dreieck M N O:

cos MN = cos OMcos ON + sin OM sin ONcos SICMON.

In diesem Dreieck stellt MN das Komplement der wahren augenblicklichen
geographischen Breite ¢ des Punktes M dar; OM ist das Komplement- der auf den
Triagheistspol O sich beziehenden mittleren Breite ¢, des Punktes M, wihrend ON
nach dem soeben gesagten gleich 0 ist. Zdhlt man die Zeit £ von dem Augenblik-
ke, in dem der Rotationspol den im Meridiane des Ortes M liegenden Punkt N,
seiner Bahn durchschreitet, so ist

2n
<X MON = —T—t.

Es ist also

. . . 2
sin ¢ = sin g, c0s O 4 cos qomsmecos—T’—tt.

Es wird sich sogleich ergeben, dass O eine sehr kleine Grosse ist, weshalb
cos 0 =1; sin O = 0 gesetzt werden kann. Man bekommt also

2n

Tt.

sin ¢ = sin pn + 6 cos pm cos

Wegen der Kleinheit von 8 wird die Grosse
(194) Ap =@ —om,

die man als die Breitenschwankung zu bezeichnen pflegt, ebenfalls sehr klein sein
miissen, so dass man mittels der Taylorschen Reihe erhilt:
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sin ¢ = sin (¢ + Ap) = singy + A - coOS oy .

Es folgt aus den vorstehenden Gleichungen:

(195) Ar/>=9c052~T71t.

Die im vorstehenden Paragraphen geschilderie Drehbewegung der Erde miis-
ste also eine durch die vorstehende F rmel gegebene Schwankung der geographi-
schen Breite eines jeden beliebigen Ortes der Erdoberfliche zur Folge haben., Weil
alle bis in das neunzehnte Jahrhundert durchgefiihrten astronomischen Ortsbestim-
mungen gegen eine derartige Aenderung der geographischen Breiten zu sprechen
schienen, betrachtete man die Unverdnderlichkeit der Rotationsachse der Erde als
erwiesen. Aber bereits im Jahre 1814 dusserte der grosse deutsche Astronom Bessel
seine Bedenken gegen eine solche Annahme; auch die in den Jahren 1842 und
1843 durchgefithrten Beobachtungen des russischen Astronomen Peters sprachen
in demselben Sinne. Aber die von diesen beiden und auch von anderen Astrono-
men beobachteten Breitendnderungen waren derart geringfiigig, dass man sie auch
durch andere Ursachen, durch die optische Refraktion etwa, deuten konnte. Erst
als im Jahre 1888 durch die Beobachtungen des Berliner Astronomen Kiistner
die- Realitdt der Breiteninderungen nachgewiesen ward, wurde der Beschluss gefasst,
diese Erscheinung systematisch zu erforschen Ist sie reell, dann miissten, wie dies
aus der vorstehenden Formel foigt, die Breilenschwankungen zweier auf derselben
Hemisphire liegenden, einen Lingenunterschied von 180° aufweisenden Orten im
entgegengesetzten Sinne verlaufen. Um sich davon zu iiberzeugen, wurden eine
deutsche und eine amerikanische Expedition nach Honolula entsendet, um die dort
stattfindenden Variationen der geographischen Breite zu beobachten. Zu gleicher Zeit
wurden in Berlin, Prag und Strassburg derartige Beobachtungen vorgenommen. Diese
von Mai 1891 bis Juni 1892 durchgefithrten Beobachtungen regaben einwandirei,
dass die Rotationspole der Erde eng geschlungene Bahnen um die zugehdrigen
Tréagheitspole beschreiben. Ende des vorigen Jahrhunderts wurde zwecks systema-
tischer Beobachtung der Breitenschwankungen ein besonderer internationaler Breiten-
dienst organisiert, der an sechs auf demselben Breitekreis von 38° 8’ n. Br. gelegenen
Stationen durchgefiihrt wird.

Die Ergebnisse des internationalen Breitendienstes haben erwiesen, dass die
Rotationspole der Erde um die zugehorigen Trigheitspole eng gewundene unre-
gelmissig sich schlingende Bahnen beschreiben, wobei sich der Rotationspol nicht
mehr als um 0”32 in Bogenmass, also in Lingenmass gemessen, nicht mehr als
10 Meter vom Trigheitspole entfernt. Ein voller kreisdhnlicher Umlauf um den
Trégheitspol erfordert eine Zeitdauer von durchschnittlich 430 Sterntagen, Diese
Zeitdauer, die nach ihrem Entdecker die Chandler’sche Periode benannt wurde, ist
von der vorstehend mitgeteilten Eulerschen Periode nicht unwesentlich verschie-
den. Der hier zutage tretende Unterschied rithrt davon her, dass der Erdkoérper
nicht, so wie es die Eulerschen Gleichungen voraussetzen, ein starrer, sondern ein
elastischer ist; seine Nachgiebigkeit gegenitber den bei der Drehung auftretenden
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Fliehkraften hat zur Folge, dass die Figurenachse des Erdkorpers stindig gegen
die instantane Drehachse verlagert wird, wodurch

T=430~

wird, :

Nach diesem Sachverhalt kann jetzt auch die Frage beantwortet werden, wie
sich bei der soeben beschricbenen Bewegung der Erde ihre Drehachse im Raume
verlagert, denn verlagert sich diese Achse im Erdkoérper selbst, kann sie nicht un-
verinderlich im Raume bleiben; beschreibt diese Achse einen Polhodiekegel muss
sie auch einen Herpolhodiekegel erzeugen. Es folgt aus der Gleichung (192), in der
man wegen der Kleinheit der beiden Winkel « und 0 ihre Sinuse durch diese Win-
kel ersetzen kann,

~|N

u
(196) =

und aus (170), wo cosO=1 gesetzt werden kann,
Gy =nC,

so dass man mittels (}87) und (156) erhilt
(197) Ty=— &=

Setzt man dies in (196) ein, so wird

T

A
(198) a=4%-26.

Nach den soeben mitgeteilten Ergebnissen iiberschreitet 6 den Wert von
0’32 nicht, Weil der Unterschied zwischen A und C ein sehr kleiner und iiberdies
C> A ist, bekommt man mit Beniitzung des vorstehend mitgeteilten Wertes fiir T
als die obere Grenze von « den Wert 0°00074; derselbe ist derart unbedeutend,
dass man bei der kréftefreien Drehbewegung der Erde die raumliche Orientientierung
ihrer Drehachse als praktisch unverdnderlich betrachten kann, Um die derart unver-
ganderlich orientierte Drehachse wankt der Erdkorper derart, dass die Durchstoss-
punkte dieser Achse mit der Erdoberfliche um die Trigheitspole die soeben ge-
schilderten Bahnen beschreiben. Diese Erscheinung wird also treffend die freie Nu-
tation der Erde genannt.

Die freie Nutation der Erde ist nach dem soeben mitgeteillen eine quanti-
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tativ belanglose Erscheinung; ich werde sie bei meinen Berechnungen des Verlaufes
der Frdbestrahlung nicht zu beriicksichtigen haben. Qualitativ genommen, ist diese
Erscheinung jedoch hochbedeutend: sie beweist, dass sich die Erde weder .ihrer
Gleichgewichtsform angep:sst hat, roch als ein starrer Korper zu beirachten ist.
Ueberdies zeigen die Ergebnisse des internationalen Breitendienstes, dass die Be-
wegung der Rotationspole relativ zur Erdoberfliche eine sikulare Komponente be-
sitzt, woritber im nichsten Abschnitt dieses Buches noch die Rede sein wird.

§ 38. Die tigliche Drehbewegung der Erde und ihr Spiegelbild. Die
kraftefreie und auch von der freien Nutation befreite Drehbewegung der Erde, ihre
tagliche Drehbewegung genannt, bildet die Grundanschauung der Sphirischen Astro-
nomie, deren wichtigste Lehren und Formeln hier zwecks spiterer Anwendung kurz
wiedergeben werden mogen, Vorher soll eine in die nachstehenden Probleme ein-
schldgige kinematische Frage beaniwortet werden.

Die tigliche Umdrehung der Erde erfolgt von West nach Ost, also, von
der nordlichen Seite der Erdachse betrachtet, im positiven Drehsinn, mit einer kon-
stanten Winkelgeschwindigkeit. Als ruhendes Bezugssystem soll dabei vorldufig der
Fixsternkomplex angenommen werden, wobei man von der Eigenbewegung der
einzelnen Fixsterne absehen, oder diese durch Festlegung eines Bezugsmomentes
eliminieren soll. Weil, wie im vorhergehenden Kapitel gezeigt, die Drehbewegung
der Erde so verlduft, als ob der Schwerpunkt der Erde, welcher mit dem Mittel-
punkt der Erde identifiziert werden kann, ruhend wére und weil man die Folgen
der jahrlichen Bewegung der Erde und der fortschreitenden des Sonnensystems auf
die gegenseitige Stellung der Fixsterne als jihrliche bzw. sikulare Parallaxe ge-
rennt behandeln kann, denke man sich den Ursprung jenes ruhenden Bezugs-
systems in den Mittelpunkt der Erde verlegt. Ein anschauliches Bild dieses Bezugs-
systems gewinnl man auf folgende Weise. Man denkt sich um den Miltelpunkt det
Erde eine Kugelfliche mit unendlich grcssem Radius beschrieben und auf dersel-
ben die Fixsterne von jenem Mittelpunkt aus projiziert. Diese Kugelfliche wird die
scheinbare Himmelskugel genannt. Sie ist, im Grunde genommen, identisch mit
der Fixsternsphidre der alten Astronomen und ist aus deren Vorstellungen hervor-
gegangen. Der Unterschied unserer gegenwirtigen diesbeziiglichen Auffassung
von jener der Alten besteht darin, dass diese an die Realitat jener Sphire glaubten.
Dabei nahm Plolemaios diese Sphire als beweglich, Aristarch und Koper-
nikus als ruhend an. Die Frage, ob der Mittelpunkt dieser Sphire in der Sonne
oder in der Erde gelegen ist, wird belanglos, sobald man die Entfernung Sonne-Erde
als verschwindend klein gegeniiber dem Radius der Himmelssphire annimmi, wie dies
auch die alten Asironomen vorausgesetzt haben. Wir werden von jenen beiden
Auffassungen, der ruhenden bzw. der beweglichen Himmelskugel im nachstehenden
Gebrauch machen. Handelt sich um die Beschreibung der Bewegung der Erde und
der iibrigen Planeten relativ zur Sonne, wird man die Himmelskugel als ruhend
voraussetzen, will man dagegen die Himmelserscheinungen in bezug auf die Erde
beschreiben, wird man die Himmelssphdre als beweglich annehmen. Um den
Zusammenhang dieser beiden Vorstellungen mathematisch zu erfassen, ist folgen-
des zu beriicksichtigen.
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Sei O (Fig. 12) der Mittelpunkt der Erde, N deren Nordpol, S der Sid
pol. Die Drehung der Erde relativ zur Himmelskugel erfolgt um die Rotationsachse
NS von West nach Ost mit einer konstanten Winkelgeschwindigkeit w. Der Rota-

—>
tionsvekior w ist deshalb ein von O gegen N gerichteter Vektor OP, dess:n Mo-
dul gleich w ist. Nimmt man die Erde als ruhend an, 'so ist die Bewegung der

Fig. 12

Himinelskugel relativ zur Erde nach dem Prinzip der Relativitit der Bewegungen

durch den entgegengesetzt gerichteten Vektor O—i]=—-m veranschaulicht. Die Him-
melskugel dreht sich relativ zur Erde von Ost nach West mit derselben Winkelge-
schwindigkeit w.

Die Beobachtung der Bewegung der Himmelskugel kann nicht vom Mittel-
punkt O der Erde erfo'gen, sondern von einem Punkte M der Erdoberfliche, des-

—>
sen Ortsvektor OM mit r bezeichnet werden moge. Um zu erfahren, wie sich die
Himmelskugel relativ zum Beobachter in M bewege, wird man wie folgt verfahren.

—> —
Man bringe in M die entgengesetzt gleichen Vektoren MR = w und MT= —w an
—— = > —
und beriicksichtige, dass sich das System der vier Vektoren OP, OU, MR, MT im
—>
Gleichgewicht befinde. Nachdem der Vektor OP die Bewegung der Erde zur Him-

—— . —_

->
melskugel veranschaulicht, so geben die drei Vektoren OU, MR, M I Cie Bewegung
der Himmelskugel relativ zur Erde, bei der Wahl von M als Bezugspunkt, an, Die

— — .
durch die Vektoren OU und MR dargestellten Rotationen sind diquivalent der Trans-
lationsbewegung p=[r w}], so dass die Himmelskuge! relativ zum Beobachter in M

——
folgende zwei Bewegungen vollfithrt: eine durch den Vekior MT=—w dargestellie
Rotation und eine durch den Vektor p dargestellte Translation. Die Geschwindig-
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keit dieser lelzteren Bewegung ist aber, wie sofort einzusehen, entgegengesetzt
gleich der linearen Geschwindigkeit des Beobachters im Parallelkreis infolge seiner.
Bewegung um die Erdachse. Diese Bewegung dndert wegen der Unermesslichkeit
der Himmelsphire, die Lage derselben zum Beobachter nicht und kommt in der
spiter zu besprechenden Aberration des Lichtes als tdgliche Aberration zum Vor-
schein. Fiir dle unmittelbar nachstehenden Erérterungen ist demnach nur die durch den

Vektor M_T)‘ dargestelite Rotation der Himmelskugel zu beriicksichtigen. Die Him-
melskugel dreht sich also relativ zum Beobachter in M um eine durch M hindurch-
gehende, zur Erdachse parailele Rotationsachse von Ost nach West mit der Win-
kegelschwindigkeit w. Diese Bewegung ist das Spiegelbild der tiglichen Drehbe-
wegung der Erde. :

§ 39. Sphéarische Koordinaten. Um die gegenseitigen Bewegungen der bei-
den Bezugssysteme, Erde bzw. Himmelskugel, mathematisch zu beschreiben, miissen
in diesen Bezugssystemen eindeutig definierte Koordinatensysteme festgelegt werden.
Dies geschieht auf folgende Weise.

ZI

Fig. 13

Sei M (Fig. 13) ein beliebiger Punkt der Erdoberfliche, gekennzeichnet durch
seine geographischen Koordinaten, ndmlich durch seine geographische Breite ¢, po-
sitiv gezdhlt vom Aequator gegen Norden, und seine geographische Linge vy, fo-
sitiv gezdhlt von einem festgelegten Nullmeridian in der Richtung von West gegen
Ost. Sieht man von geringfiigigen, durch die Anziehung der Sonne und Mond her-
vorgerufenen zeitlichen Aenderungen ab, die an einer anderen Stelle dieses Werkes
behandelt werden, so kann die Richtung der irdischen Schwerkraft an jedem Punkt
der Erdoberfliche als eine bestimmte und unverinderliche betrachtet werden. Diese
Richtung wird durch einen, mit einem Gewichte beschwerten, frei hingenden Faden
veranschaulicht und wird die Vertikalrichtung genannt. Denkt man sich dieselbe nach
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oben und unten bis an die scheinbare Himmelskugel verlingert, so wird sie dieselbe
in zwei entgegengesetzen Punkten treffen, von welchen das obere Z der Zenit, das
untere (dem Beobachter unsichtbare) Z’ das Nadir genannt wird. Legt man durch
den Beobachtungspunkt M eine Ebzne senkrecht zur Vertikalrichtung, also eine ho-
rizontale Ebene, so wird dieselbe die scheinbare Himmelskugel in einem grossten
Kreise schneiden, welcher der Horizont des Standpunktes genannt wird. Dieser sei
durch den Kreis H W H' O H dargestellt. Dadurch hit man eine, mit dem Standpunkt
des Beobachters fest verbundene Ebene. fixiert, was aber zum Aufbau eines Koordi-
natensystems noch nicht ausreicht. Um das noch fehlende Orientierungselement zu
erhalten, hat man zu beriicksichtigen, dass sich, wie gezeigt, die Himmelskugel re-
lativ zum Beobachier um eine Achse dreht, die, durch den Standpunkt M hindurchge-
hend, der Rotationsachse der Erde parallel ist. Sei MN diese Achse; sie treffe die
Himmelskugel in den Punkten N und N’. Weil nun die Abmessungen der Erde ge-
genitber jenen der Himmelskugel verschwindend klein sind, so sind die Punkte N
und N’ auch jene, in denen die Verldngerungen der eigentlichen Rotationsachse detr
Erde die Himmelskugel treffen., Aus demselbenr Grunde wird die durch den Mit-
telpunkt der Erde gelegle Ebene, die der Ebene des Horizontes parallel ist, die
Himmelskugel ebenfalls im Kreis H# W H’ O H schneiden. Man kass demnach ohne
weiters den bisher eingenommenen, auf der Erdoberfliche befindlichen (anthropo-.
zentrischen, Standpunkt mit dem geozentrischen vertauschen, d. h. annehmen, dass
der Punkt M mit dem Mittelpunkt der Erde zusammenfalle. Die beiden Punkte N
und N', also die Durchstosspunkte der Erdachse mit der Himmelskugel, heissen die
Weltpole; der auf der Seite des Nordpoles der Erde gelegene Punkt N wird gleich-

falls der Nordpol, der andere, N, der Stidpol genannt. Der grosste Kreis AWA'OA
der Himmelskugel, dessen Pole die beiden Weltpole sind, heisst der Himmelsiqua-
tor; seine Ebene steht senkrecht auf der Erdachse und fallt mit der Ebene des
Erddquators zusammen.

Die Ebene, die durch die Pole N, N’ und den Zenit Z gelegt wird, he{sst
Meridian- oder Mittagsebene; sie schneidet die Himmelssphdre in einem grdssten
Kreise HZ' H' Z H, welcher der' Meridian- oder der Mittagskreis des Standortes ge-
nannt wird und sowohl auf dem Horizont als auf dem Aequator senkrecht steht, da
er die Pole dieser grossten Kreise enthdlt. Der Meridian schneidet den Horizont in
zwei Punkten, von denen der dem Nordpol ndhere H der Nordpuskt, der gegen-
iiberliegende, H’, der Siidpunkt genannt wird. Die Gerade HH' in der Ebene des
Horizontes, die den Nordpunkt mit dem Siidpunkte verbindet, heisst die Mittagsh
nie. Die Schnittpunkte O und W des Horizontes und des Aequators heissen Ost-
bzw. Westpunkt, von denen der erstere auf jener Seite des Meridianes liegt, aof
der die Gestirne sich iiber den Horizont erheben, d. h aufgehen, der letztere auf
der entgegengesetzten Seite, wo die Sterne untergehen. Die Meridianebene HZ'H'Z
schneidet, weil sie durch die Rotationsachse der Erde und die Vertikalrichtung MZ
des Standortes gelegt ist, die Erdoberfliche nach einer krummen Linie, dem Meri.
dian des Standortes.

Durch die vorstehenden Ueberlegungen sind drei mit dem Erdkdrper fest
verbundene Ebenen fixiert, nimlich die Ebene des Horizontes, des Aeguators und
des Meridians, von denen die letztere auf den zwei anderen senkrecht steht. Mit
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Beniitzung derselben konnen folgende Koordinatensysteme und sphirische Koordi-
naten festgelegt werden.

Die durch Zenit und Nadir gelegten grossten Kreise der Himmelskugel ste-
hen auf dem Horizonte senkrecht, weil jene zwei Punkte die Pole des Horizontes
sind. Diese Kreise werden die Vertikal- oder Hohenkreise genannt; auch der Meri-
dian gehort zu denselben. Der durch den Ost- und Westpunkt gelegie Vertikalkreis
hat ebenfulls einen besonderen Namen, den des ersten Vertikals, erhalten. Legt
man durch einen beliebigen Punkt der Himmelskugel, also etwa durch den Stern
S, den Vertikalkreis ZS D, so wird der Bogen D S des Vertikalkreises zwischen Ho-
rizont und Stern die Hohe des Sternes genannt. Dieser Bogen, der mit & bezeich-
net werden moge, misst den Winkel D M S, den die Richtung M S mit der Ebene
des Horizontes einschliesst, und ist positiv zu zdhlen vom Hoyizont gegen Zenit,
negativ gegen das Nadir. Der sphéirische Winkel H'ZS, den der durch S gelegte
Vertikalkreis mit dem Meridiane bildet, heisst das Azimut und hat den zwischen
Meridian- und Vertikalkreis liegenden Bogen A'D des Horizontes zum Masse. Die-
se Grosse, die mit A bezeichnet werden moge, wird vom siidlichen Teile des Me-
tidians in der Richtung von Siid tiber West, von 0° bis 3600 gezihlt. Die Grossen /
und A sind die beiden auf den Horizont sich beziehenden sphirischen Koordinaten.
Statt der ersteren kann auch deren Komplement, die Zenitdistanz genannt, ben@tzt
werden. Es ist dies der zwischen Zenit und Stern liegende Bogen ZS des Ver-
tikalkreises, und soll mit z bezeichnet werden Es ist also immer i + 2 = 90°

Die Hohe des sichtbaren Weltpoles N iiber dem Horizonte des Standortes,
also der Bogen H N, - wird die Polhohe genannt Dieselbe ist offenbar gleich dem
Bogen A’ Z, den die Vertikalrichtung des Beobachtungsortes mit der Ebene des
Aequators hildet, d. h. gleich der geographischen Breite ¢ des Standortes. _

Auf dieselbe Weise, wie man die auf den Horizont sich beziehenden Koor-
dinaten festgelegt hat, k6nnen die auf den Aequator sich beziehenden vereinbart
werden. Legt man durch die Weltpole und den Stern S den grossten Kreis NS B,
Deklinations- oder Stundenkrgis genannt. so heisst sein zwischen dem Aequator
und dem Stern S liegende Bogen B S die Deklination des Sternes S. Diese Gros-
se soll mit d bezeichnet und positiv vom Aequator gegen den Nordpol gezihlt
werden. Der sphirische Winkel ZNS zwischen Stundenkreis und Meridian heisst
der Stundenwinkel des Sternes; er hat das zwischenliegende Stiick A’B des Aequa-
tors zum Masse und wird, wie das Azimut, vom siidlichen Teile des Meridians in
der Richtung von Siid iiber West gezihlt. Der Stundenwinkel soll mit ¢ bezeichnet
werden, Man pflegt den Stundenwinkel mit dem Zeitmasse zu messen, indem man
360° gleich 24*, d. h. 15° gleich 1%, 19= 4™, 1' = 4° setzt. Die Griinde fiir dieses
Vorgehen werden bald ersichtlich werden. d und ¢ sind die beiden auf den Aequa-
tor sich beziehenden Koordinaten. Statt ¢ kann auch dessen Komplement, der Bogen
NS des Deklinationskreises, Poldistanz genannt, benutzt werden. '

Von den beiden soeben festgelegten, mit dem Erdkorper fest verbundenen
Koordinatensystemen ist das erste vorwiegend der astronomischen Beobachtungs;
. praxis, das zweite dem Mechanismus der tiglichen Bewegung des Himmels ange-
passt. Um diese Bewegung mathematisch beschreiben zu konnen, ist ein weiteres
Koordinatensystem erforderlich, das mit der Himmelskugel fest verbunden ist Die-
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se hat mit dem Erdkorper die Rot tionsichse NN’ und die Aequatorebene AWA’O
gemeinsam und ihre tdgliche Bewegung relativ zur Erde besitzt nur einen Freiheits-
grad. Es geniigt also ein einziger Parameler oder Koordinate, um die Lage der
Himmelskugel relstiv zur Erde in jedem Moment angeben zu koénnen. Als eine
solche Koordinate wahlt man den Stundenwinkel eines Puuktes' des Aequators der
Himmelssphire. Dies geschieht auf folgende Weise.

Die Erde bewegt sich relativ zur Sonne von West nach Ost in einer Bahn,
deren Ebene durch den Schwerpunkt, d. h. durch den Mittelpunkt der Sonne hin-
durchgeht, weshalb die relative Bewegung der Sonne zur Erde ebenfalls in dem-
selben Sinne erfolgen wird, in einer durch den Erdmittelpunkt hindurchgehenden
Ebene. Der Schnitt dieser Ebene mit der Himmelskugel, also die Projektion der
relativen Sonnenbzhn aus dem Erdmittelpunkt auf die Himmelskuge!, wird die Eklip-
tik genannt. Weil die Rotationsachse der Erde nicht senkrecht steht auf der Bahn-
ebene der Erde, sondern mit der Normalen dieser Bahn einen Winkel ¢ einschliesst,
wird die Ekliptik nicht mit dem Himmelsiquator zusammenfallen, vielmehr
mit demselben ebenfalls den Winkel ¢ einschliessen, der die Schiefe der Ekliplik
genannt wird. Gegenwartig ist ¢==23° 27",

Seien (Fig. 14) N, N' die Weltpole und AA’ der zvgehorige Aequalor
der Himmelskugel, EE’ die Ekliptik und P, P’ die zugehorigen Pole derselben.
Der zwischen den Achsen MN und MP eingeschlossene Winkel oder der Bogen

Fig. 14

NP als auch der sphirische Winkel A’Y E’ sind der Schiefe ¢ der. Ekliptik gleich.
Die Gerade Y Y, liangs welcher sich die Ebenen des Himmelsdqualors und der
Ekliptik schneiden, steht senkrecht zur Ebene des Winkels NMP und wird die
' Tag- und Nachtgleichen- oder die Aequinoktiallinie genannt. Diese Gerade ftrifft
die Himmelskugel in zwei einander gegeniiberliegenden Punkten Y und Y’, die man
die Tag- und Nachtgleichen- oder Aequinoktialpunkte nennt. Ekliptik und Aequator hal-
bieren sich gegenseitig als grosste Kreise; jenar von den beiden Aequinoktialpunk-
ten (Y in der Fig. 14), den die Sonne durchschreitet, wenn sie sich aus der siid
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lichen Hilfte der Himmelskugel in die nordliche erhebt, heisst der Frithlings- Tag-
und Nachtgleichenpunkt, kurz der Friihlingspunkt oder das Friithlingsiquinoktium,
der andere, Y’, der Herbstpunkt.

Ist NAN'A’N der Meridian des Standortes des Beobachters, so stellt der
sphirische Winkel A’NY den jewciligen Stundenwinkel des Friihlingspunktes dar
und es hat dieser Winkel den Bogen A'Y des Aequators zum Masse. Durch die-
sen Stundenwinkel ist die jeweilige Lage der Himmelskugel zu den mit dem Erd-
korper fest verbundenen Koordinatensystemen eindeutig gegeben und eswird dieser
Stundenwinkel, im Zeitmass ausgedriickt, die Sternzeit genannt; wir werden sie
mit 6 bezeichnen. ‘

Der Himmelsdquator und die Ekliptik sind, wenn man von deren sidkula-
ren Aenderungen, von denen spiter die Rede sein wird, absieht, oder diese durch
Festlegung einer bestimmten Epoche eliminiert, feste Kreise der Himmelskugel und
konnen zum Aufbau der mit der Himmelskugel fest verbundenen Koordinatensy-
steme benutzt werden. Der eine dieser Koordinatensysteme hat die Aequatorebene
zur Grundebene und die Aequinoktiallinie zur Grundrichtung. Legt man demnach
durch einen beliebigen Punkt der Himmelskugel oder einen Stern S den Deklina-
tionskreis NSB hindurch, so wird der Bogen Y B des Aequators die gerade Auf-
steigung oder die Rektaszension des Sternes genannt; wir werden diese Grosse
mit a bezeichnen. Sie wird vom Frithlingspunkte aus von West gegen Ost, also
in einer der tiglichen Bewegung des Himmels entgegengesetzten Richtung gezihlt
und ebenfalls mit dem Zeitmasse gemessen. Rektaszension (a= Y B) und Deklina-
tion (6=BS) sind die Koordinaten des mit der Himmelskugel fest verbundenen Ae-
quator-Koordinatensystems. ‘

Es folgt aus der Fig. 14

arc YB 4 arc BA'=arc YA'.

Nun stellt nach den soeben getroffenen Vereinbarungen der Bcgen Y B die
Rektaszension a, der Bogen A’B den Stundenwinkel ¢ des Gestirnes S dar; nach
dem der Bogen Y A’ die Sternzeit 6 veranschaulicht, so folgt die bemerkenswerte
Beziehung:

(199) att=8.

Ein weiteres mit der Himmelskugel fest verbundenes Koordinatensystem
erhilt man, wenn man die Ekliptik zur Grundebene und die Aequinoktiallinie
zur  Grunddrichtung wihlt. Legt man durch den Stern S einen durch die Pole P
und P’ der Ekliptik hindurchgehenden Kreis PSGPF’, der offenbar auf der Ekliptik
senkrecht steht, so wird derselbe, Breitekreis genannt, die Ekliptik im Punkte G
treffen., Der zwischen der Ekliptik und dem Stern liegende Bogen GS dieses Krei-
ses wird die Breite genannt, der Bogen Y G der Ekliptik dagegen die Linge des
Gestirnes, Die Breite soll mit B bezeichnet und positiv gegen den in der nérd-
lichen Hilfte der Himmelskugel gelegen Ekliptikpol P gezihlt werden; die
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Linge soll mit 1 bezeichnet und vom Frithlingspunkte aus von 0" bis 3600 von
West gegen Ost, also in derselben Richtung wie die Rektaszension gezihlt werden.
Linge und Breite sind die auf die Ekliptik sich beziehenden sphirischen Koordi-
naten der Gestirne.

Es ist oft erforderlich von einem der aufgezihiten vier Koordinatensysteme
zu einem andern dieser Systeme fiberzugehen, Weil die beiden Systeme des Ae-
quators eine Koordinate, die Deklination, gemeinsam haben, die zwei anderen Ko-
ordinaten, Stundenwinkel in dem eihen, Rektaszension in dem andern Systeme,
durch die einfache Beziehung (199) zusammenhingen, hat man sich nur mit fol-
genden zwei Aufgaben zu befassen: 1) Hohe o und Azimut A in Stundenwinkel
t und Deklination d zu verwandeln und umgekehrt; 2) Rektaszension « und De-
klination  in Liange 1 und Breite g zu verwandeln und umgekehrt. Durch Ldsung
dieser zwei Aufgaben ist auch die Frage erledigt, wie man aus Hoéhe und Azimut
Linge und Breite berechnet oder umgekehrt.

Zur Losung der ersten dieser zwei Aufgaben bedient man sich des durch
Zenit, Weltpol und Stern gekennzeichneten sphérischen Dreiecks der Himmelsku-
gel, das oft auch das nautische Dreieck genannt wird. Wie dies aus Fig. 13 und

Fig. 15

[4

den zugehorigen Erorterungen folgt, ist in diesem Dreieck, das in Fig. 156 wieder-
geben ist, die Seite NZ gleich dem Komplement (90°— @) der geographischen
Breite ¢ des Standortes des Beobachters, die Seite NS gleich dem Komplement "
(90°"—9d) der Deklination des Gestirnes, wihrend die Seite Z§ gleich ist der Zenit-
distanz z oder dem Komplement (90°—#) der Hohe des Gestirnes. Der sphérische
Winkel ZNS§ stellt den Stundenwinkel ¢ und der Winkel SZN das Supplement
(180°—A) des Azimutes des Gestirnes dar. Weil die Seite NZ dieses Dreiecks durch
den Standort des Beobachters als gegeben zu betrachten ist, konnen zwei von
den vier Grossen f, f, 4, A durch die Qibrigen zwei mit den Mitteln der sphérischen
Trigonometrie ausdriickt werden. Zwecks spiterer Anwendung sollen hier folgende
Gleichungen abgeleitet werden. Man hat nach dem Kosinussatze der sphirischen
Trigonometrie '

cos Z8=cos NZcos NS'+ sin NZ sin NScos X ZNS

cos NS=cosZNcos ZS+sin ZNsinZScos < NZS ,
d. h
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(200) €os z==sin k= sin gsin d +cos pcosd cost

(201) sin d =sin gsink - cos pcoshcos 4.

Zur Losung der zweiten Aufgabe bedient man sich des durch Weltpol,
Ekliptikpol und Stern gekennzeichneten spirischen Dreicks der Himmelskugel, das
auch das astronomische Dreieck genanut wird, Es folgt aus Fig. 14 und den zuge-
hoérigen Erorterungen, dass in diesem Dreieck die Seite NP gl.ich ist der Schiefe

¢ der Ekliptik, Seite PS gleich dem Komplement (90°—p3) der Breite, Seite NS
gleich dem Komplement (90°— d) der Deklination des Geslirnes; der sphirische
Winkel NPS ist, weil MY (Fig. 16) senkrecht aufder Ebene NMP steht, gleich dem
Komplement (90°—1) der Linge des Gestirnes, wihrend der sphérische Winkel
PNS gleich ist (90"+«). Weil die Seite NP als gegeben zu betrachten ist, kon-
nen zwei von den vier Grossen «, &, 1, # durch die iibrigen zwei ¢ usgedriickt wer-
den. Es folgt nach den Kosinussitze der sphirischen Trigonometrie

cos NS = cos PS cos PN + sin PS sin PN cos 3¢ NPS

cos PS = cos NP cos NS + sin NP sin NS cos 32 PNS

d. h
(202) " siné=sinfcose + cos fsinesin i
(203) sinf = cosesind—sinecos dsina

und nach den Sinussatze

sin NS _ sinPS
sinx NPS~ sin X PNS’

(204) COS & cos 0 ==cos S cos 1.
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§ 40. Die tigliche Bewegung des Himmels. — Infolge der taglichen Bewe-
gung des Himmels, die um die Weltachse mit konstanter Winkelgeschwindigkeit von
Ost gegen West erfolgt, wird, wie dies aus den vorstehenden Erérterungen und
Festlegungen folgt, die Deklination é der Gestirne nicht geéndert, wihrend ihr
Stundenwinkel ¢ gleichformig zunimmt. Zu dieser relativen Drehbewegung der Him-
melskugel und deren Gestirne gesellen sich noch andere Bewegungen, durch die
sowohl die Lage der beiden Fundamentalkreise der Himmelskugel, des Himmelsi-
quators und der Ekliptik, als auch die gegenseitige Stellung der Gestirne gewissen,
langsam vor sich gehenden Aenderungen unterworfen, sind. Weil dieselben, wie
bereits angegeben, getrennt behandelt sein werden, ist bei der Untersuchung der
tiglichen Bewegung des Himmels die gegenseitige Lage jener Fundamentalkreise
und der Gestirne als unveriinderlich zu betrachten. Aus diesem Grunde sind alle
Koordinaten, die sich auf die mit der Himmelskugel fest verbundenen Koordina-
tensysteme beziehen, also die Grosseun e, 8, 4, 8 als Konstante zu behandeln Weil
deshalb in (199) d. h. in

(205) l @i t=0

a als konstant anzusehen ist, kann die Grosse 0 als die unabhingige Variable ge-
wihlt werden,” Diese Grosse, Sternzeit ‘genannt, wird mit dem Zeitmasse gemessen,
indem eine Zunahme derselben um 3600 gleich 24 Sternzeitstunden, oder gleich
einem Sterntag gesetzt wird. Man lisst den Sterntag beginnen, oder man sagt es -
ist 0% Sternzeit, in dem Augenblicke, in dem der Friihlingspunkt durch den Meri-
dian geht. Es ist 1*, 2% 3", .. Sternzeit, wenn der Stundenwinkel des Friihlings-
punktes 15°, 309, 45°. = betrdgt. Durch Angabe der Sternzeit ist die Lage eines
beliebigen Gestirnes, dessen Rektaszension und Deklination bekannt sind, vermoge
der Gleichung (205) auch in dem mit dem Standorte des Beobachters fest verbun-
denen System des Aequators gegeben. d h. die Koordinaten f und J bekannt. Um
die Lage des Gestirnes relativ zum Hotizont und Meridian des Standpunktes zu er-
mitteln, hat man sich der Gleichungen (200) und (201) zu bedienen. Darnach ist
die Hohe des Gestirnes itber dem Horizont des Beobachters zur Sternzeit b=a-#
durch die Gleichung gegeben: ‘

(206) sin = sin ¢ sin 6 + cus ¢ cos d cos £.

Die Hohe des Gestirnes ist also verinderlich, was schon daraus folgt, dass
das Gestirn im Laufe des Sterntages einen zum Himmelsdquator parallelen Kreis
der Himmelskugel beschreibt, der, falls nicht ¢ = + 90° ist, gegen den Horizont
des Beobachters geneigt ist Bei dieser Bewegung wird das Gestirn den Horizont
durchschreiten, d. h. es wird #=0 werden, fiir ¢=1,, wobei ¢, durch die Gleichung

sin @ sin 6 4 cos g cos d-cosf, =10,

(207) cos f, = — tang @ tang d
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gegeben ist. Diese Gleichung liefert den Stundenwinkel #,, die Gleichung (205) die
Sternzeit des Auf- bzw. des Untergangs des Gestirnes. Der absolut genommene
Wert des Stundenwinkels #, wird der halbe Tagbogen des Gestirnes genannt und
gibt, mit zwei multipliziert, die in Sternzeitstunden gemessene Zeit an, wiahrend
der das Gestirn oberhalb des Horiz ntes des Standortes verweilt.

Befindet sich der Standort des Beobachters auf der nordlichen Halbkugel
der Erde, d. h ist ¢ positiv, so ist, wenn § ebenfalls positiv ist, d. h. das Gestirn
nordlich des Himmelsdquators sich befindet, nach (207) cos{, negativ, also der
halbe Tagbogen f, grosser-als 90° oder 6*; das Gestirn verweilt linger oberhalb des
Horizontes des Standortes als unter demselben. Die Gleichung (207) ergibt dabei
nur dann reelle Wurzeln, solange tang ptangd =1 ist. Fiar tangptangd>1, d. h
tang & > cotg ¢ = tang (90° — ¢, also fiir 6 > 90° — ¢, verweilt der Stern stdndig ober-
halb des Horizontes und wird Zirkumpolarstern genannt, Fiic d = 0 wird /, = 90°,
d. h. ein Gestirn des Himmelsidquators verweilt ebensolange iiber dem Horizonte als
unter demselben. Fiir <0, d. h. fiir Gastirne .siidlicher Deklination, wird cos fy
positiv und ¢, kleiner als 90” oder b*; solche Gestirne verweilen daher kiirzere Zeit
iiber dem Horizont als unter demselben. Ein Gestirn, dessen siidliche Deklination
grosser ist als 90— steigt iiber dem Horizoat nicht mehr empor.

Die vorstehenden Ueberlegungen gelten fiir die siidliche Halbkugel der
Erde, wofern man ¢ und 6 durch — ¢ und —¢ ersetzt.

Setzt man in (201) #=0, so liefert die so erhaltene Gleichung das Azimut
A=A, jenes Punkies des Horizontes, in dem der Stern auf- bzw. untergeht. Es
ist also

sind
cos¢

(210) cos Ap=—

Der negative Wert von A4, ist das Azimut des Sternes bei seinem Aufgan-
ge, der positive Wert das Azimut bei seinem Untergange. Die Entfernung des in
Rede stehenden Punkies des Horizontes vom Ost- bzw. Westpunkte nennt man die
Morgen- bzw. Abendweite des Gestirnes. Bezeichnet man diese mit A/, so wird
Ag=90°+A’, sinA’=-cos 4,, d. h.

sind

(211) sin A'=

A’ ist positiv, wenn der Aufgang und der Untergang des Gestirnes nordlich
der Ost — Westlinie gelegen sind.
Die Zenitdistanz des Gestirnes ist nach (200) gegeben durch:

(212) cos z = sin ¢ sind + cos¢p cos § cos £.

Dieser Ausdruck erreicht seine extremen Werte fiir =0 und = 180° Das
Maximum von cosz, d.h. das Minimum von 2, das mit z; bezeichnet werden moge,
wird erreicht fiir £== 0, und es ist in diesem Falle
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oS 2, =C0s {¢p—9),
d. h.

(213) 2, =¢—0 oder z =d-¢q,

je nachdem das Gestirn siidlich oder nordlich vom Zenit seine gr(‘jssté Anndherung
erreicht hat. Das Minimum von cos z, d.h. das Maximium von 2, das mit z, be-
zeichnet werden moge, wird erreicht fiir {=180° und es ist in diesem Falle '

cos 2, = — ¢0s (- J)

(214) zy = 180°— (¢ +9).

Die Formeln (213) und (214) liefern die Zenitdistanzen der Gestitne in
ihrer oberen bzw. unteren Kulmination. Diese erfolgen, falls wie oben & konstant
angenommen wird, im Meridiane des Standortes.

§ 41. Die Bewegung der Sonne am Himmel. Die Voraussetzung, dass
Rektaszension und Deklination Konstante sind, trifft bei den Planeten, Sonne und
Mond nicht mehr zu, vielmehr sind es die zeitlichen Aenderungen jener beiden Koordi-
naten, die die wechselnden Lichtgestalten des Mondes, den Lauf der Jahreszeiten,
die Sonnen- und Mondfinsternisse, also die auffallendsten Himmels- und Naturerschei-
nungen zur Folge haben. An dieser Stelle sollen einige Folgen der jahrlichen Be-
wegung der Sonne am Himmel besprochen werden.

Die relative Bewegung der Sonne um die Erde ist das Spiegelbild des
jahrlichen Umlaufes der Erde um die Sonne; diese heliozentrlsche Bewegung der
Planeten und der Erde ist im ersten Abschnitt dieses Buches bereits besprochen
worden. Wenn man den dort eingenommenen heliozentrischen Standpunkt mit dem
geozentrischen vertauscht, so ergibt es sich vorerst, dass zwischen der geozentrischen
Linge 1 der Sonne, die, wie vereinbart, vom Friithlingspunkt lings der Ekliptik zu
messen ist, und der ebenfalls vom Friihlingspunkt zu messenden heliozentrischen
Linge 4, der Erde ein Unterschied von 180° besteht, d. h.

(215) A—iy, = 180°

ist.

Die Gesetzmissigkeiten der Aenderung der Grosse A, sind bereits klarge-
legt worden, und daraus ergeben sich auch die Gesetze, nach denen sich die Grosse
X im Laufe des Jahres dndert. Die andere auf das System der Ekliptik sich bezie-
.hende Koordinate der Sonne, die Breite g, bleibt, weil die Sonne sich lings der
Ekliptik am Himmel verlagert, stindig gleich Null.



(216) p=0

Die Gleichungen (202), (203) und (204) erhalten jetzt die Form:

(217) sin d-=sin ¢ sin
(218) cos ¢sind = sinecos dsin e
(219) COSA==C0SaCosd.

Aus (217) und (218) folgt:
(220) CoseSinA = cosdsina,
und aus (219 und (220)

(221) cos e tang A = tang e.

Die Deklination der Sonne ist nach (217) gleich Null fiir A==0 und A=1809,
also im Friihlings bzw. Herbstpunkte; sie erreicht ihre exstremen Werte 0 = 4 &;
d=—c¢ fitr A =90° bzw, A =270°. Diese beiden Punkte der Ekliptik, die von den
Aequinoktialpunkten um 90° entfernt sind, heissen die Sonnenwende- oder Solsliti-
alpunkte, und zwar der in der nordlichen Halbkugel des Himmels liegende der
Sommersolstitialpunkt, oder das Sommersolstitium, der andere der Wintersolstial
punkt oder das Wintersolstitium. Die beiden Parallelkreise zum Himmelsdquator,
die durch diese Punkte gehen - heissen Wendekreise, der nordliche jener des Kreb
ses, der siidliche jener des Steinbockes

Der Zeitraum das Jahres, wihrend welchem die Sonne den Ekliptikbogen
zwischen dem Friihlingsdquinoktium und dem Sommersolstitium durchschreitet, wird
der astronomische Frithling der nordlichen Halbkugel der Erde genannt. Wiahrend
dieses Intervalles nimmt A von 0° bis 90°, und die Deklination & von 0 bis zu
ihrem Maximalwert +¢ zu. Wiahrend des astronomischen Sommers der nérdlichen
Halbkugel legt die Sonne den Ekliptikbogen zwischan dem Sommersolstitium und
dem Herbstidquinoktium (zwischen A.= 90° und A = 180°) zuriick, und 4 nimmt von
—+& bis 0 ab. Wahrend des astronomischen Herbstes der nérdlichen Halbkugel
legt die Sonne den Ekliptikbogen zwischen dem Herbstdquinoktium und dem Win-
tersolstitium (zwischen A =180 und A = 270°) zuriick, und ¢ sinkt von O bis zu
seinem Minimalweit —¢. Wihrend des astronomischen Winters der né6rdlichen
Halbkugel legt die Sonne den Ekliptikbogen zwischen dem Wintersoistitium und
dem Frithlingsdquinoktium (zwichen A =270" und A =300% zuriick, u-d ¢ nimmt
von — ¢ bis 0 zu. Der astronomische Friihling, Sommer, Herbst und Winter der
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siidlichen Halbkugel der Erde entsprechen in der angefiihrten Reihenfolge den
Quadranten A =180° bis A = 270°; X =270° bis A==360°; X\ =0 bjs A =90°;
A =90°bis A = 180° der Sonnenbahn.

Die Aenderungen der Deklination der Sonne kommen in der Lénge des
Tagbogens zum Ausdruck und rufen dadurch den Wechsel der Jahreszeiten hervor.
Fiir 0 = 0, ist nach (207) fiir jedes ¢ #, = 90° d. h. auf der ganzen Erdkugel Tag
und Nacht einander gleich, fiir 6 >0 erfreut sich die Nordkugel des langeren Ta-
ges, fir <0 die Siidkugel. Es folgt aber aus (207), dass diese Gleichung nur
dann einen reellen Wert fiir {, liefern kann, solange — 1 =tang¢tangd= -1
ist. Da die Deklination der Sonne zwischen den Grenzen —¢ und +¢ eingeschlossen

Fig. 17

ist, ist die soeben gestellte Bedingung wihrend des ganzen Jahres befriedigt auf
jenen geographischen Breiten, fiir die — (90° — &) <= ¢ =<+ (90° —¢) ist.

" Durch die Breitekreise ¢==90°—¢ und ¢ = —(90°— ¢), welche die Polar-
kreise genannt werden, wird auf der Erdoberfliche ein Giirtel abgegrenzt, auf dem
tagtiglich die Sonne auf- und untergeht. Auf den beiden jenseits der Polarkreise
liegendeh Kalotten der Erdoberfliche ist es anders. Hier verweilt, solange 6>90°—¢p
ist, die Sonne oberhalb des Horizontes, ohne infolge der Umdrehung des Himmels
unterzugehen; die betreffende Breite hat stdndigen Tag. Sinkt dagegen die Dekli-
nation der Sonne unter dem Wert — (90° — ¢), so steigt die Sonne iiber dem Ho-
rizont nicht empor und es wihrt an der betreffenden Breite stindige Nacht. Um
dies zu veranschaulichen, stelle uns der Kreis HH' (rig 17) den Horizont eines
der Polarzone angehorigen Punkles der Erdoberfliche dar. AA’ sei der Himmelsi-
quator, E E* die Ekliptik Legt man durch den Nordpunkt H der Mittagslinie den
Parallelkreis #S,CS,H hindurch, so sichneidet derselbe die Ekliptik in den Punkten
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S; und S,, deren Deklination gleich ist 90° — ¢. Sobald die Sonne auf ihrer jahr-
lichen Bahn den Punkt S, erreicht, geht sie, wie dies aus der Figur anschaulich
folgt, nicht mehr unter Dies dauert wihrend der ganzen Zuriicklegung des Bahnin-
tervalles S, E'S, und dieses Intervall soll das Intervall des stindigen Tages ge-
nannt werden. Legt man durch den Siidpunkt /4’ der Mittagslinie den Parallelkreis
H' S, C’'S, H hindurch, so schneidet derselbe die Ekliptik in den Punkten S; und
Sy, deren Deklination gleich ist — (93° — ¢), und man ersieht sofort, dass die Son-
ne wihrend der Zuriicklegung des Bahnintervalles S; ES, iiber dem Horizont nicht
mehr erscheint. Dieses Intervall soll' das Interval der stindigen Nacht genannt wer-
den. Wahrend der Zuriicklegung der Bahnintervalle S;YS; und S,Y’S, geht die
Sonne tiglich auf und unter.

Um die Lingen der Punkte S, S,, S,, S, zu ermitteln, ist folgendes zu be-
riicksichtigen. Das Intervall des stindigen Tages beginnt im Moment, in dem

tang ¢ tang 6 =1

ist und dauert solange tang¢tangd > 1 ist. Das Intervall der stindigen Nacht
beginnt sobald

tang ptang § = — 1

wird und dauert solange tanggptangd <1 ist. Die Deklinationen der Punkte
S1, Ss, 8y, S, sind durch die obigen zwei Gleichungen gegebsnen, die man in
eine einzige,

tang®ptang®d =1,
zussammenfassen kann. Daraus folgt

1 + tang®@ = 1 + colg? 9,

sin® d =cos? ¢,

also wegen (217)

cos?ep
sine¢

(222) sin* A =

Die vier zwischen 0° und 360° liegenden Wurzeln dieser Gleichung,
Ny» Agy Mg, Ay, stellen die Lingen der Punkte S, S,, S; S, dar. Dabei ist, wie
leicht einzusehen 0<{A,<C90%; X, =1800—2X,; Ag==180°+2,;; A4=360°—A.
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Die Zeit, die zwischen zwei aufeinanderfolgenden Kulminationen der Sonne
verfliesst, heisst der wahre Sonnentag. Es ist wahrer Mittag in dem Augenblicke,
wo die Sonne durch den Meridian des Standortes geht, und in irgend einem Au-
genblicke ist die wahre Sonnenzeit gleich dem Stundenwinkel der Sonne, in Zeit
ausgedriickt. Der wahre Sonnentag ist um rund 4" lidnger als der Sterntag, aber die
wahren Sonnentage sind im Laufe des Jahres gewissen Aenderungen unferworfen
und sind nicht einander genau gleich, weshalb fiir die Zeitmessung der mittlere
Sonnentag eingefiihrt werden musste, woriitber noch die Rede sein wird. Handelt
es sich um die Berechnung der Linge des Tagbogens der Sonne fiir einen bestimm-
ten Tag und geographische Breite, so ist es, weil die erwidhnten Schwankungen
des wahren Sonnentages gering sind, gestattet, den wahren Sonnentag mit dem
mittleren identifizierend, die Gleichung (207) zu beniitzen. Will man beispielsweise
die Dauer des lingsten bzw. des kiirzesten Tages an einer zwischen den Polarkrei-
sen liegenden geographischen Breite ¢ berechnen, so hat man in der Gleichung
(207) die Deklination & gleich +e¢ bzw. —e¢ zu setzen, um den halben Tagbogen
der Sonne in mittlerer Sonnenzeit zu erhalten.

Handelt es sich um die Berechnung des Jahresintervalles des stindigen
Tages bzw. der stindigen Nacht an. den Breiten der Polarzonen, so hat man die
Langen Ay, A, Ay, 24 der Sone zu ermitteln, bei denen jene Intervalle beginnen
bzw. endigen; die Zeitintervalle, die fiir die Zuriicklegung dieser Bahnitervalle erfor-
derlich sind, kann man dann direkt berechnen oder den Ephemenden der Sonne
entnehmen.

§ 42. Nebeneinfliisse. Die vorstehend geschilderten Erscheinungen erleiden
durch den Standort des Beobachters, durch die Abmessungen der beobachteten Ge-
stine und durch die Art der Lichtfortpflanzung einige Beeinflussungen, die un-
ter Umsténden nicht unberiicksichtigt gelassen werden konnen. Im vorstehenden
wurde der Standort des Beobachters mit dem Mittelpunkt der Erde identifiziert, was

L]

Fig. 18

durch die verschwindend kleinen Abmessungen der Erde gegeniiber den Entfernun-

gen der Himmelskorper begriindet wurde. Wenn es sich aber um Himmelskdrper han-

delt, die unserem Sonnensystem angehoren, also beispielsweise um die Sonne selbst,

so ist jene Identifikation der beiden Standpunkte nicht ohne Vorbehalt zuldssig.

Um dies zu erldutern, sei O (Fig. 18) der Erdmittelpunkt und M der Standpunkt
~1n
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des Beobachters; eine durch M gelegte horizontale Ebene H,H,’ wird die Ebene
des scheinbaren . Horizontes genannt, im Gegensatz zu der ihr parallelen und durch
den Erdmittelpunkt O gehenden Ebene //F’, die die Ebene des wahren Horizontes.
genannt wird und die identisch ist mit der bei dem Aufbau der Koordinatensysteme
benutzten Ebene des Horizontes. Ist S ein Gestirn, dessen Entfernung OS vom,
Erdmittelpunkt nicht als unendlich gross gegen die Abmessungen der Erde zu be-
trachten ist; so ist es klar, dass die von O bzw. von. M gegen S gerichteten Ab-
sehlinien OS und MS nicht untereinander parallel sein, vielmehr einen Winkel
tinschliessen werden, den man als Parallaxe bezeichnet. Dieser Winkel ist in der
beiliegenden Figur durch <c MSO veranschaulicht, und um denselben unterscheidet
sich. die wahre Zenitdistanz z von der scheinbaren 2z, so dass in einem solchen
Zusammenhange dieser Winkel als die Hohenparallaxe oder die Parallaxe in Zenit-
distanz genannt wird. Dieser Winkel ist eine Funktion der Entfernung OS und der
Zenitdistanz 2. Er erreicht seinen Maximalwert 7, wenn 2'=90°, d.h. wenn das Ge-
stirn im Horizonte des Beobachters sich befindel; die in diesem Falle stattfindende
Parallaxe =, wird die Horizontalparallaxe genannt. Fiir die Sonne ist, wenn man
mit der mittleren jihrlichen Entfernung der Sonne von der Erde rechnet, und OM
gleich dem Aequatorradius setzt, #,=8,80". Um diesen Winkel ist die wahre Ze-
nitdistanz z der Sonne kleiner im Momente, in dem der Mittelpunkt der Sonnen-
scheibe den Horizont des Beobachters durchschreitet, so dass man mit z=900—m;
den tatsichlichen Auf- bzw. Untergang des Mittelpunktes des Sonnenscheibe zu
berechnen hitte. Die Korrekturen die man dadurch auf die vorstehend mitgeteilten
Formeln fiir die Tageslinge anzubringen hétte, sind nicht nennenswert.

Fithlbarer ist der Einfiuss, der von den Abmessungen der Sonne selbst
herrithrt, Weil diese solche sind, dass uns der Halbmesser der Sonnenscheibe un-
ter einem Winkel von rund 16’ erscheint, so wird die Sonne erst dann unter dem
Horizont vollstindig verschwinden, wean der Mittellpunkt der Sonnenscheibe eine
Tiefe unter dem Horizont von 16’, d.h. eine Zenitdistanz von 90¢ 16’ errelcht hat.
Aehnliches wird auch beim Sonnenaufgang stattfinden; hier wird der obere Rand
der Sonne sichtbar, wenn die Zenitdistanz auf den obigen Wert gesunken ist. An-
lasslich diesbeziiglicher Berechnungen der Tageslinge wird noch ein anderer Neben-
einfluss zu beriicksichtigen sein, von dem sogleich die Rede sein wird.

Die scheinbaren Stellungen und Bewegungen der Gestirne am Himmel
unterliegen gewissen Verdnderungen, die von der Art der Lichfortpflanzung herriihren.
Die relative Bewegung des Beobachters zur Lichtquelle, oder umgekehrt, hat eine
scheinbare Ortsveranderung der Lichtquelle zum Beobachter zur Folge und zwar
um einen Winkel Ay, welcher durch den Ausdruck Ay ==v:c gegeben ist, worin ¢
die Geschwindigkeit des Lichtes und v die zur Absehlinie normale Relativgeschwindig-
keit des Beobachters zur Lichtquelle bedeutet. Wegen der grossen Geschwindigkeit
der Lichtfortpflanzung ist der obige Ausdruck immer sehr klein. Fiir die jahrliche
Bewegung der Erde um die Sonne wird, wenn die Absehlinie zur Richtung dieser
Bewegung senkrecht steht, An=20/"52, welche Grosse die Konstante der jahrlichen
Aberration genannt wird. Fiir die Bewegung des Beobachters infolge der tiglichen
Drehung der Erde wird unter den gleichen Voraussetzungen und unter der Annali-
me, dass der Standort am Aequator sich befindet, Ayp=0",320, welche Grdsse - die
Konstante der tdglichen Aberration genannt wird. Diese Ortsverinderungen sind. fiir
die hier zu besprechenden Erscheinungen ohne nennenswerten Einfluss.
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Weitgehender sind die von der Refraktion des Lichtés ‘herrithrenden Orts-
verdnderungen der GQestirne. Beim Eiotritt der Lichistrahlen in die Atmo-
sphire werden diese infolge der Zunahme der Dichte dér Atmosphire gegen die
Erdoberfliche zu von ihrer urspriinglichen Richtung abgelenkt und zum Lot ge-
brcchen, wodurch der scheinbare Ort der Gestirne dem Zenit zu um einen Win-
kel verschoben wird, der fiir Zenitdistanzen von 0% 30°, 609 90° folgende Werte
besitzt 0”; 33"; 1'40”; 34'. Um diese. Winkelgréssen wird also d1e tatsdchliche Ze
nitdistanz der Gestirne scheinbar vermindert." ;

, Da wir infolge der Refraktion die Gestirne in einer grOSSeren Hohe erblr-é
cken als dieselbe wirklich einnehmen, so wird durch dieselbe auch der Aufgang
der Geshme beschleunigt, der Untergang verzogert.

Differentiert man. die Gleichung (212) nach ¢, so wird

sinzdz = cos ¢ cos dsint dt,
d. h, fiir den Horizont, wo z==90° ist,

. dz
T cos g cosdsint,

-Dieser Ausdruck . stellt die- der Aenderung- der. Zenitdistanz entsprechende
Aenderung des Stundenwinkels dar. Da, wie oben mltgetellt die Refraktlon im Ho-

rizont 34’ oder im Zeitmass 136" betrigt, so ist

. 186"
(223) #=5 ¢ cos d sin ¢’

wodurch die durch die Refraktion hervorgerufene Beschleunigung bzw. Verzoge-
rung des Auf- und Unterganges der Gestirne in Zeitsekunden gegeben ist.

Will man bei der Berechnung des Auf- bzw. des Unterganges der Sonne
wissen, wann der obere Sonnenrand auf-, bzw. untergeht, so hat man den Winkel
von 34" um den angegebenen Wert von 16’ des scheinbaren Sonnenhalbmesseres
zu vergrossern, wodurch man 50’ oder in Zeitsekunden 200° erhalt. Dadurch wird

200¢
(224) a " .cos g cos Isin g’

Mit dieser Formel konnen die Korrekturen berechnet werden, die die Be-
riicksichtigung der obigen Erscheinungen erheischen wiirde.

Fiir ,=0 oder fiir z, = 180° wird die obige Formel unbrauchbar, weshalb
man bei der Berechnung der Linge der Intervalle des stindigen Tages bzw. der
sfandigen Nacht zur Gleichung (212) zuriickgreifen muss: Diese Berechnung gestal-
tet sich wie folgt.
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Das Intervall ‘des stindigen Tages wird, strenggenommen, so lange dauern,
solange die Sonne infolge der tiglichen Umdrehung der Erde nicht zur Ginze un-
ter dem Horizont verschwindet. Dieses Intervall wird demnach dann beginnen bzw.
endigen, wenn in der unteren Kulmination der Sonne der obere Rand der Son-
nenscheibe den Horizont des Beobachters gerade noch beriithrt, Dies wird nach

aem vorstehenden dann SIaIIIl[‘lGCl’l, wernn zu uleser Zeit die Tiefe oder uepresswn
D des Sonnenmittelpunktes unter dem Horizonte den Wert D, = 50’ erreicht, also
die Zenitdistanz der Sonne gleich 90° 4 D, wird.~ Man. bekommt die zugehorige
Deklination der Sonne aus der Glelchung (212), in die t-— 180° und z=90° + D,
zu setzen ist, also aus

cos (90° + D,) = sin p sin d — cos p cOs 3,

d. h
— €05 (90°— D) = — cos (¢ + 9),
oder
(225) 0=90"—(p + D,).

Das Intervall der stindigen Nacht wird begmnen bzw endigen, wenn in
der oberen Kulmination, d. h. fiir {=0, die Depressxon der Sonne den obigen’ ‘Wert
D, erreicht, also wegen (212), wenn: :

cos (900 4 D,) = sin ¢ sin d 4~ cos ¢ cos d = cos (p — J),
d, h
(226) , d=—[90°—(p—D,)]

wird. o

~ Weil d nicht grosser als 23” 27’ und nicht kleiner als — 23° 27" werden
kann, so reicht die Polarzone, in der Zeitintervalle mit stdndigemn Tag vorkommen
bis zu jener Breite, die durch die Gleichung

239 27" = 90° — (¢ - 50)

gegeben ist, also bis zur geographischen Breite von 650 43’. Auf dieselbe Weise
findet man, dass Intervalle mit stindiger Nacht nur oberhalb der geographischen
Breite von 67° 23’ vorkommen.

Die Tageshelle wird, und zwar bedeutend mehr als durch Refraktion, durch
das Phinomen der Dammerung vergrossert. Weil die Sonne fiir die hoheren Schich-
ten der Atmosphire spiter untergeht und frither aufgeht als fiir den Standort des
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Beobachters, werden jene Schichten noch nach dem Sonnenuntergange und schon
vor dem Sonnenaufgange erleuchtet und das von ihnen reflektierte Licht bewirkt
die Abend- bzw. die Morgendimmerung. Die Beobachtungen lehren, dass bei einer
Tiefe der Sonne unter dem Horizonte von 6° bis 80 es in den Wohnungen anfingt
dunkel zu werden; bis zu dieser Zeit dauert die sogenannte biirgerliche Dimme-
rung. Wenn die Sonne um etwa 16° bis 18° unter dem Horizont gesunken ist,
wird es wirklich Nacht; bis zu dieser Zeit dauert die astronomische Dammerung.
Bei der Ausrechnung der Dauer der biirgerlichen Dimmerung wird die zugehorige
Depression der Sonne gewéhnlich D, = 6°30’ oder, im Zeitinass gemessen, gleich
45" angennommen; fiir die Berechnung der astronomischen Ddmmerung wird ge-
wohnlich D, = 18° oder im Zeitmass 2" gesetzt, wihrend man fir die Berechnung
der hellen Nichte, von welchen gleich die Rede sein wird, D,=16° zu setzen pflegt.

Bezeichnet man mit 7/, den Stundenwinkel des Sonnenunterganges, d. h.
des Moments, in dem der Mittelpunkt der Sonnenscheibe den Horizont erreicht
hat, mit #, den Stundenwinkel, der dem Ende der astronomischen Dimmerung,
also der Zenitdistanz z=90° 4- D, entspricht, so ist nach (212)

= sin @ sin § + cos ¢ cos d cos fy

— sin Dy ==sin ¢ sin d + cos g cos d cos ¢,,

sin Dy

(227) | COStO—COSt1=m.

Der Winkel (¢, —1t,), im Zeitmass ausgedriickt, gibt die Dauer der astro-
nomischen Dimmerung an. Diese hingt, wie dies aus der obigen Gleichung folgt,
von der geographischen Breite des Standortes des Beobachters und-von der De-
klination der Sonne, d. h. von der Jahreszeit ab und nimmt mit ¢ und J zu.

In den hoheren Breiten trifft es sich im Laufe des Jahres. dass die Abend-
diammerung kein Ende und die Morgendimmerung keinen Anfang aulweist, weil beide
Dammerungen in einander eingreifen, so dass die Ddmmerung die ganze Nacht hin-
durch dauert. Solche Nichle werden helle Nichte genannt. Aus dem vorstehenden
wird es ohne weiters klar, dass das Intervall der hellen Niichte beginnen, bzw, endi-
gen wird, wenn zur Zeit der unteren Kulmination der Sonne, d. h. fiir {=180°
die Tiefe der Sonne unter dem Horizont den Wert Dj gerade' erreicht hat, also
nach (212)

cos (90°+ D,) = sin ¢ sin § — cos ¢ cos d
wird, Dies wird also stattfinden fiir

(228) 3=190"— (p+D,.
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. Da o0 hochstens' 23°27' werden kann, und man fiir das Phinomen der hellen,
Nichte, wie bereits erwdhnt, D,=16° zu setzen hat, so werden sich in der Breite
=90° - (23°27'+169)=50"33 zur Zeit der. sommerlichen Sonnenwende eine helle
Nacht und mit zunehmender Breite deren mehrere einstellen.

Wihrend des Jahresintervalles der stdndigen Polarnacht wird dlese im all-
gemeinen Tag fiir Tag durch die Ddmmerung unterbrochen. Wenmw aber die Sonne, selbst
in ihrer oberen Kulmination, d. h, fiir =0 tiefer als 16° unter dem Horizon:e liegt,
so wird eine solche Nacht durch keine Dimmerung unterbrochen sein, und es wird
in diesem Falle die dunkle. Nacht sich einstellen. Das Intervall der dunklen Néchte

) Lange der' Sonne
90°0° 20° 40° 60° 80° 100° 120° 140° 160° 180° 200°220° 240° 260° 280° 300° 520° 340° 360°

\Stindige ] Dunkle Nacht Sténdige
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\

&
]

3
]

.50°
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wird beginnen bzw. endigen, wenn fur ‘t=0 die Zenitdistanz der Sonne z= 90"-I-D3
wird, also nach (212), wenn dte G}erchung

cos (90°+D3) == sin @ sin & + cos ¢ cos d

d. h.

'(229) 3 = — [90°— (p—D,)]

erfiillt sein wird. Da & hochstens auf den Wert — 2397’ sinken kann, so konner
die dunklen Nachte nur bis zur Breite ¢=90°—(23'27—16°)=82°33" rexchen

Mittels der Gleichungen (225) bis (229) konnen unter.Zuhilfenahme der
Gleichung (217), in die ¢=23°27’ zu setzen ist, jene Lingen der Sonne berech-
net werden, die die Jahresintervalle des stindigen Tages, der stindigen Nacht, der
hellen Nichte und der dunklen Nchte begrenzen.
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Die Tabelle I enthilt diesbeziigliche Angaben fiir eine Anzahl geographi-
scher Breiten der nordlichen Halbkugel der Erde; fiir die siidliche Halbkugel sind
die in der Tabelle mitgeteilten Langen der Sonne um 180° zu vergrossern. Die nume-
rischen Angaben der Tabelle I sind in der Fig. 19 graphisch dargestellt.

Aus den vorstehenden Darstellungen ist zu ersehen, dass am Nordpol der
stindige Tag volle 191 Tage wihrt (vom 18. Mirz bis 25. Sepiember), diesem
folgt ein 42 Tage dauerndes Intervall einer stindigen, aber die ganze Zeit hin-
durch hellen Nacht, um durch e¢in am 6. November einsetzendes, 91 Tage dauern-
des, also bis zum 6. Februar reichendes Intervall einer stindigen, durch kejne
Didmmerung unterbrochenen dunklen Nacht abgelost zu werden; diesem folgt
ein zweites, 41 Tage dauerndes Intervall der stindigen hellen Nacht. Sobald
man den Nordpol verlassen hat, schieben sich zwischen die erwadhnten vier lm?gf-
valle weitere vier, wihrend welchen die Sonne tiglich aufgeht und untergeht, aber
die zugehorige Nacht eine helle ist. In der Breite von 82°33’ ist das Intervall der
stindigen dunklen Nacht génzlich verschwunden, und unmerklich siidlicher auch
das Intervall der stindigen hellen Nacht. In der Breite von 82°33' dauert das In-
tervall des stindigen Tages 152 Tage (vom 7. April bis 6. September), diesem folgt
ein bis zum 15. Oktober, also 39 Tage dauerndes Intervall des tiglichen Sonnen-
aufganges und Unterganges mit hellen Nichten, um durch ein bis zum 28. Februar,
also 136 Tage dauerndes Intervall der stindigen Nacht, welche aber durch tigliche
Dimmerungen gemildert ist, abgelost zu werden; diesem folgt ein zweites, 39 Tage
dauerndes Intervall des tdglichen Sonnenaufganges und Unterganges mit hellen
Néchten. Weiter siidlich stellen sich Intervalie mit regelrechtem Wechsel von Tag
und Nacht mit Morgen- und Abenddimmerungen ein. Sadlich der Breite von 6723
kommt keine stdndige Nacht und siidlich der Breite von 65°43’ kein stindiger
Tag mehr vor. An dieser letzteren Breite dauert das Intervall der hellen Nacht 143
Tage (vom 11. April bis 1, September). In der Breite von 50°33’ ist auch dieses
Intervall auf Null gesunken, so dass hier hur eine Nacht als hell bezeichnet wer-
den kann, '



KAPITEL Vi

Die Prizession der Erdachse

§ 43. Geschichtliches, Klaudius Ptolemaios berichtet in seinem
Handbuch, dass Hipparch durch Vergleichung von zu seiner Zeit genau be-
obachteten Mondfinsternissen mit solchen, die noch frither von Timocharis be-
obachtet worden waren zu dem Ergebnis gelangte, dass die Spika von dem
Herbstnachtgleichenpunkt gegen die Richtung der Zeichen zu seiner Zeit 6°, zu
Timocharis Zeit dagegen nahezu 8° entfernt stand. Aehnliche Verriickungen
fand Hipparch auch bei anderen von Timocharis oder Aristyll beobach-
teteten und in die Vergleichung miteinbezogenen Fixsternen. Es ergab sich dabei,
dass durch diese Verriickungen die Entfernung der Sterne von der Ekliptik, ihre
Breite, nicht betroffen erschien. Daraus schloss Hipparch mit einem gewissen
Vorbehalt, dass die Nachtgleichen in einem Jahre mindestens /19o° gegen die Rich-
fung der Zeichen zuriickgegangen sein miissten. Durch die obigen Aussagen des
Ptolemaios ist, trotzdem die betreffenden beiden Schriften des Hipparch nicht erhal-
ten geblieben sind, die Hauptleistung Hipparchs sichergestellt. Ob die Verriickung
der Nachtgleichen chaldiischen oder anderen alteren Himmelsbeobachtern aufgefallen
ist, konnte trotz allen Nachforschungen nicht festgestellt werden.

Ptolemaios widmete dieser Himmelserscheinung, die spiter den Namen
der Prizession der Nachtgleichen erhielt, den grossten Teil des siebenten Buches
seines Hauptwerkes, worin er eigene Beobachtungen anfithrt, die mit jenen von
Timocharis, Aristyll und Hipparch verglichen, ihm zu dem, ohne Vor-
behalt verkiindeten Ergebnis fiihrten, dass die Fixsternsphire, ausser ihrer tdglichen
Rotation um die Weltpole, sich um eine durch die Pole der Ekliptik gehende Achse
in der Richtung der Zeichen drehe, wodurch die Nachigleichenpunkte in entgegen-
gesetzter Richtung wandern und in hundert Jahren einen Grad oder 36" pro Jahr
'zurﬁck'legen. Diese Zahl hat, wie schon erwihnt, bereits Hipparch und zwar als
eine untere Grenze angegeben, wodurch sich Ptolemaios die ungerechtfertigte
Verdichtigung Delambre’s und Tannery’s zuzog, dass sein Sternkatalog nicht
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aus Beobachtung, sondern aus jenem von Hipparch durch einfache Extrapola-
tion gewonnen worden sei.

Durch Ptolemaios’ ausiithrliche, klare und wissenschaftliche Behandlung
wurde die Prizession der Nachtgleichen zu einem wohibegriindeten Bestandteil der
alten Astronomie, was zu weiteren Beobachtungen und Berechnung Anlass gab.
Albategnius verglich die von ihm um 879 ermittelten Sternpositionen mit dem
Sternkatalog des Ptolemaios und berechnete daraus eine jihrliche Verriickung der
Aequinoktien von 55”. Nassir-Edin fand um 1260, dass diese Verritckung 51"
betrage, wodurch er dem tatsdchlichen Werte von 50”25 schon sehr nahe kam.

Die alexandrische Schule machte fiir die Verschiebung der Aequinoktial-
punkte die Fixsternsphiire verantwortlich. Als Kopernikus sein heliozentrisches
System ausbaute und die Fixsternsphire still stehen hiess, deutete er, ganz richtig,
die Prizession als eine Folge der Orientierungsanderung der Erdachse, kombinierte
aber diese sdkulare Drehung der Erdachse unoodtigerweis> mit einer jdhrlichen.

Newton entdeckte durch sein Gravitationsgesetz den wahren Grund und den -
ganzen Mechanismus der Prizession, die dadurch einen weileren schlagenden Beweis
fiir die Richtigkeit seiner Lehre lieferte. Nachdem Newton im lil. Buch, II. Ab-
schnitt, seiner Prinzipien die Ungleichheiten der Mondewegung erforschte und fand,
dass der storende Korper, die Sonne, eine riickldufige Drehung der Kuooten der
Bahnebene des Mondes hervorrufe, b wies er im IV. Abschnitt des erwihnten Bu-
ches, dass die Abplattung der Erde, bei der man die 4quatoriale Anschwellung
als eine Anhdufung der Safelliten deuten koénne, eine #haliche Erscheinung zur
[Folge haben miisse, so dass die Knoten der Aequatorebene der Erde, die Aequi-
noklialpunkte, eine der taglichen Drehung der Erde entgegengesctzie Bewegung,
eben die durch die Beobachtung gefundene, ausfithren miissen, welche Bewegung
dadurch ihre vollstindige Erklidrung gefunden hat. ;

Bei den vorstehenden Betrachtungen Newtons iiber die Ursache der Pri-
zession hat man mit zwei gleichwertigen stérenden Korpern, Sonne und Mond zu
tun, deren Wirkungen sich im sdkularen Betrage der Pridzession summieren, weil
aber die Schnitilinie der Bahnebenen dieser zwei storenden Korper den bereits er-
wihnten Ricklauf vollfithrt, der zu einem vollstindigen Umlauf rund 19 Jahre er-
fordert, so wird sich diese Bewegung als eine weitere, periodische Stérung der
Orientierung der Erdachse fithlbar machen miissen. Diese Storung konnte wegen
ihrer Kleinheit aber erst durch Bradley’s Beobachtungen 1748 nachgewiesen
werden. Die erste Theorie dieser Erscheinung, die den Namen der astronomischen
Nutation der Erdachse erhielt und deren Vorhandensein schon aus den Newtonschen
Prinzipien gefolgert werden konnte, lieferte D’Alembert. '

§ 44. Das Drehmoment der auf die Erde einwirkenden #usseren
Krifte. Bei der Untersuchung des Mechanismus der Prizession ist es erforderlich,
so wie es Newton bereits getan hat, die Abplattung der Erde zu beriicksichtigen,
denn nur in diesem Falle weist die Krait, mit der die Sonne oder der Mond die
Erde anzieht, ein Drehmoment beziiglich des Massenmittelpunktes der Erde auf.
Ziehen wir vorldufig nur einen dieser beiden stérenden Hfmmelskorper in Betracht,
dessen Masse m wir uns im Punkte S (Fig. 9, Seite ‘111) konzentriert denkén. Im
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# 31 wurde gezeigt, dass ein Himmelskorper, also im vorliegenden Falle die-Erdg,
deren Masse mit M und deren Trigheitshauptmomente mit A, B, C bezeichnet
werden mogen, die im Punkte S befindliche Masseneinheit mit einer Kraft anzieht,
die durch (55) gegeben ist wobei U durch den Ausdruck (64) dargestellt erscheint.

Infolgedessen wird die Erde den storenden Himmelskorper m mit einer Kraft anzie-
hen, die durch

K=mE =grad U

veranschaulicht ist,‘wobei fir U statt (64) der Ausdruck:

@30) U=s2m 4-21'R5(B+c 24) + meQc+A_aB)+

1 . mz*?
+7f —RT(A+B—-2C)

zu sefzen ist.

Dem Newton’schen Prinzip der Aktion und Reaktion zufolge wird der sto-
rende Himmelskorper m die Erde mit einer Kraft anziehen, die durch —8& veran-
schaulicht ist; die Gerade, in der diese Kraft wirksam ist, geht durch den Punkt S
(Fig. 9) hindurch. Das Drehmoment dieser Kraft beziiglich des Massenmittelpunk-

tes O der Erde ist, weil der Ortsvektor von S in bezug auf O mit R bezeichnet
wurde, gleich:

231) M= —[RK],
d. h,
(232) M = —[R grad U].

Setzt man also

Mm
b=1%
233) ¢ 1
(233) U1=—2~f%
U, = (B+C—24) X*+(C+A—2B) Y2+ (A+B—20) 22,

so wird:
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(234) U=U+ U, U,,
d. h.
'grad U=grad Uy+ U2 grad U, + U, grad U,
Es ist deshalb
M= — [R grad Uy]— U, [R grad U,]— U, R grad U,].
Nun ist

Mm 5 .m
gfadUo=*—f—§;‘R gl’ﬂd U1=—~2—fR—7— R,

d. h. diese Vektoren sind kollinear dem Vektor R, und es ist deshalb
[R grad U] =0 [QRgradU,]=0,
so dass man bekommt: |
(235) M = — U, [Agrad U.).

Die partiellen Ableitungen des Ausdruckes U, nach X, ¥, Z, d.h.

o, _
= 2B+ C—24)X
?{Ezf’(c+,4—ﬁ3)y
o,
7 =24+B—20)Z

stellen die Koordinaten des Vektors grad U, dar, wihrend jene von QR durch
X, Y, Z gegeben sind. Man hat also nach dem analytischen Ausdruck des vekto-
riellen Produktes:
i i R
Mm=— f% X % z
(B+C—24)X (C+A—2B)Y (A+B—20)Z
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Die Koordinaten M,, My, M;, des Vektors 9%, d. h. seine in die Richtun-

gen der Koordinatenachsen fallenden Komponenten, sind also durch die Ausdriicke
veranschaulicht : -

M, 3fm(c B\ YZ

(236) | My = 3- f"” L4—0)ZX

M3=3]iR'L:(B—A)XY.

Fiir die Erde ist, wie bereits erwihnt,
(237) B=A.
Es ist also
m =3 c—arz

(238) M, = 3f E(Cc—azX |

M3=0.

§ 45. Bewegungsgleichungen. Permanente und periodische Storungs-
gheder. Setzt man in die vorstehenden Gleichungen (238) fir m die Masse des
storenden Himmeskorpers ein, und fiir X, Y, Z dessen geozentrische Koordinaten,
so erhdlt man die Koordinaten M,, M,, M, des auf den Erdkorper einwirkenden
Drehvektors 9t. Bezeichnet also m die Masse der Sonne und X, Y, Z, R deren
geozentrische Koordinaten, m, die Masse des Mondes und .x, y, 2,7 dessen geo-
zentrische Koordinaten, so ist

M, = 3f”’(c AYZ+ 3f”’1(c A)yz

(239) M= 3f5(c A ZX— 3Lr’;ﬁ(c—A)zx
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Die Prizession der Erdachse erforschend, machen wir die Vorausetzuag,
dass der Erdkorper seine Form nicht dndert, die Trigheitshauptmomente 4 und. C
also als konstante Gréssen zu betrachten sind. In diesem Falle gelten fiir die Dreh-
bewegung der Erde die Eulerschen Gleichungen (42), in die nach (237) B= A zu
setzen ist Man bekommt also mit Beriicksichtigung der vorstehenden Gleichungen:

A e myww =3I c—ay vz + 3I™Mc— a)yz
dt R ro
(240) A‘Z—“:%— (C— A)ywyw, - — 3-][;’5’3(0- A)ZX—3[;—"5—'(C~—A)zx
dw;
ar Y

Dies sind die differentialen Gleichungen der Drehbewegung der Erde unter
dem Einflusse der Anziehung von Sonne und Mond.
Es folgt aus der letzten dieser drei Gleichungen:

(241) wy=n,

worin n eine Konstante bedeutet, Dies besagt, dass die Winkelgeschwindigkeit der
Eigenrotation der Erde um ihre polare Trigheitshauptachse, d. h. um ihre Figuren-
achse durch Sonne und Mond nicht gestért wird,

Es folgt aus der letzten der Gleichungen (48):

(242) W cos O + D =n.

Man kann durch Beniitzung der Gleichungen (48) auch die Grossen w, und
w, durch die Eulerschen Winkel 6, ¥ und & ausdriicken und da sich-auch die
Drehmomentkomponenten, dhnlich wie es vorstehend geschehen ist, als partielle
Ableitungen von Skalaren durch diese Winkel darstellen lassen, bekommt man die
erforderlichen Differentialgleichungeu, deren Integration die Grossen 0, ¥, @ als
Funkticnen der Zeit, also die Losung des gestellten Problems liefert. Dabei ist
folgendes zu beriicksichtigen. In den Koordinaten X, ¥, Z und x, y, z kommen
alle Eigentitmlichkeiten der Umlaufsbewegung der Erde um die Sonne und jener
des Mondes um die Erde samt allen ihren Stérungen und Ugleichheiten zum Vor-
schein. Eine strenge, alle diese Eigentiimlichkeiten beriicksichtigende Losung des
gestellten Problems fithrt auf besonders lange Entwicklungen, hat beispielsweise
Oppolzer nicht weniger als 202 Storungsglieder in Betracht gezogen. Indessen
sind die meisten dieser Glieder selbst fiir astronomische Zwecke belanglos, fiir die
Probleme der Geophysik kommen aber nur die wichtigsten dieser Glieder wirklich
in Betracht. Man wird die Rolle und Bedeutung der eimzelnen solcher Stérungsglie-
der erkennen, wenn man von der Betrachtung des zeitlichen Verlaufes des Drehmo-
ments M des storenden Korpers ausgeht. Dabei soll vorerst nur die Sonne in Be-
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tracht gezogen werden, weil das Drehmoment ihrer Anziehung auch alle Merkmale
jener des Mondes deutlich erkennen lisst.

Weil A=25 und die Erde ein Rotationskérper ist, hat die -Drehung der,
Erde um ihre Figurenachse keinen Einfluss auf die Grosse des.Drehmoments 9R.
Man kann deshalb bei der Berechnung ven 9t des mit der Himmelskugel verbun-
denen Koordinatensystems des Aequators sich bedienen. Die x-Achse dieses Ko-
ordinatensystems ist gegen den Friihlingspunkt Y (Fig. 14), die z-Achse gegen den
nordlichen Weltpol N gerichtet. Der Ortsvektor R der Sonne schliesst mit der
x-Achse den Winkel (x, ®) ein, der offenbar gleich ist der Linge A der Sonne.
Mit der z-Achse wird jener Vektor einen Winkel (2, R) einschiessen, welcher gleich
ist der Poldistanz oder dem Komplement (90°— 4) der Deklination der Sonne. Der
Winkel (y, R), den der Ortsvektor ® mit der y-Achse einschliesst, ergibt sich dann
aus der allgemeinen Beziehung:

cos? (x, R) + cos® (y, R)+cos? (z, R)=1.
Man hat also

cos (x, ‘R)= cosi; cos'(z, R) = sind

cos® (y, R) =sir’12 A —sin?é,

Es ist nach (217)

sind = sine sin A,

cos (y, R) = cosesin .,

Die Koordinaten X, ¥, Z der Sonne erscheinen also durch die folgenden
Ausdriicke dargestellt:

X= Rcos(x, R) = Rcos
(243) { Y= Rcos(y,R) = Rcosesin

{ £= Rcos(z, R) = Rsinesini.

Es folgt aus (238) und (243):



M, = Sfm(C A)sine cos esin? A

(244) M, = — 3fm (C—A)sinesinicos i

M3=O.

Um die zeitliche Verdnderlichkeit und namentlich den jihrlichen Gang der
obigen Grossen zu verfolgen, miiss auch R durch & ausgedriickt werden. Es folgt
aus den Gleichungen (4), (5) und (111) des ersten Abschnittes dieses Buches:

worin g die grosse Halbachse, ¢ die Exzenirizitit der Erdbahn, A, die heliozen-
trische Lange der Erde und I1 die heliozentrische Linge des Perihels bedeutet.
Mit Beniitzung der Gleichung (215) bekommt man

1
B 03(1 2),, —e cos (A—IT)13.

Der obige Ausdruck kann, weil e immer sehr klein bleibt, in eine Reihe
entwickelt werden. Dabei kann man die Potenzen des Kosinus durch den Kosinus
des vielfachen Winkels ausdriicken, so dass man eine Reihe nachstehender Form
erhilt:

Elﬁ & {1 + 5 e—3e cos (:—T1) +—3—e 2 cos (2A—2IT) + - - ]

In dieser Reihe sind die Gréssen e und I1, wie im ersten Abschnitt dieses
Buches gezeigt, sikular schwach verdnderlich, so dass sie vorerst als konstant be-
trachtet werden konnen. Die Linge A nimmt jihrlich um 27 zu, so dass die trigo-
nometrischen Glieder der obigen Reihe ganzjihrige, halbjihrige, dritteljahrige usw.
Perioden aufweisen. Es wird sich zeigen, dass die Wirkung der periodischen Gli-
eder auf die Drehbewegung der Erde um so kleiner ausfillt je kleiner ihre Periode
ist; weil iiberdies die Koeffizienien der obigen periodischen Glieder sehr klein sind
und rasch abnehmen, so treten diese Glieder gegeniiber den noch zu besprechen-
den periodischen Gliedern so zuriick, dass man sie vorldufig ausser Acht lassen
und setzen kann:

(245) R=a.

Man bekommt dann statt (244):
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M, = }:*E(C—A)SlnECOSé-—' ~'[g<CwA)Sin£COS£COSQ7\

2 a

(246) | 1, —— %.Z?(C—A)sinasin%

M3=0-

Bezeichnet man also mit i,, 1,, i, die Einheiisvektoren der Richtungen x, y, 2
unseres Koordinatensystems und setzt zwecks kiirzerer Schreibweise

3 jm

(247) 5 (C—A)sine=¢,

so wird
M = M i+ Myis+ My iy = (¢ cose) i, — (ccosecos 21) i;—(c sin 22)1,.

Der Vektor 9t kann also als die Summe zweier Vektoren 9R. und 9,
aufgefasst werden; es ist dabei :

(248) M=M, + M,
(249) M= Mi, M= ifm (C—A)sine cose
‘II? - — MI 11 2 l'!
M= i J™ (C— A) sine cos ¢ cos 2.
(250)
M,/ = 3 f,’f (C—A) sin e sin 2.

Der Vektor 9, ist gegen den Frithlingspunkt gerichtet und vom jihrlichen
Gange der Sonne unabhiingig. Dieser Vektor liegt im benutzten Koordinatensystem
unbeweglich und soll der permanente Bestandteil des Drehmoments 9t genannt
werden. ,

Der Vektor 9, ist dagegen ein verdnderlicher Vektor. Verlegt man seinen
Anfangspunkt in den Ursprung des Koordinatensystems, so sind die Koordinaten
seines Endpunktes L gegeben durch:

12
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X = — € C0S¢COS 21; y= —csin2x.
Eliminiert man aus diesen zwei Gleichungen A, so bekommt man

xZ yﬁ
Ceosep T &8 = !

ais die Gleichung der Bahnkurve des Endpunktes L des Vektors 9R,. Diese Kurve
ist eine Ellipse und der Vektor M, ein periodisch sich andernder Vektor; er soll
der periodische Hauptbestandteil des Drehmoments genannt werden.

Der Voraussetzung (245) zufolge nimmt die Linge der Sonne mit der Zeit
t gleichférmig zu. Zdhlt man die Zeit vom Durchgang der Sonne durch die x Achse,
so wird:

2n
A= :Ft
, 4n
(251) M, = ccosecos 1

T

. 4n
I-_-—- —
M, csmTt.

Die Komponenten M,” und M, des Vektors 9t, unterliegen harmonichen
Schwankungen mit einer halbjdhrigen Periode.
Hitte man bei der Ermittlung von A als Funktion der Zeit ¢ die Exzentri-
1

zitat der Erdbahn beriicksichtigt, so wiren, wie am Beispiel von R gezeigt, wei-

tere periodische Glieder zu Tage getreten, welche indessen aus bereits erwihnten
Griinden von untergeordneter Bedeutung sind. Aus diesem Grunde sollen vorerst
nur die oben abgeleiteten Hauptglieder 9. und 9N, des Drehmoments in Betracht
gezogen werden, zumal wir in denselben die {ypischen Vertreter beider Kategorien
der Storungsglieder vor uns haben und ihre Eigentiimlichkeiten auch fiir die ibri-
gen Storungsglieder charakteristisch sind.

§ 46. Wirkung der einzelnen Bestandteile des Drehmoments. Die Ebe-
ne der Erdbahn kann, wenn man von ihren langsam vor sich gehenden Schwan-
kungen, die spiter Beriicksichtigung finden sollen, absieht, als im Raume unverdn-
derlich betrachtet werden. Diese Ebene oder, besser gesagt, die Ebene der schein-
baren Sonnenbahn, der Ekliptik, soll zur X — Y-Ebene des sogleich zu beniitzenden
ruhenden Koordinatensystems gewidhlt werden. Sei also (Fig. 7) O der Schwer-
punkt der Erde und X — Y die unveridnderlich vorausgesetzte Ebene der Ekliptik;
die X-Achse des ruhenden Kootdinatensystems sei dabei, aus Griinden, welche man
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bald kennen lernen wird, gegen den Herbstpunkt einer bestimmten Epoche gerichtet,
Das mit der Erde fest verbundene, also das bewegliche Koordinatensystem sei das mit
X—y—z bezeichnete; die Figurenachse der Erde sei zur z-Achse dieses Systems gewihlt,
die Schnittgerade des Erdiquators und des Greenwichers Meridianes zur x-Achse,
Die x—y-Ebene des beweglichen Koordinatensystems schneide zur Zeit ¢ die X—Y-
Ebene des ruhenden Koordinatensystems lings der Geraden O&; diese¢ stehi senk-
recht auf der Ebene ZOz, welch letztere zur Bildebene der Figur gewiihlt wurde.
Die in diese Bildebene fallende Gerade OR steht senkrecht auf der Geraden O&.
Der Punkt & stellt den aufsteigenden Knoten des Himmelsiquators in bezug auf
die Ekliptik dar, er ist also der absteigende Knoten der Ekliptik in bezug auf den
Himmelsdquator; & stellt also den jeweiligen Herbstpunkt dar. Bezeichnet also ¢
den Einheitsvektor der Richtung O& und b, den Einheitsvektor der Richtung OR,
so besteht zwischen diesen Vekioren und den vorstehend in (249) und (250) be-
nufzten Einheitsvektoren der folgende Zusammenhang:

(252) th=—c; i=—"b.
Es ist deshalb:
(253) w,s = — s,

(254) Wy = Mo+ M, b,.

Die Winkel X0&, Q&0x, ZOz stellen die drei Eunlerschen Winkel ¥, &, 0
dar. welche die Lage des beweglichen Systems in bezug auf das ruhende eindey-
tig festlegen. Hinsichtlich dieser Winkel ist folgendes zu bemerken. Der Winkel
0 stellt die Schiefe der Ekliptk zur Zeit £ dar, es ist also

(@5) Ny

Der Winkel @ misst den Begen des Himmelsdquators, der zwischen dem
Herbstpunkt und dem Greenwicher Meridian gelegen ist, ergidnzt also die im Win-
kelmass gemessene Sternzeit Greenwich zu 180°

Nach diesen Festlegungen kann zur Ermiltlung der Drehbewegung der Erde
unter dem Einflusse des Drehmoments 9t geschritien werden. Dabei soll die im
§ 36 erwihnte freie Nutalion dsr Erdachse ausser Acht gelassen werden. Weil, wie
nachtriglich beglaubigt werden wird, der Rotationsvektor w sich unter dem Ein-
flusse des Crehmoments M nur unendlich wenig von der Figurenachse der Erde
entfernen kann, so wird, dhnlich wie bei der Berechnung der Storungen erster
Ordnung, von seiner Abweichung von der Figurenachse vorerst abgeschen und
angenommen werden, dass der Drehvektor w die Richtung der 2z-Achse aufweise,
Es ist also:



d. h. wegen (43) und (241)
w=nk,

und wegen (41)

d. I

(256) ®=G,k=nChk.

Der Vektor & ist ein im beweglichen Bezugssystem unverdnderiicher Vek-
tor mit einer skalaren Grosse G=nC. Man denke sich diese Grosse auf der z-Achse
(Fig. 7, Seite 107) aufgetragen, d. h. OT = G, gemacht und frage nach den Aen-
derungen des Vektors @& im ruhenden Bezugssystem. Seien d®, d8, d¥ die dem
Zeitelement d¢ zugehorigen Aenderungen der Eulerschen Winkel. Weil & mit der
z-Achse zusammenfallend angenommen wurde, so hat die Aeriderung des Winkels
& keinen Einfluss auf die Lage des Vektors & im ruhenden Bezugssystem. Eine
Zunahme des Winkels 8 um d6 hat die Verschiebung OT- d0 des Punktes T in der
Ebene ZOz, senkrecht zu OT, .also entgegengeseizt der Richtung des Einheitsvek-
tors f), zur Folge. Daraus resultiert eine Aenderung des Vektors & um —G,d0 - b,
Eine Zunahme des Winkels W um dW¥ hat eine Drehung del Ebene ZOz um die
Achse Z, also eine Verschiebung G;sin@d¥ des Punktes 7 zur Folge und zwar
senkrecht zu dieser Ebene in der Richtung des Einheitsvektors ¢, Daraus resul-
tiert aber eine Aenderung des Vektors @ um Gssin 8 d W ¢, Es ist also die Ge-
samtinderung des Vektors ® dargestellt durch:

d®=—03d9'b0+G,,Sine-d\lf°£0,

so dass man bekommt:

P

da® do . dV
(257) W——ncazbo+nCsm9~Eco.

Nach dem Ilmpulssatze (26) muss der vorstehende Ausdruck gleich sein dem
Drehmoment

QR;‘QRs“f“QRp

der &dusseren Kréfte. Man hat also mit Riicksicht auf (253) und (254)
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—nCZ,—? b, + nC sin 8[;—\:[(0 = — Msco + M,cy + My'bo.

Durch skalare Multiplikation mit ¢, bzw. b, kann die vorstehende Vektor-
gleichung in folgende zwei skalare Gleichungen getrennt werden:

(258) nC sma‘%—f — M, M/
a6 ,

Es wird sich zeigen, dass die Aenderungen von 0 so klein sind, dass sie
im Gliede sin @ nicht zum fithlbaren Ausdruck gelangen, weshalb man in (258) die
durch M bzw. M|’ hervorgerufenen Aenderungen von W getrennt berechuen kann.
Auf diese Weise findet man, dass die Wirkung des permanenten Bestandteiles M,
des Drehmoments 9 durch die Gleichung:

(260) nCsin 0% = — m.

gegeben ist, wahrend die Wirkungen des periodischen Bestandteiles 9, des Dreh-
moments 9t durch die Gleichungen

J[ nCsmGd—d\Ig = M,’
(261) )
l HCZ’_? = Mg,

wiedergegeben sind.
Es folgt aus (260), (249) und (255)

(262) d¥ _ 3 fm1C—A

dt 2a*n C cos .

Diese Gleichung besagt, dass der permanente Bestandteil des Drehmoments
eine gieichférmige Abnahme des Winkels W, also eine riickldufige Bewegung der
iKnotenlinie O& verursacht. Diese Bewegung hat keine Aenderung des Winkels 6 zur
- Folge und es ist, wenn man nur den permanenten Anteil des Drehmoments beriick-
sichtigt, 8’=0. Daraus folgt aber aus der allgemeinen Gleichung (45), dass der
Rotationsvektor p durch:
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(263) w=Y"n;+P'k

gegeben ist.
Es folgt aus der Fig. 7

Wy = (¥ cosB) R + (¥'sinb) bho,
also

w = (D +Wcosb)k+ (¥ sinb)h,,

d. h. wegen (242)

w=nk + (V’'sinb) h,.
Es ist ferner:

(W’ sinb) ko = (V' sin 6 cos D) i 4+ (¥’ sin  cos D)j+nk,

also

(264) w = (V' sin 0 sin ®)i + (V' sinfcos D) j+nk,
d. h. wegen (31), (41) und (237)

G,=A sin 0 singp ¥’

(265) G,=Asin b cosd ¥V’
Gaznc .

Der Drehimpulsvektor & ist also in aller Strenge nicht durch (256) darge-
stellt, weil er eine in die x—y-Ebene fallende Komponente

(266) G.=VG,*}+G,2==Asin 6 ¥’
aufweist und mit der 2-Achse einen Winkel ¢ einschliesst, welcher gegeben ist durch:

(267) tangp— Je—1 4

a '
G, g sin 6 ¥,

Aus den nachstehend mitgeteilten numerischen Angaben iiber die Drehbe-
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wegung der Erde wird man ersehen, dass der Beitrag (226) zum urspriinglich an-
genommenen Drehimpuls (256) und die durch (267) gegebene Abweichung seiner
tatsdchlichen Richtung von der angenommenen R so verschwindend klein sind, dass
sie das Endergebnis (262) der Berechnung nur unmerklich beeinflussen. Zu einer
Berechnung der Storungen zweiter Ordnung, durch welche die obigen Abweichun-
gen zu beritcksichligen wiren, liegt also kein Anlass vor.

’ Dem Ausdruck (262) kann auch eine andere, fiir die spiteren Anwendungen
zweckmissigere Form gegebenen werden. Bedeutet 7 die Umlaufszeit der Erde um
die Sonne, so ist nach der Gleichung (80) des ersten Abschniites dieses Buches

S _ 4= 1
(268) at TP M+m’
Bezeichnet also
(269) %73 =y

die mittlere Bewegung der Erde um die Sonne, so kann man auch seizen:

fm__m_
(270) B Mam

Auf diese Weise bekommt man statt (262)

dav 3 m »C—-A4

@71) @ " " 2wu+ma € o8
Die Grosse:
awv m »(C—A
(272) pr—_'?T—— ]TM—MF———C—COSO

stellt den absoluten jihrlichen Betrag der Solarprdzession dar.

Um die Wirkungen des periodischen Bestandteiles 9, des Drehmoments
der Sonnenanziehung zu ermitteln, hat man in (261) die Ausdriicke (251) einzuset-
zen. Es folgt mit Beriicksichtigung von (247), (255), (269) und (270) .

@73) dVY_3 m »C—A

; SMima C 'cosec052vt
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m v: C—A

(274) M+mn C

dv 3 NP
F= "o sm().stat.

Integriert mah die vorstehenden Differentialgleichungen, wobei, wie bereits
erwdhnt, rechts die Veriinderlichkeit von 0 nicht zu beriicksichtigen ist, so folgt,

wenn man die Zeit £ von dem Augenblicke zihlt, in welchem W =0 und 0 seinen
Maximalwert erreicht,

(275) v - %M”i m%C;A cos 0 sin 2» ¢
(276) 9=%M’im%cz/lsin8c082vt,

d. h. wegen (272) und (269)

1 . 4n
277) V= a5 Prsin i 4
a1 4n
(278) f = yo tang 0 cos -T—t .

§ 47. Die Prézession der Erdachse. Aus dem vorstehenden folgt, dass
der permanente Bestandteil des Drehmoments der Sonnenanziehung auf die Erde
eine riickldufige Bewegung der Knoten des Himmelsidquators und der Ekliptik lings
dieser letzteren zur Folge hat. Diese Bewegung, pro Zeiteinheit berechnet, ist nach
(271) und (255) durch den Ausdruck gegeben:

(279) —_———= e — ——— (0S¢,

Die Anziehung des Mondes hat eine dhnliche, und zwar wegen der Nihe”
dieses Himmelskorpers, quantitativ grossere Wirkung zur Folge, deren mathemati-
schen Ausdruck man erhalten wird, wenn man in der vorstehenden Gleichung die
Masse m der Sonne durch die Masse m, des Mondes, die mittlere Bewegung
v der Sonne um die Erde durch die mittlere Bewegung », des Mondes um
die Erde und die Schiefe der Ekliptik ¢ durch die Neigung e, der Mondbahn zur
Ebene des Himmelsidquators ersetzt. Dabei ist folgendes zu beriicksichtigen. Die
Mondbahn schliesst mit der Ebene der Ekliptik einen nahezu unverinderlichen
Winkel ¢, = 5°9" ein, dabei dreht sich, wie dies noch ausfithrlich besprochen wer-
den wird, die Ebene der Mondbahn infolge der Stérung durch die Sonne derart,
dass die Knoten der Mondbahn ldngst der Ekliptik riickliufig wandern, weshalb
die Neigung der Ebene der Mondbahn zur Ebene des Himmelsiquators zwischen
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(e—¢,) und (¢ + ¢,) schwankt. Nachdem es sich oben um den permanenten Bestand-
teil des Drehmoments der Mondanziehung handelt, so werden wir vorldufig in
(279) fiir ¢, den Mittelwert zwischen (e—e,) und (e + ¢,), also den Wert & einset-
zen, spiter aber eine schirfere Beriicksichtigung aller soeben erwihnien Umstinde
nachholen. Auf diese Weise bekommt man fiir die stalionire Wirkung der Mondan-
ziehung folgenden Ausdruck :

daV 3 my »*C—A
(280) dt ~  2M . mn C

CoS ¢,

Dabei ist nach (269)

(281) y =

worin 7 die siderische Umlaufszeit der Erde um die Sonne und T, die siderische
Umlaufszeit des Mondes um die Erde bedeutet.

Die Gesamiwirkung der Sonne und des Mondes, die sogenannte lunisolare
Prizession, ist also durch den nachstehenden Ausdruck gegeben:

(282)

av 622C—A[1 mn, 1 cos e
dt n C !

T T w TC | TP M T

Dabei wurde die Masse M der Erde gegen die Masse m der Sonne als
ausserordentlich klein vernachlissigt.

Die Zeit, wihrend welcher der Eulersche Rotationswinkel ® der Erde um
22 zunimmt, wird der Sterntag genannt. Bezeichnet man diese Zeitspanne mit =,
so ist

, _dd  2n
(283) P~ P

Weil in (242), wie es sich gleich zeigen wird, ¥’ cos 6 vernachlissigbar
gegen @' ist, so kinn gesetzt werden

(284) n="-,

Man bekommt also fiir den absoluten jahrlichen Betrag der lunisolaren Pra-
zesion den folgenden Ausdruck:



dv C—A

- 1 m
2 T e—— = 7l —— ] — 1
(283) Pr dtT 3az [

C

Der numerische Wert dieses Ausdruckes hingt von der schwach verdnder-
ichen Grosse ¢ ab; setzt man darin fiir ¢ den bisher benutzten, der Gegenwart
entsprechenden abgerundeten Wert & = 2327’ ein und beriicksichtigt, dass

C—A

T=36625t; T,=273077; m,=00128M; =

= (0,003261,

ist, so bekommt man p, = 50”36 als den jdhrlichen Betrag der Lunisolar-Prizes-
sion. Hievon euntfillt auf die Anziehung der Sonne 15”88, auf jene des Mondes 34"48.
Zu dieser Berechnung ist folgendes zu bemerken. In Wirklichkeit wird der

jahrliche Betrag der Prizession nicht aus dem numerischen Wert der Grosse C

berechnet, sondern, umgekehrt, aus dem durch direckte Beobachtung gewonnenen

—A ermilielt, was am obigen Zusammenhang

C
nichts dndert. Nach den Berechnungen von Newcomb entspricht der Epoche

1850,0 und pro tropisches Jahr ein Betrag der Lunisolar— Prizession von 50”3684,

Betrag der Prizession die Grosse

Pol der

¥*
Ekliptik

Fig. 20

so dass der hier errechnete Wert eine hinreichende Genauigkeit aufweist. Infolge
dieser Verschiebung der Aeqinoktialpunkte wiirde jeder derselben wihrend
360 % 60 x 60

50,36
Jahren einen vollstdndigen Umiauf ldngs der Ekliptik vollfithren. Dieses Intervall

= 25735 Jahren, also wihrend eines Zeitintervalles von rund 26 000
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wird mitunter auch das Platonische Jahr genannt. Infolge dieser Verriickung der
Aequmoktlalpunkte beschreiben die beiden Wellpole auf der Himmelssphire um die
beiden Pole der Ekliptik Kreisbahnen mit dem scheinbaren Radius gleich der Schie-
fe der Ekliptik. Die auf diese Weise ermittelte Bahn des nordlichen Weltpoles ist
in Fig. 20 veranschaulicht. Diese Kreisbahn stellt den Schnitt des Herpolhodieke-
gels der Erddrehung mit der scheinbaren Himmelskugel dar.

Fragen wir nach der Gestalt des Polhodiekegels, d. h. nach der Kegelfliche,
welche die Drehachse im Erdkorper selbst beschreibt! Die Gleichung der Polho-
die ist duch (264) gegeben, worin w als Ortsvektor aufzufassen ist und i, j, & die
Einheitsvektoren des mit dem Frdkorper fest verbundenen Koordinatensystems
X —y — z bedeuten. Aus (264) folgt, dass die Polhodie ein Kreis ist, der in der
Entfernung n vom Erdmittelpunkt die Figurenachse der Erde senkrecht umschlingt
und einen Radius R aufweist, welcher gegeben ist durch:

R = (¥’ sin 6 sin @)* -+ (V' sin A cos D)2,
woraus wieder folgt
R=—=—V¥'sin

Der Oeffnungswinkel a des Polhodiekegels ist also gegeben durch

(G

(286) a:::—-\%—sinﬂ,

wobei man wegen der Kleinheit dieses Winkels dessen Tangens durch den Bogen
ersetzt hat.
Man bekommt mit Beniitzung von (255), (282), (284) und (258)

(287) «= 21—” 2 pesine,

d. h. mit den bereits angegebenen numerischen Werten fir 7, ¢ und pr «=0"0087.
Dieser Winkel ist so klein, dass er sich direkien Beobachtung enzieht. Auch der

durch (267) gegebene Winkel ¢, der nach obigem gleich “5-a gesetzt werden kann,

C
ist, weil A und C fast gleich sind, von derselben Kleinheitsordnung. Dieser Win-
kel @, in Bogenmass gemessen, d. h. durch 206265 dividiert, gibt nach (267) das
Verhiltnis des vernachlidssigten Drehimpulsanteiles zum beriicksichtigten an, woraus
die Kleinheit jenes ersteren Anteiles ersichtlich ist. Dadurch ist die Berechtlgung
des Ansatzes (256) erwiesen; dasselbe gilt auch fiir den Ansatz (284).

Aus den vorstehenden Angaben foigt, dass die Drehbewegung der Erde un-
ter dem Einflusse des permanenten Anteilés des Drehmoments der Sonnen- und
Mondanziehung folgenderweise geometrisch dargestellt werden kann. In -einem wei-
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ten Herpolhodiekegel, dessen Achse senkrecht zur Ebene der Erdbahn steht und
dessen Oeffnung rund 23°30° betrigt, rolit, ohne zu gleiten, im positiven Drehsinne
ein dusserst spitzer Polhodiekegel (mit einer Oeffnung von nur 0”0087), eine Um-
drehung wihrend eines Sterntages vollfithrend; der Mantel des Herpolhodiekegels
wird dabei in 26000 Jahren riickldufig abgelaufen.

§ 48. Periodische Glieder. Die Drehmomente der Sonnen- bzw der
Mondanziehung auf die Erde weisen, wie vorher erldutert, neben ihren permanen-
ten Bestandteilen noch periodische auf. Falls man die Stérungen der Mondbahn,
die spiter besprochen werden sollen, vorldufig nicht beriicksichtigt, sind die haupt-
sdchlichsten dieser periodischen Glieder jene mit einer halbjihrigen bzw. halbmo-
natlichen Periode. Die Wirkungen dieser periodischen Glieder auf den Rotations-
zustand der Erde sind bereits im § 46 analytisch dargestellt worden, so dass es
sich hier nur darum handelt, die numerische Auswertung der Ausdriicke (277) und
(278) fiir die Sonnen- bzw. Mondaziehung durchzufiihren.

Der jdhrliche Betrag der durch die Sonnenanziehung bewirkten Prizession
betrug nach vorstehenden Berechnungen .15”88. Setzt man also in (277) und (278)
fiilr p, diesen Betrag ein und fiir 6 den bereits benutzen Wert von 23°27" ein, so
bekommt mau:

T

(288)
H = 0"55 cos fl—l .

l ¥ — 1796 sin = ¢
{ 7

Der jdhrliche Betrag der durch die Mondanziehung bewirkten Prizession
betrigt nach den durchgefithrten Berechnungen 34"”48. Umgerechnet auf dis Dauer
des siderischen Mondumlaufes bekommt man fiir diese Verschiebung der Wert
2”58, Dieser Wert in die Ausdriicke (277) und (278) eingesetzt, ergibt als die Wir-
kung der Mondanziehung

4n
W o= 0" in —
0”205 sin T, t

(289)

" 4n
4 = 0”089 cos —T—lt.

" ——

Durch diese Aenderungen, Richtungsdnderungen der Drechachse der Erde,
werden die Lingen der Gestirne im gleichen Masse, aber in entgegengesetztem
Sinne wie oben W gezihlt wird, betroffen. In der astronomischen Praxis pilegt man
sowohl die stationdren als auch die periodischen Schwankungen der Aequinoktial-
linie’ im retrograden Sinne positiv zu zihlen, in welchem Falle man die obigen
Ausdriicke fiir ¥ mit dem negativen Vorzeichnen zu versehen hitte. Eine genauere
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Ausrechnung der periodischen Glieder als sie hier vorgenommen wurde, wiirde eine
Korrektur der Koeffizienten 1726, 0”55, 07205, 0”089 auf 17269, 0”551, 07204,
07089 ergeben.

Die periodischen Aenderungen der Lage der Drehachse der Erde werden
als Nutationsglieder bezeichnet und zu den Hauptgliedern der Nutation gezihlt, von
denen noch die Rede sein wird.

Der Frithlings- Tag- und Nachtgleichenpunkt, in dem der Aequator und die
Ekliptik sich wirklich schneiden, heisst das wahre Friihlingsiquinoktium zu dieser
Zeit; dagegen der von allen Nutationsgliedern befreite Durchschnittspunkt in dem
sich der Himmelsdquator und die Ekliptik bloss infolge der vorstehend besproche-
nen Priizession schneiden wiirden, das mittlere Aequinoktium. In derselben Bedeu-
tung werden die Bezeichnungen wahre und mittlere Schiefe der Ekliptik gebraucht.



KAPITEL VII

Die astronomische Nutation der Erdachse

§ 49. Storungen der Ebene der Mondbahn. Die Ebene der Bahn des
Mondes um die Erde fillt nicht mit der Ebene der Ekliptik zusammen; dieser Um-
stand hat Stérungen der Mondbewegung zur Folge, die sich auch in der Drehbe-
wegung der Erde fithlbar machen, weshalb sie hier besprochen werden miissen.

Im § 10 ist des Satellitenproblem in seiner einfachsien Form behandelt und
auf das Zweikorperproblem zuriickgefithrt worden, indem man die Voraussetzung
machte, die auf den Planet bzw. auf den Satellit einwirkenden Krifte seien unter-
einander parallel. Dies ist im Falle der Erde und des Erdmondes nur anndhernd
richtig, so dass zwecks Berechnung der erwihnten Si6rungen diese verei:fachende
Annahme fallen gelassen werden muss.

Von den mannigfaltigen Stérungen der Mondbewegung kommt fiir das
Rotationsproblem der Erde in erster Reihe die Storung der Ebene der Mondbahn
in Betracht. Um den Mechanismus und die Reichweite dieser Stérung klarzulegen, ist
es gestattet, von der Exzentrizitdt der Mondbahn abzusehen und anzunehmen, die Erde
und der Mond bewegen sich um ihren gemeinsamen Massenmittelpunkt O auf kreis-
formigen Bahnen. Die Halbmesser r und r, dieser beiden Bahnen sind, wenn man,
wie friiher, die Masse der Erde mit M, jene des Mondes mit m, bezeichnet, durch
die Ausdriicke gegeben :

m, M

(290) =M m® T HEm®

worin @, die mittlere Entfernung des Mondes von der Erde bedeutet.

Das System Erde-Mond kann jetzt als ein geschlossenes, seine Form nicht
dnderndes materielles System aufgefasst werden, auf welches, als eine dussere Kraft,
die Sonnenanziehung einwirkt. Dieses unverinderliche System rotiert bei seinem
jahrlichen Umlaufe um die Sonne um die durch den Massenmittelpunkt O hindurch.
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gehende, auf der Ebene der Mondbahn senkrecht stehende Drehachse mit einer
Winkelgeschwindigkeit »,, die der miitleren Bewegung des Mondes um die Erde
gleichzusetzen ist. Weil das auf den Punkt O sich beziehende Trégheitsellipsoid
dieses materiellen Systems keine Kugel ist, wird, geradeso, wie es mit der unter
dem Einfluss der Sonnenanziehung stehenden Erde der Fall gewesen ist, die soe-
ben gekennzeichnete Drehachse dieses Systems sich verlagern miissen. Man kann
die im vorigen Kapitel eniwickelte Theorie der Verlagerung der Drehachse auch
auf den vorliegenden Fall ungedndert anwenden, wofern man die Analogie der
- beiden Fille zu einer vollstindigen gestaltet.

Die Drehbewegung der Erde um ihre Achse halte, weil die Erde ein Rota-
tionskorper ist, keinen Einfluss auf das Drehmoment 9Nt der &dusseren Kriite, Im
vorliegenden Falle trifft dies nicht mehr zu, vielmehr wird die Drehbewegung des
Systems Erde-Mond um die oben angegebene Achse zu einer periodischen Aende-
rung der Grosse 9 Anlass geben, deren Periode der Umlauszeit 7, des Mondes
um die Erde gleich ist, also die Dauer eines siderischen Monats sein wird. Die aus
dieser kurzperiodischen Aenderung des Drehmoments 9%t sich ergebenden Stérungen
der Mondbahn sind zu unbedeutend, um bei den Problemen, mit denen ich mich
in diesem Buche zu beschiftigen haben werde, beriicksichtigt werden zu miissen
und konnen auf folgende Weise leicht eliminiert werden.

Wihrend des Zeitintervalles 7, vollfithren Erde und Mond einen ganzen
Umlauf auf ihren Kreisbahnen. Der diesem Zeitintervalle entsprechende Mittelwert
des Drehmoments 9 kann, wie leicht einzusehen, erhalten werden, indem man die
Erdmasse M lings der Erdbahn, die Mondmasse m, lings der Mondbahn gleich-
missig verteilt sich denkt und sodann das Drehmoments 9R ermittelt, mit dem die
Sonne auf das System dieser beiden materiellen Ringe einwirkt. Dieser Vorgang
ist gleichbedeutend mit der auch von Klein und Sommerfeld beniitzten Me-
thode der Elimination der periodischen Stérungen, die Gauss bei der Berechnung
der sidkularen Stérungen angewendet hat, nachdem er bewiesen hatte, dass die si-
kularen Aenderungen der Bahnen zweier sich gegenseitig stérenden Planeten diesel-
ben sind wie jene, die man erhilt, wenn man diese Bahnen mit den zugehorigen
Planetmassen derart belegt, dass die Masse jedes Bahnelements invers proportional
wird der zugehorigen Geschwindigkeit des Planeten und sodann die Attrakiion be-
rechnet, die diese materiellen Bahnringe aufeinader ausiiben. Weil in unserem Falle
zufolge der gemachten Voraussetzung die Bahnen von Erde und Mond als Kkreis-
formig zu betrachten sind, ergab sich eine homogene Verteilung der zugehorigen
Massen M und m,.

Das Trigheitsmoment C der derart gestalteten materiellen Ringe beziiglich
der durch den Punkt O hindurchgehenden Drehachse des Systems ist durch den
Ausdruck veranschaulicht:

C=Mr*+mgr?

Denselben Wert weist auch das polare Triagheitsmoment J, beziiglich des
Punktes O auf. Es ist also

J,=C
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Weil nach einer allgemeinen Eigenschait der Trigheilsmomente
A+ B+C=2/

ist, worin A und B die beiden anderen Tragheitshauptmomente bedeuten, die aus
Symmetriegriinden einander gleich sind, d. h. B=4 ist, so wird

24=2C
d. h.
C—A 1

Jetzt haben wir denselben Fall vor uns, dem wir bei der Berechnung der
Prazession begegnet haben; man hat in den damals erhaltenen Formeln bloss die
nachstehenden selbstverstdndlichen Substitutionen durchzufuhren. Statt der Z-Achse
des damals verwendeten Koordinatensystems, die mit der Drehachse cer Erde zu-
sammen fallend angenommen wurde, hat man die auf der Ebene der Mondbahn
senkrecht stehende Achse einzufithren. Der Ursprung dieses Koordinatensystems
kann, weil die Entfernung des Punktes O vom Erdmittelpunkt sehr klein ist, in di-
sen Punkt verlegt werden. Die X-Achse des Koordinatensystems ist gegen den aui-
steigenden Knoten der Ekliptik in bezug auf die Mondbahn, d. h. gegen den absteigen-
den Knoten dieser Bahn in bezug auf die Ekliptik zu richten. Die Linge 1 der
Sonne ist durch die von dem erwahnten Knotenpunkt der Mondbahn gemessene
Linge A, zu ersetzen und anstelle der Schiefe der Ekliptik ¢ = 6 die Neigung e,
der Mondbahn zur Ekliptik zu setzen. Die Drehgeschwindigkeit n der Erde ist
durch die Drehgeschwindigkeit des Systems Erde-Mond, d. h. durch die mittlere
Bewegung v, des Mondes auf seiner geozentrischen Bahn zu ersetzen. Statt der
Masse M der Erde ist die Masse (M + m,) des Systems Erde-Mond einzufithren

und statt des Bruches 9:—(;—& der soeben angegebene numerische Wert (291) zu

setzen. Auf diese Weise bekommt man statt der Formel (279) die Formel:

gi_lfl . 3 m o1

(292) af = 2 ‘miM+m, v, 2

cos & .

Die Gesamtmasse (M+m,) des Systems Erde-Mond ist im Vergleich zur
Sonnenmasse m ausserordentlich klein und man kann sie ohen im Nenner ver-
nachliassigen, so dass man mit Beriicksichtigung von (281) erhilt:

av,  3n T,
(293) -HT-—-—‘?' T2 COS ¢4
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‘Die Bewegung der Knoten der Mondbahn ist also eine riickldufige.. Der ab-
solute jahrliche Betrag dieser Verriickung ist gleich:

(294) Dr = %’E . —;-:1- €oS &,
oder, in Graden gemessen,

295 — 9700, 1

(295) px = 270°. 7 cos &,

Mit ¢, = 5°8'43"; T,=27,322 Tage; 7, = 365,24 Tage bekommt mun eine
jahrliche Verriickung von 20°, Ein vollstindiger Umlauf wiirde unter den oben gemach-
ten vereinfachenden Annahmen rund 18 Jahre erfordern; in Wirklichkeit betragt
die siderische Umlaufszeit der Knoten der Mondbahn etwas mehr und zwar 18,6 Jahre.

Ausser dieser stalioniren Bewegung der Mondknoten weisen die Winkel ¥ und
6 der Ebene der Mondbahn periodische Schwankungen; sie ergeben sich mittels
(277) und (278) und man bekommt mit dem obigen Ausdruck fir pp:

. 4n

— 1036 <in ¢

¥ = 136" sin Tt

(296)

6 = 8’397'cosé-;': t.

Der letztere Ausdruck besagt, dass die Neigung e, der Ehene der Mondbahn
zur Ekliptik um ihren Mittelwert von 50 8’ 43” mit einer. Amplitude von 8'39” schwankt,
Eine genauere Ausrechnung wiirde eine Korrektur der obigen Koeffizienten 1° 36’
bzw. 839" auf 1°38” bzw. 848" ergeben.

§ 50. Die astronomische Nutation der Erdachse. Die riickliufige Bewe-
gung der Mondknoten hat periodische Aenderungen der Rotationsachse der Erde
zur Folge, die, durch die Beobachtung zuerst entdeckt, den Namen Nutation erhiel-
ten, welcher Name auch fiir die spiter entdeckten, bereits besprochenen periodi-
schen Glieder in Anwendung kam. Es sollen nun die mathematischen Ausdriicke
_ fiir jene durch die Bewegung der Mondknoten hervorgerufene Nutation im engsten
Sinne des Wortes abgeleitet werden.

Sei (Fig. 21) AA’ der Himmelsiquator, EE’ die Ekliptik, LL' die auf der
Himmelssphire projizierte Mondbahn, es stellt dann F den Frithlingspunkt, D den
aufsteigenden Knoten der Mondbahn in bezug auf die Ekliptik und C in bezug
auf den Aequator dar. Es ist ferner <xDFC=e die Schiefe der Ekliptik, JXL'DE’=¢,
die Neigung der Mondahn zur Ekliptik, JIxDCA’ = ¢, die Neigung der Mondbahn
zum Aequator. Es stellt schliesslich arc FD = 1, die Linge des Knotens D und

25
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arc FC =a die Rektaszension des Knotens C dar. So wie der permanente Bestand-
teil des Drehmoments der Sonnenanziehung auf die Erde gegen den Friihligspunkt
gerichtet war, so wird der permanente Bestandteil 9, des Drehmoments IR der

Fig. 21

Mondanziehung auf die Erde gegen den Knoten C gerichtet sein und eine ska-
lare Grosse

(297) Mg = —i— '%— (C—A) sin ¢4 cOS €

aufweisen. Zerlegt man dieses Drehmoment in zwei Kompouenten, von denen die
eine, -My, in die Aequinoktiallinie fillt, die andere, M,”, sekrecht darauf steht, so
sind die skalaren . Grossen dieser Komponenten gleich. M, = M,cosua ; M," =
= M, Sina, d. h L

(298) M= 3 fm (C—A) sin & COS £, COS a
(299) - M) = 3 fm‘ (C—A)sine, cose,sine.

203

Aus dem sphirischen Dreieck FCD folgen nachstehende Gleichungen :
"€0S €5 = COS € COS &, — Sin& 6im.e, €os 4,
sine, sin = sine, sin4,

R

Siney COSa = Sinecose, - cosesineg cosd,.
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Setzt man diese Ausdriicke in (298) und (299) ein und beriicksichtigt, dass

cos 24, ; sin 4, cos 4, = 1 sin 24,

cos’,ﬁ:i—}« l 3

2 "2
ist, so bekommt man:

(300) M,/= —g—}:-"-ll (C—Aj[sinecose— —g— sine cos esin®e, +

1 . . .
+ 5 €08 2e sin 2e; cos Ay — % sin e cose sin%e, cos 21,]

(301) M,” = %{r"ﬁi (C—A)[cos ¢ sin 2e, sin A, —sinesin?¢, sin2),].
1

In (300) stellt

3 fml

5 3 (C—A) [sm € cosSe — —2— sin € cos e sin® ¢,}

den gegen den Frithlingspunkt gerichteten permanenten Bestandteil des Drehmo-
ments M. Um zu dem infolge des Umlaufes der Mondknoten periodischen Bestand-
teil 9, dieses Drehmoments zu gelangen, ist der erstere Bestandteil, als in- der
lunisolaren Prizession bereits inbegriffen, auszuscheiden, wobei zu bemerken ist
dass, wie der Vergleich mit (249) zeigt, jener beriicksichtigte um 1,29/, zu gross ge-
raten ist wegen der vereinfachenden Annahmen, welche bei der Bildung von (280)
gemacht worden sind, Auf diese Weise bekommt man fiir die Koordinaten M’,, M’,
des Drehmoments 9, nachstehende Ausdriicke; dieselben mussten wegen den durch
(250) getroffenen Vereinbarungen mit dem entgegengesetzten Vorzeichen versehen
werden. Es ist also:

302) M,/= — —iif—"h (C—A)[cos 2e sin 2¢, cos \,—sin ¢ cos ¢ sin®¢,; cos 2]
(303) M= — —2-]; ”:‘ (C—A)[cos € sin 2¢, sin Ay —sin e sin® ¢, sin 21,] .

Zieht man die Gleichungen (261) heran und beriicksichtigt (255), so be-
kommt man:
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crangy - AV 3fm' 1 C-—Afcos2e _ 2
(374) = " Tadn C |sme ——— sin 2s1 cos )\1 cos &'sin €, c0S2)y
(305) 'dd% = %ﬁ—msi‘,l,“ CCA [cos € sin 2¢, sin A,—sin e sinZe, sin 2),] .
1

Es ist wegen (268) und (281)

fmi ml »2
a® Mim !

Der absolute jihrliche Betrag der durch die Mondanzaehung bewirkten Pri-
zession betrigt nach (280):

_ 3 m »? C—A
p'—2M+m1n T C COSE.

‘Beriicksichtigt man noch, dass infolge des Riicklaufes der Mondknoten
(306) N=— b,

tist worin ;féf!dié? bereits ermiftelte Periode‘,Ldes.-;Umlalllfes.---dér Mondkpgjen bedeutet,
-s0 bekommt g ;.

dv 1 1] : W, g o An
(307) G 5 Prop L 2 cotg 2e sin 2¢, cos T, t— sin¥e, cos T, t }
dy 1 V[ .. 2n 2 4n
(308) -9 T L sin 2e, sin -T—; {—tangesin®e sin T, 4 ]

Die Integration dieser Gleichungen ergibt unter Beibehaltung der Initial-

bedingungen, wie sie der Integration der Ausdriicke (273) uud (274) zugrunde
lagen:
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1 T. . L 2, 1 AR % A
(309) ¥ = —-El—pT—T’-[Q cotg 2e sin 2513m~;t— 5 sin®e; sin %t ]

1 T,f . 2n 1 4n
§=—p,=2lg . in? uid
(310) a7 [sm 2¢, cos T t 5 tang ¢ sin ¢, cos T, ¢ ]

Mit p,=34"48; T,=18,6 T; ¢ = 23°27’; ¢,=5"8/43" bekommt ‘man:

" H g’?_l n M 47[
[ ¥V = -—17"06sin th + 0 2055m———T2t
(311)
" 2n " 4n
l 6=9 ll7cos-th 0 089lcos~——th.

In der astronomischen Praxis ist es fiblich, den Winkel ¥ retrograd zu
zdhlen, in welchem Falle die Ausdriicke fiir ¥ in (288), (289) und (311) mit dem
enigegengesetzten Vorzeichen zu versehen sind. Ausserdem pflegt man statt der
unabhiingigen Variablen ¢ die Liange () der Sonne, die Linge (@ des Mondes
und die Linge & des aufsteigenden Mondknotens in die Ausdriicke (288), (289),
(311) einzufithren. Weil @ retrograd zunimmt, so ist in den Gliedern mit sin &
abermals ein Zeichenwechsel vorzunehmen. Auf diese Weise bekommt man mit
Beniitzung der auf zwei Dezimalen genau bestimmien Werte der zugehorigen Ko-
effizienten folgenden Ausdruck firr die Gesamtnutation:

V= —1"27sin2 () — 0"20sin 2 —17"26 sin & +0"21 sin 2 &

0=+ 0"55c0s2 () + 0709 cos 2 +9"22cos § —0"09¢cH»s2 £ .

Jedes gleichperiodische Paar der cbigen Glieder verursacht eine Verlage-
rung der Rolationsachse der Erde von solcher Art, dass der Durchstosspunkt dieser
Achse mit der Himmelssphire wihrend der zugehorigen Periode am Himmelsge-
wolbe eine kleine Ellipse, die Nutationsellipse, beschreibt. Einer Richtungsinderung
der Erdachse um 6 und ¥ entsprechen ndmlich die scheinbaren Verriickungen x=6;
y= Wsine auf der Himmelssphire und man bekommt beispielsweise #ar die bei-
den Haupiglieder der obigen Ausdriicke

x = 9722 cos §; = —17"26sinesin & .
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Eliminiert man aus diesen beiden Gleichungen £, so bekommt man

@722 T 17726 sine)

als die Gleichung der Bradleyschen Nutationsellipse. Thre Halbachsen sind, weil
e==23%27" ist, a ==9"22; b = 6"87; die grosse Halbachse ist dabei gegen den Pol
der Ekliptik gerichtet.



KAPITEL VIII

Zeitmessung und Zeitzihlung.

§ 51. Stern- und Sonnentage. Die Drehbewegung der Erde ist die natir-
liche Grundlage unserer Zeitmessung und Zeitzidhlung; der Zeitmessung, weil diese
Bewegung die gleichmissigste ist, die wir kennen, der Zeitzihlung, weil sie den
Wechsel von Tag und Nacht verursacht, auf deren Ablauf unsere ganze Lebensweise
und Tétigkeit eingerichtet ist.

Die Winkelgeschwindigkeit der Eigenrotation der Erde um ihre Figurenachse
ist nach (241) eine konstante Grosse, so dass diese Rotation velkommen gleichmas-
sig erfolgt. Hitte man also eine auf der Himmelskugel, wie angenagelt, befestigte
Marke, so wiirde diese den Zeiger der irdischen Uhr dastellen, weil sich dieser
Punkt relativ zum irdischen Beobachter lings seines Paralleixreises gleichmaéssig
bewegen und sein Stundenwinkel das Mass der Zeit getreulich angeben wiirde.

Es ist aber unmdoglich einen mit der Himmelssphire fest verburrdenen Punkt
namhaft zu machen, weil das Netz der Fixsterne, trotz ihren Namens, kein fixes
ist. Man war deshalb veranlasst, einen, zwar beweglichen, aber als Schniit des Him-
melsiquators und der Ekliptik wohl definierten Punkt der Himmelssphire, den
Frithlingspunkt, als den Zeiger der irdischen Uhr zu beniitzen, und seinen Stunden-
winkel die Sternzeit zu nennen. Die Winkelgeschwindigkeit der Erdretation relativ
zum Frihlingspunkt ist im vorstehenden Kapitel mit @’ bezeichnet worden; der
Zusammenhang zwischen dieser Winkelgeschwindigkeit und der Winkelgeschwin-
digkeit n der Eigenrotation der Erde war durch (242), d. h. durch @' 4 Wcos 6=n ge-
geben, worin W' die Prizessionsgeschwindigkeit des miltleren Aequinoktiums und
0 die mittlere Schiefe der Ekliptik bedeutet. Wenn W’ und 6 konstante*Gedssen wa-
ren, wiirde aus der Konstanz von n auch jene von @' folgen und die Verwendbar-
keit der tiglichen Bewegung des Frithlingspunktes zum Zeitmass wire ohne weiters
erwiesen. Die Grosse W’ ist aber nicht konstant, sondern, weil wir hier mit dem
mittleren, also von periodischen Schwankungen befreiten Aequinoktium zu tun ha-
ben, sdkular verdnderlich; dasselbe gilt auch hinsichtlich der Grésse 8. Es ist indessen
folgendes zu beriicksichtigen. Der Friihlingspunkt braucht zum volistindigen Umlauf
langs der Ekliptik rund 26.000 Jahre oder rund 9,5 Miilionen Sterntage, weshalb
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die Priizessionsgeschwindigkeit ¥’ 9,5 Millionen Mal kleiner ist als die Rotations-
geschwindigkeit der Erde. Das Glied W’ cos0 der obigen Gleichung ist also im
Vergleich zu den iibrigen sehr klein und die sikularen Aenderungen dieses Glie-
des, die nur einen geringen Bruchteil desselben erreichen, beeinflussen die durch-
schnittliche Dauer des Sterntages nur ganz unmerklich. Aus diesem Grunde kann
auch der Stundenwinkel des mittleren Frithlingspunktes zum praktischen Mass der
Zeit beniitzt werden.

Fiir das biirgerliche Leben ist der Sterntag als Mass der Zeit nicht gut
brauchbar, weil sein Beginn im Laufe des Jahres nach und nach alle Stunden des
Sonnentages durchlaufen wiirde. Aus diesem Grunde muss im biirgerlichen Leben,
welches auf den regelmissigen Wechsel von Tag und Nacht eingerichtet ist, mit
der Sonnenzeit gezdhlt werden. Es ist bereits im § 41 angegeben worden, was unter
wahrem Sonnentag, wahrem Mittag und wahrer Sonnenzeit zu verstehen ist; die
dort mitgeteilten Angaben mogen durch die folgenden erginzt werden.

Weil sich die Sonne auf ihrer scheinbaren jahrlichen Bahn um die Erde
nicht mit gleicher Winkelgeschwindigkeit bewegt, sondern mit einer verinderlichen,
die dem zweiten Keplerschen Gesetz geniigeleistet, weil iiberdies diese Bahn ge-
gen den Himmelsdquator geneigt ist und deshalb selbst einer gleichmissigen Zu-
nahme der Sonnenldnge keine solche der Rektaszension entsprechen wiirde, ist die
Dauer der wahren Sonnentage im Laufe des Jahres veridnderlich, Um diese
UnzukOmmlichkeit zu Dbeseitigen und ein gleichformiges, von der tiglichen
Bewegung der Sonne abhingiges Zeitmass zu gewinnen, denkt man sich die
wahre Sonne durch eine andere, die sogenannte erste mittlere Sonne, ersetzt,
deren Anomalie gleichmissig zunimmt und die mit der wahren Sonne gleich-
zeitig die Apsidenlinie durchschreitet ; dadurch erscheinen die wirklichen Un-
gleichheiten in der Bewegung der wahren Sonne beseitigt. Um auch die andere
aus der Schiefe der Ekliptik herrithrende Ungleichheit in der Bewegung in Rekt-
aszension wegzuschaffen, denkt man sich eine zweite mittlere Sonne, die sich lings
des Aequators derart bewegt, dass sie mit der ersten miitleren Sonne zugleich die
Aequinoktialpunkte durchreitet; die Rektaszension der zweiten mittleren Sonne ist
also stets gleich der Linge der ersten mittleren Sonne, Die Zeit zwischen zwei auf-
einanderfolgenden Kulminationen der zweiten mittleren Sonne heisst ein mittlerer
Sonnentag; es ist mittlerer Mittag im Augenblicke der Kulmination derselben
und die mittlere Zeit in irgend einem Augenblicke wird durch den Stundenwinkel
dieser zweiten mittleren Sonne gemessen. Im biirgerlichen Leben seit langem und
in der astronomischen Praxis seit 1925 ist es iiblich, den mittleren Sonnentag von
Mitternacht bis Mitternacht zu zihlen u.zw. von 0* bis 24* oder in je zwei gleich-
en Perioden von 0* bis 12%

Aus dem vostehendem folgl, dass die Sternzeit durch den Stundenwinkel
des Frithlingspunktes, die wahre Sonnenzeit durch den Stundenwinkel der Sonne
und die mittlere Sonnenzeit durch dea Stundenwinkel der zweiten mittleren Sonne
gemessem wird. Wird dabei dieser Stundenwinkel vom Meridiane des Standortes
gezihlt, so heissen jene Zeiten Ortszeiten. Zwei Orte, die unter verschiedenen Me-
ridianen liegen, haben, wie leicht einzusehen, in demselben Augenblicke eine ver-
‘schiene Ortszeit, und der Unterschied, dieser Ortszeiten ist gleich dem im Zeit-
masse gemessenen Lingenunterschied beider Orte. Mit der Entwicklung der Ver-
kehrsmittel und namentlich seit der Einfilhrung der Eisenbahnen musste die
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auf die Ortszeit gegriindete Zeitmessung, nach der jedem Orte 'seine eigene
-lokale Zelt zukommt, fallengelassen werden und es fiihrten zuerst die Bahnwver-
waltungen Einheitszeiten ein; die mit der Ortszeit der Landeshauptstadt oder
oder eines andern passend gewihlten Ortes iibereinstimmten. Nach und nach biir-
gerte sich diese Art der Zeitmessung in Form von Landeszeiten im privaten und
offentlichen Leben ein, um allmahlich auf eine noch zweckmiissigere Grundlage
gestellt zu werden. Vor allem wurde die Ortszeit des Greenwicher Meridianes als
die Weltzeit allgemein anerkannt. Es wurde weiters nach einem Vorschlag von
Fleming die ganze Erde durch vierundzwanzig voneinander um 15% abstehende
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Fig. 22

Meridiane in ebensoviel Kugelzweiecke, die man filschlich als Zonen bezeichnete, ge-
teilt, von denen das erste Kugelzweieck durch den Meridian von Greenwich halbiert
erscheint, Fiithrt man also in jeder dieser Zonen Einheitszeiten ein, die dem mittle-
ren Meridian der Zone entsprechen, so werden diese Zonenzeiten um eine ganze
Anzahl von. Stunden von der Weltzeit sich unierscheiden. Dieser auf Zonenzeiten
beruhenden Zeitmessung haben sich fast alle Staaten der Erde weitgehend angepasst.

Der Unterschied zwischen der wahren und mitileren Zeit irgend eines Ortes
der Erde wird die Zeitgleichung genannt. Die Ermittlung der Zeitgleichung griindet
sich auf der analytischen Losung des im Kapitel Il behandelten Problems des Um-
laufes der Erde um die Sonne; man findet den Wert der Zeitgleichung fiir jeden
Tag des Jahres in d2n astronomischen Ephemeriden angegeben. In Fig. 22 ist die
Aenderung der Zeitgleichung im Laufe des Jahres 1931 graphisch dargestellt; der
Unterschied, der sich fiir ein anderes Jahr der Gegenwart ergeben wiirde, ist unbe-
deutend. Man ersieht aus dieser Darstellung, dass viermal im Jahre, am 16. April,
15. Juni, 2. September und 5. Dezember, die Zeitgleichung gleich Null ist. Am
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12. Februar bzw. am. 25. Juli erreicht die Zeilgleichung ihre positiven Maximalwerte,
von denen der erste 14m23%, der zweite 6"23¢ betrigt; am 15. Mai bzw.am 4. No-
vember erreicht die Zeitgleichung ihre negativen Maximalwerte, von denen der erste
3m47¢, der zweite 1623 belragt.

§ 52. Zeitzdhlung. Der Sonnentag ist eine viel zu kleine Einheit, als dass
mit derselben lidngere Zeitintervalle gemessen oder Ereignisse datiert werden koénn-
ten. Deshalb ist die Datierung nach Tagen allein nur ausnahmsweise im Gebrauch,
so nach der Scaligerschen Zahlung (Julianische Periode), die mit dem 1. Januar
4713 vor Christi beginnt und nach der der 1. Januar 1940 mit 2429630 zu datieren
ist. Grossere Einheiten der Zeitzéhlung sind seit jeher in Anwendung gekcemmen:
die Woche, der Mond und das Jahr, von denen die zwei letzteren Einheiten den
Naturerscheinungen, dem Wechsel der Lichtgestaiten des Mondes bzw. dem Ablauf
der Jahreszeiten entnommen wurden, die Zahlung nach Monden aber diese Bedeu-
tung grosstenteils verlor, weil der Wechsel der Lichtgestalten des Mondes mit
dem Lauf der Jahreszeiten schwer in Einklang zu bringen war. Nach Mondmona-
ten wird in christlichen Kalender nur bei der Festlegung des Osterfestes gerechnet,
wihrend der Kalender der Mohammedaner und jener der Juden nach Mondmona-
ten aufgebaut ist.

Die Umlaufszeit der Erde um die Sonne, oder anders gesprochen, die Zeit
wihrend der die Sonne auf der scheinbaren Himmelskugel einen vollstindigen
Umlauf vollfithrt, heisst das siderische Jahr, Die Linge des siderischen Jahres
ist, wie bereits berichtet, als konstant zu betrachten und betrigt 365 Tage
6* 9 9¢. Diese Zeitspanne ist die natiirliche Einheit, mit der der Gang der Erde
im Weltall gemessen werden kann, fiir die Naturerscheinungen, die sich auf der
Erde selbst abspielen, ist sie es nicht. Der Ablauf der Jahreszeiten geht namlich
mit den Durchgangszeiten der Sonne durch die Aequinoktialpunkte Hand in Hand,
zu welchen Zeiten auf der ganzen Erde Tag und Nacht einander gleich sind. Die
Zeit, die die Sonne braucht, um vom Friihlingspunkt ausgehend wieder zu dem-
selben zuriickzukehren, heisst das tropische Jahr. Weil der Frithlingspunkt jihrlich
um den Betrag der allgemeinen Priizession auf der Ekliptik sich riickldufig bewegt,
also der Sonne entgegengeht, ist das tropische Jahr kiirzer als das siderische
und betrigt gegenwirtig 365¢ 5* 48" 46°=:65, 242204, Diese Grosse ist, weil von
den Storungen der Erdbahn abhingig, sikular schwach verdnderlich.

Aus der Linge des trcpischen Jahres ergibt sich der Zusammenhang zwi-
schen der mittleren Sonnenzeit und der Sternzeit. Wihrend des tropischen Jahres
durchlduft auch die mittlere Sonne den Weltdquator von West nach Ost und hat
deshalb fiir jeden Ort der Erde einen Meridiandurchgang weniger als es solcher
dem Frithlingspunkte zukommen. Das tropische Jahr hat daher genau um einen
Sterntag mehr Sterntage als mittlere Sonnentage. Daraus ergibt sich -die Beziehung:

366, 2422 Sterntage = 365, 2422 mittlere Sonnentage,

die zur Umrechnung der Sternzeit in mittlere oder umgekehrt dient.
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Handelt es sich darum, eine Zeitzdhlung zu schaffen, die mit -dem -Lauf
der Jahreszeiten im Einklang ist, so ist es erforderlich, aus den gegebenen zwei
natiirlichen Zeiteinheiten, dem Tag und dem tropischen Jahr, einen Kalender zu
bilden, in dem das Jahr eine ganze Anzahl von Tagen umfasst, aber eine mittlere
Linge aufweist, die jener des tropischen Jahres moglichst nahe kommt. Dieses Pro-
blem haben bereits die Alexandriner in einer ersten Anndherung gliicklich gelost.
Wie dies durch die von Lepsius entdeckte Steininschrifft, dem ,Edikt von Kano-
pus“ (datiert mit der 19. Tybi des neunten Jahres von Euergetes, d.h. mit dem
7 Marz 238 v. Chr) einwandfrei festgestellt ist, hat im Jahre 238 v. Chr. dieigyp-
tische Priesterschaft beschlossen, dem dgyptischen Kalenderjahre von 365 Tagen alle vier
Jahre einen Schalttag hinzuzufiigen. Durch dieses Schaltverfahren erhielt das Kalender-
jahr eine mittlere Linge von 365¢6* und kam der oben angegebenen Linge des tropi-
schen Jahres auf 11™ 14¢ nahe. Es ist fir die Wiirdigung dieser Leistung der Alexandri-
ner belanglos, ob diese Kalenderreform zu jener Zeit tatsichlich durchgefithrt wurde,
sicher ist es, dass sie zwei Jahrhunderte spiter zur Basis des romischen und nachher des
christlichen Kalenders wurde. Die Rémer teilten das biirgerliche Jahr in 12 Monate :
martius, aprilis, maius, junius, quintilis, sextiiis, september, october, november, decem.
ber, januarius und februarius, deren Dauer von der willkiirlichen Bestimmung des Pon-
tifex maximus abhing. Da man sich bei dieser Bestimmung um die Linge des Son-
nenjahres nicht vier kiimmerte, kam der rdmische Kalender in eine solche Un-
ordnung, dass sich Julius César als Pontifex maximus veranlasst sah, hier
Wandel zu schaffen. Zu jener Zeit und bis zu Cisars Tode weilte in Rom Aegyp-
tens Konigin Kleopatra, Césars ungetraute - Gattin. In ihrem koniglichen Gefolge
befanden sich auch einige Gelehrte des alexandrinischen Museums, darunter der
Astronom Sosigenes, der zum geistigen Vater der Julianischen Kalenderreform
wurde, deren Schaltverfahren nur eine Neuanflage des Ediktes von Kanopus dar-
stellt. Im Jahre 325 wurde der Julianische Kalender durch den Konzil von
Nicda von der christlichen Kirche angenommen.

Im Julianischen Kalender ist jedes vierte Jahr und zwar jenes, deren Jahres-
zahl durch 4 restlos teilbar ist, ein Schaltjahr. Als Schalttag dient gegenwirtig der
29. Februar. Die Lingen der einzelnen Monate, deren Aufzihlung hier iiberfliissig
ist, sind recht ungleichmissig verteilt, auch die Bezeichnungen September, Oktober,
November, Dezember entsprechen ihrer gegenwirtigen Stellung in der Reihenfolge
der Monate nicht mehr; der romische Monat quintilis erhielt zu Ehren Césars den
Namen Julius, sextilis zu Ehren Augustus dessen Namen.

Im Laufe der Jahrhunderte machte sich der Unterschied von 11" 14° zwi-
schen der mittleren Linge des Julianischen Kalenderjahres und der Linge des
tropischen Jahres deutlich fithibar. Das Frithlingsdquinoktium, das zur Zeit des
Konzils von Nicia am 21. Marz stattfand, traf im 16. Jahrhundert schon zehn Tage
friither ein, und es ergab sich cie Notwendigkeit einer neuen Kalenderreform, die
dieses Abriicken des Aequinoktiums beseitigen und in Zukunit verhindern sollte.
Das grosse Verdienst, eine solche Reform des Kalenders, deren Notwendigkeit be-
reits im 14. und 15. Jahrhundert erkannt wurde, durchgefithrt zu haben, gebiihrt
dem Papst Gregor XIIl. Durch diese Reform, die den Kalender neuen Stils, den
Gregorianischen, schuf, wurden nach den von Luigi Lilio herrihrenden Vor-
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schlagen folgende Aenderungen an dem beslehenden christlichen Kalender vorge-
‘nommen. Um die Aequinoktien an die urspriingiiche Stelle im Kalender zuriickzu-
versetzen, wurden 10 Tage aus dem Kalender ausgelassen, indem der 5. Oktober
1582 des Julianischen Kalenders mit dem 15. Oktober datiert wurde. Um iiberdies
die mittlere Linge des Kalenderjahres mit der Liinge des tropischen Jahres in Ein-
klang zu bringen, wurde das nachstehende Schaltverlahren eingefiihrt: Schaltjahire
sollen, wie bisher, jene Jahre sein, deren Jahreszahl mit 4 restlos teilbar ist, mit
Ausnahme der Sikularjahre. Diese, deren Jahreszahl mit zwei Nullen endigt, sollen
‘nur dann Schaltjahre sein, wenn die Anzahl ihrer Jahrhunderte durch 4 restlos
‘teilbar ist. So war im Gregorianischen Kalender von den Siakularjahren nur das
~Jahr 1600 ein Schaltjahr, wihrend es in Zukunit die Jahre 2000, 2400, 2800 u.s. f.
sein sollen. Es folgt aus dieser Schaltregel, dass der Gregorianische Kalender in
400 Jahren 3 Tage weniger aufweist als der Julianische, weshalb die miltlere Linge
seines Jahres in Tagen

3

365,25 — 105

betrigt, d. h. 3652425 Tage oder 365%5* 49" 12¢. Dadurch wurde der Unterschied
zwischren dem tropischen Jahr und dem mittleren Kalenderjahr von 11™14* auf
26¢ herabgedruckt

" Die Gregorianische Kalenderreform wurde in den katholischen Landern
rasch durchgefiihrt, in den protestantischen nach Strduben und Gegenvorschlagen
viel spater, so in England erst im Jahre 1752.

Die griechisch-orthodoxe Kirche hielt am Julianischen Kalender fest, um
erst im Jahre 1923 die dringend notwendige Reform desselben zu beschliessen. In
-diesem Jahre wurde vom Okumenischen Patriarchen Meletius IV. ein Kongress
der orthodoxen orientalischen Kirchen (worunter in erster Linie die russische, die
griechische, die serbische und die ruménische zu nennen sind) in Konstantinopel
einberufen, auf dem beschlossen wurde, den bereits auf 13 Tage angewachsenen
Unterschied zwischen dem Kalender der westlichen und jenen der ostlichen Kirchen
verschwinden zu lassen, aber bei der Verteilung der Schaltjahre die seit der Grego-
rianischen Kalenderreform erzielten Fortschritte der asironomischen Wissenschaft im
vollen. Masse zu beriicksichtigen. Um aber durch diese Massregel keine praktisch
fithlbare Divergenz mit dem Gregorianischen Kalender zu schaffen, wurde auf mei-
nen Vorschlag folgende Schaltregel angenommen. Die Schaltjahre werden, wie bis-
her, jene Jahre sein, die restlos durch 4 dividiert werden konnen; eine Ausnahme
bilden, wie im Gregorianischen Kalender, die Sikularjahre, die aber nur dann Schalt-
jahre sein werden, wenn die Anzahl ihrer Jahrhunderte, durch 9 dividiert, den Rest
2 oder 6 ergibt. Es werden also von den kommenden Sikularjahren nur die Jahre
2000, 2400, 2900, 3300 u.s f. Schaltjahre sein. Diese Schaltregel bewirkt folgen-
des.. Ein. Auseinandergehen vom Gregorianischen Kalender wird erst im Jahre 2800
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stattfinden, Der neue Kalender weist in 9 Jahrhunderten 7 Tage weniger als der
Julianische auf, weshalb die mitilere Linge seines Jahres in Tagen

7
365,25 — 500

betragt, d.h. 365, 24222 Tage oder 365¢ 5* 48™ 482, sich also nur um 2 Sekunden
von der gegenwirtigen Linge des tropischen Jahres unterscheidet.



DRITTER ABSCHNITT

Sdkulare Wanderungen der Drehpole der Erde

KAPITEL IX

Das Polwenderungsproblem und seine mathematische Erfassung

§ 53. Geschichtliches. Die klassische Theorie der Drehbewegung der Erde
ist aus der Voraussetzung der Starrheit des Erdkorpers entstanden. Cbwohl eine
solche Annahme nur unvollstindig der Wirklichkeit enisprach, war diese Theorie,
wie im vorhergehenden Abschnitt dargetan, imsiande, die astronomisch festgestell-
ten Eigentiimlichkeiten der Drehbewegung der Erde, die Prédzession und die astro-
nomische Nutalion der Erdachse, auf das befriedigendste zu erkliren und mathe-
matisch exakt darzustellen. Kein Wunder also, dass anderthalb Jahrhuncerte seit
der Begriindung dieser Theorie verflossen waren, chne dass man es unternommen
hatte, an der gemachten, scheinbar wohlerprobten Annahme zu ritteln.

Erst um die Mitte des vorigen Jahrhunderts gab die aktuell gewordene
Frage nach dem Zustand des Erdinnern Veranlassung zur Erorterung des Problems,
wie die Prizessions- und die Nutationsbewegung der Erdachse verlaufen miissten,
wenn die Erde ein fliissiges, in einer festen Schale eingeschlossenes Innere besisse.
Fast sieben Jahrzehnte hat man sich mit dieser Frage befasst, um schliesslich durch
die Arbeiten Oppenheim’s und Poincaré’s dahin zu gelangen, dass eine fliissige
Erde dieselbe Prizessionsbewegung vollfilhren wiirde wie eine starre, was Schwey-
dar auch hinsichtlich einer elastischen bewies. Es lag also keine Veranlassung
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vor, die klassische Theorie durch eine neue zu erselzen, Wohl hat die Entdeckung
der Chandlerschen Periode der freien Nutation der Erdachse gezeigt, dass man da-
bei mit der klassischen Annahme des starren Erdkorpers kein Auslangen finden
konne, doch geniigte, wie bereits erwidhnt, die Annahme eines festen aber elasti-
schen Erdkorpers, um auch diese Erscheinung befriedigend zu erkléiren.

Durch die vorstehend angefithrten gldnzenden Ergebnisse der exak-
ten Wissenschaften blieb aber eine, ja vielleicht die wichtigste Frage der Geo-
physik unbeantwortet. Geologische Forschungen haben nach und nach erwie-
sen, dass die Drehpole der Erde nicht mit deren Kruste fest verbunden sind,
dass sie vielmehr im Verlauf der Erdgeschichte weite Wege auf der Erdoberfld-
che zuriickgelegt haben. Zahlreiche Dokumente der erdgeschichtlichen Vergan-
genheit, namentlich jene, die uns von dem Klima der geologischen Vorzeit Kunde
geben, sprechen deutlich fiir die Wandelbarkeit der Erdpole. So haben, um nur
einige diesbeziigliche Belege anzufithren, die michtigen friihkarbonischen Kohlen-
vorrdte Spitzbergens wohl nicht an der gegenwirtigen geographischen Breite dieser
Inselgruppe sich bilden konnen. Dies konnte nur in den #quatorialen Regenzonen
oder jenen der gemissigten Breiten geschehen sein. Dies beweist, dass wiihrend des
Karbons die Lage der Erdpole und des 2ugehdrigen Erdiquators eine andere war
als heute und dies gilt auch fiir die iibrigen Epochen der Erdgeschichte. So haben
die Geologen, soviel dies bei dem stindig sich dndernden Antlitz der Erde mog-
lich ist, die jeweilige Lage der Erdpole Schritt fiir Schritt durch die Zeitalter der
Erdgeschichle verfolgen und nachweisen konnen, dass diese Pole weite Wege auf
der Erdoberfldche zuruckgelegt haben.

Dieser von der Geologie anfgeroliten Frage von der Wanderung der Erd-
pole standen die exakten Wissenschaften lange Zeit ratlos gegeniiber. Die in der
zweiten Hilfte des vorigen Jahrhunderls von W. Thomson, G. H. Darwin,
Loifelholz von Colberg und Schiaparelli?) unternommenen Versuche,
diese Frage mit Hilfe der Mechanik zu beaniworten, blieben erfolglos, woriiber
auch Tisserand in seinem grossen Werke berichtet hat. Die angesehensten von
diesen Forschern machten fiir die Verschiebung der Pole geologische Massenver-
lagerungen verantwortlich, durch welche die Lage der Trigheitspole und damit
auch jene der Drehpole in Mitleidenschaft gezogen wurde. Derarlige Massenver-
lagerungen haben wihrend der Erdgeschichte tatsichlich stattgefunden, die quar-
tdre Vereisung, iiber die noch ausfithrlich die Rede sein wird, ist ein Beispiel da-
fiir. Aber selbst die durch diese Vereisung stattgefundenen Massentransporte, die
uns auf den ersten Blick riesig erscheinen, waren, wie dies rechnungsmdssig be-
wiesen werden kann, ganz ungeniigend, um grossere Verlagerungen der Drehpole
hervorzurufen, Die exakten Wissenschaften schienen also ausserstande zu sein, greif-
bare mechanische Ursachen fiir grosse Verlagerungen der Erdpole, wie solche von

) Thomson W. Mathem. and phys. Papers, Vol. 3, Cambridge 1890; Vol. 5, 1911, —
Darwin G. H, On the influence of geological changes on the Earth’s axis of rotation. Phil.
Transact, 1877.— Léffelholzvon Colberg DieDrehung der Erdkruste in geologischen
Zeitrdiumen, Miinchen 1886, Zweite ginzlich umgearbeitete und vermehrte Auflage, Miinchen
1886. Schiaparelli, De la rotation de la Terre sous l'influence des actions géologiques.
Mémoire présenté a I'Observatoire de Poulkowa a l'occasion de sa féte sémiséculaire. St. Peters-
bourg 1889.
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den beschreibenden Naturwissenschaften gefordert wurden, ausfindig zu machea.
Der Mechanismus solcher Polwanderungen blieb trotz aller Bemiihungen derart un-
geklirt, dass selbst ihre Moglichkeit in Frage gestellt schien. Als deshalb im Jahre
1927 B. Gutenberg an die Herausgabe des ,Handbuches der Geophysik“ schrilf,
sah er sich veranlasst, die ungelost gebliebene Frage der Verlagerung der Erdpole
wieder aufzugreifen und mir deren Beaniwortung anzuverirauen. Fiir die Klarung
dieser Frage war der Abschnitt ,Sdkulare Polverlagerungen* des ersten Bandes
jenes Handbuches vorgesehen, In demselben habe ich vorerst die erwdhnten Ver-
suche, diese Frage zu losen, analysiert und kritisch besprochen, um in’s Reine zu
gelangen, warum sie erfolglos geblieben sind. Es ergab sich dabei, dass zur Zeit
als diese Versuche unternommen wurden, gewisse grundlegende geophysikalische
Tatsachen nicht geniigend oder gar nicht bekannt gewesen sind, und ohne Kennt-
nis derselben war das Problem der Polwanderungen nicht zu losen. Also nicht
Mangel an Scharfsinn und Begabung, sondern Mangel an erforderlichem Tatsachen-
material war es, der die erwdhnten Forscher an der Losung des gestellten Problems
hinderte. Es ist deshalb nicht mein personliches Verdienst, dass ich mich vier
Jahrzehnte spiter bei Inangrifinahme desselben Problems in einer giinstigeren Lage
befand als jene hervorragenden Forscher, Ich habe im Vorwort geschildert, wie ich
mich mit dem zur Lésung des Problems erforderlichen Material vertraut machte,
das jetzt kurz besprochen werden moge.

§ 54. Geophysikalische Tatsachen. Denkt man sich die Meeresbede-
ckungen der Erde entfernt, so zeigt die Oberfldche des dadurch blossgelegten Erd-
korpers ein stark modelliertes Relief, in dem der schroffe Gegensatz zwischen Kon-
tinent und Ozeanbecken deutlich in die Augen springt, weist doch die mittlere
Tiefe des gesamten Weltmeeres den Betrag von rund 3800 m auf, wihrend die mitt-
lere Hohe des iiber den Meeresspiegel emporragenden Festlandes rund 820 m
betriigt Beriicksichtigt man, dass die grosste bekannie Meerestiefe 10800 m misst,
wihrend der hochste Berggipfel den Meeresspiegel um 8840 m iiberragt, so ergibt
sich daraus eine Piofiltiefe des Reliefs der fesien Erdoberfliche von fast 20000 m.
Schweremessungen haben iiberraschenderweise ergeben, dass trotz dieser Unregel-
missigkeiten der Erdoberfliche die Schwerkraft bei weitem nicht in dem zu erwar-
tenden Masse .von dem ihr nach der geographischen Breite zukommenden Normal-
wert abweicht, sondern dass jede kontinentale Massenanhdufung durch unterirdische
Massendefekte und die an den Ozeanen in Erscheinung tretenden Massendefekte
durch unterirdische Masseniiberschiisse kompensiert erscheinen. Daraus muss ge-
folgert werden, dass die feste Erdrinde derart gelagert sei, als ob sie auf einer
flissigen Unterlage unter Wahrung des Tauchgleichgewichts schwimmen wiirde.
Dieser Zustand hat den Namen ,lsostasie® erhalten, denn das dem archimedischen
Prinzip gehorchende b *-ostatische Gleichgewicht, das hier verwirklicht erscheint,
rithrt nicht etwa von . n fliissigen Aggregatzustande der erwidhnten Unterlage her,
die unter gewissen Einschrinkungen, von denen sofort die Rede sein wird, als fest
zu betrachten ist. Es koante auf den ersten Blick erscheinen, dieser hydrostatische
Gleichgewichtszustand, der bereits im Clairautschen Theorem zum Ausdruck ge-
kommen ist, sei nur das erstarrte Abbild eines sehr frithen Entwicklungsstadiums
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unserer Erde, wo sie, aus ihrem astralen Zustand in jenen eines abgekiihlten Him-
melskorpers iibergehend, sich mit einer festen Kruste zu umbhiillen begann und die
leichteren, zuerst erstarrten Teile derselben auf dem noch feuerfliissigen Reste ge-
schwommen haben mussten wie Eisschollen auf dem Wasser. Einer solchen Annah-
me widersprechen aber ftriftige Argumente. Seit jener Jugendzeit der Erde ist die
ganze geologische Vorzeit verflossen und wihrend derselben hat sich das Antlitz
der Erde tief verdndert und ist noch immer in stindiger Wandlung begriffen. Ei-
nige dieser Verdnderungen beweisen, dass jener hydrostatische Auftrieb noch im-
mer wirksam ist. Die postglaziale Hebung Fennoskandiens, die durch die Wegriu-
mung der wahrend der letzten Eiszeit hier lastenden Inlandeisbedeckung zustande
gekommen ist und die noch immer andauert, ist ein schlagender Beweis fiir die
Wirksamkeit jenes hydrostatischen Druckes. Er beweist, dass die Unterlage der
Kontinentaltaieln gewisse Eigenschaften fliissiger Korper besitzen muss und nicht
als fest im gewohnlichen Sinne dieses Wortes zu betrachten ist. Wie ist dies zu
verstehen?

Der Begriff des starren Korpers ist ein ideeller Begriff; absolut starre Kor-
per gibt es in Wirklichkeit nicht. Sie sind alle gegen geniigend grosse Kriifte als
nachgiebig zu betrachten. Wenn dabei beim Verschwinden dieser Krifte ein fester
Korper seine urspriingliche Form wieder volistindig annimmt, wird er als vollkom-
men elastisch, wenn er dagegen im deformierten Zustande verbleibt, als vollkommen
plastisch bezeichnet. Auch dies sind ideelle, in Wirklichkeit nie vollkommen vorhan-
dene Eigenschaften, die nur als Grenzfille zu betrachten sind. Von ganz besonde-
rem Interesse sind die Eigenschaften solcher Korper, die sich gegen kurzandauern-
de Krifte wie fest, gegen langandanernde wie fliissig verhalten. Man kann sie als
zéhfliissig, d. h. als Fliissigkeiten mit sehr grosser innerer Reibung, Viskositit, be-
trachten, wobei auch die kleinste Kraft, falls sie geniigend lang andauert, diese
Reibung zu iiberwinden vermag. Ein solcher Korper ist gewissermassen ein Zwi-
schending zwischen einem festen und einem fliissigen. Das harte Pech ist ein Bei-
spiel dafiir, wie man es im Baugewerbe tdglich beobachten kann. Will man ein Fass
solchen, nicht angewdrmten Pechs ohne Verzug entlehren, dann muss der Boden
des Fasses entfernt und sein Inhalt mit Axt und Hammer zerstiickelt werden, ge-
gen deren Schildge sich das Pech wie ein harter glasformiger Korper verhilt. Kippt
man dagegen das gedftnete Fass um und ldsst es in dieser Lage einige Tage ruhig
liegen, dann fliesst aus demselben sein Inhalt allmihlich von selbst heraus. Solche
Korper werde ich, im Gegensatz zu den fliissigen, ,fluiden, als ,fluidal* bezeich-
nen., Die Fluidalitdt ist gewissen Korpern in natiirlichem Zustande eigen, bei eini-
gen tritt sie auf, wenn sie sehr starken Drucken unterworfen werden; auch kann
man feste Korper durch TemperaturerhShung fliissig machen.

Nach dem soeben gesagten muss die Unterlage der Erdrinde ebentfalls flu-
idale Eigenschaften besitzen, sonst wire ihr erwihnter hydrostatischer Auftrieb nicht
verstindlich und die Erscheinung der Isostasie nicht erklirlich, _

Diese von der Fluidalitit ihrer Unterlage herriihrende isostasische Lagerung
der Erdkruste soll bei den nachstehenden Untersuchungen gebiihrend beriicksichtigt
werden. Alfred Wegener hat sie zur Grundlage seiner bekannten Theorie von
der Entstehung der Kontinente und Ozeane gemacht. Sein urspriingliches diesbe-

27
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ziigliches Grundschema war das folgende. Die Kontinente der Erde sind aus festem
Baumaterial geformt, das mit dem Sammelnamen ,Sial* bezeichnet werden kann,
weil Silicium und Aluminium die charakteristischen chemischen Elemente der dar-
in vorherrschenden Gesteinsarten sind. Diese Kontinentaltafela sind in dem fluidale
Eigenschaften aufweisenden ,Sima“ (nach Silicium und Magnesium) isostasisch
eingebettet, welch letzteres auch den Boden der Ozeane bildet. Seit der Aufstel-
lung dieses originellen und durch seine Einfachheit gewinnenden Schemas sind
schon drei Jahrzehnte verflossen und wiahrend dieser Zeit hat es sich als notwen-
dig erwiesen, an demselben Aenderungen vorzunehmen. Das durch die neuesten
Tiefseeforschungen immer deutlicher zutage tretende unregelmissige Relief des Mee-
resbodens spricht gegen die Fluidalitit desselben, denn in einem solchen Falle
miisste seine Oberfliche eingeebneter sein. Es ist deshalb anzuhmen, dass auch der
Boden der Ozeane oder wenigstens weite Teile desselben ebenfalls aus festem Ma-
terial gebildet sein miissten. Auch hinsichtlich der Zweiteilung des Baumateriales
der Erdkruste in Sial und Sima haben sich Schwierigkeiten ergeben. Fiir das hier
zu behandelnde mechanische Problem kommen nur die darauf bezug habenden Ei-
genschaften des Baumaterials der Erdkruste in Betracht, nimlich ob dasselbe un-
ter den gegebenen Umstdnden als fest oder als fluidal zu betrachten ist. Weil die
Fuidalitdt auch eine Folge des im Erdinnern wirksamen Druckes oder der dort
herrschenden Temperatur ist, will ich mich von den an chemische Eigenschaften
gebundene oder erinnernde Bezeichnungen ,Sial“ und ,Sima“ freimachen und je-
nen Teil der Erdkruste, der als fest zu betrachten und der auf dem darunterliegen-
den Teil im Tauchgewicht gelagert ist, als die ,isostasische Decke der Erde“, den
darunterliegenden Teil als deren ,fluidale Unterlage®, mitunter auch als den ,flu-
idalen Erdkern“ bezeichnen.

Die soeben besprochenen geophysikalischen Tatsachen sollen nun zwecks
weiterer Verwendung in mathematischer Sprache zum Ausdruck gelangen.

§ 55. Mathematische Erfassung des vorstehenden Tatsachenmateri-
als. Aus den vorstehend geschilderten Tatsachen ergibt sich das folgende physi-
kalische Bild von dem Bau und der Beschaifenheit der Erde. Der gegen kurz an-
dauernde Krifte als fest, gegen langandauernde als nachgiebig zu betrachtende Erd-
korper ist mit einer festen, ungleichmissig dicken, ausgedehnte Meeresbedeckungen
tragenden Schicht bedeckt, die ihn ganz oder teilweise umhiillt, isostasisch auf der
fluidalen Unterlage rubt und die Forminderungen, denen sie unterworfen ist,
unter Wahrung des Gleichgewichts vollfiihrt.

Denkt man sich an einer beliebigen Stelle der Erde durch ihre isostasische
Decke einen vertikalen gegen Wassereinbruch geschiitzten, geniigend weiten Schacht
bis zu ihrer fluidalen Unterlage vorgetrieben, so wird wegen der geschilderten
Eigenschaften des fluidalen Baumaterials der Erde dasselbe in einem solchen
Schacht langsam aufsteigen bis nach gepiigend langer Zeit in einer bestimmten
Hohe der hydrostatische Gleichgewichiszustand erreicht sein wird. Setzt man vor-
aus, dass in dem hinsichtlich seiner Tiefe ziemlich beschrinkten Bereiche, der bei
den nachstehenden Untersuchungen in Betracht kommt, das fluidale Material .ho-
mogen ist und eine konstante Dichte aufweist, so wird die erreichte Hohenlage
des fluidalen Materials, wo immer man sich den erwihnten Schacht abgeteuft
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denkt, einer und derselben Aequipotentialfliiche des Schwerkraftfeldes angehdren.
Diese Fliche stellt, dhnlich dem Grundwasserspiegel, die theoretische Spiegelfldche
des fluidalen Erdkernes dar.

Der soeben geschilderte Sachverhalt kann wie folgt geometrisch veranschau-
licht werden.

Dem archimedischen Prinzip zufolge ist die Masse jedes schwimmenden
Korpers gleich jener der verdriangten Fliissigkeit. Denkt man sich also die isosta-
sische Decke der Erde samt ihren Meeresbedeckungen auf die Dichte der fluida-
len Unterlage kondensiert, so werden alle durch den Gegensatz zwischen Konti-
nent und Ozean, Berg und Tal zum Ausdruck gelangenden Unregelméssigkeiten
der Erdoberfliche verschwinden und der Erdkorper eine glatte Oberfliche erhalten.
Diese Oberfliche, eine Aequiskalarfliche des Gravitations- und Fliehkriftepotentials,
ist ein schwach abgeplattetes Rotationsellipsoid, dessen Meridiankurve nach den
Ergebnissen des § 35 durch die Gleichung:

¢} r=a(l —vsin*¢)

dargestellt ist, worin @ den Aequatorradius des Ellipsoides, v dessen Abplattung
und ¢ die geozentrische Breite bedeutet. )

Dieses Ellipsoid kann mit grossem Vorteil bei den nachstehenden Unter-
suchungen als Bezugssystem beniitzt werden. Seiner Definition nach ist es nahe
verwandt mit dem in der Geodisie zur Anwendung gelangendem Referenzellipsoid,
zu dem man dadurch gelangt, dass man die Fliche des Meeresspiegels durch die
Kontinente fortgefithrt sich denkt und dabei die ausserhalb desselben befindlichen
Massen in das Innere zusammengedrdngt sich denkt. In unserem Falle erscheint
der Meeresspiegel durch die Spiegelfidche des fluidalen Erdkernes ersetzt. Ich werde
das durch die Gleichung (1) dargestellte Rotationsellipsoid, zum Unterschied von
dem geoditischen Ellipsoid, das geophysikaliche Referenzellipsoid nennen; ich ha-
be es in meinen fritheren Schriften als das innere Referenzellipsoid bezeichnet, weil
es, wie leicht ersichtlich, innerhalb des geoditischen Referenzellipsoides gelegen ist.

Bezeichnet man mit A, B, C die Triagheitshauptmomente des durch Kon-
densation der isostasichen Schicht enstandenen Erdkdrpers, so wird wegen der vor-
ausgesetzten Homogenitit des fluidalen Materials und der axialen Symmetrie der
Aequipotentialfiachen

(2) B=A

zu setzen sein. Das Trigheitsmoment T beziiglich einer beliebigen durch den Erd-
mittelpunkt hindurchgehenden Achse { kann wie folgt ermittelt werden. Legt man
in diesen Mittelpunkt den Ursprung O des orthogonalen Koordinatensystems
X— Y —2Z, dessen Achse die Triigheitshauptachsen des auf seiner Oberfliche kon-
densiert gedachten Erdkorpers sind, wozu es wegen der erwdhnten axialen Symme-
trie’ nur erforderlich ist, dass die Z-Achse, die wir gegen Norden richten wollen, mit
der Rotationsachse des Referenzellipsoides zusammenfillt und bezeichnet mit
a, 8, y die Winkel, welche die Achse ¢{ mit den Koordinatenachsen einschliesst, so
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ist das gesuchte Trigheitsmoment nach einem bekannten Satze der Mechanik
durch den Ausdruck gegeben :

(3) T=A cos? a4 B cos® §+ C cos y2.

Weil fiir jede Achse, die mit den Koordinatenachsen die Winkel «, 5, ¥
einschliesst,

“4) cos’e +cos? A+ cos?y = 1
ist, bekommt man mit Beriicksichtigung von (2)

T=A(l—cos?y)+Ccos®y,
d.h.

) T=A + (C—A)cos?y.

Die Trigheitsmomente sind, wie im zweiten Abschnitt dieses Werkes dat-
getan, -ausschlaggebende dynamische Parameter, weshalb wir ihnen auch im vorlie-
genden Problem besondere Beachtung schenken miissen. Dabei wird es sich als
vorteilhaft erweisen, die den verschiedenen durch O hindurchgehenden Achsen ¢
zugeordneten Trigheitsmomente des Erdkorpers auf einer Sphire abzubilden. Denkt
man sich also um den Erdmittelpunkt O eine Kugelfliche mit einem beliebigen
Radius beschrieben, dann entspricht jedem Punkte dieser Kugel eine durch diesen
Punkt und durch O hindurchgehende Achse { und jeder solcher Achse ein bestimm-
ter Wert des Trigheitsmoments 7. Auf diese Weise erscheint jedem Punkte der
Kugeliliche ein bestimmter Wert von T zugeordnet, so dass diese zu einem sphi-
rischen Feld des Skalars T wird. Dieses Feld ist analytisch durch die Gleichung
(5) eindeutig gegeben, geometrisch kann es durch die Aequiskalarlinien, d. h. die
Linien des gleichen T veranschaulicht werden. Diese Linien sind durch die
Formel

(6) A+ (C—A) cos? y =const.

gegeben; sie sind Parallelkreise, wenn man die Durchstosspunkte der Achse Z mit
der Sphire als Pole betrachtet.

Kehren wir nun zu dem tatsachlichen Zustand des Erdkérpers zuriick, d.h.
denken wir uns die kondensiert gedachte isostasische Schale der Erde in ihren wah-
ren Zustand zuriickgefithrt und fragen wir, welche Aenderungen das soeben ge-
schilderte Feld des Trégheitsmoments T dadurch erleiden wird. Ziehen wir zu die-
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sem Zwecke einen beliebigen Punkt M des geophysikalischen Referenzellipsoides
in Betracht. Die Koordinaten dieses Punktes seien r, y, ¢, wobei r den Radius-
vektor, v die von einem beliebigen Meridiane dieses Ellipsoides gezdhite Liange
und ¢ die von der Aequatorebene des Ellipsoides gemessene Breite bedeutet, die
in der Richtung gegen Norden positiv zu zdhlen ist. Begrenzt man an der Stelle M
durch die Meridiane y und (p+4dy) und die Parallelkreise ¢ und (p+dyp) ein
unendlich kleines Flidchenelement df des Referenzellipsoides, so ist

) df =r*cosgdypdy.

Ist D die Michtigkeit der isostasischen Decke der Erde an der in Betracht
gezogenen Stelle und ¢ die Dichte des hier befindlichen Materiales, so ruht auf
der Fliche df ein vertikales Elementarprisma der isostasichen Decke dessen Masse
durch

(8) du=D.o.df

dargestelit ist. Dieses Prisma taucht so tief in den mit dem Referenzellipsoid be-
grenzten fluidalen Kern der Erde ein, wie es das archimedische Prinzip fordert.
Bezeichnet also H die Tauchtiefe des Elementarprismas und g, die Dichte der flui-
dalen Unterlage, so ist die verdringte Masse derselben gleich ¢, Hdf und diese
muss nach dem archimedischen Prinzip der Masse du gleich sein. Es ist also

9) egoH=0D.

Der Schwerpunkt des auf die Dichte ¢, kondensiert gedachten Prismas lag
:‘IZ—H oberhalb seiner Basis, jetzt liegt er um %D von derselben entfernt; die Zuriick-
filhrung der isostasischen Schale in ihren niturlichen Zustand hat die Hebung des
Schwerpunkies des Elementarprismas um die Strecke

(10) k=é—(D—H)

~zur Folge gehabt. Um diese Strecke liegt der Schwerpunkt S des Elementarprismas
oberhalb des Schwerpunktes A der verdringten fluidalen Masse, welch letzterer
Punkt auch der Auftriebspunkt genannt wird. Die Strecke A will ich die isosta-
sische Ueberragung nennen. Diese Strecke ist, wie dies aus den zwei vorstehen-
den Gleichungen f>lgt, auch durch durch den Ausdruck

~ Qo—0
A=-2—D
(11) 2o

veranschaulicht,
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Durch diese Hebung des Schwerpunktes der Masse du hat sich ihr Trig-
heitsmoment beziiglich der Achse  vergrossert. Diese Aenderung kann wie folgt
berechnet werden. Bezeichnet r, den Radiusvektor des Auftriebspunktes A und
0 den Winkel, den dieser Radiusvektor mit cer durch den Punkt O hindurchgehen-
den Achse { einschliesst, so war das Trigheitsmoment der Masse du vor ihrer
isostasischen Erhebung und beziiglich der Achse ¢ gleich rq%sin®0 du. Nach der
Hebung wird das Trigheitsmoment den Wert (rq 4- 1)?sin? O du ausweisen, der,
weil A im Vergleich zu r, sehr klein ist, durch (7.2 + 2X\rq)sin®0 du ersetzt wer-
den kann. Die Aenderung des Trigheitsmoments, die ich mit dQ bezeichnen will,
ist also gleich:

dQ =2Ar.sin?20dyu.

Die Gesamtinderung Q, die das Trigheitsmoment 7 durch die isostasische
Erhebung der ganzen isostasischen Decke der Erde erfahren hat, wird erhalten, wenn
man das iiber die ganze Erdoberfliche sich erstreckende integral des vorstehenden
Ausdruckes bildet. Dabei kann, weil die Dicke der isostasischen Schichte im Ver-
gleich zu den Abmessungen der Erde sehr klein ist, in der obigen Formel statt r,
der Radiusvektor r des geophysikalischen oder auch jener des geoditischen Refe-
renzellipsoides eingesetzt werden. Aus demselben Grunde braucht auf die Aenderung,
die das Gravitationsield der Erde durch die isostasische Erhebung erfahren hat, und
die nur als eine geringfiigige Storung zu betrachten ist, keine Riicksicht genommen
werden. Man bekommt also:

(12) dQ =2\rsin® 0 du.

Um die angegebene Integration durchzufiihren, kann der folgende Weg
eingeschlagen werden. Das Trigheitsmoment des Elementarprismas du der isosta-
sischen Decke ist nach den soeben zugestandenen Vereinfachungen gleich 7?sin?0 du.
Man kann deshalb, wie der Vergleich des vorstehenden Ausdruckes mit (12) lehrt,
die isostasische Gesamtinderung Q des Trigheitsmoments T auf die Weise berech-
nen, dass man jedes Massenelement du der isostasischen Decke der Erde mit

dem Koeffizient ?;)f behaftet und das Trigheitsmoment der derart reduzierten Mas-

sen beziiglich der Achse { berechnet. Dies gilt selbstverstindlich auch fiir die
Tragheits- und Deviationsinomente beziiglich der Koordinatenachsen X, Y, Z.
Die Tragheits- bzw. die Deviationsmomente des elementaren Prismas du erfahren
also durch die isostasische Erheburg nachstehende Aenderungen:

18  di=0+ 22)2}\‘1/‘ dl, = (2 + xz)g,-z\ du  dly=(x +y’)2,“l dp

(14) d)\1=yz27)‘du dl,-—-szTKdu d13=xygr£d;4.
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Diese Ausdriicke erleiden keine Verdnderung, wenn man an ijhnen die Sub-
stitution

x|—x  y|—y z|—z

durchfithrt, was zu besagen hat, dass die vorstehenden Trigheits- und Deviationsmo-
mente nicht gedndert werden, wenn man beliebige Teile der isostasischen Schale
der Erde antipodisch verlagert. Aus diesem Grunde ist es bei der Berechnung die-
ser Momente gestattet, eines Planiglobs der Antipoden sich zu bedienen, wie dies
in nachfolgendem geschehen wird.

Fithren wir in die vorstehenden Ausdriicke statt der orthogonalen die po-
laren Koordinaten ein! Der Zusammenhang zwischen diesen beiden Arten von Ko-
ordinaten ist durch die Gleichungen gegeben :

(15) X == r €OS ¢ COS y y=rcosesiny 2=rsiu .

Beniitzt man dies und ausserdem (7) und (8) und setzt der kilrzeren Schreib-
weise halber

(16) 20 DAr® =flp, y),

wo bei gegebenen Abmessungen und Dichteverhdltnissen der isostasischen Schale
der Erde f(p, ) eine empirisch zu ermittelnde Funktion ist, so bekommt man:

dal, = f (i, w) [cos® ¢ sin® yp +sin® ¢ cos p] dp dy

e et

a7n dl, = f (i, v) [sin® ¢ cos @+ cos3p cos? y] dpdy
dly = f(p, y) cos® ¢ dpdy
dA=f(p, v) sin p cos® g sin y dp dy

(18) dA,=f(p, v)sin g cos®* p cos pdp dy

[N —

dA;=f (p, w) cos® g sin y cos y dp dy.

Durch die iiber die ganze Erdoberfliche sich erstreckende Integration der
vorstehenden Ausdriicke bekommt man die Aenderungen I, lo, I, A, A, A,
welche die auf die Koordinatenachsen sich beziehenden Trigheits- und Deviations-
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momente des urspriinglich auf seiner Oberfliche auf die Dichte g¢¢ kondensierten
Erdkorpers durch die isostasische Erhebung seiner Decke erfahren haben. Hat man
diese Momente ermittelt, so erscheint das vorher definierte Trigheitsmoment Q
beziiglich einer durch den Erdmittelpunkt hindurchgehenden Achse ¢, die mit den
Koordinatenachsen die Winkel «, 8, » einschliesst, nach einem bekannten Satze der
Mechanik durch den Ausdruck gegeben:

(19) Q=1 cos?a + I, cos?p+1, cos® y—2A, cos S cos y —

—2A,cosy cos a—2A3 Cosacos B,

Weil
(20) X=rcose =7 C0S f 2=rcosy

ist, bekommt man mit Heranziehung von (15) statt (19) den Ausdruck:

(1) Q= cos®¢cos? p+I;cosdpsindy + [y sin>¢p —

—A, sin 2¢ sin y—A, sin 2¢ cos y—A, cos? psin 2y,

wodurch das vorher definierte Feld des Skalars O eindeutig gegeben ist.

Durch die vorstehenden Ausfithrungen ist ein Schema des Erdkorpers ge-
wonnen worden, das die im § 54 mitgeteilten geophysikalischen Taisachen vollauf
beriicksichtigt und sich, wie man sehen wird, fiir die mathematische Behandlung
der Polwanderungsfrage gut eignet. Ich will die Grundziige dieses Schemas hier
kurz rekapitulieren. Die Erde, als ein Ganzes aufgefasst, ist als ein fluidaler, d.h.
gegen langandauernde Krifte nachgiebiger Korper zu betrachten, der mit einer un-
regelmaissigen, festen, elastisch biegsamen, vielleicht zerrissenen oder unvollstindi-
gen Decke umhiillt ist, die je nach dem Bedarf des hydrostatischen Gleichgewichts
in ihre Unterlage teilweise eingetaucht erscheint. Wenn diese Decke auf die Dichte ihrer
Unterlage kondensiert wire, wiirde die Erdoberfliche vollkommen glatt sein und ein
regelmissiges Ellipsoid veranschaulichen, das ich das geophysikalische Ellipsoid
benannt habe und das durch die Gleichung (1) dargestellt ist. Die Tragheitshaupt-
momente des derart kondensiert gedachten Erdkoérpers mit A, B, C bezeichnend,
wobei B=A ist, und dessen Trigheitshauptachsen als Koordinatenachsen beniitz-
end, wire das Trigheitsmoment des derart gestalteten Erdkorpers in bezug auf
eine beliebige durch den Erdmittelpunkt hindurchgehende, mit den Koordinaten-
achsen die Winkel «, 8, y einschliessenden Achse ¢ durch (3) oder (5) gegeben.
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Die tatsichliche aus dem Referenzellipsoid herausragende Form der isostasischen
Decke der Erde hat zur Folge, dass das Trighedsmoment der Erde beziiglich der
Achse { nicht gleich 7, sondern gleich J ist, wobei

(22) J=T+Q

ist und Q durch die vorstehenden Gleichungen gegeben ist. Diese Grésse stellt
also den isostasischen Bestandteil des Trigheitsmomentes der Erde dar und ist von
grundlegender Bedeutung bei den nachstehenden Untersuchungen,



KAPITEL X

Die dynamische Asymmetrie der Erdrinde und ihre Folgen

§ 56. Die Anomalie der Trégheitspole des Erdkdrpers. Durch die vor-
stehenden Ergebnisse ist das Trigheitsmoment J des Erdkorpers, d. h. seines flu-
idalen Kerns, seiner isostasischen Hiille und ihrer Wasserbedeckungen beziiglich
einer beliebigen durch den Erdmittelpunkt hindurchgebenden Achse { eindeutig ge-
geben. Dadurch ist man in die Lage versetzt, auch die Lage der Trégheitshaupt-
achsen des Erdkorpers zu ermitteln, in bezug auf welche das Triagheitsmoment J
seine extremen Werte erreicht. Die der Drehachse der Erde benachbarte Tragheits-
hauptachse, die dem maximalen Wert des Trigheitsmoments J entspricht, trifft die
Erdoberfliche in zwei Punkten, die man als Trigheiispole der Erde zu bezeichnen
pflegt. Weil ich das geophysikaliche Referenzellipsoid als Bezugssystem beniitze,
will ich die Durchstosspunkte der erwiahnten Trigheitshauptachse mit diesem Ellip-
soid als die Triagheitspole des Erdkérpers bezeichnen. Es sei dabei P der nordli-
che, P’ der siidliche Trigheitspol der Erde. Die Achse des Referenzellipsoides, die
mit der Z-Achse des Koordinatensystems X— Y—Z zusammenfallend angenommen
war, trifit die Oberfliche des Referenzellipsoides in zwei Punkien, die ich die Re-
ferenzpole nennen will; der nérdliche dieser beiden Pole sei mit F, der siidliche
mit F’ bezeichnet.

Wegen der Isostasie der Erdrinde fallen, wie sogleich gezeigt werden wird,
die Tragheitspole mit den Referenzpolen nicht zusammen, konnen aber von diesen,
weil die isostasische Rinde im Verhiltnis zu den Erdabmessungen sehr diinn ist,
nur ganz wenig entfernt sein. Um die Lage der Tragheitspole — es geniigt nur den
nordlichen dieser beiden Pole in Beiracht zu ziehen — in bezug auf die Referenz-
pole zu ermitteln, lasse man die vostehend definierte Sphire, auf der das Trig-
heitsmoment J abgebildet erscheint und deren Mittelpunkt im Erdmittelpunkt ge- .
legen ist, durch die Referenzpole hindurchgehen, lege durch den noérdlichen Refe-
renzpol F eine Tangentialebene an das Referenzellipsoid und jene Sphire und
fixiere in dieser Ebene ein orthogonales Koordinatensystem &—#, dessen Ursprung
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im Punkte F gelegen ist. Jedem Punkte des sehr kleinen Bereiches dieser Sphire,
der hier in Betracht kommt, und der durch ihre Tangentialebene ersetzt werden
kann, entspricht eine bestimmte durch den Erdmittelpunkt hindurchgehende Achse
¢ und dieser ein bestimmter Wert des Trigheitsmomentes / des Erdkorpers. Der
gesuchten Triagheitshauptachse bzw. dem gesuchien Trigheitspol entspricht der
maximale Wert von J, weshalb seine Lage aus den Gleichungen:

0¢ oy

zu ermitteln ist. Man bekommt also mit Riicksicht auf (22) die folgenden fiir die
Ermittlung des Triagheitspoles dienenden Gleichungen:

oT , 00 _ oT , 0Q
(23) =0 oy T oy =0

Weil sich der Trigheitspol T in der nidchsten Nidhe des Referenzpoles F,
also in jener des Ursprunges unseres Koordinatensystems &—y befindet, sind des-
sen Koordinalen, die wir nach dem Winkel, den der Radiusvektor der zugehorigen
Punkte der Achse & bzw. 4 mit der Z-Achse einschliesst, in Bogenmass messen
wollen, sehr klein. Man bekommt also, wenn man die in (23) vorkommenden Funk-
tionen 7 und Q in Maclaurinsche Reihen entwickelt und die hoheren Potenzen
von ¢ und  wegen ihrer Kleinheit vernachldssigt, die nachstehenden Glei-

chungen:

oT (0, 0) 02T (0, 0) 0Q (0, 0) 0:Q (0,0)
e tTé et té g 0
%) 0% T(0,0) 0Q (0,0 020 (0,0)
o7 (0, 0) T (0, Q0,0 Q (0, .
Es folgt aus (5)
oT : 0T .
(25) 3 = —(C—A)sin2y e —2(C—A)cos 2y .

Weil vom Ursprung F des Koordinatensystems & — 4, also von der Z-Achse
gemessen, die Bogendifferentiale 0 und d7 dasselbe darstellen, was dy ist, so

wird wegen (25)
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aT(0,0) _ 0T(0,0) _ 0T(0,0) _

& " o o O
*T0,0) _ 3*7(0,0) _ #T(0,0) .
0&? ont - 0y* =—2(C—A).
Beriicksichtigt man iiberdies, was sich bei der spiteren numerischen Berech-
2 2
nung ergeben wird, dass die Grossen %5—?, %5% im Vergleich zu 2(C— A) sehr

klein sind, also vernachldssigt werden koénuen, so bekommt man statt (24) die
Gleichungen:

s 1 00000
T 2(C—=A) " o¢

_ 19000
T=o(C=4) "oy

(26) l

durch die die Lage des Triigheitspoles in bezug auf den Referenzpol dargestellt ist.

Durch die Gleichung (21) war das Feld Q (¢, ) des Skalars Q auf der
oben angegebenen Sphire abgebildet. Geht man zwecks Abbildung des sehr klei-
nen um den Referenzpol gelegenen Bereiches des Skalars Q von der Sphire auf
ihre Tangentialebene iiber und richtet die Achse & des dabei beniitzten Koordina-
tensystems & — 5 derart, dass sie den nullten Meridian tangiert, so erhilt man die

Schnittlinie des Feldes Q(¢, v) mit der &Achse, wenn man in (21) v=0; (p=7—2z——§

setzt. Diese Schnitilinie ist also durch die Gleichung gegeben:
Q (& 0) = I, sin®*& + [, cos® § —A, sin 2.
Die Schnittlinie des Feldes Q (¢, ) mit der n-Achse wird erhalten, wenn

i

man in (21) y=7; p=3

n setzt; sie ist also durch die Gleichung gegeben:

Q(0, n) = Iysin? g + I, cos® n —A, sin 27.
Es ist deshalb

aQ (4,0)
0é

= Iy sin 2& — I, sin 2§ — 2\, c0s 2§

0Q (0,7)

on = [, sin 2y — I, sin 29 —2A, cos 27,
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d.h

2Q (0,0) 0Q(0,0)
o = — 2A, e 24,.
Setzt man dies in (26) ein, so bekommt man:
_ A, _ A,
‘=—r=a "= —C=A

Dies sind die Koordinaten des Trigheitspoles des Erdkorpers in bezug auf
den Referenzpol; ich will sie mit a, und a, bezeichnen. Es ist also

@) - A - A

Der absolute Betrag der in Bogenmass gemessenen Entfernung des Trig-
heitspoles vom Referenzpole ist gleich:

A3 A2
(28) ‘ a= Valz + ot = ______VAgjé\z .

Diese Grosse will ich die Anomalie des Trigheitspoles nennen; sie kann
nur dann Null werden, wenn A; und A, zugleich Null sind, d. h. wenn die Achse
des Referenzellipsoides die Hauptachse des isostasischen Bestandteiles des Trig-
heitsmomentes der Erde ist. Dies ist nur bei einer ganz besonderen Lage der iso-
stasischen Decke der Erde auf derem fluidalen Kern moglich, sonst hat die Anoma-
lie des Trigheitspoles immer einen endlichen Wert. Durch dieses Ergebnis gelangt
die dynamische Asymmetrie des Erdkorpers zum deutlichen, mathematisch erfas-
sten Ausdruck. Der im § 53 bereits erwihnte Loffelholz von Colberg, ein
ehemaliger Osterreichischer Artillerieoffizier, hat aus der gewaltigen Erhebung der
Kontinente {iber dem Meeresspiegel mit genialer Intuition auf eine solche Asym-
metrie geschlossen, war aber nicht in der Lage, diese mathematisch zu erfassen und
fiir das Rotationsproblem der Erde zu verwerten. Diese Anomalie spielt die Rolle
der Triebfeder im Mechanismus der Polwanderungen.

§ 57. Die dynamische Anpassung des Erdkdrpers. Wieim § 36 gezeigt,
erfolgt die kriftefreie Drehbewegung der Erde derart, dass der Rotationspol der
Erde wihrend der Periode 7, die je nachdem man den Erdkorper als starr oder
als elastisch annimmt, eine Dauer von 305 bzw. 430 Sterntagen aufweist, einen
vollen Umlauf auf seiner kreisiormigen um den Trigheitspol geschlungenen Bahn
vollftihrt. Weil es sich jetzt um die Erforschung der sékularen Verlagerungen des
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Rotationspoles handelt, kann diese ganz unbedeutende kurzperiodische Bewegung
ausser Acht gelassen werden, indem man dem Rotationspole seine mittlere der
erwihnten Periode entsprechende Lage zuweist. Diese mittlere Lage ist aber, weil
die Bahnkurve des Rotationspoles um den Trigheitspol ein Kreis ist, der Trégheits-
pol selbst. Dieser mittlere Rotationspol weist nach den Ergebnissen des vorher-
gehenden Paragraphen einen endlichen Abstand vom Referenzpol auf. Dieser Um-
stand wird zu Folge haben, dass der mit dem Referenzellipsoid begrenzte fluidale
Erdkern deformierenden Kréfien ausgesetzt sein wird und diesen mit der Zeit auch

Fig. 23

nachgeben wird, seine isostasische Decke in Mitleidenschaft ziehend. Dieser Vor
gang, auch Anpassung des Erdkorpers genannt, kann auf die einfichste Weise ma-
thematisch wie folgt beschrieben werden, wobei wir unsere Betrachtungen auf jenen
Meridianschnitt des Referenzellipsoides beschridnken wollen, in dem der erwihnte
mittlere Drehpol der Erde gelegen ist, weil in diesem Meridianschnitt die deformie-
renden Krifte ihren Grosstwert erreichen. Weil infolge seiner Anpassung der Erd-
korper seine Form langsam aber stindig dndert, soll den nachstehenden Betrachtun-
gen ein beliebiger Zeitpunkt ¢ der Erdgeschichte als Ausgangspunkt gewihlt werden.

Seien in der Fig.23 die dem Zeitpunkt ¢ entsprechenden dynamischen Ver-
hiltnisse veranschaulicht. AA" und FF’ seien die Hauptachsen des den Referenzpol
F und den mittleren Drehpol P enthaltenden Meridianschnittes des Referenzellip-
soides, Die Polargleichung dieses Meridianschnittes ist die eingangs mitgeteilte
Gleichung (1).

Die Kriftefunktion der Graviations- und Fliehkrifte des Erdko6rpers ist durch
den Ausdruck (125) des zweiten Abschnittes dieses Buches veranschaulicht, wobei
das zugehorige Koordinatensystem X—Y— Z mit den Hauptachsen des Referenzel-
lipsoides zusammenfallend angenommen worden ist, auf welches sich auch die
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Gleichung (1) bezieht. Im vorliegenden Falle fillt die Drehachse des Erdkorpers
nicht mit der Z-Achse zusammen, sondern schliesst mit derselben den im vorigen
Paragraphen ermittelten Winkel o ein. Aus diesem Grunde wird das letzte, die Funk-
tion der Fliehkrifte darstellende Glied des Ausdruckes (125), welches, wenn man

statt der geozentrischen Breite deren Komplement, dieFPoldistanz 0= ;—I — ¢, ein-

2.2

242

fithrt, durch den Ausdruck n2r sin®d dargestellt ist, infolge der bestehenden Anoma-

lie e eine Aenderung erfahren, die durch

252
AW = a(nr

O 77 gin?
55\ g sin 6)0:,

dargestellt sein wird, weil sich die Poldistanz ¢ des Punktes M, die in der Rich-
tung PF vom Referenzpole zu messen ist, um den sehr kleinen Winkel « vergrossert
hat und weil die zugehorige Aenderung des Radiusvektors r nicht im Betracht ge-
zogen werden muss. Es ist also

2.2
(29) AWE=a%§sm2a.

Durch diese Aenderung der Kriftefunktion wird eine auf die im Punkte
M des Referenzellipsoides befindliche Masseneinheit wirkende Kraft ® erzeugt.
Grosse und Richtung dieser Kraft konnen wie folgt ermittelt werden. Weil
diese Kraft in dem in Betracht gezogenen Meridianschnitt gelegen ist, kann sie in
eine in die Richtung des wachsenden r und eine darauf senkrechte gegen den Ae-
quator gerichtete Komponente zerlegt werden. Bezeichnet man diese Komponenten
mit V bzw. H, so ist

F) 0
V=AW H= AW,

wobei das Element dn der Normalen auf r durch dn = rodd ersetzt werden kann,
so dass es ist:

Man bekommt also mit Beniitzung von (29):
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V=ansin2d
(30)
H=anrcos2d.

Die durch die Anomalie des Tragheitspoles hervorgerufenen Fliehkrifte werden
das Bestreben haben, den fluidalen Erdkern zu deformieren. Die Art und Weise dieser
Deformation ist aus den vorstehenden Gleichungen sofort ersichtlich. Weil, wie an-
gegeben, die Poldistanz J von der Achse OF aus in dem dem Umlauf des Uhrzei-
gers entgegengesetzten Sinne von 0° bis 360° zu messen ist, so ist im ersten und
und dritten Quadranten, denen die Teile FA und F'A’ des in Fig. 23 dargestell-
ten Meridiauschnittes des Referenzellipsoides angehoren, nach (30) die Vertikalkom-
ponente V der Kraft R positiv, weshalb diese Kraft nach oben gerichtet ist und
das Bestreben haben wird, am Referenzellipsoid Ausbuchtungen zu erzeugen; im
zweiten und vierten Quadrant, denen die Teile AF’ und A’F des Meridianschnittes
angehoren, ist diese Kraft nach unten gerichtet und wird das Bestreben haben das
Ellipsoid einzudriicken. Der Erdkorper wird, weil er sich um die Rotationsachse
OP dreht, jener Gleichgewichtsform zustreben, die nach dem Clairaut’schen Theo-
rem ein Rotationsellipsoid mit der Achse OP ist, dessen Meridianschnit in der
Fig. 23 durch die mit ihren Achsen A,A,’ und F,F," gekennzeichnete Ellipse ist,
Dadurch wird der Refenzpol nach und nach aus der Lage F in die Lage F, gelan-
gen. Um die Frage beantworten zu kOnnen, wie sich durch diesen Vorgang
die Lage des Referenzpoles in bezug auf die Erdrinde verindert hat, muss
vorher untersucht werden, welche Folgen die soeben geschilderte Anpassung
des fluidalen Erdkernes auf seine isostasische Hiille und ihre Lage auf dem-
selben haben miisse. Ziehen wir zu diesem Zwecke das vor der Anpassung an
der Stelle M des Referenzellipsoides befindliche elementare Teilchen der isostasi-
schen Decke der Erde in Betracht. Die Anpassung wird dieses Teilchen in der Rich-
tung der Kraft R verschieben, bis es im Punkte M, der dem neuen Gleichgewichts-

Fig. 24

zustand angepsssten Oberfliche des Referenzellipsoides seine Endlage erreichen
wird. Um diese Lage in bezug auf den urspriinglichen und den neuen Referenz-
pol zu ermilteln, beschreibe man mit dem Radius OM den Bogen MT, dessen Zen-
triwinkel MOT gleich ist der Anomalie a des Triigheitspoles. Um diesen Winkel
erscheint die urspriingliche Meridiankurve des Referenzellipsoides nach rechts ge-
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dreht, so dass die neue Meridiankurve durch den Punkt 7 hindurchgehen muss. Weil
der Bogen MT wegen der Kleinheit des Winkels e« sehr klein ist, kann er dutch
die auf OM senkrecht stehende gerade Strecke MT ersetzt werden. Ersetzt man
den ebenfalls sehr kurzen Bogen 7TM, der Meridianellipse durch die im Punkte T
an die Meridianellipse gezogene Tangente, so bekommt man das in Fig. 24 abge-
bildete Dreieck MTM,. In demselben stellt der Winkel M7TM,, der mit ¢, bezeich-
net werden moge, jenen Winkel dar, den die Tangente der Meridianellipse mit der
auf dem zugehdrigen Radiusvektor errichteten Normalen einschliesst. Die Glgichung
dieser Ellipse ist durch (1) veranschaulicht. Der Winkel r, den die Tangente dieser
Ellipse mit dem Radiusvector einschliesst, ist durch die fiir alle ebene Kurven giil-
tige Gleichung:

r
tang z = ra

gegeben, worin r’ die Ableitung des Radiusvektors r nach der Amplitude bedeutet.
Der Winkel ¢, den die Tangente mit der Normalen des Radiusvektors einschliesst,
ist gleich dem Komplement des Winkels =, weshalb

(31) tangt, = :— == e

ist. Zieht man die Gleichung (1) heran und fithrt in dieselbe als Amplitude statt

der geoczentrischen Breite ¢ die Poldistanz é = = _ ¢ ein, so wird:

2
(32) " r=a(l—vcos*d)
dr .
5= avsin 20,
Es ist deshalb
v sin o
(33) ta"g 1’ =I—_;m .

Verldngert man TM bis zum Fusspunkt N der auf diese Strecke aus M,
gefillten Normalen, dann steilen NM; bzw. MN die beiden Komponenten der Ver-
riickung MM, dar, die erstere, die mit Ak bezeichnet werden moge, veranschaulicht
die Verriickung in der Richtung des R:diusvektors r, die zweite, die mit A& be-
zeichnet und in Bogensmass gemessen werden soll, stellt die Verriickung in der
auf dem Radiusvektor senkrechten Richtung dar. Dieselbe Richtungen weisen die

29
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Komponenten V und H der Kraft ® auf. Bezeichnet man also den Winkel NMM,

mit B, so ist

(34) tang f =

<

Setzt man in diese Gleichung die Ausdriicke (30) ein, so wird

(35) tang f —tang 23,
d. h,
(36) =29,

Es folgt aus dem Dreieck NMM,, in dem NM, gleich Ak und NM gleich
rA¢ ist, weil A¢ in Bogenmass gemessen war,

Ah = rAétang g,
und aus dem Dreieck NMT,, weil MT = re ist,

AR = r (A& 4 a)tang -, .

Lost man diese Gleichungen nach A¢ und Ah auf, so wird

_ tangs,
a¢ = tang f—tang
(37)

Ah =7 tangﬂtangz_,a
tang g —tang v,

Setzt man in diese Formeln die Ausdriicke (33) und (35) ein, so sind die
gesuchten Komponenten der Verriickung gefunden. Dabei ist folgendes zu beach-
ten. Die Abplattung » des geophysikalischen Referenzellipsoides kann sich, weil die
isostasische Decke der Erde sehr diinn ist, nur wenig von der Abplattung des geo-
datischen Ellipsoides unterscheiden, fiir die im § 35 der Wert V:EI).—S
ben worden ist. Deshalb kann im Nenner des Ausdruckes (33) das Glied »cos®d
neben der dort auftretenden Einheit vernachlissigt werden. Auf diese Weise be-
kommt man:

angege-
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v cos 20
a¢ = 1—»cos20”
AR » 8in 20

=TT cs23%"

Man kann auch hier das Glied » cos 26 neben der Einheit unterdriicken
und man bekommt schliesslich :

l Af=vacos?20
(38)

l Ak = v resin 28 .

Dabei erscheint Af im Bogenmass Al in linearem Mass gemessen.

Diese Verriickungen des Punktes M der isostasischen Decke der Erde be-
treffen nur jenen Meridianschnitt des Referenzellipsoides, in welchem der Drehpol
der Erde gelegen ist; ausserhalb dieses Meridianes werden sie immer kleiner, um
in sekrecht stehendem Meridiane ginzlich zu verschwinden. Diese Verriickungen
sind also Funktionen der geographischen Koordinaten ¢ und y oder, falls man
sich auf den erwihnten Hauptschnitt beschrinkt, Funktionen der Poldistanz &. Ge-
miss den durch die Fig. 23 festgelegten Bezeichnungen solien die Grossen a und 8
in entgegengesetzter Richtung gezihlt werden, so dass der Rotationspol P im vier-
ten Quadrant von 8, knapp vor dem Werte é = 360° anzunehmen ist.

Die vertikale Verriickung Ah ist gleich der an der betreffenden Stelle statt-
gefundenen durch die Deformation des fluidalen Erdkernes hervogerufenen Erhe-
bung der Spiegelfliche dieses Kernes, denn diese ist, weil sich diese Spiegelfliche
um J = « gedreht hat, nach (32) durch

o dr e
Ah;—l—ﬁazav asin 26
oder, falls man in (52), wie es oben geschehen ist, » cos®d neben der Einheit un-

terdriickt, durch

Ahy = vrasin2d

-veranschaulicht, so dass Ak, = Ah ist.

.Die horizontale Verriickung A¢ des Punktes M der isostasischen Decke ist
eine Funktion der Poldistanz §; sie ist positiv, also der der Bewegung des Uhr-
zeigers eintgegengesetzten Richiung, fiir die Intervalle 6 =0 bis 6 =45% 4 = 135°
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bis §=225%; §==315° bis 8=2360", sonst ist sie negativ, wie dies durch die Fig. 25
veranschaulicht erscheint. In den mit einem Ring gekennzeichneten Punkten, in wel-
chen ein Richtungswechsel der Verriickung stattfindet, ist sie gleich Null.

Diese horizontale Verriickung ist selbst an jenen Stellen, wo sie ihre ex-
tremen Werte ve oder —va erreicht, wegen des Faktors » sehr klein. Wiahrend sich
also der Referenzpol um die in Bogenmass gemessene Strecke FF,=a verlagert
hat, hat sich der Punkt M hochstens nur um den dreihundertsten Teil jener Ver-

p

4] 0//—'0\ 3150

1350 4!\/ 250

Fig. 25

riickung verschoben. Diese Verriickung ist gegeniiber jener Verlagerung sehr klein,
so dass gesagt werden kann, der Anpassungsvorgang dndert die horizontale Kon-
figuration der isostasischen Decke nur unmerklich; unter derselben gleitet der Re-
ferenzpol nach Massgabe der Anomalie «. Ist er durch den soeben geschilderten
Anpassungsvorgang aus der Stellung F in Stellung F, angelangt, so wird dieser
neuen Lage des Referenzpoles in bezug auf die iscstasische Decke der Erde ein
neuer Wert «, der Anomalie des Triagheitspoles entsprechen, also eine neue Lage
P, des mittleren Rotationspoles. Infolgedessen wird eine neue Anpassung des Erd-
korpers an die neue Lage des Drehpoles beginnen. Dieser Anpassungsvorgang kann
nur dann zum Stillstand gelangen, wenn die durch (28) dargestellte Anomalie gleich
Null wird, d. h. wenn der Rotationspol auf seinem Weg den Trigheitspol des Fel-
des Q erreicht hat.

Dieser Vorgang wird im nachsiehenden Kapitel seine mathematische Be-
schreibung erfahren, vorher will ich iiber die in der isostasischen Decke der Erde
durch den Anpassungsvorgang hervorgerufenen Spannungen kurz berichten, wobei
ich mich auch diesmal auf den erwdhnten Meridianschnitt der maximalen Spannun-
gen beschrinken will,

An der Stelle M, der eine Poldistanz d entspricht, erfahrt der dort befind-
liche Teil der isostasischén Decke der Erde eine Horizontalverschiebung, die in
Lingenmass gemessen

rAé =ryacos28
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betragt. Unmittelbar daneben, in der horizontalen Entferning /=r dd, erfihrt die
Decke die Verschiebung:

7 (Aé+dA%) = r v a(cos 20—2 sin 2§d6).
Die Gesamtdehnung A/ der Liange / beuiagt also
Al =—2rvasin26dd -
Weil nach dem Hooke’schen Gesetz

Al
I

2

E

ist, worin o die Zugspannung und E den Elastizitditsmodul des Materials bedeutet,
so ‘wird

(39) 6=— 2 aEsin 20,

Diese Spannung erreicht ihre extremen Werte 2va E bzw. — 2v a E an der
Poldisianz 0 == 135° und 4 = 315” bzw. an der Poldistanz J= 45" und & = 225%¢
sie sind der Abplattung des Referenzellipsoides, dem Elastizititsmodul des Mate-
rials und der Anomailie des Triagheitspoles direkt proportional,



KAPITEL XI

Der Mechanismus der sikularen Polwanderungen

§ 58 Die vektorielle Grundgleichung der s#kularen Bewegung der
Erdpole. Im vorhergehenden Kapitel habe ich, um alle hier in Betracht zu ziehen-
den Eigentiimlichkeiten des Baues der Erde und ihrer Rinde mathematisch beschrei- -
ben zu konnen, das geophysikalische Referenzellipsoid als Bezugssystem beniitzt.
Nachdem auf diese Weise die erforderlichen Schlussfolgerungen hinsichtlich der
'Trédgheitsmomente des Erdkernes und seiner isostasischen Hiille gezogen und filr
die weitere Behandlung des Problems dér Polverlagerungen vorbereitet worden sind,
kann ich nun die Erdoberfliche selbst als Bezugssystem beniitzen und dabei, weil
die Abplattung der Erde und die Unregelmissigkeiten ihrer Rinde in den Trag-
heitsmomenten 7" und Q, die als dynamische Parameter bei der Drehbewegung
der Erde allein in Betracht kommen, bereits zum Ausdruck gekommen sind, die
Etdoberfliche, unter der das mittlere Niveau der Meere zu verstehen ist, als ku-
geliormig voraussetzen. Diese Kugelfliche moge zu gleicher Zeit zur Abbildung
des spharischen Feldes der Trigheitsmomente T und Q beniitzt werden:

Die soeben zugestandenen Vereinfachungen beeintrichtigen die Genauigkeit
der Berechnung der Polbahnkurven ganz unwesentlich; die dadurch sich ergeben-
den geringen Abweichungen fallen auch deshalb nicht in dia Wagschale, weil wir
nicht in der Lage sind, genaue Angaben iiber die Machtigkeit der isostasischen
Decke der Erde zu machen. _

Ich nehme also bei den nachstehenden Ausfiihrungen an, die Erde sei ku-
gelformig, weil ihre aus der Abplattung und aus der Unregelmissigkeit ihrer Rinde
sich ergebenden dynamischen Eigentiimlichkeiten durch die Trigheitsmomente T
und Q bereits zum richtigen Ausdruck gebracht worden sind. Daraus ergibt sich
das folgende. .

Denkt man sich die Achse des geophysikalischen Referenzellipsoides gegen
Norden verlﬁnge}t, so trifft dieselbe die Erdoberfliche in einem Punkte F, den ich
den nordlichen Figcrenpol der Erde nennen will. Sieht man von der ganz gering-
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fiigigen freien Nutation der Erde ab, so trifft die Drehachse der Erde deren nordli-
che Hemisphire in einem Punkte, der mit dem nérdlichen Trigheitspol P der Erde
zusammenfillt. Die gegenseitige Entfernung der beiden Punkte F und P ist sehr
klein und man kann jenen Bereich der Erdoberfliche, in dem diese Punkte liegen
und auf dem sich die nachstehenden Betrachtungen beziehen, als ebsn betrachten.
Fixiert man in diesem ebenen Bereich ein mit der Erdrinde fest verbundenes ortho-
gonales Kordinatensystem &—»#, dessen Ursprung, wofern er dem erwihnten Bereich
angehort, beliebig gew#hlt werden kann, so sind die beiden in die Achsen dieses
Koordinatensystems fallenden Projektionen der in Bogenmass zu messenden Strecke
FP nach (26) durch die Ausdriicke gegeben:

___ 1 90
%= 91C—4) 0F
(0) 1 00

“=3C—A) 07 -

in welchen sich die partiellen Ableitungen auf den Punkt F beziehen. Der Ortsvek-
tor a des Punktes P in bezug auf den Punkt F ist also durch den Ausdruck

(41) a=c;i+ a,j

veranschaulicht, in dem { und j die Einheitsvektoren der Achsenrichtungen & und 5
bedeuten. Setzt man (40) in (41) ein, so wird

1 (eqQ.,0Q.
0= 2(0—71“){‘0_5”"737‘}’
d. h
= ———-—1——~ rad Q
42) = 351c=23) 8 '

Dieser Ausdruck stellt uns vektoranalytisch die Anomalie des Trigheitspo-
les dar, die nach den Ausfiihrungen des § 57 die Ursache des Anpassungsvorgan-
ges ist. Durch diese Anpassung wird, wie dort geschildert, der Punkt F in be-
zug auf die Erdrinde, also in bezug auf das Koordinatensystem & — 5 in der Rich-
tung des Vektors a gegen den Punkt P wandern, wodurch die Richtung seiner
Bewegung , also die Richtung seines Geschwindigkeitsvektors p gegeben ist. Weil
nach (30) die die Anpassung hervorrufenden Krifte dem Betrag o der Anomalie q
proportional sind und weil die Anpassungen langsam und mit Ueberwindung der
Viskositdt des Erdkernes vor sich geht, muss ihre Aupassungsgeschwindigkeit, also
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auch die skalare Grosse der Geschwindigkeit v der Anomalie « proportional sein
Daraus folgt:

(43) b==xa,

worin » einen konstanten Faktor badeutet, der der Anpassungskoeffizient des Erdkor-
pers genannt wird, Mit dieser Geschwindigkett sich bewegend, wiirde der Fi
gurenpol F mit dem Triagheitspol zur Koinzidenz gelangen, wenn dadurch
die Anomalie a verschwinden wiirde, Aber diese kleine, aber endliche Gros-
se, die eine Funktion der Lage des Punktes F' ist, kann nach (42) nur d:nn gleich
Null werden, wenn der Gradient des skalaren Feldes Q Null wird, und dies
ist nur an jenen Stellen der Erdoberfliche moglich, in denen die Hauptachsen
des Tensors Q die Erdoberfliche durchdringen. Solange der Figurenpol F einen
dieser Punkte nicht erreicht hat, wird er sich verlagern und den Trégheitspol vor
sich schieben in der Richtung der Anomalie . die der jeweiligen Lage des Punk-
tes F auf der Erdoberfliche zugeordnet erscheint. Die beiden Punkte £ und P wer-
den sich also in einer sehr kleinen gegenseiligen Entfernung o in der Richtung
des Vektors a und mit einer Geschwindigkeit v, die diesem Vekior proportional
ist, einer hinter dem anderen auf der Erdoberfliche bewegen, bis sie endlich ihre
gemeinsame Gleichgewichtslage, in der a==0 ist, erreicht haben werden. Der Aus-
druck (43) stellt also die Geschwindigkeit der gemeinsamen Bewegung dieser zwei
Punkie in bezug auf die feste Erdoberfiche dar. Weil, wie im vorigen Paragraphen
gezeigt, der mittlere Drehpol der Erde mit dem Trégheitspol zusammenfillt, stellt
uns die Grosse p die Geschwindigkeit der Bewegung des mittleren Drehpoles, also
der siikularen Bewegung des Rotationspoles der Erde in bezug auf die Erdoberfld-
che dar.

Es folgt aus (42) und (43), wenn der kiirzeren Schreibweise halber ge-
setzt wird,

“4 2Cc-AH="

worin n eine Konstante bedeutet, als Endergebnis der vorstehenden Betrachtungen:
(45) p=ngrad Q.

Dies ist die vektorielle Grundgleichung der sikularen Polbewegung.

Aus der Gleichung (45) folgt das grundlegende Theorem hinsichtlich der
sikularen Polbewegung:

Der Geschwindigkeitsvektor der sikularen Polbewegung ist in jedem Punkte
der Polbahn proportional dem Gradient des Feldes Q.

Dieses Theorem kann wie folgt geometrisch gedeutet werden. Weil der
Geschwindigkeitsvektor p der sdkularen Polbewegung auch die Tangente der Pol-
bahn veranschaulicht und in jedem Punkte dieser Bahn mit dem Gradient von Q
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zusammenfillt, ist die Bahnkurve des Drehpoles eine der Vektorlinien des Feldes
- grad Q. Welche von diesen Linien die tatsichliche Bahnkurve des Poles veran-
schaulicht, ist durch die gegenwirtige Lage des Drehpoles, durch die ein Punkt
der Polbahn gegeben ist, eindeutig beantwortet.

Nach einer allgemeinen Eigenschaft des Gradienten kreuzen die Vektor-
linien des Feldes grad Q unter geradem Winkel die Linien des gleichen  Q, sind
also orthogonale Trajektorien der Linien gleichen Trigheilsmomentes Q. Daraus
ergibt sich das folgende geometrische Bild der Polwanderungen. Um zu jhrer sta-
bilen Lage zu gelangen, muss die auf dem fluidalen Erdkern isostasisch gelagerte
Decke der Erde s> lange die anpassenden Deformationen des Erdkernes mitmachen,
bis der Trigheitspol des Feldes Q mit dem Figurenpol der Erde zusammenfillt.
Bei dieser Bewegung verzeichnet der Drehpol auf der Erdrinde eine Linie, die mit
der Fall-Linie einer topographischen Fliche verglichen werden kann. So wie diese
Fall-Linie die Schichtenlinien der topographischen Fliche, d.h die Linien des
gleichen Schwerkraftpotentials, senkrecht kreuzt, so verliduft die Polbahnkurve senk-
recht zu den Linien des gleichen Trigheilsmomentes Q. Anders gesprochen: die
Erdrinde fillt relativ zum Drehpol nach der Linie des steilsten Gefilles von Q.
Aus dieser jetzt leicht verstindlichen Eigenschaft der Polbahnkurve folgen alle ihre
weitere Eigenschaften und diese Kurve selbst; sie zu finden ist jetzt ein rein geo-
metrisches Problem,

§ 59. Periodische Glieder der Polbahnbewegung. Ich habe vorstehend
die Vorausseizung gemacht, der Drehpol P falle mit dem Trigheitspol T zusam-
men. Diese Annahme erscheint bei der gegenwirtigen Entfernung dieser beiden
Pole, die den Betrag von 10 m nicht iibersteigt, vollauf berechtigt, doch muss die

Fig. 26

Frage gestellt werden, ob dies auch fiir die lange Vergangenheit zutrifft, auf die
ich meine Untersuchungen zu erstrecken gedenke. Ich will deshalb die Vorausset-
zung von dem Zusammenfallen des Trigheitspoles und des Drehpoles fallen lassen,
um die Folgen des Anpassungsvorganges zu untersuchen fiir den Fall, dass diese
Pole einen endlichen gegenseitigen Abstand aufweisen.
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Sei also (Fig. 26) T der nordliche Trigheitspol, P die augenblickliche
Lage des nordlichen Drehpoles der Erde, der fach dem in § 37 gesaglen eine
Kreisbahn um T beschreibt mit einer Umlaufszeit T, die rund 430 Sterntage be-
trigt. Sei F der geophysikalische Referenzpol. Diese drei Punkte konnen als in
einer horizontalen Ebene befindlich angenommen werden. Man wiéhle in dieser
Ebene einen mit der Erdrinde, welche als Bezugssystem dienen soll, fest verbun-
denen Aufpunkt O und bezeichne die Ortsvektoren der Punkte P, 7, F beziig-
lich dieses Punktes mit B, R, ©; der Ortsvektor von P in bezug auf T seit mit
r bezeichnet. Setzt man noch

so ist die Umlaufsgeschwindigkeit v, des Rotationspoles P um den Triigheitspol T
durch den Ausdruck:

47) vr=klkr],

veranschaucht, worin & den auf der Ebene FTP normalen gegen Norden genchte-
ten Einheitsvektor bedeutet.

Infolge der bei der Anpassung des Erdkorpers sich kundgebenden Krifte
wird der Referenzpol F in der Richtung FP geschoben erscheinen und dessen re-
sultierende Geschwindigkeit durch den Ausdruck: :

(48) D = x5

dargestellt sein, wobei » den Anpassungskoeffizient und s den Ortsvektor des Punk-
tes P in bezug auf den Punkt ¥ zu bedeuten hat. Der Ortsvektor von 7 in bezug
auf F stellt die Anomalie ¢ des Trigheitspoles dar. Es folgt aus den obigen Fest-
stellungen und Bezeichnungen:

(49) Py
(50) A= G+a
(51) B=G+atr.

Die augenblicklichen Geschwindigkeiten v und v, des Referenzpoles bzw.,
des Rotationspoles sind durch die nachsiehenden Ausdriicke gegeben:

dS

(52) b=
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dg
(53) D=

Es folgt durch Differentiation der Gleichungen (50) und (51) nach der Zeit {

dR dS da
5 dR _
(54) ar —dt Tar
d8 d6 | da dr
5
(55) @ T ar Tar

d. h. mit Beriicksichtigung der Gleichungen (52), (48), (53) und (47)

dR da

'27—%9"}“7{'
da | dr
[hl’] %5+Et‘+d—.

Setzt man in diese Gleichungen den Ausdruck (49) ein, so wird

dR da
(57) Ar _ k[kr]—a—nr — 92

dr dt -

Bei der Ableitung der periodischen Glieder der Polbewegung kann der si-
kular nur langsam sich dndernde Vektor a als konstant angenommen werden, wo-
durch die obigen vektoriellen Gleichungen die Form erhalten :

dR .
(58) st
dr
(59) ¥ = k[Rr] — xd —ar.

Legt man in den Bezugspunkt O den Ursprung eines orthogonalen Koor-
dinatensystems x—y, dessen x-Achse parallel zu a ist, bezeichnet mit { und j die
Einheitsvektoren der Achsenrichtungen x und y, mit ry und r, die Koordinaten

des Vektors r und mit R, und R, jene des Vektors R, so ist, wenn « den Modul
des Vektors a bedeutet,
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t=r,i+ri

R =R i+ Ry

[vl=| 0 0 1 |=—r.it+ri.

Man bekommt also statt der vektoriellen Gleichungen (58) und (59) die
skalaren Gleichungen:

dR,
dat

= o + ur,
(60)

(61)

Differentiert man die Gleichungen (61) nach ¢, so bekommt man, weil «
als konstant zu betrachten ist,

&r, ar,

dr,
a v a0
(62)
d’r, dr, dry
@ e =0
Setzt man, um die Integrale dieser zwei Gleichungen zu finden,

(63) rl = Clth fz = C2e’}t

worin C,, C,, » Konstanten bedeuten, so bekommt man, wenn man (63) in (62)
einsetzt,
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(v+#)C, + kCy=0
(64)

—kC, + (v+x%)C, =0.

Die Ausdriicke (63) werden partikulare Integrale von (62) darstellen, wenn
die Konstanten Cy, C,, » die Gleichungen (64) befriedigen. Will man diese in be-
zug auf C; und C, homogene lineare Gleichungen nach diesen Unbekannten auf-
16sen, so ist es erforderlich, dass die aus den Koeffizienten dieser Unbekannten
gebildete Determinante gleich- Null wird, d.h.

(65) (v+x2+ k=0

ist.
Diese Gleichung besitzt zwei Wurzeln

vy = —ux+ik vy =—x—ik,
so dass auch durch die Ausdrficke:

— uli kt — xt—1 ki

{ fl”-—"'A'f-Cle +Cse

(66)
l ro= B+ Cype — et kt+ c, o ikt

worin A, B, C,, C,, C;, C, Konstanten bedeuten, die Differentialgleichungen (62)
befriedigt werden konnen.
Mit Anwendung des bekannten Satzes von Euler

et % coskt +isin kt

kann man den Ausdriicken (66) die Form geben:

xt{

[ ri=A+e {C,coskt+ C,sin kt}

(67)
rs= B+ e_"l{Cs cos kt+ Cg sin kt} .

Setzt man dies in (61) ein, und verlangt, dass die dadurch erhaltenen Glei-
chungen identisch befriedigt erscheinen, so findet man:
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»3 kx

A=— e

(68) v
Cl = - C’ l C‘ = Cl .

Man bekommt auf diese Weise statt (67)

o= — ’ﬁ?me“"t{c, cos kt +-C, sin kt)

ry = — xa+e""t{— C; cos kt+C,sin kt} .

_k
»* + k*

Der Anpassungskoeffizient x-ist, wie sich dies bei der numerischen Aus-
rechnung der sékularen Polbewegung ergeben wird, verschwindend klein gegen-
iiber der Winkelgeschwindigkeit £ der Umlaufsbewegung des Rotationspoles um den

Trigheitspol, weshalb die obigen Formeln durch die nachstehenden ersetzt werden
konnen :

ri= e “HC, coskt + C,sin k)
ry= e't_v"‘tv{—C, cos it +C, sin kt).

Die Konstanten C, und C, sind aus den Initialbedingungen zu ermitteln.
Zihlt man die Zeit ¢ von einem der Momente, in welchem v parallel zu a ist, d. h.
die Punkte F, T und P in dieser Reihenfolge einer Geraden angehsren und. be-
zeichnet den diesem Moment zugehorigen Modul von r mit r,, so ist fiir £=.0,
ry=ry; ry=~0 zu setzen und man bekommt C, =ry; C,=0, d.h.

l ry=roe “coskt
(69)

\ ra=roe “sinkt.
Es folgt aus diesen Gleichungen, weil
rlv’ +r=r?

ist, worin r die Entfernung des Rotationspoles vom Trigheitspol bedeutet,

(70) r=r e—f"t.
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Diese Gleichung besagt, dass die urspriigliche Entfernung r, des Rotations-
poles vom Trigheiispole durch den Anpassungsvorgang stindig verkleinert wird.
Deshalb muss die freie Nutation der Erde auch wihrend der Vorzeit eine Erschei-
nung untergeordneter Bedeutung gewesen sein und wird es auch fernerhin
bleiben.

Fragen wir noch, wie die durch (69) dargestellte periodische Bewegung
des Rotationspoles die Bewegung der beiden andeten Pole F und T beeinflusst.

Weil a wihrend eines sehr langen Zeitintervalles als konstant betrachtet
werden kann, so folgt aus (50) und (52)

@::quzn
dt dt ’

d.h. die Punkte 7 und F haben die gleiche Geschwindigkeit. Bezeichnet man die
mit der Achse x bzw. y parallele Komponente dieser Geschwindigkeit mit v, bzw.
v,, SO ist: ‘

v, == -‘—i-& Py == g&
1T oat T odt’
d. h, wegen (60)
vy=xQ + x 1 vy ==Xy,

Setzt man in diese Gleichungen die Ausdriicke (69) ein, so bekommt man:

— xl
vy=natxroe " coskt

—t .
vy=xroe  sinkt.

Zieht man einen der Punkte F und 7, den Punkt T etwa, in Betracht und be-
zeichnet seine Koordinaten mit x und y, so folgt aus den vorstehenden zwei Gleichungen:

dx —xt
JF = rehxree *cos kt
dy _ —nt .
at—_.uroe sin kt.

Die Integration dieser Gleichungen liefert:
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X=znatt /;:—J:"Z-z{——xcoskt—}ksin kt} Pt C,
3 — it
y= — k’/:% {xsinkt+ k cos kt}e * + C,.

Weil vorstehend im Nenner »* neben k* und in der Klammer » neben &
vernachlissigt werden kann, so bekommt man, wenn man die Bezeichnung einfiihrt:

(71) Tro="1,

und als [nitialbedingungen =0, x=0, y=0 wihl,

xt

] xX=zxal+ rte” sin kt
(72)

—xt
l y=r—ree cos kt

als die Bewegungsgleichungen des Trigheitspoles T.

—xt
Weil » sehr klein ist, kann man fiir ein sehr langes Zeitintervall e g gleich
eins setzen, und man bekommt:

X = xet 4 r,sin kt
Yy=Tri— ricoskt.

Eliminiert man aus diesen Gleichungen ¢ oder fasst diese Groésse als Pa-
rameter auf, so stellen die obigen Gleichungen die Bahnkurve des Triagheitspoles
dar. Diese Kurve ist, solange « grosser als ry ist, was wegen der Kleinheit der in
(71) vorkommenden Grosse r, der Fall sein wird, eine verldngerte Zykloide, bes-

ser gesagt eine sehr flache Trochoide, Die Anwesenheit des Faktors e " in den
obigen Gleichungen wird diese Kurve ganz verflachen, so dass sie als vollstindig
geradlinig betrachtet werden kann. Lings dieser Linie gleitet nach Massgabe des
sdkularen Gliedes x = xef der Trigheitspol 7 und um denselben beschreibt der
Rotationspol mit einem stindig abnehmenden und durch (70) dargestellten Radius
r seine Bahn, die, solange r grosser als xa ist, was wegen der Kleinheit von x»
der Fall sein wird, die Form einer verkiirzten Trochoide aufweisen wird, wie dies
auch aus den im § 37 angegebenen Ergebnissen des internationalen Breitendienstes
ebenfalls ersichtlich ist,
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Ldsst man die hier abgeleitelen periodischen Glieder der Bewegung der drei
in Betracht gezogenen Punkte ganz ausser Acht, so verbleibt nur die durch x=x«t
dargestellte sikulare Bewegung des Trigheitspoles und des Referenzpoles, wie sie
bereits im vorhergehenden Paragraphen beschrieben worden ist.

§ 60. Eine andere Ableitung der Grundglelchung der sdkularen Be-
wegung der Erdpole. Sehr bald nachdem ich die im § 58 mitgeteilte Grundglei-
chung abgeleitet und veroffentlich hatte, gelang es mir, eine andere Ableitung die-
ser Grundgleichung zu finden, die wegen ihrer Einfachheit und Anschaulichkeit den
Beifall der Geophysiker fand und die hier wiedergegeben werden moge.

Die Kriftefunktion des Gravitations- und Fliehkraftfeldes der Erde ist nach
der Gleichung (125) des zweiten Abschnittes dieses Buches durch den Ausdruck

! -
(73) w=r4 +2—{3(C—A)(1—3sin‘¢) + 1 costy

veranschaulicht,

Zieht man das an einer beliebigen Stelle der Erdoberfliche befindliche, im
§ 55 gekennzeichnete Elementarprisma der isostasischen Decke der Erde in Be-
tracht, so ergibt sich folgendes. Dieses Prisma taucht in den fluidalen Erdkern hin-
ein und seine Tauchtiefe ist gleich /. Der Schwerpunkt M des verdringten flui-
dalen Materials, der auch der Auftriebspunkt genannt wird, liegt in der Milte der
Tauchtiefe /, der Schwerpunkt S des Elementarprismas liegt in der Mitte der Hohe
D dieses Prismas, der Hohenunterschied A dieser beiden Punkte, die isostasische
Erhebung, ist durch den Ausdruck (11) veranschaulicht. Die Masse dyp des Elemen-
tarprismas kann in derem Schwerpunkt konzentriert gedacht werden. Die auf das
Elementarprisma einwirkende Kraft ist gleich dem Gradient von W im Punkte S
multipliziert mit der Masse du. Diese Kraft weist, wie sofort gezeigt werden wird,
eine in bezug auf die durch M hindurchgehende #dquiskalare Fliche des Feldes W
tangentielle Komponente auf, die auf folgende Weise ermittelt werden kann.

Seien PP’ (Fig. 27, Seite 243) die beiden Drehpole der Erde und PMP’
der durch den Punkt M hindurchgehende Meridian der Erdoberfliche. Legt man in
den Punkt M den Ursprung des orthogonalen in der Meridianebene liegenden Ko-
ordinatensystems x—y, dessen y-Achse verlikal nach oben und dessen x Achse ge-
gen den Aequator gerichtet ist, so ist fiir diesen Punkt:

oW

weil in demselben die x-Achse die Aequiskalarfliche des Feldes W beriihrt. Der
Punkt S weist in bezug auf das Koordinatensystem x—y die Koordinaten x =0;
y=2\ auf. In diesem Punkte wird die partielle Ableitung von W nach x nicht gleich
Null, sondern durch den Ausdruck

31
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ow 9 (oW
ox Ty (a) >
veranschaulicht sein, worin sich die darin vorkommenden Ableitungen auf den
Punkt M beziehen. Deshalb wird mit Riicksicht auf (74) die auf das Elementar-
prisma du einwirkende Horizontalkraft durch den Ausdruck

. d (oW
(75) dH_x@(a-x—)dy

dargestellt sein.
Vertauscht man, was zuldssig ist, die Reihenfolge der obigen Ableitungen,
so wird:

o (oW
(76) dﬂxng(—a})d#.

Die Ableitung

oW

) 5=

stellt die Schwerebeschleunigung im Punkte M dar; diese Beschleunigung ist nach
abwirts gerichtet, weshalb in obiger Gleichung das Zeichen Minus gesetzt werden
musste. Setzt man (77) in (76), so bekommt man:

_ og
(78) dH=—1du.

In dieser Formel kann fiir das Element dx der Meridiantangente der Ausdruck
(79) 0x = —rop

eingesetzt werden, in dem, weil die geozentrische Breite ¢ enigegengesetzt der
Richtung x zunehmend ist, rechts das Zeichen Minus vorkommt. Man bekommt
also: '

D

Sd

i

Die Abhingigkeit der Schwerebeschleunigung von der geozentrischen Breite
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@ ist durch die Formel (136) des zweiten Abschniites dieses Buches, d.h. durch

(81) g = gat (€o—ga) sin* @

gegeben, worin g, die Schwerebeschleunigung am Aequator, g, jene an den Polen
bedeutet. Setzt man dies in (80) ein, so wird:

(82) dH ~ = (g — g sin 29 du

pr

Fig. 27

Diese Kraft, in der Meridianebene wirkend, ist, weil g,>g, und die x-Achse
des hier beniitzten Koordinatensystems gegen den Aequator gerichtet ist, ebenfalls
gegen den Aequator gerichtet, weshalb sie auch den Namen Polfluchtkraft erhalten
hat. Bei gleichbleibendem 4 wiirde sie ihr Maximum an der Breite ¢=45° erreichen,
An den Polen und am Aequator ist sie gleich Null.

Jedes Elementarprisma der aus dem fluidalen Kern herausragenden isosta-
sischen Decke der Erde unterliegt einer solchen horizontalen Kraft, und es ist
unsere néchste Aufgabe, das Drehmoment aller dieser Krifte zu berechnen. Dabei
konnen wir, weil aus der ellipsoidalen Gestalt der Erde und jener der Aequiska-
larflichen des zugehérigen Kraftfeldes alle Konsequenzen bereits gezogen sind, die
Erdoberfliche als kugelfdrmig betrachlen und in den vorstehenden Gleichungen
fiir » den mittleren Radius r, der Erde setzen. Unter dieser Voraussetzung wird
das Drehmoment der Kraft dff in bezug auf den Erdmittelpunkt die skalare Grosse
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aufweisen,

Um dieses Drehmoment, wie es sich als notwendig ergeben wird, vektorana-
Iytisch darzustellen, lege man (Fig. 27) in den Erdmittelpunkt den Ursprung O eines
orthogonalen Koordinatensystems X—Y—Z, dessen Z-Achse, mit der Drechachse der
Erde zusammenfallend, gegen Norden gerichtet werden moge; die Y-Achse fallein
die die in Betracht gezogene Elementarmasse du enthaltende Meridianebene der
Erde. Bezeichnet man mit i, j, B die Einheitsvektoren der Achsenrichtungen des
Koordinatensystems X—Y—Z, so ist, weil der Einheitsvektor i senkrecht auf der
erwdhnten Meridianebene steht und das Drehmoment als positiv zu bezeichnen ist,
wenn es entgegengesetzt dem Umlaufssinne des Uhrzeigers wirkt, das Drehmoment
d9t der auf die Elementarmasse du einwirkenden Horizontalkraft durch den Aus-
druck:

(84) dM=—r,dH.i
veranschaulicht, Setzt man hier (82) mit r =r, ein, so bekommt man:
(85) dM=—Xr(gp—gd)sin2p du.i.

Ich habe im § 55 die durch die isostasische Erhebung A der Masse du
hervorgerufene Aenderung des Trigheitsmomentes der Erde beziiglich der mit dem
Radiusvektor r den Winkel 8 einschliessenden durch den Erdmittelpunkt hindurch-
gehenden Achse { mit dQ bezeichnet und durch die Formel (12) veranschaulicht,
die im vorliegenden Falle, wo r =r, zu setzen ist, also lautet:

(86) , dQ =2\ r,sin? 0 du.

Liegt diese Achse { in der Meridianebene des Punktes M und schliesst sie
mit der Aequatorebene den Winkel & ein, so ist 0 =& —¢, d. h.

(87) dQ = 2\rysin* (§— ) du.

Liege die Achse ¢ nicht in der Meridianebene des Punktes M, so wire die
obige Formel durch eine andere zu ersetzen, die aber nicht aufgeschrieben werden
muss, weil von derselben nachstehend kein Gebrauch zu machen sein wird.

Jeder durch den Erdmittelpunkt gehenden Achse { entspricht ein eindeutig
gegebener Wert des Skalars dQ, also dem Durchstosspunkt E der Achse ¢ mit der
Erdoberfliche ein bestimmter Wert dQ, wodurch die Erdoberfliche zu einem sphi-
rischen Feld des Skalars dQ wird. Fragen wir, was ist der Gradient dieses Feldes
an jener Stelle der Erdoberfliche, die durch die Lage des in Betracht gezogenen
Poles, sagen wir des Nordpoles P, gekennzeichnet ist. Dieser Gradient muss aus
Symmetriegriinden in die Meridianebene des Puntes M fallen, d. h. den Meridian-
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kreis des Punktes M im Punkte P tangiéren. Er ist nach der Seite des zunehmen-
den Skalars dQ, d. h. des zunehmenden ¢ gerichtet und hat einen skalaren Be-
trag, der durch

9dQ _1(0dQ

A e }5390‘): 24 sin 2¢ du

gegeben ist. Dieser Gradient ist, weil er nach den gemachten Vereinbarungen iiber
das Koordinatensystem X—Y—Z dem Einheitsvekior j entgegengesetzt gerichtet
ist, durch den Ausdruck veranschaulicht:

(88) grad (dQ)= — 2isin 2p duj.

Multipliziert man diese Gleichung vektoriell mit dem Einheitsvektor &, so
wird, weil [Rj]=—[j k] = — 1 ist,

(89) [agrad (dQ)]= 2isin 2¢ dui.
Es folgt aus (85) und (89)

(90) 49 — — —;-—(gp—ga) [& grad (dQ)] .

Dies ist das von der auf die Masse du wirkenden Horizontalkraft herriih-
rende Drehmoment in bezug auf den Erdmittelpunkt. Das von den auf die gesamte
isostasische Decke wirkenden Horizontalkriften herrithrende Drehmoment wird durch
die iiber die ganze Erdoberfliche sich ersireckende Integration des obigen Ausdruk-
kes erhalten und ist, weil gy, ga, k konstante Grossen sind, durch den Ausdruck
veranschaulicht:

1
(9n MW= —5 (gr — & {hfgrad dQ).
Weil ganz allgemein
fgrad (dQ)zgradeQ ==grad Q

ist, erhdit man:
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92) W= — 4 (gp—ga) [ grad Q.

Dieses Drehmoment wird das Bestreben haben, die isostasische Decke der Erde
iiber ihre fluidale Unterlage um eine Achse zu drehen, die wegen des Faktors &
im obigen vektoriellen Klammerausdruck in der Ebene des Aequators liegt. Die
durch dieses Drehmoment bewirkte Verlagerung der Decke kann nur sehr langsam
und mit Ueberwindung von Hindernissen erfolgen, weshalb die Rotationsgeschwin-
digkeit w dieser Drehbewegung dem Drehmoment 9 proportional sein wird. Es
folgt daraus:

(93) w=—5 (&—ga) [RegradQl,

worin m ein Proportionalititsfaktor ist.

Infolge dieser Drehbewegung wird jeder Punkt der isostasischen Decke der
Erde mit einer Geschwindigkeit [w r] iiber die Unterlage gleiten, wobei r den Orts-
vektor des in Betracht gezogenen Punktes der Decke in bezug auf den Erdmittel-
punkt bedeutet, Fiir den am Drehpol P liegenden Punkt dieser Decke ist v =rok
zu setzen, so dass dessen Verlagerunsgeschwindigkeit in bezug auf das Koordina-
tensystem X—Y—Z gleich ry[w R] ist. Der Drehpol P der Erde wird sich mit ent-
gegengesetzter Geschwindigkeit relativ zur Erdkruste bewegen, weshalb seine Ge-
schwindigkeit, d. h. die Geschwindigkeit der Polwanderung durch den Ausdruck:

(94) b = 7o [& w]

dargestellt ist, _
Es folgt aus (94) und (93)

m
(95) D = — 1o (gr—ga) [k [k grad Q]].
Wendet man die bekannte Formel

[afbcll=b(ca)—c(ab)

der Vektorrechnung an, so ist, weil der Gradient von Q im Punkte P senkrecht
auf dem Vektor R steht, also (k grad Q) = O ist,

(96) D= -’g—ro (gp—ga) grad Q.
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Setzt man

o) 5 1o (gv—ga) = n,

wobei n wieder einen konstanten Koeffizienten bedeutet, so wird:
(98) p=ngrad Q.

Diese Gleichung besagt, wie die Gleichung (45), dass der Geschwindigkeits-
vektor der sidkularen Polbewegung proportional dem Gradient des Feldes Q und
die sdkulare Polbahnkurve eine Vektorlinie des Feldes grad Q ist.

Die Uebereinstimmung dieser gleichlautenden Aussagen der Gleichungen
(45) und (98) bliebe aufrecht, selbst wenn infolge der verschiedenen vereinfachenden
Annahmen, die bei der Ableitung dieser beiden Gleichungen gemacht worden sind,
die numerischen Werle der durch (44) bzw. (97) gegebenen Koeffizienten 2 unter-
einander nicht ganz gleich wiren, denn diese Werte haben keinen Einfluss auf die
Bahnkurve des Poles. Diese hingt nur von der Konfiguration der isostasischen Dek-
ke der Erde, d. h. von jener des Feldes Q ab, iiber dessen Geometrie einiges
berichtet werden moge.

§ 61. Allgemeine Eigenschaften des Feldes Q und der Polbahnkur-
ven. Ist die Konfiguration der isostasischen Decke der Erde bekannt, so ist durch
die Gleichung (21) das zugehorige sphdrische Feld des Skalars Q eindeutig gege-
ben. Bei der Ableitung dieser Gleichung ist als Bezugssystem ein Koordinatensyst-
em verwendet worden, dessen Ursprung im Erdmittelpunkt gelegen und dessen
Z-Achse mit der Figurenachse des geophysikalischen Referenzellipsoides zusammen-
fallend ist; die Gleichung (21) behilt auch ihre Giltigkeit, wenn man auch ein an-
deres othogonales Koordinatensystem beniitzt, dessen Ursprung im Erdmittelpunkt
gelegen ist. Aus diesem Grunde kann man sich bei der Berechnung des Feldes Q
des gegenwirtigen Gradnetzes der Erde bedienen. Hat man durch die Integration
der Ausdriicke (17) und (18) die numerischen Werte der Konstanten /1,,1, I,, A;, A, A
ermitielt, so ist durch die Gleichung (21), d h. durch

(99)' Q=1costpcos®y + Icos? psin® vy + [,sin*p —
— A, sin 2p sin y — A, sin 2p cos y — A, cos® ¢ sin 2y,

in der jetzt ¢ die geographische Breite und v die geographische Linge bedeutet,
das Feld Q in bezug auf das Gradneiz der Erde gegeben.
Wexl nach dem im § 55 gesagten Q das Tragheitsmoment des mit dem

‘Faktor —r— behafteten Erdkruste beziiglich der durch den Erdmittelpunkt und den
Punkt (¢, w) der Erdoberfliche hindurchgehenden Achse bedeutet, ist das Feld Q
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einem Trigheitstensor zugeordnet und weist die Eigenschaften desseiben auf. Die
aufeinander senkrecht stehenden Achsen dieses Trigheitstensors durchdringen die
Erdoberfliche in sechs Punkten, in denen Q seine exstremen Werte erreicht. Die
Koordinaten ¢ und vy dieser Punkte sind deshalb die Wurzeln der Gleichungen:

(100) 2 =0  Z2=0.

Setzt man in diese Gleichungen den Ausdruck (99) ein, so erhilt man:

2A, sin y + 2A, cos

tang 2¢p = 1
(,+ 1) — 5 (, — 1) cos 2y + Aysin 2y

1,—-1?
(101)

(/;—1;) sin 2y + 2A5cos 2y
2A;siny—2A, cos yp

tang ¢ =

Diese Gleichungen konnen zur Ermittlung der Durchstosspunkte der Achsen
des Trigheitstensors Q mit der Erdoberfliche verwendet werden. Hat man diese
Ermittlung durchgefiihrt, dann konnen die Achsen des Trigheitstensors Q mit Vor-
teil als Koordinatenachsen beniitzt werden. Legen wir also unseren weiteren Betrach-
tungen das mit diesen Achsen zusammenfallende Koordinatensystem zugrunde, wo-
bei dessen X-Achse mit der Achse des minimalen, die Z-Achse mit der Achse des
maximalen Trigheitsmoments zur Deckung gebracht werden moge. Bezeichnet man
also die den Koordinatenachsen X, Y, Z zugehdrigen Werte von Q mit Q, Q,, Q,,
so ist

(102) 0, < Q< Qs

Bezeichnen ® und W die polaren Koordinaten eines beliebigen Punktes
der Erdoberfliche beziiglich des neuen Koordinatensystems, wobei @ den Winkel
bedeutet, den der Radiusvektor r des in Betracht gezogenen Punktes mit der
X—Y-Ebene einschliesst, und ¥ den Winkel, den die durch r und die Z-Achse
hindurchgelegte Ebene mit der X—Z-Ebene einschliesst, also dem Winkel @ die
Rolle der Breite und dem Winkel ¥ jene der Linge zukommt, so ist der Wert des
Skalars Q im Punkte @, ¥ der Erdoberfliche nach (99) durch den Ausdruck:

(103) Q=0Q,co8? D cos? ¥V + Q,cos*PDsin? ¥4 Q,sin? @

veranschaulicht, weil die Deviationsmomente A,, A,, A, beziiglich der Achsen des
Tragheitstensors gleich Null sind.

Die Formel (103) stellt uns das Feld des Skalars Q analytisch dar. Die
Vektorlinien des Feldes grad Q, denen auch die Polbahnkurve angehort, sind or-
thogonale Trajektorien der dquiskalaren Linien des Feldes Q. Eine derartige Ae-
quiskalarlinie erscheint durch die Gleichung:
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(104) Q, cos? Pcos? V4 Q,cos? Psint V4 Qssin? @ =C

veranschaulicht, wobei der Konstanien C ein bestimmter numerischer Wert zuzu-

weisen ist,
Des Feld des Skalars Q ist, weil die Substitution

&|— b V| —W W |180"— W

die Gleichung (103) unberiihrt lasst, symmelrisch in bezug auf die Koordinaten-
ebenen X—Y; Y—Z; Z—X. Diese Koordinatenebenen teilen dieses sphirische Feld
in acht rechtwinklige und gleichseitige Oktanten, in denen die Aequiskalarlinien von
'Q und die Vektorlinien von grad O denselben Verlauf aufweisen. Es geniigt also
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nur einen dieser Oktanten in Betracht zu ziehen, etwa denjenigen, dessen Eckpunk-
te die Durchstosspunkte der positiven Aeste der Koordinatenachsen mit der Erd-
oberflache sind.

Dieser Oktant sei in der Fig. 28 durch das sphirische Dreieck ABC ver-
anschaulicht. Der Eckpunkt A entspreche dem minimalen Wert von Q; in diesem
Punkt durchdringt die Koordinatenachse X die Erdoberfliche. Der Punkt C entspre-
che dem Maximum von Q; in diesem Punkt durchdringt die Koordinatenachse Z
die Erdoberflache. Der Punkt B, in dem die Koordinatenachse Y die Erdoberfliche
durchdringt, entspricht dem Maximum-Minimum von Q.

Weil nach dem soeben gesagten die Seiten dieses Dreiecks Symmetralen
des Feldes Q sind, schneiden die Aequiskalarlinien des Feldes Q diese Seiten un-
ter dem rechten Winkel, so dass diese Seiten orthogonale Trajektorien dieser Li-
nien sind, also drei verschiedene Vektorlinien des Feldes grad Q veranschaulichen.
Weil diese Vektorlinien nach der Seite des wachsenden Q gerichtet sind, ist die
positive Richtung derselben: A~ B, A-> C, B> C.

" Um sich iiber den Verlauf der iibrigen Vektorlinien des Feldes gradQ Re-
chenschaft zu geben, untersuche man den Verlauf dieser leen in der Umgebung
der Punkte A, B, C. :

© Legt man durch den Punkt A eine Tangentialebene an die Erdoberfliche
und legt in diesen Punkt den Ursprung des in dieser Ebene liegenden orthogona-
len Kobrdinatensystems x—y. dessen x-Achse die Seite AB und dessen y-Achse die
Seite AC des Dreiecks ABC beriihrt, so kann in der Umgebung von A das Feld
Q als eben betrachtet und fiir die in Bogenmass gemessenen Koordinaten x, y
eines beliebigen Punkies dieser Umgebung x =V, y= d) gesetzt werden. Weil ¥
und @ sehr kleine Grossen sind, so wird:

sin® =y cost P=1—y?
sin®* U=x% cos? V=1—2a2
Setzt man dies in (104) ein, ve’rnacﬁlﬁssigt dabei die hoheren Potenzen von
x und y und vereinigt alle darin allemstehenden Konstanten zu einer emzxgen C,

so erhilt man:

x? y’
05 —
(] ) Qr‘“01+ Qx”—Ql ¢

als die Gleichung der der Umgebung von A angehorenden Aequiskalarlinien des
Feldes Q. Diese Kurven bilden ein System homothetischer Ellipsen, deren grosse
Achsen in der x-Achse des Koordinatensystems, d. h. in der Seite A B .des sphi-
tischen Dreicks ABC gelegen sind.

Um die othogonalen Trajektorien dieser Linien, d. h. die Gleichung der
Vektorlinien des Feldes grad Q zu erhalten, differentiiere man die obige Glelchung
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nach x, ersetze y' durch ——}‘7 und integriere die derart gewonnene Differential-

gleichung. Man bekommt auf diese Weise

Q.,—Q,
(106) y=Cxh 9
waorin wegen (102)
—Q,
=D
Qz 01>

ist. Diese Trajektorien sind Parabeln, die alle durch den Punkt A hinduchgehen
und in diesem Punkte die Seite AB des sphirischen Dreiecks ABC beriihren.

In der Umgebung des Punktes B haben wir das folgende Bild. Legt man
hier das Koordinatensystem x—y derart, dass dessen Achsen x und y die Seite AB

bzw. BC berithrend, nach rechts bzw. nach aufwirts gerichtet sind, so ist x = 12'——\?;

y=® zu setzen und man bekommt mittels (104) auf dieselbe Weise wie vorher:

xz y2
1 _ =
( 07) 03— 91 Qz_‘Ql C

als die Gleichung der Aequiskalarlinien des Feldes Q. Diese Kurven bilden ein
System homothetischer Hyperbeln. Jhre orthogonale Trajektorien sind durch die
Gleichung veranschaulicht:

Qs 01

(108) y=Cx @

Weil hier der Exponent von x wegen (102) negativ ist, gehen diese Tra-
jektorien mit Ausnahme der Kurven BA und BC nicht durch den Punkt B hindurch.

Fir die Umgebung des Punktes C findet man folgendes. Ein orthogonales
Koordinatensystem x—y beniitzend, dessen x-Achse die Seite CA und dessen y-Achse
die Seite CB des spharischen Dreiecks ABC beriihrt, wird, wenn man das Komple-
ment von ¢ mit A bezeichnet, fiir die Umgebung von C x=Acos¥; y=Asin V¥,
d.h. wegen des sehr kleinen A

x==sindcos¥ =cosPcos V¥V y=cosPsinV¥,
Fithrt man dies in (104) ein, so bekommt man :

x2 yz
=C
(109) 0.—0O + 0.—0,
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als die Gleichung der Aequiskalarlinien des Feldes Q. Diese Kurven sind homo-
thetische Ellipsen, deren grosse Achsen, weil Q3—Q,>Q;— Q. ist, in der Seite
BC des sphirischen Dreiecks ABC gelegen sind. Ihre orthogonalen Trajektorien sind
Parabeln:

Qs_‘og

0,—0
(110) y=Cx = 1,

die alle durch den Punkt C hindurchgehen und hier die Seite CB des sphirischen
Dreiecks ABC beriihren.

Auf diese Weise erhdlt man das folgende Bild vom Verlauf der Vektorli-
nien des Feldes grad Q. Alle diese Linien beginnen im Scheitelpunkt A des spha-
rischen Dreiecks ABC, der dem Minimum von Q entspricht, und endigen im Schei-
telpunkt C, in dem Q sein Maximum erreicht; sie berithren dabei in diesen bei-
den Punkien die beiden anderen, jene Scheitelpunkte nicht direkt verbindenden
Seiten des sphdrischen Dreiecks, Weil sowohl in dem Anfangspunkt als auch in
dem Endpunkt dieser Linien der Skalar O seine extremen Werte erreicht, ist in
diesen Punkten der Gradient von @ und deshalb auch die Geschwindigkeit p der
Polbewegung gleich Null. Diese zwei Punkte stellen also zwei Gleichgewichtslagen
des Rotationspoles dar, und zwar der Anfangspunkt A die Lage des labilen, der
Endpunkt C die Lage des stabilen Gleichgewichts. Hat sich der Pol wahrend der
Vorzeit in der erwihnten Anfangslage befunden, dann hat er diese Lage bei der
geringsten Stérung des Gleichgewichts verlassen und seinen Weg, je nach der Rich-
tung dieser Storung, lings einer der Vektorlinien nehmen miissen, um sich dem
Endpunkte C dieser Vektorlinie zu nihern, wo er seine stabile Lage erreichen wird.
Hat er sich in einem anderen innerhalb oder an der Peripherie des Dreiecks ABC
gelegenen Punkte befunden, so hat er den durch diese Lage selbst gegebenen Weg
ohne weiters einschlagen miissen, um schliesslich den Punkt C zu erreichen. Die
Gesamtverschiebung des Poles kann also hdchstens neunzig Bogengrade betragen,
wozu aber wegen der ausserordentlich kleinen Geschwindigkeit am Beginn und am
Ende dieser Strecke eine unermesslich lange Zeit erforderlich ist. 7

Die sdkulare Bahnkurve des in Betracht gezogenen Poles gehort, wie die
Anfangsbedingungen auch sein mogen, den soeben geschilderten Vektorlinien. Wel-
che dieser Linien die Polbahn veranschaulicht, ist durch die gegenwirtige Lage der
Pole eindeutig gegeben..

§ 62. Die Gleichung der ungestdrten Polbahnkurve. Wenn das Feld
. Q permanent, d.h. mit der Zeit nicht verdnderlich ist, dann ldsst sich die analy-
tische Gleichung der Polbahnkurve ohne Schwierigkeit ermitieln. Die unter der obi-
gen Voraussetzung berechnete Polbahnkurve soll die ,ungestorte“ genannt werden.
.Die Storungen, die sie durch die Verdnderlichkeit des Feldes Q erleiden kann, sol-
len spiter besprochen werden.

Um diese ungestorte Polbahn zu finden, werden wir uns des im vorigen
Paragraphen gekennzeichneten Koordinatensystems bedienen, dessen Achsen mit
den Achsen des Trigheitstensors Q zusammenfallen, beziiglich deren Q seine ex-
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tremen Werle besitzt, wobei, wie vorher angegeben,

(111) Q,<0:< Qs

ist. Fithrt man dabei die ebenfalls im vorigen Paragraphen gekennzeichneten Po-
larkoordinaten @ und W ¢in, dann ist durch die Gleichung (103), d.h. durch

(112) Q=Q,co8® P cos* ¥+ Q, cos® Psin? ¥ + Q,sin* P

das Feld Q eindeutig gegeben. Zieht man nun einen beliebigen durch die Koor-
dinaten @ und ¥ gekennzeichneten Punkt M der Polbahnkurve in Betracht, legt
in diesen Punkt den Ursprung eines ebenen orthogonalen Koordinatensystems
§—n, dessen Ebene die Erdkugel und dessen &Achse den durch M und dén Durch-
stosspunkt der Z-Achse mit der Erdkugel gelegten grossten Kreis berithrt und nach
der Seite des zunehmenden @ gerichtet ist, so ist das Element d& der Verlage-
rung des Poles in der Richtung & gleich:

(113) dé=rod D,

wobei ry den Radius der Erdkugel bedeutet. Das Elerhent dn der Polverlagerung
senkrecht zu & und in der Richtung deés zunehmenden W ist dagegen gleich:

(114) dn = r,cos @ dV¥.

Die in diese Richtungen fallenden Komponenten des Geschwindigkeitsvek-
tors v der Polverlagerung sind also gleich:

dt _ dd dy _ av
(115) i = gt aF = cosP a0’

g0 dass dieser Vektor durch den Ausdruck

_dE, dn.
(116) n»—dtt+dt1

veranschaulicht ist, worin { und j die Einheitsvektoren der Achsenrichtungen & und
n bedeuten.
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Der Gradient von Q im Punkte M ist durch den Ausdruck veranschaulicht:

117 grad Q _%(;1_*_6

Setzt man die Ausdriicke (116) und (117) in die vektorielle Grundgleichung
(45) der sdkularen Polbewegung ein, so wird:

d. Q. , 00,
EH_dtl n051+naq1

Multipliziert man diese Vektorgleichung skalar mit i bzw. j, so zerfdllt sie
in die zwei skalaren Gleichungen:

gg - 99 dn 60
T Ory

Setzt man in diese Gleichungen (113) und (114) ein, so bekommt man,

(118) dP__ n 0Q av._n 1 00
dt T rjt oo t  ro® costd OV’
d. h.
2Q
d¥Y 1 oY
(119) dd~ cos’®  dQ °
0P

Weil wegen (112)

g% = (Q,— Q,) cos? @ sin 2V

?37%"_: (Q3— Q4 5in* Y—Q, cos® ¥)sin 2¢

ist, erhdlt man statt (119)

(120) dav __ (Qs—Q,)sin 2¥
dD ™ (Qy—Q,sin* ¥—Q, cos® ¥, sin 2
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Weil
cos* V¥V = ]| —sin? ¥
ist, so wird
—Qj"‘(Qz"'Q1)Sin2\If . d¢’
(121) Q—0ysn2? Y= 5n2g -

Setzt man der kiirzeren Schreibweise halber

Qs_‘Q), —
(122) oo —

wo wegen (111)
(123) k>1
ist, so erhdlt man statt (121)

v 1 dd

(124) sinow g langWa¥ = o

als die endgiiltige Differentialgleichung der Polbahnkurve.
Weil

d‘lf 1 secz\y d\If 1
jsin 2v 2[ sinV Cos\If 2] tang ¥ —2—ltang\If+C

dod
J‘sm 26 Itangf;b+C

C (sinvqv
Jtang\lfd\lf WJ—CW_—ICOS‘Y+C

ist, so folgt durch Integration der Differentialgleichung (124)

k.ltang ¥+ cos ¥=/tang @+IC, ,
d. h.

(125) cos ¥tang* V—=C, tang @,

Dies ist die Gleichung der Polbahnkurve.
Die Konstante C, ist durch die gegenwirtige Lage des Rotationspoles ge-
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geben. Sind @ und ¥, dessen Koordinaten in bezug auf das vorstehend verwen-
dete Koordinatensystem, so ist

__ cos ¥y tang* ¥,
(126) Ci= fang @, .

§ 63. Die sikulare Bewegung des Poles llings seiner Bahnkurve. Die
Art und Weise, wie der in Betracht gezogene Drehpol der Erde auf seiner soeben
ermitteiten Bahnkurve sich bewegt, ist durch die Gleichungen (118) und (112) ein-

deutig gegeben. Es folgt aus diesen Gleichungen:
dY _n .
Setzt man der kiirzeren Schreibweise halber

(128) -3

worin u eine Konstante bedeutet, so erhilt man:

av m
smov - ¢ -

Die Integration dieser Gleichung liefert:

1 1 1
~2—ltangW=7pt+§lC,,
d.h. ' :

(129) tang ¥ = C, e*,

wotin e die Basis der natiirlichen Logarithmen bedeutet.
Dadurch ist die Koordinate W des beweglichen Poles als Funktion der Zeit
gegeben. Wird die Zeit ¢ von der Gegenwart aus gezihlt, so ist

(130) C, = tang ¥, .



KAPITEL XII

Numerische Ausrechnung und kartographische Veranschaulichung der
sakularen Polwanderungen

§ 64. Grundlagen der Berechnung. Die Anwendung der vorstehenden
theoretischen Ergebnisse zur Berechnung der wihrend der Vorzeit stattgefundenen
Verlagerungen der Erdpole setzt die Kenntnis der Abmessungen der isostasischen
Decke der Erde voraus, Von dieser Decke kennen wir recht genau ihre sichtbare,
und minder genau ihre mit dem Meere bedeckte Oberfliche. Wie michtig diese
Decke ist, und wie tief sie in den fluidalen Kern der Erde reicht, dariiber sind die
Ansichten noch recht auseinandergehend, doch darin iibereinstimmend, dass die
Lagerung dieser Decke dem archimedischen Prinzip gehorcht wie ich dies in der
vorstehend entwickelten Theorie vorausgesetzt habe. Dem unregelmissigen Relief
der oberen Flidche dieser Decke muss also ein aus dem Tauchgleichgewicht sich
ergebendes Relief ihrer unteren Fliche entsprechen. Es wire selbst bei geniigender
Kenntnis der lokalen Machtigkeit dieser Decke und ihrer zugehdrigen Dichte kaum
moglich, alle ihre diesbeziiglichen Unregelmissigkeiten in Rechung zu stellen. Um
diese Rechnung praktisch bewiltigen und bis zu numerischen Ergebnissen fiihren
zu konnen, miissen gewisse vereinfachende Annahmen gemacht werden. Diese miis-
sen vor allem den stark in die Augen fallenden Gegensatz zwischen Kontinent und
Ozeanboden ausreichend beriicksichtigen, der A. Wegener zu der Annahme der
sogenannten Kontinentalschollen gefiihrt hat. Die horizontalen Begrenzungslinien
dieser Schollen, zu denen auch ihre Schelfe zu zdhlen sind, konnen kartographisch
dargestellt werden und eine solche Veranschaulichung wird den Ausgangspunkt mei-
ner Berechnungen bilden. Die darin dargestellten Kontinente werde ich durch Strek-
kung von ihren Gebirgen befreit, also eingeebnet mir denken und sie durch einfa.
chere Konturen, die dem Gradnetz der Erde angepasst sind, begrenzen. Ich setze
weiter voraus, dass diese Kontinentalschollen plattenférmig und homogen sind, d. h.
dass ihre Dicke D, und ihre Dichte o, iiberall dieselbe ist. Dieselbe Annahme ma-
che ‘ich auch hinsichtlich des der isostasischen Decke zugehdrigen festen, alsoenicht
fluidalen Boden der Meere. Derselbe weise iiberall dieselba Machtigkeit D, und

33
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dieselbe Dichte g, auf. Ueber die numerischen Werte der Grossen D, D,, ¢, 0. ma-
chie ich keine besondere . Voraussetzung, weil man iiber dieselben nicht geniigend
unterrichtet ist und weil eine diesbeziigliche Voraussetzung, wie gezeigt werden
wird, nicht erforderlich ist. Die Erdoberfliche setze ich, wie dies im § 58 bereits
geschehen ist, als kugelformig voraus, wobei r, ihr Halbmesser sein moge. Diese
Voraussetzungen, in mathematische Sprache iibertragen, ergeben das folgende.

Die durch (11) gegebene isostasische Erhebung erscheint jetzt fiir die Kon-
tinente durch

€ —9
131 A, = D
( ) 1 290 1

und fiir den Meeresboden durch

(132) A== 20 p,

29,

veranschaulicht, wobei g, die Dichte der fluidalen Unterlage bedeutet.
Die vorstehend durch (16) dargestellte Funktion f (¢, y) wird jetzt zu einer
Konstanten und ist, wenn es sich um Kontinente handelt, durch

(133) flo,v) =2¢,D; M1 = ¢4,

und wenn-e$ sich um den Meeresboden handelt, durch

(134) F(p, w)=20,D, N\, 1rg® = ¢,

zu ersetzen,

Die Grossen ¢, und ¢, sind also zwei verschiedene Konstanten, was bei
der Integration der Ausdriicke (17) und (18) zu beriicksichtigen ist.

Um diese Integration durchzufiihren, ziehe man einen endlichen durch die
Meridiane v’ und %" und die Breitekreise ¢’ und ¢” begrenzten Teil der isostasi-
schen Decke der Erde in Betracht, der zur Ginze entweder der Kontinentalbele-
gung oder dem Ozean angehort, so dass fiir denselben fiir f(p,y) ¢, oder ¢, zu
setzen ist. Setzen wir also in (17) und (18) fiir f(p, ) die Konstante ¢ ein, um
spiter, je nachdem es sich um Kontinente oder um Ozeane handelt, dieselbe durch
¢, oder ¢, zu ersetzen. Diese Konstante kann vor das Integralzeichen gestellt wer-
den, weshalb die von dem in Betracht gezogenen zwischen den Meridianen ' und
y" und den Breitekreis2n ¢’ und 9" eingeschlossenen sphirischen Rechteck herriih-
renden Bestandfeile der Grossen [, I,, I3, A;, Ay, Ay durch die nachstehenden
Ausdriicke veranschaulicht sein werden:
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"

"
Al = ¢ fdwf(cos” ¢ sin® p+sin? ¢ cos ¢) dy
o
w??
(135) Afy = cfdzpf(sin2 @ €0s - cos?® p cos? p) dy
q)’ w'
Al = cfdrpjcos" ® dy

44 7

P’y
AN = cjdcpjsin i €0s* p sin y dy
¥y
(Pll wl,
(136) AN;=c¢ fansin p cos? g cos y dy
‘(pl 1{)1
3 (pll .'J’
AN = cjdrpj cos® psinycos ydy.
¥y
Weil
zp N I! 1
j sin? y dw— J °°S 29 gy — —~(1p"—-q}')~— - (sin 2" - sin 2¢)
¥’ ¥
w/l l 1
JCOS2 wdy= 5 (v"—v') + 7 (sin 2y"—sin 2y')
tf)’
Q})" lf}”
fsin ¥ df = — (cos ""-—cos ') Jcos P dr = sin " —sin J’

’

p Y
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Jsin ycosydy = %Jsin 2ydy=— —}1— (cos 2v"—cos2v')-
U y’

(p‘ll @ ’ l
J cosip dip = J (1—sin® p) cos pdy = (sin ¢""— sin ') — 5 (sin* " —sin* )
P’ q’

. 1

[sina g cosq dp= 3 (sin®p"—sin3¢’)

-

@' |

Jcos'-’ psingp dp =— 3 (cos® ¢" — cos3¢’)

@

ist, so erhilt man statt (135) und (136) die Formein:

Al =c¢ li—é— (v'—v')— %(sin 2y"—sin 21#')] {(sin " —sin g’y —
1 H " -8 I' 1 " / : " : ’
— 5 (sindg"—sin®¢/) | + ¢ (v"—v') (sin® ¢ —sin’ ¢)
- 1 14 ' 1 : /7 H [ . H n M /
(137) Al,=¢ T(W —y')+ T(sm?w —sin 2¢’) || (sin " -—sin ¢') —

— —;ld—(sin3 p"—sind (/7')] +c —é— (v"—v') (sin® p"—sin3 ¢’)

Alg=c(¥"—v) [(sin " — sin @) — —é—(sin” @"—sind q)/)]

AN, = —g—(cos y"—cos ¥') (cos® ¢” —cos® ¢’)

(138) AN, = — %(sin y"—sin v') (cos?® ¢"—cos? ¢')

ANy = — % (cos 2v" — cos 2v') [(sin " —sing’)— —;-(sin?’ " —sin®¢’) ]
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‘Wenn die ganze Erdoberfliche mit Ozeanen und dem zugehorigen festen
Meeresboden, auf dessen Dichte seine Wasserbedeckung kondensiert zu denken
ist, bedeckt wire, so hitte man in die obigen Ausdriicke

, i n

c=6 y'=0 " ==2n ¢ =y cp"=_;_7

einzusetzen und man bekime auf diese Weise als isostasischen Bestandteil der
Tragheits und Deviationsmomente der Erde folgende Betrige:

(139) L=l=1= %mz
(140) A =As= Ay =0

Das Vorhandensein der Kontinentalschollen &indert dieses Ergebnis, weil
fiir alle jene Teile der Erdoberfliche, die mit Kontinenten belegt sind, in die For-
meln (137) und (138) c=¢, zu setzen ist. Aus diesem Grunde ist den durch (139)
und (140) dargestellten Grossen noch die iiber die Kontinentalbedeckungen sich
erstreckende Summe von Integralen (137) und (138) hinzuzufiigen, nachdem man
in derselben den Koeffizient ¢ durch (c;—c,) ersetzt hat, weil der Betrag ¢, in den
Ausdriicken (139) und (140) bereits inbegriffen ist. Bezeichnet man also die auf
die gesamte Kontinentalbelegung sich erstreckende Summe der mit dem Koeffizient
c=1 versehenen Integrale (137) und (138) mit

il, i2) i3. 11) 12’ 13’

so erhidlt man die pachstehenden aus dem Vorhandensein der Kontinente und Oze-
anboden sich ergebenden iscstasischen Bestandteile der Trigheits- und Deviations-
momente des Erdkorpers in bezug auf die Achsen X, Y, Z des der Berechnung
zugrunde gelegten Koordinatensystems :

8 ,
A =g 7t + (e,—¢e) i

i
| oo

oo

Iy

nc, + (€, —€5) i3

3
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Ay =(e;—¢) N
(142) A= (6,—0) 2
A8 = (Cl-——”C,) )\.3 .

Dabei hdngen die Gréssen i,, I,, is, 4, 4, As nur von den horizontalen Be-
grenzungslinien der Kontinentalschollen ab. Dies ist sehr wichtig, weil uns diese
Begrenzungslinien bekannt sind, nur muss man sie, wie bereits angegeben, um die
Formeln (137) und (138) anwenden zu konnen, durch aus Meridian- und Breite-
kreiselementen zusammengesetzte Linienziige ersetzen, die sich den Konturen der
Kontinente geniigend anschmiegen.

Hat man die Grossen i/ und )\ berechnet, dann ergibt sich die Lage der
Achsen des Trigheitstensors Q auf folgende Weise.

Die Punkte der Erdoberfliche, in denen diese von den Achsen des Trig-
heitsliensors Q durchstossen wird, sind nach einer allgemeinen Eigenschaft dieser
Achsen jene, fiir welche

A=A, =A;=0
ist. Es folgt aus (142), dass fiir diese Punkte auch
Ay =2g=2=0

sein muss, was zu besagen hat, dass die Achsen des Trigheitstensors- Q mit den
Achsen des nur die Kontinentalbelegungen beinhaltenden Tragheitsstensors zusam-
menfallen. Die Lage dieser Achsen ergibt sich, wie im § 61 gezeigt, ans den Glei-
chungen (101), die jelzt wegen (141) und (142).die Form erhalten :

';tang 2ch S 2, sin V42X, cos ¥

is — % (, + ;"2.)'— %a (i,—1i5) COS 2 + A4 sin 2
(143) ,
© ivei o
tang p= (7,—1,) sin 24+ 2Xg cos 20

2%, Sin ¥ —22, cos 29

Die Wurzeln ¢ und ¢ dieser Gleichungen konnen am einfachsten graphisch
ermittelt werden, indem man die beiden curch diese Gleichungen gegebenen Kur-
ven aufzeichnet; die Koordinaten der drei Schnittpunkte dieser Kurven stellen die
gesuchten Wurzeln der Gleichungen (143) dar. Die Genauigkeit der gefundenen
‘Losung kann durch dnalytische Nachrechnung beliebig gesteigert werden.

Die Gleichungen (143) ergeben im Intervall
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— 5 <9<+ 5 —n v 47

sechs Paare reeller Wurzeln. Sei ¢,, v, ein solches Wurzelpaar, so ist der isostasi-
sche Bestandleil der gesamien Decke der Erde beziiglich der durch ¢,, v, gehen-
den Achse wegen (99), (141) und (142) durch den Ausdruck veranschaulicht:

8

(144) Q= 3 76+ (c,—cp) [{, cos® @, cos® v, +1, cos® @ sin? v, +i; sin® p, —

L4
— Ay sin 2¢, sin v —X, sin 2¢, cos v,—2A, cos® ¢, sin 2v,].

Der eckig eingeklammerte Teil dieses Ausdruckes stelit den isostasischen
Bestandteil des Tridgheitsmomentes der Kontinentalbelegung fiir den Fall ¢=1 dar
beziiglich der Achse ¢,, v,, die, wie vorstehend gezeigt, auch eiue Tragheitshaupt-
achse dieser Kontinentalbelegung ist. Bezeichnet man also die isostasischen Triig-
heitshauptmomente dieser Belegung mit a, b, ¢ und, wie es im § 61 geschehen ist,
mit Qy, Qa, Qs jene der gesamten isostasischen Decke der Erde, so wird:

8
Q= 3 A, +(c;—Ch) a

[¢]

l

(145) Qr= 5 7C+H(C;—0)

o
i
) oo

71¢, +{€c,—Ca) €.

Es hdngt von dem gegenseitigen Verhdlinis der durch (133) und (134) ge-
gebenen Grosse