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' noviie vreme interes za teoriju ekstremalnih oro-
hlama ie sve zana¥eniil. Teorija ekstramalnih oroblema Fao no-
sebna magematixka discinlina je noviiea datuma. "Ioravo jedna ob-
last te teorije linearno oroaramiranie ovo*inje krajem cetrdese-
tih ocodina sa poznatim sirolekes-metodom [3}. ~.B.Dantzig noznati
ameri®ki naudnik mo*a sa nazvati utemelijiva®em linearnocc nrocora-
mirania kao nove matematilke discioline, Njeaova monocorafija LI-
NEA® DPROGRAMMING AND FXTENSIONS iz 1963, oodine nredstavlia en-
ciklovediju linearnoa nrogramirania.

U §8SR-u 1939, gédine Kantorovi® 1,,vV, je dac ideie
linearnog nrogramirania, ali su te ideje duro bile u zaboravu.
RantordviZa su interasovali problemi nprimene matematike u ola-
niraniu, va je 1939, nodine puhlikovao monocrafiju "Matemati®-

'ki metodi orcanizacije i planiranja nroizvodnie". Radovi ¥anto-

roviXaj23|24]'su nesurniivo najvi¥e pomoali u ekonomskor nlani-
raniu nroizvodnie.

Pomenucemo 103 neke radove koii su odigrali veliku
uloau za razvo3 linearnog nrogramiranija u nosleratnom neriodu.
Jo% 1936, godine Yevman D. i Pearson E.S. [35] dali su dobre
noznatu lemu Nevman-Pearson za konstrukaiin naiholjea kriteriiu-
ma nrovere proste hinotaze, koja ima fedinstvenu alternativu.
za on¥tiju klasn hinoteza autori su nokazali da ako nostnii kri-
tarijum kojli zadovoljawva nijihovu lemu 1 u uon¥itenoj formi, onda.
ie on ontimalan. U 1933, godini (i1 u svoiol doktorskoj disertaci-
¥4 u 1946. codini) Dantzig je rrvi dokazao Aa za sasvim onZte us-
love takav kriterid uvek vpostoil.

Interssantno je zaraziti da su uslovi uooitene leme
Nevman-Pearson-a ustvari uslovi za koie re3enie zadatka linear-
noa nroaramirania sa oagranifeniima za nromenliive postaje onti-
malno,.

7asluaa za razradu ratermatiXkih osnova linearnoc nro-
oramiranja vife neqo Arugima privada Noimanu.




U leto 1947, cgodine noznatl ekonomist Gurlic L. radio
i@ sa Dancingorm na metodama za ra3avanie zadatka linearnog nroco-
ramiranja. Rezultati toga rada le%e n osnovi simnleks-retoda.
vrasta ideja kretania vo stranama %konwveksnoo nvolijedra od dednna
teamena 4o drugoc (%to 1 karakteri¥%e siroleks-metod) ranide e bi-
1a odba%ena kac neafilrasna, Ivak se ova ideja nnkazala kao dobra.

| Ton Voiran ie u vrere nrvoa susreta sa pancinaom 19347,
aodine preformulisao osnovne teorama teoriije ficara. On je uveo
nojam dvojstverosti ! uvideo vezu izrediu zadatka teoriie iaara
1 linearnns pnroaramiranja.

U Institutu za numeriXkn analizu nro€. T.Mockin nred-
lo¥io je nekoliko numeriZkih fema za relavanie zadatka linearnonc
nrooramiranja: "“atod relaksacidie” (*ockin 1 Fionkerg)33f) 1 "e-
tod Avojno- =:tistrania™ (Mockin, Raifa, Tormnson 1 Groll34[). Kako
u SAD tako iste 1 u drugim zemljama radilo se na novim metodama
za numeri*ko relavanie zadatka linearnoc nrooramiranja. *ulti-
nleks metodom Fril-a [14]oboqaéena fe vef.‘f utemeliena discinlina
linearnoc oroaramirania, U Veli¥ei Britaniii istraZ%ivania iz 1li-
nearnna nroararirania odvijala su se nod rukovodstvom £, VVaijde.
Tz tih istra¥ivania nroiza%le su odrediene variiante sirmleks-
-metoda koje su razradili Lemke, Ril, Hejs, Nr*ard 1 druai.

Panas su istra¥ivania u Jinearnom §{ nelinearnom nroa-
rariranju rasirena skoro u celom svetu. Vetods koje su varidiante
va® nostojeéih ili sun nak notpuno nave dasu nam moquénosﬁi da
skoro sve nrobleme iz teorije ekstrema reXimno na natine koii, uz
nrimenu elektronskih ra*unskih ma%ina, »redstavliaju roknli¥anie
n smislu ekonorifnosti.

U ovorm radu razvijena de {edAna nova metoda za linear-
no nroqramiranﬁﬁ, a isto tako dat de 1 odredien hroj teorema ko-
ie su u uskol vezi =sa ekstremalnir nrohlemima. S obziromr da su
oarani®enja od bhitnor uticaja za iznala®enie metoda za numeri*ko
re¥avanje zadatka linearnog i nelinearnoc nrocramiranja, to ie
Ansta nrostora dato osnovnim svnistvima konveksnih voliedara u
auklidskom prostaru °", Ako posebnn nije istaknuto sa P" nzna-
*avamn euklidski nrnstor (nlizvasnim slu*ajevirma sa Rn smn OZ-
na*avali i n-dimenzioni vektorski nrostnr).

fvai rad je nodelijen u dve nlave 3a deset odeljaka.

U orvoi clavi obradien je materital koji je uolaimom




vezan za konveksne noliedre, konuse 1 konveksne skupove. Vedl

broj novih teorema vezan je za skunove *ida su ogqranienia oh-

lika

zai xi Sb
i=1

i +o iz razloaca 3to su u linearnom oroaramiraniu ova oqraniﬁe-
nja bitna.™ | i

U druced olavi date su nove idede za razvijanie nu-'
meriXkih metoda u linearnom proaramiraniu. Mo, nbraticemo na¥-
nju na one delove rada koji 'se moau smatrati novim donrinosom
razvoiu teoriie ekstremalnih problema., Zato <emo dati nrealeA
ovog rada po odelicira.' |

prvi ndeldiak sadr%i ved noznate on%te osobine kon-
veksnih skupova. Druei odeljak je u celosti nov doorinos. U nije-
mu je na osnovu teoreme 2.3 izveden ohrazac za zaoremine n-di-
menzionalnih pravilnih simoleksa nreko zanremina njihovih cra-
ni%*nih simpleksa. K2n svecijalni sluXaj dobiien je obrazac za
izra®*unavanije povr%ine trougla nomofu niecovih strana (Feronov
obrzac). Treéi odeliak je takodlie izvestan novi dorrinos, a u

3 sa pravom od-

vezi je sa nodelom konveksnih skunova u Rz irPr
nosno ravni vod odredjenim uslovima. Odeliak Zetiri je od bit-
noa uticaja na dalie razvijanje novih metoda u nrogramiraniu.
Ovde su date dve nove teoreme koje su kasniije uzete kao nolazii-
te za metod izlaza. 0deljak pet je oriainalni donrinos autora
ovoqg rada datoc u maaistarskom radu 1z 1272, codine. Neke ide‘le
ovoq odealjka moaqu znatno uticati kao u tenriji ekstrema, tako
1ates 1 u matemati®koi analizi. Posebnn isti*emo ideju za dokazi-
vanje- nejednakesti pomodfu jednakosti t'..f“1 == f-l.f, cde ta €
ronveksna funkciia u R. Na osnovu ove jednakosti dokazane su no-=
znate nejednakosti Xo%ija, Minkovskoa, Heldera,vaéi broj neted-
nakosti kxoje su u vezi sa sredinama. U ovom odeljku dat ie nov
Aokaz teoreme M, Petroviéa o konveksnim funkcijama. Isto tako
dato je geometriisko tumalenje Laaran?ovoa identiteta.

0d odelika Zest pofinje Aruaqa alava ovog rada. Nai-
pre u odeljku %est dat je istoriiski osvrt na razvoj teori-e
ekstramalnih problema. Dalje, u odeliku sedam razmatra se nrob-
lem linearnog rroaramiranija u R3 1 daje ideia matode izlaza ako




nam je noznata unqtra%nja ta¥ka. Zatim se daje metod izlaza

aa okolinskim pmoliedrom u R". Proutava metod tra%*enja projek-
cliie vektora u 2" na nresek'odredjenoa-bréja hiner-ravni i de-
fini%e o%tra projekcija vektora. Odeljak osam nnsvelfen e me-
todi za numeri®ko re%avanije zadatka linearnoc vrogramiranija bhez
suvi®nih oarani®*enja, Ndeljak devet posvelen je metodl za eli-~
minisanije suvi¥®nilf ocranidenja. Na kraju u odeldku deset dati
su ilustrativnl orimeri,

Ovaj rad je radjen pod rukovodstvom prof.Dr Simono-

vié Velimira, vanrednoqg profesora Ma3inskoa fakulteta u Beoqra-
du. |

Posebno se zahvaljujem mentoru Dr Simonovié Veli-
miru, profesorima -Dr Pre3ié SlaviZi, Dr Marjanovié Milosavu,
kao i svolim kolecama sa Katedre za Matematiku na MaZfinskom

fakultetu na pomodi kodu su mi ukazali orilikom izrade ovoc
rada,

Beograd, januara 1981.

Nikola Jotié




I. GLAVA

1. OPSTA SVOJSTVA KONVEKSNIH SKUPOVA

Kako konveksni skupovi igraju .posebnu ulogu u teo-
riji linearnog i konveksnog programirania, to Cemo u ovo]
glavi izneti neke poznate. a{i glavne osobine konveksnih sku-=
po#a. posebno ¢emo voditi rafuna o onim svojstvima konveksnih
skupova kojad nam-omogudavaju bli¥e upoznavanje sa gjihovim
granicama, jer upravo su one od interesa za ekstremalne prob-
leme. |

Uglavnom ¢emo se baviti konveksnim skupovima u n-di-
menzionalnom vektorskom prostofﬁ Rﬁ, 111 kxada je to potrebno,
bez posebnog nagla3avanja, uvedenim skalarnim oroizvodom u ek~
11dovom vektorskom prostoru rR". - |

Def. 1.1. Neka je M skup tacaka iz R‘. Skup M naziva
se konveksnim (kaZemo WV "1inearno konveksni", kada se jedno-
vremeno razmatraju i drugi vidovi xonveksnosti), ako za bilo
xoje dve talke x,y tog skupa odsecak (segment) [x,y], koii
ih spaja, ceo se sadrZi u tom skupu. Naprimer, svaka ravan (bi-
1o koje dimenzije) le xonveksni skup u R®. Drugl primer. za kon-
veksnl skup moZe posluZiti bilo ko4i zatvoren poluprostor, tj.
skup oblika {I} ax = .7\} , gde a & rR" razliéit od nula vektor,
a AeR (pa je 1\ realan broj). ronveksnim skupom javljaju se
i otvoreni poluprostori {i:ax-a}u} . Dalje, zatvorena (otvo-
rena) lopta sa proizvoljnim centrom x, & R® 1 polupre&nikom
r »0 je takodje konveksni skup.

Primetimo jo3 da ako je M (;Rn kenveksan skup on-
da je nijegova & -okolina UL(M) - {x eRn,d(x,M) 56} - kon-
veksan skup za svako &7 0.

Neophodno je da se podsetimo 1zvesnog niza poznatih
teorema koje Semo ovde datl bez dokaza.

Egﬁremq'l;l. presek bilo kakve familije konveksnih
skupova je konveksni skup.




RKako je svaki zatvoren poluprostor konveksni skup,
to je na osnovu prethodne teoreme presek bilo kakve familije
konveksnih i zatvorenih poluprostora takodje konveksan, zat-
voren skup. No, 1z jedne druge teoreme vazi i obrnuto. svakil
zatvorani konveksni skup u predstavlja presek neke fa-
milije zatvorenih poluprostora.

_Def. 1.5. Presek kona&nog broja zatvorenih polu-
prostora naziva se zatvorenim polijedrom. Napomgnimo, da skup
M c:Ru kazemo da je ogranicen, ako se on sadrz2i u nekoj lop-
ti, pa zato moZemo posebno govoriti 1 o ogranicenim konveks-
nim polijedrima. Jedan od najprostijih polijedara u r? je
_n-dimanzionalni-naraleloniggd (u nekom deke&rt. siste-
MU Xyp o o o x.) zadat_gqjedna¢1nama a, & Xy & by i =1,2,...
o oo B

-

?50:.-1)3. xonveksnom ljuskom (opnom) skupa r(;RF
nazivamo najmanji konveksnl skup koji sadr2i skup F, tj. pre-
sek svih konveksnih skupova koj1i sadr2i skup F. Konveksnu ljus-
ku skupa P obeleZavademo sa conv F.

 waorema 1.2 Da bi taZka pripadala konveksno] ljusci
skupa F C_Rn, potrebno je 1 dovolino, da postoje taéke a,
&y s o o o a, F (neobavezno razlicite izmedju sebe) i ne
negativni brojevi 3, - y P "'}n tako da su ispunjene

jednadine |

Ao +J11 + ... tX, =1, c*= A2t jl.lal-t-...-l-}(nan
Neka je, naprimer, k - jedan od brojeva 1, 2, o o +¢ 1 1zabe-
rimo u prostoru R° proizvoljno Kk + 1 tatku a_,a,,-.¢r8y
koje ne leZe u 4ednod k-1 dimenzionalnoj hiner-ravni. Kon-
veksna ljuska skupa 3a,, - - o« 18y oznalava se sSa 2 _,3,..,
i naziva se X dimenzionim simpleksom.

Specijalno, tatka C pripada tada i samo tada od-
secku [a,b] ako jJe C = Aa + (1- N)b, gde je 0 & X & 1.

Skup svih tataka Xx = (1- )a + b, gde Je

o ¢ A< 1, 4e interval sa krajevima ayb 1 oznalava se sa
Ja, bl , & poluintervali koji se dobijaju pridruziivanjem a

By
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odhosna b sa [‘a, b{ odnosno }, b] . Polupraw koja polazi
1z taeke a 1 sadrzi tatku b oznacavademo sa @,b), a pra-
vu koja sadr2i tatke a 1 b sa (a,b). | ARSI

Teorema 1.3 Svaki konveksni skup M CR® se jav-
13a kao konveksno telo 111 kao skup kojl se sadrii u hiperrav-
ni dimenzije manje od n.

Def. 1.4 Hiperravan najmanje dimenzije koja sadrzi
skup M:(LRF naziva se nosecom ravni konveksnog skupa M 1
oznadava se sa affM. Konveksni skup M naziva se k dimenzi-
onim, ako je njegova hiperravan dimenzije' k. Unutrasnjost sku-

pa ¥ u odnosu na prostor affy oznatava se sa riM (relint
M), N

Teorema 1.4 Ako je skup L C R® konveksan, onda su
skupovi H 41 ri M takodje konveksni.

Def. 1.5. Skup M N\ rim tj. agranica konveksnog sku-
pa M u odnosu na aff M , oznadava se sa rbd M. U slucaju
kada je dim M =n tj., kada se M javlja kao konveksno tealo
imamo. rbhd = HL riM = int M, 3&to predstavlja granicu
skupa M u R® 1 oznalava se sa bd m. AkO je dim M < no»
onda se granica bd“l u odnosu na ceo prostor R poklapa sa

, jer je int M (u:nutraSnjost od M) = Q.

Teorema 1.5 Neka jeM ( R proizvoljan konveksan
skup. Ako je ahz anutrasnjosti ri M u odnosu na aff v,
ab M, tada se svaki poluinterval [a,b sadrzi u ri M.

Teorema 1.6 Ako konveksni skupovi M, , M, s ¢ -7

M, imaju svojstvo da je ri M, ramM, ... Timg? %

tada vaze relacije

ri( MINM; - - AMg) = TiM AT My N AL N,
A —

aff( M, AMGNe o /'\Ms) - atf Mlt\aft M, M. - .Natft M,




Def. 1.5. Neka je M CRn neograniéen konveksan skup
hiperravan L naziva se asimptotska za M, &ko 4e rastojanje
a( M,L) = 0, Svaku asimptotsku hiperravan 1. skupa y o2znaci-
mo sa ﬂL. |

Skupﬁ - /\nL , gde je presek uzet po svim asimp-
totskim hiperravnima skupa M, naziva se skup asimptotskog o-
buhvata za M. Ako skup M nema asimptotskih hiperravni onda
pigZemo M = R". Jasno je da je relacilja M Q‘E' tadna. Né iz
‘-"'-1 C M, ne sledi Fﬁl C iz.

Def. 1.6. 2Za konveksne skupove M, 1 M, kazemo da
su razdvojeni (disjuktni), ako postoii hiperravan rCRn tak-
va da je skup M, u jednom, a skup M, U drugom poluprostoru
odredjenim a hiperravan r'1 hiperravan r naziva se razdvaja-
juca hiperravan. Ako bar jedan od skupova M.\ ., Mo [ nt-

je prazan, kaZemo da su skopivi M, i M, strogo razdvojivi.

Teorema 1.7 Neka su M, 1 Nz, konveksni skupovi u |
R, Ako Je ri Hlnri "2 = ¢, onda su skupovi My i Mo stro-
go razdvojeni. | S |

Teorema 1.8 Neka su ™, 1M, gatvoreni skupovi u
Ra, pri &emu je jeean od njih ograniZen. Ako je “1 N M, = @,
onda su skupovi "1 1 M, jako razdvoljeni, tj. postoji hiper-~
ravan takva da su preseci [Pe\M, , [T M, prazni.

PDef, 1.7. Neka je M cnn zatvoren konveksan skup.
Grana F, tactke x € M u skupu M naziva se skup koji sadrii
tadky x 1 sve tacke y ¥ X 1z M, za koje prava, koja pro-
1azi kroz x 1 y, sadr?i takav interval 1= Ja,b[ aa je
x €I CM. Ako je x eri M, lada se P, poklapa sa m. Ova
grana se naziva nesopstvena. AkO je x rbd », tada se P x
sadr2i u rbd ¥ i u tom sluXaju se grana F_ naziva sgg_ stve-
na.,

7a sopstvene grane moZemo {mati dva sluaja ko3l ig-
raju vaznu ulogu. Ako je P, tacke 'x erbd M ne sadr2i ni
jednu drugu razliitu od nje granu, onda se rx naziva mini-
malna grana, Sopstvena grana skupa ™ naziva se maksimalnom
granom, ako se ona ne sadr2i ni u kakvo] drugo)j sopstvenol gra-
ni skupa M.




Oova dva sluZaja ne i1skljucuiju jedan drugoga t3.
sopstvena grana moZe biti i minimalna i maksimalna. Napri-
mer, skup xi ; xg = 1 u R3 sopstvenim granama S javljaju
1zvodnice cilindra koje su { minimalne i maksimalne. Oligled-
no, ako je F_ taktm x ¢ rbdum Jednoilani skup {x3} , tacka
x konveksnog skupa M naziva se eksperimentalnom talkoms.

Ako je M zatvoren skup telo u R, gde se sve mak-
gimalne grane javliaju xao talke, onda se telo M naziva stro-

go konveksno. Maprimer kugla u euklidovom prostoru rR".

Teorema 1.9 Grana F tadke x € ™ Je naﬁveéq 1z
takvih konveksnih skupova QCM , gde je x €ri Q. Neprazan
presek dveju grana skupa M takodle Je grana skupa M. Da bi
se dve grane F_ 1 FY poklapale, potrebno je 1 dovoljno da
je y €rl F,. Ako je Yy & rbd Fy v onda Fy je grana y U
skupu Px.

Teorema 1.10 Svaki konveksan zatvoren i ograniZen
gkup M poklapa se sa konveksnom ljuskom skupa njegovih eks-
tremalnih tacdaka. | | |

reorema 1.11 Neka je M c % proizvoljan konvek-
san skup. Xroz svaku ta*ku x & db M prolazi bar jedna dodir-
na hiperravan skupa M.

Teorema 1.12 Neka je ™ c'ﬁn-zatvorono konveksno
telo. Dodirna hiperravan [* tela M, koia prolazi kroz taZku
xe bd *, sadr%i granu F, ta%ke x. Ako Je F_ maksimalna
grana onda je F_'= MM,

Def. 1.8. Neka je M proizvoljan zatvoren konvek-
san skup. Tacka X & rbd M naziva se pravilnom, ako je grana

te taXke maksimalna. |
Neka je M CR® zatvoreno konveksno telo. TaZka

x ¢ baM naziva se regularnom ako postoji samo jedna dodirna
hiperravan tela xo4a prolazi kroz X.

Teorema 1,13 Skup P avih reqularnih tataka
x € bd1 je svuda gqust u granici tela M tj., P = bdM . Ta-
kodje je taZno za bilo koji zatvoren konveksan skup M skup




_10—

gvih pravilnih taZaka je svuda gust u rbd v, Sta vide, ako
e M cr® zatvoren konveksno telo P skup svih regularnih
rakaka £ O skup svih pravilnih tacaka, tada Je P/NQ svuda
gqust u bd M, ‘ |

Def. 1.9. Skup Kt:RP naziva se konus sa vrhom u
ta¥ki a, ako za bilo koju tagku bd K razli®itu od a 1luk
a,b ceo pripada skupu K. Posebno foZemo govoriti o konvek-
snim konusima i teles. konveksnim konusima.

Teorema l1.14 Neka je K konveksni kxonus sa vrhom
u taXki a 1 neka su bl' bz' « o o2 bk - tadke konusa K,
Xyr Nge oo oty nenegativni brojevi. Tada taZka
b=a+ ANi(b, - a) + o o o *+ lk(bk-a) takodje pripada konusu
K. Ako je pri tom Db, unutrasnja ta%ka konusa X 1 }1 >0,
to je 1 Db ynutrainja ta&ka konusa K.

reaorema 1.15 Neka su Ql' Qiy e o or Qp kxonveksni

konusi sa vrhom O. Tada je Q = conv(Ql Qz e o ® an) ta-

kodje konveksni konus sa vrhom O. Ta*ka b pripada konusu K
tada 1 samo tada ako je b = b, + b2'+ e o o« + b, gde je
"1-&91 {i=1,, . .M

Definicija 1.10. Neka je M proizvoljan konveksan
skup u R 4 a nijegova graniZna taclka, posmatrajmo sve hi-

perravni koje prolaze kroz a i dodiruju w~m., Svaka od njih
odredjuje poluprostor xoji sadrZi ™. Presek svih tih polupros-
tora predstavlia zatvorén kxonveksan konus sa vrhom u tagki a¢é
{ naziva se dodirnim xonusom konveksnog skupa M u tacki a.
Ako je a €ri M onda je dodirni konus noseda ravan aff y.

Def. 1.11. Neka je M ¢ R® neograniZen konveksan
skup 1+ a €M, posmatrajmo sve poluprave Sa podetkom 1 &,
koje se cele sadrie u M, Unija svih tih poluprava &int upi-
sani konveksni konus skupa M u tagkli a.

pef. 1.12. Konveksan skup M C R® naziva se polu-
ogranicen, ako ne sadrZi u celini ni jednu pravu. Poluogra-
niZenti konveksni konus nazivamo odtrim konusom.

Teorema 1.16 Svaki zatvoren neogranilen konveksan
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skup M ¢ R”® mofe se predstaviti u vidu sume F\fﬁ§;+”g:,

gde je L neka k-dimenziona ravan (0 $ k 4 n), a M’ po-
juograniden konveksan skup raﬁprostranjen direktnoﬁfdopunom
ravni L. Upisani konus skupa M predstavlija sumu ravni - L - ) &
upisanog konusa M<. o |

gpf;_1.13. Neka je x<:RP konveksni konus sa vrhom

a. Sa D(X) oznaCavamo dualni (dvoini) konus ti. skup svih. ta-
taka Y \’:-Rn koje ispunjavaju uslov vy(x - a) = 0 za x & K.
Ako je K = ¥ imamo K = D(D(K)) + a.

Teorema 1l.17 Konveksni konus K(:Rp je tada i1 sa-
mo tada telesni, ako Je D(k) o3tri konus,

Teorema 1.18 Neka je xc:np hiperravan (dimenzije
k) i neka prolazi kroz tadku a. Razmatrademo Kk Kkao konus
sa vrhom a. Vektor Yy pripada D(k) tada i samo tada ako
je y ortogonalan na hiperravni K. ‘ v

Teorema 1.19 Neka je 1L poluprostor odredjen u r"
nejednainom b(x — a) = 0, gde Je a " 41 b.# 0. Posmatrad-
mo L kao konus sa vrhom a. Vektor y tada il samoltada pri- -
pada konusu D(L), ako je y= A b, gde Je A3 0.

Teorema 1.20 Neka je X proizvoljan zatvoren konus

‘'sa vrhom O. Ako Je Kl pravilna grana konusa K, onda je

D(k,) dodirni konus konusa D(k) u nekoj njegovo) tacki.

reorema 1.21 Neka je K proizvoljan zatvoren konus
s vchom O. Ako je Q dodirni konus xkonusa k u nekoj tacki
a, onda je D(k) pravilna grana kxonusa D(k).

Primer. Uvedimo u R3 pravougli sistem koordinata

1 X2 X4 { oznad¢imo sa M konus odredjen nejednacinama

(xl)2 & 2.x2x3 v X > 0 X4 = 0 ¢t1. sa 'e oznadimo zrak

X, » X3 = 0 X, % 0. Xonus K = conv(M \/R) je zatvoren }
xonveksan, a skup Ki odredjen relacijama X, = 0, x, = 0,
X, > 0 javlija se maksimalnom granom tog kxonusa. 2rak K,
odredjen sa Xx; = X3 * 0, %, » 0 takodje je grana konusa K,
ali ta grana nije pravilina, D(Ka) ne javlja se dodirnim ko-
nusom konusa D(K). |

rakodje vazi D(K) = D(conv( ™ ve)) = D(M)Able_)_

X
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Teorema 1.22 Neka je X proizvoljan konveksni ko-
nus s vchom O. Tada je D(affK) minimalna grana konusa D(K).

Def. 1.14, Neka su Ki, Kor o o "Km. konveksni ko-
nusi u R" sa zajedniékim vrhom a. KaZemo da su konusl Kl'
Kz, « « op Kn razdvoiivi u Rp, ako postoji hiper-ravan koja
prolazi kroz a, a odvaja jedan od tih konusa od preseka os-

taiih.

Teorema 1.23 Neka Ql' QZ' . o "Qe zatvoreni kon-
veksni konusi sa vrhom O. Ako konus ConV(thszkf---lJQe)
nije zatvoren, onda postoje takvi ve):tori bl eql, b2 & Qz"”
co oy be G:Qe 1 svi nisu jednaki nuli, tako da Je b1 + b2 +
+ . . « ¢+ be = 0.

.

Teorema 1.24 Da bi konveksni konusi Kl' Kz' . o .,Km
sa zajedni&kim vrhom bili odvolivi u R potrebno je i dovolj-

no da postoje vektori b1 D(Kl). b2 'D(RZ)""'bm. D(Km) tak-

vi da je bar jedan od njih razliZit od nule i da je

b1 +-b2

ViZe o opitim svoistvima konveksnih skupova moZe
se protitati .u 1] {47 B (6]

+ « o o+ hm:- O,
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2. MERE PARALELOPIPEDA I SIMPLERSA

vektorski prolizvod sistema od n-1 vektora
u prostoru R" |

Pojam mere za piralelopipede 1 simplekse u rR®  uvo-

1 2 3

dimo tako da budu u saglasnosti sa merama u R, R"T1 R",

Teorema 2.1 Neka su a, = (ail' a5 ...,éin), gde
de 1 =0, 1, 2,¢..,0 linearno nezavisne tadke u prostoru
g

Tada paralelopiped razapet nad vektorima E;El,

i e, o

aoaz, ...,aoan ima meru w(ao,al,...,an) odredjenu determi-

natom
1' a., a,, * ° a.n
| l a Al ¢ o
w(ao,al... .,an) - 11 12 a1n
1 anl anz . [ ] L] ann
Simpleks (ao, arr o .,an) ima n! puta manju meru od
paralelopipeda.

Ova teorema dokazana je u kniizi Karola Borsuna
MULTIDIMENSIONAL ANALITIC GEOMETRY (st.l16 - 120}, (1969.).
Isto tako 1 vektorski prqizvod od n-1 vektora u rR® uvo-
dimo, kao 1 meru u rR?, da bude u saglasnosti sa veé pozna-

tom definicijom vektorskog proizvoda u Rz » § R3.

Teoyema 2.2 Neka Jje dat linearno nezavisan sis-
tem vektora &, = “11V1 + oeee * ‘mvn' £ = 1, 2,000, D=1
tada je vektorski proizvoed W vektort a,, 1 = lr..., n-1

vektor definisan slededom formulom

LA A

n
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gde su ';i , 1=21, 2, « « -4 D jediniZni  medjusobno or-
togonalni vektori u r". Vektorski proigvod W vektora
a, 4 =1, « « «, n=1 1Je ortogonalan na sve jediniZne vek~

Teorema 2.3 Neka su a; = G, O ¢ « = aii,...OJ,
1 = 1, « « o,0tl linearno zavisne taXke kole leZe na koor-

kama ai, {i=1,...,n sSa A, 2 n-1 dimenzione simplekse

odredjene tackama 0,3,,. - ceBy_yr Bygyre o L A,

palje, neka su mere simoleksa A 1 A, respektivno m(A) 1
m(A,), tada je

LY

2 n 2
m(h)-izlm(hi) « o o v (1)

Dokaz. Z2aista, prema definiciji mere zq_simplekse u prostoru

"1 tmamo! \

1
Q
»
»
) ®
*
.
L o

1 C 1
mA,) = w7 |0 0 0 fi-ria- o m-17 ' 211%22 * °
0. .« 24,040 ° ooy y,1-1%041,441° "7
0 L & ] - & » . ann ..l‘ann

173’ in
N
v, v, Vo eeer Yy
"311 lzz 0 PRPSTNY 0
A = -all 0 a33 PO 0 =
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? azz 0 e = = 0 ‘&11 0 . = 0
1
0 az3 - o 0 -52 ~a,, 233 - 0
= . . +
\
hU 0 - - - ann r'all 0 - - cann
_‘? "&11 322 s o = 0 -all 322 0.. 0
5]-a 0 « o« « 0 I+ . . .+(_1)n-1;;' -a 0 a 0
11 n 11 33
-all 0 « o o @& , -all 0 0.- an"'].,n""l

ta,,3,55334°+3 1 ,n-1"n

2 .2 2 2 ,.2 ,2 2 ‘2.2 2
A = a22a33...ann+a11a33...ann+..s+a11a22...an_l'n_L (3)
Kako Je M(A) = -E-I-l:-]-'-—- a to je teorema dokazana.

1)!

Teoremé§2.3 MoZemo koristitl za i zradunavanje po-
vriine trougla pomocu njegovih stranica, 2 {sto tako i za 1z-
radunavanje zapremine tetraedra pomodu povrsine njegovih troug-
lova koji &ine njegovu granicu. I sl1i®*no moZemo dati obrazac za
izraéunavanje mere x-dimenzionih simpleksa pomoclu mera njegovih
graniZnih k-1 dimenzionih simpleksa .~ Izvedimo najpre obrazac
za {zra®unavanije povriine trougla. Posmatrajmo talke A(al,0,0)
B(O,az,O) C(U,O,a3). Na osnovu teoreme 3. moZemo pisatii]

2 2 2 2
P“ape = P oa * Poac * ¥ omc (4) 1
—2 2 2 2
ART = C = al + az
G2 = bl = at + al (5)
1 3

—2 2 2
BC® = a = a, + 2, povraine pravouglih trouglova

2 1 2 2 1 2 2 _,1 2
P oap = 3 21220 » Foac ” (5 2,23) » P gpc (33,2,) (6)

nalazimo na osnovu definicije mere.
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Iz (5) imamo.

2 1 2,2 2 2 1 2,2 .2 1 2 2
a, = 5-(b +c =-a’), a, = 3 (a"+c-b), a4 = im(ga+b -c7) (7)

ato zna®i da mora da vaZe relacije trougla za a,b i c. Ako u

(4) umesto desne strane napifemo izraz koiji sledi zbog (6) 1
(7) dobidfemo.

2 1

P2 e = % - 1 [(bz-l-cz-az) (a2+c2-b2)+ (b2+c2-a?) (a%+bP-c%)+

+(a2+c2-b2)(a2+b2-c2)]
111
2 1 4 2 2 4 2 2 2,2
P ABC = :7- [E -{a -bz) + b -=(a -cz) + a‘-(bz-c )']

i na kraju

P = %- 2a2h2 + 2a2c2 + 2b2"i':2 - a‘-b‘-c4 (8)

Heronov obrazac P's= s (s-a) (s-b) (s-c) , gde je s = % (a+b+c)
{zvodimo elementarnim putem. '
Tzvodjenje obrazca za {zraXunavanje zapremine tetra-
edra bice sli¥no kao za izvodjenje obrazca za povriinu trougla. |
Izaberimo tacke A(al, 6, 0, 0) B(O,az,0,0) C(o,o,a3,0)
, D{0,0,0,a‘) u prostoru R4 na osnovu teoreme 3. imamo.

s .2 2 2 2
Vancp ™ VoasctVoaco*Voaso™Voaco

zapreminu tetraedra, a S obzirom na definiciju mere u R‘l ima-

' gde smo sa V oznaZili

ai) | (9)

No, zbog teoreme 3, imamo i sistem.

2 2 2 2 2
4.,P ABC alaz + al

(10)
2
4.P 5ep

2

Ovaj sistem treba rediti po ai, ag, n§ p A ai i njihove vrednos-

ti zameniti u (9). Na taj naZ&in dobifemo ‘Vz u funkeciji od

2 2 2 ARCD
2
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u specijalnom sludaju kada je a, = a, = a, = 2,

v _xa2

ABCD 3 4 27

P P

pez obzira kakav Ce bitli obrazac za izraZunavanje zapremine
tetraedra pomodu njegovih strana roltemo zaklju&itl da Ce to
biti neka sloZenija funkcija.

Ao oznadimo: P oo = P3r P apn *Pc P acp * Pp P Bop T Pa
i napisemo obrazce za j zrazunavanje povriine trougla pomodu
njegovih strana dobicemo sistemn.

2 —2 ==2 _

2 ¢ + 2.AC%.BC

42.p§ = 2.,AB“.AC 2

+ 2.AB“BC

- 53 - 56t - B¢t

| .
42.p2 = 2 RB2AD2 + 2.KB2.BD- + 2 .KD2BD> -
- 354 - #p? - 5"
. (11)
2.p2 = 2.5C.B5? + 2.5C°.T0° + 2/56°.8" -
- BC = BDI - CDh
«2.p2 = 2.5C2.55% + 2.5C°.TD + 2.T52.55° - AC' -
- apt - &p°
gde je. .
e 2 2 e 2 —— 2 2
AR = al + 32 AD = al + 34 BD = az + a,
— p. 2 e 2 2 ——— 2
AC = al + a3 BC = a2 + a3 Cp - a3 + a4

zamenom ovih vrednostl u (11) dobicemo gistem.
2 2 2 2. 2 2 2
16.p4 = 2(al+n2)(a1+a3) + 2(31+a2)(a2+a3)+

2,..2 2..2, _ 2,.2.2 -2 2.2 2 2.2
+ 2(ay+ay) (aj+a3) - (aj+ay)” - (@) + a5)” - (ay+a,)

2 2, .2 2, .2 2,2 2, .2
| 16.pc = 2(al+a2)(a1+§4)+2(a1+a2)(a2+a4) + (12)
2,.2,2 2

2
Fa5) - (ayta,)

2. 2, .2,.2 2 2..2,2
+ 2(31+3¢k32+a4) (a -(a2+a4)
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16-92 = 2(a§+a§)(a§+ai) + 2(a§+a§)(a§+ai) +

+ 2(a§+a§}(a§+ai) - (a§+a§)2 - (a§+a§)2—(a§+a§)2
16.p123 = Z(ai-i-ag) (ai-!-ai) + 2(a§+a§)(a§+ai) +

+ 2(a§+ai)(?i+ai) - (ai+a§)2 - (ai+ai)2-{a§+a§)2

1z napred izloZenodg vidimo da dobijamo slotene sisteme (10)
1 (12). 2Za re%avanje tih sistema treba pored dobrog poznava-
nja algebre i geometrijski smisao.

Evidentna Jje &injenica da cCe zapremina zavisitl ne
samo od mernog broja strana tetraedra, veé 1 od geometrijskog
oblika. Mozemo zakljueiti da od svih tetraedara kojl imaju is-
tu povrsinu, najvecu zapreminu ce imati pravilni tetraedar,
koji ima strane jednakostranicﬁe trouglove.

pefinicija 2.1. skoro pravilni tetraedri su oni
tetraedri Clje su strane podudarne. To'znaci.da ijvice ne mo-=
raju biti Jjednake. Koliko vaznu ulogu igra oblik za zapremi-
nu najbolje mozemo videti 1z skoro pravilnih tetraedara.

verovatno da zato prilikom resavanja sistema (10)

traba strogo voditl raduna¥Ybiranju vraednosti za ai , Jer
sistem.nam nudi vise resenja. Da bi to biranje olaksali, mo-
ramo vos:liti raiuna o uredijenju a, g a, & a, € 8, pa shodno
tome i treba uzimati vrednosti.

0 simoleksima 1 paralelopinedima u euklidskom pro-
storu mo¥e se viZe nacéi u 7]
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2.1 Specijalno utapanje n-dimenzionoq simpleksa
i izradunavanje njegove zapremine

Iz vrethodnod izlaganja vidimo da za izraunavanije
zapremine tetraedra oomocu strana koje ga carani¢avaju imamo
tetraedar &ija su temena na kocrdinatnim osama. Isto tako iz
gistema (10) teoreme 2.3 vidimo da 1imamo vise -resenja za ne-
poznate ai i=1, 2, 3, 4. . « Za nas ¢e bitl od interesa
obrazac 111 postunak kojli dobijamo za izradunavanje zavremi-
ne tetraedra pomodu njegovih strana ako ima i oraktiinu vred-
nost.

Kao prvo moZemo postaviti sledece pitanje: za kakve
tetraedre postojl obrazac kojl izrazava njeqovu zapreminu po-
modu povrsina njegovih grani&nih trouglova.

Da bi na ovo pitanje_od;ovorili moramo razmotriti
najpre pitanje: sa kojim minimalnim brojem realnih velicina
moZemo zadatl ma kakav tetraedar. - ':. |

Bez oeranilenia opstﬁsti moZ2emo prihvatitl da su -
temena ma kakvoa tetraedra zadata taékama: 0(o, o0, 0},

A(a,, 0,0), B(b,,b,0) i c(c,, ¢, C;). Ovako izabrana temena
siqurno ne leZe na jedno] pravoj niti pak u jednoj ravni u
prostoru D3. Isto tako'moiemo pretpostaviti da su ay bl'

b, Cyr Cp, 1 Cy

Da bi odeovorili na nase prvo pitanje moramo dati
slededu definiciiju. -

Definicija 2.1.1 2Za n-dimenzioni simpleks iz R® kazemo
da je kxoordinatni ako €a moZemo utopiti'u prostor Rn+1 tako
da mu temena leZe na koordinatnim osama u prostoru Rn+1.

pozitivnl.

Tetraedar OABC je odredien sa 6 velilina, pa kako"
imamo 4 grani&na trouglza, to molemo napisati Zetiri jednadi-
ne koje vezuju povriine graniZnih trouglova sa nepoznatim we-~
1i2inama koje odredjuju tetraedar OABC. Zna&i, mogu se zaore-
mine samo nekih tetraedara izraziti pomocu povr3ina nieqovih
graniZnih trouglova, Isto tako primedujemo da imamo 6 ivica
tetraedra OABC, va zato moZemo dati sledeli zakljucak.

zapremina tetraedra moZe se izradunati jednoznalno
pomodu duzina nijegovih ivica., Zaista, zapremina tetraedra OARC

iznosi:
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1
V= = *
s 1 b2p3, a sistem
- : —2 2 2.
OA = al AB = (bl al) + bz
—2 2 2 —2 _ _ 2 2 2
6B° = bl + b, AC” = (Cy = a;)" + C, + Gy (1)
—2 _ ~2 2 2 =2 _ 2 _ 2, 2
oc* Cy + C, + c3 c” = (c1 bll + (C, b,)"+Cy
omoguéava nam da b2 1 03 jzrazimo pomoéu duZ%ina ivica tetraedra
OABC 1 to: | |
2 2.0n2Gh% + 2 Ban? s 1 Balan? - (3Bl x GRl:+ B0
2
| s oaZ
2 =2  (6C2 + OR® - Ac?)? -
3 2 (2)
4 OA

{2632 (0c2 +B2-8E2 ) - (GB2+0R2-AB ) (OC+0n% - AL )2
s+ 32[2 63%c? + 2 0B2ABZ + 2 5a2anZ- (Gat4883iBY) |
Posle sredjivanja izraza na desnoj stranl za c§  §
zagenjivanja u formulu za v dobidemo obrazac za zapreminu
tetraedra pomodu duzine njegovih ivica,.
 Kao a&to smo iz napred izloZenog zakljucili da je
zapreminu tetraedra, &ija su temena data na koordinatnim osa-
ma u prostoru R‘, mogquce izrazitl preko povriine njegovih
graniirih trouelova, to ¢emo sada razmotriti uslove pod koj;-
ma moZemo utdpiti tetraedar OABC 12 R3 u prostor rt tako da mu
temena leZe na pravouqlim koordinatnim osama, Bolje reéi Aa
vidimo pod kojim uslovima postoji tatka 01(x1 X, Xq xe) R
takva da "vidimo" sve ivice tetraedra OABC pod pravim uelom,

tj. da je:

—
1. ool.ibl =0 2. 631.3'81 -0 3.00,.08, =0 (3)
5. 351.1581 =0 5. A‘GI.EI =0 6. 551.65'1 = @

Odakle dobijamo sistem:
2.2 2

4

1. xltxl-al) + x2+x3+x4 = 0O
2. x. (x.=b.)+X. (XD, ) +X2+x> = O (4)
* '™ Myl TT2YT2T27 T3 T4
2-
3. xl(x1'°1’ + xztxz-cz) + x3(x3 C3) + x4 0
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<
5. (xl_ai)(xl_ci) + xz(xz-c2) + x3(x3-03) + X, = 0 o)
4 .
6. (xI bl)(xl-cij + (xz-sz(xz-cz) + 13(x3 C3) + x =0
Iz ovoa sistema moZemo dobiti gsistem:
2 2 2
1. 11(11 al) + xz + X, + xd 0
1-2 (aj_bl)*l-- b2x2 = {
1-3 (ai-cl)xl - C2x2 - 03x3 = 0
_ - (5)
1-4 blxl + bzxz a1b1
1-5 Clxl + C212 + c3x3 ™ aICI
1-6 (al—bl-cléxi - (b2+C2)xz - C3x3 = blci
O0Odakle dobijamo:
xI - bl
2 b y
bI(bIC + {Ibz - 31C2 - chzJ
13 » ——— (6)
| by €,
2 2 2 2
2 bI(aI bl) blfb Cz+a1b2 aICZ-CIbZ)
x, = b (b, a,) + O - - s
4 1 1 ! b2 b2 c2
- 2 2 3
2.2 2 2
2 bIC3(a1 bIJ + b (b162+alb2 azcz C1b2)
x* = (a,~b,)b, - — —
4 1 ] 1 b? CZ
2 3
bI{al-bIJ b!
Uslov 1I-~5 C1b1+02 ; + CJ b-ké (b102+alb2*azcz-cfb2)-
2 2 3
| ~ 2,
111 posle sredjivanja
uslov 1-5 bI - CI
b .{(a_,=b ) b (b C_.+a
velow 1-6  (a. b.=C, )b .=(b +C,) ——dt—— - C 1172 "1°2
) B | 1771 2 "2 » 3 b C
2 2 3
_alc2-c1b2) _
b C
2 3
= = b C
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111

b,C, = a,b,

pko uoCimo izraz za xi u (6) moZemo zakljuditi da Je a, b1
{ daa je izraz u srednjo]j zaeradi pozitivan.

1z sveqa do sada izloZenogq vidimo da koordinatne tet-
raedre moZemo tra¥iti u skupu kosouglih tetraedara tj. tetrae-
dara &ije bilo kole dve susedne ivice zaklapaju ostar usao,

Uslov pod kojima n-dimenzionl simpleks moZemo utooiti
u vrostor RF+1 tako da mu temena leZe na koordinatnim osama, mo-
Yemo sliéno kao sa tetraedrom potraz2iti koristecl se specijalno
gadatim temenima pomodu koordinata u R® 4 to: Ab(o,o,...,O)

Altall,o,...OI Aztail 322, O e0020) 40eey (anlanz""'ann)‘

Tatka 01(x1' xz,...,xn,xn+1) RF+ iz koje se sve
jvice "vide™ pod pravim uglom iadovoljava sladecih ngl L je-
dnaZina: | | :

—p
Aiol.AjO1 =0, 1 4y 1,3 = 0,1,¢c.enn (7)

Xao { kod traZenja uslova za koordinatne tetraedre, tako
isto 1 ovde moZemo zakljuliti da je skup koordinatnih n-dimenzio-
nih simpleksa podskup kosouglih n-dimenzionih simpleksa, Izracu-
navanje zapremine n-dimenzionog simpleksa odnosno njegove mere
bilo bi skop®anc sa relavanijem algebarskih jednaZina tipa {10)
kao u prethodnom;odeljku 2.3.

Ako je koordinatni n-dimenzioni simpleks S pravilan
ty., ako su mu temena: Alta,o,...,o) Azto,a,o,...,o),...,_
Aito,...,o,a,o,...,o),...,An+1(o,...,a) 1 ako obeleZimo njegqovu
zapraminu sa Vﬁ a zapremine njesovih araniZnih simpleksa sa
Vv moZemo, koristell se teoremom 2.3, naplsati veze:

n-1
Vz an 2 Vz 'an-l
n (n+1) [;;] 3 n-1 =" I'tn=1) (8)

odakle sledi: n

o |
v_ = .[:l.irl:l [B:;IIJ.!.J 2{n=1] n-1 (9)

n-1

Obrazac (9) je kao 3to vidimo jednostavno izveden zbo« dobro
postavljenoe pravilnos n-dimenzionog simpleksa S u Rp+1.
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3. PODELA KONVEXSNIH SKUPOVA U R’ I R

problem linearnog a i nelinearnog programiranja
ge usvesno resava ako poznajemo bitna svojstva konveksnih
skupova. U ovom paragrafu iznalaziéemo neke nove teoreme
na kojima se baziraju pojedine nove metode u programiraniu.
Kao prvo razmotridemo jedan problem koji je u ve-
24 sa konveksnim skupovima u R2 i R3, taZnije o specijal-
-nom‘;eCenju konveksnih skupova pomodu prave, odnosno ravni

u Ry R3. Problem je postavio 2 .2ivanovié [39] - (1973. )

a on glasi.
pa li moZemo bilo kakav ogranicen konveksan skup u ravni pre-
sedi pravom, tako da nova dva konveksna skupa imaju jednake
povr3ine i jednake du¥ine ruba -obime. SliZno pitanje moZemo .
postaviti i za prostor R3, tj. da 1i moZfemo preseli bar jed-
nom ravni svaki ograniZeni konveksni skup u R?, tako da nove ddbg—
' dva konveksna skupa imaju jednake zapremine, kao i jednake
povriine njihovih granica. o

7a ova dva pitanja odgovor je pozitivan i jedno-
stavam,ako posmatramo, na primer, u ravani:6krug, kvadrat, pra-
vouc ionik, paralelogram, deltoid, kxao 1 puno sliZnih fiqura,
111 u prostoru R3 paralelopiped, konus, pravilnu trostranu
prizmu i td. Nije te¥ko uoliti ddheéenje sa postavljenim us-
lovima u ravnl moZemo za napred nove cele ficure obavitl sa
vise pravih odnosno u prostoru_sa vise razliditih ravni. No
tesdko je zaklduZiti da se mote dati pozitivan odgovor za bi-
1o kakve ograniene konveksne skupove u ravni odnosno prosto-
ru. Na ovom problemu u ravni radilo je vile matematicara, ali
dokazi njihovih tvrdjenja nisu oosebno interesantni za pos-
tavljanje sliZnog pitanja za 33

rRadedi na datom problemu nasao sam pozitivan odgo-
vor za konveksne skupove u ravni, ali sam uvodio da se slicnim

nazinom moZe dati i pozitivan odgovor za konveksne skupove

u prostoru R3. za prostore R" moZemo postaviti sliéno pitanie
{ na njega datli pozitivan odgovor na veé iniciran naZin, koiji

ie dat u dokazima gsledecih tecrema.
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reorema 3.1l. Svaki ograniceni konveksni skup C u
Rz motemo preseé¢l bar jednom pravom D tako da novodobijena
dqva konveksna skupa c1 i c2 imaju jednake povr3ine 1 jedna-
ke obime,

Dok az Iz napred navedenih primera moZemo zak-

14uziti da, naprimer, kvadrat moZemo preseéi pravama koje pro-
laze sredinama njihovih paralelnih strana, kao i pravama koie
sadrze nijihove dijagonale. Za dettoic] uwozavamo pravu koja
gadr?i duZu dijagonalu 1 sliéno moZzemo bez te3koda naci odgo-
vore na gore postavljeno pitanje za niz simetri¢tnih figura u
ravni. |
pa bi dokazali teoremu 1. uoZimo dve avidentne 0so-
hine za ogranilene konveksne skupove 1u R2 i to: kroz bilo ko-
ju tagku na rubu konveksnog skupa 1z R2 mozemo povuci jed-
nu pravu koja dell povriinu datog skupa na pola 1 moZemo poO-
vuéi pravu koja deli duzinu ruba - obim na dva jednaka dela.
predjimo najzad na dokaz Teoreme 1. Izaberimo bilo
koju tadku 0 sa ruba L konveksnog skupa C, a zatim 8 Ob-
zirom na tacCku ‘ﬁz kao poletak, sve ostale tatke obheleZimo sa
“d , gde Je d-brod kojl predstavlja duZinu luka DMd , UZima-
juéi da od O do_-Md - 1demo u direktnom smeru, tj.d-dto,nd)
(S1. 1.) kratko napravimo skalu na rubu L konveksnog skupa
¢ oristeéi def. duZine luka. | |
S obzirom da je konveksni skup C ogranicen, to je
i 4 eI -’ [0, 1], 1 4e konaclan pozitivan bro] 1 predstavlija
duZinu ruba odnosno obim skupa C.
| Dalie, uvedimo dve realne funkci-
O : je s(d), pl(d) koje preslikavaiu
I nal i to tako da definicija
funkcije s(d) sledi 1z &injenice
da prava koja spaja tatke Md i
Ms(d) polovi duZinu ruba skupa
C, a funkcija p(d) se definise
MY, | ~ #injenicom da prava koja spaja

Mg | tatku m, 1 tacku M,.4, polovi
povriinu konveksnog skupa C. Pri-

sl. 1. meéujemo da su funkcije gs(d),p(d)
jednoznacne. Funkcija s(d) Je neprekidna i rastuca za
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d é=[br“1/zIF u tadkil 1/2 ima prekid prve vrste odnosno skok,
aza 4 ¢ LMl/z ’ 1-] 8(d) je ponovo neprekidna i rastuca fun-
xcija. Funkcija p(d) sliéno kao i funkcija s(d) za de [o,p[
je rastuda 1 neprekidna funkcija, za tadku ©p funkecija p(d)
{ma prekid, a nadalje za d e.[p,I] p(d) je rastuca i nepre-
kidna. Ako uzmemo da je specljalno konveksni skup C kruZnica
polupreénika 1 onda grafici funkcija s(d) 1 p(d) se ne bl

razlikovalli (Sl. 2.).
§i+d, a ¢ o, W1

s(d) = -
a-%, a e {0,2]
p(d) = s(d) za d €I
Neka je kao na slici 1. prava

0“1/2 prava koja polovi du-
3inu ruba L skupa C, a pra-

{E | f va OMP prava koja polovi po-
o) ¥ Y vriinu skupa C t3. neka je
sl. 2. 172 { p ako to nije slulaj

| pravlijenjem skale desne ori-
jentacije, onda ¢e to biti za gluaj pravljenja skale leve o-
rijentacije. Znali to nije bitno ogranitenje za razmatranje pro-
blewaa. Kako su s(d), p(d) rastuce 1 neprekidne funkcije na in-
tervalima '[0, 1/2[ i [1/2 fj i El,p[ 1 [p,ﬂ to moZemo zaklju-
&it1 da je.
s(0) ¢ p(0) 1
s(1/2) » p(l/2)
pa postolji bar jedno 4 &(0,1/2)
takvo da Je s(d) = p(d), 3to
je 1 trebalo dokazatl.
Teorema 3.2. Svakl ogranicen xonveksni skup K u
R3 moZemo presaci bar jednom ravni R tako da novodobijent
konveksni skupovl Kl i Kz imaju jednake zapremine i jednake

povriine,

| Do k a z. Kac 1 u prethodno] teoremi moZemo slicno
{ ovde smatrati ia evidentne Zinjenice da kroz svaku tacku
konveksnog skupa K moZemo postaviti ravan koja polovli povr-=
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ainu skupa K, kao 1 da kroz gsvaku taZdku skupa K moZemo po~
gtaviti ravan koja polovi zapreminu konveksnog skupa K. Ni-
e tesko wo&iti 1 &injenicu da kroz svaku tadku skupa K mo-
semo postaviti ravni koje pelove povriinu odnosno zapreminu
skupa K, a da budu paralelne datoj pravoj. Radi dokaza TeO-
reme 2. izbaerimo bilo koju taZku ruba 0 €rbd K i1 bilo ko-
ju ravan RP xoja prolazi kroz tatku 0 2 polovi povr3Sinu
skupa K, a zatim kroz taXku 0 pravu p koja leZi u ravni
Rl i dodiruje skuo K. Najzad, kroz pravu p postavimo ra-
van Rv koja polovi zapreminu konveksnog skupa K. Da bi de-
finisali realne funkcije kao u reoremi 1., potrebno je ponovo
napraviti jednu kru3nu odnosno zatvorenu skalu. zbog toga kroz
taXku O postavimo ravan R, koja je normalna na presek rav-
ni Rp i Rv odnosno na pravu g. Ravan R, sa%e konveksni
skup duz neke zatvorene xonveksne linije C. Sve tacke krive
C moZemo oznacitl sa Md , gde je indeks d broj koji pred-
stavlija duzinu luka od ta¥ke 0 do tacke M, ako izalbperemo
smer kretanja desne orijentacije. Na. taj nacéin smo dobili 1
dve prese&ne taclke MP 1 MV ravni Rp i ravni RV sa krl-
vom C. S obzirom da smo za pravljenje skale izabrali proiz-
volino smer desne orijentacije, toO mozémo slobodno predpqstavi-
ti da je p <V. MoZemo primetiti da Jje skala na krivol C
realna, jer ako bi Rn sa-
dr3alo samo 0 1z K “onda
bi to bila tangentna ravan,
dto je suprotno pretpostav-
ci da ije Rn normalna na p.
sada defini3imo dve re-
alne funkcije koje preslika-
vaju I = [D,Zd] na samog
sebe., Najpre definisimo funk-
ciju P(d), 4 €0,2C] zahte-
sl. 3. vom da ravan Rp(d) prolazi
| kroz talke Md i Mp(d) , pa-
ralelna je pravol p 1 polovi povr3inu skupa K. Funkciju
v{id), d &1 definisemo zahtevom da ravan RV(d) prolazi kroz
taZke M, i “V(d) , polovi zapreminu konveksnog skupa K 1
‘paralelna Jje prave) P. Ovako definisane funkcije P(4) 1 v(d)
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su jednoznaclne. Dalje moZemo zakljuéiti da je P(4d) rastuca
{ neprekidna funkcija za 4d G:[b,p[, za p 1ima skok, a za
d e,[n,zd] ponovo rastusa 1 neprekidna funkcija. v(d) Je
rastuéa i neprekidna u intervalima fo,vL + [v, 2¢], a za
d = V ima prekid prve vrste odnosno skok,

Specijalno ako bi konveksnli skup u R3 bila kug-
1a K poluprecnika jedan, onda bl za P(d) 1 Vv{d) 1imalil
jednostavne funkcije koje bi bile identifne na skupu 1I.

"P(d f+d, ae [0, N
| l {d" r d&‘.ﬁ':zr

v(d) = p(d), d &I

prema do sad izloZenom moZemo zakljuZiti da je.

vV(0) = v , Vip) € 2C

a kako su obe funkcije rastuée $ neprekidne na intervalu [b,p[

to mora postojati bar jedna taéka 4 E lo,n] takva da je
P(d ) = V(d ) tj. mora postojati bar jedna ravan koja prolazi

kroz tatke Mg, i MP(d )y 1 paralelna pravoj o a da polo-

vi zapreminu i povrsinu ograniéenog tela odnosno skupa K iz .

R3.

- 1z napred izloZenog dokaza moZe se zakljuditi da Te-
orema 2. moZe imati mo%da i bolju formulaciju. |

Teorema 3.3, Svaki konveksni ogqranifeni skup K
u . R3 mo%e se preseéi bar jednom ravni, tako da povr3ina i
zapremina skupa K budu_podeljene na pola, a da ta ravan bu-

de paralelna unapred datoj krivoj.
Iz napred izloZenog nacina da dokaz Teoreme 1. 1

Tecreme 2. mofemo bez pote3kocla postaviti i slicno pitanie
»a konveksne skupove u prostoru R® , ali pre toga treba da-
ti dobre definiciie mere unutrainjosti skupa, kao 1 njegove

granice.
Mo%da je od interesa da se detalinije ispitaju na=

pred definisane funkcije s{d), p(d) P(d), v(d) s obzirom
da su nam obezbedile dokaz o postojanju bar jednog se&enja

koje je prirodno i specijalno.
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4, EONUSI I POLIJEDRI U PROSTORU E°

Prirodno, neke figure u prostoru 32 ili tela u pros-
toru R3 mogu biti zadani nejednadinom, a oblika 1’3 (x)-bd ¢ O,
(3 = 1,250 « ogm)e Na primer: u ravni kruZna ploda poluprecéni-

ka r = 1, odnosno krug, nejednadinom ::2 + 32

< le
Kvadrat moZe biti dat nejednalinom (x| + |y |<1 od-
nosno sistemom nejednadina: x + y <1, -x + y< 1, x~y <1,
-x -y £1.
Kugle i oktaedar zadati su nejednaé¢inom 124-324-32

odnosno |x| + |y + |=l <1,

<1

Mi &emo kao prvo razmotriti ome konveksne skupove
‘koje moZemo zadati pomoéﬁ nejednaéina:

(1) jtd .- 849X + "32!2+"'+‘.jnxh-bj <03 (J=1425000,m);

x & R®, Konveksni skupovi zadati sistemom (1) mogu biti ogra-
nideni ili ne, Za nas &ée od posebnog hteresa biti polijedri
i1i xonusi zadati sistemom nejednalina (1). Ukoliko posebno
ne naglasimo kad. govoriﬁo o polijedru ili konusu smatralemo
da su sva ogranilenja iz sistema (1) potrebna za njihovu de-
finiciju. Radi daljeg izudavanja nekih osobina polijedara i

konusa uvesddemo sledeée definicije.
n

@ b : had &
) Definicija 4.l. Za dve hiperravni ‘]ZJ El 8,4X;~b <0
i 571_: 12'1 By s X;=by = 0 kaZfemo da su susedna ogranicdenja poli-

jedra odnosno konusa ako, bar jedna talka njihovog preseka pri-
pada poli:jedrﬁ odnosno konusu.

Definici;]a 4,2, Za polijedar .Quo kaZemo da Je oko-
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okofimsy. polijedar u tadki U_ polijedra Q ako je talka U,
anutrasnja taika polijedra 2, a sistem ogranilenja koja
definisu -QU dobijamo iz sistema ogranifenja za defini-
0

ciju polijedra () translacijom istih W pravecu hiperlopte
n

S ? (x.-U. )2 = r2 , tako da nova ogranidenja dodiruju S.
=1

i"Vio
Centar hiperlopte je U, = (Uy,00pg0 =+ * U,,) @ polupreénik

Iz same definicije okolinskog polijedra QUo moZemo
zakljuéiti: l. Da je broj ogrsnidenja za definiciju polijed-
rafli g, isti.

2. Ako su hiperravne Til i S?k“ susedne za polijedar J2 tada
su i T"IU.‘ i ‘ﬁ]mé' susedne za polijodarJ)uo, gde su ﬁt’lno
i T(lmo jednadine hiperrawvni koje odgo:}ara;ju hiperravnima Fl
i ﬁk' U svakom temenu polijedra imamo najmanje =n hiper-
ravni, koje prolaze kroz njega, pa su sve te hiperrawni i su-

sedne.

Definicija 4.3, Za konus K* sa vrhom u tadki ¥V, ka-
Yemo da je unutradnje transliran konus konusa K sa vrhom v,
ako Jje Vl € K 1 prilikom te translacije V predje u Vl.

Sada éemo razmotriti neke osobine koje su u vezi sa

unutrasnjim translirapem konusa.

Teorema 4.1, Neka je dat konus K CR® sa vrhom V i
njemu unutrasnje transliran konus K*® sa vrhom 71. Neka Jje hi-
perravan Tivan konusa K 1 neka je V najbliZa tadka konusa
K od ?l‘, tada je i vrh V, konusa K® najbliZa talka konusa x*
od hiperravni ic. |

Dokaz: Kroz vrh V Xkonusa X postavimo novu hiper-

ravan q-l'v koja Je paralelna sa 3: s 0dnosno da su njihovi vek-
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tori isti. Konus K é_e lezati u onom delu prostora R® u od-
posu na postavljenu hiperravan (Rv u kome nije hiperravan ﬂ’ .
Prilikom unutrasnje translacije §y v ée preci u novu hiper-
ravan (r'vl ali &e konus K™ biti u onom delu prostara R raz-
deljencg sa hiperravni ?&Jﬂ_ u kome nije hiperravan ﬁ. s, Pa Ce
zbog toga tacka V, | biti najbliZa tacka X* od hiperi-avnigr.

Posledica 4.1, Iz teoreme 4,1l. sledi posledica za
polijedre J2i (U, .+ Ako je teme V polijedra {2 najbliZe hi-
perravniﬁ koja nema zajednicdkih tadaka sa ) , tada je i od-
govarajuée tenme Vl okolinskog polijedra Q-Uo poli;jedra_Q naj=
bliia tadka polijedra () 9o od Ji.

__ MoZiemo primetiti da sve §t6 smo govorili za najblizu
talku mofemo isto reéi i za najdalju tadku.

Teorema 4,2, Heka je dat konus X C R® s5a vrhom V
i njemu nnutrnﬁn;li trmliran konus K* sa vrhom Vl. Neka Je
talka O van konusa K i neka je V'na;jbliia tadka konusa K od
talke O, “ada je i V, najblifa ta¥ka konusa K" od taZke O.

Dokaz. Posmatrajmo nsajpre prostor 32. Jasno Je da

ako je V vrh konusa K odredjenog ogranicenjima 3:1 i Tz naj-
bliZa taika telki 0, tada krug koji prolazi kroz V sa centrom

u O sede prave Tl'l i. ?52 van konusa K, pa ée najbliZa tacka
Tll odnosno ﬁ'z od tadke O biti na sredini izmedju presekaﬁl
odnosno %2 sa krugom koji prolazi kroz V a sa centrom u O.
Prava n koja prolazi kroz O a normalna je na 3271 Je takva
da leZi van kxonusa R & svi koncentriéni krugovi sa centrom u
O seku prave koje su paralelne sa 311 u dvo tadke od koJjih Jje
jedna sa one strane sa kXoje nije konus K. Iz napred izloZenog

sledi da smo neki krug sa centrom u O prolazi kroz V, onda on




mora tangirsti KT u V, 8to Je i trebalo dOkazati. Ako sada
posmatramo K u R® onda mofemo pretpostaviti da teorema nije
tadna, tj. da Je najbliia tadka konusa K neka talka U £ ?1.
No,ako bi sada posmatrali jednu dvodimenzionalnu ravan koja
prolazi kroz V, V; 1 ¥r 1 jzvraili projektovanje K, .l | O
kso i koncentriéne hiperlopte sa centrom u O, dobili bi smo
dvodimenzionalne konuse i koncentricne krugove gde ne bi va-

%2ila teorema za R2

8to je nemogude,

Nije tesko uoliti da umesto koncentriénih krugova
mogu biti i koncentriéne elipse odnosno koncentriéni hiper-
elipsoidi, jer projekcijom sve ono 8to smo govorili za kru-
gove mo¥emo govoriti i za elipse., Zato demo dati sada slede-~

éu teoreamu °

Teorema 4.3, Neka Jje dat konus K sa vrhom u tacdki V
i neka ;jé K*® sa vrhom LY unutragnje transliran konus konuaa K.
Ako je V telka minimuma ga funkeiju 2Z(x) = i aidxi: za
x e(xl,xz,. . .,xn) € K, tada je i V, taéka nlnimuma funkcije
Z za x & K™,

Dokaz: Podjimo od &injenice da je ortogonalna projek-
cija'prave i kruga na ravan u R3 prava odnosno elipsa. Isto
tako moZemo se pozvati na Einjenicu da se svaka elipsa moZe
projektovati bar na jednu ravan, tako da njena projekdéija bu-
de krug. Iste zakljudke moZemo dati i za centralnu projekciju,
pa zato tainost teoreme 4.3. kada je u pitanju prostor 35 ne
bi tesko dokazali s obzirom na prethodnu teoremu,

Istinitost teoreme 4,3, u prostoru R® moZemo poévr-
diti na taj natin 8to éemo pretpoataviti da je teorema 4.3,
tadna u prostoru g1,

*Kvadratna funkcija
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5. NEJEDNAROSTI

U ovom odeljku posvedena je posebna paZnija ogra-
ni%enjima datim u vidu nejednakosti. Znamo da svaki ekstre-
malni problem sa ogranienjima motemo rediti samo ako dobro
poznajemo ta ograniZenja. Drugim;reﬁima metod redavanja eks-
perimentalnog problema sa ograniZenjem je u uskoj vezi sa
prirodom samih ogranidenja. Nejednakosti igraju vrlo vaZnu u-
logu u teoriji aproksimativnih metoda 1 nemaju nifta manji
zna%aj ni u drugim oblastima matematike.

7a iznalaZenje novih kao 1 za pooStravanje veé po-
znatih nejednakosti primenjuju se razne metode, Navodimo.
D,S.Mitrinoviéa i N. Vasida, kéja se sastoji u slededem.

(1) Podje se od nejednakostl koja se dokazuje korisdenjem
teorije ekstremuma, (ii) U furkeiji pomodu kole se dobija
uo&ena nejednakost na poznatl na¥in se ubaci jedan 114 vi-
fe parametara, (iii) odredi se ekstremum ove funkcije koji
sadr?l parametre, smatrajuéi ove parametre kao fiksne. Na
ovaj na&in se dobija nejednakost koja sadril iedan ili vile
parametara. Dajudi tim parametrima pogodne vrednosti, koje
ne mo:aju biti fiksne, dolazli se do raznih nejednakostl raz-
11%itih od polazne najednakosti. ’

Ja sam doSao na jednu novu ideju za dokazivanje ne-
kih poznatih kao 1 novih nejednakosti. Ova ideja bi se sasto-
jala u slededem: Podje se od jednakosti f fix) ! = £ e (x)
pa se zatim specificira funkcija £ kao talka x. Isto tako
mo%e se podi od izvesnogidentiteta, a zatim se tai identitet
analizira kao funkcija jednog 1li vise argumenata, zavisno od
toga kakav polazni jdentitet ima oblik.

Na®in na koji je M. Marjanovié u radu [ 31! dokazao
nejednakosti J. Karamate {1 J.Steffensena pomogac mi je da do-
djem na ideju da dam novi dokaz nejednakosti M. Petrovica dat

u sledefoj teoremi.
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Teorema 5.1. Ako je f konveksna funkcija na segmen-
tu [0,2]1 ako Je x, € [0,a] .(i=1,.00on) 1 X 4Xp4e.odxy = 3,
tada va%i sledeca nejednakost.

f(x1)+f(x2)+...+f(xn)_$ f(x1+x2+...+xn)+(n-1)f(0) (1)_
Dok a z: Mofemo slobodno pretpostaviti da je
xl xz s o @ xn . |
Sada definiZimo stepenaste funkcije g, i g, na
slededi nadin.

n , x €[o x,

n-1, X € %X; X

2
g, (x) = : g, =1, x¢o,a]
1.: X Xpo1 *n
0, X X, » &

sl. 1.

Tz definicije funkcije ql 1 9, sledi nejednakost

x
g, (x)dx 'é g, (x)dx 3to demo oznalitl sa g, % g,. Zaista

OV OLX

g, (x)dx = n1x1+(n-1)(xz—x1)+.--+(xn-xn_1)

= X, £ + xz + o, « o + X = Q2

1 n
Kako je £ konveksna funkcija, mofemo je predsta-

viti pomodu integrala kao

X
£(x) = £(o) +.S £-(x)dx , gde je £~ Y rastucéa
o




Fou

tegrabilna funkcija, pa na osnovu steffansenove nejedna-

i in
kosti [‘.32.] imamo
a ' a a
S f(x)ql(x)dx L .i f‘(x)gz(x)dx = S £ (x)dx = £(a)-£(0) .
© | o
S druge strane.
:an )
3 fxg blax = n £(x,)-£(0) +(n-1) £0xy)-£(x)) +

e . ot f(xn)-f(xn-l) =

= f(xl) + f(xz) + ., . of f(xn) - n £(0)

odakle, posmatrajuéi poslednju nejednakost, najzad

dobijamo nejednakost (1l). 2a sludaj kada su Xi =X1,
vainost nejednaiine (1) potvrdijujemo pomodu granifne vrednos-

ti.

Koriidenie jdentiteta za dobijanje nejednakosti

U sledeéih nekoliko teorenma koristifemo se jednom

interesantnom jednakosti ff-l - fnlf. Pomodu ove jednakosti,

ako posebno pretpostavimo homogenost, xonveksnost 1 sgbadi-

tivnost funkcije £ moZemo do&1 do vrlo interesantnih nejed-

na&ina.,

reorema 5.2. Neka je £ realna rastuéa konveksna

funkcija, koja je definisana na intervalu ili segmentu I,
tada va?i nejednakost

n -1 | -.1. 2 |
£ ( 121 Pf (%)) & £ (121 Py £(x,))} (1)

n
gde je p, 20 i El p, =1 a x, & I.

Dok a2z, Kao prvo moZemo zakljuditi da funkcija

£ ima jednoznaZnu inverznu funkciiu f_l. Tnverzna funkcija
f-l takodje je monotono rastuda ali konkavna. Kako za kon-
veksne, odnosno konkavne funkcije vaZe sledele nejednakosti.

41 n
£F(Z p.x,) & p,E£(x,) .
PR ! "‘1%1 i
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£f P, X P (x,)
5 P 7 <, B 1l

py =1 1 % C I za 1= 1,...,n}:

n
gde je p; > 0 . 121

a na osnovu jednakosti

n n
-1, n - o £}
£F (2'. pyx;) = 1=21 PyX, £ f(imi1 PyX;)

i=1
gledi nejednakost (1).

Teorema 5.3. Ako je f nmonotono opadajuca i kon-

veksna funkcija koja preslikava seqgment I = [b a] na sama
sebe, tada vaZi jedna od sledecih nejednakosti: |

n n
e~lie W el
“12-1 py £(x)) £ (X Pyt (x,)) (1.)

;1 n -1 m
£ p, £ hx N & E(Z Ry ETx)) (2
i=1 i=A4 ’
n | |
>0, Z p, =1 1 x, €I za i = 1,2,.0.,0 &

gde le Py &

Dok a z. Inverzna funkcija £l funkcije £ Je

o%iglednc monotono opadajuéa 1 konveksna funkciia na segmentu

I. Pretpostavimo da je

n n n

-1

T p,x) < E(2Z pyxy) 1 7 p,x, < x*
i=1 171 i=1 171 i=1 171 )

gde je x* refenje jedna¥ine f£(x) = x , tada ije

n

n -
(1) x* 2:1 p, £ 1("1’ < 12'1 p, £(x,) , a kako je za

x >xv £ l(x) > £(x) to vaii

n n

-1 -1 -1

n £T p,f (x,) »fd Z p, £ T(xg)) s obzirom na
Z, 1 g 2GR '

pretpostavke © funkcidi £ 1 nejednaZine (1) moZemo napl-

sati.

n n - .
£(Z py £ 0xy)) PECZ By Tlxy)) o d najzad
I=] =




-— 3T6_-

n _ n
fl(f;;Pi'f 1(xi))‘$'f(i=1 Pi‘f(xi))' 5to je i1 trebalo doka-

zatli. S1i¥no moZ%emo dobitl 1 nejednadinu (1).

Teorema 5.4. Neka je £ monotono opadajuca kon-
kavna funkcija koja preslikava segment 1 na samu sebe. Tada

va3l {edwa od nejednakosti:

-1 -1
£ . £ £ 1
(Zpy-£lxy)) ¢ (2 py-f (%)) (1)
-1 v - -1
£ (2 py-£0xy) < (2P f X)) i (2)
| n
gde je p, > 0, -2} o, = 1 i x, &I za 1=21,2,¢e0,0

i=]

Do k a z. Inverzna funkcija od £ Je monotono
opadajuda i konkavna funkcija. Kao i u prethodnoj teoremi

.mo!emo pretpostaviti da je.

| n n n
-1
1% p,x,) (T pyex) 1 Z pyxy <Xt
jm1 1 j=1 1 jmp 11 '

gde je x* reZenje jedna¥ine £(x) = x, pa Je zbog konkav-
nosti funkcije f 1ispravna nejednadina (1)

x* £ p,.£ (%) P, £(x,)»
f=1 1 17 gap TR

a zbog opadanja funkcija - £ 1 1-1 vatewnejednacine
M o o &
-1 -1 -1
£ (2 pyE y)) BE (2 py-£(xy))

- M
f(Zpi.f-l(xi))' 2 £ Zpif(xi)). Ako je za x D> x*
| 4
f"ltx) 3.f(x)"moiem@ najzad pisati 1 nejednaZinu

n n |
(1) £ 1(121 p,.f 1(x1)) thigl py-£(x4)) pokaz je zavr3en.

Teorema 5.5. Neka je £ superaditivna funkeija

koja preslikava skup raalnih brojeva I na samy sebe. Tada

va¥i nejednakost

| n. . 1. B
1) £(S £x)) , L2 £(xy))
i=] ~ im]) )
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gde ie xiéI, (L1 =1, 2, « « ).

Dok az: Punkcija f Je superaditivna, tj. vazi
nejednaéina.

(1) £(x, + X,) 2 £(x,) + f(x,) za x, i x, 1z I.

Iz nejednaZine (1) zakljudujemo da je £ monotono rastuda,
pa je njena inverzna funkcija g1
ga. Rko u (1) umesto x, i x, stavimo £hx,) 4 £ (xy)

dobijamo nejednacinu

takodje monotono rastu-

f(f-ltxl) + f_]'(xz)) FX t x5, 28 obzirom da je

f_l monotono rastuéda, imamo nejednainu:

(11) £ 1(x)) + £ (x,) 2 £71(x, + x,). Odnosno:

(111) £ 1 (x,) +. . RPRICRE S S C I NN R P

zbog superaditivnosti funkcije £ i raidanja funkciije f-l

moZemo 1z jednakosti,

.. 1. B
£ (Z %) = f £(2 x,) pisati:
i=1 1=1

s ¢! S
£( £f “(x,)) X, )
1=1 1) 2 f=1 1

n n .
f-l(z £(x,)) £ -2 Xy i na kraju nejednalinu (1)
i=] 1=1 | ’

%ime je dokaz zavr3en.

Primedba. Iz dokaza teoreme primedujemo da
I nije obavezno segment odnosno interval.

Na osnovu gore dokazanih teorema 2, 3, 415, mo-
Yemo izvesti dobro poznate nejednakosti, ali 1 veéi broj no-
vih neiednakostil.

Primer 5.1. Na osnovu teoreme 2., Za funkclju
£(x) = e moZemo napisati nejednakost.

% Pi]‘n'x:l. n
<

n
i=}
e D P.eX <1n(fpe

x4
), odnosno

(1)
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n py n
AG > 4 P, ¢ X gde je p, =1, x, €1
Dliézii'- 17T

sto predstavlja vezu izmedju aritmetilke i geometrijske sre-

dine.
ako u AGY umesto Xy stavimo 1%—- doblijamo.
i
n n p
i1 L £ 2 - , odnosno

i=1(yi)pi i=1 1

1 N Py
¢ T Y& o 111 vezu izmedju harmonijiske

n py N =1

pa

j=1 Y4

HG

{1 geometrijske sredine.

primer 5.2. Na osnovu Teoreme 2., za funkciju

f(x) = x t/’, gde je t s 0, dobijamo nejednakost,

n n
(1) (X p,.x s/ty 3/t g (3 p,.x t/sy s/t |
=1 =1

Ako u (i) umesto x, stavimo aifit dobidemo nejednakost

. n n
un (2 P2 g (Z p,a%)}/t , qde je

n

Ako u (ii) umesto a, stavimo l/bi dolazimo do nejedna-

kostl.
n -1 n
- -g . ~1/s
(111) (= p,.bty ¥ b2 .

| - s/t _
2bog xonveksnosti gunkcije £(x) = X motemo iz jed

A -
nakostli f£f(x) = X napisati
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n Ve Te - n
(£2; PyXy vg/t) VZ?S Ezi Py¥Xy v 111 ako umesto x,

xt

stavimo cy dobijamo

n . n
1) (2 pyey®) /s (Z p,eiht/t

Tz (11), (i1i) 1 (iv) sledi da je funkcija
Fl{t) = (i pixi)l/t rastucda za svako ¢t,
1=}

Drugl naZin dokaza da funkcija P(t) raste, data
je u D.S. {: t]
Primer 5.3. Na osnovu Teoreme 5. Za funkciju

f(x) = x s/t , gde je& 0<s¢t , imamo nejednékost

n n
(1) (Z x, V% MEg(Z x ¥ U
1=l iml
Ako umesto Xy stavimo ait u nejednakost (1) dobidemo ne-
jednakost -
= _t.E - S %' L
(T ath)t 2 (2 a))® . odakle zakljuZujemo da je
=S
funkciia

n
Pit) = ( <& a- 1/t
i=]

opadajudéa za t 20,

Roriddéenie teorije ekstrema za dokazivanje nejednakostl moZe
biti od velike koristi. Ukoliko najpre formiramo pogodnu funk-
ciju koja je inicirana podesnim jdentitetom u prostoru e,
Ova ideja omoguéava da na prvi pogled raznorodne nejednakosti
dokafemo 1 izvedemo na Jjedinstven na¥®in. U sledadéim teoremama
ovu ideju femo demonstrirati za dokazivanje veé poznatih ne-
jedhaéina xao i za dobijanje niihovih uop3tenja, a isto tako

i za dobijaﬁje novih nejednakosti.
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Primer 5.4. Posmatraimo identitet.
1 1

n n 5.5 n =
(1) 121 ab = tizl a )‘*"ci‘z‘TL b2, gde je
%+é-= 1 . Uvedimo funkciju z 4 oznake ¢ i H
(2) = (Z aDP(Z b -z =0
i=1 i=]
>
H = a,b, -~ 2= 20
5 s

Uo&imo gradijente ¢> 1 H ako prihvatimo da su hi-
perpovrs @i hiperravan H funkcije samo od a, i z imamo

grad = (5%" ¢ o 20 96) =

"' oa, ' Oz
S g lp-1,5 q%
((12 aE)P al ' (211)1) g o s - 1)
=]

grad B = (bl' e« o o¢by » = 1)
pa bi se hiperpovr3 i hiperravan H dodirivali, potrebno
je da je

F

1. '
(Z APl = dpy

i=1

. P—]_ -
ay m.bk

1 1
2 ab, (2 p, I =
S VS DT e
1w ’
1 1 |
gde je E-l-a-l 1 ai,bi70, i=1,...,n.

vife o ovim nejedna®inama mo%emo saznati u [18] [:‘27_,
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Primer 5.5. Za dokazivanje Minkovskijeve nejedna-

kostl _
n N %
1) Z (agy)T T g (Z aj)F+ iZluzﬂi)l" -

moZe posluZiti sledeca funkcija

F(al I 32 ’ [ ] ] .an F bl F ] & ] 'bn) =

n -!'- -]-'- n ..].'.
(;Z (ai bi)?)P - {i az)p + (2 bﬁ)p , kojd uz uslov

1 i=1 1=1
1 n
Ela"'cl" 1Z‘1bi=02 a, 30, b, »0

. c
ima jedinstven maksimum jednak 0 za a, = ﬁl-- a 1

C
bi - Hz" b, i=1, .. ., n, ¢Cime se dokazuje nejednacina

(1). :

Primer 5.6. Jedan identitet u R® za dobijanje
Ko3ijeve nejednaline.

" posmatrajmo najpre jednu tacku B i jednu pravu p
u ravni, odnosno prostoru Rz, a zatim jednu ravan P 1 Jednu
taku B u prostoru R3, i sli¥*no tadku i linearnu formu u

prostoru rRE.
Neka je data taika B(b, , bz) i prava p.

2
alxl + azxz = 0 uravnl R .

Uo¥imo pravougli trougao OB“ B, gde je'B‘ ortogonalna projek-
cija tatke B na pravu p. TaXku B” nalazimo u preseku prave

Pp 1 normale n spultene 1z tatke B na prava bP. Koordinate

ta%ke B dobijamo reSavanjem sistema,
(1) p-. a,xy + ax, = 0
x, -~ b - b

. 1 1 *2 2
a4y 25
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| a b + azb2 albl 2b
pakle, nalazimo tatku B (l:al--a1 —2———-2—-— —--2——-—5).
ay + a,

prema Pitagorinoj teoremi, za trougao 0B ‘B imamo

{11 u obliku
a.b_+a b N a b_+a b
(2) b24bs = (by-a, P22, - *1T272,2

S1i®nim posmatranjem u prostoru R3, umesto prave P posmat-

K umesto sistama (1) sistem.
= 0,

rademo ravan P,
P. ;% + a,X, + a,X%q
x, - b X, = b x. - b

(3) n’: 1 1 2 2 3 3

a 32 &3

Tz odgovarajuceg trougla, prema Pitagorinol teoremi dobijamo

ijdentitet.
- 3 3 )
3 > aib:l. ( 2 a':l.b:l.) |
(4) %bz-z b,-a, — bt
- Py ' -
i- 1 fml 2 2
a, Z a;
§m {=l

Na sli¥an nacin za prostor R dobili bi identitet

n
5y = a2 Z b} - (£ a,b,)’

im=] 1 {i=] i=1
n
1 |
2 ay
i=}

Kod poznatog Lagraniebag-idantitata imamo umesto

desne strane izvedenog 1dent1teta (5) izraz.

Z— (aibj - ajbi) )
sledi Ko3ijeva nejedngkost:

6 5 a2 p2g (3 2
a
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5.1. NEJEDNAKOSTI U TEORIJI EKSTREMALNIH PROBLEMA
I TEORIJI NEPOKRETNE TACKE

7za iznalaZfenje novih metoda za reXavanje problema iz
linearnog i nelinearnogq programiranja od velikog je znataja po-
znavanje teorije nejednakosti. |

Ogranifenja za promenljive su obilno data u obliku
nejednaXina i jednaZina u EBEuklidskom prostoru R', Ta ograniZe-
nja defini3u konveksni skup ili konveksno telo kod linearnog 1
konveksnog proqramiranja. za postupak p kojim 2fektivno dola-
zimo do taXke maksimuma u konveksnom programiranju moZemo reci
da definise fuﬁkciju koja preslikava skup ograniZenja u sama
sehe, Ta funkcija prema samoj konstrukciji mora da poseduje oso-
binu nepokretne tafke. Zato izulavanje uslova za postojanje ne-
pokretne taike je od bitnoe znacaja za konstrukciju postupka za
nalaZenje optimalnoe resenja u programiranju.

Iz razgovora sa kolegom Lj. Ciricem o nepokretnim
tadkama funkcija,proizaslo je interesovanije za uslove kojl su
uglavnom nejednac¢ine,{ kojl obezbedjuju postojanjs nepokretne
tadke. Rezultat ovog interesovanja je jedno uopstenje Teoreme
A. Ivanova 121].

Teorema 5.1(Ivanov): Neka je (x,d) kompletan metricki pro-
stor, T:X X takvo preslikavanje da su uspunjeni uslovi:

«d (x,v)+bd (Tx,Ty)+ ¥a(x,Tx)+a(y,Ty) ]+

+8{a(x,Ty)+d(y,Tx)] = o (1)
A+ P+ 28 < min{o, - 29} (2)
i+ ¥ +9 € 0 (3)

Tada postoji nepokretna talka preslikavanja T, a ako je is-
punijen 1 uslov

d+ B+ 28 < 0 (4)

onda je nepokretna talka Jedinstvena. ,
Od interesa je da postavimo pitanje kakve jos us-
love treba dodati, pa da & ,m, ¥, ¢ budu funkcije koje su

definisane na [0, 2 ). Na ovo pitanje daje odgovor sledeca
teorema.
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Teorema 5.1.1. Neka je (X,qd) kompletan metyilki prostor
{ neka je T:X—» X preslikavanjie prostora X u samog sebe.
Ako postoje neprekldne funkcije sa desne strane d(t), g(t),
$(t), d(t) koje preslikavaju [0 %) u (- o , ) tako da su

ispunjeni uslovi:

Jd(b)d(x,y)+p(b)a(Tx,Ty)+ Sioyfaix, Tx) +ay, 1Y) +

o) [atx,Ty) +d(y,Tx)] 3 O (1)
af(b)+(stb>+?tb)+5tm+l5tb)l <0 (2)
B(b)+¥(b) + J(b) <O * (3)

A(b) + P(b) + 20(b) <0 (4)

gde je Db = a(x,y), x 1 y iz X, tada preslikavanje T ima

jedinstvenu nepdkretnu tadku.
pDokaz: Ako u (1) aumesto y stavimo Tx dobijamo:

c((b_x)d(x.'!'x)+f5(bx)d('rx.'r2x)+ftbx) [atx,T) +
M(Tx,’l'zx)] +5(bx) [d(x,'rzx)-!-d('rx,'rzx)] z0 . ili

r

(b )+ (b) d(x,Tx)+ (b )+ (b)) a(Tx,T°x) +
+(b )a(x,T°x) O | (5)

gde Jje bx = d(x,Tx).

Razmotriceno dva sluZaja. Prvo, neka je J(bx) > 0, Na osnovu
relacije trougla 1 &> 0 sledli: |

J a(x,T%x) <Ta(x, Tx)+3a(Tx,7°x), te prema (5) sledi:

d(b)+¥(b )+ (b ) a(x,T,)+[Bb )+8(b ) +0(b )] a(Tx,T%x) 3 0

odnosno
- b )+ Hb ) +I L) aTx, T € [4b_) # (b )+0(b )] d(x,Tx) ,

pa 8 obzirom na (3) imamo da Je:

Ab ) + ¥iby) + B'(bx) > 0 (6)
d(b ) +¥(b_)+3(b_)

a(Tx,T°x) € - —-’-‘--————’E-—J—.-’-‘-— d(x,Tx) (7)
B(b_)+L(b )+d (b))

Ako uslov (2) za J(bx) > 0 napi8emo u obliku:

o (b ) +¥(b ) +3(b ) < {{S(bx)+$(bx)+3'(bx)] tada zbos (3) 1
(6) imamo:

o
.
i e A ———— = kel e T A .
W—Wz:wmu
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d{b_)+¥(b_)+J(b.)
o_;_--—-"—"s"::l (8)
B(b ) +8(b_)+2(b )

Da bi dokazali da je orbitralni niz {T’;}Kogijev dacemo naj-
pre sledeéu definiciju. Neka je x, € X, x = Tx_,

n+l n
b, = d(xn,x ), n= (0, 1, 2, . . .}

n n+l

Uzimajuél u obzir (7) 1 (8) moZemo zakljuciti da
Je niz }bn} opadajuéi, pa kako je ogranilen nulom sa leva, on
je 1 konvereentan, Dokazaclemo da je

l1imb = b®* = 1)
n

T~

Pretpostavimo da je b » 0, Tada se prema (7) dobija:

. S JEREE CREILIR)
0 <b = lim bn+15 lim —— b

no nes @b )+ )43 ) P

i zhog neprekidnosti J(t) ,0(t) , (L) 1"3' (t) sa desna moZemo
zaklfuliti:

o e = lim b, ¢- ABmEIEDI0Y 4,
n-» A(b*) + £(b*) +d(b*)

, 3to ije
~ d(e)+Y(E)+d (t)

G(E) +Y (L) +I (%)
Prema tome mora biti b* = 0.

u kontrad .kciji sa < 1 =za svako t > o,

Sada ¢demo dokazati da Je ,‘xn} Kodijev niz, Pretpo-
stavimo suprotno, tj. da niz{xn} nije Ko3ijev. Tada postojii
r >o 1 podnizovi,épn}, §qn3 prirodnih brojeva iz N takvih
da za svako n =0, 1, 2, . . . vazi

P, > »>n , d(x. , x_) 3r (9)

n” “n o, ' o

Na osnovu principa minimuma u N moZemo uzetli da je

dx y X ) T (10)
pn-l qn -

Stavimo c, = d(xp(n) y xQ(n)) , n=220,1, 2, . .

M(xp(n)"l ! xP(n))-l$r + bp(n)-],




Kako je 1lim bp(n)-i = 0 zakljutujemo da ¢ tezi

xka r Sa desne strane, pa je zato

1m (e ) =d(r) , Um Bcy) = ), lm Eie =¥
N30 : N-»ed N n

lim E(cn) = 5'(1-)

Ny

Ako u (1) umesto x,y, stavimo respektivno xp(n-ifﬁt"ﬂ
X .
1 xq(;;) sldobijamo:

dlc)alx, iy v+ Xgny? * PRI Tgm(n) * Tram)! +
+ an) [d(xp(n)' T@(n)) M d(xq(n) ’ -T)IE;(n)] +

odnosno:

d(c Yo +plcy)a(Te , T

) + ‘&'{cn)bp(n) +

xp (n) Xq(n)

+80ey)bg () *+ 9ey) ARy (1) Ty ) *

+5(cn)d(x (11)

q{(n) ' T

fp(n)’ 20

Po3to je:

)

d(Tfp(n) d Tiﬁ(n)) - d(xp(n)ﬂ ’ xq(n)-l-l £

)

AXqny Xqiny+1! ¥ gy X)X () o ()42’

s X )-

) 3 dlx ain)+l

alxg )41’ Xpm)+1) 2 %oy * Xqn)? "2 *q(n)

~4(X,(n) * ®p(n)+1’

imamo

d(xq(n)-l-l ’ xp(n)#-l) gbq(n)*'

bp(n) + cn (12)

“be(n) Pp(n) €

{1 gli®no koristedi relaciju trougla dobijamo:

) £¢c, +Db ' (13)

2 Pq(n) € 2 Fpn) *qn)+1 n * Pq(n)
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- ’
nPo(n) € 2%qm) © i+’ € %t Pom) (13°)

2o sada pustimo da n te2il ka + 1z (11) sledi, s obzirom
mna (12) 1 (13), relacija:

oA(r) .T+R(E) T+ § .y s T+0(pyoF 20 1 zbog I > 0

d(r)+{5(r)+2§(r) >0 2to je u suprotnosti sa (4). Znaci
r <0 pa je r = 0. Dakle, ) xn} je Ko3ijev niz. Kako je x -
xomoletan sledl da X konvergira __g_.ekoj tadkli x iz X. Doka-
¥imo da je x* nepokretna talka za preslikavanje T, Oznacimo

sa dn = d(x*,xn), tada iz (1) imamo:

oLd_)d(x*,x ) +p(d )A(Tx*,Tx ) +
Xea ) [acx,,mx ) +a(x* ,Tx*) |+

sJ( o [aex, , Txmvalxr , Tx )] 20 (14)
Ako pustimo da n-pee dobijamo:’
o> (0)a(x*,Tx*) +¥(0)d tx* ,Tx*) +J(0) d (x* ,Tx*) 3 O
a(x*,7x")[ B(0)+3(0) +3(0)] 3 © (15)
1- posto Je ('5(0)-!- t(O)-l-J(Q) £ - %- <0 sledi da je
d(x9,Tx*) = 0 ¢tj. Tx* = x*,

Pretpostavimo sada da postoji jo3 jedna nepokret-
na ta%ka x** tj, Tx** = x** tada Jje: |

A(b*)A(x9 ,x**)+A(b*)d(Tx*,Tx**) +
+3(b*) [d(x*Tx*)+d(x**,Tx**)] +
+S o [atxr,Tx* ) +d(x*r ™*] > 0,
g¢de e b* = Jd(x*,x**).
Odnosno:r |
(d(b*)+0(b*)+2J (b*)] a(x*,x**) 3 0 1 zbog (4)
d(x*,x**) = 0 6 x* = x**

2nadi x* je jedinstvena nepokretna tacka,
Sada Gemo razmotriti sluZaj d ¢ 0.
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Podjimo od relacije

d(x,sz) 3hd(Tx,T2x)-d(x,Tx), a na osnovu (5) moZemo do-

bitl nejednakost:

0 < [d(b )b )-I(b )] dlx,Tx)+ [B(b) +¥(b ) +T(b )] d(Tx, %)

:L_kako“je plb) + (b ) + E(bx) < 0
dobijamo:

5 d(b_ )+8'(b )-d(b_)
a(Tx, T x) { - X d(x,Tx)
B, )+3‘(b )+J(b )

S druge strane za < 0 uslov {2) moZemo napisati u vidu
dib ) + Eb) - Jb) +(b,) + &by + d(b ) < 0 1 zato:

d(b ) +E(b )=d(b )

0 g£- —F < 1

Rb, ) +¥(b )+6(b )

Na taj nacin smo dokazali da 1 za o<e 0 isi;unjen

je uslov Banaha za orbitu-{xn].
Sve ostalo u dokazu se ponavlja sliéno kao za slu-

%aj kada je O >0 &ime se zavr3ava dokaz Teoreme 5.1.].
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II. GLA VA

6. ISTORIJSKI OSVRT

Fkstremalni orobleri su bili predmet ispitivanja
matemati®ara na samom poletku razvitka matematike. MoZemo
refl da su ekstremalni problemi znacajno uticali na razvoj
celdkupne matematike,

Prvobitni rezultati su sredjeni 1 Objédinjeni u
okvirima varijacijanog ra%una sa mnogobrojinim vrimerima 1z
fizike i mehanike. Glavna paZnja posvedena je analizi alat-
kih funkcija i1 funkcionala zadatih na celom prostoru 1li na
delu prostora ograniZenog glatkom eranicom.

Uslovi ekstremuma zaoisivalli su se u tom sluCaju
u vidu tzv. Ojlerovih jednaina (sa multiplikatorima Lacran-
Za u slué&ju ograniZenia).

Razvitak tehnike i1 tehnologiije postavio je niz no-
vih zadataka: zadatak upravlijanja ohjektima, unravljajuci
parametri kojl se menjaju u nekom zatvorenom skupu koji ima
kraja. Sirok krug zadataka u vezl sa ekstremima ispitan je u
radovima L.S.Pontrjagina, V.C. Boltjanskog itd. Dobijen je
potreban uslov ekstremuma u vidu takozvanog "principa maksi-
muma Pontrjaeina®.

Potrebe ekonomike iziskivale su nove metode za iz-
nalatenje ekstremuma glatkih funkcija na zatvorenoj oblastil
sa parcijalno aratkom granicom. Prvi rezultati za iznalaZe-
nje ekstremuma pod gore navedenim uslovima dobijeni su ra-
dovima L.V.Xontrovi®a 1939, «. Danas se ta oblast matematike
naziva matematiéko'(nelinearno) nrogramiranie.

Slienost'rezﬁltata i metoda matemati?kog programi-
ranja s teoriiom ?ontraagina je nesumnijiva, mada je prefinje-
na geometrijska tehnika Boltjanskog i Pontrjagina skrivala
donekle analiti&ku sui3tinu zadatka.

| Ekstremalni problemi su vrlo razllZiti, Jos u pro-
Zlosti postavliieni su geometrijski problemi u vezl sa 1izna-
lazenjem najmanje i najvede vrednostl. Poznato je izoperi-
metriZko svoistvo kruga jo3 1z V veka pre nove ere: pitanja
o maksimumu i minimumu nalazimo u radovima Euklida, Apoloni-
ja i Arhimeda. Potreha re3enja mnogobrojnih i razli¢itih eks-
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tyemalnih problema uticala je na stvaraniu i razvijaniju mate-
matiZke analize i varijacionog ra%®una. U XVIT i XVIII veku
otkriveni su varijacioni princini u statici 1 mehanici.

Danas u vezl sa zadacima tehnike i ekonomije, teo-
rija ekstremalnih zadataka doZivljava nreporod. Naelo se raz-
vijaju matematilko programiranje, teorija optimalnog upravlja-
nja, numeriZke metode optimizacije.

Mada su ekstremalni nroblemi mnoaobrojni 1 sasvim
razliZiti, ipak moZemo uociti 1 dosta zajedniZkih osobina.

Ne mali broj ekstremalnih problema daje se u ooisnoj formi.
Padi toga je votrebno problem prvo formalizovati, kako bi pri-
menill matematiZku avaraturu.

Problem ekstrema ori&no se daje u slede¢oj formi:
Data je funkcija fo(x) definisana na izvesnom skupu X sa
vrednostima 1 u njoj odredjen podskup C skuva X, koji pred-
stavlja ograniXenje za postavljen zadatak traZenja infimum
111 sup. funkclje fO(x).

Rratko: naéi inf (suv) funkciie fO(x) za svako x koje pri-
pada oeraniZenju C 11i u standardnom zapisu:

fo(x) ﬂinf(suPi; x ¢C (1)

Ta*ka x & C naziva se re3eniem zadatka ukoliko u njoj funk-
clja fO(x) dostiZe svoj inf(sup).

Ako je prostor X snabdeven tovologijom, onda to
zna&i da postoji okolina Ux<: C tatke x* . tako da je: |

fotx)afo(x‘)(fo(x) _{fotx') za svako x 1z Uy a
Ux_aﬁ c, U;§X, nreseka neke okoline ta*ke x 1 nodskuona
Primadujemo da: inf £ = sun -f ‘traZene inf
funkciije fo(x) je i1isto 3to 1 tra2enie suop funkcije -fo(x).
Obi%no jedan ekstremalni problem dooudta razne for-
milacije. Naprimer slede¢i zadatak o brahistohrhi. Zadatak se
obi&no zadaje opisno. Neka su date dve kugle koje jednovreme-
no potinju da se kredéu kotrljanjem iz jedne taZke, jedna po
luku kru?nice, druga vo tetivi kru¥nice izmedju njene dve tac-
ke. Ravan kruea je normalna na horizontalnu ravan. Koila Ce

kugla brZe do%l do ni3e taike? Ustanovljava se da fe brie sti-
€1 kugla koja se kre“2a po luku.

—_— — - PR —
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Mogli bi postaviti opstiji zadatak. Xakvu formu
treba da ima 2ljeb po kome se krecCe kugla bez trenja pod
dejstvom sile teZe, vadajuéi 1z jedne taCke u drueu za naij-
krace vreme. Prevesti ovaj zadatak na matematiZki jezik mo-
2emO na viéé nafina. Obilno uvodimo u ravni sistem koordi-
nata (x,y), tako da osa x bude horizontalna, a osa y ver-
tikalna. Neka je v(x) forma Zljeba. S obzirom na Galilejev
zakon brzina kugle u tadkl (x, y(x)) ne zavisi od forme Zlje-
ba, veé samo do ordinate y(x). Brzina kugle iznosi ;f§E§l Sho-
édno tome, vreme dt, notrebno za prelazak dela duZine orave ds,
jednako je: ds/ VEEQ. Tako dolazimo do sledece formulaciie
problema:

(2)
vix)) =0, y(x;) =¥,

Nije te3ko uoliti da minimizacija funkcionala u
(2) Je isto 3to i minimizacija integrala:

2 2
Vi‘--i-f- at (3)
: 29y

preko svih krivih (x{t), y(t)), koje spajaju tatke (x_,o0) 1
(xlyl).

Isti problem moZemo .postaviti polazell od zadatka
koji je u vezi sa prolazom svetlosti kroz ravnu izotropnu
optiXku sredinu, u kojoj lokalna brzina rasprostiranja svet-
losti u tadki (x,v) iznosi iriﬁ_. Na osnovu principa Ferma u
geometriiskoj optici koji €lasi: svetlost prolazom kroz ne-
homogenu sredinu hira takvu putanju da vreme prilaska kroz
datu sredinu bude najkrace. U tom sluZaju gornji problem bi
formalizovall ovako:

T xinf

. 2

x% + vy = 2«y (4)
X(o) = Xey ! v(o) = 0. x(T) = Xy y(t) = Y,
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Iz eore navedenog moZemo zakljuciti da postoji vi-
%e naX*ina formalizacija jednoa nroblema. Svaka od formaliza-
cija ima 1 svoje orednosti, ali 1 svojé nedostatke., Za svaku
od 1zloZenih formalizaclija morall smo predéi 1z jedne nauéne
oblasti u drueu, 111 bolje reéi na modele izegradiene u dru-
gom apstraktnom prostoru. Nije redak slufaj da se razvijanie
jedne nauCne oblasti, pa samim tim i modela koji je defini-
san osnovnim aksiomama u toj oblasti, posneXuie vidjenjem od-
aqovarajuceq problema iz druegih ohlasti.

~ Put razreXavanja jednog nroblema u mnogome zavisl od

modela definisanoag u odredjeno3l nau®noj oblasti. Zato niije re-
dak slutaj da analiza jednos prohlema bude daleko jednostav-
nija za jednog matematifara ako ima pred sobom svoj sopstveni
model koji u sebi sadrZi dati problem. Brojni matematiZari
najéeéce analizu ekstremalnih problema vrie uglavnom na tako-
Zvanom "geometriaskom“ modelu, Zavravo, analizirajuéi krive,
povrii 1 tela u trodimenzionalnom Eklidenom prostoru.

| Iz nanred navedenih formalizacija moZemo zakljufiti
da su ograniZenija kod ekstreralnih oroblema data jednacinama,
ali %esto se zadaju ogranifenja jednadinama 1 nejednacinama,.
Tako dolazimo do slededeq oblika postavke ekstremalnog prob-

lema:
fO(x) —>» inf

?Ix) " Yo

f,(x) %€,0,1 &I
x €A,
gde su ¥ 1 I neki skupovi, F:X-»Y, fi:X—-bR, ielI 1

A C X. Ogranifenie Xx € A je nefunkcionalno, no obi¢no ije

ono_samo poletno.

Sada mo?emo preéi na razmatranie op3tih principa
u teoriji ekstremalnih problema.

Prirodno u vezli sa svakim ekstremalnim probleménr
postavljaju se tri osnovna pitanja: nrvo, da 11 postoji re-
enje postavljenog nroblema? Ako mo2emo pretvostaviti da ono
postoji, onda moramo utvrditl koje sve uslove ispunjava. Na
kraju, kao trecfe pitanje: kako doéi do reZenja, odnosno ko-

jom metodom do¢i do nravog ili pribliZnog rasenja? Ovi za-
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daci pripadaju odeovarajuéim oblastima teorije ekstremalnih
problema. Problemi postojanja reZ%enja votrebnih i dovoljnih
uslova ekstremuma i numeric¢kih metoda za nalaZenije re3enja
su dosta povezanli. Zaoravo, kao 1 svaka matematilka oblast
2to je 1 samostalna, a 1 u vezi sa drugim oblastima.

Jo$ u noCetku moZemo reéi nelto o potrebnim uslo-
vima ekstremuma. Prvi oo3ti princip dobijanja potrebnih us-
lova kod ekstremalnih zadataka bez ograniCenja dobio je Fer-
ma., Njego?a ideja sastojala se u slededem: inf., gladnogq fun-
kcionala fo(x) treba traZiti medju hjegovim stacionarnim tad-
kama, tj. mediju resSenjima Jednacine f;(x) = (), Za zadatke sa
ogranicenjima ov3ti orincip dobijanja notrebnih uslova eks-
tremuma dao je Lagran¥. Metodu Lagran?a mo¥emo rasprostraniti
na daleko %iri krue zadataka od onih koje je on sam razmatrao.

Da bi iskazali opsti orincip Laaran?a postavicemo

sledeéi problem: neka su X 1 Y linearni prostorl F:X Y,
| £,:X—R, i =1,...,m, A ¥. Razmotrimo zadatak:

fo(x)—‘!’inf; F(x) = 0

(1)
f,(x) €0, 1i,...m, x €A

1 g
Funkcidu  Z(x,¥*, A see.idy) = Y4, P+ B A, (),

zovemo funkcija LagranZa zadatka (1). Funkcionom y* i bro-

jevi Ay © %15’ m, nazivamo multinlikatorima Lagran?Za.
LangranZov princip sastojao bi se u slededem:

Neka je tacdka x taZka lokalnog minimuma zadatka (1’). Tada

je moguée nadi multiplikatore vy* 1 Xy 0 (i=0,1,...,m),

koji nisu svi jednovremeno jednaki nula, tako da x, 2zadovo-

ljava potrebama uslove®' lokalnoeg minimuma zadatka:

Z(x, «)=>»inf; x ¢ A
za }1fi(xx)

Drugim recima, potrebni uslovi minimuma u poZetnom zadatku
(1) poklavraju se sa pnotrebnim uslovima minimuma funkeilje

LagranZa na skunpu X C A, ograni®ena, koja ne »nripadaju fun-
keclji LagranZa.

0; i=1;¢--rm

| Ilustrovafemo LasranZov princlp na slededem orob-
lerm. Neka je u (1) X = A = ®»" (n-dimenzionalni Euklideli

prostor) i neka nejednadine nema. JednaZ®ine se zadaju u ob-

liku fltx) = 0....,fm(x) = 0, §to znatl F = (fl,...,fm)
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preslikava R® u rR", za sve. funkclije fi(x), i=20,1,...,m
pretpostavlijamo da su glatke. S obzirom na LagranZov prin-

cip imamo funkciiju LagranZa
m

| Ly = 130 A5 (XD
1 potrebne uslove za zadatak bez ogranifenja L inf (teorema
forma) .
m _
T, = EE; NES(x) =0

Ovaj rezultat poznat jé vod nazivom vravilo LagranZovih multi-
prlikatora.

Princip LagranZa ispravan je kod velikog broja va¥-
nih zadataka, no svaki put potrebno je njeaovu primenu oprav-
dati. Koje su metode dokaza principa LagranZa i drugih potreb-
nih uslova? U osnovi velikog bfoja dokaza leZi metod varijaci-
je. Vratimo se ponovo na zadatak (1), gde je X toploski pro—
stor. Varijacijom tadke X naziva se neprekidno preslikavanie
A==X(A) odselka [B,é‘] u X, tako da X(o) = X,, Varijacija se
naziva dozvoljenom, ako se dovoljno male J~sée taldke XW) pri-
pajaju C. Neka je Y()\) = focx(;J) diferencijabilna u nuli,

, 8ko je X, taka lokalnog minimuma u (1), funkcija € (x)
ima minimum u nuli i va3i nejednadina ¥ (o) 2 0, koja predstav-
lja potrebar uslov minimuma \a(g) na CO £1 . Metod v&rijacija
se sastojl u tome 3to se tra¥Xi dosta 3iroka klasa dozvolijenih
varijacija, a zatim se izvlaZe posledice iz ¥“(o) 3 0, napisa-
ne za svaku varijaciiju iz zadate klase,

Prirodno, na samom pofetku razvitka teorije primenji-
vale su se prostije varijacije - varijaciie po usmerenju. Tako
su dobijeni potrebni uslovi za zadatke u konaZno dimenzionalnoj
analizi,.

O linearnom i nelinearnom nroaramiranju moZemo vide
profitati u [4] [ﬁ] [36]
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7. LINEARNO PROGRAMIRANJE. METOD IZLAZA
T NJEGOVO INTUITIVNO ZASNIVANJE U R2 i R{

7za reSavanje zadataka linearnog pnrogramiranja imamo
dobro voznati simpleks metod, kao i neke nijegove modifika-

cije. Po%to veliki broj zadataka iz ekonomije, a i druaih
oblasﬁi refavamo pomodu teorije linearnog programiranja, to
svaka nova metoda ima znafaja ne samo za reXavanje konkret-
nih oroblema, veé i za obogadivanje teorije ekstremalnih pro-
blema, Metod koji demo dole izlo¥iti izvire iz jedne nama
dobro voznate prirodne pojave sa rekom. Naime, zamislimo ka-
-nalisanu reku prearadjenu nekom mreZom koja treba da zausta-
vi de¥ju loptu. Ako mreZa nije previ¥e zategnuta, lopta koju
nosi voda najpre de udariti u mreZu, a zatim ¢e pored mreZe
dalje ploviti do najniZe kote do koje dolazi i1 mreZa. Znact,
lopta &e u pofetku plovitl pravcem toka reke, a kasnije njen
pravac kretanja e diktirati razapeta mre¥a. Ovaj na oligled
jednostavan put nije te3ko i matemati¥ki opisati. Zato umes-
to zadatki sa rekom i loptom dajemo njemu analogan zadatak:

Neka je zadata funkcija Z = Clx2 + C2x2 ¢iji maksimum tra-

Eimo pod uslovom da vaZe nejednakosti:

ay1%y + aizxz bi sy L =1,...,m (1)
o)

i da je tacka xC = (xl ’ xg) unutrainia tacka konveksnoa
skuoa definisanog sistemom nejednadina (1). Ako Zelimo da

re¥imo ovaj zadatak, sli&no putu koiim je nlovila lopta, mo-
Yemo najpre napisati jednadine nrave koja prolazi kroz tacku
xo. a ¢iji je vektor 3’ = C]I + Cz-ji' u obliku:

t + x°

=C.t +x, X,=0C, : (2)

* 1 1

Uzmimo da se vrednost funkcije 2 uvefava za one tal-

ke x za koje je t raste. Nadjimo sada sve prodore prave
(2) sa pravama koje ¢ine granicu konveksnog skuma definisa-

noa sa (1). Posmatrajmo dalje samo ona granice iz (1) koje
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nrava (2) orodire za t » 0, 1 neka se tl1 prodori ostvaruiu

sa odradjenim nravama iz (1) za t = t, , ade Jje sa & ozna-
%ana vrednost marametra t koiju oval uzirma u orodoru prave
(2) sa pravom (K}: ap X, + Ag,X, = by. Ako skun-?tkk nije ora-
zan na% zadatak ima re¥enje., Dalje, neka Je min{tkj = tl 1
neka je ‘jedinstven, jer ako nije jedinstwven moZemo pofeti no-
stunak iz neke druge unutrasnje tadke koju mo*emo dobiti nHomo-
&4 orodora bilo koje »rave koja nrolazl kroz datu unutra%niu
ta%ku granice konveksnog skupa definisanog sa (1) .

cada piSemo marametarske jednadine oprave (1):

ay4,%, + Ay5%K, = hl ka0
Xy = C{t + x} y Xy = Cit + x; : {3)
qde je talka 'xl = (x% ’ x%) orodora prave {(2) kroz pravu (1):
ay X, + a5,%, = by , a vektor '@ = (c;c;) projekciji vektora

¢ = (P ; C ) na pravu (l). PotraZimo vrednosti t; paramet-
ra ¢t nrodora prave (3) sa ostalim oravama, a zatim izdvoji-
mo one prave iz (1) koje prava (3) prodire za t >0 111 t= .,
Neka je it*s taj skun vrednosti parametra t. taka e dalije

minit*}== t* 1 neka je t* = tj = tjz R tjs ade su

)
31 o« 1 e j5 indeksi koje uzima j, tj. neka kroz jedno te-

me vrnlazi viSe pravih, Da bi kretanje nastavili dalje moramo

% = -
najnre iz skupa ooraniZenja: jkl \ + ajk bjk s, ¥ =1,...
vee,S8 1izdvojiti ono pravo, odnosno ono koje ima bar 0% jednu
tadku koja zadovoljava sistem (1). U tom cilju »nosmatrajmo po-
Catnu tafku xo(xg ’ xg), tatku x*{x* , xi), gde je x* =

1 1
- C{t* + xi i x; = C;t* + x% i sa njima ocdraedjenu novu unu-

trainju tadku:

(n-1)x* + xo (n 1)x* + x°
’

5 = -~ ], ade 4e n Aovoljno veliki

nrirodan broj.

Tarka x; je unutra¥nja taZka konveksnog skupa defi-
nisanog sa (1), a nalazi se u okolini taXke X*, Kroz ta%*ku x;
nostavimo pravu (4) €ijl je vektor € = (Cf ’ Cg), a zatim
nonovo kao sa pravom (3) vpotra¥*imo vrednost parametra t za
koji “e prava (4) imatl "{»1az" iz konveksnoa skupa odredjenoq
sa (1), Uzmiro da je tj vrednost narametra t 2za koil se

nostiZ?e izlaz iz Aatoq konveksnoo skupa i neka je za t = tjz

T -
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r(xr ’ xg) izlazna ta*ka koja 1271 na pravoj (jr):

X 15

23r1%1 ¥ 25.0%y = Pype

Jasno je da je tj2 = min;tjl ; tj12 e v ey tjs}'

Sada mo¥emo uporediti vrednosti funkciie Z =za tad-
ke x* i xT. Ako je  Z(x*) )rZ(xr) nostupak je zavrden 1
Z{x*) je najvela vrednost funkclie 2Z, a ako je Z(x*)<:3(xr)
postumnak se nastavlija na navred ovisan nadin, samo se iz da-
lijeq razmatranija odstranjuju oecraniZenia koja su dodirivala
konveksni skup definisan sa (1) u temenu x*.

Iz nanred izloZenog moZemo zakljuliti da se tra“e-
nje najvefe vrednosti funkcije 72 metodom izlaza svodi na od-
redjeno kretanje duZ aranice konveksnog stuva. Isto tako pri-
mefuijemo da svako teme moZe biti potencijalna taCka maksimuma,
va je zato potrebno 1zra6unavaii vraednost funkcije Z u sva-
kom temenu, kao 1 u dovolino maloj okenlini oko temena.

Za reS$avanje odgovarajufeqg nroblema maksimizacije u
nrostoru 'R3 metod i 21 aza mofe da se primeni, ali s ob-
zirom da su ograniéenja ravni, kretanje po granici zadatoa kon-
veksnog skupa bicde nedto sloZenije. Da bl se uoZile sve vnotes-
kofe kod primene metode i1zlaza u dalijer izlaganju re#*icemo

jedan problem linearnogq programiranja 1 prostoru R3.

Nz~i naijvefu vrednost za celu funkciju 2 = C_ x, +

Il
+ C2x2 + C3 3

(1): ilxl + aizxz + ai3x3 < bi y 1=1,2,...,m (5)
o 0O 0

i da je data jedna unutradnja taZ%ka (xl,xz,xq) konveksnog sku-

nod uslovom da su ispunjena ogranifenija

pa definisanog sa (5). Radi refavanija ovoa zadatka najore na-
pi3imo jednaline prave

O - o
Xy = Clt Xy Xy = Czt t X, s Xy = C3t t X3 (6)

i potraZimo skuo ftij&pozitivnih vrednostl pnarametra t za

o
1

koje imamo ostvarenes nrodore prave (6) kroz odqovarajuée ravni
iz (5). Izabrall smo skup vozitivnih vrednosti oarametra ¢t,

Jer kao i u prethodnom zadatku u prostoru Rz vradnost funkciie
2 raste kada t raste., Neka je dalie min 2t ] # jedinst-

ven. Sada nadjimo nroijekcije ¢ = (Cl, C?, -3) vektora T =

_ = N,
= JCI, C2, C3} na ravni (3) j1x1+ajzx2+aﬁ3 3 i

B | ————— ek = e e e - ae = .
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Ako vroiektujemo vrh (C1 C2 C3) vektora C na ra-
van (j) dobicemo:

C (a ) (C,a. +Ca_‘3)

2 2
C.{a + a L (C a + C.a..)
2 a: + a + a
11 32 33
2

0
Lty
|
P
Lt
F
jaH
e
NS
+
v
.o
-
L
|
v
LAl
@
(% )
o
A
+
I‘..J-
]ha

ukoliko je C{ C£ = Cg = 0, TaXke strane konveksnog skupa

koje le¥e na ravni (j) su tadke maksimuma. Neka je bar jedan
C # 0, 1i=1,2,3, potraZimo skun pozitivnih vrednosti tk
za koje se ostvaruju orodori kroz odaovarajude ravni iz (5)
i prave X, = C’t + xj ’ xz = C .t + xj r Xq = Clt + xj

1 2 2 3 3

de

1 r Qde

je xj = (xj ’ xj ’ xj)'taéka nrodora nrave (6) 1 ravni (j).
1 2 3

1 1 .
Neka je ponovo min_{pg I% ti jedinstven,

balje, treba tra¥iti projekeciiu v&ktora'3'= (Cl,ﬂz,c3}
‘na nrasek ravni (1) 1 (j), a zatim skun vnozitivnih vrednosti
it;zl za koje se ostvaruju prodori sa odgovaraiuéim ravnima 1z
(%) 1 prave

" " 1
i r X, = C,t + x% ,'x3 = Cat + Xy (8)

= " i
xl cC.t + X > 2

1

ade je e = (C" 2,(: ) projekcija vektora = (C C, C ) na
presek ravni (1) i (3), a =(x1, x;, X3 ) ta’ ka tog preseka.

Ao min {tizj = t;2 nije jedinstven, onda se tene x*3 konvelk -

snoa skupa def. sa (5) koje dobijamo iz (8) kada umesto t sta-
vimo t*2 nalazi u vi%e ravni, all sve one ne moraju imati jos
neku taéku zajednidku sa konveksnim skuvom odredjenim sa (5),
tj. neke mogu samo dodirivati konveksni skup u temenu x*3. Da
hi se odluXili koje ravni stvarno obrazuju konus u x*3 mo¥e-
mo nostuniti sli%fno kao kod prvog zadatka u ravni rZ,

3 o)

spojimo taZku x*” sa unutra3njom ta*kom x°, a za-

tim nadjimo jednu tafku x°1 1z okoline ta%ke x*3 upravo ta®-

“¥u &1je su koordinate date jednadinama:
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o) 3
3+(n l)xg

O,/ _ a3 O, p_ 3
o1 x1+(n l)x1 01 _ x2+(n 1)x5 o1 X
xl - e r xz - ——— w——r X3

n n n

ade je n dovolino velikl prodoran broij.

Nadjimo sada min {t;*l = t: skupa pozitivnih vred-
nosti narametra ¢t za koje dobijamo preseke wvrave (10) 1 od-

govarajuce ravnl 1z (5), gde je: | -
— L] 01 - n Ol = ”n 01
X, = Clt + Xy v X4 C2t + Xy 1 Xg C3t + Xq {1n)

Ako je Z(x*B) 7Z(x°) postoijl moau® nost da e Z(:rc"'3 ) naj-
vefa vrednost, alli 4a bl se u to uverilli moramo oonovo notra-
¥iti vrojekciju vektora T na ravan (s) 1 nanisati jedna*ine
prave kroz talku xs, a %iji Je vektor projekcija vektora ]
na ravan (s), a zatim naél prvi prodor kroz odgovarajufe rav-
ni 1z (5) kojim naouitamo za pozitivnu vrednost parametra t

na¥ konveksni skup. Ako obeleZimo taj nrodor sa x31, onda dje

Z(x*3) najveda vrednost ukoli¥o va*i
72(x*? 7 =>2(x%h) » 2(x%) (11)

a ako (11) nije ispunijeno postupnak treba nastaviti kao i u oo-

sl u neku novu tacku xs2 tre-~

Setku., Posle prrelaska iz tacke x
ba iz daljeq razmatranija izostaviti sve one ravni iz (5) koje
su prolazile kroz teme x*3 1 dodiruiju polijedar definisan sa

(1) ao 1 one koje mo*emo uzeti za hazu konusa sa vrhom'u x*3

i ¥1je smo prodore sa orethodnim pravama dobijali za negativ-

no ¢t.

Metod i1izlaza ima nedostatak koii se ogleda u nenre-
cizno definisanoj okolini oko nekog temena, zanravo ne bal
vrecizno definisanoag nrirodnoe hroja n. VYerovatno da su onrak-
ti¥ni problemi takvi da umesto n mo?emo uzeti 100.

Projekciiu vektora na ravan odnosno oravac tra%imo
na vi%e nacina, ali vodimo racuna da je nama potreban samo

pravac 1 smer toa vektora.

(9)
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7.1, METOD IZLAZA SA OKOLINSKIM POLIJEDROM

U vedini sludajeva problem linearnog programirania
koji se javlja u tehnici, ekonomiji ili dAruaim oblastima, ni-
je uvek "odisfen” od suvisnih ogranidenia, bilo d4a lice koje
zavisuje probelm nije dovolino stru€éno da od ponudjenih poda-
taka odabere ona nrava, ili rmak zhoa komplikovanosti analize
koju treba svrovesti.

Problem se zadaje u obliku koji obi%no glasi:

Nad&i maksiﬁﬁm funkcije Z = Clx1 + *2x2 + . . . Cnxn , ako za

Xyr Xogr o o osX vaZe ogqranicenija:

n
Hy: a,4%, + AypXy + o o o+ A X £ by
Aat 35Xy + 353%y + ¢ o o+ A%, &P (1)

gde je: m » n.
ReSavanje ovoga prohlema moZemo poleti sli&no kao

kod analognih nroblema u rostoru R2 i R3 Naime, iz jedne

unutrasnje tatke u, -no , ade je,ﬂo okolinski polijedar
noliﬁddra.ﬂ.dﬂfinisanoa sa (1) po®injemo vrvi korak: kroz

u, postavimo nravu: X, = it - u i=1,2, . . .,n (2)
ade je: uo(ul, Usr o o .,un) . Pretvostavimo da funkci-

o
ja Z raste kada t raste. Sli%no kao 1 kod zadatka u R2 no-

traZimo nrodore prave (2) kroz sve hinerravni (1) i obele %i-
mo prvi prodor nrave (2) kroz.JI defbnisnog sa (1), a koji
se ostvaruje za t = 0. Neka }je taj nrodor ta*ka a Yoja

privada preseku jr odredjenih hiperravni iz (1). Sada kroz
tackua a postavimo nravu:

xi=C£t+ai,i=1,....n (3)

gde ie: (?'(C' ,Cé

na nresek.ﬁi i pvonavo potraiimo nrvi nro-or b oprave (3)

kroz —n-za t > 0, TraZimo projekciju vektora 3 na presek
', hiperravni iz (1) koje sadr¥e ta¥ku b i postupak nas-

AY ) 2
. .Cn) projekcija vektora ﬁﬁcl,cz,...,cn)

T

—l-
Umesto vektora ¢ moZemo uzeti b
zaklapa o¥tar ucao sa @ tj. . Ec

*
ilo ko']i vektor TO koji
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tavljamo sve dok ne dodjemo do nrvoa temena nolijedra.jL.
Obele?imo to teme sa v 1 potraZimo tafku w koja se nala-
z1i u bliZoj okolini tadke v, a unutra3nja je taZka poli-
jedrauf2. Tacku w(wl,. . .,wn) mogli bi potraZiti iz jed-
nac¢ina:

v, + (m - l)ui

wi = 1 ? i ='1' 2; » - tn (4)
m

ade je m = 100 za opraktilne potrebe.

| Kroz tadku w postavimo varalelnu pravu pravoj
koja nas je dovela do temena v i potraZimo orodor p te
prave kroz.flza.nozitivno t, tj. za t za koje funkeciia
72 raste. Ako na naored izloZen nadin krenemo iz tatke o
kao 1 kod ta¥ke a moZe se dogoditi da funkcija Z i da_
1je raste 1ili pak da je 2Z{v) maksimalna vrednost za 2.
7zna®i, posle nalaZenja temena v treba izradinati Z(v) 1
Z(p) kao 1 z(plj i 4i d, rastojanja tatke v od o 1

?1 :r P& ako j&:

2(v) »2Z(p,) »2(p) 1 d->d, (5)

funkecija 2 ima maksimum za v, a ako niie isounjeno (5)
treba postupak nastaviti iz taclke D, koja je dobijena
posle nastavka opisanog procesa iz tadke ©vp. TraZenje tacke
D,y je potrehno da hi zaklju€ili da daljim nastavkom proce-
sa ne izlazimo iz okoline termena v tj. da je v 1 maksi-
malna tacdka.

Postunak koji smo napred opisali za resavanje na-
feq zadatka je zasnovan na geometrijskoj predstavi problema
1 nrostoru R3.

Iz sveaa 3to smo do sada analizirali moZemo zak-
1juditi da broj temena oreko kojih treba nreci da bi do3%li
do temena za koje funkcija 2 ima maksimum zavisi od nolet-
ne tadke u_ kao i od broja oaranidenija i1z (1). Dalje, pnro-
veravanje da 11 je teme ta®ka maksimuma 1li ne vezano Jje za
jednu okolinu koja u specijalnim slu®ajevima mora biti maloa
preZfnika. |

U vedini sludajeva broj suviinih ogramicenja nije
veliki, pa mo¥emo za dobijanje tafke maksimuma za funkciju

Z koristiti 1 okolinski polijedar..nu0 nolijedra.Jl. Kakon
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smo.napred orisalil nmostupak 2a redavanie nroblema linearnod
programiranja to mo¥emo sada uoditi da smo preko okolinskog
volijedra 'ﬂuo vosle prvog traZenia orodora za maksimrizira-
nje funkcije 2 ba..ﬂuo u%li uprave na out koji Jje vrivadao
skupu bitnih oaraniZenja, tj]. oaranifenja koja sadrie tziku
maksimuma. Ako sli&no za nas zadatak nadiemo okolinsko-tan-
gentni polijedarﬂz za sva oaranicdenija iz (1“) , moZemo naci
maksimum za Z na io' 7aj maksimum nije vedi od maksimu-
ma za funkciju 2Z na okolinskom.nolijedru.j)_uo polijedra
_S]_definisanoq samo sa pravim oaranifeniima, jer se moZe de-
<iti da kroz ta%ku maksimuma prolaze hiverravni koje su dobi-
jene translacijom suvisnih hiverravnli iz (1), 3¥to Ce izazvati
umanjenje pravog maksimuma najflu . Zato mo¥emo zakljuditi:
ako je tatka maksimuma za 2 na 30 dobijena preko puta-
nje koja je prolazila bar jednom hiperravni koja je upravo
translirana suvi¥na hiperravan iz (1), onda mo¥emo smatrati
da odgovarajuéi sistem hiperravni iz (1) definise maksimalnu
ta¥ku za 2 na J). | |
Da bi smo se na neki na%in oslobodili velikog bhroja
temena kao i1 provera da 1li je funkcija Z u njima maksimalna
{11 ne, mi demo donekle modificirati napred izloZeni postumak
za tra¥enije maksimalne tacke za Z na2 skunu ograni&enja (1).
Najore posmatrajmo skuo oaranifenja (1) i unutras-
nju tadku . Iz naored izloZenog zzkljuZujemo da su bitna
ograni¥enja va*na u nrocesu dobijanja maksimalne tadke va fe-
mo radi toga nrvo oheleZiti neka prava oarani&enija iz (1).
Roristeéi se jednadinama:

xi = xi - ui F i = 1;2;. « o« g0 (G)

sistem (1) prelazi u novi sistem u segmentnom obliku:

x! x/t %'

__1' + _-2_- + . ™ - + "_""n'_ é 1

1;’11 P2 Pin

xr xl’ xr

1 4 2 .. . n é Y (7)

P21 Pas Pon

x! xX x?!

'_]:_— + -_2_' + - . Py + —l}_' él

’m1 Pm2 Pmn

PR T T T SR

T RTTRT
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skun pij mo¥emo razbiti u dva vnodskuva ;:41‘%_j i Py J +
negativnih 1 pozitivnih bro:eva, na ako potraZimo max Bi j

i min n 3 + moZemo obeleZitl one hiverravni 1z{1) za nrave
hiperravﬁi koje orodire xj

vefih tegkodéa nadi znatan broj'pravih oaranidenja. Da bi nii-

osa., MNa ovaj nadin moZemo bez

hov hroj uvedali moZ¥emo potra?itl i, orodore oravih:

xi=cit i=1, . . .,n
3 (8)
xi = kit i=1, . . ;N

gde ije kj vektor iz skuvma vektora &ije su koordinate 0,
Po&nimo sada sa traZenjem maksimuma za funkeciju

naj)llrlo. Ako prvi nrodor prave (l)x, = c,t +u, , 1 =
=1, . . oo0 oriprada nekoj hiverravni Hi koja je nastala
" translacijom prave hiperravni H1 iz (1) onda treba poletl
traZzenije maksimuma funkcide Z na.ﬂ. iz tacke orodora H,
sa nekom od osa. Ako pak prava (1) orodire u nekoj hiper-
ravnli koja nije dobijena translacijom obeleZene hiperravni
iz (1) vostupak traZenja maksimuma za 32 naﬂ ﬁo treba
nastavitli dok ne dodjemo do neke hiverravni koja je nastala
translacijom prave hiverravni iz (1), tﬁ. dok ne dodjemo Ao
hiverravni koju smo obeleZili kao nravu u prethodnom postun-
ku. Cil1li koii vostiZemo preko_ﬂ.ﬁo je uprave izdvajanje iz
obele¥enih pravih ogranifenja bitna ograniXenja.

Prirodnc ‘t':oliko pre dodjemo do hitnog ogranidenja

utoliko femo br¥e doéi i do talke maksimuma za funkciiu 2.

_ Najzad razmotrimo prehlem rrojekcija vektora &
na presek hiperravni iz (1) preko kojih se obavlja ceo nroces
tra¥enja maksimalne ta*ke. Ako se krefemo u pravcu vektora &
josm j: Ja fe funkelja Z najbr®e rasti, all isto tako <e
funkcija 2 rast! ako se krefemo i u nravcu bhilo koga vektora
?° xoji sa vektorom & zaklana o%tar ugao, odnosno ako ije
0.2 20, Vektor - (projekcija vektora & na presek odre-
djenih hiperravni iz (1)) moZemo zamenitl bilo kojim wvektorom

20 koji leZi n »nreseku odgovarajuéih hiverra-ni iz (1), a za-

dovoljava nejedna®inu ";D.c >0.
Na ovaj na®in izbecli smo ne ba¥ jednostavno traXe-

nje nrojekciije vektoraali smo zato ali.smo-zato krenuli sa ri-

zikom da se na nutu naidje na teme koje niije maksimalna ta®cka
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funkcije Z. Zato moramo proveriti svako teme da 1li Je mak-

simalna- taXka ili ne na napred izloZen na¢in. U praksi je

vrlo retko da takva temena dolaze na outu za traZenje eks-
trema funkcije 2 no zahvaljujufi Zinjenici da smo krenuli
postupak iz taXke koja pripada bitnom oaranilenju, mo¥emo
skoroe sa siaurnosdéu tvrditi fa neka ograniXenja vosle do-
laska 4o prvoa temeﬁé'u daljem nrocesu treba ilzbaciti iz
razmatranja. To su one hiperravni koie nisu bitna oagrani -

%enja i mogu mredstavljati bazu konusa sa vrhom u dobijenon

temenu. Baze konusa su sve one hinerravni koje su do dolas-

ka u dato terme n nuta prodirane aore onisanim oravima za
necativnu vrednost vnarametra ¢t.

I . do sada izlo¥enog mo¥emo zakljuCiti:

Prvo: nalaZenie maksimalne tacke za funkciiu Z na skupu
dobijémo nosle kona®noa broja koraka koj; u praksi
nije vedi od n.

Drugo: biranje vektora &° (opresek odgovarajué¢ih hiper-
ravni) u na%em pmostupku nije jednoznaZno odrédjeno,

" jer isrunjava samo uslov 2°.¢€ >o.

Trede: poatupak tra¥enja optimalnoc reZenja za funkciju 2
na skupu.JQ.je zavrien posle provere da je dobijena
tatka maksimalna.

Setvrto: ukoliko refenje nije jedinstveno onda prilikom
provere treba obeleZiti sve hiperravni koje odredjuiu
to reZenie.

Iz sveaga do sada izlo%enoac moZemo rostaviti oriro-
dan red operacija koje moramo obaviti nrilikom reSavanija za-
datka linearnog proaramiranja. Metod izlaza sa okolinskim
poliedrom vo&inje od volaznoa obhlika oaranidenja u vidu ne-

jednadina:

<b L= deee ™

i i

n
= ax
i=1

pa se kao prvi zadatak nameée: svodjenje zadatka linearnog

programiranja na kanoniZni oblik. Naime, ukoliko medju ogra-

ni%enjima ima 1 jednaZina treha te jedna¥ine izdvojitl 1 re-

%itl neke nepoznate tih jedna¥ina pomoéu oreostalih, a zatim

iz preostalih nejedna®ina i funkcije treha odstranitl te ne-

noznate. Na taj na¥in smanjujemo broj nevoznatih, a i broi

ogranienja kFoja su ostala samo u vidu nejednaZina. Dalje,
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- radi primene metode izlaza sa okolinskim poliedrom treba 1z-
vr3iti .translaciju koordinatnog noc¢etka u unutrasniju tafku
u® 12 JL, Pisanje odgovarajuéih oaranicenja za okolinski
voliedar j) 111 ako nam je to zgodnije za tangentni po-
liedar_r‘ gde je susednost pojedinih hiverravnil poremedéena
‘samo suviénim ograniZenjem,Celokuonu ovu pripremu moZemo Se-

matskli prikazati na ovaj nacin:

Svodijenje zadatka na
kanoniéni oblik

Pisanje ograniZfenia u
2. nogodnom obliku za o-
heleZavanije oravih

Izdvajanje bitnih o-

3. granic¢enja

1. SEMA ZA RANONIENI OBLIK ZADATXA

Nevoz. . o
xl xz L 3 L » i . xll b b bi i'ui

r

1 all a12 > & o s o aln bl bl
r

2 8y 333 ¢ o+ - .33 b, bs
r

m a.m1 am2 ¢ o e+ e e amn bm b

uo u1 _u2 un

c cl cz cn
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2. SEMA ZA IZDVAJANJE PRAVIH OGRANIZENJTA

— i bl

NepoOZz. Prodoril koord.

*y o0 S Xy S$-%- o5sa kroz
1 e e -+t P 1
B 2 p;i n;; e o s & p;; )} 1
;n Pmi %2 ° * * ° Pm 1
O O O ] 0 ) T
T e o < c. P13 T P17

e ————————————————————— ———

3. 3EMA ZA IZDVAJANJE BITNIH OGRANICENJA

- e

Prodori raznih

Xy x2 n n osa kroz bitni
konus?®*

- —
| all T C BT b1 a;

’ *
2 a21 322 . o w = @ a2n b2 a2
m b!;‘ a*

o .
) 0 9] I L . 2 (1/2

- - —— ai - ( . aij)
C - Cc ]

Cy y n

A #_

*
Bitni konus == Aefinisan bitnim oaraniZenjima, a vrh mu je

u maksimalno? =—=2%rl.




_67_

7 ¥emi 2. u redovima gde treba uvisivatli oznake
za prodore osa treba pisati xj+ odn. X3 _ 5to nam ozna-
Xava da su te hiverravni prave, a vorodori su dobijenl osom
Xy Ovako dobijeni prodori ne iziskuju nikakva posebna sradu-
navanja veé samo unoredjivanje brojeva. 35ema 3. nam slu?i za
traZenje prodora orave X, = cit, i=1,...,n Kkroz bitni
konus, a s obzirom da taj Bdrodor moZe biti kroz neku hiver-
ravan koju prethodno nismo obeleZill kao pravu, to moramo pO-

tra¥?iti 1 prodore pravih xi-# cft +v, , 1=1,...,n qgde

1
je EO(CT peos ,ci) vektor koijl ispuniava uslov 2.2° =0, a
(vl re o "Vh) ta®ka koja le%i na oravoj c¢ izmedju tadaka

0 i w, tako da je rastojanje tacdke v od koordinatnoa vo-
Setka vede od jedan, a manje od rastojanja koorainatnog Do~
Cetka do tadke w. )

S obzirom da je u vedini sluZajeva dolaZenije do
bitnog ogranifenja otefano ako imamo dosta suviinih ograni-
Senja, to re¥avanje postavljenog zadatka oreko bitnih ogra-
niXenja moZemo izbeéi na napred ovisan nacin.

Posle odredjivanija bitnog caranicenja vracamo se
ponovo na Sermu 2. i po&injemo re¥avanje zadatka iz tacke
prodora bitnoa ograniZenja sa onom od osa za koju je funkci-
ja najveca.

Nek: je poZetni prodor tacka ale; Hl tada pravom
D, X3 = cit + ai , 1=1,. .”.,n dolazimo do sledefea vro-
dora: a2 kroz H:2 odakle dalje napudtamo poliedar—n. . Ovde
- mo¥emo uzeti za vektor't2 bilo koji vektor za koji je ispu-
njeno ??.32 >0 i c2.7"= 0 , gde de T vektor normale hiper-

ravnl Hl'
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5 5. PROJEKCIJA VEKTORA A NA PPESEK
m-HIPER_RAVNT U PPOSTORU R"

Nekg je dat wvektor a a, reserR i skuv hirer

ravnt ﬁlj_ = glbijxj = 0, i=1....,:t (m n), qd= je

n
jzbij j # 0 '_ (i = 1;2;-.-,1‘“).
Projekciju vektora & na presek hiver_ravni

g i=1,...,m dobijamo refavanjem ekstremalnog problema:

naéi ta®ku A~ na E koja ie najbliZ¥a vrhu vektora a
odnosno tacki (al,%.E,a ) le . Najore formirajmo funkciju La-

qran*a*

£ =al= 2 (x 5734) *s2 R, Zbljxj-h..-l-zj_m %bmjxj , (1)

j=1 j=1
satim koristeél se teorijom vezanih ekstrema mo%emo napisatl

sledefi sistem jednacdina:

(xl-al) + b +. 0t b = )

1711 m ml
(x.~a,)+ D.ateet b = f)
n 2 2 1712 m m2 (2)
¥ —-a + lbl N o mbmm=0
b11x1+...+h1n n = 0
by XyFee #bypX, = O
m
bm1x1+"'+bmn n 0

- AP el Pl-— e — - L L ma = e e S



- 1
bll b12"'b1n bll'b21"'hml
A = b21 b22 bzn i B = b12 b22"'bm2
L?ml bmz"'b“m4 bln b2n"'bﬁn

sistem (2) mo¥emo nanisati kao matridni sistem:

(3)

b1y P12t ¢ - Pinl [ %2
b21 b22' . .-b2n X
. o « = 0
bml me' . o brnn X,
Iz (3) imamo:
A.(a —‘B;A) = 0
A.a~-A.(B.A) = 0
A.a)—(AfB).h = 0
A= (a.B) . (a.a)
x = a - B. [(A.“)-l. (A.a)] ’ (4)
ra je nroijeskcija vektora a na 161 f(t vektor %X, Ukoliko de

m=n - 1 projekciju ta%ke (a,, . . .,an) odnosno vrha velkto-

ra a na presek hiper ravni !1(‘ za i=1,..., N~1 mo¥emo na“i

i
kao relenje sledefea sistema jednaZina:

n
Zbijx. =N , 1 =1,...,n"1

(5)

ovaj sistem sledi 1z Zinjenice da vektor * le¥i u preseku




- 70 =

hinerravni i, a da je normalan na vaktoru x-1.

primer 1. Vafi nrojekciiu vektonra a l, 1, 1 na
nresek ravni x-2v+2 =0 1 Ix=v+2Z = 0, Xorist271l se meto-
dor Lagran¥evih multinlikatora mo¥ema dohiti sistem jecdna-

*inas
X = 2v + 7 = N
'3x.- v + 22.= N
v - 1 - 11 + 34, =0 (%)
vo= 1= 24 - l‘_ .
7 -1+ X + 717 = 0

ako iskoristimo usloev ortononalnosti wvektora (§L§5

0

na vektor ?' mo¥emo nanisatl sister 1edna*ina-

Ix =y + 22 =19 (7)
x(x=1) + y{(v = 1) + 2(z-1) =N
Re¥enje sistama (6) jé: 1 = :§§ 5 = %%
X = %% y V= %_ i 2= %%-,' reX%enje sistema (7) je:
-9 3, 15
x=35 ¥ =35 & TT3F

Nakle, moSemn zakljuXiti, da sa nraktiZne talle
nledi¥ta, metod koji zasnivamo na ortnennalnnsti vektora
x 1 vektor x-a 1ima prednosti, s ohzirom na manii hro?d
nenoznatih koje treba odrediivati. 3ko Zalimo da izhegne-
mo Laaran¥eve multiolikatore kod ra¥avania aore nostavlie-
nog zadatka za slu®aj kada je m n - 1 mo¥amn vosmatrati

sistem jedna®ina:

1l
-
N
3

n )
2.5 x, =0 i
j=1 ij j !

(8)

3 (%) |
;Zixj (x4 = a;) = 0, k= 1,20 . oy n°M
cde su ta%ke x(k) = (x{k), « o oy xék)) k = 1,c00e,n"M

iz nreseka hiverravni . Mjibh mo¥ermo slohodno izabrati,

ali tako da vektori x( ) nisu linearno zavisni, To moZ%emo
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n
nosti®i, reciro, ako 1z sistera: Zbijxj =0, i=1,2,...,m
j=1

moZemo re¥iti X,, X5, o o es¥ U funkeidjl od x_ ., .

= X —1

X m+3

.,xm , DA uzmemo za X = 1, X

m+1 m+2

m+2 POt
T e e 0 TR n 1 t4., ili rilo koje druae nama pogodne
vrednosti. Tz nanred izloZenoc vidimo 4da zadatak odredjiva-
nja Lagran¥ovih rmultinlikatora ovde zamenjuijemo zadatkom od-
redjivanja vektora '?‘k). Kako to konkretno radimo meZemo

vokazati na sledefem nrimeru.

Prirer 2. Na4i projekeciiun vektora a 1,1,1,1,1

= N
na onresek hiverravni Xy + X, 2 X4 + 2 X, Xe ‘

2 = '
2 % 5 + x3 2 x4 + Xe 0

Najpre naniiimo odgovarajufi sistem na osnovu (2):

- X

1) X + Xy ~ 2 X4 + 2 Xg = Xg = 0

2) 2 %, = X, * Xy = 2 X, * Xg = 0
3) X, -1+ 4, +2 5= 0
4) x5, =1+ , = 4= 0 | (9)
5) Xy = 1] - 2 X, * 5 = n
6) X, - 1 +2 4 - 2 , = 0
7) %X - 1=, + 5=
ReZenja sistema (9) su: x, = 34 ) Xy =1, Xy = 102
85 85
Xy = 1, Xeg = 1 1 = 9 = i%

Odqgovarajufi sistem jednalina sistemu (8) dobija-

mo ako orvo iz jednaine (1) i (?2) 1z (9) izrazimo Xy i

X, U funkciii Xay X, i Xc kao
X, = 1 X
- r
1 3 3
Xa = é X = 2 X, ¥+ X
2 3 3 4 5 !

a zatim odredimo taZke u1(1,5,3,0,0), u2(1,3,3,1,0) i
u3(0;1,0,0,1) praeseka datih hiperravnil.

Ee

Sada mo%emo navisati sistem jednaZina:
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1) %, 4t X, 2% 42X, " X5 = 0
- - =0
2) 2 X, X + Xq 2 X, + X
3) (x, - 1) + 5(x, - 1) + 3(xy - 1) =0 (1N)

) (x, - 1)+ 3x, = 1)+ 3x3 = 1)+ (xm1)=0

3) (xy, = 1) + (x. - 1) = N,

Provarom mo¥emo ustanoviti da za Xy =~1£
g5
_ . 102 — a
X, = 1 Xq —= X, = 1 4 Xe 1 leve strane sistema

(10) 1imaju vreggosti nula.
Nije te¥ko primetitl da ukoliko re$avamo poZetni

zadatak za presek hiverravni
n L
i’fv = Zb - xj - ci , 1=1,, . .m i vektor ?(al,...,an)

tadawumg§t§_§istema (8) imamo sistem:
_éi:_..ﬁ, |
b, x, = C i=1,. ¢« «m
ot e B ' ¢
n
(xg-x_fk))(Xj "'aj) = ’ k=1,2,...,n"m,
=] *
gde su x° 1 x(k) konkretne ta¥ke 1z preseka hiperravni

j‘t‘i koje obezhedjuju da vektori (¥ - ?(k)) nisu linearno
zaViSni.

el

Koko nam nije potrebns projeiicije vekvors za nals zen

~alksimalne tefke to mo¥ano uvesti wnojam ondte preolekelije
vektorzs t.J. velitors Yojl se dstin wvekttoron inmo sit
izvod veldi od nule,
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8. ZADATAK LINEARNOG PRIGRAMIRANJA
BEZ SUVISNIH OGRANTIZENJA,
METOD OKOLINSKOG POLIJEDRA.

Neka je dat zadatak: Naci maksimum funkcije

n
f = :Z~Cixi , orl ograniZenjira
i=1

Hit2yy Xy + 295 X

Hytagy Xy + 2359 X%

-_— e EE e E s W am T am W

n n

n (1)

Bni2m X1 * 2m2 *2
Dalie, neka'mediu ﬁq:aniéenjima (1) nema suvi¥nih i neka
 je koordilnét_ém_ pq?’.'retak O unutra3nja ta%*ka skupa f) defini-
sanog sistemom (1).

 “' :Jaﬁnbﬂje da ako koordinatni poXetak nije unutra-
5nja taﬁka&_imo_!emo :translacijom dovesti koordinatni pole-

tak u bilo koju ta*ku skupa_D.
Da bi re&ili_napred postavlienl zadatak prvo na-

pi%imo sistem (1) u normalnom obliku:

0 .0 o
al) Xy, + a7y Xy + . o o Ay, X~y L0
aox.-i--aox-f + a X =-p, €0 (2)
21 71 22 72 © e 2n “n 2 R
n |
ade je azj = 1] , 1 =1,2,. « . M
n
(Za‘;‘_ﬁ)l/z
=1
Potra”>imo min in} , 1+ =1,. . .m 1 neka je
i

P,y taj minimum. S obzirom na te¥kode koje su s=2 javlijale
prilikom dosadainiih metoda za traZenje ontimalnoaqg redenia
kada se dodje do nekoa temena uoliiedra-f), mi nvde izla-
Yemo nov metod. 0Ovaj metod zovemo Metod okolonskog polijed-
ra za relavanje zadatka linearnoa nrogramirania bez suvis-
nih ogranifenja. Tdeja ovog metoda je u tome Xto se noretnl
zadatak prvo re¥i za okolinski nolijedar nolijedra de-
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finisanog sistemom (1), 2 zatim 1 za sam nolijedar-fl, t].

na% proX%etni zadatak.
sada “emo izloZiti taj metod. Prvo nazisimo nov

sistem ograniZenija za okolinski volijedar

o
H‘;:ai’lxl ralx, + . . .4 al, %, &P
Hyrap X, + aj,Xy * o+ o * Ay, ¥y &P .
. (3)
H;:a;’!lxl + a;2x2 + . . . * a:m X éPl
Potra2imo prvi prodor »nrave
=C,t, {=1,2,, . .n (4)

i S | |
u pravcu za koji funkcija f raste kroz noliﬁedar_Jlo. Ne-
ka se taj prodor ostvaruje za t = tjo i neka taj prodor
pripada preseku Ljo 111 samo jednoj hiperravni H?o iz
skupa ogranilenja (3). Na osnovu napred dokazane teoremre
sva oaqranifenja preseka Ljo pripadaju skupu bitnih ograni-
fenja. Ako presek Ljo predstavlja ta%ku onda skup ograniXe-
nja H: , 8 €S , gde je S podskup skupa 1,2, « oM
odredjuije tu tadku, a skup Hs odredjuje maksimalnu talku
za poXetni problemm pa zna%i treba re¥iti samo sistem line-

arnih jednagina od n nepoznatih,

Neka Ljo nrasek od 1 n hiperravni iz (3) 1

1
neka je Cjo

Ljo' Nadjimo pravu kroz nadjeni prodor 910 u pravcu vek-

1 - r F
tora Cjo Cjol ’ Cjoz o o "Cﬁon .

projekcija vektora C = Cl, C2, . o ‘Cn na

Jedna®ine te prave su:

Xy = c;bit + xjoi , 1=1,2,. . <« (5)
Sada nonovo prvi prodor prave (5) u pravcu ra¥éenja funkci-
je £ kroz polijedaf o i ponovo razmotrimo dva slucaja.
Prvi sluXaj. Prodor je vrh konusa definisanog bitnim oara-
niZenjima i drugl glutaj: Prodor pripada nreseku bitnih o-

araniZfenja i1z skupa svih ogranifenija koijl definilu polije-

dar,j)o.
- Ako je drugi slulaj postupak treba nastaviti na
napred orisan na*in sve dok ne dodjemo do vrha S konusa

definisanog bitnim ogranifenjima za funkeciju f.
Najzad da bl re3ili na% noXetni zadatak treba 1z-
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dvoiiti sva oaraniXenija iz (1) koja odaovaraju bltnim oera-
niéenjimaiJ)O { re3iti odgovarajufil sistem linearnih jed-
naina.

refavanje ovog sistema hife olaksano s obzircm na
prethodna izrafunavanja sprovecena u navcred izloZenom vostun-
ku. ]

Primeduiemo da re¥avanie zadataka linearnogq proara-
miranja svodimo na re¥avanje sistema linearnih jednadina od
n-nepoznatih, ali izhor tog sistema je notpomogaut okolinskim
poliiedrom-J10 i napred 1zlo%enoa vrojeciranja vektora
E;{Cl', Cye .,Cn} na odgovarajuée nreseke Ljo hiverravni
iz (3).

Dalje, mo¥emo zaklju®iti da ukoliko je projekcija
vektora ¢ na presek Lio nula vektor, onda presek odaova-
rajufih hiperravni iz (1) predstavlia skup maksimalnih taca-
ka za funkciju f. Maksimalan broj projeciranija vektora ol
na preseke odgovaraju4ih hiverravni je n. Posle svakoa ko-
raka smanjuje se broj hiperravni kroz koie se traZe prodori
bar za jedan. ¥Kod poslednjeg projecirania vektora T na vre-
sek (n-1)-hiperravni dobijamo projekciiu koju moZemo potra-
¥1+i {1 kao vektorski »nroizvod n-1 vektora normali na hiper-
ravni koje ulaze u-taj oresek.

Posledrja jednalina nrave pomo®u koje nalaziro vrh

S zna%i moau biti nanisane kao

x1=C;t+x; 4 i= 1;2;- » n;n (6)
ade je 3 = (C; ; CE c o o C;) vektorski proizvod vektora
normali hiperravni iz oreseka dimenziije jedan. Ako sada nret-
postavimo da je »nrvi nrodor prave (6) kroz hioerravan ”2 '
Xto nije bitno kako je ona nurerisana, imamo da je:

A
:E- (C*t + x*) = D odnosno
1= n
n
£ = Pn \i ni i ' (7)
n
*
iglanici
n
Imenilac D = 2 anif‘t predstavlja unravo determinantu sis-
i=1

tema linearnik jedna*ina koje odredjuju maksimalnu tacku za
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nas zadatak.

Primedba 1.

Xod projekclje vektora ? na oreseke bitnih hiper-
ravni oretpostavili smo da ako je presek dimenzije k 4 n on-
da je i n -k hinerravni odrediivalo tai oresek, jer ako bi
ih bilo vidZe onda.neka od njih hi bila suviina 3%to smo 1iskliju-
%111 nostavkom zadatka.

Primedba 2.

Okolinski polijedar ima uloaqu da njom izdvoii bit-
na oqranifenja, ali 1z same njegove konstrukciijz vidimo da to
moSe Hiti bile kakav tangentni polijedar n-dimenzione Fuagle
kod koga je osobina susednosti zadr¥ana kao kod poletnoa po-
lijedra. Upravo to nam daje moquénosti da 1 tu osobinu tan-
qentnog volidjedra koristima za izdvajanie bitnih ograniZenija.
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9. T2DVAJANJE SUVIANTH OGRANICENJIA IZ
SISTEMA OGRANIZ®ENJA KOJI DEFINISE
KONVEKSAN POLIJEDAR -J) sA unNUTRAS-

NJOM TASKOM U PROSTORU R,

Neka de dat skup H = Hy re o M linearnih ne-
jedna®ina oblika:
HytagX) + g%y * o o H 3%, £y
H2=321x1 + A4 59X, + . . . + aznxn -fb?.

(1)

»

L . + + . 4
Hm Am1*® Am2%2 + amnfn sbm

kxo0jl definiZ%e neki polijedar - u prostoru p?, Neka u skupu
H = §H1,H2;...Hm} vostoje i takva ograniXenja koja ne uzi-
maju znak jednakosti ni za jednu tafku polijedra-ﬂ.tj. neka
ima suvi¥nih ograniZenja. Izdvajanje suvi®nih ogranifenja
nije ni malo lak zadatak, jer se on svodi na linearno pro-
gramiranje.

| Ako ¥elimo da proverimo da 1li je na orimer ocra-
niéenje Hi suvi%no 11i ne, onda levu stranu ogranidenja
Hi mo¥emo prihvat.ti kao funkciju koju treba minimizirati,
odnosno maksimizirati ako uzmemo u obzir »reostala ograni-
%enja. No da hi ubrzali proces izdvajanja suvi%nih ograni-
Eeﬁja mo¥emo najnre potra%iti ona ogqrani*enia koja izdvala-
mo koristedi unutra¥nju taZku polijedra-fl.

Bez oaqranienja op%tosti mo¥emo pretvostaviti da
je koordinatni po¥etak O unutra%nja taZka polijedranz,
jer ako to nije mo¥emo izvr¥iti translaciju tako da unutra3-
nja taXka bude ba¥ koordinatni no*etak O° u novom sistemu,

a sistem (1) nrelazi u odgovarajuéi sistem (1°). Ako uzmemo
da je koordinatni noXetak O nnutraEnja tatka polijedra.ﬁl

t3 da za 0 ni jedno oaranicenje Hy oy i=1,...mne uzima znak
jednakosti, onda sistem (1) mo¥emo nanisati u s2gmentnom oh-
1liku kao:




X X X
Hlt -—!-l-}-—]-'-g-q- . . . +-——-1-!-1- Sl
€11 €12 “in
X X X
H, 2 22, 0, 2n £1
€21 22 Can
. (2)
X X
Hm' f_m_}__*_x_E_Z__'_. .. +.ﬂ$1
cml °m2 cmn

Posmatrajmo skupove odnosno vektor kolone leve
strane (2), nanrimer skup

ck = [clk ’ cZk ’ ™ . « C k']T i k 64.1'-;-;!1}

‘Skup {Ck} mofemo razdvojiti na dva podskupa Ck i C;.' ade
je Ck skup pozitivnih elemenata, a Ck orestalli skup ne-
gativnih elermenata skupa Ck , ti.
¢, =-C Vep 1 N c;*= 9.
Neka je max: Ck qk i1 min Ck = k gde Jje

D, € {1 2,...,m} , tada su oaraniZenia Hp i Hq agranicna
oaranidenja polijedra.J) jer osa X, u ta*kama P(0,0,...

..,cDk seso0) 1 Q(ﬂ,o,...,ch sess;0) Drodire »nolijedar .
Na ovaj na®in mo%em: dobiti 2n ovorodora, no kako oni ne mo-
raju bitli u razli*itim hiperravnima, to je na ovaj nacdin iz-
dvojeno najmanje n+l1 eraniénih hiverravni, jer sa toliko
hinerravni moZemo formiratli simpleks u prostoru R, Na qore
onisan nééin iz sistema (1) moZemo izdvoiitl bhez veéih izrae-
Zunavanja dovoljan broj graniénih ogranifenija. Dalje izdva-

janje grani®nih ograniZenja obavljamo reSavanjem zadatka li-
nearnog programiranja. Naime, uzimamo jedno oaraniZenje na-
primer Hs iz sistema (1) za koje na gqore opisan nain nismo
‘utvrdili da je graniZno, a zatim tra%imo max ¥, qde Je F =
= a . X, +. , .+ 2 S bs pod uslovom da su ispunjena sva

sl™1 sn
pnreostala ograni*enja.

Prilikom reZaanja ovoa zadatka treba posle svakog
koraka koji nas vodi do tafke maksimuma, objasniti oaranide-
nja koja su privadala polijedru,fl. Na taj na¥®in smanjujemo
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broj ogranifenja koja treba dalje ispitivati da 1li su suviZ-
na 111 su granicna. |

Neka se maksimum za F posti¥e u orvom sluaju u
jedinstvenoj ta¥ki u, tada ako je F{u) L 0 1 b, >0 Hy
je suvi¥no ograni¥enje, a ako je F(u) 70 H_ je granilno
ogranifenje polijedra . U druaom slu®*aju akeo se maksimum
za F posti¥e na nekom preseku odredjenih hiverravni iz (1)
111 na celoj hiverravni, treba uzeti bilo keoju tadku iz Ada-
tog oreseka oénosno hiverravni 1 izvesti zakljutak kao u »r-
vom slucaju.

Zadatak izdvajanja suvidnih oaranifenja resavao ije
Sirvanov A. [38].
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Primer 1.

Pe3iti oroblem transnorta kratko zadat slededom

gemom.
e e o — —'--+--——-| - — 1
Bl }B2 1B3 B4 zalihe Al ’ Az ’ A3 sunktovi dostave
&1 3 | 5| f+ 5. , B, , B, , B, punktovi
A = 10 1 2 3 4
1 L- | potreba
Az 4 1. 6 !ﬂT 15 Brojevi u kvadratiéima su
p—— -~ o pe——— cene nrevoza oo jedinici
Al LT3 25
3 | onroizvoda.
Potrebe! 5 10 {20 |15
S JI0S W SR ——

1. Metod izlaza

Ovaj zadat.demo reZiti najore metodom izlaza sa oko-
minskim nolijedrom, Koristeéi se metodom "severozavadnoag ugla"” ,
moZemo dobiti sledeéi sistem jedna®ina:

X3y =3 T X9y T X3y

Xyg = 3 * Xy F Xqp T X3 T Xyy

Xgp T 5 T X9y T Xgp ¥ X3 F X4 7 X3 (1)
Ng3 = 10 + X4, = Xy3 = X5, + Xgy T Xy

Xq3 = 10 = Xgy * X3, = X35 *+ Xy

Xqy = 15 = Xy4 = X4

Kako su svi xij 20 to mo¥emo 1z (1) dohiti sistem
nejedna®ina koji ni3emo u obliku:

1, X5y + Xqy X5

2. Xy3 * Xy, 7 Xy T X3y £5

3. X)3 = Xyy b Xpy F X3y ¥ X35 &9

4o Xyg + Xy ¥ Xgy " Xgy T X3y £ 10

5. Xy4 " Xyy X3y + X3y L10 )

6. x14 +x24 £15

7. X 20, 8. x14:;,0 ,y 9, le)}o

13
? = ’
10, %o, %0 . 1l %y, %2 0, 12, 75,7 0

Funtecija € koju treha minimizirati oosle elementar-
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nih sra*unavania ‘e:

= - - - . Q.
f 3.x13 5.:(14 2.x21 + 2.x24 3 Xqy + 1 x32 + 175

nadi orimene metode izlaza sa ckominskim nolijedromn,
a s obzirom na svecifiZfnost transvortnog nroblema, moZemo na-
»red nanisane nejedna®ine 1 funkeiju, kao i unutrasnju ta*ku
au (1, 1, 1, 1, 1, 1) »reagledno dati u slededo’ tablici:

Tarlica 1.
X X X ¥ X Xqq s1. 2. T.sl.Z2. n Prodori'
13 14 21 24 31 32 osa kroz
1 1 1 5 3 2 x21+331+
3 -1 -1 1 1 1 5 4 5 x32+
— - (o]
4 1l 1 )} 1 | 10 C 5 x24+
5 -] 1 1 1 1N 10 2
5 1 1 15 13 2
u l 1 1 1 1 1
O
£ -3 -5 -2 A -3 10 175 174

e e iy M gl Sl

U tahlicu nismo unosili nejedna™ine xij.zpﬁ , jer
»i to bilo u ovom slutaju malo onravdano. arrativni »rocdori
sy ostvareni ¥roz hiverravni od 7. - 10,

Dotra¥imo sada prvi nrodor nrave cC :

— — - = e - = -
x13 3t. x14 5t , x21 2t , x24 2t , x31 3t

Xgo9 = lot.
Xroz _J72 za negativnu vrednost t tar u ovom sluZaju £ ona-

da kada t opada.

1. -2t -3t = 2 t, = -
5
2. =3t =5t +2t +3t ="2, t, = - 4
2
3
- 5
3. 13t 45t -2t -3t +10t = S5 , t, =
| 13
4. -3t -5t 42t +3t =10t = S5 , %k, = - _2

13




?
5. §t -2+ 3+ +19%t = 2, t5 = —
19
. 2
6. =5t + 2t = 2, t6 = = e—
3
7. b, =+ . O 1, 9. tg=+2, 10, t,, ==
3 5 2 ' 2
1 -1
11. t - ’ 12- t -_—
11 3 12 10
S ohzirom da je ~¥3 1 hitno ocraniXenie, a nosto
niie hilo translaciie orilikor Adohiiania to postunak tra“e-
nia minimuma funkeciie £f na nn*indiemo n? ta“ke u, %ﬁ , %ﬁ-

2 -
A "T%" %ﬁ . =1) koija le%i u hinerravni 12,
' 1

Izaterimo sada vektor ¢ (-1, -1, -, 1, -1, N) ko-

ii sa vektoror c¢ (-3, =5, =2, 42, -3, 10) Xini o¥tar uwao ti,

cl.c 0, a le¥?1 u Xqoy = 0. Potra¥*imo sada vroiore orave C,:
| 3 5
X 2 =t 4 —-— , X = =t + — P .g..._
13 10 14 in » ¥gp T 7E4
10
2 3
X = £t - -, X = -t +—, X = -1
24 10 +31 10 32

kroz hinerravni od 1. do 1ll. Yoje definiXu .
3

1."'t+g— o I =3't1=—5-
19 10 4
y oo 43 st d s ar-=5 6,0
10 10 19 19
3. -t - 3 ++ - ER— t + 2 -t + 3 -1 = 4, t3 = &0
10 10 1N 1N
4, -t + 3. e+ 2.+t - 2.+t -2 1 =9, t4 = o0
1N 10 19 1N
5, -t + 2 + & = 2 g4+ -1 =10, te = - a_
1IN i0 1N 10
'5.-t+'-:’— +t-—2—-=13,tﬁ=oo
10 10
1n 10N
5 15




9. £ - 2— =1 t9=-¥¢-
10 10
19, -t + = =1 t10=—§-—
10 10
11, +£ = 5= =1 t11=-—1-3-
19 10
nalje traZenje minimuma £ ide oomodu vek tnra 02 (-1, -1, 7, 0,
- 3 3 = N = N
1, N). Jer je 12. Cay 0 i 1..c24 ' .
Sada tra%imo orodcre nrave Cy:
11 13
X.a = -t 4 — 4 = -~ 4+ — X = ¢+ + 1
13 10 A ¥ 10 L |
= - = - 11 = -
10
. ot +1-t+rr=3 £, =0
10
S E S R | T
10 10 10 20
e
NS § S & A I T it Tl 2 Sl
19 10 10 10
4, -t+-1-:-l--t+-]=-?l- s e -1 s1=09, t4=—11
10 10 19 | 10
5. “t+}-§+1-—t+.1_1._1=10' t5=-16-
10 | 10 - 20
6 -t + 32 - 1=13, t6=—12+-1-§-
10 10
7. t7-*-'3‘-1-+1. 8. t8=-1-3-+1
10 10
9, -t - 1=1 ty = —2
11. t =1+
1N
Novi vektor c3 (L, -1, 0, 0, 0, 0) hide vektor nrave
C.
A
1N 10
— — -3-]-'- -

a notrehan orodor kroz_n;dobijamo 1z Yedna®ina:




1. -1+ 323
10
.
2. t+;l+£‘t+l“§— 5' t2=m
10 10 10
]
3. t-"'“]';+t"'2'3-+1+ﬂ3—}-—1=4r t3=m
10 10 1n
2 3 1
4, t+;—1-+-:-§--t-l—-‘-'-!'-+]_=:9, t4=w
10 19 10
)
10 10 10
6. -12 -t -1=13 , t6 = =10,7
10
10 10 —
8, t=1+>==4,3, £, = 4,3
10
Nova nrav® Cg ima sledede jedna*ine:
Xy3 = =1 3 Xy, T -t + 7,4 X9y = -1 3
X4 = 1 3 X4y 7 ~t + 3,1 § Xq5 = -] , a niene nro-
dore sa nalazimo iz jednaXina:
1. -1 -t + 3;1 = 3 7 tl = _0'9
2. —1-t+7,4+1+t-3,1=5, t2=
3. ) 4t - 7,4 -1 -t +3,1 -1 =4, t, =+
4. -1 -t + 7,4 -1 +t=3,1+1=29, t,=
5. £ -7,4+1 ~t +3,1 ~1=1°", te =
. -t + 7,4 - 1=13 , te = -6 ,h
e, tg = 8,4 ; 11. t11 = 4,1
1 na kraju imamo oravua Cg:
313 = =1 , x14 = -t + 8.3 3 x21 = -1 3% x?4 = -1 3
Xqq = 4 ; Xqy = -1 . Ona nam sSA Aade ontimalno refanie.
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2. -1 -t + 8,3 +1 - 4 = 5 3% t2 = 0,7
3. 1 +¢+t-8,3-1+4-1*= 4 , tq = 9,3
5. + = 8,3 +1+4-1=10, t5 = 14,3
R, ta = 0,3
S % = - = = - = -
Nakrle, tavka ¥11 1 , Xy 4 r %91 1 ., X5 4 1 ,
331 = 4 , X134 = «1 , odnosno, ako nzremo 1 ohzir da smo izvr&ili

translaciiu, dobiiamo tatku minimuma

= Q0 , = 19 ,

X933 = X9y T X944 T X33 %14

i minimum funkciie f = 140.

X317 %
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2. Metod potenciijala

Podnimo od "geverozanadnoa" uala kome odgovara ne-
poznata X,, § zanitajmo se koliko najvige mo%e biti Xy
Poito B1 potraZ®uie 1znos 5, a u nunktu hl je 10, stav-
ljamn Xy = £. Samim tim iznosi nreostalih nenoznatih kolo-
ne B, moraju biti nule. Kolonuv B, u daljem razmatranju jzos-
tavljamo jer su sva masta u njol nonunjena. Na redu je novi
nsaverozapadni” uaao nepoznate X;,.

IBNOS 2a Xy, mo¥e najvife bitl 5 roliko je vreosta-

lo u x,, P2 stavlijamo X,, = 5. Iznosi nreostalih nepoznatih u

vrsti od Al moraju hiti nule.
Vrstu od Al {zostavliamo i orelazimo na iduét "se-

verozavadni” ucao nevoznate X,5. nzimamo X, = 8 koliko le
jo% potrebno punktu B8,, a za iznose nreostalih nenoznatih kolo-

| Tzostavliamo kolonu od Bz i nrelazimo na "severoza-s

padni® ugao nepoznate X,4.

Stavljamo X,4 = 10 (koliko jo3 ima u Az) a za sve
nreostale nepoznate vrste A2 nule. Izostavljamo vrstu hz i
nrelazimo na "geverozanadni" ugao nepoznate X443 Stavlijamo
Xaq = 10 i izostavljamo kolonu od B,. Prelazimo na posledniji
ngeverozapadni” ugao nepoznate X,, i stavljamo x4, = 15 koli-~"
xo je i preostalo u 7., a koliko trebuije B,. |

Prema tome:

Xyq = %32 T %22 7 57 Xp3 T X33

= 103 X 15

34
(3)

Xy3 = X34 = X271 T *24 7 X471 & %32

je jedno refenje sistema oagrani®enia.
U izlo3enom nostunku, svatom "severoganadnom” ucrlu

odaovara jzostavlijanie jedne vrste {11 ¥olone, a noslednjem
"geverozanadnom" uglu izostavljanie vrste i kolone jistodohno.
Mo¥e ge nokazatl da Jje broj baznih nennznatih jednak m + n - 1
(u na%em slucaiju 3 + 4 - 1= Ff) ti. brnju "gaverozanadnih” ua-
lova, a da je re¥enie sistema oarani*enja, koie se dobiva me-
todom ngaverozanadnoa” ugla upravo hazno rel3enij=a, U nafem nri-

meru redenje (3) je hazno refenie koje nrealedno izra¥avamo

tahlicom:

B YL AR
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s 1s| /1 /
X, = / 15 {1n / (4)
/ [/ 17 }15
U tanlicli (4) vopuniena mesta odgovaraju haznim ne-
voznatim;

Xyq7 Xy9¥ Xogs Xoqh Xq33 X34 ¢ a nenovunijena mesta
slohodnim nevoznatim Xyq% Xyg% Xoy3 Xoui X317 X39¢

Sada dolazi do modifikacide simmleksa - algoritma,

Naime, nije nam votrebno voznavanje baznog oblika
sistema oaraniZenja i funkcije.

f =g + Spr Fnq (5)

izraZeno pomoéu slobodnih nepoznatih, ved ovo noslednje i1 od-
govarajudfe bazno re¥enje koje dobijamo metodom "severozanad-
nOQ" ugla. | | -
Koeficijente Sng UZ slohodne nevnoznate ,xbﬂ' od-
redjume pomodu "metode potenciiala”.
| Baznim nenoznatim X, 4 oridru¥imo “potencijale“;gk

1 3y 1 jednaline

dx + A = G | (6)

Kako bhaznih ne?oznatih imam+n -1 todl jedﬁaﬁina
ohlika (6) ima takodije m + n - 1, Iz tog sistema, sam + n
nenoznatih ,, (mo%e se pokazati da je sistem saalasan 1
da se jednoj od nenoznatih moZe datl oroizvolina vrednost) 1z-

raXunavamo vrednosti notencijala.
Koeficijente qu vz slohodne nenoznate X __ izra-

*unavamo 1z jednaZina:

S = C ’ ade e

- 7
ng RO na
Coq = dp * dy
Moauda su dva slucaja:

T.) Svi koeficidienti S nq
wazno re¥enie tra%eno optimalno re¥enie za koje je £ mi-

u (5) su nenacsativni., Tada je nadjeno

nimalno.
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IXI.) Postoje u (5) negqativni koeficiienti. Neka je to nanri-

mer S -
D O
0 0

Tada novesavajuci Y. (a zadr®avajuéi ostale
o 0
slohodne nevoznate iednake 0) vrednost funkcije se moZe sma-
njiti.

Neka je X = g najvefa dozvoljena vrednost za

0 qo

X q._° Jedna od baznih nromenliivih tada nostaje slobodna, a
o 0

nrenostale hazne i dalije ostaju bazne, s tim ito se neki od nii-

hovih iznosa umaniuje 1li uvedavaiju 22 (der zhir iznosa no

vrstama i1 kolonama mora ostati neizmenien).

Ako kvadrat kome odcovara nova hazna X i kva-
| - "0 "o

drate, koji odrovaraju ovim haznim %143 su iznosi naizrmeniZno
umanieni ili uvefani za @ , spojimo duZ kolona i vrsta dohi-
jamo zatvorenu liniiu, koju nazivamo cikl,. U jednom vrhu cikla
je €, a u drugim njevovim vrhovima ne¥i od iznosa starjih baznih
amandeni 11i uveéani za § . Kada nomofu cikla odredimo iznos za

£ = F -
i novo bazno re%enie X, za koije de *x. “v, smn - g.

zavriava se prvi korak metode notancijala., Druai korak nofnimo
sa haznim reXendiem ¥ae Korisno je nrikazati “itavu metodu no-

tencijala nomofu hlok-3eme:

— ~ - ——

NnAredjivanje prvoa haznoo
resenja

JE—— P—— i

N3rediivanje potencliala
k* 1

el - il “-—#—.#

A —— e N . i

Odr#djivanje keoaficiienata

9 = C
AL .Dq na

Adrediivanje cikla no izabranom
neaativiom koeficidentn She Th

- e B s — i - e

S ipli

— gy -l il =gy s ol - -

e — - — -

NAreddiivanie novoa haznoa rafania
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vratimo se sada redavaniu hroinoa nrimera. Paznom

reXenju X, odocovara vradnost funkciije

f, =58 +5.3+5.1+ 10.6 + 10,4 + 15,3 = 205
1

votencijale izraZunavamo re¥avaniem sistema linear-

nih jadAnacina

d1+ﬁ1=2
dy * Ry =3
d2+82=1 of1=0: ﬁl'=q
d2+fb3="*’ al2=-2‘il32=3
dy * By =4 Ay =-tiPy=
dy * B4 =3 Pa ="

Kake se vrednost jednoa ©d potenciiala mo¥e uzeti
oroizvolino stavljamo oll = 0.
, n—
Zbirove €_ = o[p +ﬁﬂ odredduniemn nregledno noro

A tahlice:

[ s 3 R 7
= P ™ -T -
ni R 3 8 7
P ISR RURR . | i .
=21 A ) 3 15

Odredimn ¥Yoeficijenta s_ ¢

na
S;3=Cp3 = T3 =5 - 8= 73 S5 T Cay = Cpy = 476 = 77
S15= Cra Cqa =277 "5 S5 7 Coy = Cpg 075 =7
53, = Cqp = Oy = 17 4= 73 8337 By 7 C3p = "#1 =17
i odaherimo dednoag od nedativrih nanr. S,, = ~2. Torriraimo

odnovaraiusi cikl.

'_5 -9 5

MaSamo uzeti najvife §’= 5.

Pvralazime na novo hazno re-

b -
| 2
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1 RaXaniu Y? ndaovara vrednost
1?._t J _ funtciie:
X, 5 7 | 10 | f, = 20S-2. = 205-2.5 =
2

10 15 "= 185
~ mime 4e nrvi korak =zavr¥en i

zano®inie Arual.

Odradjuiemo notencijale iz sistema jadnatina:

d1+52=3? &94'63:6

dy +By =247 dy Py =
d‘2+e’2=1;- d3+ﬂ4=3
i donhijamo
dl = 0 01 = 6
dy = -2 3 py =3
ody = "4 3 =3
Bs =7

Forriramo tahlicu za C

NAdredimo qu=
511 = B - FfF =2 3 324 =7 - § =2
313 7 5 -« 8 = -3 4 Sqy = 1. - 2 = =)
= 7 - - —~ . = 0 =
Sy14 2 7 5 3 Sqq + 1 19

Biramo ‘ednng od necativnih nanr. s,, = =5 i formi-

ramo ndagovaraiusi cikl.

Kakn je € = 10 dobidamo

novo hazno r=23enje:

7a Yodie ta:
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T 10 |

+ —t
s {10 | o | |
L 20 | 5

145

Podnimo tresi korak. Odradiuviemo orvo iznose noten-

cijala iz sistema jednaZina:

oy +f34 =2 L, + 4

Ay +P3 =43 oy +fy
odakle dobijamo:

&1 = 0 ;&é = 3 d3

B,=1: Py=-2:b;
Tormirajmo tablicu za ﬂéq

“ormiraimo cikl »o 531 = =-1.

po%to e @ = 5
|- 10
Rl |
5-@| 10| 0+¢ X
¢ 20-0t 5
Za 1"0"‘& 'iF‘_, 'F —
X4

Ra*unaimo koeficliiente

S

513

k)|

1

g-1"'
5-3'

1-2"'

= 6,
s%é:
7% Sy, = 342’ = 5
2 5 Squ = 7-5" = 2
-1 Sqy = 9+1’ = 10

dobijamo novo bazno reZenje:

-r
L ] 10
_'r
= 10 5
5 15 5
i |
145 - € = 145 - 5 = 140,

0dredimo nove notenciiale iz sistemra jedna*ina:

2 d1+r52=1; d2+f53
4 d? +>FE = 3,

0; of, =3 7 &3=1

05 By =25 Py=35 Py

q s d3+Bl=1

L L
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Formirajmo tablicu za c;ﬂ: i odradimo koeficliente

- | . = R=N7T = - = o=
n | 2 ‘ 3 2 :] s11 N 8 512 342 5
-_ r r L ]
2 3 2 g - 5_3! - 2 s S - 4_3! — 1
I 13 21
1 A 57
S., = 7-5'" =2 3 S,, = 9+1" =10
qrl a4 9 24 ' 32
L
Podto su svi koeficiienti S e nnzitivni nostunak

i@ zavrien, na e nosladnje bazno valenie X,:

— = = = — = )
X411 T X2 T X33 T X5y T Fou T X3
X184 = 10 2 X,y = 10 3 X594 = 5
Xqy = 5 3 x33 = 15 3 Xq4 = 5
ontimalno.
- zato de min £ = fy = 140,
A

problem transporta je 4efan o4 va¥niiih orobhlema i

vi¥e o njeqovorm reXavaniju mo¥e se videti u [9]
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Matnd izlaza: Tarli*na forma

Xl Xz X3 Sl.cl. n
1 -3 2 -3 3 22
2 =4 3 -8 5 89
3 -1 1 1
4 -1 1 1
5 -1 2 1
c =20 7 1R
NAradiivanje pravih ooraniXenia
brodoril nsa
. Ql.%
e Fibe - -— -
1 1 3/2 1 1 Hl Yi !3
2 -5/4 5/3 -5/8 1 X3
Vo
3 1 1 ¥3
A - V-
1 l 1. 5
5 -2 1
Nndredjivanie hitnoa oaraniZenia
C.n t 5 t
1 50 14 48 22/122 3/122
2 80 21 edi 89 /229 5/229
3 20 ) 1/20 ). /20
. -7 __ -1/7 -1 /7
5 1A 1/1F 2/1F
o =20 7 -15 __
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Col.n - ul.n t
20 -9 ~-24
Y - | = -
) © /7 1/2¢6 Cnl'nl 0 , Cnl'c N
N - -3.C.,.+2.C..=-3.C,, = N
3 5 1/5, 11 21 31
-7 ir" - - -f-‘
_ _ 20.0,,47.0, =160 0
"3
. ~2/2 5/6
-3
3 ‘ -2/3
Cnl -5 -3 3
/2
U, N 3/ 4
C02'n - u?.n
-0 16
2 4 27/10 -24/5 F— Chpemy =0 4 Copeng =10
*
4 o 19 /30 _
L ;/1') 3.(‘12+2.C22 3.012 = N
2 C = 0
5 e,y 13710 12
L T -20.017f7.C22-1€.C32 0
Co? 0 -3 -2
n, =1 9/1n  3/5
Yl = ] ’ Yz - -.—3- ' )(3 — .:3-
7 7
i na ¥kraiu +a*ka minfimima za noXetni zadatak X, = -1+1 = N ,
2 . , X, = = = 4 2 = — 1 min 7 = -60/7,
7 7 3 7 7

Sada cemo isti zadatak refiti aimleats metodom.
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cimmleks-metoda:

mahli®na forma

r——— i

Razne

-

Noyve

| b2
oromen . Slnbodne nromen . promen s1.%1.
Xl Kz X3 X4 xs x6 x7
X 5 -4 13 -2 +1 1 20
x-’ -1 +5 -1 +1 1 8
—-Z 1 6 -7 1 5 n
-W -6 +5 -18 +3 -2 ~-2R
= O .
5 4 1 1 20
x3 —— - ) 1 — — — — il
13 13 13 13 13 13
x7 -~lg + —1 - — _ﬂ - —— 1 _i
13 13 13 13 13 13
-2 - 48 30 -1 12 7 140
13 13 13 13 13 13
13 13 13 13 13 13
- * O
-
X4 1 .32 ) § -1 + 1 .1 3
2 8 8 3 3 2
12 7 3 5 13 4
xs - - - - - 1 - - — —_
. 8 8 8 R 3 B
~-Z 12 -1 | 2 4 -0 8
v | 1 0
o
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1 4

7 7 7 7 7 7

12 3 8 s 13 4

X+ - — 1 - = - - - — -
7 7 7 7 7 7

72 11 8 23 50 O

—p — et —— e - 1 —
7 7 7 7 7 7

- el - g —

Oval zadata% smo uzeli 1z ¥nijiae "Lineinoe oroora-
mirnvanie jevo aboh%*enija i primeneniia" od "*.Dancic-a, Tzd.
"Prograsg", Moskva, 1946,
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