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. jo§ uvek ne znamo da li je asteroidni pojas veliko haoti¢no more (cije je
vreme difuzije reda milijardi godina) ili poseduje strukturu u smislu teoreme Ne-
horoseva za kvazi-integrabilne Hamiltonove sisteme. Ovo nije samo ¢isto akadem-
sko pitanje, ve¢ moze imati neke veoma vazne astronomske implikacije. U prvom
slucaju, asteroidni pojas bi bio marginalno stabilan, a asteroidi koje sada posma-
tramo bi bili oni, preostali od mnogo veée populacije, koji ga joS nisu napustili.
U drugom slucaju, dinamicka slika asteroidnog pojasa bi bila zamrznuta u veoma
dugom vremenskom intervalu, koji bi premasivao starost suncevog sistema. Tako
bi ono sto mi danas posmatramo bilo, u prvom slucaju samo prelazna dinamicka
faza, dok bi, u drugom slucaju, to bila neka vrsta 'permanentne’ konfiguracije
asteroidnog pojasa” (Morbidelli i Guzzo, 1997).






Uvod

Do sada je publikovano vise radova koji se bave primenom teoreme Nehoroseva
na razlic¢ite, ¢esto veoma uproscene dinamicke sisteme u astronomiji. Tako, na
primer, Celletti i Giorgilli (1991) direktno primenjuju teoremu u aproksimaciji
ograni¢enog problema tri tela sa kruznim putanjama u Lagrangeovim ravnoteznim
tackama. Razvijenu teoriju primenjuju na sisteme Zemlja—Mesec i Sunce—Jupiter.
Medutim, poredenjem teorijski dobijene oblasti u kojoj se moze primeniti teorema
Nehoroseva na primer sa realnom oblaséu koju zaposedaju asteroidi, dolazi do
neslaganja za nekoliko redova veli¢ine (videti Tablicu 3 pomenutog rada). Cel-
letti i Ferrara (1996) primenjuju je na sistem Sunce—Jupiter—Ceres, ali opet na
upros¢enu dinamiku. Kao rezultat dobijaju stabilnost u dugim vremenskim in-
tervalima reda starosti Suncevog sistema (~ 4.9 - 10° godina) ali za odnos masa
Jupitera i Sunca < 107°, §to je oko 1000 puta manje od realne vrednosti. Posled-
njih godina Efthymiopoulos (2005) ¢ini napore da poboljsa prethodne procene
regiona stabilnosti, primenom modela mapiranja za upros¢eni kruzni problem tri
tela na Trojance. Takode, Efthymiopoulos i Sdndor (2005) poboljsavaju procenu
domena stabilnosti Trojanaca primenom simplektickog modela mapiranja za koor-
bitalno kretanje, ponovo medutim, u aproksimaciji kruznog ograni¢enog problema
tri tela. Dobili su da se oko 35% asteroida iz kataloga AstDys! sa sopstvenim
nagibom manjim od 5° nalazi unutar oblasti ¢ije vreme stabilnosti od 10'° godina
premasuje starost Suncevog sistema. Guzzo i dr. (2002) primenjuju spektralnu
formulaciju teoreme Nehoroseva na realne asteroide iz glavnog prstena. Nalaze nu-
mericke indikacije da se neki asteroidi nalaze u tzv. rezimu Nehoroseva. Takode,
analizirajuci kretanje asteroida iz razli¢itih oblasti prstena nalaze, pored pomenute
stabilnosti u smislu Nehoroseva, stabilnost koju opisuje KAM teorija kao i nesta-
bilan haotican rezim u kome se moze detektovati difuzija u faznom prostoru. Ova
teza je komplementarna radu Guzzo i dr. (2002) jer proverava ispunjenost uslova
za primenu teoreme NehoroSeva na asteroide iz glavnog prstena, Sto nedostaje u
pomenutom radu.

Dakle, u svim navedenim radovima primenjuje se direktno teorema Nehoroseva
na neki dinamicki sistem, ali uvek bez prethodne neposredne provere uslova za

!Nalazi se na adresi http://hamilton.dm.unipi.it/astdys



2 UvOD

koje je teorema dokaziva — konveksnost, kvazi—konveksnost, 3—jet ili genericki uslov
strmosti (engl. steepness).

Do sada je objavljen samo jedan rad koji se bavi proverom ispunjenosti uslova
i, zatim, primenom teoreme NehoroSeva za realne sisteme u astronomiji. Benettin
i dr. (1998) daju detaljnu analizu Hamiltonijana za ograniceni slucaj tri tela u
Lagrange-ovim tackama L, i L5 u smislu ispunjenosti uslova konveksnosti, kvazi—
konveksnosti ili 3—jet. Medutim, oni nisu odredili oblast oko Lagrange-ovih tacaka
L4 i L5 gde bi uslovi za primenu teoreme Nehoroseva bili ispunjeni ve¢ su analizirali
ispunjenost uslova u ovim Lagrange-ovim tackama u zavisnosti od odnosa masa dva
tela (trece telo u ogranicenom problemu ima zanemarljivu masu).

Zadatak i sadrzaj teze

U ovoj tezi se daje analiza ispunjenosti uslova konveksnosti, kvazi—konveksnosti
ili 3—jet za Hamiltonijan sistema koji se sastoji od asteroida cije je keplerovsko
kretanje poremeceno pod uticajem velikih planeta.

Disertacija se sastoji iz slede¢ih delova: u prvom poglavlju su date osnovne
velicine kojima se meri haoti¢no kretanje. Zatim sledi kratak opis uzroka haosa u
kretanju asteroida.

U drugom poglavlju je izlozena teorema Nehoroseva, posebno naglasavajuci
sledece uslove za njenu primenu: konveksnost, kvazi-konveksnost i 3—jet nedegener-
isanost. Sledi definicija ovih uslova i algoritam za njihovo ra¢unanje.

U tre¢em poglavlju se opisuje Kozaijev Hamiltonijan i njegova dinamika. Daju
se eksplicitni izrazi za izvode do cetvrtog reda prvo po Delaunay-ovim prome-
nljivima, a zatim po momentima.

Cetvrto poglavlje prikazuje originalne rezultate dobijene ispitivanjem ispunje-
nosti uslova za primenu teoreme Nehoroseva na asteroide. Analizira se fazni prostor
u smislu ispunjenosti uslova konveksnosti, kvazi-konveksnosti ili 3-jet u oblastima
koje zauzimaju familije Koronis i Veritas. Zatim se ti rezultati uporedjuju sa
rezultatima Guzzo i dr. (2002) koji su dobijeni primenom spektralne formulacije
teoreme NehoroSeva.

U zavrSnom poglavlju su istaknuti originalni rezultati ove teze i dati predlozi
za bududi rad.



Glava 1

Haoticno kretanje asteroida

Kretanje asteroida, tela koja se u velikoj veéini nalaze izmedu Marsa i Jupitera
(glavni pojas), je veoma slozeno. Javlja se u Sirokom spektru pojava od regu-
larnog (kvazi—periodi¢nog) kretanja pa sve do jako haoti¢nog. Za prepoznavanje i
merenje haosa razvijeni su razliciti alati koji su zasnovani na numerickoj integraciji
jednacina kretanja i izracunavanju pogodnih veli¢ina.

1.1 Poincaré-ov presek

Jako haoti¢na kretanja se mogu lako prepoznati posmatranjem vremenskih ser-
ija (dobijenih integracijom) orbitalnih elemenata, na primer velike poluose (Slika 1.1).
Napomenimo da je na slici prikazana sopstvena velika poluosa, koja je dobijena
uklanjanjem kratkoperiodi¢nih oscilacija i zadrzavanjem sekularnih. Tada se na
grafiku mogu lakse uociti relativno velike, brze i skokovite promene izazvane ra-
zlicitim dinamickim rezimima. Kod kvazi-periodi¢nih kretanja nema nikakvih
skokovitih promena sopstvene velike poluose ve¢ samo regularne kvaziperiodi¢ne
varijacije (Slika 1.2). Takode, za kvalitativno razlikovanje regularnog od haoti¢nog
kretanja koristi se Poincaré-ov presek (Poincaré surface of section). Poincaré-ov
presek je pogodan za sisteme sa dva stepena slobode, dok u slucaju kada imamo
vise od dva stepena hiperpovrsine nije moguce graficki prikazati.

1.2 Maksimalni karakteristi¢ni eksponent
Ljapunova

Da bi se na neki na¢in uspostavila mera haotic¢nosti kretanja cesto se racuna tzv.
Maksimalni karakteristicni eksponent Ljapunova (Maximum Lyapunov Exponent
— MLE). On, zapravo, predstavlja meru brzine razilazenja dve inicijalno veoma
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4 Haoticno kretanje asteroida i njegovo merenje
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Slika 1.1: Vremenska serija sopstvene velike poluose za haoti¢nu orbitu. Nepravilne
varijacije su jasno vidljive i izazvane su Cestom promenom dinamickog stanja

(Knezevié, 2000).
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Slika 1.2: Vremenska serija sopstvene velike poluose za stabilnu orbitu. Na

grafiku se samo mogu videti pravilne varijacije usled kvaziperiodi¢nog oscilovanja
(Knezevié, 2000).
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bliske orbite. Ukoliko je haos ja¢i brza ¢e biti divergencija, a samim tim, veéi
MLE.

MLE mozemo rac¢unati na slede¢i nacin: neka su dp(t) = py(t) —p(t) i 0q(t) =
q,(t) — qy (t) razlike koordinata dve trajektorije ¢iji je Hamiltonijan H(p,q),apiq
konjugovane promenljive dimenzije n. Linearizovane jednacine relativnog kretanja
mozemo napisati u obliku

. 0*H
P = _Z {apjaqz aqjaqqu]

o = _Z {a ap P T aqjapf‘”]

gde je n broj stepeni slobode. MLE se definise

op(t), oq(t
t=eot  [0p(0 ),5<1(0)H
gde je ||.,.|| euklidska norma. Praktican recept za ra¢unanje MLE dat je u radu

Benettin i dr. (1980) i sastoji se od slede¢ih koraka:
1. izabrati proizvoljne vrednosti za dp(0), dq(0)

2. racunati tok 0p(t),dq(t) sve do pogodno izabranog vremena 7T tako da se
izbegne racun sa suvise velikim brojevima

3. izracunati s; = W iop, =0p(T)/s110q; =dq(T)/s1

4. za nove pocetne uslove uzeti dp; i dq, i nastaviti racun

Benettin i dr. (1980) su pokazali da je

Z] (Ins;

X= zlggo T ’

i da rezultat ne zavisi od izbora T. U praksi se cesto koristi velicina wvreme
Ljapunova (T}) koja se definise kao

(1.3)

T, = —, 14
L=7 (1.4)

i predstavlja vreme koje je potrebno da se rastojanje izmedu orbita poveca e puta.
Primer MLE za haoti¢nu orbitu dat je na Slici 1.3.
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Slika 1.3: Promena log x u funkciji od logt, za regularnu orbitu (1) i haoti¢nu (2).
Nagib krive Alogx/Alogt tezi —1 za regularnu orbitu, dok za haoti¢nu tezi da
postane konstanta (Contopoulos, 2002).

Dobra procena vrednosti MLE zahteva numericku integraciju jednacina kre-
tanja za interval vremena koji je bar 6 — 10 puta duzi od T7. U slucaju slabog
haosa integracije ¢e trositi jako mnogo racunarskog vremena. Zbog toga su uvedeni
alternativni indikatori ili mere haosa koji ¢e se mnogo efikasnije racunati, a bi¢e u
tom slucaju isto toliko pouzdani kao MLE.

1.3 Analiza frekvencija

Laskar (1990, 1992, 1993) je predlozio jedan takav novi metod — analizu frekven-
cija, koji se sastoji u primeni modifikovane Furijeove transformacije, u smislu
"pokretnog prozora”, na vremenske serije dobijene kao izlaz iz numerickih inte-
gracija jednacina kretanja usrednjenog sistema (tzv. sekularni sistem). Nalazenjem
resenja tih jednacina i odgovarajucih sopstvenih modova (za integrabilnu aproksi-
maciju to su moment—ugao promenljive) i, zatim, primenom Furijeove analize na
te sopstvene modove racunaju se fundamentalne frekvencije sistema. Za regu-
larna kretanja (na KAM torusu) ove frekvencije su konstantne, dok se za haoti¢na
kretanja one menjaju sa vremenom. Prema tome, odstupanje frekvencija od kon-
stantne vrednosti se koristi za identifikaciju haosa, procenu njegovog intenziteta,
pa cak se moze i "izmeriti”’veli¢ina haoti¢ne zone. Takode, umesto da se prati
vremenska promena frekvencije jedne orbite (Slika 1.4), moze da se postavi mreza
pocetnih uslova u onoj oblasti faznog prostora koji nas interesuje i da se racuna
frekvencija za svaki takav pocetni uslov u unapred zadatom intervalu vremena. Na
grafiku zavisnosti frekvencija — pocetni uslov lako se uocavaju regularne i haoticne
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Slika 1.4: Vremenska evolucija frekvencije za orbite koje su bliske rezonansi 1/6
za standardnu mapu. Orbite ¢ija je frekvencija priblizno konstantna leze na KAM
torusu, dok su ostale haoticne (Laskar i dr., 1992).

zone (Slika 1.5).

1.4 Ostali indikatori haosa

Razni autori su uvodili druge numericke alate za detekciju haosa kao razne
varijacije eksponenata Ljapunova ili analize frekvencija. Medu takvima, sigurno
spada brzi indikator Ljapunova (Fast Lyapunov Indicator — FLI) koji je uveden i
iskoriséen za ispitivanje dinamicke evolucije svih numerisanih asteroida (Froeschlé i
dr., 1997) ukazavsi na vaznost rezonansi izmedu tri tela. Brzi indikator Ljapunova
je, zapravo, vreme T za koje [|dp(t),dq(t)|| dostigne neku proizvoljno veliku un-
apred fiksiranu vrednost R pri dinamickoj evoluciji polaze¢i od pocetne vrednosti
10p(0),0q(0)||. Medutim, ako fiksiramo pocetne uslove 0p(0),dq(0) i vrednosti R
tada FLI moze posluziti da se uporedi dinamicko ponasanje razli¢itih orbita. U tom
smislu, FLI se moze posmatrati kao indikator haoti¢nosti jedne orbite u odnosu
na drugu. Da bi postao apsolutni indikator neophodno je uraditi kalibraciju, tj.
izracunati na primer MLE za neke referentne orbite. Ovaj indikator je intenzivno
koristila Todorovi¢ (2007) u magistarskoj tezi za istrazivanje dinamicke strukture
i difuzije cetvorodimenzione simplekticke mape.
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Slika 1.5: Frekvencija u funkciji pocetnih uslova y momenta p; za orbite bliske
rezonansi 1/6 za standardnu mapu. Glatki deo krive na grafiku odgovara oblasti
regularnih orbita, dok rastrkane tacke odgovaraju haoti¢noj zoni oko separatrise
(Laskar i dr., 1992).

Contopoulos i Voglis (1996) su uveli helikoidne i twist uglove. Za dati sis-
tem linearizovanih jednacina (1.1) se racuna orijentacija vektora dp(t),dq(t) u
funkciji vremena. Za sistem sa n stepeni slobode orijentacija je definisana sa
n — 1 helikoidnim uglom: ®q,...,®,_;. Njihove srednje vrednosti po vremenu
su: < & >,..., < ®, 1 > i zavise samo od orbite oko koje su racunate lineari-
zovane jednacine kretanja, dok ne zavise od izbora pocetnog vektora dp(0),q(0).
Contopoulos i Voglis su pokazali da u haoti¢nim oblastima srednja vrednost he-
likoidnih uglova je invarijantna, dok se za regularne orbite ravnomerno menja u
zavisnosti od pocetnih uslova.

Pored helikoidnih uglova, Contopoulos i Voglis su koristili njihove izvode po
vremenu — twist uglove. Tako na primer, srednja vrednost twist uglova omogucava
da se razdvoje regularne od haotiénih orbita, tj. ovi uglovi su jednaki nuli za
orbite na KAM torusu (za koje svi uglovi vrse cirkulaciju), za orbite koje leze na
rezonantnom invarijantnom torusu jednaki su libracionoj frekvenciji, a za haoti¢ne
orbite postaju invarijantni.
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1.5 Haos u kretanju asteroida

Mehanizmi koji dovode do haosa u kretanju asteroida su: (i) bliski prilazi
planetama, (ii) prelazi preko separatrisa rezonansi niskog reda, (iii) preklapanje
rezonansi.

1.5.1 Bliski prilazi planetama

Bliski prilazi planetama se desavaju kada asteroid pride dovoljno blizu planeti
tako da pretrpi drasticne promene svog kretanja. U sluc¢aju bliskog prilaza un-
utar uticajne sfere! velike planete poremecaji su toliko veliki da orbita moze preéi
iz Keplerove elipse (obi¢no veoma ekscentricne) u hiperboli¢nu orbitu i suprotno.
Ponavljanjem ovih bliskih prilaza nastaju haoti¢ne putanje, tj. takvo kretanje se
ne moze opisati uobicajenim matematickim alatima, jer c¢ak i vrlo male promene
u pocetnim uslovima dovode do eksponencijalne divergencije orbita, a sama or-
bitalna evolucija postaje nepredvidiva. Izbacivanja iz suncevog sistema, sudari sa
planetama ili Suncem i visestruka presecanja orbita planeta su neke od posled-
ica bliskih prilaza i sve one, matematicki posmatrano, predstavljaju singularitete
jednacina kretanja. Tako, na primer, vremena Ljapunova asteroida ¢ije orbite
seku Zemljinu putanju su veoma kratka, reda nekoliko desetina do stotinu godina
(Whipple, 1995).

1.5.2 Prelazi preko separatrisa

Nas planetarni sistem je ispresecan mnogobrojnim rezonansama razlic¢itih vrsta,
posebno u njegovom unutrasnjem delu i u oblasti asteroidnog prstena (Knezevié
i dr, 1991; Nesvorny i Morbidelli, 1998). Izuzimajuéi rezonanse niskog reda u
srednjem kretanju (do reda K < Ine, gde je € masa Jupitera u jedinicama mase
Sunca, tj. € ~ 1073) i vrlo jake v sekularne rezonanse? Guzzo i Morbidelli (1997)
su pokazali da je glavni prsten asteroida u dinamickom rezimu koji opisuje teo-
rema NehoroSeva. Prema NehoroSevu, fazni prostor se moze podeliti na razlicite
zone: nerezonantne domene, domene sa jednom rezonansom i domene sa dve re-
zonanse, medutim detaljnije o tome videti u slede¢em poglavlju. Napomenimo da
je glavni uzrok haosa prelaz preko separatrisa rezonansi. Separatrise predstavljaju
neku vrstu granice razdvajajuéi oblasti u faznom prostoru izvan rezonanci, gde
rezonantni kriticni ugao vrsi cirkulaciju, od oblasti unutar rezonanse gde se vrsi li-
bracija. Obicno su separatrise okruzene tankim stohastickim slojem, a periodi¢nim

!Poluprecnik uticajne sfere se definise p = d{/(35)?%, gde sum i M mase tela, a d je njihovo
medusobno rastojanje. Na primer, za Jupiter u odnosu na Sunce ( polupreénik
uticajne sfere iznosi p = 0.30665 AU.

2Rezonansa koja je posledica srazmernosti frekvencija perihela asteroida i Saturna.

mo o #)
M " 1047.35
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presecanjem takvog sloja pojacavaju se haoticni efekti.

1.5.3 Preklapanje rezonansi

Preklapanje rezonansi se javlja izmedu razlicitih tipova rezonansi (sekularnih
i/ili u srednjem kretanju) ili izmedu multipleta iste rezonanse u srednjem kretanju
viseg reda. U oblastima faznog prostora gde dolazi do preklapanja rezonansi ne
moze se definisati nerezonanrtni domen, a svi invarijantni torusi bivaju unisteni i
¢itava oblast se karakterise brzom difuzijom (Knezevié¢, 2000).



Glava 2

Teorema Nehoroseva

Nehorosev je teoremu dao za kvazi—integrabilne nedegenerisane sisteme. Pod
kvazi-integrabilnim sistemima podrazumevamo one sisteme ¢iji se Hamiltonijan
moze prikazati u obliku sume integrabilnog dela Hy i male perturbacije ¢H;. Hamil-
tonijan je nedegenerisan ako ima samo onoliko prvih integrala koliko stepeni slo-
bode. Medutim, degenerisani integrabilni sistemi imaju veéi broj prvih integrala
od broja stepeni slobode. Tipi¢an primer je Keplerov problem dva tela. On ima 5
prvih integrala: velika poluosa (a), ekscentri¢nost (e), inklinacija ¢, i uglovi longi-
tuda perihela (w) i longituda évora (§2). Dakle, pored konstantnih momenata jos
i neki uglovi bivaju konstante kretanja (Morbidelli, 2002).

Za nedegenerisane sisteme vazi KAM teorema (Kolmogorov, 1954; Arnold, 1963;
Moser, 1962). Ona tvrdi da ako je perturbacija dovoljno mala onda postoji veliki
broj invarijantnih torusa na kojima ¢e se nalaziti kvazi-periodi¢ne trajektorije za
sve pocetne uslove iz zadatog domena.

Proteklih decenija viSe grupa je radilo na ovoj problematici. Ispitivani sistem je
bio najprostiji ograniceni slucaj tri tela sa kruznim orbitama (Celletti i Chierchia,
1998).

2.1 Formulacija teoreme

Nehorosev (1977) je postavio teoremu za autonomne Hamiltonove sisteme tipa
H(p,q) = Ho+ €H1, gde su (p, ¢) moment—ugao promenljive definisane na domenu
D = G xT" Ovde je G prostor momenata na domenu IR", dok je T" prostor
uglova — n—dimenzioni torus. Osnovna pretpostavka je da je Hamiltonijan anal-
iticka funkcija, tj. da se moze razviti u konvergentan red u okolini neke tacke
(p,q) € D. Sa G — A oznacavamo skup svih tacaka p koje su sadrzane u G zajedno
sa A okolinom. Sada mozemo formulisati teoremu Nehoroseva:

Neka je H(p,q) = Ho + €H; realan i analiticki u D = G x T", gde je

11
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G C IR" otvoren i ogranicen i ||H,;|| < 1. Neka je matrica C(p) definisana

sa Cyj = 6;;‘3;5) i neka postoje pozitivne konstante M i m takve da
|C(p)vl| < Mljv]|,Vp € G, Vv € R" (2.1)
|C(p)v-v| >muv-v,Vp e G,YveR" (2.2)

Tada postoje pozitivne konstante ¢,,a,3,a i b takve da za svako ¢ < ¢,
vazi

Ip(t) = pO)]| < A = ae (2:3)
za svako p(0) € G — A i za svako |t| < T'(e) gde je

- (D e (1) »

Treba istaci da teorema Nehoroseva ne iskljuc¢uje moguénost haoticnog kretanja
tj. momenti p se mogu menjati na haotican nacin ali je veli¢ina tih promena
ogranicena sa A sve do isteka vremena T'(¢)(Slika 2.1). Ovo vreme stabilnosti T
raste eksponencijalno kada € opada. Kada je € veoma malo (blisko nuli) tada T
moze biti izuzetno dug period tj. moze premasiti fizicko vreme trajanja dinamickog
sistema. Na ovaj nacin se dokazuje efektivna stabilnost sistema. Treba posebno
ista¢i da ovaj rezultat vazi uniformno za svaki izabrani pocetni uslov (p, q) kada je
p € G — A. Medutim, ako bi pocetni uslov izabrali blizu granice (na ”odstojanju”
manjem od A) tada bi se moglo desiti da moment ”pobegne” iz domena G za vreme
kra¢e od T. Vazna pretpostavka teoreme je analiticnost Hamiltonijana, dok se
uslov konveksnosti (2.2) moze ublaziti u genericki uslov strmosti (engl. steepness)
za koji je Nehorosev dokazao teoremu.

Da bi vazila teorema NehoroSeva, fazni prostor mora da poseduje specificnu
strukturu — strukturu Nehoroseva iz koje se lako izvodi eksponencijalna stabilnost.
U ¢emu se sastoji ova struktura? Radi jednostavnosti pretpostavi¢cemo da se radi
o sistemu sa tri stepena slobode. Sa w = 0Hy/Idp oznaci¢emo frekvencije koje ¢e
posluziti da se definiSe struktura.

Eliminisimo iz perturbacije ¢H;, primenom kanonskih transformacija, harmoni-
jski ¢lan €H; e 9. To je mogudée samo izvan pogodno odabrane okoline rezonantne
ravni k- w = 0. Naravno, blizu rezonantne ravni se ne moze ukloniti ovaj clan.
Takode, poznato je da je skup svih rezonansi generisanih celobrojnim vektorima
k € Z*\0 gust u IR?, tako da na svakom otvorenom podskupu G nije moguée eli-
minisati iz perturbacije neogranicen broj harmonika. Na ovoj ¢injenici se zasniva
Poincaré-ov (1892) dokaz neintegrabilnosti sistema. Medutim, ideja Nehoroseva je
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<~ T-~exp (lig) e

Slika 2.1: Skica evolucije momenta p prema NehoroSevu. Promene momenata mogu
biti haoti¢ne, ali su ograni¢ene na usku oblast A oko pocetne vrednosti. Moment
moze izaci iz oblasti A tek po isteku eksponencijalno dugog vremenskog intervala
T.

da se ograni¢i na rezonanse samo do nekog reda K.! Ovakav pristup je veoma vazan
jer je broj rezonansi do datog reda konacan, dok svaki otvoreni skup momenata
moze da sadrzi konacan broj rezonantnih ravni. Pokazuje se da su ¢lanovi kojima
odgovaraju rezonanse viseg reda od K eksponencijalno mali i mogu se zanemariti.

Najpre, prema Nehorosevu, mozemo definisati nerezonantni domen kao skup
onih tacaka koje su dovoljno daleko od svih rezonansi reda K (Slika 2.2a). Pre-
ciznije receno, nerezonantni domen se definise kao skup frekvencija w takvih da je
|k - w| > /€ za svako k za koje je |k| < K. Ovo je takozvani Diofantov uslov, gde
se tretiraju samo one tacke u faznom prostoru za koje vazi

k- w| > # Vk e Z", k#0, (2.5)
za neko pozitivno v i 7 (Todorovi¢, 2007).

U nerezonantnom domenu se mogu eliminisati svi harmonijski ¢lanovi u per-
turbaciji €H; reda manjeg od K, §to ima za posledicu da se Hamiltonijan Ho+ e¢H;
moze integraliti ako se zanemari ostatak Ry koji je eksponencijalno mali. Prema
tome, u nerezonantnom domenu frekvencije (momenti) ¢e biti konstante sve do
reda koji moze da sadrzi zanemareni eksponencijalno mali ¢lan Ry.

Deo faznog prostora gde je prisutna samo jedna rezonansa do reda K naziva se
domen jednostruke rezonanse (Slika 2.2b). Kao i u prethodnom slu¢aju svi nere-
zonansni ¢lanovi se mogu eliminisati. Tada se Hamiltonijan svodi samo na jedan
rezonansni ¢lan reda manjeg od K i ostatak Rx koji je opet eksponencijalno mali.
Ovakav Hamiltonijan se moze, pogodnim kanonskim transformacijama, uciniti da

'Red rezonanse tipa k- w = kiwi + ... + kyw, = 0 se definiSe kao |k| = X7, |k;].
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a)

SN

domeni
jedne
rezonanse

nerezonantni
domeni

domeni
dve
rezonanse

Slika 2.2: Podela faznog prostora prema Nehorosevu: nerezonantni domeni (a),
domeni jedne rezonanse (b) i domeni dve rezonanse (c).

zavisi samo od jednog ugla (rezonantni ugao), a kao takav je integrabilan. Sada
frekvencije nisu vise konstantne ve¢ se mogu menjati u pravcu tzv. brzog drifta.
Hipoteza konveksnosti (2.2) garantuje da ¢e pravac brzog drifta biti normalan na
rezonansne linije, a time i ovo kretanje mora biti ograniceno.

Mesta gde se presecaju rezonanse nazivaju se domeni dvostruke rezonanse (Slika 2.2¢).
U ovim domenima redukovani Hamiltonijan ima dva nezavisna rezonantna c¢lana
reda manjeg od K i, u opStem slucaju, nije integrabilan. Frekvencije u ovim
domenima se mogu znatno menjati, Sto znaci, da ovde ocekujemo izrazito haoti¢no
kretanje. Ono §to treba imati u vidu je da je ovaj fazni prostor ogranicen i da se
frekvencije ne mogu previse "udaljiti” od tacke preseka rezonansi jer bi ”zasle” u
domen jednostruke rezonanse ili u nerezonansni domen.

Moze se zakljuciti da, zanemarujuci eksponencijalno mali ostatak Ry, za sve
pocetne uslove, kretanje ¢e biti ograniceno jednim od pomenutih domena. To ima
za posledicu da se frekvencije (momenti) mogu menjati najvise za veli¢inu jednaku
radijusu domena dvostruke rezonanse. Taj radijus je proporcionalan €%, gde je
0 <a <1 (a opada kada broj stepeni slobode raste).
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Slika 2.3: Izolinije u ravni normalnoj na pravac vektora frekvencije & kvazi—
konveksnog Hamiltonijana (a) i kada uslov kvazi-konveksnosti nije ispunjen (b).

2.2 Definicija konveksnosti, kvazi—konveksnosti i
3—jet uslova

Uslov konveksnosti (2.2) se moze zameniti blazim uslovom kvazi-konveksnosti
ili jos labavijim uslovom 3—jet. Svi ovi uslovi spadaju u genericki tip koji Nehorosev
naziva "strmost” (engl. steepness, rus. xpyroii). Niederman (2003) daje sledeéu
definiciju strmosti:

Neka je P otvoreni skup u IR". Za realnu analiticku funkciju A : P — IR se
kaze da je strma u tacki I € P duz nekog afinog podprostora I, koji sadrzi I, ako
postoje konstante C' > 0, 6 > 01 p > 0 takve da duz svake analiticke regularne
krive v u II, koja povezuje I sa nekom drugom tackom na rastojanju d < §, norma
projekcije gradijenta VA(I) na pravac II bude veéa od C - dP; (C,6) i p se nazivaju
koeficijenti i indeks strmosti respektivno.

Pod navedenim pretpostavkama, funkcija h je strma u tacki I € P ako I nije
kriticna tacka h i ako, za svako k € {1,...,n — 1}, postoje konstante C, 0y 1 pg
takve da je h strma u I duz ma kog afinog podprostora dimenzije k koji sadrzi [
uniformno u odnosu na koeficijente (Cy, dy) 1 indeks py.

Kakav je smisao ovih uslova i kako ih mozemo proveriti?

Kvazi—konveksnost znaci da ¢e restrikcija Hessiana Hamiltonijana Hy na hiper-
ravan ortogonalnu na vektor frekvencije w (a prema tome, i na ravan brzog drifta
koja sadrzi w) imati kvadratni minimum ili maksimum u tacki ta¢ne rezonanse. Na
Slici 2.3a je prikazan ovaj slucaj za n = 3 i tacku dvostruke rezonanse, tako da je
ravan brzog drifta dvodimenzionalna. Kada uslov kvazi-konveksnosti nije ispunjen
(kao na Slici 2.3b) struktura nivoovskih linija je hiperbolicka (umesto elipticke kao
u prethodnom slu¢aju) i u ravni brzog drifta postoje pravei, asimptote hiperbole,
gde je Hessian jednak nuli. Dakle, provera kvazi—konveksnosti u nekoj tacki se
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svodi na proveru da li je Hessiana razlicit od nule u toj tacki. Matematicki to se
formuliSe na sledeé¢i nac¢in
Hamiltonijan Hy je konveksan u tacki Iy € R", ako za svako u € R" vazi

Z?}[?(Io)ui = 0,
=1 O (2.6)

kvazi-konveksan, ako pored (2.6), vazi i relacija

“ 9*H,
Io)u; 0,
2 Lo, Hous
1,j= (27)
dok za 3-jet moraju biti ispunjene relacije (2.6), (2.7) i
. D*H,
] A = 07
2 oLaLol; OT,01, )itk
i, k=1 (2.8)

tako da sistemi nemaju druga resenja osim trivijalnih.
Dakle, za proveru kvazi—konveksnosti moraju se racunati izvodi Hamiltonijana
do drugog reda, dok su za proveru 3—jet uslova potrebni izvodi tre¢eg reda.

2.3 Algoritam za proveru uslova konveksnosti,
kvazi—konveksnosti i 3—jet

Za proveru uslova konveksnosti potrebno je da sve frekvencije imaju isti znak
(pozitivan ili negativan), dok za ostala dva uslova treba formirati Hesijan, tj. ma-
tricu drugih izvoda integrabilnog dela Hamiltonijana Hy po akcijama I = (14, I, I3)

9*Ho 9%*Ho 3%Ho
312 01,012 011013
_ PHo  PHe  0°Ho
A 8[28[1 8[22 8120[3 (29)
9% Ho 3%Ho 9%Ho
0I30I,  OI30I o132

Zatim, odredimo sopstvene vrednosti (A1, A2, A3) Hesijana (2.9). Hamiltonijan H,
je konveksan (u datoj tacki) ako su sve tri sopstvene vrednosti istog znaka. Ukoliko
sopstvene vrednosti Hesijana nisu istog znaka, onda treba naci restrikciju Hesijana
(2.9) na ravan normalnu na vektor frekvencija
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OHy OHy OHo
oI, 0l ol "

(Ij = (wl,WQ,u)g):(
(2.10)

Postupak ra¢unanja restrikcije Hesijana je preuzet iz Benettin i dr. (1998).
On se sastoji od rotacije koordinata I sve dok se vektor frekvencija & ne poklopi
sa prvom koordinatnom osom. Zapravo, trazena restrikcija (B) je odgovarajuca
rotirana blok—-matrica 2x2. Hamiltonijan Hj je kvazi-konveksan ako obe sopstvene
vrednosti restrikcije B imaju isti znak.

Neka su sopstvene vrednosti restrikcije B razlic¢itog znaka, oznac¢imo ih sa b, >
0 > b_ i neka su wy odgovarajuéi sopstveni vektori jedini¢ne norme. Dva pravca u
ravni normalnoj na vektor frekvencija gde je Hesijan (2.9) jednak nuli su paralelni
vektorima

ur = /|b_|wy =/ |by|w_. (2.11)

Za proveru 3—jet uslova dovoljno je izracunati izraz sa leve strane jednacine (2.8)
za vektore uy i ako je razlicit od nule, za oba vektora, kazemo da je Hamiltonijan
Ho 3-jet nedegenerisan. Zapravo, izabran je nivo od 1072 u jedinicama srednjeg
kretanja Jupitera? ispod koga se moze smatrati da uslov nije ispunjen.

2Vrednost je preuzeta od Lemaitre i Morbidelli (1994) koja je koriséena kao grani¢na veli¢ina
Sirine rezonanse za detekciju sekularnih rezonansi sto odgovara oko 3 arcsec/yr.
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Glava 3

Kozaijev Hamiltonijan i njegovi
izvodi

Model koji koristimo se sastoji od asteroida, tela zanemarljivo male mase,
koji se kreée po Keplerovoj orbiti oko Sunca i ¢ije kretanje perturbuju (velike)
planete suncevog sistema. Koristimo sledece, uobicajene oznake za elipticke os-
kulatorne elemente asteroida: a — velika poluosa, e — ekscentri¢nost, ¢ — nagib,
w — argument perihela, ) — longituda uzlaznog ¢vora i M — srednja anomalija
merena u heliocentricnom sistemu. Odgovarajuce veli¢ine sa primom odnosice se
na poremecajnu planetu, dok je njena masa m'. Takode, koristi¢emo kanonske
promenljive Delaunay-a

L = +/G(mg+m)a=/ua, I = M

G = Lv1-—e2 g = w
H = Gcosi=LvV1—e%cosi, h = Q, (3.1)
ili kanonske promenljive Poincaré-a
A = L:,/ILLCL, N = l+g+h:M+w7
G = 1 2
' = L-G=1L(1 1 e?), Y = —g—h=-w,
Z::G—Hzﬂ%ﬁ%, s = —h=-Q (3:2)

gde je sa p oznacen proizvod mase Sunca my i gravitacione konstante G. Hamiltonovu
funkciju ‘H za asteroid mozemo napisati u slede¢em obliku (Lemaitre i Morbidelli,

1994):

19
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H =Ho(L)+Hi(L,G, H,1,g,h,a, e il g n) (3.3)
gde je
2
Ho(L) = =3 (3.4)

tj. Hamiltonijan problema dva tela (Sunce-asteroid), a H; poremecaj koji vrsi
planeta na asteroid i koji je proporcionalan masi m’. Ukoliko uklju¢ujemo uticaj
viSe planeta H; uzimamo kao sumu poremecaja.

3.1 Eliminacija kratkoperiodi¢nih ¢lanova i inte-
grabilni Hamiltonijan

Hamiltonove jednacine sadrze kratkoperiodi¢ne ¢lanove, tj. ¢lanove ¢iji periodi
odgovaraju vremenima revolucije [ i [’ oko Sunca. Eliminacija kratkoperiodi¢nih
¢lanova u Hamiltonijanu (3.3) se vrsi primenom perturbacione teorije Hori-ja (1966)
koja se zasniva na konstrukciji pogodnih kanonskih transformacija. Ovakva trans-
formacija je do prvog reda po masi planete ekvivalentna usrednjavanju Hamiltoni-
jana (3.3) po uglovima [ i I’. Schubart (1964) je pokazao da se to moze uraditi
numericki tako da se 'vrednost razmatrane funkcije racuna za ekvidistantne tacke u
intervalu periodi¢nosti kratkoperiodi¢nog argumenta, dok kritiéni i drugi dugope-
riodi¢ni argumenti ostaju konstantni’. Dakle, mozemo pisati

1
<H>= —W—F < H; > (35)
gde je
1 2
< Hi >= %/'Hl dldl’. (3.6)
0

Usrednjeni Hamiltonijan < H > je sada funkcija srednjih Delaunay-ovih promenljivih
(L,G,H,q,h) dok parametarski zavisi od elemenata planeta
(a',ei'\g",h).

Kako su ekscentri¢nost i inklinacija planeta male velicine (Williams, 1969)
mozemo Hamiltonijan (3.5), uzimajuéi u obzir (3.6), razviti u Tejlorov red po
promenljivima €’ i ¢ u okolini nule. Tada, Hamiltonijan (3.5) postaje

H= + 6’C0 + 821C1 + 83’C2 + - (37)

1
2A2
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gde indeks i u IC; oznacava stepen odgovarajuéeg polinoma po €’ i 7. Prema tome,
KCo je perturbacija koju izazivaju planete kada se kre¢u po kruznim putanjama u
istoj ravni. Ovde treba istac¢i da nije nikakav razvoj vrSen po elementima asteroida
tako da ¢e izvedena teorija vaziti za sve vrednosti ekscentriciteta i inklinacije.
Clan K, se naziva Kozaijev Hamiltonijan (Kozai, 1962), a racunamo ga iz

IC() =< H; > |e’:0,i’:0~ (38)

Pokazuje se da je Kozaijev Hamiltonijan funkcija samo jednog ugla — argumenta
perihela (g), a kao takav je integrabilan. Zato ¢emo kasnije dati njegov detaljniji
opis. Dakle, integrabilni Hamiltonijan se sastoji od prva dva ¢lana (3.7) tj.

1
Hint = T9A2 +eKo(L, G, H, g) (3.9)

gde je e reda veli¢ine mase poremecajne planete (~ 1073).
3.2 Dinamika Kozaijevog Hamiltonijana
Da bi opisali dinamicki portret Kozaijevog Hamiltonijana pogodno je preéi na

modifikovane kanonske Poincaré-ove promenljive, zadrzavajuéi g kao jedini ugao

A = L=V, A = l+g+h,
P L—H=+/a(l—-+v1—e2cosi), p = —g—h,
Q = G-—H=+vaV1l—e*(1l—cosi), qg = g (3.10)

Napomenimo da je izabran takav sistem jedinica u kome je g = 1. Sa ovim novim
skupom promenljivih Kozaijev Hamitonijan mozemo simbolicki prikazati

KOIKO(Q7Q7_7P7_7A)' (311)

Kako Ky ne zavisi od uglova p i A to ¢e za konjugovane momente vaziti P = const
i A = const. Zbog toga sto je P = const ekscentricitet i inklinacija asteroida vise
nec¢e biti nezavisni. Na svakoj povrsini P = const moze se odrediti maksimalna
vrednost inklinacije iy, = arccos(H/+/a) kojoj odgovara e = 0. S druge strane
maksimalna vrednost ekscentriciteta je ep.x = /1 — H?/a i dobija se za i = 0.

Za male vrednosti inklinacije izolinije Ky se vrlo malo razlikuju od kruznice
(Slika 3.1a). To znaci da argument perihela g vrsi cirkulaciju dok je ekscentricitet
prakticno konstantan. Sa povecanjem nagiba izolinije se postepeno izduzuju u
pravcu esing. Argument perihela jos uvek vrsi cirkulaciju ali ekscentricitet os-
ciluje prolazeé¢i kroz maksimum za g = 90° ili ¢ = 270°, dok inklinacija tada
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Slika 3.1: Kozaijev Hamiltonijan za razne vrednosti inklinacije. Velika poluosa je
imala fiksiranu vrednost 3 AJ.
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ima minimalnu vrednost (Slika 3.1b). Iznad neke kriticne vrednosti inklinacije di-
namika Kozaijevog Hamiltonijana se drasticno menja (Slika 3.1c). Tacka e = 0
postaje nestabilna ravnotezna tacka. Pojavljuju se separatrise koje dele fazni pros-
tor na tri oblasti: dve oblasti karakteriSe libracija g oko 90° ili 270° i u trecoj
oblasti ¢g i dalje vrsi cirkulaciju. Ovakva struktura omogucava pojavu rezonanse —
Kozai-jeve rezonanse. Zapravo, to je 1 : 1 rezonansa izmedu precesione frekvencije
longitude perihela i longitude ¢vora asteroida. Za jos vece vrednosti inklinacije
Kozai-jeva rezonansa postaje jaca, u smislu da Sirina oblasti libracije raste (Slika
3.1d). Tacka e = 0 je uvek nestabilna ravnotezna tacka Sto za posledicu ima da
svaka orbita sa pocetnim malim ekscentricitetom se prinudi, ovakvim rezonantnim
mehanizmom, da dostigne vece i vec¢e vrednosti. To znaci, da takav asteroid tokom
svoje sekularne evolucije moze prese¢i orbitu neke unutrasnje planete. Kriticna
vrednost inklinacije zavisi od velike poluose asteroida. Za slucaj prikazan na Slici
3.1 kriti¢na vrednost inklinacije iznosi oko 33°.

3.3 Promenljive dejstvo—ugao Kozaijevog Hamil-
tonijana K

Kako je Kozaijev Hamiltonijan integrabilan moze se pogodnom transformacijom
promenljivih napisati u formi da ne zavisi od uglova ve¢ samo od dejstava. To
se postize primenom Henrard (1990) seminumericke metode i sledeée kanonske
transformacije

= q(A,J,Z,0),

= Q(A,J,Z,4),

= 2+ 0.(NJ Z0),

Z (3.12)
= A+os(A T, Z,9),

= A,

= s O e
|

gde su (A, A\, P,p,Q, q) —stare, a (/~\, N\ Z, 2, J, 1) — nove kanonske promenljive. Ova
transformacija se ne moze prikazati eksplicitnim formulama, ali se moze rac¢unati
numericki. Moment .J je proporcionalan povrsini koju ”zahvata” orbita. Ugao v je
linearna funkcija vremena i "meri” polozaj na orbiti. Posto su dejstva P i A kon-
stante kretanja, zadrzani su kao nove promenljive, ali zbog ocuvanja kanonic¢nosti
transformacije konjugovani uglovi z i A moraju dobiti kanonske korekcije o, (/~\, J, Z 1)

i 05(A, J, Z,9).
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Umesto promenljivih () i ¢ mozemo uvesti pravougaone kanonske promenljive
x 1y (Lemaitre i Morbidelli, 1994) relacijama

r = /2Qcosq,
y = /2Qsing. (3.13)

Trajektoriju (ili krivu) dobijamo numerickom integracijom Hamiltonovih jednacina
za Kozaijev Hamiltonijan

dx . 8/C0

i v

dy _ OKo (3.14)
dt ox

Naravno, kada nademo referentnu orbitu, izvode prvog i viseg reda po momen-
tima A, J i Z raCunamo numericki.

3.4 Racunanje izvoda Kozaijevog Hamiltonijana
po promenljivima L, G, H i g

Kozaijev Hamiltonijan za asteroid (3.8) se moze prikazati u eksplicitnom obliku,
preko promenljivih Delaunay-a (3.1):

1 / / /
]CO(La G> Hv =9 _) = _ka/// (Al o i +ya/§$/ TRl > didl (315)
2 r
0 0

gde su koris¢ene sledece oznake
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H
r, = (cosgcosh — vel sin gsin h)L*(cos E — €) +
H
(—singcosh — G 089 sinh)L Gsin E,
H
Yo = (cosgsinh+ rel singcosh)L?*(cos E — e) +

H
(—singsinh + o cosgcos h)LGsin E,

2 2
2, = 1—EsingL2(cosE—e)+ 1—EcosgLGsinE,

re = L*(1—ecosE)
A = 22407 = 2wt + yatf + 207
| = E—esink, dl =(1—ecosE)dE

(3.16)

= r'cosl
" = r'sinl’
7 = 0.

k? — Gauss-ova konstanta, m’ — masa perturbujuée planete!, a £ — ekscentri¢na
anomalija asteroida.

Ko je funkcija L kako direktno tako i preko e, tj. mora se voditi racuna pri
nalazenju izvoda

0 da 0  Oe O 0 G? 0
8—L—8—L£+8—L&—2L£+m&- (3'17)

Na primer, izvod

OF G? sinFE

- _ 3.18
OL el31—ecosE’ (3.18)
dok je izvod podintegralne funkcije Kozaijevog Hamiltonijana (3.15)
oK, 1 1 0A 1 (Oxy , Oy , Oz ,
oL ~ 2aPorL A \art Tar? oLt
(3.19)
gde je

LU izrazu (3.9) za integrabilni Hamiltonijan upotrebljena je oznaka e za masu poremeéajne
planete izrazenu u jedinicama mase Sunca.
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OA Or, (01‘,1 Mg 02,
— = 2rg— —2 4+ ==y + ’)
oL oL oL oL oL (3.20)
a
or Oe oE
L= 2L(1- E)+ L* | —5+cosE E
L (1—ecosE)+ ( 57 08 + esin 8L)
OJe cosF —e
= 2L(1- Ey-L[*——"—— 3.21
(1-ecosE) - OL1—ecosE (3.21)
Izvodi 9%, %Li‘ i %Z].j se svode na rac¢unanje 1zvoda - (L*(cosE —e¢)) i 2 (LsinE)
0 E
3L (L*(cosE —e)) = 2L(cosE —e)+ L* (— sin Eg—L — 88_2)
0 OF
— i = — 3.22
aL(LSlnE) SmE+LCOSEaL (3.22)
Konacno se dobija (uklju¢ujuéi znak ”—" koji stoji ispred integrala (3.15))
oK, 1 . Oor, Oz, o 0Ya J — 0z4 ,
- = — - “— — — z
oL A3/2 oL  OL oL’ ~ oL
1 (0x, , Oyo , 0z, ,
— ) 3.23
+/3(8LI+aLy+aLz (3.23)

3.4.1 Izvodi prvog reda

Zapravo relacija (3.23) je samo skraceni zapis izvoda ‘98% jer ¢emo u svim os-
talim izrazima podrazumevati da treba racunati dvostruki integral po srednjim
anomalijama asteroida i planete. Dakle, potpun izraz je

8IC0 B (9ra 0xy , Oyg , 0z, ,
B A3/2 "“or " oLt " arY " oL”

1 . . » 3.24
r

oL L oL~
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Na slican nac¢in dobijaju se izvodi po G

0Ky _ 11 OA 1 (On, 0w, O,
oG~ 2a%2aa B \ac” T ac? Tag”
% B 2T%_2 8xa,+8ya,+8za,
ac ~ "8G ac" T ac’ T aG”
or, 9 Oe . OF ,0e cosE —e
— _2= 2y g R 3.25
oc ~ - ( aGCOSE+esmEaG) LG —ceos B (3:25)
o G 0E_0 swE
oG elL? 0G  0G1—ecosE
oKk, 1 T%_@wax,_ﬁya,_aza,
oc — e \'"aqg " ac" " aq? T aG”
1 [0x, Ya 02,4
— ! ! ! 3.26
+r/3(aa‘”+ac:y+aaz> (3.26)
po H
Ky _ 110N A (O, 0w, O
oH —  2M29H M \oH' ' oH’ ToH"
OA o 8!Ea ’ 33/@ ’ aZa /
oH _2<(9Hx+8ﬂy+8HZ
1
g-THa = —asingsinhLQ(cosE—e)—écosgsinhLGsinE,
1 (3.27)
gzjt; = asingcoshL2(cosE—e)+écosgcoshLGsinE,
0z H 9 H .
S0 _—GQSinismgL (COSE—e)——GQSmicosgLGsmE,
% — __1 axa’+%’+%’
oH A2 \oH” T oH” ToH"
1 (Oxy , Oy , Oz, ,
il 3.28
o (8Hm+8Hy+aHZ>’ (3.28)

kao i po g
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K _ 11 0A N (O, Ou O
dg  2A329q 3\ g Ggy dg
oA _ -2 &’L’ax,Jr@ya '+8za2,
dg dg 8gy dg
H
aa:;“ = (—singcosh — Ecosgsin h)L?*(cos E — e)
H
+(—cosgcosh + Fel singsinh)L Gsin F,
) i (3.29)
aé’yg = (—singsinh—|—Ecosgcosh)LQ(cosE—e)
H
+(—cosgsinh — Esingcos h)L Gsin E,
H? H?
%Zga = 1—EcosgL2(cosE—e)— 1—EsingLGsinE,
% L 1 8xax,+8ya ,+8zaz,
a9 A2\ 9y a7 " g
1 [0z, Ya 0z,
— Py ZTe TR 3.30
r’3(8gx+8gy+8gz>’ (3:30)

3.4.2 Izvodi drugog reda

Drugi izvodi su:

PRy _ 3 (O O, Qe O\
orz — a~e\"“ar " ar" " arY T oL’
L (O Pre PP, Py, P2
A2 [\ 9L "oz T a2t T ar2? T arz” (3:31)

N 1 (0%, = 0%y, o 0z,
— X zZ
3\ L2 orz? T or2* )
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92K, 3, Ora Ov, Oyu, Ou 2
G2 A2 \"eq T ot T acY T oG
1

N (87’a)2 Pr, Pz, , Py, , 0%z, ,
A3/2

oc) e T a2t T arY T a2’

b 82xax,+82ya ,+82za )
B\ac2” Toaa2Y Tage )

(3.32)

o2~ A \on”® Tom? Tom”t
1 <82xa, Py, , 0%z, ,)

821(:0 3 <85Ea ’ aya / aZa /)2

e \omt TamY T am”

=0 (3.33)
1 [(0%x, , O, , %2z ,
e\ amt TamY Tamt )

(.

~~
=0

Ko 3 Ore  0xq , Oya , Oz, ,
oLOG A2 (“a_L_ aL" ~ oL _8_LZ> 8
(r % B axax, B 8yay, 0z, z')
“0G  0G oG oG
—l—L <%%+r Ora — O '+
A3/2 \ 0L 0G “OLOG  OLOG
Py, , 0%z 1 [ 0%z,
“oLaGY aLaGZ) e (

(3.34)

x/_'_ 82ya /+ azza /
oroc” T arac? T aroc” )

aQICO 3 < Orq 0z, / OYa / 0z, />
_ - —Z X

oLoH ~— A2 \"“or "ot T orLY T oL

y <8xa ,+6ya ,+8za ,)

on" " om” " oH"
1 Pry , Py, , 0%z
e (8L8HI Torom? T 8L6HZ) (3.35)

+i 9%z, 'y 0%y, = Pz,
B \oror” T oLon? T oLoH” )
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9Ky 3 Ore  0rq , Oya , Oz ,
OGOH ~ A2 (T“%_ ac" ~ac? 8GZ> 8
" (8%95’ N 8yay, N 024 z')
OH 0H 0H

B 1 0%z, N L
A2 \ocoH" T ocoH? T 9GoH”

/ Ya 0z, /)
N 1 Pre , Pya , Pza
7,,/3 )

(3.36)

acon” Tacom? T

62,C0 3 axa ’
g2 VNIE

We , 024 , 2

99 T + 99 Y + 9g z

1 Py , Py, , 0%z,

ot T et T g (3.37)

_|_i ana:E/—l— aany/+ 82Zaz/ .
3\ ag? 0g? dg? ’

62’C0 . 3 87“a
9Ldg NI

__6% ,_8ya ,_8za A
"eor " oLt T aLY T aL”

1 Py ,  Py. , 0%z,
TAR <8Lﬁgx T orog? aLagz)
1 (Pxq , Py, , 0%z,
s (8L09x T orag” T OLGgZ) !

(3.38)

PRo _ 3 ( Ora 0%a , O, 0\
aGag — A2 \""ac ~ ac”" T ac? T G
0xq ,  OYa , 0z, ,
x(agx+agy+8gz
1 (PP, o 0y, L 0%z, o
A2\ 9Gag" T aGag” T 8Gay

—|—i 9%z, o 0%y, = 0%z, o
7 \aGag” T aGag” T aGag” )

(3.39)
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9’K, 3 (Oxa , Oya , 0z ,\ (01, 0, 02,
= —— T4 =y 2 4+ =y +—7
OHOg A2\ OH OH OH g dg dg
1 0%z, 0%y 0z
. x/+ a y/+ a Z/
A3/2 (8Hﬁg 0HOg 0HOg ) (3.40)
i 6237(1 /+ 82ya ! 822’@ ! |
3 \oHdg" " 9HBgY T 9HAg" )’
3.4.3 1Izvodi treceg reda
Tredi izvodi:
PRy _ 15 ( Ora Ora , Oyu, D2\’
o5 A2\""ar " aL" ~arLY " aL”
9 T%_E)xax,_(?ya,_ﬁza, "
A \"or " art T LY T oL’
or. \ > Pry,  Px, , Pys , 0%z,
“W\ar) TTore " a2t T ar2? T ot (3.41)
1 or, 0°r, Pr, Pr, , Pys , Pz, , '
Taor Porore Moy T ot T a3t T ot
1 Pz, ,+83ya ,+83za ,
B\ ors" T arsY T o )
PRy _ 15 ( Ora Ovo , Oyu, Dz,
acc — A2 \""aq " ac"t T ac¢Y T oG
9 %_3%,_8%,_0%, "
A \"aa " act T aq? T aG”
y (8ra)2+r Pry,  Px, , Py. , 0%z,
a 2 2l — Y = 2~
oG oG oG oG oG (3.42)

tar\Pacac: TTacs ot T acsY T ags”t
1 (83$a . By, , Pz, ,)

1 (387“a827“a Pr, Pr, , Py, , 03z ,>

o\ \aet TacsY Tags”t
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Ora _
"“oH oH"
=0
15 [0z, ,
A2 \oH”

15
AT/2

PKy
OH®

8ya /
o’

ore 0z, ,

15 ora
"“or T oL”

A7/2

DKo
0L20G

Kozaijev Hamiltonijan i njegovi izvodi

oz, ,_aya ,_Gza ,
o’

+8za, ’
oH )

oH”
(3.43)

Wa ,  Oza , 2><
or? ~or”

0xg , O0Yo , Oz ,

o [ 9ra _
"oG T G "

or, Oz,

6
NE (r“a_L oL
0*r,

Or, Org

aG"

8GZ)
024 , "
oL~

82ya /

Oy

/ a |/
oL
Pz,

0%z,

_|_

0L 0G
or,

!

9*r,

"9LoG ~ aLaG" ~ aLaG” ~ aLaGZ)

3 0z, ,
Az \"aq T ag”

e , 0zq ,) y

acY T aG”
(3.44)

X

o\,
oL

n 1 2% 9%r,
A3/2 0L 0LOG
Pz,

*Ya

"aore

Pry , %y, , 0%z ,
ozt~ ar2Y T o1z~
ar, 9%r, N 3r, N

oG oLz " ar20G

3z,

/

To120G" ~ ar2aGcY 0L28GZ>

3
»Fr,

*Ya

3z,

T or2aG” ) ’

1
s

arac" T ar2acY
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DKo
OLOG?

15 or,

or,

or,

6
“a "G

" Or, Or,
oL 0G

0xg , 0yq ,

~ A2 (T“% 6"
" or, Oz, ,
oL T oL "

Flekd
Wa ,
ey
0x,
Fleh

9*r,

0z4 ,
)
Wa , 0z, ,
ac? ~ ac”

2
0z

0% 2 2 X
oG

)

*Yq

2
, 0%z,

tlearac T anoc” ~ arocY T 9LaG”

3 Ore 0Ox, , 0Oy, , 0z, ,
TASR (r“ﬁ_ oL’ oL’ 8LZ> 8
y <8ra)2 . 9%r, B 02xax, B Gzyay, B 822(12,
oG “0G?  0G? 0G? 0G?
+L (Q%& %azra +7r 63T“ +
A3/2 \"0G OLOG ~ OL 0G? *OLOG?
Pry ,  Pya , Bz,
“oLoc?" ~ aLac?Y aLaG2z)
+i( Pz, o Py, St P2y z')
r3 \ OLOG? 0LOG? OLOG?™ )’

)

33

(3.45)
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DKo 15

OL?0H

15 O
A2 \"or oL’
0xy ,  0yg ,
x(aHx
6
+A5/2

OH
or,
<r“8_L )
9%z, 0%y,

0z,

+ o7 +%z’
Y oH

0z,
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2
) <
024 ,

5t )

0z4 ,

Wa .,
oL

oL

)

aya ’
oL
0%z,

"+

"+

“(
3
+A5/2

oLOH"

(8xa ,

ol "
or,

o’

9%r,

oLoH”
aya /

aLaHZ>
0z4 ,
+ =2 | X (3.46)

2
8 6L)+

(

1

"aorz ~

oLz~ arz? T or2”
*ya

9%z, ,_82ya . 0%z, ,]

. 03z,
Y+

"+

< Pz,

OL20H "
Pz,

~ A3/2

0L20H
83

OL2OH >

a Pz,
Yo,y

“

8

15
AT/2

83ICO aya

OLOH?

0z,
oH "

(

o (. Ora _
“9L ~ oL "

6 <8xa ,

a2 \o"

0Yq

0*Ya

arzon” T arzom

o’

0a 1 o O,
oL

o

OL2OH - ) ’

;o 0zq ,
oH”

2
) y
oL~
- 0z4 , "
oH "

0%z,

(3.47)

"+

( Pz,
X

oron” " arom?

OLOH ) ’
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DKo

15 ara axa r_ aya /
0G?0H

_AWZ(“EE"aax Flekd

i Qo Oaysy O,
oH" oH "

o
+i (7“ Ora _ Gxax, 8yay’
A2 \"“9G  0G oG
y < x, . 0%y, ) 0%z,
0GOH 0GOH

N 3 oz, ,+8ya ,

Az \ o’ T am?
or, 2+
oG

2
0°r,
Pz,

/+ /+

+

X aGQI

*Ya

"+ y +

35

024 , 2><
G~

0z, z'
oG

X

aGaHZ)
92a 1)
oH "

Pry , 0%y, ,

Bleckd

(3.48)

2
0%za ,

G2~

3z,

" oG
_ 1
A2\ oG2oH" T 9G20H

Pz, Py,
/ Y y/+

&ﬁaﬂz)

3z,

1
+E<mmmw+amm1

DKo
0GOH?

15
A7/2

aya /
o

0x,

(aHx +
X <r %_8xax,
‘oG 0G

6
oH"

A5/2
Pr, , Py,

e , 0z
aGY

o , 024

oz, ,
oH "

0%z,

0zq , 2><
oH~

/
8GZ>

+0HZ> X

X(@G&Hx_%aGaﬂy_+

mﬁaﬂz)’

(3.49)

aGaHZ)’
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DKo
OLOGOH

K,
dg®
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15 Oore  0x, , 0y, , 0z, ,
TATR (T“a_L_ oL’ ~arY 8Lz) 8
(7“ org 8£Uax, B ayay, B azaz,) "
‘oG oG oG oG
X (8xa$, + %y' — %z')
OH oH oOH
—l—i (r Ora _ axax’ 0yay, — 8zaz,) X
A2 \""9G  OG 0G oG

" 0%z, /L Y /L Pz,
oLoH" " oroHY T oLoH”

n 3 %_8%,_8%,_82@, y
Az \"or T oLt T orLY T oL~
(3.50)
y 0%z, o %y, - 0%z, N
aGoH" T 9GoHY T 9GOH
+3 8wa,+8ya,+%, "
A2 \or” Ton? ToH”

o (Zralra y, Pra | Poa P, P
oL oG " "oroG ~ aLoG" T orocY T oLoG

1 ( Pz, = Yy L 3z, ,)

" A2 \oraGcor" T orocoH” T oLoGoH”
+i Pr, N Pya N Pz,
B\ oLoGoH" T orocoH” T oLoGoH” )

(3.51)
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Ko 15 Ore  O0re , O, 0z \°
L2y A2 (T“G_L_ ar." —arL? ~ aLZ) %
X (&cax, + %y’ + %z’)
dg dg dg
—l—i (r Ora axax’ — ayay’ — azaz’) X
A2\ 9L 9L 9L’ oL
X (82% r+ 0"y Y+ 0z z'>
0L0g 0L0g 0L0g
+i (axa]?/—i- ayay/+ 8Zaz/> % (3 52)
A5/2 \ Qg dg dg '
. (a) o O OPra Py 0 ]
OL “OL?  OL2 0L2 0L2
1 Pre , Py, , Pz,
B (GLQGQI ool " 8L28gz)
1 [ Prg , By, , Pza
Fﬂépwx+apwy+am@2)
PKo 15 [0z, , Oy , 0z ,\°
OLOZ ~ AT (ag T g *a_gz) -

" %_&ca,_aya,_@za,
"eor " oLt T aLY T aL”
6 0xy , OYg , 0z ,
—m ag x + agy -+ 8—92 X
0%z, / aQZUa / 024 /
X

oLog” T orog” T orag”

3 (Pr, , Py, Oz
- (392 e R z) . (3.53)
(LB By B

“OL 0L oL oL

1 Pre , Py, , Pz,
L (aLagz‘” T orog? " aLag2z)
1 [ Prg , Py, , Pzq
o] (8L892x torog? T 8L6922> !
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DKo

0G?0qg

DKo

T OAT/2
y (&ca L Oy, , Oz )

+A5/2

~ A3/2
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15 %_8xa/_aya/ aza/2
"o T ot T oc? T aGg”

8g$+ agy+ag

6 ( Ore  Oxa , OYu , 07 )

X

"ac T ot T ac? T ac”

y xax,_i_aya ,+8za2,
aGag" " aGagY T 8Gag
3 axa / 8ya / aza /
I x4+ Yy + 2| x (3.54)

A5/2 \ dg g dg
(Gra)Z 0%r, 8%, 8ya, 0z,

ac ) Tvaqr T acrt T aqr? T o~
1 831'@ 2+ oK Ya Iy 832(1 o

aG2ag" T aGrag” T 0G2ay
i 63gja / a Ya /+ 832(1 S

8G289 8G289 0G?0g

0GOg?

A7/2

~A5/2

+ A5/2

~ A3/2

15 (&Ua, Yo , 02z ,) "

a9 T oY T oy ”
( or, 8sca, 8ya, 0z, ,)

"“o¢ T ac" T ac? T ac”
6 (axa . Oy, , 0z, ,)
—2Z X

ng+8gy+8g

x, o Pya , 0%z z’
0Gog"  0Gag” T 9Gay

2 2 2
’ (a Ta s, O '+aZaz’> x (3.55)

a2~ T ag? T ag
( or, 0z, o 8ya, 0z, ,)

"“o¢ " oGt T ac” T aG”

1 831}1 2+ aya / 832’@ /
Y= Yy + z
8G892 8G892 0GOg?

1 P, o Pya , Bz

_ y + z
8G692 808g 0GOg?
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omog a2 \em” Tom? Tom®

% 8$a$,+%,+%z,
dg 8gy dg

6 axa ’ 8 a aza /
NIE (8Hw +ogy 8H2) X (3:56)

9 x, o 0%y, /L 0%z, J
9Hog" ' 0Hag” " 9Hag~ )

PK, 15 (axa L Oy, Oz ,)2 y

03’C0 _ 15 (9.%,1:[,_'_ 6ya ,+ %Z/ 2 5
9HOg: A2\ g a7 " g

(8xa . 0y, , 0z ,)
x + +

on” "o’ T omH"

6 (Oxry , Oys , 0z,
_A5/2(agl‘+agy+a—gz>><
X ( Pia x + Yo Y+ 0, z’)

0HOg OHOg OHOg

3 0xq ,  OYo , 02
_ Zra 3.57
INE (aH‘” Tom? T 8H2) 8 (3:57)

P, , Py, , Pz
X(xl'/‘i‘ yy/+ ZZ/)

0g? 0g? d0g?
1 P, L PYa = Pz,
A2 \oHog" T 0HOg2Y T OHOP"

1 Pz, = 9y, = Pz,
3\ oH0g2" T 9H82Y T 9HO2" )
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K, 15 Ore  0ry , Oya , 0z ,
0LOGdg A" (T“G_L_ or." ~oLY 6Lz) %
(7“ ory &Eax, B ayay, B azaz,) "
‘060G 0G 0G
X (axax' + %y’ — %z')
dg dg dg
—l—i (r Ora _ ﬁxax, — 6’yay’ — azaz’) X
A2 \""9G  OG 0G oG
X (%x’ + ! Y+ 0%z z’)
0LOg 0LOg 0LOg
—l—i (r Ora _ axa:c' — 3yay, — azaz’) X
A2 \""9L  OL oL oL

(3.58)

y 9%z, L %y, L Pz,
A
8Gag" T 9Gag” T 9Gag”

43 (&E“xur 8‘%?/4—%2") X
A5/2 \ Og dg dg
X (%% +r Ora - O — O Yo y — Oz, z’)
oL oG “OLOG  OLOG 0LOG 0LOG
1 Pr, Pya Pzy
L <0L6Gag‘” torocas? 0L8Gagz)

i 83.%'51 $/+ a3ya /+ 8320’ !
73 \0LoGag" " 0L0Gag” " 9LdGag” )’
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K, 15 ore  0O0x, , Oys , 0z, ,
OLOHdg W(’”‘Lﬁ_aLx_aLy—aLz)x

" (axax, N 8yay, N azaz,> "

0OH OH 0H
X (8xa$, %y' — %z')

99 dg 99

3 oz, , Y, / 0z, /
N (aH’” oY T aHZ) 8
X (82% x + Oy Y+ 0z, z')

0L0g 0L0g 0L0g
+i (r ora 8%:6, B 8yay, B 87;@2,) y

A2 \"“9L  OL oL oL

9. o2 92, (3.59)
X( LI yay/+ az/>

0HOg 0HOg 0HOg

3 0xq ,  OYo , 0z, ,
—m<agx + agy +8_gz> X
" ( 02z, o 0y, J 0?2z, z')

OLOH OLOH OLOH

1 Pr, Py, Pzy
N (GLGHé?gx " oLaHag” T 8L8H692)

1 Pr, Py, Pz,

(

r3

oLoHog" | oLoHogY

OLOHOg ) ’
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P, 15 ore  0O0x, , Oys , 0z ,
0GOHdy = A2 (’”‘L% ot T aqY T 8GZ> 8
" (axax, N 8yay, N azaz,> "
0OH OH OH
X (8xa$, + %y’ — %z')
99 dg 99
—l—i (r Ora _ axax’ — ayay’ — 8zaz,) X
A2\ "0G 0@ oG oG

" 9%z, o 0%y, - 0%z, J
oHog" " 9HAgY T 9HOg

3 (axa / aya / 8za /)
+ Yy + X

A \om” Ton? T om”
T 2
8Gag" T 9Gag” T 9Gag
3 Gxax,+8ya '—i-%z' "
A5/2 \ Og qu dg
8 0w, o 0y, = 0?2, N
0GoH" " oGoH" T 0GoH
1 PP, o DYq L D24 o
A2\ 9GoHdg" T 0GoHag” T 9GOHdg
1 [ P, o PYa = Pz, N
B \8GoHdg"  9GOHBg” T 8GoHAg )
Pomoc¢ne veli¢ine za racunanje izvoda po L su:
@
oL  el?’
Pe Gt 3G?
oLr —  SLS el
e 356 954 12G? (3.61)

OL3 eS L9 + e3L7 + eld’
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0 Oe OF Oe cosE —e
9 ecosE) = LcosE—esinE = L2 B2 ¢
8L(€COS ) oL " ML T OL1—ccosE’
oF B OJe sink
0L  OL1—ecosE
0 oF de sin’E
i E) = —sinfp—=————"— — 3.62
8L(COS ) SMESL OL1—ecosE’ ( )
0 OF OesinEcosE
Y sinE) = cosEZS - eS8z
8L<Sm ) COSESL T L1 —ecosE’
a—Q(ecosE) 0% cosE—e N de 0 [ cosE —e
OL?  9L21—eccosE  OLOL\1—ecosE)’
0 ([ cosE—e %(COSE—@) cosE—e 0
== ) = — E 3.63
oL (1—ecosE> 1 —ecosE +(1—ecosE)28L(eCOS ), (363
0? D*e sin’FE de 0O sin? E
——(cosE) = — —_—— ],
0L? 0L21 —ecosE OLOL \1—ecoskE
8—2(sinE) _ P’esinEcosE N de O sin Ecos
OL? - 9I21—eccosE  OLOL1—ecosE’
0 sin? F B de sin® Ecos E
OL\1—ecosE) ~ “OL(1—ecosE)?’
sin’ B 0
-_ E 3.64
+(1—6(3OSE)28L(€COS ) (3.64)
0 (sinEcosEY  OesinE(cos? E — sin® E)
OL\1—ecosE) — OL (1 —ecos E)?
sin FcosE 0O
SMECSZ 9 s E
+(1—ecosE)28L<eCOS )
0_3(COSE)7_636 sin? B B 0%¢ 0 sin? E _86 0? sin? E
oL3 931 —ccosE “OIL20L \1—ecosE) OLOL2\1—ecosE )’

03 03¢ sin E cos B 0% 0 (SinECOSE) Oe 0O? <sinEcosE)

Z ($nE) = I (tnnittitutl B
o E) = o E T oo \T—ecsE ) V00012 \T —ccos B
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0? sin? F _ 0% sin®’ Ecos E N de 0 sin? E cos E
OL2 \1—ecosE)  "0L2(1—ecosE)2 “OLAL \ (1 — ecosE)2
0 ( sin? B ) 0 sin? E 0?

I (2 ) 9 eeosE
+(9L (1 —ecosE)? 8L(6COS )+(1—ecosE)28L2

(ecos E),

9 (sinEcosE\ 0% sinE(cos’ E —sin® E) N de O (sin E(cos’ E —sin® E)
OL2 \1—ecosE) — OL? (1 —ecos E)? 0L OL (1 —ecos E)?
0 ( sinEcosE \ 0 smEcosE 02
— | == E E
+(9L ((1 - ecosE)2) 8L(€COS )+ (1 —ecos E)?20L? (ecos E),
O ( sin®EcosE de sin® E(3cos’ E — 1) sin EcosE 0
lms ] = 5 +2 —(ecos E),
OL \ (1 —ecos E)? OL (1—ecosE)? (1—ecosE)30L
0 sin? E de 2sin* Ecos F sin? F 0
T = = + —(ecos E),
OL \ (1 —ecos E)? OL (1 —ecosE)3 (1 —ecos E)? 0L
0 (sinE(cos? E—sin®E)\ e 2sin Ecos E(1 + 2sin* E)
oL (1 —ecos E)? - 0L (1—ecosE)?
2sin E(cos? E — sin® E) i(e cos E),

(1—ecosE)? oL

0 ( sinEcosE> _ Oe sin E(cos? E — sin® E) sinEcosE 0

0L \ (1 —ecos E)? oL (1 —ecos E)? - (1 —ecos E)38_L(e cos B,
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or 0 Oe [ cosE —e
o= 2L(1-— E)—-L*— E) =2L(1- E)y-LD—|—
5L (1 —ecos E) aL(ecos ) (1 —ecosE) 5L (1—ecosE)
a H
a@i = 2(cosgcosh — o singsin h)L(cos E —e) +
(cosgcosh — a sin g sin h)L2£(cosE —e)+
g G L
H
(—singcosh — Ecosgsinh)GsinE +
H 0
(—singcosh — rel cosgsinh)L Ga—L(sin E)
Wa . H .
oL = 2(cosgsinh + o Singcos h)L(cos E —e) +

H
(cosgsinh + rel sin g cos h)LZ%(COS E—e)+

H
(—singsinh + Ecosgcosh)GsinE—l—

H
(—singsinh + o Gos g cos h)L G%(sin E),
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0%r,

IL?

0%z,

0L?

0*Ya

0L?
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2(1 —ecosE) +
0 5 0
_4L8_L(6 cosE) — L W(e cos I)

H
2(cos g cos h — a singsinh)(cos E —e) +

H 9]
4(cosgcosh — —singsinh)L—(cos E — ¢e) +

G oL
(cosgcosh — a sin g sin h)LQa—Q(COS E—e)+
G OL?
2(—singcosh — a cos g sin h)Gi(sin E) +
G oL
: H . 0* .
(—singcosh — o cosgsin h)L Gm(sm E)

H
2(cos gsin h + Fel singcosh)(cos E — ¢e) +

H
4(cos gsin h + Fel sin g cos h)L%(cos E—e)+

( inh + = si h) 2_9 [2 ( —e)
cosgs + —singcosh)L cos B +
g sin e ing 5 e

H
2(—singsinh + o cosgcos h)Ga%(sin E)+

H 2
(—singsinh + o Gosgcos h)L G%(sin E),

(3.65)
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Pr,
FIE
Px,
oL?

*Yq
oL3

0 2 ok
—68—L(ecos E)—6L BT ——(ecos E) — L? @(ecosE)
6 I B2 (cosE - ¢) +

COS g COS e sin g sin 5 (cos e

6(cos g cos h — a sin g sin h)La—Q(cos E—e)+
G 8[312
(cosgcosh — gsingsin h)L? %(COSE —e)+
3(—singcosh — a cos g sin h)Ga—Q(sm E)+
G 0L?
(—singcosh — a cosgsinh)L Ga—g(sm E)
G oL?
6(cos gsin h + a sin g cos h)— 0 (cos E —e) +
G oL
6(cos gsin h + a sin g cos h)La—Q(cosE —e)+
G 0L?

H 3
(cosgsinh + rel sin g cos h) L? BT
2

o H 0
3(—singsinh + G Cosgcos h)GW(sm E)+

——(cos E —e) +

3

o H 0
(—singsinh + o cosgcos h)L G’@(sm E).

Slicno, pomoé¢ne velic¢ine za racunanje izvoda po G su:

@
oG
e
0G?
e
oG3

e
T el?
@1
TSI el?
3G 3G

eSL6 e3[4

47

(3.66)

(3.67)
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0 Oe oE Oe cosE —e
2 (ecosE) = L cosE—esinEos = 2 B2
oG (e cos B) oG o8 st 0G 0G1—ecosE
8_E B Je sink
oG  0G1—ecosE
oF de sin’FE
- F) = —gnfo— — _ 2 >
158 (cos ) St 158 0G1—ecosE (3.68)
0 or Oe sin F cos F¥
Z (snE) = po=
ag I E) = s e = S e s E
0? (¢ cos E) 0% cosE —e +86 0 cosE —e
— (e — - -
0G? 0G?21 —ecosE  O0GOG \1—ecosE
0 [ cosE —e 2 (cosE —e) cosE—e 0
iy (e B - 2 (ecosE
oG (1—ec0sE) 1—ecosFE +(1—6COSE)28G<€COS ) (3.69)
0 cosE —e B 2 (cosE —e) cosE—e 0 ( E) .
0G \(1—ecosE)2)  (1—eccoskE)? (1 —ecos E)?0G ceos
8_2 (cosE) = — D%  sin’E de 0O sin’? F
0G?2 N 0G%21 —ecosE O0GOG \1—ecosE
—Q(sin ) - 0% sin F cos E N Je 0 (sinEcosE
0G? - 9G?21—ccosE OGOG \1—ccosE
i sin? B B de sin? Ecos F
OG \1—ecosE)  “0G(1—ecosE)?
sin’ B 0
A 3.70
+(1—ecosE)28G(6COS ) (3.70)
9 (sinEcosE\ _ desin E(cos’ E —sin® E)
OG \1—ecosE)  0G (1 —ecos E)?
inFE FE
sin F cos i(e cos E)

+(1 —ecos E)?20G
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0 [ sinEcosE _ 0Oe sinEcos2E
0G\ (1 —ecosE)) ~— 0G(1—ecosE)3
sin EcosE 0
(1 —ecos E)3%(€COS E)
Q[ sin®EcosE _ Oesin® E(3cos’ E — 1)
O0G\(1—ecosE)?2) — 0G (1—eccoskE)3

.2
—l—%%(e cos F) (3.71)
0 ( sin? B ) 2@ sin? F cos B
0G \ (1 —ecos E)? 0G (1 —ecos E)?
sin? £ 0

+2(1 —ecos F)?0G

(ecos E)

8—3(003 E) — — Pe sin’E _ g 0%e i sin? E
a 0G31 —ecosE 0G? 0G

0G?
_% 0? sin? E
0GOG2 \1—ecosFE

03 d3e sin F cos E 0% 0 (sinEcos E)

1—ecosFE

0G31 —ecosE + 0G20G \1 —ecos E

+@ 9?> (sinEcosE
0GOG? \1—ecosE )’
0? sin®? F 0% sin? F cos E 49 @ i sin? F cos E
0G2 \1—ecosE) — “0G2?(1—ecosE)? 0G 0G \ (1 —ecos E)?
0 sin’? E 0 sin? F 0?
oG ((1 - ecosE)2> @(QCOS B+ (1 —ecos E)? 0G? (ecos B),
9% (sinEcosEY 8% sinEcos2E N
0G2 \1—ecosE)  0G?(1—ecos E)?

de [ 1 Je sin E(cos B — 3 cos 3E) ) sin Fcos2E 0 (ccos B)| +

oG | 20G (1 —ecosE)? (1 —ecos E)30G

0 < sin F cos E/ 0 smEcosE 02
(

9G \ (1 —ecos E)? _(GC()SEJ)—i_(1—ecosE)2c9G2

(ecos E)
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03 P (ecosE) = % cosE —e +2826i cosE —e N
G3  9G31—ccosE 0G20G \1 —ecos

@ 0? cosE —e
0GO0G2 \1—ecosE )’

0 (COSE—€> B 8G(COSE e) cosE—e 0

oG l—ecosE +(1—ecosE)2@G

(ecos E),

1—ecosFE

0* [ cosE —e _ 8%2 (cos E —e) 2 (cosE —e)Z(ecosE)
0G? \1—ecosE l—ecosE (1 —ecosE)?
cosE—e 0? cos E —e 9] ?
Y+ ——m— E
(1 —ecos E)? 0G? (ecos E) + (1—ecosE)? <8G(e cos >> ’

E—
Ora  _ I i(ecosE)——L28€ (cos e)j

oG oG O0G \1 —ecosFE

H H

%Z = @singsinhlﬂ(cosE—e)—|—(cosgcosh—Esingsinh)ﬁ%(cosE—e)—k
H

—SlngcosthmE—i—(—Smgcosh—acosgsmh)LGaaG(sinE),

%(COSE —e)+

g .
aG(smE),

Y _ H 2 . H . 2
el G2smgcoshL (cosE—e)+(cosg81nh+asmgcosh)L

H
—singsinh Lsin E + (—smgsmh—i—acosgcosh)LG

*ry 0?
502 —I? @(ecosE)

0%, H
Ta —2——singsinh L*(cos B — e) + 2— cosE —e)+

0G? G3
2

H
(cosgcosh — vel sin gsin h)L? aa—GQ(COSE —e)+

H
sin E) 4+ 2(—singcos h — rel cos g sin h)L%(Sln E)+

5 singsinh L?

G 8G(

H 0
QEcosgsmhLaG(
2

(—singcosh — g cosgsinh)L G%(sm E),
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2 H H
(6‘9(?;{; = G3 singcosh L*(cos E — e) — 2G2 smgcoshL28G(cosE —e)+
H 2
(cosgsinh + Esmgcosh) aGQ(COSE —e)+
9 o H o)
—25 cos g cos h L%(sm E)+2(—singsinh + o cosgcos h)L%(sm E)+
(—singsinh + a cosgcosh)L Ga—Z(sm E),
g a9 e
Pr, ok
= —I? E
505 503 ——(ecos E),
3 H H
aa(?; = 6@ singsinh L*(cos E — e) — 6@ sin g sin h L* %(COSE —e)+
H 2 H 3
EsingsinhL %(COSE —e) + (cosgcosh — asingsinh)L %(COSE —e)+
2 H 2
35 cosgsmhLaG2 (sin E) + 3(—singcosh — el cos g sin h)L%(sm E)+
H 3
(—singcosh — rel cosgsinh)L G%(sm E),
3 H H
% = —6@ sin gcosh L*(cos E — €) + 6@ singcosh[?%(cosE —e)+
H 2 H 3
—35 smgcoshL2aan (cos E —e) + (cos gsinh + rel sin g cos h)L? BT ——(cos E —e) +
H 2 H 2
—35 cos g cos h L%(sm E)+3(—singsinh + o cosgcos h)L%(sm E)+
H 3
(—singsinh + o cosgcos h)L G8_G3(Sin E),

Pomoc¢ne velicine za racunanje mesovitih izvoda po L i G

e G N 2G
OLOG €35  el3
d3e o 3G° B TG3 B 6G
0L20G e’[8 e3[8 el4
e 364 5G? 2 (3.72)
= + ot

0LOG? eSLT  e3L5  eld
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0? (cosE) — — 0%e sin? E B @ i sin? £
0LOG o N OLOG1—ecosE OLOG \1—ecosE )’
0? (sinE) — 0%¢ sin Ecos B +%i sin F cos F/
LG ) T BLaGT—ecosE L OLOG \1—ecosE )’
0? ( E) - 0%¢ cosE —e +&i cosE —e
oLoG P T 9LoGT—ecosE L OLOG \1—ecosE )’
93 ( E) - d% cosE —e +82(ai cosE —e
0L20G ©cos  OL20G1—cecosE  OL20G \1—ecosE

0%e i cosE —e +% 0? cosE —e
OLOGOL \1 —ecos E OLOLOG \1 —ecosE )’

H? cosE —e _ 525 (cos E — e) a%(cosE—e)i(ecosE)jL
OLOG \1—ecosE 1—ecosE (1 —ecos E)?0G
9] cosE —e 9, cosE—e 07
B L B Ny o E
oG ((1 — ecosE)2> 8L<6COS )+ (1 —ecos E)? 8L8G<€COS )
O*r 9] D% cosE —e de 0 [ cosE —e
@~ 91 (ccos E) — L? R (e
0LOG 3G(€COS ) OLOG1—ecosE 0L 0G (1 —ecosE)’
0%z, H . H 0
9L0C 2@ singsinh L(cos £ — e) + 2(cos g cos h — Esmgsmh)L%(cosE—e) +
H . 0 H . . o
@smgsmh[Pa—L(COSE —e) + (cosgcosh — Esmgsmh)LQaLaG(cosE —e) +

H H
Ecosgsinh sin £ + (—singcosh — Ecosgsinh)sinE—i—

H 0 H 0
(—singcosh — — cosgsinh)G—(sin F) + — cos gsin h L—(sin F') +

G G G oL
2
(—singcosh — gcosgsinh)L%(sinE) + (—singcosh — gCOSgSinh)LGE?L@G

(sin F),
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2y, H H
aigG = —2@ singcosh L(cos E — e) 4+ 2(cos gsinh + rel sin g cos h)L%(COSE —e) +

0 H
singcosh L?=—(cos E — ¢) + (cos gsin h + bl sin g cos h) L? (cosE —e) +

2

0LOG

e oL

H H
—Ecosgcosh sin £+ (—singsinh + Ecosgcosh)sinE—i—

L H o . H 0, .
(—singsinh + o cosgcos h)G@(sm E)— rel cosgcoshLa—L(sm E)+

2

H H
(—singsinh + —cosgcosh)Li(sinE) + (—singsinh + _COSgCOSh>LG8L8G

G oL G

(sin F),

93 (cosE) = — d3e sin? E B d%e i sin? E
€08 B 0L20G 1 —ecosE OLOGOL \1—ecosE

0L%20G
B 0% i sin? E B @ 0? sin? B
0L20G \1 —ecosE OLOLOG \1 —ecosE )’

o3 , 0%e sinEcos E 0% 0 (sinEcosE
gr20G ") = 512G T —ccos B T 900G L (1 - ecosE)
0% 0 (sinEcosE de 0? sin E cos F
3L2%(1—6008E)+8_L@L3G< )’

1—ecosFE

Pr, 0 0? 9

— = = E) — 4L E) — L?
9L20G aG e F) 900G ¢ E) — Ligmas

(ecos E),

Pz,

o H
0L20G G2

H
sin g sin h(cos £ — €) 4 2(cos g cos h — el sin g sin h)%(cosE —e)+

cosE —e)+

2

L@L@G (
2 3

H H
@SingsinhLQ%(cosE —e) + (cosgcosh — rel sin g sin h>L2—8L28G(

H H
25 cos g sin ha%(sin E)+2(—singcosh — rel cos g sin h)a%(sin E)+
2 H 82
8L0G(SmE> + rel CosgsinhLm(sinE) +
(—singcosh H osgsinh)L o (sin E) + (—singcosh Hco inh)LG i (
—singcosh — —c¢ in h)L—— (sin —singcosh — — cos g sin —
g a ™ L2 g a9 920G

H 0 H
4@ SingsinhLa—L(cos E —e)+4(cosgcosh — rel sin g sin h)

cosE —e)+

H
2(—singcosh — rel cos gsin h)G

sin F),
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Py, H H
8L2%G = _2E sin g cos h(cos E — e) + 2(cos gsinh + rel sin g cos h)%(cosE —e)+
H . 0 ) H . 2
—4@ smgcoshLa—L(cosE —e)+4(cosgsinh + rel SmgCOSh)LaLaG(COSE —e)+
H 0? H 3
e SingcoshLQW(cosE —e)+ (cosgsinh + rel sin g cos h)Lzé)L?@G(COSE —e)+
H 0 H 0
o o . o H a9 .
e CosgcoshaL(smE) +2(—singsinh + e cosgcosh)aL(smE) +
H 0? H 0?
2(—singsinh + o cosgcos h)Gm(sin E)— rel cosgcoshL@(sin E)+
H 2 3
(—singsinh + o cosgcos h)L%(sin E)+ (—singsinh + g cosgcosh)L Ga[iw(sin E),
3 ( E) - D% cosE—e N e 0 (cosE —e
araGz " ~ OLOG21—ecosE  0G20L \1—ecos F

0%e i cosE —e +@ 0? cosE —e
OLOG OG \1 —ecos B O0GOLOG \1—ecosE )’
93 (cosE) = — d3e sin? B B 0%e i sin? B
O0LOG? a O0LOG?1 —ecosE  O0G?20L \1—ecosE

B 0%e i sin? £ B @ 0? sin? B
OLOG OG \1 —ecos B O0GOLOG \1—ecosE )’

93 e sinEcosE 0% 0 (sinEcosE)

_ Y (¢nE) = — _ I Bttt
0LOG? (sin E) 0LOG?21 —ecosE  O0G?0L \1—ecosE
d%¢ 0 (sinEcos E) Oe 02 (sinEcos E)

COLOGOG \1 —ecosE) O0GOLOG \1—ecosE
0? sin> B d%¢ sin?FEcosE n 2%2 sin? E cos E
OLOG \1—ecosE) ~ “OLOG (1 —ecosE)>2  “0GOL \ (1 — ecos E)?
0 sin®? F 0 sin’ E 0?
T T ) Y (ccosE
oL ((1 — ecos E)Q) aG(eCOS )+ (1 —ecos E)? 8L8G(QCOSE)’
0? sin F cos & B 0%¢  sin Fcos2F n de 0 sin F cos2F
OLOG \1—ecosE) ~— OLIG(1—ecosE)?2 0GOL \ (1 —ecos E)?

0 < sin /' cos E 0 sin EcosE 02
(

0L \ (1 —ecos E)? G ccosE)+ (1 —ecos E)? 8L8G(€ cos £),
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&r, 2 3
stac = “laglecosE) —Larams

(ecos E),

Pz,

aroce ~ tgpdingsinhLicosE—e) = 2Ggsingsinh Lar(cos B —e) +

2

0
0LOG

H 0 H

4@ SingsinhL%(cosE —e)+ 2@ sin gsin h L? (cosE —e) +

2( h 7 ingsi h)L o (cosE —e)+
COS g COS G Singsinh) Lo = (cos e

3

8L8G2(COSE—€)+

(cosgcosh — rel singsinh)L

2

H H
2— Cosgsmhi(smE) + 25 COSgSInhL@L@G

G oG

2(—singcosh — rel cos g sin h)

(sin F) 4+

o .
8G(SmE) +

2

0LOG

2

(—singcosh — g cos g sin h)G%(sm E)+

H
2(—singcosh — Ecosgsinh) ———(sinF) +

3

H
(—singcosh — 5Cosgsmh)LGaLaG2

(sin F),
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3 y "
32552 - 4@ singcosh L(cos B — e) + 2@ sin g cos hLQ%(cos E—e)+

2

H 0 H 0
4T L-L (cos E —¢) — 2= si L2
sin g cos h (cos e) sin g cos h 5150

G? oG G?
. H 0?
2(cosgsinh + o Singcos h)L——=(cos E —e) +

0G?
3

OLOG?

(cosE —e) +

H
(cosgsinh + rel sin g cos h)L? (cosE —e) +

H 0 H 0?
i R 9 (sinE) -2 -2 _(sinE
GcosgcoshaG(sm ) Gcosgcosh 515 (sin £) +

H 0
2(—singsinh + Ecosgcosh)%(sinE) +
L H 2

2(—singsinh + ECOSgCOSh)LaLﬁG
(—si 'h+H h)GaZ(‘E)jL

sin ¢ sin & cosgcosh)Go = (sin

L H oA
(—singsinh + o cosgcos h)LGm(smE),

Izvodi koordinata asteroida po promenljivoj H

(sin B) +

0z,
OH

1
= G sin gsin h L*(cos E — e) — cos gsin h Lsin E,

Y, 1 . )
8?{ = asmgcoshLz(cosE—e)+cosgcosthmE,

kao 1 mesoviti izvodi su:

2 L L2
ai;;[ - _25 singsinh (cos £ — e) — rel sin g sin ha%(cosE —e)+

0
—cosgsinh sin £ — cosgsinhLa—L(sin E),

2 L LQ
881,3;] = 25 singcosh (cos E —e) + 5singcos h%(COSE —e)+

0
cosgcosh sin E + cos g cosh La—L(sin E),
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Pz, 1 . _ L . o0
91200 —25 singsinh (cos E —e) — 45 smgsmha—L(cosE —e)+
. 2
— & singsin h@(COSE —e)+
—2cosgs hi(s E)—cosgsinh L— o 5 (sin E),
g in oL m g n aL 1mn
3 1 I
aizgg}_] = 25 singcosh (cos E —e) + 45 sin g cos h%(COSE —e)+
L? 0?
vel sin g cos hm(COSE —e)+
a . o0?
2 €os g cos hﬁ(sm E)+cosgcosh L@(sm E),
0%z, L? 12 9
CoH — 2 singsinh (cos E —e) — gsmgsmh%(cosE —e)+
0
—cosgsinhL%(sinE)7
2 a L2 L2
;ég[-[ = &= singcosh (cos E —e) + el sin g cos h%(COSE —e)+
cosgcoshL%(smE)
Pz, 9 2 0
G200 G3 singsinh L*(cos E — e) + G—smgsmhL @(COSE —e)+
1 o? 92
e sin g sin h L w(COSE —e)— cosgsmhLaG (sin £),

3
2
agzyaaH = & sin g cos h L*(cos E — e) —

2

o2 smgcoshL2aG(
1 02 o

a smgcoshL28G2 (cos E —e) + cosgcoshLGw(sm E),

cosF —e)+

o7



o8

P,

0LOGOH

9y,

0LOGOH

Kozaijev Hamiltonijan i njegovi izvodi

2 2
@singsinhL(cosE— e) — EsingsinhL%(cosE—e) +

1 1 2

EsingsinhLQa%(cosE— e) — asingsinhLzﬁfaG(cosE—e) +
.0 . > .

—cosgsmh%(smE) — COSgSlnhL@LaG(SlnE>’

2 2
e singcosh L(cos B — e) + asingcoshL%(cosE —e)+

1 1 2
—@SingcoshLQa%(cosE—e)jLEsingcoshLQagaG(cosE—e)+
2
cosgcosh%(sinE)+cosgcoshLaLaaG(sinE),
H
a;ga = (—singcosh — rel cos gsin h)L*(cos B — e) +
H . : .
—cos gcosh + — sin g sin sin F,
(—cosgeosh 4 = singsinh)L Gsin B
H
aayga = (—singsinh + o Cosgcos h)L*(cos E — ¢) +
: H . :
(—cosgsmh—Esmgcosh)LGsmE,
2
a H
%;2 = (—cosgcosh + o Singsin h)L?*(cos E —e) +
(singcosh + o cosgsin h)LGsin E,
2
H
aa—gy; = (—Cosgsinh—Esingcosh)LZ(cosE—e)—l—

H
(singsinh — o cosgcos h)LGsin E,
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P, H
6;3 = (singcosh + o 089 sinh)L*(cos E —e) +
H
(cosgcosh — el singsinh)L Gsin E,
PYq . . H 2
35 = (singsinh — G cosgeeos h)L*(cos E —e) +

H
(cosgsinh + rel singcosh)L Gsin E,

9%z,

H
9L0g 2(—singcosh — —cosgsinh)L(cos E — e) +

G

H
(—singcosh — rel cos g sin h)LQ%(cosE —e)+

H
(—cosgcosh + Esingsinh)GsinE+ (—cosgcosh +

g singsinh)L G%(Siﬂ E),

0%Ya
0L0g

H
2(—singsinh + o cosgeos h)L(cos E —¢) +

H
(—singsinh + o cosgos h)LZa%(cosE —e)+

H
(—cosgsinh — Esingcosh)LGsinE—i—

H
(—cosgsinh — rel singcosh)L Ga%(sin E),

83.%@ . H .
9L20g 2(—singcosh — rel cosgsinh)(cos E —e) +

H
4(—singcosh — rel cos g sin h)La%(cosE —e)+
(—singeosh — 2 cosgsinh) 120 (cos B~ o) +
sin g cos o cosgsin 572 (08 e

H
2(—cosgcosh + el sin g sin h)G%(sin E)+
(— h—i—H' ' h)LGaQ(' E)
COS g cos o singsin 52 i B),
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3
aingg = 2(—singsinh + g cosgcosh)(cos E —e) +
4(—singsinh + A sin g cos h)Li(cosE —e)+
G oL
(—singsinh + 4 COS g oS h)L28—2(cosE —e)+
G OL?
2(—cosgsinh — A sin g cos h)Gi(sin E)+
G oL
(—cosgsinh — A singcosh)L Ga—Q(sin E)
G OL? ’
% = 2(—cosgcosh+ A singsinh)L(cos E —e) +
JL0g? G
(—cosgcosh + a sin g sin h)L2i(COSE —e)+
G oL
(singcosh + g cos gsin h)Gsin E +
(singcosh + ul cosgsinh)L Gi(sin E)
G oL ’
0"y = 2(—cosgsinh — ul singcosh)L(cos E —e) +
0L0g? G

H 0
(—cosgsinh — rel sin g cos h)L2a—L(COSE —e)+
H
(singsinh — o cosgeos h)L Gsin E +

H
(singsinh — o cosgcos h)L Ga%(sin E),

0%z, H H
8Gx6’g = EcosgsinhLQ(cosE—e)—|—(—singcosh—Ecosgsinh)LQ%(cosE—e)—i—
H 0
—cosgcosh Lsin E 4+ (—cosgcosh + —singsinh)L G—(sin F),
G oG
Y H H
8G%g = —EcosgcoshLz(cosE—e)+(—singsinh+acosgcosh)LQ%(cosE—e)+

H
—cosgsinh Lsin E + (—cosgsinh — Esingcosh)L G%(sinE),
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3 H
aaG—ng = —2@ cos gsinh L*(cos E — ¢) +2G2 cosgsmhL26G(cosE —e)+
9
H 2
(—singcosh — rel cos gsin h) L aa_cﬂ(COSE —e)+
—Zg smgsmhLa{é(sin E) + 2(—cosgcosh + g sin g sin h)L%(sm E)+
H 2
(—cosgcosh+ rel singsinh)L G%(sm E),
394 H H
(98Géyﬁg = 2@ cosgcosh L*(cos E — e) — 2@ cosgcoshLz%(cosE —e)+
H 2
(—singsinh + Ecosgcosh) aGQ(COSE —e)+
H H
26 singcoshL%(sin E)+2(—cosgsinh — rel sin g cos h)L%(sm E)+
H 02
(—cosgsinh — rel singcosh)L G@(smE)
Pz, H 9 H 0
9GoE singsinh L*(cos E — e) + (—cos gcos h + Esmgsmh) aG(COSE —e) +
H
sin g cos h Lsin £ + (sin g cos h + rel cosgsinh)L GaaG (sin £),
0*Ya H 2 - H )
9GogE ~ cosgcosh L*(cos E —e) + (—cosgsinh — Ecosgcosh) 8G(COSE —e)+
H
singsinh Lsin £+ (singsinh — — cosgcosh)L G— 0 (sin £),
G oG
82.1'(1 1 . ) . . .
9Hog = —acosgsmhL (cosE —e)+singsinh Lsin F,
0y,

1
9Hdg = EcosgcoshLz(cosE—e) —singcosh Lsin E,
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83 a 1
—GH; 5 = asingsinhLQ(cosE—e)—i—cosgsinthinE,
g

*ya

1
OHOg —asingcoshLQ(cosE—e)—cosgcosthinE,

Pz, H
B il inh L(cos E —
910Gy on Cosgsin h L(cos e) +

H
2(—singcosh — rel cos g sin h)L%(cosE —e)+

H 9,
2 cos gsin h L? 6_L(COSE —e)+
2

H
(—singcos h — — cos gsin h)L? cos B —e)+

G ) 8L8G(
5 . ) H | . :
—Esmgsmh sin E/ 4 (—cosgcosh+Esmgsmh)smE—i—

H 9,
(sinE) — —singsinh L—(sin F) +

H
(—cosgcosh+ —singsinh)G— 0 G 5L

G oG
(— cos gcosh + " singsinh)L 0 (sin E) +
g G Singsinh) Lo (sin

2

H
(—cosgcosh+ —singsinh)LG (sin ),

G OLOG

3
81?8% - gCOSgCOShL(COSE—@>+
g

H 0
2(—singsinh + o cosgcos h)L%(COS E—e)+

2cos.gcos.hL2 cosE —e)+

e 8L(

H 2
(—smgsmh—i—acosgcosh) 5150

H H
Esingcosh sin £ + (—cosgsinh — Esingcosh)sinE—l—

(cos E —e) +

H 0
(sin F) + —singcosh L—

(—cosgsinh — gsingcos h)GaaG G aL(sinE) +
(—cosgsinh — g sin g cos h)L%(sin E)+

: H . S
(—cosgsinh — Esmgcosh)LGaLaG(smE)



Kozaijev Hamiltonijan i njegovi izvodi 63

agwa L . L2 ' (9
9LOHOg —QECosgsmh(cosE—e)—gcosgsmha—L(cosE—e)+
singsin h sin E + sin g sin h L%(sin E),
83ya L LQ o
OLOHdg 25 cosgcosh (cos B —e) + o Cosgeos ha_L<COSE —e)+
—singcosh sin £ — SingCOShLi sin ),
OL
3 L2 LZ
—(9(?8;—;89 = = cosgsinh (cos E —e) — vel cos g sin h%(COSE —e)+
SingSiHhL%(sin E),
3 L2 L2
—86188?;;89 = — g cosgcos h(cosE —e)+ 5 cosgcos h%(COSE —e)+
—singcoshL%(sin E).

3.4.4 Izvodi cetvrtog reda

Slededi izvodi ¢etvrtog reda se koriste za ra¢unanje (3.139) — (3.152), koji se
pojavljuju u izrazima pri resavanju varijacionih jednacina treéeg reda (3.170) i

(3.171):
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Ko 105 [ Ora  Oxe , Ova )02 4+
Blel A2 \"eq T ot T acY T oG
90 ( Ore Ora, Oya, 0z )\
A7 \"ac " act T acY T oG
y Or, 2 N Pr,  Px, , 0%y, , 02za2, N
a - z’ — -
oG "acz T ozt T ac2? T g2
2
9 | (0r. 2+ Pro _Pva ) Yo, Pz, |
A2 |\ G "oz T ozt T aq2? T gz
12 . Ora 8xax, W, 8zaz, " (3.73)
A2 \"ea T ot T acY T oG
y 3% 0%r, N »r, B Pz, ;o Py, ;L 83zaz, N
0G 062 "o T art T oY T age
1 5 9%, \ 2 N 3% »Pr, N o*r, B 84%93’ B My, ;- 842“,2’
A2 |2\ aGe 0G 063 T acr T agrt T agrY T agh
1 (9, = 0y, = (942&2,
B\t T aghY T aght )
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Ko 105 ( Ore Oy , Oy y 9za \°
ILOGS — A2 (T“% aoc”" ~ ag? 8GZ)
(r % B 8‘%’ B (‘3yay, B 8za ,) N
“9L oL~ oL’ ~ oL
45 or, 0Oz, o We , 0z4 , 2
AT (7’“% ac" ~ac? 8GZ> 8
{87“@ Ir, d%r, Pz, , Py, , 0%z ,] N

oL 9C " Tarac ~ aroc” ~ aroc? ~ aLaG”
45 ( or, 0z, 2 OYa / 8Zaz,> x

A2 \"eq "ot T acY T oG

or,\ 2 . 9*r, B 82%90, B 0%y, ;- 822’12’
oG “ac2 — aq2" T ac2? T aae
" %_Gxa,_aya,_aza, N
"or oL T aLY oL
9 [dr,0r, 9%r, Pr, , Py, , 0%z
5 | AT aA T - T — Yy — z
A5/2 | 9L 0G 0LOG  0LOG 0LOG 0LOG
or. \ Pry Py , Py, , 0%z ?
r, — x — — 2
aG acz ~ acrt T acz? T aqe
9 . Orq 04 o Wa , 8za2, "
A \"aq T act T acY T aa

X

(3.74)

3z,

[287“,1 9%r, N %Ozra . Pr, B Pz, o Py J
0G OLOG = OL 0G? ~ “0LOG?*  OLOG? 0LOG?
3 {3%82% +r Ora - agmaa:' — 83yay, — agzaz’} X

A32 |79G G2 “0G3 0GB oG53 0G3
( or, 0x, , 8ya y 0z, ,) N

"or ~ oL oL’ ~ oL

1 (3 9%r, O0*r, N Ir, Pr,
A3/2 \ "OLOG 0G? 0G 0LOG?
%83'@ . d*r, B oz, o My, J - 0z, z’] N
oL 0G? “OLOG3  OLOG3 O0LOG? O0LOG?3

1 (9 2+ 0"y '+ 0z, 2
7 \orocc” T orock? T aLags” )

_l_

0LOG?

z’} +
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O*Ko 105 ( Ore Oy, Oy y 0z \> (020 , Oyo , 0z ,
OGPOH AP (”% o' " ag? 8GZ) (8H$ T onY T om

45 orqe 0xq , Oyg , 0z, , 2
TATR (T“%_ ac" " ac? aGZ) 8
y ( OFra y  Oa J 9?24 Z,> N
0GOH" ~ 0GOH’ ~ 0GoH
45 or, Oz, s e , 024 ,
——— | Te=—= — —y - X
AT/2 ( ¢~ ac" ~ac? T ag” )
y <0ra)2+r Pro  Prg , Py y P
oG 962 acr" T ac?? T ace
" (6%x’ N ayay, N 8zaz,> N
oH" T oH” T oH
9 0%z, 'y Py, , 0%z,
N (aGaH oGorY " 8G6Hz) X
or.\° %, Px, , Py. , Pz, 3.75
(%) e T et T oY T et |t &1
9 or, Oz, . Wa , 0z, ,
W(r‘l%_ oc" ~agY " aa” )X
x( Pz, o 9y, J ot 33z, ,)+
0G20H" " 9G20H’ " 0G20H
3 {3%827“& Ly PFry Za s Pya , 83,2&2,} y
A5 oG oGr T acE T Gt T ags? T aGs
0rg ,  O0Ya , 0z, ,
(8Hx Ton? "o’ > N
1 Nr, ,  Mya , 02,
XE (6G38Hx T aon? Tt 8G36HZ> N
1 Ne, , My, , 02
s (GG?’@H"T Toon? t 8G38HZ) ’

/) +
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Ko 105 / Ory 0xa , Oa, 0z \ [(02a , Oyu , 0z ,
0G0y A (”%_ ¢ " agY GGZ) (6gx TV T oy
45 O 0z , O , 0z ,\°
TATR (ra@_ oc" ~ac? aGZ) 8

8237,1 / aZya / @2'2& /
X ' — Y — ———2

0GOg 0GOg 0Gag
45 ( Org 04 , O0Ya , 0Oz ,) y

“AT2\""aGq ~act T ac? T aG”
<8ra)2 Pr, Px, , %y, , 0%z, ,

“Naa) "o ~ a2’ ~a2Y T et | *
X 8xax,+@ya ,+Gza2, +
dg 99" " og
9 9%z, o 0%y, = 9%z, nw
A2 \aGag” T aGag” T aGag
or.\ > Pry,  Px, , Py, , 0%z, , (3.76)
(%) g T et T oY Tacet | T

9 Ora  Oxq , O0yg , O0z4 ,
W(r‘l%_ ac" ~ agY _%2) 8
X (—83% z + 0 Yo Y+ 0z z’) +

0G?0g 0G?0g 0G?0g

3 Or, 0%r, Pr, Bx, , By, , Bz, ,
VNTE] {3%802 Treges T ags” T aasY T 8G3z] 8

axax’+%’+%z/ +
dg 09" " oy

_L %ZE/-F 84‘%‘ g 842‘1 2 )+
A2 \aGBag” T aGRagY T 9GRag

1 0"z, x + 0"Ya i 0z 2
7 \ocrag” T acrag” T 9GRag” )

/) +
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oKy 105 L Ora 0t , Oyu , D2, ? (O, ,+aya ,+8za ) 2+
oo~ A2 \"aoc " ac” T oc? " ac” ) \ou® Tom? T oH”

45 Orqg 0xq , OYyg , 0z ,\ (Oxq , Oyo , Oz ,
AT (7“%— ac’ " agY —@2) (a—H T on? +a_HZ> X
y ( 9%z, o 0%y, J 9%z, z’) N
0GOH~ ~ 0GOH® — 0GOH
3 [ Px, , Py , 0%z )\

N <8G8Hx *acom? T aGaHZ) + (3.77)
15 (0xy , Ovyo , Oz, , 2

NG <6Hx Tom? T aHZ)

X

’

o \* | Pre Paa , Py, 0Pz,
oG !

Tlage T a2t T aqrY T ace”
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Ko 105 [ Ory 0za , Oya , 0z )\’
DLOGPOH = A2 (“%_ oc" " agY ~ 0GZ) 8
(r Ory Oz, o Y J 0z ,) (81:ax,+8ya '—l—%z') N
“OL (9L aL oL OH aH OH
45 Oor, Oz, o Wea , 024 , 2
AT (T“@ ac" ~ac? 8GZ) 8
Or, Or, 0%r, Pry , Py, , 0%z,
[E% Tre5raa T aroc” ~ aroc” T aLaGZ] *
45 ore 0xy , 0Yo , 0z, ,
AT (T“%_ oc" ~ac? aGZ) x
y (8%)2 . 9%r, B 82xa$, B 82yay, B 0z, , y
oG Y9G 0G? 0G? 0G?
y (r Ory Oz, o Y J 0z ,)+
“OL 3L 8L oL
9 [Or,Or, 9%r, Pz, , Py, , %z,
A2 [a_L% "9LaG ~ aLoG"’ ~ aLaG” aLaGZ] %
(8ra)2+r Pr, _ Pan Py, P GRS
ac) TTeer T acr” T acr! T e
9 or, Oz, o e , 0z4 ,
T AR (T"% ac" ~ac? T ag” ) 8
y [287‘(1 0%r, %827“(1 . »Pr, B Pz, o Py, J 3z, z'] N
0G OLOG ~ 0L 0G? “OLOG?  OLOG? 0LOG? 0LOG?
3 {3%827}1 . 3r, _63xa , 8ya y 83,2@2,] y
A5/2 |7 0G 0G2 “oG8 ~ okt T aqrY T aGe
or, Oz, o Gya J - 0zq
(T“a_L or" ~arY oL’ ) *
1 (3 %r, 0*r, Ir, »Pr, N
A3/2 \ "OLOG 0G2 0G OLOG?
Or, Or, o'r, M, , My , Oz
oL oc¢ T Toracs ~ arocs” ~ aLocsY 8L8G3Z] *
1 [ 0z , My , 02
73 (8L8G3x T oracY T 8L8G3Z> :
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Ko 105 ( Oy Dxa , Oy ,_ 0%, 2><
912062 A2 \'"aGc ac" T ac” T G
. %_8%:6,_8% ,_87:@2, 2+
“or, ~ aL" ~aL? " oL
60 Oore 04 , 0y, , 0z , Oore 0x, , 0yy , 0z, ,
— | Ta=s — - =y - —=Z) (ra=r — - ——y - —2"] x
AT7/2 oG  0G oG oG oL oL oL oL
y or, Or, N 9%r, Pry , Py, , 0%z N
— 4, - x — - z
oL oG ' "“9LaG ~ aLaG T — aLaG” ~ aLaG
15 . %_ax%,_aya ,_8zaz, 27 Ir, 2—}—7“ 0%r, _Gza:am,_yya , 0% ] N
A2 \"or ~ oLt T arY T oL oG “ac2 ~ aq2" T acr? T aae
15 . ora axax, W, azaz, 27 ar, 2 . Pra 82$am’ Py, 822(12,_ N
A2 \"a¢ ~ 8¢t T acY T oG L “or2 ~ arz’  ar2?  aL?
6 %%+T Pro P, o Py, Pz v 2+
A5/2 \ 0L 0G “OLOG  OLOG 8L3Gy 0LOG
B 6 T%_ﬁxax,_aya ,_(9zaz, "
A2 \"ar T art T aLY T oL
y 28ra 9%r, Or, 0%r, . r, B P, o Py, ;o 3 2 g
0G OLOG =~ OL 0G* “OLOG? OLOG? 8L3G2y 0LOG? )
_3 Ora 2 +r Ora _ 82%:1:/ T 82Zaz’ X
NEAAGEE “aq2 ~ acz"t T ac2? T ace
y or.\ > N 9%r, B 9%z, ;o 0%y, ;o Pz, N
oL ) T'varz " arzt T arrY T arz”
6 (O Ora, Oyu, Dz )\
A \"aq T act T acY T oG
y 28ra 9%r, N %82% Yy »Pr, B Pz, o Pyq ;- 3z, gy
oL OLOG = 0G 0L2 “OL20G  OL20G 0L20G y 0L20CG
1 5 0%, \* N 28ra »Pr, 0%r, 0%r, r, r,
A3/2 0LOG oL OLOG? = 0L? 0G? 0G 0L?20@
MNra  aa , Oye Oz N
"arzac? ~ arzace”  arzacz? T arzaGE”
i iz, - My, /L Mz,
m\or2acz" T arzac?” T ar2aG2” )
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o0LoG2ag . A2 \'ac  ac”t T oY T aGg”
( e 0ra , Oy J 0z, ,) (&ca . 0y, , 0z ,)
— g+ +

O Cy 105 ( Ora  Ora , Oya , 0% ,)2

"o ~ ot oY T art ) \agt T oY T oyt
30 ( ore 0xq , 0Oy, , 0z ,) y

"ac T ac" T oG T oG~
< Ory  O0x, N o , 024 ,) (32xa . Py, 0%z ,)
X\ TaF77 - T+ Y+ Z )+

VN -

“or, — aL" ar? " arL” ) \acas” T aGag’ T aGayg
15 ( Or, 8%, Oya , 02 ,>2(82xa . Y., 0%z, ,)

+

a2 \"oc " act " acY ~ac”) \arag” Tarag? T orag”

30 ( or, Ox, o e , 0z ,> (8% ;o Oy, , 0z ,)
2] x

a2 \"oc "ot " acY " act )\ ot T gV T oy

[87‘a Or, 9%r, Pz, , Py, , 0%z ,] N

oL oG " "araG ~ aroG" ~ 9rocY ~ oLoG”
15 or.\ > Pr,  x, , Py, , 0%z, ,
—— | == Ty — x — y z
AT7/2 oG 0G?2  0G? 0G? 0G?
r %_ axax/_ aya r_ 7@ aza , %x’_’.% /_’_%Zl _'_
“or, — aL" ar? ~ar” ) \(ayg ag”? " By
6 |Or,0r, &*r, Pr, , Py, , 0%z
5 |37 5~ TTa — r — Yy — z
A%2 | OL 0G 0LOG  0LOG 0LOG 0LOG

O a:+82y“ +622 "+
8Gag aGagy 9Gog

(3.80)

6 < ora &'L‘a, ya , 0z ,)( Pz, o vy, J 3z, Z,)+
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— z

6 . e 8xax,_8ya ,_8za2, Py /y 3y, /y Pzy N

A2 \"ar ~art T arLY T oL aLog?" " 9Log? T aLag”

3 Orq 2+ 0?r, _82% ,_82ya ,_82,2& | (0%, ,+82ya ,+82za A
A5z |\\ar ) Tear: a2t T ar2Y T a2t |\t T e T 92t
B 6 Pz, ot 9y, - 9%z, z’ 8xax,+aya ,+82az, n

A2\ 9128g"  91284" T 120y ag = " ag? T ag

1 o'z, o 0y, - Mz, N
A2\ or2ag” " ar2ag?? T or2ag”

1 Nz, N Mye N Mz,
— T e~
B \or2ag?” " arrag’ T orroge” )
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K, 105 Ore 0rq , Oya , Oz,
OLOH?29g A2 (“a_L_ oL "~ aL? ~ aﬁ) %
y (8%33, B &yay, B Gzaz,)2 <8xax, N 8yay, N 8za2,) N
OH OH OH dg dg dg
30 [(Ox, , Oyo , Oz , Ora Oxq , Oyg , 024 ,
TATR (8Hm_8Hy_8Hz)( - )X

"“or " or" " arY " oL”

X 2o x + o "+ 0z, 2+ 15 (0, x + O Yo ,+_82za 2 x

9Hdg" ' 0Hag' T 9Hag A2 \9Lag" " aLdg” T aLag

Org , Oya , 0za \° 30 [ %z, , %, , 2z , 303
X <8Hx Tom? T 8HZ) RNIE (8L6Hx T orom? T 8L8HZ) #.93)
% axaw’+%’+%z’ axal»’+%’+%z’ +

o9 " ag” " g on” Ton? o

6 02z, = 5y, = Pz, 0z, = 02y, 'y Pz, N
A2 \oron” " aror? T oLon” ) \oHag" T aHAg” T oHOg"

6 8%3:, Ya 8zaz, Py o 3y, 'y 0P zy N
A2 \oH" T oY Ton” ) \oroHoag" T oLoHAe” T aLoHdg” )’




84 Kozaijev Hamiltonijan i njegovi izvodi

Ky 105( Ore _0za , Oya, 02 ) x

aLoHo2 — A2 \'“ar ~ar' oL’ T aL”

" 8xax,_8ya ,_8zaz, axax,+aya ,+82a , 2+
oH" ~oHY ~ oH ag " " ag” T ag”

30 (Oxy , OYa , Oza ,\ (0%a , OYa , 0z, "
A2 \or" " onY “an" ) \agt T ag? T ag”

" 9%z, o 0%y, - 0%z, ) 4 30 9%z, o 0%y, L 0%z, ) «
aLdg" " 9Ldg” T aLdg A2 \9Hdg" ' 0Hag' T 9Hdg

oy 0ra 9%y Y 0% )\ (OTa s Wa o\ 0% ,\
“or, ~ oL" aLY ~ oL ag "~ " ag” " ag”

15 Ora  0xq , o , 0z ,\ (020 , OYa , 0Oz, "
AR \"or ~ o' " arL? T orL”

oH" ~om’ " oH"
(823:’a . 0%y, , 0%z, ,) 15 (8% . Oy, Oz ,)2
X + Z X

02" Ta2Y T2t ) Tar\ag "t TV oy

0, o *Ya I 024 S — 6 %z, o 9%Ya m 0?2z, %
oLoH" " 9LoH” T OLoH™ ) ~ AP \aLdg" T 9Ldg” T OLdgzh,)

0%y,

L 0?2z, ) 4 3 r%_&vax, N, , azaz, "
9Hdg" ' 0Hog' T 9Hag A2 \"ar “art T aLY T oL

y Pz, o Pyq L Pzy 3 0z, ,+8ya ,+8za, y
9Hag?” Y

oHo2” )~ ar\on" T oHY T oH”
Pry , Py, , 0z ,) 3 <82xa, Pye , 0%z, ,) y

oro2” Torog? Torag” ) " ar\ a2t T ol T o’

Pry , Py, , 0%z, 6 (Ore , Oyo , 0z,
oron” T arom? +8L@HZ) _W<8gx oY +3_gz> X
y < Pz, o Py, J Dz, z') N
oLoHog" ' oromog’ T aLoHg
1 Mr, My, Mz,
L (aLaHagﬂ *oromogs? " aLaHagZZ]
1 Nz, Mya Mz,
] <8L8Hﬁg2x *oromogs? " 8L8H8922) !

+
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84’C0 B 105 (8xa , Ya , 0z, ,) (8iL‘a p 0Yq , 8Zaz/>3+

oo A \on” oY am” )\ ag Tt T oY T gy

45 (O, ,+8ya ,+8za , 8xa$,+8ya ,+82az, 82xax,+82ya ’—{—822“,2’ N
A2\ g T ag? Tag” ) \or" Ton” T oH Bg? 8¢z 7 T Bg?

45 <(9:L‘ax,+ 0yay, N 8;;&2/)2 ( 0%z, o 02y, y 9z, z'>
A7/2 \ g dg dg OHOg OHOdg OHOg
9 [(Oxy , Oy, 0z, Pre , Py, , Bz
e <8g it agz) (8H892x tomoge? T aHag2Z) +
9 [(Dxy , Py, , 0%z, Pry , %y, , 0%z
BGE <8g2 T2V T g Z) (8H89I T omag? T aHagZ) +  (35)
3 (Pra , Pys, Pzy )\ [(01a , Oyo , 0z, ,
N <893 gt T agSZ) (aHx Tom?y T 8H2) *
1 Mz, e o, 0z
B (aHagB‘” T omag? T 8Hag3z} +
1 ([ vy ,  Ow. , 02,
] (6H@g3$ *omogs? T aHag3Z]
Ko 105 [0z, , Oy , 0z \*
oyt _W<39x " 99’ +3_gz) *
90 (020 , O , 0z \ [Bza , Pya , 022, ,
_W(&qz - dg"” - &qz) (09236 " og% Y - 3922)+

12 (020, Oya ;0% [\ (P20, Py, P2\ (3.96)
__A5/2<8gx 8gy+8gz)<8g3x 8g3y+8g3z +

1 1 M, , O, , 0%,
_m—i—m 8g4x+a—g4y+a—g42 .

3.5 Izvodi Kozaijevog Hamiltonijana po promenljivima
AN, Pyzivy

Koriste¢i inverzne relacije od (3.1)
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L = A, [ = )\+p7
H = —P+A, h = —p—q, (3.97)

i pravila za izvod slozene funkcije

oKy  OKoOL  0OKoOG  OKoOH 0K, dl = 0Kodg 0Ky Oh

9A oL ON G on " amar T al on g or  onon %
a prema (3.97)
oL oG o0H ol dg oh
am- b a bt amTY aTaaa B9
konac¢no se dobija
0Ky _ 0Ky 0Ky , 9K (3.100)

ON 0L = 0G ~ 0H’

jer su, prema (3.24), (3.26) i (3.28), izvodi na desnoj strani poznati. Sli¢no, za
izvod po P imamo

0Ky Ko OL 0Ky OG  0KoOH 0Ky 0l 0Ky dg = 0Ko Oh

9P ~ oLop " acor " omoP ol oP " 0g oP | 0h 0P
_ 9Ky 9K (3.101)
0G oOH

Za pravougaone kanonske koordinate z i y imamo

@IC() 8IC00_Q 8IC0@ . @,CO Yy 8ng

I‘____

Ox 9Q dr ' 9q 9r T IQ 2Q dq’ (3.102)
0Ky _ OK00Q | OKydy _ 0Ky s 0K,
Dy 9Q dy  9q oy "0Q " 2Q 9’ (3.103)
gde su izvodi po @) i ¢
oKy 9Ky
30 = 9C (3.104)
OKo _ OKo (3.105)

¢ 09
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Druge izvode nalazimo iz

IPKy Ky 9PKy  9°Ky +2(821C0 D*Ko D*Ko

oAz o1z T ace T ame 9L0G  OLOH  0GoH

D*Ko 0*Ko *Ko  9*Ko

oPr ~ or2 " orom T om

821C0 _ 1172 821C0 + 8]C0 + 21"3/ 6’C0 I

Ox? 0G?2 ~ 0G (22 +y?)? Oy
2y 0*Ky y? I*Ko

22+ 420G0g | (22 +12)? Dg?

821C0 N 282K0 4 8IC0 _ 2£Ey 8IC0 +
a2~ Y ac2 T G T (2 +y?)? 9y
2zy 0K, z? 9*Ko

2?2 4+ y?2 0G0yg * (22 +y?)? 0g?

82’C0 . 82,C0 B Yy aZICO
ONOx ONOG  x?2 + 4% OADg

82IC0 82IC0 X 82K0

oroy — Yonoc T 212 0h0g

gde umesto gf\% i gj\’gg treba uzeti sledece
PRy Ky | 9Ky n 92Ky

9NOG — 9LoC T ac: T acem
92K, PRy | Ky Ko
ONDg  0Ldg 0Gdg 0OHOg

D*Ko B D*Ko B D*Ky B D*Ky 5 D*Ky B D*Ko
ONOP —  OLOG OLOH OG> 0GOH  0H?’

)
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(3.106)

(3.107)

(3.108)

(3.109)

(3.110)

(3.111)

(3.112)

(3.113)
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821C0 - 82IC0 1 —ZL'2 + y2 8IC0 1‘4 — y4 62IC0 4
oxdy ez (x24+y2)? 09 (224 y?)20G0g
I (3.114)

($2+y2)2 892 ’

82/C0 — 82’(:0 _ Yy 821C0
0xOP "~ 0QOP a2+ y2dq0P’ (3.115)
821C0 . 82IC0 1 x 82ICO
0P~ Y8QoP " 2% + 42 9q0P’ (3.116)
Ko B _(92/C0 B 9*K,
0QOP  0G? O0GOH’ (3.117)
9Ky B Ko 0Ky
9¢0P ~  9Gdg OHO
! I g (3.118)
Treci izvodi se dobijaju na sledec¢i nacin
PRy Ko . PKy n Ky 3 K n DK n K n
ON3  OL3 0G3?  O0H?3 0L?0G ~ 0LOG?  OL?0H
3K PKy DK DK
3.119
OLOH? ~ 9GPoH T 9Gom? 28L8G8H) (3.119)
PRy _83IC0 3 PPKo B PPK _831C0
oP3 —  0G® TO0G20H ~O0GOH®* OH3' (3.120)
83,C0 383IC() 821C0 3ZL‘2 — y2 8/C0
— = +3r—7 — 2y
O3 0G3 0G? (22 +y?)3 Oy
1,4 _ y4 82IC0 566 —|—2:c4y2 +£IZ‘2y4 83/C0
3y — 3y +
(22 4+ y2)? 0GOg (2 4+y?)?  0G2%0g (3.121)

62y %K, >y + 2y K, v 03K,

(x2+y2)3 892 y(x2+y2)3 8G892 (x2+y2)3 893 ’
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&9
83IC0 383IC0 82IC() 1'2 — 3y2 8’C0
3 — Y 3 T3 5m 205 213
dy oG oG (22 +y?)* Jg
92K, 242 + 2020 + 345 3K,
3x + 3x
(2% 4 y2)? 0GOg (22 4+ y?)3 0G20g (3.122)
B 622y  0°K, 30 >y + x> 92K, z3 Py
(22 + y2)3 g2 (22 + y2)3 0GOg? (22 + y2)3 0g8
Mesoviti izvodi po A i A2
K L K B P B Ko B P, B K N
ON20P  OL20G  OG3 O0H3  OL20H OLOG?
3 3 3 3
g OKe 5 OKe g Ko, Ok : (3.123)
OLOH? 0GOH? 0G20H OLOGOH
K, _ K, N K, N 9K, L9 K, N 9K, n
ON20x 0L20G  0G3  O0GOH? OLOG?  OLOGOH
(93IC0 _ Yy (93IC0 (93IC0 i (93IC0 i
0G?0H x2+y? |0L20g 0G?*0g  0H?0g (3.124)
5 K, K, K, '
0LOGOg OLOHOg 0GOHOg) |’
P Ko P Ko Ko Ko
=y + +2 + +
ON20y 0L20G  0G®  OGOH? 0LOG?  OLOGOH
83,(:0 + T 83IC0 83IC0 1 83IC0 1
0G?0H x?2+y? |0L20g 0G?0g9 0H?0g (3.125)
9 P, K Ko ‘
O0LOGOg OLOHOg OGOHOg )|’
K B P, 49 P N P +83IC0+
ONOP?2  OLOG? OLOGOH  OLOH?  0G3
K P Ko
3.126
Soceon Tacom T oms (3-126)
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DKy
OANOPOx

DKy
OANOPOy

DKo
ONOz?

DKy
OANOy?

o 2
-7 <8L8G2
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DKo

- K,
T\ 9LoG?

OLOGOH

PKo 4+ PKo n
oG3 0G?0H
Py ) Y ( Py N PKo
0GOH? 22+ 92 \OLOGOg OLOHOg
PKo PKo N PKo )

0G%0g 0GOHdg 0H?0g )’

_|_

(3.127)
+2

DKo

- 0K
Y\ oroce

OLOGOH

K,
9G3 + 2
K, ) oz < K, N
0GOH? ) ~ 2 + 42 \9LoGag
PK, PKy K,
0G%20g ~O0GOHOIg 8H289> ’

DKo N
0G?0H

DKo
OLOHOg

+

(3.128)
+2

Py  PKy N P )
0G3 ~ 0G?0H
2xy <02/C0 n
(22 4+ y%)? \ OLOg
PPKo
0G20g
PKo

0K,
OLOG
02Ky
0GOg

9K, n
0G?
+ Ko +

0HOg

P,

_l’_

0GOHOg
P,

D*Ky N
0GOH

2wy Py
22 + 92 \ OLOGOg

(3.129)

2
- Y <aLaG2

y? ( Ko

(22 +y2)2 \OLOg2 ~ 0Gog? aHag2>’

PRy Ky n DKo N 0*Ko N
0G3  0G?0H 0LOG

D*Ko

0*Ko
0G?

_l’_
D*Ko

OGOH (22 + 12)?

2xy 9*Ky
0L0g
PKo

N 0?Ky N
0Gdg 0HOg

DKo

2zy
22 4+ 92 \ OLOGOg

3
0K 1 (3.130)
O0GOHdg
Ko

0G20g
PKo

(xQ + y2)2

1172 < 83,C0

0L0Dg?

2Gog2 aHag2> !
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Ko P Ko K
= ay + +
ONOz Oy 0LOG? = 0G3 = 0G2?0H
y2 — ZU2 821C0 82IC0 821C0
+ + +
(22 +y2)2 \0Ldg 0GOg 0OHOIg
.1'4 — y4 83IC0 4 (93IC0 + (93’C0 + (3 131)
(22 4+ y2)2 \OLOGdg 0G?0g OGIHOIg '
_ Ty 83IC0 i 83IC0 i 83K0
(22 +y?)2 \OLdg?> 0GIg*> 0HOIg?>)’
Mesoviti izvodi po P i P?
PRy Ko +o Ko N K N
oP20r  \9G® ' “9G20H ' 9GOH?
3 3 3
x? +y? \ 0G?0g 0GOHOg 0H?%0g
PRy K, L9 K, N K, N
or2ay Y\ ac® T “acroH T aGom?
3 3 3
2x : 850 49 0°Ko n Ky | (3.133)
2 +y2 \ 0G?0g 0GOHOg 0H?%0g
Ko PKy Ko K,  0%K,
—a s = —4 + — — +
OPOx? 0G?  0G20H 0G?  0GOH
. QI'y (‘921C0 i 621C0 i
(x2 +y?)2 \0Gog 0HOg
3 3
2+ 92 \0G%209g 0GOHOIg

y2 83IC0 i 03IC0
(22 +y2)2 \0GIg®> 0HOIg*)’
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83K0 _ 2 <83IC0 n 83,C0 ) B 62IC0 B 82IC0 n
OPOy? 0G3  0G?0H 0G?  0GOH
2xy (02IC0 N *Ko ) N
(x2 +y?2)2 \0Gog 0HOJyg
- fxy g ( Ok Ok )+ (3.135)
2 +y? \0G?0g9g 0GOHOg
x? 3K, 9K,
TP (8G892 + aHag2> !
K, P, K, % —y? 9*’K, 0?K,
oPozoy Y ( Fre aG2aH) @+ ) (aGag * aHag)
B at —yt ( PK, n PK )+
(2 4+ y2)2 \0G?0g OGOHOIqg (3.136)
Ty < PK, N Ko )
(22 +y%)2 \0GIg?> OHIg?>)
Ostali izvodi po x iy
PKy 0*’K, , BPKo 223 — 6xy? 9K,
=y +z7y +
0x20y 0G? 0G? (224 y?)? 0Og
2’ =2y’ S5ayt 02K, N 7 — 323yt — 2298 93K, N
(22 +y%)3  0GOg (x2+y?)3  0G?0g (3.137)
4ry — 23 O’y 22ty + 2%y — y° 03K, > K,
(22 + 42)} O @2+ %)} 0GIZ | (22 + 2P 0g5
% _ x% Loy PRy 622y — 23 0K,
Ox0y? 0G?2 0G? (224 y?)? dg
Srty — dx?y® —° 02Ky 220y + 3zt — o7 93K,
T (2t y?)?  9Gay @1 2P 0GR 3,158
203 — 4ay? 02Ky 2° — 23y — 22yt OPK, 2’y 0K, '
- (22 +142)3 0g? - (22 + 42)3 0GOg? - (22 +142)3 9g3

Dakle, svi izvodi (3.100) — (3.138) po A, P, z i y su izrazeni preko poznatih
izvoda po L, G, H i g, datih relacijama (3.24) — (3.60).

Izvodi cetvrtog reda Kozaijevog Hamiltonijana koji se pojavljuju u varijacionim
jednacinama (3.170) i (3.171) su
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84’C0 — 84IC0 B Yy 84IC0
ON30x  TOAN30OG 22+ y2 OA30g (3.139)
84IC0 - 84IC0 i T 84’C0
anday YNNG T 2% + P OAPDg’ (3.140)
84IC0 . 2 84,C() 4 83,C() i Ql'y 831C() i
o022 U OA20Q% T OA20Q | (12 + y?)? 9A20q
_2zy 0'K y? 0*Ky (3.141)
22 + 2 0N20Qq | (22 + y2)2 OA2DP
84IC0 . 2 84]C0 4 83]C0 B 2$y 83IC0 +
anayr Y 9A?a02 T 9A20Q (22 + 42)2 0A20q
2133] 84K:(] .I’Q 84’C0 (3 142)

T 12 0N0Q0g | (@ + 4°)? ONPOGE

gde se izvodi po A, @ i ¢ mogu izraziti preko L, G, H i g datih relacijama (3.73)
~ (3.96):

Ky _ Ky 0K, OKe (0K | 0Ky 0K
OA20Q2  OL20G®: ' 9G* T 9GroH? OLOGS " 9GPOH ' OLOG2OH )’
Ko K Ko, Ko L OFKe | FKe 0Ky
N0 OL20G | 9GP T OGOH® 9LOG2 " 9G20H ' OLOGOH )’
Ky _ Ko 0o | FKe L Ko 0Ky 0K
9A20q  0L29g ' 0G29g | 9H2dg 9LOGdg  0GOHDg ' OLOHOg )’

0Ky 0Ky 0K 0K

OA20Qdq  0L20Gdg ' 0G39g | 9GOH2Dg

o OKe . OKe 0K
dLOG209g | 9G29HOg = OLOGOHDg )’

D' Ko ' Ko ' Ko ' Ko ( D' Ko D' Ko ' Ko

oN0F | 00208 9GP0g2 | om?0g2 | C\9LoGos T 0GOHOs T OLOHOG
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94
84IC() - 84,(:0 y2 —372 63IC0 +
2020y " VOADQ2 (12 + 47)2 OA2Dq
-yt 0, Ty MKy (3.143)

(22 +y2)20A20Q0q (22 + y2)2 DL20g?’

84K0 . 83IC0 2 84IC0 233’3 — 6:17y2 821C0

oro20y  Yono? TTVanaQP T (@2 + %) 0Adg
2’ —daty? = bryt OPK 27— 33yt — 229° 0K

(22 + y2)3 OADQdq (22 + y2)3 ONOQ20q 3144
2, _ 9,3 93 4 2,3 _ .5 94 2 4 (3.144)
doy = 2y° Ko 2ty +aty’ —y° 9K N xy J*Ky
(22 + y?)® ONOg? (22 + 423  OAOQO¢® ' (2% + 12)3 OAIG’
841(:0 83IC0 2 (94’C0 6x2y — 2y3 821(:0

or0z02  ConaQr Y 9A0QP T (2 +47)° 0Adg
Cbaty —daty’ —y° OPKy 225y + 3zt — " 0K, N

(21427 0AIQDg | (4¢P OADQE0g 3145
L 20° —day? PRy 2 =ty 2wyt O, oy 84150 '
(22 +y?)* OAD¢? (22 +12)3  0AOQIG (22 + y2)? ONOG’

gde se koriste sleded¢i izrazi

Iy 9K +04IC0+ 'Ky
ONOQ3 — OLOG3  0G*  OG3OH?’

PK PK K PK
0o 0 0 0

ONOQ?  OLOG®  9G®  OG20H?’

D*Ko PRy Ky  0*Kq

0MADq  9Log  9Gog T 0Hog

Ko _ PR FKe 0K
9ADQDg  OLOGAg ' 9G2dg ' OGOHOg’

0Ky K, IR, 9K
ONDQ20g  OLOG29g | 0G30g | OG2OHOg’




Kozaijev Hamiltonijan i njegovi izvodi

PRy PR, Ky 9K

ONOE  0LOg2 | 9Gog: | oHogY

IR, K

L PR 0K
N0 OLOGAgE | 9G292 | OGOHIG?

8*1C, 0Ky | 0Ky
NI OLOgP | 9GO

MK,
OHOg3

Py, 0K 0K
OANOx3 ONOQ? ONOQ)?
=yt 93K,
3y 2 2\3 Y
(2% + y?)3 0A0Q0q
6xy®>  O°K,
(@2 + 427 OAD?

322 —y? 0%K,
3 Y (22 4 y2)3 0AIq *
25 4+ 2% + 22t 0, .
2 ,2)3 2
(x2 + y?) ONOQ?0q §§.146)
Py +ayt Ky Y3 Ko
(@ 1 2 0M0QOE  (2* + y2)° ONOG

9o , 9K,

83K,
BTG

-2
Y aroor T Varage
4_ 4 3
x Ty 0" Ko + 3z
(22 4 y2)2 OAOQIq
622y 02K,
(22 + y?)3 OAI¢?

2% — 3y% 0*°K,
(e + 427 9A0q
rhy? + 2220 + 38 94K, N
x? +y?)3 ONOQ20q
147)
2y +ayd 0K, N 23 Ko
221122 0M0QIg2 | (22 + y7)? OADG

Ky _ Ko 20K
Ozt 0Q? 0Q?

2 _ .2 oK
24xy T 0

L 28 + 42%9% + 624yt + 42%9° + o8 9K, N
(22 + y2)° 80"
xt — 222y — 5yt %K,
(@ +y?)* 0g (@* +9*)*  0Q0q
St + 2277 + ¢t 93K, 5 2%+ 3xty? + 42%yt + ¢ 9K,
—12z — 47y
AT 000
2927 = 202 Ko, 62" + 42’y — 2y 0Pk N (3.148)
@) o7 @A 0o
6271 ot + 2222 + oyt 04K, 122y 03K,
@2+ ) 0020 | (22 + 2) O
—4:Uy3 x? + y2 84IC0 y4 64/C0
@5y 0000 ) O

95

@) 0
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0Ky
oy*

MKy
0x30y
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aZIC aslc 8 462 644 426 884IC
3 O—i—6y2 o+y4x+a:y+xy+xy+y 0
00?2 003 (22 + 42)* Q4
2?2 —y? 0K, xt + 222y — 3yt 92K,
24xy -

@+t 0g T @+t 0Qoq

dxy

(2 +y?)*  0Q*9q (22 +y2)* 0Q30q
e 222 — 9y? 02K, L 32 20t — 422y — 6yt PK, (3.149)
(% + )" I¢? (2 +y2)t 0Q0¢
622 Lot + 222y + 4t 'K 1223y 93K, N
x
Y 2+ 2 0Q20¢2 ' (22 + 12t 98
" 22 +12 0K, x K
xr )
e a0ar T+ ) o
3$y83IC0 n x3y84IC0 _ 1’4 — 6513'2]./2 + y4 (9IC0
Q3 oQ* (2 +y*)*  Oq
328 — 212%y? — 1922y* + 595 92K,
(22 4+ y2)* 0Q0q
92512 + 152ty* + 322y° — 398 93K,
(22 +y?)* 0Q%9q
o8 — 6ztyt — 82y’ — 3y® 'K
5 922 + 1312 0°K, L3 3zt — 222%y% — 5yt 93K, '
—2x x
R T RO LI o7
5 28 4+ 2ty? + 22yt + 8 9K 22 322 — % OPK,
Y (22 + 424 902042 Yy (22 + y2)* Og
3aty? + 222yt — 5 94K, ry? 0K,

(xQ +y2)4 0Q0¢ B (xz +y2)4 dq* )
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% _ Sl‘y 83](:0 i Iy3 84’C0 n 6l‘4 — 6x2y2 + y4 GICO
dxdy? 0Q? oQ* (2 +y*)*  Oq
—52% 4+ 192%y% + 212%y* — 3y° 9%K,
(22 +y2)* 0Q0q
328 — 325y? — 152%y* — 92295 93K, N
(22 +y?)* 9Q?q
5328 + 82%y% + 61yt — ¥ DK, N
@it 0%

(3.151)

1322 — 9y? 9K, 5 Sat + 222y? — 3yt 93K,

9 _
Yo T @) Qo
a0 2t +aty? -2yt =yt O 4,2 2?2 — 3% 0°K,
y (22 + y2) 00202 (@2 + y2)1 Og
2% — 22%y? — 322yt O, 2y 'K

(x> +y2)* 0Q0¢*  (a*+y?)* I¢*

84K0 82’C0 2 2 63IC0 2 2.T8 + 4336y2 + 63:4y4 + 43323./6 + y8 84’C0
8x28y2 - 5@2 + (x +y ) 8@3 + 27y (zQ +y2)4 5Q4
IQ - y2 (9IC0 .774 - y4 821C0
—24 16
Wyt og U+ ) 0Qog

8 — $4y2 + ZL‘2y4 + y6 aSlCO
(2 + )0 9%y
8 + 21.6?/2 _ 25[‘23/6 _ y8 84K0

—6xy

2x
4 2,2 4 92 6 4,2 =24 6 93 :
6x 32xy+y8K0_3x Sr*y® — bx‘y y81C0+
@+t op GER 0o
¥ — 225y — 62yt — 2225 + 48 0K, 22 —y? 93K,
2 214 59,2 T 0Ty N4 .3
(22 +y?) 0Q%q (22 +y2)* 9q
—23;‘y (L’4 — 2y4 84K:0 $2y2 84’C0

@y 0Q0g " @k ) Ot

uzimajuéi u obzir transformacione relacije (3.97) nalazimo

PRy 0K, 9K, 9Ky 9Ky 'Ky

oQ*  0G*T 9Q30q 9G3dg’  0Q20¢%  9G2dg?’
'Ky  9'Ko 'Ky 9Ky

Q03  0GIg3’  O¢*  Ogt
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3.6 Izvodi integrabilnog Hamiltonijana po mo-
mentima A, 7, i J
Primenom kanonske transformacije (3.12) Kozaijev Hamiltonijan KCo(A, P, z,y)

se transformiSe tako da zavisi samo od momenata, tj. Ky(A,Z,J). Sopstvene
frekvencije integrabilnog Hamiltonijana (3.9) su

w i 8(8[(0)
BRSO (3.153)
w 8(8[{0) 2w
2 = = T
o/ T (3.154)
T
w 6(5K0) 1 /8(5/C0)
g = I
07 ~T) op (3.155)

Kako bi istakli da su frekvencije ws 1 w3 manje, po apsolutnoj vrednosti, € puta od

w1, uvek ¢emo pisati ovaj mnozitelj uz KCy. To se jasno vidi iz Tabele 3.1.
EKQ)

5i - racunamo po pravilima za izvod slozene funkcije

Izvod

J(eKp) I(eky) ON  O(eKy) Oz O(eK,) Dy
— = 4+ 07z
O\ ON DA dr  OA dy O\

(3.156)
uzimajudi, prema transformaciji (3.12) da je g = 1. Clanovi %’5\0, 8520 i aézo su dati
izrazima (3.98), (3.102) i (3.103) respektivno, dok za racunanje ﬁ i g—j{ moramo

iskoristiti varijacione jednacine, Sto ¢e biti dato kasnije u ovom odeljku. Period T'
odredjujemo numerickom integracijom jednacina kretanja Kozaijevog Hamiltoni-
jana (3.14), uzimajuéi u obzir da su A = const i P = const. Tre¢u frekvenciju ws

—KO) za period T'.

odredjujemo, takodje numericki, kao srednju vrednost izvoda
Izvode koordinata z i y po A racunamo, kako je veé pomenuto7 iz nehomogenih

varijacionih jednacina:
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d oz LKy PKy 0x 0PKo Oy
dt OA ONOy  Oxdy 9N Oy OA’
d dy Ky 02K 0z 9%Ko Oy

L9 _ i =7 3.157
dt A ONOx * 0x? oA + 0xdy O’ ( )

za pocetni uslov (0,0). Izrazi za izvode na desnoj strani (3.157) su dati u prethod-
nom poglavlju, relacijama (3.108) — (3.111) i (3.114). Slika 3.2 prikazuje promene
koordinata (z,y) i njihovih izvoda po A, J i Z tokom perioda T" za asteroid (158)
Koronis. Sa najgornjeg grafika se vidi da je 7', koji je podeljen na 200 tacaka pri
numerickoj integraciji, zaista period promene koordinata (x,y), Sto je potvrda ko-
rektnosti racuna. Posle isteka vremena 7', u usvojenom sistemu jedinica, vrednosti
izvoda su: (g—i)t:T = 15.514205 i (g—%)t:T = 3.4611907, (g—g)t:T = —2.5160409 i

(%)t:T = —0.56003362, odnosno (%)t:T = 0.99733305 i (%)t:T = (0.23216926.
Za racunanje Hesijana (2.9) potrebno je nadi izvode frekvencija wy, wy i w3 po
momentima A, J i Z. Od ukupno 9 izvoda dovoljno? je na¢i samo slede¢ih 6, datih

relacijama (3.158) — (3.160) i (3.165) — (3.167):

oA AT OA2 ONdx oA OADy OA
(62(€/C0) n 82(51(:0)@ 0?(eKy) @) a_x n
ONOx 0r?  9A 0xdy OA) OA
(52(€’C0) 32(€’C0)8_ff 32(5’%)8_{/) 9 n (3.158)
0Ny 0xdy QA 0y* 9N/ OA
+8(5/C0) Pr  0(eky) 0%y
or  OA2 oy  9A2’

dwn 3 N 0?(eKy) | 0%(eKo) dx  9P(eKo) Oy

Owq Owy  0*(eKo) — 2m 0T

Kada racunamo izvod frekvencije ws po A, polazeéi od relacije (3.155), treba
uzeti u obzir da gornja granica integrala takode zavisi od A. Zbog toga, moramo
primeniti pravilo za diferenciranje integrala po parametru ¢ije su granice funkcije
tog parametra (Bertolino, 1969)3. Prema tome, imamo

ZKoristi se osobina analitickih funkcija (integrabilni Hamiltonijan) da su simetriéni izvodi
medusobno jednaki, na primer gz’g 8 = g’;’gx )
p(m) p(m)
of (m,x ov(m do(m
30 (f) fm, x)da = (f) OIm2) gz + f(m, p(m)) 252 — f(m, p(m)) 220
wplm p(m
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=
o
T

o(x,y)/oN

=
oo
T

1
[
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o(x,y)/0Z
o
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1o
T T T T T 7 T T T
f

0 50 100 150 200

o(x,y)/0J

200

Slika 3.2: Promene koordinata x (crvena) i y (zelena) i njihovih izvoda po A, Z i
J u toku perioda T, koji je podeljen na 200 tacaka, za asteroid (158) Koronis.



Kozaijev Hamiltonijan i njegovi izvodi 101

8w1 B &ug . 82(€K())
0Z — 9N  0AOZ
T
l/ 0?(eKy) 82(€IC0)8_.75 82(5IC0)@ b+
T ONOP 0xOP HA OyOP OA
0 (3.160)

e — 8(5IC0) l@T
s OP ) i

T oA
Ovde smo sa M = My oznadili (A,Z,z(T),y(T)) odnosno da u datom izrazu treba
uzeti navedene velicine dobijene na kraju integracije tj. u trenutku 7. Posto
se A i Z ne menjaju tokom integracije, to znaéi da u izraz za izvod Kozaijevog
Hamiltonijana po P (3.101) treba uvrstiti vrednosti za x i y dobijene na kraju
integracije z(T") i y(T') respektivno.

Izvode perioda T' po A mnalazimo iz periodi¢nosti resenja x = X(t,A,J, Z) i
y =Y (t, A, J, Z) Hamiltonovih jednacina (3.14) za Kozaijev Hamiltonijan, tj.

X(0,A,2,0) = X(T,A,Z,J),
Y(0,A,Z,J) = Y(T,A Z,J), (3.161)

a njihovim diferenciranjem po A (Henrard, 1990; Henrard i Lemaitre, 1986) se

dobija

0X(0,A,2,7) aX(T,A,Z,J)+aX(T,A,Z,J)a_T
OA N OA o OA’

oY (0.A2,7) _ 8Y(T,./},Z,J)+8Y(T,A,Z,J)8_T’ (3.162)
oA dA oT oA

odnosno, kako je g—fr = 1 nalazimo

oT (8:1:)1 [92(0,A,J,2)  9x(T, A, J,2)

aA at) | oA oA
ar (@)1 [ 9y(0,A,0,2)  9y(T,A,J,2) (3.163)
oA\ ot oA OA

Dovoljno je koristiti samo jednu od gornjih relacija i to onu ¢iji je izvod po vremenu
razlicit od nule u posmatranoj tacki. Napomenimo da izvodi x i y po vremenu ne
mogu istovremeno biti jednaki nuli.
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Svi izvodi na desnim stranama jednacina (3.158) — (3.160) su poznati, osim g =
i2 W’ koje dobijamo kada diferenciramo varijacione jednacine (3.157) po A
i% L 9?Ko B < Ko n Ky % Py @) @
dt 9A2 ON20y ONOzdy  0x20y oA 0xdy? 9N ) OA
( DK PRy 0x  PKy Gy) 9y
—2—=—=+ S+
OAdy?  0x0y? 9N 0y® OA) OA
_ 821C0 82[E _ 82IC0 62y
0xdy A2 Oy* 9A?
2 2 3 3 3
dt 9A2 ON*Ox ORox?  0x® 9A ' 09220y oA) oA

< 33IC0 83IC0 ox 03IC0 0y> 8y
2— +

ONOzOy  0x20y aA 8x8y oA ) A
0Ky *x  0?°Ky 0%y

0x? gA2  O0xdy A2’

za pocetni uslov (0,0).

Ostala su tri izvoda po momentima J i Z koje (Henrard, 1990) nalazimo iz:

oy 0 (2m\ _ 20T
oJ oJ N

o

(3.165)
Owy 0 <27r) 2w dT
A
07 ~ 0z 207 (3.166)
T
Ows 0 l/a(g’co)dt _ - (9K 1or
oz — oz |T) op | | oP ). | TOZ

T
1 / €ICO 8x 82(61(:0)% i 82(€IC0) dt (3167)
0xz0P (9Z OyoP 07 oP? '
0

Izvode %% i 97 nalazimo na slican nacin kao i izvode (3.163) za A, dok su os-

tali izvodi Kozaijevog Hamiltonijana poznati. Izvode kanonskih pravougaonih
koordinata (z,y) po momentu Z ra¢unamo iz sledeé¢ih nehomogenih varijacionih

jednacina:
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Tabela 3.1:

ronis.

Iy Iy I

Ohi;
o6

Bhi]-
0l

Bhij
) E}

d Oz
dtoZ
d Oy
dt 07
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Numericke vrednosti momenata (A, J, Z)=(Iy, I5, I3), frekvencija
(w1, ws,ws), Hesijana i njegovih izvoda po ovim momentima za asteroid (158) Ko-

.10081597D+02
.79576782D-01

.10163506D+00

.57003602D+03
.86398250D+03
.30219291D+03

Momenti

0.52434127D-03 0.12807165D-02

Frekvencije
0.11768133D-02
Hesijan
-0.79576782D-01
0.15790083D-04
0.47426487D-05
3-jet
0.86398250D+03
0.99130733D+04
0.10492165D+05

.10163506D+00
.47426487D-05

.10028439D-01

.30219291D+03
.10492165D+05
.35433770D+04

.86398250D+03
.99130733D+04
.10492165D+05

0.99130733D+04
-0.39416664D-01
0.15065268D-01

.10492165D+05
.15065268D-01
.97852856D-01

.30219291D+03
.10492165D+05
-0.

35433770D+04

0.10492165D+05
0.15065268D-01
-0.97852856D-01

.35433770D+04
.97852856D-01
.11774026D+03

_82(5IC0)8_$ _ 82(€K0)@ _ 82<€K:0)

0xdy 07 oy? 07 0Py
0?(eKyp) 123 0?(eKyp) dy 0?(eKyo)
ox? 07 Oxdy 0Z  OPOx '

(3.168)

za pocetni uslov (0,0). Slika 3.2c prikazuje numeric¢ko resenje ovih jednacina za
asteroid (158) Koronis.

Kao sto je ranije pomenuto, za proveru 3—jet uslova potrebno je izracunati
izvode treteg reda integrabilnog Hamiltonijana, tj. izvode drugog reda frekvencija,
po momentima A, J i Z. Od ukupno 27 izvoda dovoljno je izracunati 10, koji su
dati relacijama (3.169), (3.172), (3.173), (3.174), (3.185), (3.186), (3.187), (3.188),
(3.189) i (3.190).
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w12 83(eko) 83(5IC0)(8x)3+383(d€0)(8x)28y
ON2 A5 OA3 O3 O\ 0220y \OA/) OA
Ok 0n (1)} D) (00T (00"
dxdy* A \ OA dy*  \9A ONOy* \ OA
( (ko) 0w 0y |0 (Ko) (@)2 L0 (Ko) On 0%
ONOxOy OA OA ONOx? 0x2  9A OA2

oA
302(5IC0) &% 02 (eKy) 82~x 382(51C0) a_af 82~y (3.169)
0xdy ON2oN |~ OMNOx oA? | 020y OA OA2
62(61C0) @ 82y 4 382(€’C0) 82y 83(5IC0)% X
Oy* 9AON2 OAJy 9A2 OA*0x QA
383(6IC0) (‘3_y 0(eKo) a?ix 0(eKyo) 8?iy
OA20y QA dx  JA3 dy  OA3’

Da bi izracunali gornji izvod potrebno je nadi treci izvod pravougaonih kanon-
skih promenljivih (z,y) po momentu A. Kada jos jednom diferenciramo varijacione
jednacine (3.164), za isti pocetni uslov, lako dobijamo trazene izvode:
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d oz 9(eKy) { 0*(eKyp) N D3(eky) Pz 93(eky) 0%y
dt O3 ON30y ON20x0y 0220y 9A2  O0x0y? A2

0 (eky) 0x 0% (eKy) Oy Meky) 0 (eKy) Ox

ONOZ20y 9N | ONOTOY? A (8/\89028?; 0z3dy OA

(=Ks) Dy ) o (84(51C0) | 0eKo) 0n | 9M(eKo) Oy ) @} ox
0x2dy? HA Al OA

oA \OAIzOy? = 0x20y? 9N = 0x0y® ON) O
M eKy)  03(eKy) 0Pz BP(eKy) 0%y 0*(eKy) Ox
B {8A28y2 0xdy? A2 Oy 9A | OAIxdY? OA
84(8/C0)@ ( 84(51C0) 84(5K0)% 84(8/C0) @) @ +
ONOY3 OA ONOxOy?  0x20y2 oA O0x0y® OA ) OA
0 eKy) 0 (eKy) 0z 0Y(eKy) Oy \ Oy Oy
( ONOy® T 0wxdy® OR | Oy a_A) a_A} oA (3.170)
B (2 P(eKo) | 9MeKo) Oz D (eKo) Dy ) o
ON20z0y  ONOx20y 9N  ONOxOY2 9N ) OA
B ( 0*(eKyo) N 0*(eKyp) oz N 8‘%5/@)@) dy N
OAN20y?2  ONOzOy2 9N  OAOy® AN ) OA
5 <83(5IC0) P(eko) 0z 0P(eKo) @) Px
ONOzOy — 0x20y 9N 0xdy? OA) OA2
L (a?»(g/co) 0*(eKo) Dz | 9%(eKo) @) Py
ONOy?  dzdy? HA o> OA) OA?
DB (eky) O*x  3(eKy) 0%y 0%(eKy) Px 0*(eKy) PPy

T OAIzOy 9A2 0Ny A2 Oxdy OA3 Oy 9A3’
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d 0%y O eky)  [04eKy)  0%(eKy) O%x 93(eKy) D%y
dtors  OA30x [8/\2(%2 0x3  9A2 | 0120y OA2
M (eko) 0x 0 (eKy) Oy (ko) 0 (eKy) Ox
ONOZ3 9N OAIx2y HA ( ONOx3 ot HA

0*(eKo) Oy \ Ox M eky)  0MeKo) 0x 0% (eKy) Oy Oy Oz
D3y aA) oA (8A8:v28y 0x3dy 9N 0x20y2 a_[\) } IA
OMeky)  03(eKy) O%x  93(eKy) D%y 0% (eKy) Ox
[6A28x8y 0120y oAz Oxdy? A2 | OAOX20y OA
0*(eKyp) @ n ( 04 (eKo) 84(51C0)@ 0 (eKyp) 83/) Ox
ONOxOY? OA ONOx20y  O0x30y OA  0x20y? OA ) OA
(ko) | 0 (eKo) 0z | 9'(eKo) Oy \ Oy Oy
<8A8x8y 0220y® 9N | 0xdy? a_[\) aA} dA

0

(3.171)

L0 (eK0) 34 (eKo) 0z D*(eKy) Oy Oz
8A28x2 ONOz® 9 | OADx20y A ) OA
< (94 €ICO 64(€’C0) ox 4 9 Eh) 84(€K:0) ﬁy) 8y
2

ON2070y | 00Oy Ok | 0M0zoy? OX ) DA
03 (eKo) 83 (eKo) 0x  03(eKy) Oy \ O*x

( oNOZ2 08 oA | 0a0y a_]\) OA2
P (ko)  03(eKy) 0z 03(eKyp) Oy \ 0y

(aAE)m@y 0220y oA | 00y a_f\) OA2

D3 (eky) 0% 83(51C0) 0%y 0*(eKy) BPx  0*(eKy) PPy
ONOT? HA? 8A6x8y A2 Or2 9A3  0zdy OA3

Izvodi ¢etvrtog reda na desnoj strani gornja dva izraza su dati relacijama (3.139)
~ (3.152).

Sledeéa tri izvoda su:

02w, 4 (8T>2 2 PT

Pu, _ AmOTOT _om O°T
ONDJ T39AOJ  T29A0J (3.173)
Puwy 47r oroT 2w 9°T
0hozZ — T30N0Z T?9h0Z

(3.174)
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za koje je potrebno naé¢i mesovite druge izvode perioda T po momentima A, J i Z.
Diferenciranjem (3.163) po ovim momentima dobija se

PT _<8_x)_2i(@) 0x(0.A,J,Z)  0x(T,A, J,Z) .
OA2 ot) oA\ ot OA OA
ox\ 7' |0*x(0,A, 0, Z)  0*x(T,A, J,2) (3.175)
ot OA2 A2 ’
*PT _(aﬁ)?g(a_x) 0x(0,A, J,Z)  0x(T, A, J, Z) .
oAOT ot) oJ\ ot dA OA
(@)_1 9%x(0,A, J, Z) _82:U(T,/~\, J, 7)) (3.176)
ot ONDJ ONOJT ’
odnosno
*T _(@)‘23<a_x) 0x(0,A, J.Z)  0x(T, A, J, Z) N
oNOZ ot) 0z \ ot OA OA
(@)‘1 0*x(0,A, J.Z)  9*a(T,A,J, Z) (3.177)
ot ONOZ ONOZ ’
gde se sva tri izvoda po vremenu racunaju iz razlicitih relacija:
i(@) B _82(€’C0)_82(€K0)a_$_82(€,C0)@
oA\ot) ONOy 0xdy A oy? oA’ (3.178)
9 [0z  (eKo) Oz D*(eKyo) Oy
oJ\ot) oxdy 0J oy 0J’ (3.179)
0 (0 P(eKo)  9P(eKy) dx 9*(eKo) Dy
oz \ot) 0Py oxdy 0Z oy? 07 (3.180)

Za racunanje parcijalnih izvoda z i y u odnosu na J i Z (Lemaitre i Morbidelli,
1994) koristimo sledeée varijacione jednacine
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d Oz
dt0.J
d Oy
dtoJ

d Ox
dt o7z
d Oy
dt 07
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_ PKedr PKedy

 0xOyoJ  Oy? 0J
2 2

_ 8Ko@+3’C0@’ (3.181)
0x? 0J  O0x0ydJ

_ _GQICO@ _ 02’C0@ . 82,C0

 0x0y0Z  Oy? 0Z OPOy
2 2 2

_ PKoOx | PKo Oy | 97Ko (3.182)

022 07 " ozoyoz T oPox’

dok njihove mesovite izvode drugog reda nalazimo takode iz varijacionih jednacina

d 0*r PRy 0x  PKy Oy Py 0xr 93Ky Oy \ Oz
dtoAdJ  ONOxoydJ  ONOy2OJ (aﬁayﬁ axay25> IA
PRy 0z PKody\ 0y 2K, 9*x 9K, 0%
B (aww% oy’ %) ON  0xdyoAdJ Oy 9ADT
DO O D T O (Dade | D 00 01 g
dt ONOT ONOx20J  ONOxOy OJ 0x3 0J  0x20y0J ) oA
PRy 0 BKy dy\ Oy 0Ky 02z 02Ky 0%
(aﬂay% axagﬂﬁ) ON " 012 9ADJ  0xdy ONDT
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d 0%*x PRy o0xr  PKy Oy P
HohoZz 0hozoyoZ oA OZ  ohoyoP |
(a%o dr  PKo Oy | P ) or
0220y 07  0x0y20Z  0x0ydP ) HA
PRy 0x 03Ky 0y  BPKy \ Oy
Bl <8x8y2(9_2 y3 87 ay2ap) A
Ky 0%*x *Ky 0%y
0x0y OAOZ  Oy* ONOZ’
4 Py _ Ok Oor Ky Oy Ok (3.184)
dt 9AOZ ONO22 07 ' ONOxOyOZ = ONIxOP
83’C0 ox 83’C0 6y 83’C0 ox
( ox® 07 ' 0x20y0Z axzap) IA
PKy 0 PKy 0y K, \ Oy
(Ma_z dxoy? 07 8x8y8P) 9A
2K, Pz PK, 0%
0x? 9ADZ ~ Oxdy ONOZ’

Naredna dva izvoda trece frekvencije nalazimo na slican nacin:

1ot
T oA

0%ws B %_2 0?(eKyp) 82(51C0)8_x 82(5IC0)@
dA2 A ONOP  9x0P 9N OyOP OA)y_,

PRNCICS) 10TV 19T

’ OP ) ey | [T \OA) T 0A?
T

_LOT [ (9%(eKo) | OeKo) O | PP(eKo) Oy 1

T2 9A OAOP ' 9x0P 9h ' OydP OA

0

T
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(3.186)

Svi izvodi na desnoj strani gornja dva izaza su poznati. Preostalo je da se uradi nu-
mericka integracija za vreme perioda 7', a za taj posao se trosi najvise racunarskog
vremena.

Slede¢a tri izvoda imaju jednostavne formule, ali za njihovo izracunavanje
potrebno je, pored prvih izvoda perioda T po J i Z, naci i njegov meSovit drugi
izvod. Za nalazenje prvih i drugih izvoda perioda koristimo postupak koji je pri-
menjivan kod jednacina (3.163) i (3.176). Imamo

0%ws AT (8T>2 2w 0°T

e — 3 \g7) " T29)2
0. 5 \oJ 297 (3.187)
Pup _ AmOTOT 2w 0T
0707 130707 T?0J0Z (3.188)

L
022 T3 \0Z 72072 (3.189)
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Poslednji izvod je
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0xdyOP 0Z = 0y20P 0Z  0yoP? ) 0Z op3 ’

za Cije racunanje je potrebno naci, pored prvih, i druge izvode promenljivih x i y
po Z. To se postize diferenciranjem nehomogenih varijacionih jednacina (3.182)
po Z:

@97~ 0wtoy \oz 0Z0Z ~ 2z) ©

0z 0Z 07 Oy
L, Ko 0x 9Ky @_82K0@+
0x0yoP 07 Oy?0P 0Z  0xdy 0Z?
82,C() 82y 83IC0
C0y? 072 OydP?
d 9%y PKo (ax)2 ) Py Ox Oy . PPK, (8y)2+
dt 022 ox3 \0Z 0x20y 0Z 0Z ~ 0x0y* \0Z
Py Ox PRy 0y 0*Ky 0%x
— 42 - + — +
0120P 0Z ' “0xdydPoZ = a2 072
Py 0%y PPK,
0xdy 072  OwOP?’

d 9%z PKy (83:)2 ) PKo 0r Oy 3K, <8y)2

(3.191)

+2

koje numericki resavamo za pocetni uslov (0, 0).

Ovde je pokazano kako se racunaju svi izvodi do treceg reda integrabilnog
Hamiltonijana Hiy, = —#—I—EKO(A, J, Z) po momentima A, J i Z, koji su potrebni
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za proveru ispunjenosti uslova za koje vazi teorema Nehoroseva: konveksnost (2.6),
kvazi-konveksnost (2.7) ili 3-jet nedegenerisanost (2.8). Kao primer, u Tabeli 3.1
su date numericke vrednosti frekvencija, Hesijana i 3—jet matrice za asteroid (158)
Koronis. Jedinice su izabrane tako da su gravitaciona konstanta, masa Sunca
i velika poluosa Jupitera jednaki jedinici. Zbog toga je jedinica za frekvenciju
jednaka srednjem dnevnom kretanju Jupitera n; &~ 299 "/d.



Glava 4

Rezultati

Pomocu izvedene teorije ispitan je fazni prostor u oblasti glavnog asteroidnog
prstena gde se nalaze familije Koronis i Veritas. Za identifikaciju clanova ovih famil-
ija primenili smo HCM! metod (Zappala i dr., 1990, 1995) na katalog numerisanih
asteroida AstDys servisa http://hamilton.dm.unipi.it/cgi-bin/astdys/astibo.
Zapravo, HCM metod se bazira na konstrukciji drveta (dendrograma) za hijerarhi-
jsku klasifikaciju objekata i sastoji se u slede¢em: prvo se za dati objekat (Koronis
ili Veritas) izracunaju rastojanja u prostoru sopstvenih elemenata (ap,ep,ip) svih
ostalih asteroida koriste¢i euklidovsku metriku oblika

5 (dap\’

dy = napy |2 (222 +20€2% + 2(0sinip)?, (4.1)
4 ap

gde je nap heliocentricna brzina (u m/s) asteroida na kruznoj orbiti ¢iji je polu-

(1
P

precnik jednak velikoj poluosi ap. da = |ag) - ag)|, dep = |ep’ — eg)\, dsinip =

| sin i%) — sin ig)]. Indeksi (1) i (2) se odnose na razmatrana tela. Dalje se za-
hteva da svaki novi ¢lan familije bude na manjem rastojanju, koje je unapred
zadato, od nekog clana familije. Zappala i dr. (1990) su modifikovali, adapti-
rali i optimizovali ovaj metod kako bi identifikovali znacajnije grupisanje aster-
oida u trodimenzionom prostoru sopstvenih elemenata. Jednu verziju programa
za HCM napisao je, na ANSI C jeziku, D. Nesvorny i ovaj se moze preuzeti sa
adrese http://www.boulder.swri.edu/"davidn/family/family.html. Prime-
njujuéi ovaj program na bazu numerisanih asteroida izdvojili smo 2983 clanova

familije Koronis i 340 clanova familije Veritas.

Guzzo i dr. (2002) primenjuju ”spektralnu formulaciju” teoreme Nehoroseva na
neke ¢lanove ovih familija. Spektralnu formulaciju teoreme Nehoroseva su prvi

Hierarchical Clustering Method (HCM)

113
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0.2

0.15

Slika 4.1: Sopstvena poluosa i sinus nagiba za oko 130000 asteroida glavnog prstena.
Posebno su oznacene familije Koronis i Veritas.
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Slika 4.2: Furijeov spektar funkcije g(¢) racunat za asteroid (1223) Neckar. Posto
se jasno uocava linijska struktura spektra kretanje je kvazi-periodicno.
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uveli Guzzo i Benettin (2001), a za degenerisane sisteme prosirio ju je Guzzo
(2001). Zasniva se na Furijeovoj analizi pogodno izabrane test funkcije G, koja
zavisi od ekvinoktalnih elemenata a, [, h = e cosw, k = esinw, p = tan(i/2) cos (2,
q = tan(i/2)sin 2 dobijenih numerickom integracijom jednacina kretanja za neki
interval vremena. Test funkciju su izabrali u obliku:

G = ([cos(h)+ sin(h) + cos(k) + sin(k) + cos(q)_+ sin(q)+
+ cos(p) + sin(p) + cos(a) + sin(a)]” + 1) : (4.2)

gde je N = 14. Zatim su racunali Furijeovu transformaciju funkcije
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mixing function— v3542
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Slika 4.3: Kontinualni spektar asteroida (3542) Tanjiazhen koji pripada familiji
Veritas. Kretanje je haoti¢no.
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Tabela 4.1: Statisticki pregled ispunjenih uslova, jednacine (2.6) — (2.8), za familije
Koronis i1 Veritas.

Koronis Veritas
Uslov Kod Br. ¢lanova Procenat Br. ¢lanova Procenat
Konveksnost 1 629 21.09 151 44 .41
Kvazi-konveksnost 2 616 20.65 12 3.53
3-jet 3 1667 55.88 164 48.24
Nijedan 0 71 2.38 13 3.82
Ukupno 2983 340

za pogodno izabranu analiticku funkciju ®(t), koja je detaljno opisana u Guzzo
i Benettin (2001). Kada se Furijeov spektar funkcije g sastoji od mnostva razd-
vojenih pikova, tada taj asteroid ima kvazi-periodi¢no kretanje, tj. nalazi su u
rezimu NehoroSeva. Na slici 4.2 je prikazan Furijeov spektar funkcije g(t) za as-
teroid (1223) Neckar koji pripada familiji Koronis. Jasno se vidi linijska struktura
spektra, tj. kretanje je, dakle, kvazi-periodi¢no, sto potvrduje da se asteroid nalazi
u rezimu Nehoroseva. Ukoliko izostane ovakva linijska struktura Furijeovog spek-
tra sistem ¢e biti u rezimu Cirikova, tj. haoti¢ne difuzije. Primer spektra ovog tipa
je prikazan na slici 4.3 za (3542) Tanjiazhen.

Analizom odabranih ¢lanova (158, 167, 243, 658, 761, 832, 993, 1289, 1336)
Koronis familije (Guzzo i dr., 2002) su dobili slicne rezultate kao za (1223) Neckar.
Vremenske serije filtriranih orbitalnih elemenata svih ovih tela su pokazivale tipi¢ne
strukture kvazi-periodi¢nih oscilacija.

Suprotno je sa haoticnim clanovima familije Veritas: 490, 3542, 52244 i 65494.
Njihovi spektri su kontinualni iako se sporadiéno pojavljuju neki pikovi. Dakle, ti
spektri mogu posluziti da se identifikuju objekti koji nisu u rezimu NehoroSeva.
Zapravo, poznato je da ovi objekti pokazuju sporu haoti¢nu difuziju u faznom
prostoru (Milani i Farinella, 1994; Knezevi¢ i Jovanovié, 1997; Tsiganis i dr., 2006).

Kao §to je ranije spomenuto Guzzo i dr. (2002) nisu ispitali ispunjenost uslova
za primenu teoreme Nehoroseva, zato ovaj rad predstavlja njegovu dopunu.

4.1 Familija Koronis

Familija Koronis je smestena u prostoru sopstvenih elemenata ap = 2.82 —2.96
AU, ep =0.02—0.1, sinip = 0.028 — 0.048 (slika 4.1); ogranicena je sa leve strane
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rezonansom 5-2 u srednjem kretanju sa Jupiterom, a sa desne strane rezonansama
viseg reda kao $to je na primer 7 : 3 (Bottke i dr., 2001).

Slike 4.4 — 4.8 prikazuju ¢lanove familije Koronis sa stanovista ispunjenosti
nekog od uslova: konveksnosti (2.6), kvazikonveksnosti (2.7) ili 3-jet (2.8), kojima
su, radi jednostavnijeg zapisa, dodeljeni kodovi 1, 2 i 3 respektivno. Dakle, ovi
asteroidi ispunjavaju uslove Teoreme Nehoroseva. Ukoliko nije ispunjen nijedan
od uslova (2.6) — (2.8) tada je dodeljen kod 0.

Slika 4.4 prikazuje svih 2983 asteroida, ¢lanova familije Koronis, u ravnima
sopstvenih elemenata ap —ep (gore) i ap —sinip (dole) obojenih tako da kodovima
1, 2, 31 0 odgovaraju sledec¢e boje: ruzicasta, zelena, plava i crvena respektivno.
Zbog bolje preglednosti, na posebnim slikama su izdvojeni samo oni ¢lanovi familije
koji ispunjavaju uslov konveksnosti (slika 4.5), kvazi-konveksnosti (slika 4.6), 3—jet
(slika 4.7), ili ne ispunjavaju nijedan od pomenutih uslova (slika 4.8). Pregledom
slika 4.5 — 4.8 se ne uocava nikakva specijalna raspodela asteroida u zavisnosti
od ispunjenog uslova. Medutim, kada uklju¢imo, kao tre¢i parametar, pocetnu
vrednost longitude perihela vidimo da se pojavljuju zone (slika 4.9), gde je ispunjen
uslov konveksnosti, oko 0° odnosno 360°; kvazi-konveksnosti oko 60° i 300°; dok je
najsira 3—jet plava zona, izmedu 80° i 300°, razbijena na tri dela dvema tankim
crvenim zonama gde nije ispunjen ni jedan od ispitivanih uslova. Zapravo, Sirina
crvene zone je posledica izbora referentnog nivoa za neispunjavanje 3-jet uslova (u
ovom radu je to 107® u jedinicama srednjeg dnevnog kretanja Jupitera). Zone se
jos bolje uocavaju kada ispunjenost nekog od uslova prikazemo u ep —w (slika 4.10)
ili sinip — w ravni (slika 4.11).

Da bi detaljnije ispitali zavisnost ispunjenog uslova od pocetne vrednosti argu-
menta perihela, fiksirali smo sopstvene vrednosti velike poluose ap, ekscentriciteta
ep i nagiba 1p, a varirali argument perihela u intervalu od 0° do 360° sa korakom
1°. Rezultati su prikazani na slikama 4.12 i 4.13 za po jednog predstavnika svake
klase familije Koronis. Sa ovih slika vidimo da je ispunjeni uslov veoma osetljiv na
pocetnu vrednost argumenta perihela. Tako na primer (158) Koronis ne bi ispun-
javao ni jedan uslov da ima pocetnu vrednost argumenta perihela oko 140° ili 220°,
a ispunjavao bi uslov kvazi-konveksnosti za vrednost 60° ili ¢ak uslov konveksnosti
za vrednost 15°. Sli¢no vazi za ostale predstavnike svojih klasa: (263) Dresda,
(277) Elvira i (975) Perseverantia.

Iz Tabele 4.1 se vidi da samo 71 asteroid (2.38%) ne ispunjava nijedan od ispiti-
vanih uslova, dok najveéi broj ¢lanova 1667 (55.88%) ispunjava 3—jet uslov, kvazi-
konveksnost 616 objekata (20.65%) dok najstroziji uslov ispunjava 629 (21.09%)
¢lanova. Dakle, mozemo zakljuciti da u ovoj oblasti faznog prostora asteroidi ispun-
javaju uslove za primenu teoreme Nehoroseva, ali treba voditi racuna o pocetnim
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Slika 4.4: Clanovi familije Koronis u ravni sopstvenih elemenata ap — ep (gore) i
ap — sinip ravni (dole). Clanovi koji ispunjavaju uslov konveksnosti su ruzicasti,
kvazi-konveksnost su zeleni, 3-jet uslov su plavi, a oni koji ne ispunjavaju nijedan
od uslova, relacije (2.6) — (2.8), su crveni i oznaceni simbolom x. Znakom + je
obelezen asteroid (158) Koronis.
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vrednostima argumenta perihela. Na ovaj nacin je opravdana direktna primena
spektralne formulacije teoreme Nehoroseva u radu Guzzo i dr. (2002).

U Tabeli 4.2 navodimo karakteristicne podatke za po nekoliko objekata iz svake
klase familije Koronis. Za svaki asteroid, u gornjem redu su dati sopstveni elementi
ap, e, 1 sinip, zatim odgovarajuce frekvencije wy, we i w3. U drugom redu su
momenti A, J, Z i svojstvene vrednosti Hesijana A1, Ay i A\3. Podsetimo se da
su masa Sunca, gravitaciona konstanta i velika poluosa Jupitera uzeti za jedinicu.
Tako, na primer u Tabeli 4.2 frekvencije su izrazene u jedinicama srednjeg dnevnog
kretanja Jupitera (n; ~ 299 "/d). Poslednja kolona u tabeli je oznaka koda.
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Slika 4.5: Clanovi familije Koronis u ravni sopstvenih elemenata ap — ep (gore) i
ap — sinip ravni (dole) koji ispunjavaju uslov konveksnosti (2.6).
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Slika 4.6: Clanovi familije Koronis u ravni sopstvenih elemenata ap — ep (gore) i
ap — sinip ravni (dole) koji ispunjavaju uslov kvazi-konveksnosti (2.7).
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Slika 4.7: Clanovi familije Koronis u ravni sopstvenih elemenata ap — ep (gore) i
ap — sinip ravni (dole) koji ispunjavaju 3—jet uslov (2.8).Znakom + je obelezen
asteroid (158) Koronis.
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Slika 4.8: Clanovi familije Koronis u ravni sopstvenih elemenata ap — ep (gore) i
ap —sinip ravni (dole) koji ne ispunjavaju nijedan od uslova, relacije (2.6) — (2.8).
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ap[AU]

Slika 4.9: Ispunjen uslov u ravni ap—w za sve clanove familije Koronis.
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gl
Slika 4.10: Kao na Slici 4.9 samo u ep—w ravni.
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Slika 4.11: Kao na Slici 4.9 samo u sinip-w ravni.
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Slika 4.12: Ispunjen uslov kao funkcija argumenta perihela za asteroid (158) Koro-
nis (gore) i (263) Dresda (dole). Pocetna vrednost argumenta perihela je oznacena

sa +.
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Slika 4.13: Ispunjen uslov kao funkcija argumenta perihela za asteroid (277)
Elvira (gore) i (975) Perseverantia (dole). Pocetna vrednost argumenta perihela je

oznacena sa —+.
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Tabela 4.2:
(A, J, Z), svojstvene vrednosti Hesijana (A1, A2, A3), i kod ispunjenog uslova za izabrane
¢lanove familije Koronis.

. ap(AU) ep sinip w1 wo[10~ 2] w3[10~ 3]
Asteroid A J[1073) Z[10™2] AL A2[1072] A3[1073] Kod

158 2.86879 0.0452 0.0375 2.4415894 0.11768133 —0.58380762 3
0.74257530  0.52434127  0.12807165  —10.0832540 —4.47598410 0.65787446

167 2.85354 0.0431 0.0370 2.4612009 0.11568202 —0.57424770 3
0.74059896  0.50752977  0.11948341  —10.1997340 —4.30792030 0.96991854

208 2.89289 0.0449 0.0372 2.4111226 0.12085829 —0.59955161 3
0.74568787  0.51303807  0.12676508 —9.9081268 —4.65369070 3.80765100

243 2.86161 0.0457 0.0365 2.4507900 0.11681402 —0.57953041 3
0.74164546  0.49498496  0.12685412  —10.1227620 —4.41181320 0.73387474

263 2.88655 0.0420 0.0371 2.4190764 0.11991706 —0.59531217 9
0.74487030  0.51062478  0.11696131 —9.9808011 —4.56069740 0.67377621

977 2.88558 0.0529 0.0372 2.4202951 0.12020449 —0.59508586 1
0.74474514  0.51095749  0.15575418 —9.8987082 —4.66368280  —24.61032400

311 2.89763 0.0415 0.0372 2.4052054 0.12137129 —0.60255764 3
0.74629852  0.51372672  0.11590459 —9.9115921 6.52233190  —46.46111900

391 2.88559 0.0458 0.0381 2.4202841 0.11987710 —0.59451193 3
0.74474643  0.54179589  0.13216846 —9.9631454 —4.62574760 0.74854526

152 2.84692 0.0494 0.0362 2.4697947 0.11509885 —0.57055657 3
0.73973940  0.48121468  0.13874255  —10.1807560 —4.29534310 20.87648000

162 2.87370 0.0503 0.0362 2.4353293 0.11856868 —0.58752795 1
0.74321049  0.48380340  0.14272996 —9.9947881 —4.53997840 —0.61893400

832 2.86438 0.0439 0.0367 2.4472338 0.11710880 —0.58121178 1
0.74200432  0.49729815  0.12147295  —10.1069870 —4.38995790 —0.00130522

062 2.90568 0.0624 0.0351 2.3952057 0.12345121 —0.60943788 1
0.74733446  0.45499667  0.19159958 —9.7259072 —4.93850270 —6.82109050

o075 2.83414 0.0482 0.0379 2.4865299 0.11339433 —0.56219927 o
0.73807716  0.52911517  0.13875286  —10.2853300 —4.18825670 0.76350570

1350 2.85805 0.0517 0.0389 2.4553726 0.11650124 —0.57691670 1
0.74118399  0.55741550  0.15514600  —10.0930560 —4.40527220 —0.22726867

1423 2.86016 0.0449 0.0371 2.4526553 0.11658657 —0.57846772 9
0.74145753  0.50815229  0.12577057  —10.1278870 —4.36708080 0.39578290

1442 2.87491 0.0452 0.0371 2.4337920 0.11849966 —0.58787386 9
0.74336694  0.50993752  0.12709944  —10.0284060 —4.50348590 0.59112847

1497 2.89523 0.0571 0.0375 2.4081959 0.12165586 —0.60147088 2
0.74598939  0.52615288  0.17409608 —9.8301131 —4.82134010 0.16386283

1725 2.90327 0.0572 0.0374 2.3981924 0.12276675 —0.60690848 1
0.74702447  0.51910466  0.17448546 —9.7656867 —4.87544140 —0.18312066

1741 2.88495 0.0394 0.0377 2.4210910 0.11959218 —0.59399599 9
0.74466384  0.52987721  0.11071864  —10.0346660 —4.52197320 1.33090380

1742 2.88918 0.0586 0.0357 2.4157684 0.12099869 —0.59810263 1
0.74520956  0.46987223  0.17548264 —9.8479449  —80.86894400  —47.49251200

1762 2.87608 0.0460 0.0355 2.4323058 0.11873434 —0.58904399 5
0.74351819  0.46890429  0.12552198  —10.0216140 —4.54205720 0.60474658

1894 2.88673 0.0366 0.0354 2.4188506 0.11983288 —0.59570010 9
0.74489353  0.46528123  0.09656509  —10.0530670 —4.46267590 1.60712180

9713 2.85457 0.0448 0.0371 2.4598678 0.11586847 —0.57493602 o
0.74073261  0.50879637  0.12531528  —10.1708280 —4.32600920 1.06687300

2334 2.84957 0.0448 0.0372 2.4663491 0.11523229 —0.57178629 o
0.74008360  0.51111600  0.12548033  —10.2049230 —4.28355120 1.05028760

6826 2.90279 0.0439 0.0407 2.3987908 0.12199948 —0.60503241 o
0.74696272  0.61814981  0.13384520 —9.8625957 —4.74058900 1.15685300

8102 2.83519 0.0424 0.0377 2.4851488 0.11334195 —0.56271544 o
0.73821387  0.52402059  0.11881868  —10.3275250 —4.13671100 1.15038000

8353 2.94298 0.0950 0.0396 2.3497722 0.13085857 —0.63632752 o
0.75211590  0.58394018  0.39888975 —9.4335443 —5.61173380 0.64861392

8581 2.83658 0.0584 0.0379 2.4833184 0.11409015 —0.56405338 o
0.73839481  0.52893093  0.17898493  —10.2153520 —4.28275970 0.46325434

Rezultati

Sopstveni elementi (ayp,e,,sinip), frekvencije (wi,ws,ws), momenti
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4.2 Familija Veritas

Familija Veritas smestena je u spoljasnjem delu asteroidnog prstena u faznom
prostoru sopstvenih elemenata ap = 3.15 — 3.185 AU, ep = 0.056 — 0.074, sinip =
0.152 — 0.168. Dinamicki posmatrano, u familiji pojedini ¢lanovi imaju regularno
kretanje (na primer 1086 Nata), dok drugi pokazuju izrazeno haoti¢no kretanje (490
Veritas). Nesvorny i Morbidelli (1998, 1999) i Tsiganis i dr. (2006) su pokazali da
je to posledica preklapanja harmonika rezonansi u srednjem kretanju 5, —2, —2
izmedu tri tela — Jupitera, Saturna i asteroida. Medutim, treba napomenuti da
je teorija razvijena u prethodnom odeljku samo prvog reda po poremecajnom
parametru, te zbog toga ne moze korektno da opise ovakve kompleksne efekte
viSeg reda. Ipak smo je primenili na sve clanove familije Veritas imajuéi u vidu da
¢e rezultati biti korektni samo za asteroide sa regularnim orbitama.

Na slican nacin su, kao za familiju Koronis, dati rezultati za familiju Veritas.
Slika 4.14 prikazuje svih 340 asteroida, ¢lanova familije Veritas, sa stanovista is-
punjenosti nekog od uslova: konveksnost (ruzic¢asta), kvazi-konveksnost (zelena),
3-jet (plava) i objekti koji ne ispunjavaju ni jedan od pomenutih uslova (crvena)
u ravni sopstvenih elemenata ap — ep (gore) i ap —sinip (dole).

Tabela 4.1 pokazuje da najveci broj ¢lanova ove familije ispunjava ili uslov kon-
vekasnosti 151 (44.41%) ili 3—jet uslov 164 (48.24%), kvazi-konveksnost ispunjava
samo 12 (3.53%) ¢lanova, dok 13 (3.82%) asteroida ne ispunjava nijedan uslov. Za
clanove koji imaju haoticno kretanje ovo nec¢e dati pravu sliku, s obzirom da su
ukljuceni samo efekti prvog reda po poremecajnom faktoru (masa planete), ali je,
medutim, ukljuéen doprinos svih velikih planeta. Da bi dobili potpuno korektne
rezultate morali bi razviti teoriju viseg reda, tj. onog reda koja ¢e ukljucivati sve
znacajne rezonanse Sto nije nimalo lak zadatak. Ipak, nasu teoriju mozemo direk-
tno primeniti na one ¢lanove familije Veritas koji imaju regularno kretanje kao na
primer (1086) Nata.

Na posebnim slikama su prikazani samo ¢lanovi familije Veritas koji ispunjavaju
uslov konveksnosti (slika 4.15), kvazi-konveksnosti (slika 4.16), 3—jet uslov (slika
4.17) odnosno ne ispunjavaju nijedan uslov (slika 4.18). Konveksni, kvazi-konveksni
i 3-jet objekti ne pokazuju neku pravilnost rasporeda u ap—ep i ap—sinp ravnima,
dok se sa slike 4.18, za objekte koji ne ispunjavaju nijedan uslov, mogu jasno uociti
dve grupe koje su rasporedene oko ap ~ 3.168 AU i ap ~ 3.174 AU. Ove grupe
mozemo poistovetiti sa grupama B i A (Tsiganis i dr., 2006), koji su ustanovili da
prvoj vrednosti sopstvene velike poluose odgovara centar rezonanse (3,3, —2), dok
se druga, grupa A, nalazi u rezonansi (5, —2, —2). Jedini objekat koji se nalazi na
ap ~ 3.18 AU, asteroid (37005) 2000TO37, krec¢uéi se blizu (7, —7, —2) rezonanse
ispunjava najstroziji uslov konveksnosti. Medutim, to treba uzeti sa rezervom posto
je rezultat dobijen, kako je ranije receno, primenom teorije prvog reda. Dakle, za
pojedine asteroide iz ove dve grupe smo dobili da ne ispunjavaju ispitivane uslove
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za primenu teoreme NehoroSeva sto je u skladu sa vise puta citiranim rezultatima
Guzzo i dr. (2002).

Kada uklju¢imo tre¢i parametar — poc¢etnu vrednost argumenta perihela, vidimo
da se u faznom prostoru ap — w (slika 4.19), ep — w (slika 4.20) ili sinip — w (slika
4.21) jasno razdvajaju oblasti konveksnosti (oko w ~ 0°), kvazi-konveksnosti (oko
w ~ 130° 1 320°) i 3-jet oblasti (izmedu w ~ 130° i 320°), koja je presetena sa
dve uske trake (za w &~ 160° i 240°) u kojima nije ispunjen nijedan od ispitivanih
uslova.

Promena ispunjenog uslova u zavisnosti od pocetne vrednosti argumenta peri-
hela za najvece telo iz familije, (490) Veritas, data je na slici 4.22 (gore), dok je za
najveceg stabilnog clana familije data na slici 4.22 (dole). Takode, ova tela ispun-
javaju uslov konveksnosti, odnosno 3—jet respektivno (Tabela 4.3). Na slici 4.23
je prikazan asteroid (28306) 1999CV79 kao primer tela koje ispunjava uslov kvazi-
konveksnosti (gore) i (16876) 1998BV6 koje ne ispunjava nijedan uslov (dole). Na
slici 4.24 se vidi kako je 3—jet "oblast” viSestruko ispresecana intervalima u kojima
nije ispunjen nijedan uslov.

U Tabela 4.3 su dati neki relevantni podaci za familiju Veritas.
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Slika 4.15: Clanovi familije Veritas u ravni sopstvenih elemenata ap — ep (gore) i
u ap — sinip ravni (dole) koji ispunjavaju uslov konveksnosti (2.6).
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Slika 4.16: Clanovi familije Veritas u ravni sopstvenih elemenata ap — ep (gore) i
u ap — sinip ravni (dole) koji ispunjavaju uslov kvazi-konveksnosti (2.7).
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Slika 4.17: Clanovi familije Veritas u ravni sopstvenih elemenata ap — ep (gore) i
u ap — sinip ravni (dole) koji ispunjavaju 3—jet uslov (2.8).
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Slika 4.18: Clanovi familije Veritas u ravni sopstvenih elemenata ap — ep (gore)
iuap—sinip ravni (dole) koji ne ispunjavaju nijedan od uslova, relacije (2.6) —

(2.8).
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Slika 4.22: Ispunjen uslov kao funkcija argumenta perihela za asteroid (490) Veritas
(gore) i (1086) Nata (dole). Pocetna vrednost argumenta perihela je oznacena sa
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Slika 4.23: Ispunjen uslov kao funkcija argumenta perihela za asteroid (28306)
1999CV79 (gore) i (16876) 1998BV6 (dole). Pocetna vrednost argumenta perihela
je oznacena sa +.
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Slika 4.24: Ispunjen uslov kao funkcija argumenta perihela za asteroid (23433)
1981UU22 (gore) i (40421) 1999RZ22 (dole). Pocetna vrednost argumenta perihela
je oznacena sa +.
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Tabela 4.3: Sopstveni elementi (ay,e,,sinip), frekvencije (wy,ws,ws), momenti
(A, J, Z), svojstvene vrednosti Hesijana (A1, A2, Az), 1 kod ispunjenog uslova za
izabrane ¢lanove familije Veritas.

) . ap(AU) ep sinip wq w10~ 2] w3[1073]
Asteroid A J[10~3] Z[10~2] A1 A2[10~2] A3[1073] Kod

190 3.17447 0.0651 0.1576 2.0073552 0.14774373 __ —0.68559242 1
0.78113614  9.62998850  1.13981140  —8.1814267  —6.38317140  —7.53627570

1086 3.16540 0.0622 0.1616 2.1063903 0.14478640  —0.67089331 3
0.78001942  10.19853400  1.17428040  —8.2459040 —6.52564560 0.51310589

9147 3.16993 0.0651 0.1608 2.1018739 0.14540225 —0.67335068 )
0.78057736  10.24364200  1.17919010  —8.2276179 —7.71530130  —0.46897634

2428 3.16991 0.0634 0.1616 2.1018904 0.14590231 —0.67541338 )
0.78057490  10.11261500  1.18093330  —8.2080341 —6.29564630  —10.29919200

2934 3.16629 0.0627 0.1597 2.1055021 0.14500109  —0.67295494 3
0.78012907  10.08445400  1.15277600  —8.2552721 —7.57400950 1.14166840

3090 3.16884 0.0631 0.1604 2.1029550 0.14604798 —0.67691604 )
0.78044315  9.95373190  1.16402250  —8.2136736 —6.38170880  —27.16393100

3542 3.17435 0.0640 0.1609 2.0974795 0.14640263  —0.67789791 3
0.78112138  10.14386100  1.17579670  —8.1969700 —6.80609480 0.20565279

5592 3.16804 0.0600 0.1631 2.1037592 0.14430605 —0.66836890 3
0.78034463  10.48574800  1.18362330  —8.2532935 —7.16368270 0.83542712

5504 3.16798 0.0612 0.1618 2.1038159 0.14503044  —0.67207051 3
0.78033724  10.23417800  1.17255090  —8.2384477  —6.55711720 2.57258630

6343 3.16835 0.0672 0.1618 2.1034428 0.14602975 —0.67481732 L
0.78038281  10.10265500  1.20234510  —8.2006860  —17.46269000  —57.98882000

6374 3.16541 0.0616 0.1609 2.1063789 0.14509901 —0.67285530 )
0.78002065  10.06144000  1.16251360  —8.2425657  —6.25429260  —4.39954210

7931 3.16558 0.0629 0.1604 2.1062085 0.14531924  —0.67381041 1
0.78004160  10.00748500  1.16245160  —8.2377532 —6.38820480  —0.92333917

7678 3.17172 0.0690 0.1627 2.1000929 0.14565515 —0.67210687 3
0.78079772  10.44353100  1.22397840  —8.1998148 —7.28314560 0.62051161

8624 3.16457 0.0639 0.1624 2.1072202 0.14456375 —0.66896811 3
0.77991715  10.30381700  1.19261470  —8.2446122 —6.55114280 2.44399490

16876 3.16872 0.0598 0.1630 2.1030817 0.14436173 —0.66872627 o
0.78042837  10.49033000  1.18153880  —8.2539555 —7.36772350 1.37982280

93433 3.16794 0.0613 0.1592 2.1038555 0.14533248  —0.67507480 o
0.78033231  10.00887400  1.14008710  —8.2517632 —7.45590470 1.24644110

26519 3.17447 0.0621 0.1623 2.0973601 0.14629081 —0.67696000 o
0.78113614  10.21675600  1.18443810  —8.1909163 —6.31181890 8.98935000

28306 3.16880 0.0659 0.1594 2.1029957 0.14605021 —0.67685565 9
0.78043822  9.95708420  1.16534210  —8.2190200 —6.85949980 0.09882510

28708 3.16609 0.0631 0.1617 2.1057013 0.14487046  —0.67096468 )
0.78010443  10.22963600  1.18003310  —8.2409407  —6.64721840 0.18292476

20537 3.16770 0.0677 0.1620 2.1040912 0.14586255 —0.67382629 o
0.78030275  10.14230500  1.20737910  —8.2041866 —6.30568420 8.74630020

38489 3.16284 0.0614 0.1605 2.1089501 0.14456197  —0.67083995 )
0.77970394  10.07210400  1.15602490  —8.2640911 —6.59448050 0.18126614

39290 3.17331 0.0621 0.1606 2.0985117 0.14620526  —0.67773505 )
0.78099341  10.09612800  1.16254310  —8.2086256 —6.71362090 0.12240735

41001 3.16607 0.0623 0.1637 2.1057237 0.14421902 —0.66702117 )
0.78010197  10.50416200  1.20183760  —8.2460418 —6.70250820 0.10594905

43460 3.16870 0.0623 0.1619 2.1031002 0.14479668 —0.67072380 o
0.78042591  10.35852600  1.17920280  —8.2435876 —7.47550380 1.25827880

s1185 3.16631 0.0616 0.1579 2.1054805 0.14544059  —0.67630883 o
0.78013153  9.84364380  1.12496150  —8.2587204 —7.45380280 1.20727690

S1871 3.17310 0.0589 0.1560 2.0987184 0.14687583  —0.68447302 o
0.78096756  9.59142550  1.09005900  —8.2351568 —7.31163090 1.45243290

62084 3.15898 0.0589 0.1578 2.1128183 0.14449571 —0.67288731 9
0.77922801 9.72472840  1.10987530  —8.2943419 —6.52621930 0.13643137

62512 3.16950 0.0642 0.1589 2.1022986 0.14612535 —0.67796328 )
0.78052442  9.90326320  1.15065340  —8.2226078 —6.89957320 0.07196685




Glava 5
Zakljucci

U ovom zavrsnom odeljku istaknimo, najpre, aktuelnost same teme. Tako na
primer, u poslednjih desetak godina publikovano je vise radova ¢ija je tema bila
ispitivanje NehoroSevljeve stabilnosti sistema u aproksimaciji ravanskog i kruznog
problema tri tela: Cellettii Giorgilli (1991), Celletti i Ferrara (1996), Efthymiopou-
los (2005); Efthymiopoulos i Sdandor (2005), prosirenje za elipticne orbite dali su
Lhotka i dr. (2008), dok su prostorni kruzni slucaj tretirali Giorgilli i dr. (1989),
Giorgilli i Skokos (1997).

Sumirajmo sada glavne rezultate i zakljucke do kojih smo dosli u ovoj tezi:

e unapredena Henrard-ova procedura seminumerickog racunanja izvoda inte-
grabilnog Hamiltonijana sa dva na tri stepena slobode,

e unapredena seminumericka metoda je prosirena na izvode sve do treceg reda
po momentima, koji su bili potrebni za proveru ispunjenosti uslova konvek-
snosti, kvazi-konveksnosti i 3—jet,

e detaljno je opisan postupak svodenja Hamiltonijana asteroida na formu gde
zavisi samo od momenata (A, .J, Z). Eksplicitno su navedeni svi njegovi
izvodi po momentima J i Z sve do tre¢eg reda, dok po momentu Aido
cetvrtog reda, a koji su se pojavljivali u odgovarajuc¢im varijacionim jednacinama.

Napomenimo ovde da se u dostupnoj literaturi ne mogu naci eksplicitni izrazi
za izvode po A, izuzev u Pavlovié¢ (2007) i Pavlovi¢ i Guzzo (2008), dok se po .J
i Z mogu naéi samo izvodi do drugog reda (Henrard, 1990). Sumirajmo glavne
doprinose teze:

e da su razvijene procedure za proveru ispunjenosti uslova konveksnosti, kvazi-
konveksnosti i 3-jet, koje su iskoriS¢éene da se analizira fazni prostor koji
ispunjavaju asteroidne familije Koronis i Veritas.
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dobijeni rezultati pokazuju da samo 71 ¢lan familije Koronis od 2983 anal-
iziranih i 13 ¢lanova familije Veritas od 340 identifikovanih ne ispunjavaju
ni jedan od ispitivanih uslova: konveksnost, kvazi-konveksnost ili 3—jet. Na
ovaj nacin je opravdana primena spektralne formulacije teoreme Nehoroseva
na izabrane c¢lanove familije Koronis, kao i na one clanove familije Veritas
koji pokazuju regularno kretanje (Guzzo i dr., 2002). Istaknimo ovde veoma
dobro slaganje izmedu grupe A i B familije Veritas (Tsiganis i dr., 2006) i
onih ¢lanova ove familije koji ne ispunjavaju ni jedan od ispitivanih uslova.

Budu¢i rad na ovim problemima se moze nastaviti u vise pravaca i to:

da se razvijena teorija primeni na druge oblasti asteroidnog prstena, tj. da
se mapira prostora sa stanovista ispunjenosti nekog od uslova: konveksnost,
kvazi-konveksnost ili 3-jet,

da se razvijena teorija prosiri na vise redove po poremecajnom faktoru i
primeni za ocenu vremena stabilnosti prema teoremi Nehoroseva,

da se ispitivanje pomenutih uslova primeni za tzv. rezonantni Hamiltonijan
asteroida, tj. u okolini jednostruke rezonanse.
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