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PREDGOVOR

Po redima Smitha [ 15 ] , teorija obnavljanja nastala je u
vezi razmatranja ''samoobnavljajuéih sveukupnosti’, u podetiku
bezx verovatnosnog friatupa. Velika je zasluga Fellera sto je
1948-49 prvi formulisao ( i primenio ) rerzultate teorije obnav-
ljanja u odnosu na ono #to je on tada zvao "srocesima rekurent-
nih dogadjaja" ( to su ustvari diskretni procesi obna#ljanja )e
Otada me teorija obnavljanja razvija u mnogim pravcina, te je
reietanje samo jedan manji deo problematike vezane =a teoriju
obnavljanja.

Pojam reietanja vezuje se, istorijski, za A.Rényi-ja i 1956.
godinu. Do svih vaznijih rezultata u teoriji konstantnog rese-
tanja ( karakterizacija Poisson-ovog proceca etc. ) dozao je
can Rényi. U ovom radu razradjeno je 'reaetanje funkcijon"

{ gakle, nelkonstantno resetanje ). Jedini rezultati tor tipa,
koji su mi poznati, su rezultati Mo~yorddija. U pitanju je,
mediutim, sasvim dru-i pristun, =to jJe vidljivo u prinmedbana

no sve =~to sadrze glave

<<

na kraju ovoza rada. Zbos toga, D aicti

H

III, IV i V ovoza rada ( sem paradigmatskih stvari ) nisan




o
(0

gretao u literaturi.

Glave I i II ovoza rada su uvodne, i njihova uloga je jasna
( od nedega se mora poéeti ). U slavi III formalno se uvodi ope-
racija funkcionalnog ( nekonstantnog ) resetanja 1 daju nekl os-
novni rezultati. Mnoro toza nije ni pomenuto ( resetanje opiteg
procesa obnavljanja, raspodela ekscesa i defekta u resetanog pro-
cesa, etc. ) no relativno lako slﬁdi iz navedenog. Glava IV je
u potpunosti posveclena problemu neocsetljivosti pri promeni nmasn-
staba, i oplsana je ( u Laplace-ovim likovima ) klasa neoset-
ljivih zakona. Osin tora, opimana je i verovatnosna struktura
stacionarnih raspodela u vidu uslovno ravnomerncg sumiranja
( randomizacija jedinice u E; - konstrukciji ). U glavi V
navedeni su rasgni rezultati, uglavoom vezani za skoro izvesnu

korvergzenciju ( msa i bez promene masstaba ).

A?guﬁt 1984‘. | P.P,




PROCESI OBHNAVLJANJA:

PRELIMINKARIJE I OSNOVNI REZULTATI



+
l.1. Procesi obnavljanja na |

Neka je dat nis nezavianih nenegativanih sludajnihk velidina

{Xn . n-?-l} sa iston funkcijom raspodele F |, i neka je SO"-O,

(]
Sn_= ;XK . Tada uredjeni par\ﬂgn,r:) nazivamo prostiam pro-

cesonm obnavljanja (PO). U daljem cemo, sem ako to nije posmebno

naglaseno, smatrati da Jje zakon raspodele ™ neprekidan.

Opstim procesom obnavljanja nazivamo trojkn < Sn,, ::1 , - )

gde X1 ima zakon raspodele F,, i nezavisna je od familije

{Xn ) n-?»Q} , 1 gde je <Speir Xy, > pross PO. Specijalan
(f najvaZniiji) slndaj proceesa obnavljanja opiteg tipa je stacio-

narni PO; kod njega postoji Ex1 = /V\ i

t
Ry (0)= - S(1-Floe ..
O

Pri prirodno] interpretaciji Sn_, sn morenti obnavljanja, =a Xr.,

intervali izmedju susednih obnavljanjéi.

1.1.1. Pretpostavimo da su intervali i=mnedju obnavljanja kon-

stantni, npr.
p{xh:‘i}:l , Nz 1 |

i neka je taj prosti PC zapodeo u prozlosti, a mi poéinjenoc da

ga pratino tek od nekog monenta 'to —> OO, Vrenenski interval
do »rvog opaZenox obnavlijanja imace, jasno, 11J13,fl) rasnodelu,
a svi mlededéi intervali izmedju obnavlianja bice kao i kod origi-

nalnog procesa., OpaZeni PO je stacionaran.
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1.1.2. Neka je
N(t)=—-°§,1{6h<t,}.

Sludajnnu velidinu N() nazivamo brojem obnavljanjd na inter-
valn (O,t) . Primetimo da je pri pretpostavljenoj neprekidnosti

raspodele ~ svejedno da 1li posaatrano broj obnavljanja na (O,t)
ili na (O,.tz] .

lels3. Funkeija
oo |
H(t)'-: ;P{Sn‘(t}
je konadna sa svako U= O . Odatle,

P{N®)<+co}=1

kao 1

EN®) =H®).

Dokaz. Kako je F(Q) =0 i F(+4o0)=1 , a F neprekidna,

to postoji CCO sakvo da Je o< :('\ro)< 1 . Dalje,

{Sm>maco} M IX>xe} = E™max)< 1.

Kako za svako T > O postoii M & N takvo da je MlIo>t/,
to za svako L > O postoji Me [N takvo da je F(M)(t)< 1.

Dalje,

I{9<t}<I{S<T &Sn~3m<t} , msn,

i prena tone
FO) < FMRIFT™MR) L men,

Iz ovora sledil da Je

F™M) < [FOH)]




()
U

ga N=KM+I , O<sr<M.

Qdatle je
S

S P{Snct} = Ht) < M IF™(E] < oo .

1

Po jednom poznaton stavu (I lema Borel-Cantelli) sledi da se sa
verovadnodon 1  ostvaruje samo konadno mnogo dogadjaja {Sn(\'t)},

tojesnt

P{N(t)<+oo}=1.

EN(t) = H(t) eledi po stavan o monotonoj konvergenciji. C

l.l.4. Is oéigledne jednakossi
{N®Y2n}={S,<t}
sledi da je

{N®)=n}={Sa<tIN{Snu<t]}

i odadle

P{N)=n}=EM)-F™ () | he{o,1,2,...}

To je zmakon raspodele broja obnavljanja.

14145+ Funkcijn H(t) nazivaceno funkcijom obnavljanja. Iz

HE) =EEWN®IX) =E (T{X<tY+ HE-XO)

sledi da je

t
HE) = FO)+ SHE-X)dF )
)

ato jec u literaturi poznato kao integralna jednadina teorije obe~

navljanja.
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Uopite, pod jednadinom obnavljanja podrazumevamo
L =g +F»L
+
cde Je ~ funkcija raspodele na 1™ s & L 1 Cj funkcije ogra-

niSene na konadnim intervalima. Pretpostavlja se da esu F 4 8-

posnate, i reSenje se traZi po L .

1.1.56. Jednadina obnavljanja ima jedinstveno re3enje

o0
sdﬁ 30 H___-;:(n)

Dokaz: Lo = G+H*G  jesse redenje, jer

fankcija obnavljanja =a

L

A+Fxlo =3 +F%(3+H*3) =3+

=%g +(FxH)%g =
F+(F+FxHI®g=9+Hxg=Lo.

Neka je LJ‘ neko drugo resenjs, 1 neka jJe

BL= L1—(%+H*%) :

Tada Je
Fxh=Fxl,~(F+tFxH*g=Fxl.~Hxg =
<L1"%)+$\. -(La=9) = 7
odakle je

(WnelN) A=F™%f .

lio po 1l.1l.35. F4

. o+ +
je konafno za avake U & [R y 1 odrema tome

F™)»0 . nPoo, za svako U fiksirano. Odatle

1

FiM%2(1)—>0 , n—ooo,

i mora bisl

2ty=0 ,teR"




1.1.7. Laplaceovi likovi meré

Neka jo {On,F)> pross PO i H(t) funkcija obnavljania tog

procesa ( obnavljajuia mera za I~ ). Ako su

P (4) =°§e‘ YRR | ?ﬁw:ge‘“dmt)

r—

— 1 H raapektivao, lako se po-

Laplaceove tranaformacije za

kazuje da izmedju njih postoji slsdeéi odnos:

_
) 1-@)

To znaéi da kod prostog PO mere F 1 H jednosnadno odredjajn

jedna drugun. Naprimer, obnavljajuia mera je (do na masstad) Le-
besgue~-ova akko je irntervalna mera = eksponencijalna., Treba,
naravno, imati u vidu da proisvoljna nera H na P+ ga ?ﬁ(O)'—‘-OO
ne mora imati gornjn 'geometriisku' siruktury.
Prost se PO mozZe zadati svojom funkcijom obnavljanja; sato
se veliki deo teorije obnavljanja svodi na proucavanje F*(f:) R
111 dak samo njenog asimptotskog ponasanja ( Smith, 151 )».
Dobijanje veze analogne gornjoj za opati PO <Sn ) F., . F)

Je Jjednostavno. leka je

P (A)= ge““dram @A) =§:e‘°tdF<t) L HEO) =°§e"ﬁtd‘.-act>.

Tada iz veze

+ X
Ht) = Fa(t) + SKE-20)dFx) (K= F ™M) )

dobljamo da je

___ P
‘3 (B) T




b
)

l.2. liakl graniéni rezultati

1'2.1.

P11 dmNI)=t+co}=1.

Da ie N(t) neopadajuli proces po T sledi iz definicije;

prema tone,

> —p. B
(konadan 1ili jednak + 00O ). '

Ako je ta granidna vrednost konadna na skupn pozsitivmne vero-

vatnoée, sada N &N takvo da Je

P{wl(VteR") N, w)<n}>0

No iz soga sledi da jJe

P{w](VteRYH) Szt >0

Poslednja kontradikcija ( Sn_ su finitne) dokazuje tvrdjenje,

l.,2.2. Strogi zakon velikih brojeva sa broj obnavljanja N(t,)

Ako postoji EX,, =M | tada

U sludaju kada T X 4 ne postoji

P { QimNﬁt\’ =Q1=1.

t 200 v

Dokaz., Neka je EX, =M<+ 00 . Lako se vidi da va3i

SINO NP SN+ 1

o £y + X N)
N N (NCDY+1) NCESF1




Osim toga, noato je po l.2.1l. &mN{t)z + o0 s.i. to po
L co

strogon zakonu velikih brojeva

U sludaju kada EE><1 ne postoji (kada nije konadno) uvedimo

sedens (truncated) sludajne veliline

Xnlm) =X, T{ >§nssm.} , meN.

Tada je xn(m):é m. s.1, i\poatoji EX,-L(M) =M(m)

Osinm toga, |
P{ Zim S”'gm =M(m)}=1.
n- oo
Poato je
> Splm)
(Vn,meiN) —r'{l 2 “n
80 je 1

(VmelN) P{ 2uninf S5 3 umyt=1

n-> OO

1 odatle, kako je UM M(M) =400,

m—= o0

D{Qirn-grf‘-'# +oop=1,

n->o0

Dalji tok zakljuéivanja sasvim je analogan prethodnon slucaiju

(kada je Ef><1 konaéno). Time je stav dokazan.

1.2.5. Uvedirmo dve vaZne sludajne veliline: defekt i eksces.
fod defektoa (nivoa L ) podrazunevano velidinu
o
o ()=t - Sy,

a pod eksceson (nivea L )

\Gﬁ(t) = SN(t)+1 -1 .
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Pri prirodnoj intervretaciji, defekt nivoa iy je vrene od
prvog prethodnog obnavljanja do nomenta L s & eksces nivoa T
je vreme o0d monenta £ do prvog narednog cbnavljanja. Za defektd

odigledno vazi

P{o<S)<tl=1 , P{d®)=t}=1-F().

1.2.4. Axo d EX,=M v tada

Ovo je msamo jedan oblik Waldove Jednakosti:

=Syt = E oSner IINWI=R) = E 2 Xnus I{Sne L) =

o0 _o O
2 EXni ET{Sn<tY= M1+ ZFP @) =M(1+HL).
1.2.5. Ako 3T E X, =M , tada je
(vteR"™) HE) > %r" 1.
Dokaz: )

EXE) =MmOA+HEN-T 20 ,

i prema tone

H(t)al;,\—--w.

1.2.4.-1.2.5. nam je potrebno za dokaz jednog od klamsiZnin re-

sultata teorije obnavlijanja:

1.2.0. (Elementarna teorena obnavljanja). ako J EX,=M,

tada Jje

- H&) 1
A ey ve




Ako B X, ne postoji,

HE)
i T2 =0 .

Dokaz: neka je C > O . Dofinisdinmo Y,.L sa

Tn= Min {Xn,Cl =XnI{XnsC}+cI{xn>c}.
Tada je o¥igledno <Zn,Fc> , gde je Zn=f‘__,YK , opet
proces obnavljanja sa intervalnom funkcijon raspodele
Fc(SC)=F(x)I{a$£c}+I{ac>c}.
Kako je

[{Z<t)>I{S<t}

to Je
Ne ()2 N(t)
gde Je Nc(t) broj obnavljanja "'secenog procesa' < z_-n -,Fc,>.

Odatle je

He(B) 2 H(L) , t>0.
Po 1l.2.4. je

Hc(tt)“‘l < f‘"l‘(c) + t[s\(C) (MEY=Emun{X,.c})

posto Je Xg(b)ﬁc . Dalje,
B sup B < Bimeup H® ¢ 3 (yes0y

t = o t; L T M(C’)
Kako je M}MQC) = y to je @mSup H(T) < 2 y
O ->+00 t 200 Iad
5 druge strane, po l.2.5. je
g HE) o 4
UL

i doikaz je zavrsen, u sluZaju postojanja EX1=}\’\.




U sluéaju da M ne postoji, primenjujemo opet postupak 'se-

jenja" i kako sada M(C)—> o0 , kada C — CO , to jJe

X3

Druge vaine asimptosske rezultate ( kao #%c je osnovna heore-

ma obnavljanja Smitha i &éitav spekiar posledica, npr. Blackwell-
ova teorema ) ovde nelemo navoditi, jer nisn relevansni u onome

~
ato sledi. Pogledati [2 ;3112] .
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KONSTANTNO RESETANUJE

RENYI-JA
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2.1, Konstantno resetanje

Neka je <Sn-.|:> prost PO. Pod resetanjem ovog procesa pod-
rarunevano sledeéu proceduru: za dato 136503,1) svaki od no-
menata obnavljanja Sn. biva izba&ﬁen sa verovatnodom 1O . Izba-
¢ivanja rasliditih momenata obnavijanja su nezavisna. Takodje,
auvodi se '"novo vreme' mnoZenjem starog sa -% , Kde je ‘2 =1-pD.

Dakle, ako je K prvi indeks takav da Ox nije izbaden, 11=9 5,

je prvo obnavljanje novog procesa.

2.1.1. Neka je <S,.F) prost P0 i < Ty, »=RplSn.F>
gde je Q«p reietanje sa verovatnoéom P , PE&(0,1) . Tada je:
(a) XTh,* » tsakodje prost PO;

(v) Intervalna funkcija raspodele procesa Tn Je
- S (<) X +
Fo (%) = 2 ZF(E)PT | ze R

() E (T:O = E(SD

Doka=:

= 00) = P{Th< o} = 2 P{Ti< | Ti=2 S} P{Ti=2 Sk}

Fp() = 2 P{S< S 1P{Ti=98kT ,

odakle Jje

Fo () = 2 2L F(ZP<t
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Nadjimo sada zajedniéku raspodelun z3a 7? i 'Fz-'r1

MmN

P{T.<x & T,-Ti<d } = 2 P{Ti<x, To-Ta<d [ Am.n s P{Am.A}

pri demu Je
T Apmn={Ti=25m&T2=20n} . 1€ m<n.

P{Am.n}=p" g pV Mg = pN"202

oo X
P{Ti<x8To-Ti<al =2, L P{Sm<% ,Sn-Sm<d}P 2=

LT 2 F T ERTT R R, (4).

=1 Nn=m+1

- Prema tome,‘T; i ‘Ei-'Fq su nezavisne 1 Jednako raspodeljene.
Indukcijom po L lako se pokazuje da su intervali ismedju bvadaka

novog procesa Tn negavisni 1 sa istom funkcijom raspodele F .

Neka Jje sada 5(513‘54‘0‘3 o« U tonm sludajn

E(T‘I) — 2E(T4 rr“ ;iSK)P{T,':QSK‘I =9 GZ‘:/E(SK)ﬁ(-uz = E(Sq)

Vezu izmedju funkcljé obnavljanja originalnog i reasetanog pro-

cesa ustanovljava sledela jednostavna teorema:

2.1.2. Neka je (Th,l:.p>=‘?p<sn,i:> i Np(t) broj obnavljanja

na (O-,t) resstanog procesa. Tada je

ENp() =2 EN(E)

rde je PQ(*;) broj obnavljanja orizinalnog »roceca.
Dokaz:
OO
Npt) =2 T{Th<t}s
P n=1
Co

ENp(t)=Ho &) =2, FM(L)

n=1
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no lako se vidi da Je

Fe () = LD ERY)

i prema tome

Z i( A1)2p '“F"“‘(%) 2 Q-—”‘“‘)( %) =2EN( -?i-) .

Moglo me ovo pokazati i na sledeci nadin: kako Je

N(L)
Np(cit) 2 I{YK“O}

R L c e e K=1 -
gde su \i; indikatori izbadenih tafaka, nezavisnl po pretpostavci,

o Jeo |
Np(@t) INGY: BINEY, 2)

i rezulsat sledi.

Podsetimo se da je FPoimson-ov proces usivarl prost proces ob-
navljanja, kod kojeg Jje intervalna funkcija raspodele eksponen-
cijalna. U kontekstu konstantnog resetanja njegovo je mesto, na

odredjen nadin, centralno. To ¢emo pokazati u onome sto sledi.

2.1le3. Heka je <SH_?F> Poisson~-ov proces. Tada, za VPE(O}j.)
Q’D<SH1F>=<Sn:F>

tj. Poisson-ov proces je neosetljiv na operaciju resetanja.

( Primedba u vezi oznaka: Q‘}:<Sn;‘:> - <Sr1-,:>

ne znaci da je Q'p< Sm‘:> identiéna replika procesa <Sn~.]:> )

veé samo to da im je verovatnosna struktura ista ).




2.1.4. Neka je ¢ " Laplace-ov lik szakona
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Dokaz. Ako je {5, F) Poisson-ov proces,
| \ - -1
ENG)Y=HEC)=ATL ., A=(EX))".

No po 2.1.2.

ENR®)=2EN(Z) =L

i kako funkcija obnavljanja jednoznadno odredjuje svaxi prost

PO, sledi da je i I?.p'(Sn,'—"-) Poisson-ov proces.

Da bi dokazali jedan jadi rezultat, bide nam potrebno

e
—

kona :.p . Tada je

IR ALCRY
Pe(8)= 1~bP(g5)
Dokasz:
- OO ke kK-4 _ i(‘D(QS)
P =22 (PN =T ny

Gornjn vezu koristicemo u pogodnijoj formi

I ST By g S
®,(5) 1“‘2(69(%) 1)

2.1.5. Neka je <S..F) prost PO sa E(X)<+00 , i neka

Ap€(0,1) RelSn,Fr=<3.,.F7.
Tada Je <Sh;i:> Poisson-ov proces.

Cokaz: lako me vidi da je

RpRp<on,F> =R4-(1-p2 <Sn,F 7

kao 1 da je, u opitem sluédaju,

FQ‘P;_Q‘P1< Sn, F2= Qi—(i—-ﬁﬂ(i- P2) <Sh'> =

s & CP-T.: lik =za-




koristeéi vesu &P i CPT_;, iz 2.1.%. To zna?i da niz uzastopnih

resetanja sa verovatnoéama izbacivanja Pi,...,Pn daje isti
n

rezultas kao i jedno resetanje ma verovatnocon ];~[:}(1-]DK).

Prema tome,
R A 2O .
PO =T enegny  (IT1R).

Kada NL—> o0 , za 'I_chzn' je

AN — D ULPUA) i P (0) _ 1
) ?ﬁfé‘ 1-PUMNTUPUY)  -POIN+P0O)  1+AEXX,)

dime je dokaz zavraen.

Jednu zanimljivu karakterizaciju Poisson-ovog procesa daje i

2.1.6. Neka je {Sn,F> prost PO i neka 3Q,5€(0,1) (O£5)

tako da Je
Qq<5n,l:> = F‘ZQ,( Sn.,'F> .

Tada je <Sn,‘:> Poisson-ov proces.,

Dokasz: neka su CPQ i g Laplace-ovi likovi intervalnih za-

kond raspodele procesi Qq( 5n1F> i Q%<S,«HF> respektivno.

Po 2.1l.4. je

B CCP(CCD _ dCP(d(ﬂ —_a_ - 1_
P =Thecsy > T TeeaEy (TTHHETS

i po uslovima teorene

cPcs) . deds)
1-0PCy) 1~ 8P (ds)

ili u pogodnijem obliknu

1 1 _an_1 ¢ 1
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Neka je L?{/b\j:a@“ 1 . Tada je

AWCHY=CcW(da).
o

Neka je A< C . Time se ne gubi opstost; neka je O = E— .

Tada Je
W{xXT) = V(L)
i lako me dobija

Y™t =M"Y ) , neN
ili

Y"t)
Y(L) = s T.
Neka N.—> 0O . Kako je W(QO)=0 , to

vYty=wvort ,

zde je V'(Q)=E(X,).
Cdatle je

_ 1
PL) = 14+LEX)

i rezultat sledi.

2.2. Nekonstantno resetanje. Naivna verzija

U ovom odeljku Ce nas zanimati jedno uopatenje resetanja. Neka

je <SnjF> prost PO, 1 neka Jje data funkcija
Uvedino sledeéu proceduru rezetanja procesza <Sn.}}:> : tacka
Sh. « pod uslovon da je xn = X , izbacuje ze sa verovatnocon

'D(C)’;) . Izbacivanje tacaka Sn. je zavisno od procesa <Sq,f:>3




-1
takodje, uvodi se '‘novo vrene' mnoZenjem staror faktoron ) .

gsde je

P=1-3 = EP(Xy) = pe)ydF(x) .
O

Na taj nadin, dobijamo novi tadkasti proces <Tn. - >

2elel. Neka je <S,.UF> prost proces obnavijanja i

CTnoy 75 Rpey<on, F o

gde je Q’p(:x:) operacija resetanja sa ’p(I) « Tada Jje, za
I(x)=1-PX) + ¢ =1-% , intervalna funkcija raspodele

procesa < Ip y° /) .
Fo () =2 _Q(F)
)
rde Jje

X X
Q) = S9@)dFR) | Qe = SQE-DIp)AFR) (k2 1),
@ O

Dokar. Neka Je

Qe(x)=P{T<ex & T= AT

Tada je

Q4 (x) = p{Tﬂ‘:iaC&_ﬂ:?Sﬁ} =P{S<x 8T4=?,81}=‘
od

X
CP{T=25,15,= 23aP{S,< 8} = $2UIIF(L).

Dalje,
P
Qics, (3 = 5P{Sk<x-1, T -2 = 20k y PRI AF(D)
o

fto je odigledno. Pokazimo sada da je

P{Sk<ae-t, Ti=2(Sktt)} = P{Sx< -1, 77 =9 Sk,




% =~ 1 .
Uvedino novi procesc obnavljanja Ein_fitznwﬂt, . To 3e opsti

proces cbnavljanja sa intervalnim funkcijama raspodele

FXX) = F(x-1) & FE(x) = F(x) (k22).

* . —

Heka me na O, primenjuje isto refetanje kao { na Op , s
tom razlikom Bto se novo vreme dobija ne paranmetron fZ , vec
nekinm parametrom A & (O 3 1] , kojeg Cemo odrediti uskoro.

- .

Dakle,
P{S¢<x-t,T,=9 (S t}=P{Sk<x, T, =2d sk )=
P{Sk<x, g(a'Tr-t)=galsk}=

:D{S:;{I) Tq*”‘:S::.‘f‘Clt}-

Za Q=1 dobijamo da je ta verovatnoéa jednaka

:D{ 5K<:C—t :qr“izcisk} ’

jer je odigledno

{TX=95+t)={Ti=95}.

2e2e2s Zaninljivo je pogledati 1 vezu Laplace-ovih likova

intervalnih zakond raspodele T 1 % . Uvedimo oznake

CP Cﬂ\_.?o-ét )
s 4»"%63 i

=), Py= e grF)
O

() = ée”:‘*‘*fpmdi:(t) .
liode e jednostavno pokazati da Je
-1
1~ P =(1-P@A))- (1-P9) .

Dalje, neka je O<Po<l i




bR, ME) = =20 dFW) .
-

O et

PRI A
LKE)::E:

l 14 M asu funkcije raspodele, 8iji su oL ~likovi redonm

107 1P%A)y , THPMBY-PAY).

{

Kako jJe
3 = k-1
@ (M) =(P@GM- ‘P*(Qa));(@*{%))
=1
to je [, , sa verovatnolon ‘Z-pK‘J‘ , K> 1 , raspodeljeno kao
K-1
(U + 2V
7 é 2 )
gde je {U;\/n,l’l?. 1} niz nezavisnih sl, velidina, takvik da |

je M funkcija raspodele zZa U y & . funkecija raspodele za

Vh, . Time je opisana struktura intervalne funkcije raspodele

|P

~p resetanog procesa.

2¢2¢3, Jedan zanimljiv primer

Heka je {Yn ,T‘L?,:-'l]; niz nezavisnin jednako raspodeljenih sl.
velisina sa p{\ﬂ 70}=1 i <un,H> odgovarajuci prost PO,

i neka je

2 () =T gHx).
Q

i.,...‘h-

Pretpostavino da X \un ,NZ inma gustinu raspodele
0

52 Un,n2 1) =2 207 - T{Un SX<Un} , 0<p<t.
_ ;= n

Odredirio Laplace-ov lik raspodele =z=a X

=
o Th | Q_’:"uh-i
S =

E(eﬂﬁx Up,nz21) = Z‘Z’Pﬂml 1=
n=1




pa je

,lh'eﬂﬁ“]/n (?:-,pn"i
S

—
-

™8

C(e ™) =

n=1

1-¢”M 1-p  _ 1
Y4 1- XM 1) 1-pX®)

Il

Kako je

to je

I' ;
Time smo konstruisali resetani zakon. Neka je smsada X B,

velidina takva da Je
P{X'=g'YIY}=p, P{X"u©,9")1Y}=9

rde ja Y  izabrano po meri H . Imano da je

- L o9 =NX _
$(g8)=£€ 7% = ({9128 — + pe >  JdH(x)
G

i odatle

Fx)=PixX<x}= pEI{Y<gx} +?x ESI{T22x}=

() +2 M(xX).

1 . . {/ . , :
Ako ina =~untinu ‘¢L no Lebeas~ue-ovoj neri,

g E\.( X) -
Py = FEESH T{5(x) >0}




$)

i time je odredjena funkcija roaetanja () takva da je
Q*}D(I)<Sh)}:> - <Tn s Frp>
Naprimer, za H = U(O,l) imamo da Je

$(x) =P ~2°2NYX , 0< X< G

( PEO(XI<‘2—1}=1 po meri — ). Takodje,

_ P2 -1
P(X) e T T{x<3 "}

je odgovarajuca funkcija resetanja.




III

NEKOKSTANTNO RESETANUJE .

FORMALTIZAM I OSNOVNI REZULTATI




ge

3.1, Cenovni pojnovi

Naka je na prostoru verovatnoce <Q ,Cf:, P> zadan niz nezavisnih

'h.'

el. velic¢ina {Xn }T'Lz,'l} sa istom funkcijom raspodele | za koju je

(O+)=0 , i
S.= T Xe (n21) , So=0.

=1

U na%em kontekstu, slededi formalizam mi se ¢ini najprirodnijim.

Trajektorijn
t(w) = (S,@), S, ... ) =Wy

posmatraéemo kao elementarni iszod. Neka jJe % ={_0.)1} , 1 CU
najmanje 6;-polje generisano cilindrima. Na nmerljivom prostoru

o
<9ﬂ: ,cc> imamo indukovanu verovatnosnu merw, u oznaci F .

Prostor verovatnoce

KIT,T,F=y

ustvari je "oprostor posmatranja'.

lHeka je

P: R —— [0,1)

merljiva funkecija ( u obidnon smislu, tj. u odnosu na nmerljive pro-

store

<]E+,g'3>p+> i <10,11,Bp,117 )

takva da jJe

:__‘:F'P(x) = E”p()(i) =P c (0, 1).

Ona je, per definitionem, funkcija resetanja. Dalje,

g(x)=1-px) , xeR"




3.,1.1., Vaina primedba: u onome 8to sledi ( a radi jednostavnosti
zapisa ) simbolon ’F) bide oznacavana i funkcija resetanja , i njeno
usrednjenje po meri F: . Iz kontekata Ae, nadamo se, uvek biti jasno
o kojoj upotrebi tog eimbola je red. Isto se odnosi i na simbol ﬁi .

Neka je, dalje,
<{O31}N}CC, >

! ~ ,
moerljiv vprostor, gde je q: najmanje & -polie nad odgovarajucin
¢ilindrima iz '{C),fl}&q . To je "prostor odluka". Imati u vidu:
na njemu se, a priori , ne defini3e neka verovatnosna mera.

Cznake

Op = {0,y " x o} x {0,0) ",

1!’1.:{0}1}“_1)({1})({0)1}‘3\1 (neN )

su jasne, Cilindri C%x i 1¢L opisuju izbacivanje (resetanje) :
Oh_ znaci da je izhaceno, a 17’1. da nije izbaceno tm(w1)=8n(w).

Posmatrajmo funkcijn

Q : JLxT —[0,1]

definisanu sa
Q(w1 jB)ZSdGﬁ%(l :(Z(tn(w1)—tn-1(w1)))
B N=1

gde je EES(flj04) binomna nera. Ne ulazeéi u sve detalje ( jer ovaj
konceptualni formalizam nije u osnovnon smeru daljeg rasudjivanja)
Jasno je dca je
(a) Pri CU1ESTC fiksiranon,
Q(w1 )‘ )
verovatnoca na <{O}1}N J%’> !




(b) Pri BECE:I fiksiranon,
CHEEN-D
je <9TC }CC'> -merljiva.

Na taj nadin, Q_, je prelazna verovatnodéa izzedju prostord <6\\C }Q‘>

1 <{O; 1]][N ,T:! ) redon.

I L
S5eleds HNeka jJe A Eq: ' B E‘TJ . Posmatrajnaoc nerljiv pro-

stor
N |
S (TUx{o,1y, T®TH
gde je A @q:, minimalno € -polje nad cilindrizma tipa AXB.

Poznato je ( Neven, C11 ) ) da, uz sve prethodno, postoji jedin-

stvena verovatnosna nera [1 na tom merljivom prostoru, takva da je

M(AXB) = (QW,,BYF~ (dw)
A

za cilindre.,

Takodje,

S QU BYF dw,) = M(TLxs) = S TR (1, 9)
a9t B

N gt - 5 1
je wverovatnosna mera na < {O,l} JCC > indnkovana resetanjen funk-

cijon P(xX) , XeR

%,1.3. Navedino nekoliko primera, iz kojih je vidljivo kaxo se

odredjuje ﬂ ( AX 3)
M {X<xe}x {0315} ) =

(P (T @a-t,wp) 9 (Egn-tgw) T{Lyw-t,wp<xc}F (dw,) =

X
. dE & ( P+ ),
g ép(t) (t) xe




)
i

P
g

M ({X,<xtx{Ox}) = S’p(t)dF(t) ,

pa je oo
M(Xn<roox{03) = p = 5dT18(1, ) ote.

{On}
3.1.4. Alo je
outT ) Wy, W) = ouT(n) (W) & I(On,)

indikator resetanja Sh_ ’ nz1 , to prethodna konstruikcija omogucava

da se anlzovi
{Snp nz1l} 1+ {ouf(n), nztj}

posmatraju na istom prostoru (3to je prirodno).

Mera Q(UJ., ; ') opisunje ponasanje niza {OUT(R), n2 1} uslovno

W, = (S, Sw), ... )

3.,1,5. Sludajne veliéine

T, = 2o Sm { [louTto}(1-outtm) =Se;,
=1 k=1 1

O m-1
T =2 Sm{ Moutt}(1-out(m)) =Se (n21)
m=T,r1 Tt ntil
sredstavlijaju proresetani niz obnavljanja, »ri ¢enmu Jje

T, =in{ {m | cut(m)=0}
i za L2121

Ct;1+{l::i11§:{ﬂﬁl \ITI:>q:ﬁ_/\.CNJTXUTI)==()} :

Laiko e pokazuje da je za X >0

D{T"\<OC} = -D{ST1<I} = Z,Q.K(UC>
<=1

gde je




za

Q'n r-:}
e

X
Q,(x) = (g dFE) = [T{X,<xix{1,})
O
x .
Qs () = (Q (-1 p)dFL) , K31,
&
Uporediti sa '"naivnom' verzijom nexonstantnog resetanja u glavi Il.

3-106- Neka ja

Qf, =g‘<xn , 2 1) .

Tada je

o (75196 = 00t 00)

- n-1
P{T\= Sm , T, = Snl %)= { [P0 TP} (%)

m+1
n >m+1 | itd.
3,1.7.

p{T1<°°l'3ﬁ}=1

Dokaz: neka je

s é?{ﬂ ~Sm| Y.

Jasno je da vazi

Gner 2 Qn (Vh)@né 1.

%&Gn =G = 21{ﬁp(xk>}i<xm) <1 S.I.

Po teoremi o monotonoj konvergenciji,

EG = Um EGr = m i'bm_i-cz =1.

n—>Co N-»00 m=1

Dakle,

P{G<1}=1 & EG=1 = P{G=1}=1.




5.2 Resetani proces obnavlijanga

PokalZino da je {Th. )rl?»].} opet prost proces obmnavlijanja.

3.2.1. Odredimo 3 1< |dC} (IEP+).
P{Tﬂ":x:T’l:Sm\?ﬁ}:
E(I{T.<x, T,=5,}13C )=
E(T{Sm<x}I{T,=Sm}%).
Kako jo 1319m< X} I -nerijivo, to je

P{T:<x , =5 B =T{Sn<x}P{T,=5m K} =
T{Sm<ac] {?ﬁp X T2 K.

Prema tone,

0'0

P{Ti<x 1%} = 2 P{Ticx , Ti=Sm| %} =
> A P(xa}czumn{smm}

m=1 K= 1
3elele Nozavisnost ‘r‘ i T2_ T1 e Za NL2M+1 ’

P{T{:-Sm , 1= T, =6h_SMI?€}=
CK.(><1)...3><rni)0<<}<nn+1]"')><r?)

gde je
A( X g5, Xg) =R(X ) P(Xg-y)- ().
Za '3:}*8 EEE2+
P{T,<x,T,-Th<y | ;=

Z/ Z/l_(l‘{—ﬂti"gc)—r?:sm)-r’l__ﬁ‘:‘é }TQ"T»;:Sn—SmHgﬁ):

7:2: {Sm‘(&}d(xb )xm)I{S =S <%}d<xm+1a X)




- 4
e

P{T,ﬁ:x, T,-T,<Mt=EP{Ti<x, Th-Tacy | ¢ =
2 2 E TS lott, KBTS Sk X - 00} =

1

ZE(I{Smﬁn}d(x,, ,XmﬁzE(I{Sh-5m<‘3}o<(xm+1}__"Xn)),_____

n-m=1

P{T,<x}P{T-Ta<y}.

Jasno je da 1, i T,—T, 1imaju isti zakon raspodele, tj. CTy !

471
N

je prost proces obravljanja sa

Fo(x) = P{T;<x}.

3.245. Neks Je
N(6) =2, T{Sy<t}

broj obnavljanja za <Sh,l:> Tada, jasno,
N(X) m-1

P{T,<x<|¥]} = Z, {T1PXO 2K -

Gornja relacija nokazuge da, u okvirun ove teorije, otpada bilo
kakvo rezonovanje tipa "uopatenih procesa obnavljanja', jer su sabirci

zavisni od N(:'C). Ako je resetanje konstantno, dobijamo da Je

1;3{:T;<::J:\r3f:} ,1 Pd(a:)

Y
ka0 i

P{T,<x}=1-E ’pN(x') xeR .

— ?

3.2¢4s Zajednidka raspodela za (S«,T})

P{S,<x,Ta<ylH} =E(T{S<xIT{Ti<yil ¥ )=

‘i(xﬁ)::{54<mm{xﬁé}}‘*‘:ZO\/O’*(XMM1Km)I{51<°C}IIL5m<‘dl!'
=2

Razrnotrimo dva sluéaja:




(N
I

1° 0L Y.
P{S,<x, Tacyl Y = 2(X) T{S<x}+
/p(x1)1{sq<oc}l3{_ﬂ’<%-xq\?€'} )
2° O<yY<x.
P{S,<x, T<y| ¥ 1= 2X) T{S;<yt+
p(XNP{T/<4-%, 1%},
cde jo F=F (X, n22) i Ty =T,—X,.

Odatle,

H ()= P{51<'~’Cﬂ?<‘a§=

Yy () + G-t pE))dFE)

O

gde Jje

F)=P{S<x} , Q) =P{T,<4}.

3,2.5, Kada OC — OO , imamo da je
G&) = §(a(t)+g(*a—t)'p(t))d"—‘(t).
Ao se uvoci novo vreme ( maftab ) tj. posmatra G 14 umesto |4
(3=1-E-pX)) > tad; jo
Fp(29) = é(‘?,itﬁ:p(cz(‘a—t))p(t))df:(t)
cde je Fp(*g)=P{<zT,1<*3} . Prelaskon na <L -likove,

1P (5) = (1-P(gAY)- (1-¥* g L

P =08 @) , P)= 08 pO)dFE), Gty = S8R E).
O O




Ako se mafdtab ne nenja,

{ = B08) = (1-P())- (1~ PXay)

pri cemu mora da vali

P ) <P ),

jer je

ID{_H 2?1}:1-

3.246., (Primer). Odredimo runkéiju resetania ‘Tﬁft) xoja ‘'preba-
cuje' — = r‘(i) O ::'P= P(z)

U ovom primernu,

1 _ 2
POY="717% > B =P,

Prema tome,

P

odakle je

5¢247. Raspodela za "Tg--551.

P{T-5,=01=9% .

Za EifiiF2+}

P{Ti-S, 2zt =y SdH k9 =

4-X 22

3 S PEAF@AG(4-%) = ((1- Gz)) ey dF () =
0O

*?-33?25




pa Je

P{Ty-S,<z} = 9+pGE) , 2>0.

da taj naiin,

o T
T,-S,: *

[

pa je

E(T-S)=pET: = E(@QT,)=E(S),

ako E ( 61) postoji.

( Razlog eventualne promene mafdtaba ).

5.2.8. D(ZT,).
Neka je ES1=m ) DS1=62:

E(T\-S,) = pETY,
IET2-2E(TySO+ESS =0 .

caredino E(T,S,) , tj. E(T,-5,)9,.
P{(T.=51)5,=0]%} = 2(XD=P{(T-5)5=0 | X,},
P{(T-S1)S, =TS, [ %) = P(X)=P{(T,-5,)S,= TS, IX,},
~de T, ne zavisi od X, . odatie (X,=S,)

E((T-S)S, I1X) =T/ s, p(X)Y

E(T-S)S, = ET, - EX,p(X,)

iza & = E.Xp(X) je

h'"_'( I«]—S‘.)Sq — jcim(s :




(&)
(X

Ctuda je

1ET = 2E(T-S)S+ES] = 2mS +n?r6?

iE(?T;2==2n18'f?(WE+SZ) )
D(‘i"‘ Y=2md -+ 9262

AKO Je CiT 1 ( 1 ovi nomenti postoje ) tada

EPOONEX? = 2EX-EXP(X)

se uzima po neri F: ).

7]

5:e2+.9. Neka jeo I: jesdnoznacno odredjena momentiama

Mn = EX" = (" dF(x)
O

i neka je

Sn=EPXOIX" (8s=bp) .

Kako

1S, S+ S+ Ty
AG P(S)

to imaaoc da jJe

ET-5)'577918,) = S5 pe)E(T/
K _n-K

E(T-50) 51 = ET) Snx

za 1S KSIN ., Elen,

n —
ET™ = 2 (R)E{(R-5,)'s]™} =

.’

’

M= Op + I(Z_,(r]')d\h KET,‘K

iy




R
a CZT1 — 61 dobijamo iz
p— K — K
E@T) =ESy » k21,

da vazi

Mn CZNn‘* Z/( <) On- K%n_'(/u\n , 21,

Za dato [ (tj. za dati niz {/H;-L )h> 1]} ) trebalo bi odrediti {(Sh}

iz zornjeg sistema linearnih jednacina.

Recimo nezto i o strukturl resetanog zakona I:-'P . Neka Jje

X(A) = %CP*(%) , Y(A)= T(P@0)-P¥@a).

To su oL ~likovi verovatnosnih mera, i

P (8) = Y(a) ——

1—pPXA)

3.2.10. Fp sadrzi OO -deljiva komponentu.
i—-P .

To sledl iz cinjenice da je L -1ik OCQ-deljivog
1 -1PX(D)

zakona ( Lukacs, [5] ).
Neka je aa—-('l ‘p)n’ i

(L+n)A+20) - (1+K-1)n) ,pm
<.kl

Qg = Qg

pri fiksiranon n =21 . Yazi da je

OGS
Q20 (K20) A 2,8=1
K=0

Prena tone,

Z,Q X (5) =

A
n

(1 PX®)

je J -lilk neke raspodelc na P za Vﬁ,} gl . Rezultat sledi,




Kako OO -deljiv zakon ne nmoZns inmati ograniden spektar ( %j.
sludajna volifina sa takvim zakonon ne moZe biti s. i. ogranidena )
to Fﬁ; ima neograniden spektar.

Naprimer, ILL(C),j;) raspodela ne moce biti dobijena bilo kojim

resetanjen, nekonstantnim po — meri, gde je F intervalna amera

originalnog procesa, Imati u vidu da je

Py = L T{o<x<1}+ HI{x> 1}

resetanje koje je ’U,.(O, 1) -konstantno, a 6(1) -nekonstantno,

3.2.11 :F‘p moze imati komponentu koja nije OO ~deljiva,

Primer: I '—"-E(i) 3 'P(UC)"—"-I{OC?' 1}-

Tada je
1 _ _ —{A+1)
¥ AN Qo s, _1-¢
P(AY-PT(A) Se e dx AT L ,

9 = PO)-P*O)=1-6"
i prema tone \'}j(é/fz) =-??-(CP(’§)-@(‘SJ) .je &-lik verovatnosne nere

¢ija je gustina

71— o1 , 0< X< 1.,

Takav zakon raspodele nije ©C -deljiv, zbog ogranicenog spektra,

Znadi da "‘P(’b) , takodje, predstavlja q—lik zakona xoii nije

OO -deliiv,

3,2.13. Funkcija obnavljanja reSetanog procesa (bez promene ma@ﬁaba)

Heka Je

Npt) = 5, T{Tact}
n=1




P4¢3(ti):: EEF\ip(H:>

kao i

?Ep ») = §e“6td Hp(t)

L -1ik "resetane" cbnavljajuée nere Hp . Tada Je

Pp (&)

QY- @A)

He®)= 1-C,0)  1-90)
rde je (P L -1lik za F , a CP* za S’de . Odatle je

Hp(t) = i{l +H(-x)52@)dF ()
O

gde je H obravljajuéa mera za

Vidi se da je

F.i 2(@)y=1-p@@).

HB) = Eo®+ -3, (4)

gde je 3{2(6) L -1ik obnavljajuce mere opsteg nrocesa obravliganja

<6n,\.. ):;) , kod kojeg je

| pe
L(xX)= 45 SpH)ydF®) .
O

Takod]e,

(}E'p(/b)'; 97 (}{1(’5)

fde ja 7{1(6) L -1ik obnavljajuie mere opsteg PO <Sn1M,F> 82

M(X) = %S?(mdt:(t).

Najzad { jasno )

M+ H, W) .

342.13. Poslednje veze nogu imoti izvesnor znacaja, pri nodeli-

ranju nekonstantnor resgetanja. liaprimer,

He(B)=2 K,&)=¢ :LM* = (%)
=0

te se broj obnavljanja reSetanog nrocesa noze nodelirati rreko ori-




I

N

ginalnog procesa, sa jednim umetnutim zlulajnin intervalom ( &ija

je duZina raspodeljena po neri M ) na podetku vremenske skale.

3.2.14%. Resetanje u Poisson-ov proces,

Razmotrimo jedan zanimljiv probdlem. Posmatrajmo klasu apsoclutno

neprekidnih zakona {E:} takvih da jJe
(YxeR") Flx)<1.

Za koje zakone 1z te klase postoji re&etanje ’F—“‘(I) takvo da

(S FY BT, e()) 2

Odigledno je ( ne menjazo ma@tab, jer to ovde nije bitno )

% o« @Y-(6+1) _ @) -1
Py = ey A + P

i za 1; ==Ef%6‘:: je
CPESE) = $x) - (1- FE)
( odatle je, napriner, %g(’:ﬁ)>l Y.

Prema tome, za

rx) = 15(%:1

( ¢o je funkcija intenziteta otltaza zakona ~ , Tailure rate fuac-

tion ) 1
)= 1 )

i ’p(:ﬁ) je verovatnocCa za 1 < F(CC)‘C. co .

Znaci da za svakl zakon

. X

F(x) =1 - exp{-Sr@ydt}
o

za kojer je 1S (x)<o0 , :CGHQ+ , postoji funkcija resetanja




() takva da

<6n}F S P }<Th ()Y,

1° Haprimer, ako je

Fx) = 1-exp{-(e*-1)} , x>0,

r(x)= e’I.'. i resetanje u E,(l) je moguie sa P(X)= 1—@13 X 20.

20 Za

Fx)=1-exp{-Vx} , x>0,

rezetanje u EC{!_) je, o3igledno, nemogude,




IV

NEKONSTANTNO RESETANUJE.

PROBILEM

NEOSETLJIVOCSTI




4,1, Stacionarna rasvodela za F  koje je () -neosetliivo

Podoetimo se da, ako E X, poatoji, raspodelun

F(X) =E x 8(1 F(t))dt

nazivamo stacionarnom za F .
Ako je F neosetljivo na reSetanje sa P0(3C) ( upor. 3.2.5 ) to je

) _1-eEN _ - 1= P(270)
1-P®) T=pX(y (1_13%(/5))---(1-—‘9')(,((2“'1:6\)

i

D, A= - (" A) &ch(‘ié) 1

N->00 gn n-00 AR

=-AP(©0) = AEX,

)

m 1- P’X,(im&

konvergira, pri deau je

1-P(a)
AEX, r_l’i p?c(ﬂz"“a)

— >
Leva strana je, Jasno, L -1ik za "".1(&) , Ako X ima stacionarni

LAXon F':q to je o0
k-1
== 2.7 Wk
=1

'h oy * =
~de su {\N’K 1.!'CZ_?_*’I} nezavisne sl. velidine sa istom raszodelon

§iji je K -lik
1-F
1= PXM%)

k:..,
nako 2 ,-"2 WK konvergira sloro izvesno, to sornji besikonacni

proizvod konverzira ravnomernc na svaxon i-onaénom intervalu.




& I.-"J-
-C+ r"-)

K1,

Wi -

Oy
4b.1.1. O soro iavesno] konvergenciji reda 2 JZ
1

JEX, < 3P ©) = IXO).

No tada i lik =P ima prvi izvod u Q ;s pa postoii EW1.

1-PX%)

Znaéi da jJe

LE(F W) = SYe-<teo
=1

sto je dovoljan uslov da red nenegativnih i nozavisnih 5l. velidina

s.,1. konvergira.

4,1.2, Beskonaéna deljivomst stacionarne raspodele

Kako je

=0 L0
=P S5 Bleactiorty
PX‘L 1-’97(.( K—‘Ié) 621/ 2 (x (? 6) 1)

to Je

o0 | E oo
1-% @) _ - Lax-1-1)} .
s Dexp{ . %(’X. (g /5\) 1)}

To je konvolucija unopstenih Poisson-ovih aera, pa je ©OQ -deljiva.

.t.
4.1.3. Verovatnosna =iera na 1% je OO -deljiva akko poatoji mera

Q na P+ takva da je

(531:'31: dQ(X) < + 00
1 oo 4 =D |
W(6)=€J><p{—§)4 S da))

nde je LP %-lik te verovatnosne mere ( Feller, [4] >
C;_ je "gornia' (kanonidka) wmecra.

Lako se pokazuje da je zornja nera verovatnosne nere sa K -likon




exp —E—('X, (@ '8)- 1)}

aledeca:

| £
dQ o) = B dH () (7)

gde je /X;(ﬁ) L ~lik verovatnosne mere H .

OUtuda je gornja mera za ver, meru ea L ~likon

oo @
xp o ;—%(XB(QK%)-D}

ova: .
dQ,(x) = acZ,dH< & o =)
Najzad, gornja nera za F..I(OC.) S(’l F(t))d‘t je Q(I,) takvo
da Je - oo 0O :Efi
dQE)=x2., 2.7¢ rZK-
o . k=1 R2=1

G,1.4. Neka je

C(A) = Se Ty , azo

L ~11k mere Q .
Tada Je
co | p OQ 2)
(S B dH .
()K1ée§e xdh (2":—)
Poato je

X (2<') = se“du““g_zﬂ_
i‘(xe(ﬁ))f rostoji za VQZO s jer rostoji /X/I (0) , inanoe

ca je

QAT == S€  ad ) =0 (¢ g K@)

kkao 1




J
4'-..)

8

G (0) = S AQGR) = (-X'@) L2 & P = (=K.
'®) K=1

e=1

h,1,5, ]
1-p _ 1=¢®) (1=P@n Y
1-PX®%) AEX, 2A/EX, ‘
pa je gornja mera verovatnosne mere sa likon 1_%%;;2(0)

d(Q&)-9-Q(F))

3to se pokazuje elementarno, korisseli rezultat iz 4.1.3.

L -1ix te zornje mere Je

(e d{Qe) -7 Q(F)} =’ -3ic(ga).
Medjutim, po ( V ) t2 gornja amera jednaka je

= R &
;thﬁ(m):é%'de o)

ciji ;je &-111: , o~ )Q l
AX ) s AL _ (PX(A)
] ée xdH (X)) = . (X»(&)-—{ ;, 2 }-
-'P’Xf(c)
Daxle,
-PX (%)
C(8) = KL= T 0%y -
helela
Kako Je

A
§k:(u.)du - gilc(czu)du = Ln(1-pX ) - L (1-P)

to je




-

<7

3"

I_—I 1- p;(,(ciK'%) exp{ S‘Q(u\du Sbc(u)du}r
°© 1-%®)

Kada NL—= OO , leva strana konvergira likn 5EX1

Podto je KO + o0 , 1 K noprekidna za A2 0O , imamo

da je

1-PA) _ R
AEX. QXp{ §k:(u.)du} ,

Beskonaina deljivost stacionarne raspodele je ( n ovom obliku )

vise nago odigledna,

hL.2. S konstrukci ja
Neka je 1 . , A=0
ce={1=€2 o

K () je, ocigledno, L =-1ik 'U.(O,l) raspodele., Tada je i
N
exp{ - S kwdu]
O
L -1ik neke verovatnosne mere na R . Konstruisaéemo slucdajnn veli-~
ginn &iji de to X -lik.
L,2.1. Neka je dat markovski niz sl, velicina {Xh,n?.- 1‘] 82

JKq"LL(C)ff) &‘ ><n+1!><h: 1A£I313<h) (HWEE“\I)-

Polkazaceno da S Z ,Xh vostoji u srednje kvadratnom snislu,

Indukcijom se laxo doblja bezuslovna gustina za X

_ n-1
f?yl(cxh1) = ¢ ﬁi}?fs) g (sz:fhx<f1.

Odatle je
1

2~

sto se neposredno proverava.

EXi" . (h2 1)

= X =




.
Ty
-

B,
AN
L

n
lHelka Je SVL:ZLXK . 2o MU je

m

— NRE-AL 2 2
E|ShmSnl? = E | Z Xkl = ZVEXC + 20 E(XXe)
n+4 N+4 "€ X4 N
Dovoljno Je pokazati da Je Sn Caunchy-3jev niz n \_2 amimln,

4. 1. -
E(Xe Xe) =F [XeXel< (EXEY(EX2Y =(v3) 0,

za KFL.

Udatle je

m : m 2
— 2 A 1 L
:‘Sm"sn\ < é ax +:§€(ﬁ)x+& - {_ ;(@)K} .
=1 - A
Kak e St , to je Cauchy-jev niz u P
ako Je ;Qﬁ)“ o J ;’(\E)"‘ ?
i otuda je ,
m E l Sm"" Sn\ =0 .
m, N300
O
Znadi da & =an postoji n s.k., saislu. ]
1
h.2.2.

ES postoji i skoro izvesno. Dovoljno je pokazati da

g3
sup (2, X) =0 , n-»oo

m>n n+1

3to lako sledi iz gornjeg. -

4.,2.3. Raspodela za S

MW= EEY® = EE(E4S1%)=

— WX, 5 X
=€ TTE(expt-uX, ZQ\J?T}[XO
lieka je Xh+1

b.2.4, {Yn_ , L2 1} je narkovsii niz sl, velilina na

\rq - u(o) 1) 8( \rh-H ‘\rn, . U(O }Yh.)

nazavisan od X -




Znaci da {Yﬁ. ; n:}lg} isa ista verovatnosnu strukturu kao i
,

PokaZimo 0. 2a O <Y <1,

PiTa<d X} = E(TIXG8X 3 X) =E(41X) = ¢
te \]/,1 . U(O,l) nezavisno od X1 « Dalje,

PN <Y 0 b= P X <%0 | 220}

i kako je )(
?ru(_%ﬁl) C@(Xm“XQ

to Jje

P{Vn <% 1 Vn}= .L_(I__(I{Xh+2<kax1} I X et X401 %{f)z
= (ECT{ Xz 4%} Xy ) | 32

EC(P{Xnra <4 X, ‘Xm1} | X’”’“
Ka Xm
:( %<n+ l ) = ?

pa Yn+1\\]/'1: 'UL(O}Yn) o Uveriro se jos i u markovost niza \]/n_.
P{Yn«}-*\‘:'\é|\ﬁ,-..}Yn}=_*D{xh+2<Aé><1‘?1: 3 ;:1}

Posto je

?(% r X1)C@-<X1a---~,xh+1)

to je gornja uslovna racpodela jecdnaka

(T XX X X ) 2 Koy

y X,




PR

™

¢inme je tvrdjenje dokazano. Ol

L,2.,5. Vrasimo se raspodeli za E; « Haa osnova wo-<azanih osobina

aiza {Yn)} y imamo da je

7\1(1-” = e—-uS - eﬁum.?\&xﬂu)

a kako Xj° 'U.(O,'l) to je
1 —ux
7\1(u): Se A*;(ux’)d:c 7

W Ag(W) = Se‘ém(*a)d«g

Videll smo da je

1 —
><h'“ on 9 ::ES‘<:*‘Cx3 )

pa Je 7\1(U.) diferencijabilna za W >,O « Odatle je

f -
AW+ U A ) = A (W),
Resenje te jednoatavne diferencijalne jednaéine bice

A (W) = Q,Xp{ '1 iﬂx dx }

(z2 U=0, AW=1).
Tine je pokazano da je EXP{—SR(M)C!LL} x-—lik jecdne verovat-
O

+
nosne mere na LQ .

,2.6. Fre nego ato rastavimo sa onison EB -izonstrukecije, red je
da - bar u nekoliko redi -~ kazeno cenu ona nluZi, koja joj je uloga.
U 4.1.6, videli zmo kalko zmora izgledati stacionarni lik u neoset-
liivoj situaciji. Randomizacija jedinice u fs ~lonstrukciji ( a taj

-

pojan e, u onome =zto sledi, dobiti jasno znafenje ) bicfe generator




CH
LAt

atacionarnih likeva %o0g tipa.

4.2.7. Totalna nonotonost { TM )

Funkcija P(3) , A> 0O |, je po definiciji TM ako ima izvod

svakog reda CP(n) i
1Y P™MM) 20, A>0.

.

(P = @),

4,2.8. ( Bernstajn, 1928 ’1m.l

. —r— —— ¢ ——

CP(’S) ;N> Q, je TM akko pont-c;;iﬂi mera F na [R+ gakva da je
Pr) = (€7 dFx) , 4>0.
O

+
Jasno, CP(/.S) je XL -1lik neke verovatnosne mere na P akko je

Pa) i POY=1.

be2e9e U 4.2.5, smo pokazali da je 7\1(’3} L-1ik jedne verovat-

+
nosne mere na ﬂa o« Pretpostavino da je to lik stacionarne raspodele

L1 nekog zakona L, y t3,
-\
A, () = 2208

U princiou, takvo rasudiivanie ne valja, jer ako jé Cp(@) oL -1ik

, fTunkecija 1“’5'@(0) nop

te

LA

+
nete verovatnozne mere na Q

ne sora inati istu osaobinu.

Ko, u okvirn S -konstrukel je,

iy U
b2.00. A(A) =1 - g.exp{ -é 1-5 du}




()T
N

.r
je X -1ix jedne varovatnosne ners na R .

Dokaz,

I _e? .
N = = M) + 5 15— A (8) =- € Ay (4) .

Kako je e-é & -1ik raspodole koncentrisans u tadki XL =1
to jJe
A = A ((0)
L ~1ik jedne verovatnosne mere ;h R+ » Znadi da je ("7\‘(/5)> ™,
pa je za N2 0 |
(n)

AV EAGY T = 1) A8y 20

114

n)
CIATMA20 , Nzl
Pokazimo joa da jJe 7\(6)2’0 + Po prethodnonm,

S A
AA(A) = Se“%h1(3)dg < Se'%dﬂg =1-€°<1
O - O
ra je 7\(6‘)2‘-0

Dakle, A(D) je ™ 1 A(Q) = 1 , 8ime je dokaz okonian.

L.2.11. -1
A () (AL(94) , 0<9<1

- [%] k] » +
je &l ~-1ik neke verovatnosne nere na K .,

U0oKaz .

% A
A (A2 = exp { = Slldu + Swdu ] =
o o

A
exp { - é(lc(u) —‘zbc(czu))du } =




(J1
(!

Oy “bx |
exp { —§ IS dlminfx, 1} -minix 21} -
O

Céigledno je r O | Off:'x.fe‘i
min {x, 1} -min{x,;2} ={x-3 , 2<x<1
1-9 X>1
+ ‘-
nera na [® ¢« 1 to gornja nera nekog ©OQ ~deljivog zakona. O

T

4,2,12. O vidu zakona |_1 sa likon 7\1(5)
Ako S ima funkcijun raspodele L1(Z) s ZG_[R s, tada
| R
55‘===:>(1'(:1'f55f)
R
gde su )(1 i S’ nezavisne, S’---" i X1 . U.,(O,'l) y 8%0 je

u prethodnom dokazanoc. Otuda je, za Z >Q,

L(2) = JdacdL () , A: x4+1)<z, o<.:x:€1, 4>0,

| A
pa Je min{t, 2}
L)y= L1(_"zf —1)dx .
»)

za O<Z <1 je

g = T_LiG) 4
L4 (Z) =SL1(T¢'_1)G‘I = ZS (1+4 7 §d=CZ ,
o) O

gde je

Lako cze dobija da je

\

L(Z)=¢




()
(M

Gustina 61 zakona Ly je

- C 0 <Z<

E (Z):< ~L4(Z-1
1 Ly(Z) Zl-‘iv?; o m= >

-

Ako Je L =zakon ea likoem A(H) ;

L(Z)Y=1-€.(Z) , 220.

4,3. Randomizacija jedinice n o -konstrukciji

+
hoe3.1. Neka je 7](*’5) & -1ik verovatnosne mere N na [ y Ba

L¥ §
Srenexp{-§15¥alduct.
O

Poagatrajno

D
A(D) = Q-XP{_(S) 1_’3‘(“) dU} 3 A20

1) . Kako je
A
S‘l-"&(u)du ASO
O

(A0) =

pozitivna funkcija sa TM prvim izvodom, to Je i 7\1(6) TM, pri éemu
je 1 ona ZTL -lik neke verovatnosne nere { jer je i 7\1(O)= 1).

Dalje,

ALB) + 4 Ap(A) = MBI,
A

A, (2) = SMEHAL Y .
O

Kako je
/5'>\1(6) < 1 " /32'0 3

+
to je 7\(’.}):1-/}?\1(’5) nenegativna na R . oain toga,




N
~d

AA) = (1= 4A,4)) = = M(A) A4 (4)

odakle sledi da je funkcilja

- (1 #{)7\1(‘5))’
™M, pa je 1 A(A) TH. Kako je ALD) =1 Cs0 Je A(D)  -1ik

+
vyeor, mere na P .
L,2,2., Verovatnosna strukiara 1lika 7\1(’))

- i
Neka @n S . X., . AV S nenegativne sl, veliéine za koje
vazi:

R
(a) S:Sl )

) X, ,V 1 S’ ea nezavisne;
(C) X-]‘U(o,l);

(d) Ee‘“vr- nu) Eéus: AU
() S = X,-(V+5').

Tada Je

A (%) = exp {-—-% ’1-"&((.1) du} .
O

Dokaz je 3ednostavan.,

EgY® =

“E(EY% %),

E(€71x,=x) =E (@57 1x,2) = N(ux)ACu)
te Je

1
A w) = (MU, (ux)dx
O

i rezultat sledi.




I
»e

5.1
4o32.3. Za V=1 u pitanju je S ~konastrakcija iz %.2.

La \VAR 6(1) je

280 odgovara konstantnom resetanju.

Ideja je, onda, u sledetena: izboro=z razninh raspodela za V dobi-
jati "neosesljive situnacije'. Relacija (e) omoguiava ( u odredjenim

sluajevina )} &ak 1 efektivno odredjivanje raspodels za S .

be3.4, Noeka Je {V,X,,Xz,...} markovski niz sl, velidina, sako

da je T](/S) L -1ik za YV i P{V>0‘I=1 ;
XV UO,V) & Xt I Xt WO, X,) (N2 1).

Slucajni red o0
T=Z,><n

n=4
s,i. konvergira za EV =1 o« Ocigledno, za "a>0

P{% <y} = Lmin{yV Vizmin{y, 1)=P{<

v <41V

X
te su -Qj- b1 V nezavisne.

Dalje, za X, > O je

:’{VOZ;:‘,;’ZW)V%V\(}F

E(I{V<*3}I{\/;§é’:<m}l—¥%)=

E(E(T{Veg) T{ Zx%n< 2 21X, V)13 ) -

= (H{vegte(Iy OZ;X.-.<3¢%}IX1,V)I-§/’")




E(T{V<giH (x| %) =

H(xZP{V<y )=

| = X,
}D{\/;Xﬁ:<°¢[ ; },

X+
\Y

P {v<yl

C=D
gde Je H() funkcija raspodele za Z:Xn .
2

Dakle,

oo X ,
AV SRAV/ ;Ta‘ =T
-nezavisne su uslovmo O -polja 3‘(%’/‘) ‘

t
T ima istn raspodelu kao 1i T ( uporediti sa S -konstrukcijon )

te jeo
T =3 (V+T")

gde =n V i 'T”r g'('é") ~pnezavigne, 1 —)\%" . ’U.(Oml)
A

M(d) =E e‘&T

onda imamo da je

1
A,(8) = {MBx)IA(sx)doe
o

te je

S
7\1(6)=e,><p{—-—-§ 1= 1) g b

Klasa ovih stacionarnih ol -likova moZe se, dakle, dobiti rando-
mizacijon jedinice n S ~zonstrukeiji. Uvodjenje s5l, velicine \/
na podetak aarkovaskoz niza {Xh N> 1} dovodi do niza "u \V/ jedli-

nicana” ( preko V dobijamo sludajni mn@ tab u S-konstrukciji ) o




I‘": l5i Ix 1‘“.1-5- nnano aa )‘1(’3) »ora noti ohlika

\pi

exp{ -gh‘:(t«l)dul]

cde jo KC(O) TH fankcija sa K(O)< +9o° . Neka je
AL (0) = - K(©Q) = -1
( w pitanju jo sano mam tab ). Funkcija
A(d) =1 — AA,(%)
sora biti TM, no takva mora bitd i

NG = (1= 3N A3 .

Jagno je da to u principu ne mora biti ispunjeno za proizvoljnn
__ {
- TM funkciju IC(A) sa KQO)<K +00 . Medjutim, (= (’53) je oba-

vezno TM pri stacionarnom KC(A) :
I (A) == (1= (M)
gde je 7)(4H) & -1ik neke verovatnosne mere na P+.

U tome je razlog ogranicdenja na K(A) stacionarnog oblika.

4,3.6. Nexa M)(A) 1 A(D) imaju suisao iz 4.3.1. 1 Z€(0,1).

Tada je

- D T
7\1(‘1‘0'(7\1(?0))1 = E‘,XP{”S n(iu&_ () du}
S

. . +
& -1lik jedne verovatnosne mere na K.

Dolkaz.,

' P o TUX _ -u:;:

1 New-n) ,
-9 % S (1= g)u:x, x ANCxX) .
La

EuX = YXdN(Ex) =

oufﬁg




®)

‘,_A

relacija

wdN ) = dM(x)
+
odredjuje verovatnosnu meru M na R . Kako je
e-?ux _ é'bll.‘f.
(1-2»uUX

K ~1ik 'U.(Czac N :1:) raspodele, zanislino sledeén konstrukeijun.

Neka su X 1 Y dve sl. velidine za koje vaZi:

(a) P{X>0,Y>»0}=1;
m Y]X=x:Ullx,x) ;
() P{X<xl=M@x) , xepR".

Tada je, jasno,

1 Meu)-nw _
1-9 u~q —

:(éuY|X) - peU’

TM funkcija. Znaci da jJe

o)
M(QW)-Nu)
S | 7 du

o
pozitivna funkcija sa TM prvim izvodom, te je i A4(4) (A4{(2%)) TH.

To Je lik neke verovatnosne nere jer je 7\1(0)-""-1.
4,3,7. Odrediivanje originala za 7\1(3) i 7\(6)
U situaciji

T == Xy (VAT

iz »rethodno; teksta, neka =zu L1 i B funkcije raspodele za T i

\V/ redom, i A:E))\‘Lq.
Za A >Q je




L.z) = 3§ SdxedBM)dal, (w)
D

gde je D C P5 skup trojki (3,4, W) takvih da je
O<X<l, 4>0 ,W>0, X (Y+W)KZ .

Lako dobijamo da ja
(o=

L, (z)—-QA( Ydx == - S}LzA(t)dt ,

i odatie ( ,=L/, ,a=A }‘,‘L-_—_l_gi =1
£r(2) =2~ (L1(2)-AR)),
L(2) =1 - F(L(2)-AE)

2z
L@ =Fa@) =5(8=z-0) @) dx , zeR"
O

4,3.8. Relacija L. izmedju TM funkcija

aco su X(D) 3 RMA) ( A > O ) T™ funkcije, pisaeno
< (AY L RW)
| akko, po definiciji, postoji TM funkcija 25"(6) talkva da Je

A (B)-E(8) =[5(»).

Drugsim recina, nera na K giji je oL -1ik O((f)) ""<onvoluciono

4 .
je sadrZana™ u zeri na [R sa lixon [5(’.)) o ianriner,

102 , 201

o P I L AN T M),

(AN TN . A AT AL(D)




8}
(W

" . -1
Poslednja rclacija kaZe da jJe ?\1{’3\,(7\1{(}:5\)} T za O<2<1
{ kod Feller-a [,‘}] to je tzv. Rlasma L . po Hindinu ) ).
Nas zanima totalna monoionost X(5) 1 W({)) , odredjenih iz

M) X (8)= A AEDABL A (4)-W(a) = M) A (20)

(funkcije XY 1 Y(A) zapravo bi trebalo indeksirati paraneiron

‘2 6(0; 1) : %0 ne éiniamo =zboz jednostavnosti zaoisa).

Ako postoji € (0,1) (p=1-9) takvo da je
1 . A@H-AM)

A) AW
w3 2RO 1

+
tada je 7\(6) 7 -1ik verovatnosnog zakona na [ , neoseilijivog na
reSetanje odredjenom funkeijon () , IEE+ { odredjenoa s.s.
po meri L. ).

4,3.9. 0 izborn >\(ﬁ)

Kako Je

M(®) = z2 5 (1= AAY)

moZe se, un vrincipu, izabrati vize verovatnosznih zakona L za is-

tim stacionarnim &K -likox 7\1(6) « Birano ono 7\(ﬁ) za xoje jJe
+ —
(VHeR ALY =1-2E X -A() 2
{ da bi 7\(6) nonste bio AL -1ik ver. nere ) i

2m AMD) = A(+0) =L (04+)=0

A2 o0

{ Skok n nuli zakona L. izbegava se nrincipijelne ).




Kake to izzleda u nekoj konkreino? cituaciji? Swo kako:

M(a) =( 2%6 )2,

lieka Je

ti. La.place-o'v lik za 6(2)* 6(2) . Lako ze utvrdjuje da je

1-n{u) 4 ) 2. A
Ftduy = 5T expi- 55}

g o

te Jo

L AN (A) = % .

S+ 00

y Pa Je

Ex=%

2ato stavljamo —

A =1 -A(EOA) =1 = 52 exp{ 725} -

( imatl u vidu da nismo dokazali da ova situacija odgovara neoset-

ljivoati na neko resetanje ).
4.3.10, 7\160) kao pravilno menjajuca funkcija

U okviru naze konstrukcije je

A (D) (A4(2 ’l\ﬂ_l = ﬁ;’ic Gy

nodsetinc se da je, sen toga,

N+oo)=0 & Lo =0.

- ﬁ - - L h
Kako zakon raspodele sa likon xi(ﬁ) nora biti apsolutnc nenreki-

dan u ocdnosu na zakon sa likon >\((Z ) , to zora biti
%(+O‘O) ped O

i otuda

MDY 9
N> 00 ?\1(?5) .




onadi da je za Yxel

M 2\1{31:) L 1

te e 7\1 pravilno menjajnéa funkecija na beskonadénostsi, sa ekspo-

nenton (-1) . Harawvno, "5'7\1(@) je takodje pravilno menjajuca
] el - - [ ¥ - [4 1

sa eksnonenton O ( drugin reéima, sporo menjajuéa funkcijaj; J ).

Zato vazi sledece:
o+ 1

(a) i, ——2 M) =, X205,
2P S‘a M)Ay
C

O(+1
&  lim =28 ), «<0.
BP0 S% N(g)dy
2

( Feller, {4 ] ). Otuda je, naprimer,

AT 1 & -}3—-§*a7\1<z>d*a—->1 (3 00)
O

ili, u odnosu na 7\(5) '

N(too)=0 & Zm-—+ S?x(*a)dg=o.

/5-)00 o)
Po Tauber~ovin teoremana

7\1(6) it Lq(%_> ? D> o0

Prema tone,

Zim AN4(5) = i AL, (F) = 2m 51l

N0 A OO 120+

pa birano 7\(0) { tj. zakon L. ) tako da je

Qmm.—-“g’) =(E X))

t>0+

A =1 - (ELX)AaA(A) .




(N
(N

4.4, Stacionarna raspodela kao zeometrijska smeia ( comdound )

L.4,1, Neka je 7](6) L -1ik ver. mere N sa ENX = 1 y 1
!
T( 1“‘7](0)) & -1lik stacionarne ver. more za [\ . Tada , za 2€(0,1)
i P =1-2 , postojl niz verovatnoanih amera =sa L~Likxovima

{c('h(/b) ' n},O} redom, tako da je

1#2(5) :r;,)‘p-‘zndn(o) L)

Dokaz. Za V?. < (0, 1) 1 P=1-9 , stavino da je

O(c;(‘b) — %3 : "1(‘35);"'](0)

dn(é) - O<o (?n’b) .

Proaa 4.3,6. ‘{dn(ﬁ) ,N20} je niz X -likova ver. mera. Rela-
cija (%) sleai nepoafedno.

Dakle, stacionarna raspodela je UVEK (!) geomeirijski compound,

i to za SVAKO 2€(0,1).

Slucaj ENX %= 1 dokazuje se analogno, zamenom 2 (u ine-

niocu) sa Q—NX .

b,h,2, Da vidimo Zta ovaj reznltat znadi u nasgoj “onetrukciji.

Kako je n
A o0 D oo AY
S 1_’&(u) dy -_—-Z:{}p"-zh éO(o(‘ZnU)du = Z’P Sdo(u)du
- n= n=0

O

to je




o7

- %hg
AL (D) = [_—’ GXP{ - Sdom)du} .
N=0 ©

Nama je A4(A) potreban u obliku
o

m 1-9P

he=o L1-PX(3"s)

at0o se pomtiie za

1-p (0
L exm— SP{TPYetdu]

Zanimljivo je da SVAKI &L-lik oblika

M) = exp{ = Q1MW |

ima strukturu koja nam je potredbna. Nevolja je, medjutim, u tons
580 Bamo na osnovu toga ne =moZemo zakljuéiti da je XAD) o =1ik

neke verovatnosne mere, Jjer

1-1 .
-pxem ™ =  XO) .

'X/(O) ravisi od parametra ‘2 , B8to je jasno.% se ne indeksira

zbog jednostawvnosti zapisa. Za nase ciljeve, dovoljno je da postoil

2o€(0,1) za koje je Xo(5) & -1ik ver. mere.

holhe3. Kako je i 7\4(’.'5) stacionarni lik, to i on ima compound-

-reprezentaciju
A8 = 2P 2o (370)
gde je
1 AE@D-AK%)
Odatle Jje

NiD) =2 A (Z8) + PR (d)




(N
Qo

kao 1 B /5.;(6)
K] = R @Y FI A

Kako /50(’3) ])\1(‘26) , to je
__ S
XS 5

+ 6,00
gde je 61(6):. %<7\71\€‘;2)) —‘2) 31’:-111-: ver, nere.
Postavlja se pitanje: ako Je 0( L -1lik ver. mere, kada je ?:;Jo(

S ~1ik ver. mere? Lako =e pokazuje da to vaii akko je

— i'dq(ﬁ)__
ok (8) = EERS

gde je °<1('§) &L -lik ver. mere.

U nasem kontekstu, to zna&i sledecle: X,(ﬁ) je TM akko je S, (D)

geonetrijska smesa,

4,44, Prespostavimo da se u komstrukciji neosetljivog lika N\
polazi od X . Neka je, dakle, Xo(8) & -lik ver. mere takav da je
%I(O) =—9 . Tada je

-% ()
1-pXx0)
&L ~1lik ver., nere na ﬂ:\)+, pa je to i

. B = (= X(F).

Ao je M(A)Y=1-/5M (L) takodje lik verovatnoscne nere (tj.

ako je 7‘}1 stactonarni lik) onda imamo odzovarajudéu situaciju.




RAZNI

-

REZULTATI




5.1. Putevi

Ovde ée biti redi o uzastopnom reZetanju istom funkcijom P(X)
bez pronene ma taba.,
Neka je funkcija resetanja ’P('JC) , L& P+ , Tikeirana. Puten

koji polazi iz Fo nazovino proceduru unzastopnog resetanja

| B}, XY, — PX) . P — PX)
Fi}‘“"‘9 F:1‘D ? g > ees T2 "

[P ra— —_

Uvedizo omnake

*Dh:=EE#:n13(>Q) 3 Zn=1—-Pn

Mhz':—__}:nx 3 C5n=f'i";=n><’p(><3 (N=Q).

Dobijamo niz procesa obnavljanja

(n) —
< SK ? [-—n > ) n?"’ O 3
n) _ ~ 0
X"t TN

i neka je » Posto se mas tab ne menja,

(n+1) (n)
A Zz X4

i ny
te postoji s.i. KAM X, ( koji noze biti jednak + OO ).
N> 0

(n)
lO P{X1 -—‘r*OQ,n—}OQ}=1 je nezanimljiv slucaj, jer granicéni
PO ( u smislu definicije puta ) ne postoji.
(n) (o) (ca
20 p{)(‘! —?X1 ,n—wo}=1 s £de je Xa. ) finitna sl, veli=~-
¢cina., Tada put vodi nekon zraniénom PO,
Rako je
P |
/’Kn“ _..czn 'Nh ?
to je

Nr\:( I::j %Kilﬂo




-y

/1

Selel. AXO l I?K konvergira, tada
O

n) .1, (O0)
. ? K4

gde Jje Xcm) konaéna sl. velidina,
Kako Je
(1) (2) n)
Xy e XT's.. €X'

to po teoremi o monotonoj konvergenciji (Beppo-Levi)

E&JV\/NK ﬂC'FCXD
N>oo

onemogucava sludaj

Plwl &m X(“‘(w)<+m} <1

Dele.2. Neka Je Cﬁ.,(’.)) L -1ik za :h s 20O . Tada je

1- CPn+1(‘f)) - 1- CPD(Gl —
[ (- X, @)

osKgn

(HCZQ (1-R®) ’_' 1- 'pkx,((o) )

gde Jje

X (d) = -%K— N e"‘”"p (x)dF, ().

Otuda,

n
'1 - ’:Pnﬂ(ﬂ L 1 - C% (6) I’_—! 1- plg.__
AMner A Mo 1-PX ()

Kada N> ©C , leva strana konvergira stacionarnon zraniénon
1-Px
1= P (B)

liku, lHeka je WK sl. velidina £a &L -likon

Red nezavienih =l. veliéina {WK N K},O}




W= Z\“N!K

K=0
konverzira u raspodeli, pa i skoro izvesno (to je ovde ekvivalentno)

te Jjo

- AW 1-P
( ) m 1- pb:{;((ﬁ)

O

‘ZK conve. =} 3 ‘Q)\IHNH )

O n-=o00
t0 imamo veru

(P b)) 1“@0(’3) . AW
1/5 ?‘“’ — T AEX® SChak

Znadi da je etacionarna graniina raspodela konvolucija stacio-

narne za FQ i raspodele za W .
5+.1.3, Resdetanja-indikatori ( "&istadi" )

1° ’p(m)=I{TJC$C},C>O . Ve¢ pri prvom redetanju bivaju izba-
cene sve tacke 6(:) takve da je Xf) < C s pa su u sledecem FO
<S(1).,F,,> intervali izmedju obnavljanja ( x(‘lﬁ ) obavezno
duzi od C ., Na taj nadin, svako sBledece resetanje msa L) ne

daje nista novo, t3e

‘\

S0 EY=LSELED

° )y =]{x=zc} ,C>0.

(c:) (0)
, Xe,

()
Heka je X3 < C,... 2.1—1:3'(:*

Tada, uzastopnin rezetanjen =ma ’p(?&)

(0)_ (@ (o) S ©)

- tadke )( 4 4 ostaju "zauvek' ;

(O) (o)) . . “
~ sve tacke obnavljanjia SQ+1jSe+2}.... bivaju izbacene,
Na taj nadin, dobijamo "nesopstveni" PO sa intervalnom funkcijom

raspodele




Foo () = o (30)

F oo (00) = Fo(Q) .

= (
Druzia reéima - { XfQ) == +C"O} =1 -Fo(C).

5¢1.4. Kako .
(
(N+1) (n Q X,‘nﬂ (nt1) _R_ L (N#D
X == S

- X3 (X,
Zn - Pn

to je

(ve>o) PLIXT™-XM1>el < Pn.

n
Dakle, za %‘pn<+<‘-‘-‘0 , niz {X., L ; h?}O} konverzira skoro
izvesno ( Neveu, [11 ) ). Tine je na drugi nadin pokazana ista

gtvar kao u 5.1.1l., Jjer

;Pn<+m & Dczn conv.

oD
501.5. Neka ern < + OO , 1 naka je za £3>0O
o

Tada je

P = SPEIIFLX) > Spx)dFix) > & SdR, )
O an_ /\&

Znaci da je

(Ve >Q) ZP{XSMGAE} < + o0 .
n=0

Po I leni Borel-Cantelli, =za verovatnoéon 1 ostvaruje ce sazo

i)
kona¢no mnozo dogadjaja {X-} GAE} . Odatle,

P4 %P(Xi“’) =0} =1,

Dobili smo da ne moze biti 'p(CC) >0, VCI:E[R+.




Kako je F;Q neosetljivo na reszatanje sa ¢DCL) tc je

S € p@ydFe(x) =0 |

P{pP(X)=0t=1 .

T x>0

5.1.6. Uzastopno resetanje Poissonovog procesa sa ?DCXQ::E{

Ovde je

CREED , =%, W=ty

Xln(ﬁ‘) = -%_h ée“ﬁxe‘md Fh(:c) = L an (6'*' 1) )

— _1-%0%) _
1 - CPMd(O) 1_({_)“(5_‘_1) ) CPn(j.) "Iph.

Neka je za O > O

n(4) = €n (1-%.O0)). —

Tada je -

\111"’14-1 (6) = \Vn(é) — \‘Pn(ﬁ-l-‘l) =
Yn-1D) ~ 2% 1(0+1) + Yoy (D+2) = ...

Indukcijon me moze pokazati da je
n+1

Tne1 (D) = ;3( n;\i)("l)ﬁwo(ﬁ“(\)
i odatle
Nt (_1)'(( YLEi)
1-%n D) = ‘l:—](i--'*PO(MK)) , A20.
=G




/5

g2 $(8)= 7% dobijamo
n+1 (_1)(n+1
H+K
A
1= B () =130

Time je odredjena raapodela quiine intervala izzmedju dva susedna

obnarljanija, voale (ﬂi“l) -0g redetanja Poisson-ovog procesa funk-

ceijoa P(X)=€ T, £>0.

Odatle, jednostawno: o~ <
n+4 -1) (ﬂ+1)
Lnia=1-° 1(1)=r—! S K
n I<=0( K+2
Dalje,
N+l
1‘@“”(6)— r-l( ) ) /“‘l"sﬂ.—-------E;LJ’I'\'1 anﬂ(é) 3
K=1 A0 <
pa je : K
n+4 _1) (h+1
< i<
Mh-ﬂ = D(K+ 1 ;
A n < n
[ o =11 g1 \VHE) | | ( _
K:O?K FI(-':O |8=c!»(2+2) =0l L’-‘-Ql, )
n A
[—l(€+1 )3(-1) (&)
ARINZS
.Ka.k.o je (%)1—(2{‘)1—_”-{-(%): %1%. , o je
n 2} e, .
_ +1 \CD(RTL
;Dti" Q e+2
Koristeci isti aetod,
K+l/7n
nH {_‘K K41 ( 1) (K13
o 1 }<+2

Gornji rezultati ( dobijeni u relativno jJednostavnoj situaciji )

dobro ilustruju velike teskoée, na koje nailazinmo ako hodleno tadne

izraze za cZn ,Mn etc.
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Dva »oslednja proigvoda neizbeZno s2 javljaju pri izboru nor-

mirajulih konstanti, ukoliko proces divergira.
S5.,2. Neke vaine raspodele

R,
Vratitemo se oznakama iz 3.1., va je Sn = 2:_,)(,.: N =-to obnav=-
ljanje originalnog, a Tn n-to cbnavlianje reszetanog procesa.

Sve druge oznake iste su kao u 2Z.1l.

5.2.l. Raspodela za Tn,""sn, 3 Nz 1.

. . _ 00
eb( n"Sn) _ Eeb(Tn Sh)m;I{Thz Sm} =

6(Sm-sh)I{Th= SmH?f):

m

—E(€e

M IR

Ee”mSnIpiT =, 1%y

3
!

n
gde je g'ﬁ‘-:g:()(h‘hz,].) . Zam=n je

P{Th=SniZI=Z(X)  2(Xn)
va je
= GnSnpl T =S 1Ry =,

Z2a M zn+1,

= e_é,{sm-gn) P{Th=Sm!| 3 )=

— 55(5m=Sn) (3 4w
, Ee [c']e’p(xwi) P, -1)2(Xi,, ) =

— "5Xh+ A X it
ZEET™ @M IP(Xie) - P, ) 20X, )
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~de se sunira po

= lg < Ly< - <lpg<iln=m .
Neka je K Q(') -ova na mestu sa indekson <N , OsK&N-1.
Broj nadina da se to ostvari Je
(ﬂ.)(m—l’l
K n-k / .
Zboz aimetrije razpodele vektgra

(X4 -+ Xn) i (Xnsrs - Xim)

imaso da je

_E e'_’-?f_E?'m_‘__Sn’ SITo=Sm PR Y =
2R @ s

+ K~

m(‘F‘(ﬁ) D% (a))

gde je ), po O<sK<n-1.,0<h-K<sm-n.

Otuda jJe

oy - _ n-1

Y ZES ST asn sy =2, Z ()
Mm=n+} =0 ™

gde je unutrasnja 2, p0 M-N=N-K .

Posto je
(m n)-(n-K) -(n-i)

> (RIEN(@™ ) =(1-P"() ,

M-N-n-K

to imano da je

\+1‘<¢£>:=EZZQE'J(W?f‘th)::
2"+ 2O (p HERT™-

K=0

EP(ﬁ) P(5) \
((Z + p (px(/_)) / .




Pe3to jo ( up. 3.2.5., )

Q (A = Ee“"bﬂ _ (:Dk{)\‘*@f’bj
P 1 — @A)

dobljamo da Je

V(8 = (9 +pB ().

Na taj nadin, odredjena je raapodelan za Th,“ Sn_ . nelN .

Y

5.2+2+ Raspodela za (Sn,Tn“‘ Sn) . neN.

vh ('U.,U') _ :'_: —LLSn"‘U'(Tn."Sn) | (U.,'U' 20)

se dobija istoa tehnikom kao i Yo (0) u 5.2.1., pri demn
2 —2> PW-F) , P — P,
Pls) — P , P*XB)—P¥U)

( sbrelica, jasno, oznadava zamenu ). Na taj nadin,

Vi (U, 0) = (@) - PXw) + PR, nel .

5.2.3. Raspodela za (On, Tn) , NEN .

Doblja se jednostavno iz VH(U.,U') y Zanenaon

.U.‘i'(“U)""":’LL 5 UHU-

Salelts

= (T —Sn) = 32 ~1 ., n—ooo (

Il
()
}
—>
—




1 /| i"}’) 7 N "j' /7 K
Doxaz: ‘KU"Y‘L AN B ALY | CZ+‘F)<~9 1’;

exXp{ Lmpn(Be(R)-1)}-

N —=co

exp {pr i RIL | < exp{rptio)-g (F71)2

p
g

i
-

23, %(Thhsny L > 1(2 ']_ , odakle sledil i konvergencija u meri

ka isto] konstanti.

Uostalom, po strogom szakonu velikih brojeva

-;’L‘!-(Tn"sny 2.1, % 1 ;n—-)oo

( bez obzira na zavisnost tih nizova ).

5¢e2¢5s Graniéna raspodela za

\ljﬁ {(Tn“sn)”.mﬂ(%"i)} y o0,
gdo je ES, =M, DS,=62

Umesto oL -likova koristidemo karakteristiéne funkcije, kao po-

godniju tehnikun. Radi jednostavnosti ostavicemo iste oznake, tJ.

Wh(t)‘—:E 1t(Th_“Sn) -, CP’}:(t):‘:E ‘Lth CtE{p)

Jasno, opet je

Yot) = (2+PP ), nelN.

Neka Jje

An(t) =Eexp{ilm(T-Sn-nm(E -1} =




A Y

(1+P (% (&)-1)) " exp{-itVAM{Z-D} .

Kalko Jje

i 2.—....
%(%)—41=L%%— L ETS +o(h)

$0 Je

Qimoln(t) = exp { m (np( P )-1)-ttRM(F -1} =

N-»0Q >
2
ep{-pET ¥}

Znadi da je granidéna raspodela N(O ,']D!: T12) 5da Je
PET? = E(Ti-S4) = %Né‘+ B (M4 62)
(Q=ES+p(S). 0

Rezultati 5.2.4, 1 5.2.5 navedeni sun radi ilustracije. Iz 5.2.3.

se, pogodnim normiranjima, mozZe dobitl ieéi broj rezultata sog tipa.

5.%. Skoro izvesna konvergencija pri uzastopnoa resstanju

5.3.1. =(T,14€).
E (TR =7, 5m P{T =S Ry =2 7 X { T 100K (Xor) =

m=1 K=4 1=1

m-1

2% { 100} ().

K=1 M=k

Kako Je

5 { l_\}v(x (K = Hp(xo

M=K 1=1

skoro izvesno, %o je




5.3.2, =(T41S54).

Kako Je C\;S* = g—'y“C r}e .
(T184) = E(Ta 1Fx) = E(E(TI%) Fx) =
X + PO E (;Z;ZXK MNP [Fx) =

V=2
S+ P(SHES) T -
Za :ES,, = 'l jo
E(TMIS) =8, + LPE).

)
5¢3.3. Noka Je <S;E:n 3 Fh>, nN>0 , niz procesa obnavljanja

n n)
dobijen usassopnia resetanjem sa ’p(DC) o 1 X1 )=-" 51 ‘

Inanmo da Je

E@n X IF) =X+ (R -pyXS ) |, hzo
gde je ’Pn*—':-Epn’p(X\, In=1~Pn.
Zanima nas konvergencija niza
n~1
th—’(gﬁk)'xf,m , N2 Q.
Pri poznaton FC) 882 90,F45--- ( u principa ) poznati. Odatle
e (?2“ = ?}d’“ , kao 1

E(Znet1Fz,) = Znt (F120(B0E) P X
=6




(O
N

Po strukturi uzastopnog reasetanja

,, R
(XM G2 XMy = (S Sy

("
pa je {X,i N2 O} markovaixi niw, a saninm tinm 1 {Z_n,‘ﬂ?.-O}.

E(Znﬂ l @(ZD,...,Z,\)) = :.E(an \g-Cth-‘-
Zn + a(Z).

Ako je za N dovoljno veliko O.(Zn)‘éo s.i., imali bismo

nsnegativni supermarsingal, pa bi

P{iZ —(),n>o00}=1.

Pri tome b1l graniéna sl. velidina bila s.i. konadna. Naprimer,

ako bi
o

2 PP > P XV < + o0

N=0

tada bi, po I Borel-Cantelli-jevoj lemi, {Zh . n'.?..O} podery od

nekog (slufainog) indeksa bio nenegasivni supermartingal.

Se3.4. Pretpostavimo da Je funkcija redetanja P(C) subadi-

tima, tj .

Pl+y) € PE)+PH) 4 X,420.
Odredimo majorantu za _:_. (’P(TO lr}E)

= (P(THIR) =2’p(sm‘)3{n =Sm iRl 4

5”;&; PXOP{T:=Sml %} =

Z 7 POco{ T TPOSO L (k) =

K=1 S

%Qa ﬁ p(xb) 3

K=4 1=1
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ga verovainocom 1 { po prethodnonme, videti 3,1.7. ). Otuda je

E(P(M)IS) = EE®RTNEIT< p(8).

Neka je

n-41
ﬂf@jd@@d“) L N20
u oznakama iz 5,3.3. Tada je
P{ M,—C)3n—o0}=1.

PokazZimo to. Kako je

E(2-2(THISH<P(S)

preua 5-3-4-, to je

(WVn=20) E(2n P F XN <P (XM

i posto je

E(Mn [ F@E)) = EMnet 1 F(Zo i Za))

imaxo da Jje

E (Moss 1F (Zo v Za)) € M.

Znaci da je {ﬂn ,?(ZOJ..,,Z,])} nenegativnl supermartingal, te

P{My—>C),no>oo}=1,

Ta granidna vrednost noZe biti O ( npre. kod konstantnog rese-~

tanja: tada je (VYn) Ph=10e&(0,1)).
De¢3¢5¢ O jednoj sekvencijalnoj proceduri

1 ovde je reo o askoro izveosnoj konvergenciji pri uzastopnon re-

sstanju, sa promenon na 3 taba.




Pri uzastopnoa resetanju

h . -
Pol®) | — Poxd F (=}

(Pr=ERPaX) , Zn=1-Pn s N20)

izabrademo niz fankcija resetanja {PH(QQ ,hZ—Q} tako da nisz od-

govarajucih procesa obnavljanja
my |
<SK ) .[..._n> ) h?fO“l
™

s.i, konvergira., U pitanju je sekvencijalna procedura, u tom sale

sln ito se P, (X) ne zadaje unapred, vei se bira na N.-tonm

koraku ( u zavisnosti od zakona | n Je

Podjimo od sledeceg resultata, sapisanog u (511T1) ognakana, .
E(1-¢?™ig,) =
1- @71 L %% p(s) (1-P ).

Dokaz:

(€T 13) = Z,€ " P{T,=Sn R} =

24 rfﬂ_\ S p(%) €™ G (X

Kako je, prema 3.,l.7.

QZO, { D e—éxﬁp(xkﬂ(i - ééxmp(xmﬂ = 1

m=1

sa verovatnocon 1, to je

Ee”M17e) = fZ $ :i:'? S PR OHE M) 11 .

. _ oo m-1 —_
E(-e7 3 - 2 1€ T pisai(1-e¥m)




(0
(N

Llemn,
E(1-g M8 =E(1-67PM X)) =

O m-1 _ .
1-%%1 4 pe0 ZE{ TEMpOAK1-€7 M) =

|- g PO +e"-‘*31¢a<sor:§,2<@*cs>)m"2< 1-P () =

":)Sﬂi =NS 1 = Cp(ﬁ)
l - e + € 1 'p(s‘!) 1:‘_ (P*(G\) )

i gornje svrdjenje sledi.

Ako Je u preshodnone

pxyc1-€ "%

imamo da jJe

—(1-62T )€ 1-9(6)E D g 1-6°1

880 navodi na ideju konstrukcije nenegativnog supermartingala.

, X220

Neka je Fo zakon na P+ salkay da je ]L:Q(O+)= O

9 1 na
N -tom koraku biramo funkciju resetanja Pr(L) takva da je

n-1
()< 1 — Qpr{ —(E\‘iQ'PnI} (h=0) .
Neka je, dalje, |
n-1
Zh = ( DCZK)'X(P) y h=2Q.
Tada
FD{ Ezn”__a'(') )rl-acx:}:z 1.

Pokazino to:

(1~ e"z”*“ | Zn) =

E(1-exp{-(2IXM XM
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< A AL ) ( n-1 my s
S 1-20G0exp (= (120X, 20} <

1- @.Xp{"(‘ph*"?h)Zn} = 1 - @-Zh :

E(1-0 % T (Zo,...2n)) =E(1- €2 | T(Z,))

nenagativnd aﬁpermartih;al, te Je

P{1-E& (), no>o0}=1.

Odatle

P{Z,—(),n>o0}=1,
Granilna velidina je #.i. konadna, tj. ne moZe biti

P{Zy,—>+toe,hsoco}=1

Evo zasto: kako je

(1-€ P )< E(1-€ 2n)

to Je
= o Znt

- Z :Ee—2" .

Kada bi Zp 25> +00 |, tada bi 'EQ_Z”_;,, O, h—>0o0

( kao niz <L ~likova za 7, u 1l ). Jasno je da to ne vaZi.




PRIMEDBE

Pitanje: o demsu se, dakle, radi?
bilo jo postavlisno tek i3 uljud-

nosti, i nije trazilo odgovora.

Borel, Sludaj

Glave I i II su { delimiino i parafrazirani ) relevantni de-
lovi glavd I 1 III rada [12) . Sve primedbe na taj deo teksta

date su u tom radu na str. 4l1-42,

3,1, Uslov F(QO+)=0.
Uslov je, ustvari, obavezan: FO+)> 0O cuoguiava da je
Ons1=Op » 1 uwopite da Je 5, c=Sn ( K21 ) tako da
redetanje gubi smisao ( i{ista tadka noZe biti i=badena i ne biti

izbadena, itd. ).

2.1.6.
Za P(X)=pe(C,1), X220 , je
P{Ta=Sm|2%}=P" "2 (m21,2=1-9)
te je izbacivanje tadaka nezavisno od }E =?(Sn , N2 '].3‘

To potpuno odgovara Rényi~jevom resetanju ( u nasinm termini-

ma, konstantnom per definitionem ). Medjutin, konstantno rese-
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tanje sada dobija i "dubinska strukiuruy", u saisiu projekcije

na g‘ﬁ . Hapriner,

ECT,13) =K;,'F>“*-><K : otc.

dok me pri '"naiwvnoj definiciji" resetanja takve relacije ne
mogu izvesti,

2.2, o

Ta je dataidefinicija resetania koju nazivam "naivnoa', Jer
je resetanje tacke Sn sadano projekecijon na g‘(xn) , umesto
na dire O -polje df . Redetanja razliditih tadaka Sp su
zadana projekcijama na raszlidita 8 -polja, 8to principijelino
nije u redu.

Evo n demu je stvar. Neka Je {OuT(r\,))n}, 1} niz al., ve~-
1idina takvih da je OUT(FL)G{O.,i} ( indikatori iszbacivanja )

i Py (X 20 ) merljiva funkcija takva da je
(Vx20) px)elo,1] ,
(VX,420) 0<P@)+P4)-P<1 .

gde je ’P'-:——F]D(XQ . Neka je, dalje,
P{ouTtrn)=11} =X+ PXm) - .

Tada je

o - -
{ouT(ny=11Xnt=p(x,) |

( kao i pri ‘naivnoj" definiciji ), ali takva situacija odito

ne odgovara intuitivnoj zanmisli o uslovnoj nezavisnosti rese-

tanj8 pojedinih tadaka.




3.1.6.

U 3.1.6., ( 1 u onome Bto sledi u glavi III ) pojavljuje se
simbol P , uneato uvedenog simbola [ , na Deascartes-ovon
proisvodn prdatora. Shvatino gza kao neko opate "Prob" ili kao
projekcijn [ na & . U svakon sludaju, jasno je o demu se

radi.

IV ( Problen neosetljivosti )

Neosetljive situacije dobijale bl se i=x jednadine

N@N-N® _ _ -PX®)
A 1 - PXM)

' +
gde su 1] 1 X Laplace-ovi likovi verovatnoanilh mera na .
~ Odredjivanje takvih parova likova (Y] , X0 ) zahteva, me-

djutim,neki "1l'esprit de finesse" koJi tek treba steci.

Mogyorédi ( [10] )
To je, nazZalocst, jedini Mcgyordédi-jev rad o kojenm iman in-
formaciju. Opisaéu rezultate u tom radu, uz prilagodjenje oz-

naka.,

Keka je, dakle, <Sp ,F> oprost PO na R+ sa M= EF X,
1 P(x): [0,90) - [0,1] neprekidna funkcija. Rarefaction-pro-
cedura je u slededen: pod uslovon Shn=x ( n&elN )
taéka ESh se izhacuje sa verovatnocon ‘?D(UC) , 1 ostaje =za
verovatnoéon 1 — (X)) . Za razlidite . operacija me obav-

lja nezavisno,




(“‘4 [ 3 - 13 . - - L ¥
Helka jekt1 najnanje "L =za koje Eﬂl nije izbaseno, Moxyorodi

daje karakterisaciju{{} , pa dockazuje da e
n-1

P{T,z2nt=E 1 10E.) , neN;

=1

"takodje, da biffa bila sopatvena sl. veliéina potrebno je da

§<1-p<x>de<x)

divergira, gde je H obnavlijajuéa mera za — .,

Dalje se daju dovoljni uslovi da‘q:1 ima momente svakog reda,
i ispitujs =me kada(ta zadovoljava Wald-ov identitet, Pokazuje

se da

T R .
=, > £(1) , kada PCGI> 1,

kao 1 da

o, _R _
A > (1) , za DY,

Sve u svemu, nadin resetanja omogucava zanimljive rezultate
u vezi sa th i Sq;1 y 8t0 pri nasaoj definiciji resetanja nije

sluéaj.

VePeSkitovieé o operaciji resetanja

U svojin Elenentima teorije masovnoz opeluifivanja ( izd,

LGU, Lenjingrad 1976. ) Skitovié kaZe:

Potck trebovania, koja dolaze u sisten nasovnoz opsluZivania,
rnoze biti izvor formiranja druzih potoka. To se dezava puten
vestaékog ili prirodnog resetanja, tadnije govoreéi - razredji-

vanja, tj. razbijanja na posebne potoke, liaprimer, potok trebo-




vanja koji dolazi u sisten sa nelkoliko opsluZujucik linija, rasz-
pija me na potoke koje opsluiuju posebne nasine. U sistemina sa
otkazima, osnovni potok razbija me na potok opsluZenih trebova-
nja i potok trebovanja koja su dobila otkaz. U nekim sistenima
sa €ekanjem, potok opsluZenih trebovanja se ne poklapa sa ulaz-
nim potokom, jer neka tredbovanja nogu napustiti red za &ekanje

pre podetka opsluzivanja.

it
s

by

MoZe me navesti jox jedan primer. Na kontrolu dolazi potok
proizvoda istog tipa. ékartirani proizvodi se iskljusuju, i na
ta} nadin se potok proizvoda prosejava...ectc.

Skitovid zatim uvodi operaciju resetanja, na taj nasin sto

( u na#im oznakama ) nju definike s=sa

P{T-'g:Sm‘I = QAm (IM21)

uz prirodan uslov

> Qm=1.

Ha taj nasin, operator resetanja zadaje me generatrison
= m
P(z)= Z;O-mz
51
Haravno,

P{Ti<x} = Z_,O. =My xeR

2

zde je F(x)=P{3<x}.

Ovakav tip resetanija ( bezuslovna struktura mu ne mora biti
zeonetrijska ! ) o8igledno je van okvira naseg pristupa.

Takav tip resetanja ( kao u Skitovida ) noZe se, medjutin,

uklopiti u formaliszam msa posetka rlave III na mledeci nalin.




~{
B

Prelazna verovatnoca

Q(ﬂ)“}E) = Q(E))

ne bi zavisila od (), , i zadavala bi se ( parafrazirajuéi

- Skitovida ) =ma

Q (01 Ot Im ) =Cm (M2 1)
. !
a verovatnoca proizvoljnog B e zadavala bi se kao pro-
izvod wverovatnoéa serija - gde je serija, po definiciji, nis

oblika O - 01 . Naprimer,
Q(1,1203040516 07 08) = Q%(1)-Q(0001)-Q(Q0) =
Q‘:*an(OO‘) y
R (00)= QOO0 +QRO0) = ... =
1-Q(1) ~-QOY=Ga+0q+. ..

.3,2.

. Do stacionarne raspodele tipa A.(Q) moZe se doéi i preko

" sledeée komstrukcije. Neka su 1Xn,N21} 1 {V,,,n31} nezavieni

nigovi nezavisnih sl. veliéina, Xh} U(0,1) i Ee"5V“ = 1) (D).

Ako Je
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