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Do rezultata prezentiranih u ovom radu, dosla sam za vreme
“estomesednog boravka na Otseku za geometriju EStvos Lorand Uni-
verziteta u Budimpesti, kao stipendista madarske vliade. Pod mentor-
stvom docenta dr. BEmila Molnér:a, proucavala sam grupe transformaci-
Ja u hiperboliﬁkom'5-dimenzionalnom prostoru H3, sa akcentom.na DIL—
meni metoda simetrije na reSavanje nekih problvma sinteticke geome-
trije.Osnovni c¢ilj istrazivanja bile su konstrukeije kompaktnih i
nekompaktnih hiperbolilkih prostornih formi konacne zapremine.

Uvod ovog rada baziran je na izvanrednom prikazu svih znacajni-
jih, do sada poznatih rezultata iz teorije hiperbolidkih prostornih
formi, koji je u r111, u apendiksu, dao Burago.Pored toga, uvod sa-
drzi i veoma iscrpén pregled radova u kojima su kojima su dati pri-
meri konstrukecija hiperbolidkih prostornih formi(44.42,14,20-251-3337-29).

I deo ove teze sastoji se od 6 tadaka:

1 Uvoda, u kome Jje dat pojam mnogostrukosti i pojam fundamentalne
(ili Poincaré-ove ili prve homotopne) grupe zadate’povréi(kompa-
ktne povezane 2-dimenzionalne mnogostrukosti) u uolenoj tacCki te
povrsi £2,47,27.31.46,497).

? Prostorne forme, u kojoj je data definicija prostorne forme(sfer-
ne, euklidske i hiperbolicke) {.22.',6,11.26,34,34,37,4‘7,43;503

5 Povréi bez granice, u kojoj su dati fundamentalna grupa sfere,
torusa, povrii roda v (sve ove povrsi su orijentabilne) 1 funda-
mentalna grupa projektivne ravni, Klein-ove boce, sfere sa q ukr-
Stenih kapa (sve ove povr3i su neorijentabilne) i njihovi Cayley-
jevi dijagrami [47,18.19.,27,49).

4 Regularne teselacije ravni, u kojoj je dat pregled regularnih te-

s'elacija (p,n ) (koje su prosto-povezani topoloSki poliedri) ravni
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<’ B i H” [49]

5 yatvorene povr3i proizvoljne karakteristike, u kojoj su dati

a) fundamentalna grupa neorijentabilne povrsi, dobijena kao grupa
generisana klizajuéim simetrijama |

b) fundamentalna grupa orijentabilne povrsi, dobijena kao grupa
cenerisana translacijama £17.48 .49,27,49 7 .

Buklidske i hiperbolidke ravanske forme, 1 kojoJj su defihisane

euklidske i hiperbolidke ravanske forme, data klasifikacija euk-

1idskih i delimi&na klasifikacija hiperbolidkih(samo za sluca]

konadno generisane fundamentalne grupe) ravanskih formi [4447,27,42].

II deo sadrii prikaz Poincaré-ovog metoda za konstruisanje dis-
kontinualnih grupa izometrija [26,33,42]

ITII deo sadrzi pojam Dirichlef-ovog poliedra , fundamentalnog
domena zz2 grupu G koja dejstvuje diskontinualno na prostoru H5
(2,7.9,15,24,26,31.,34,35 ,37,39 ,42]

IV deo sadr?i prikaz konstrukcije diskontinuainih, slobodno

de jstvujudéih grupa, generisanih izometrijama koje guvaju orijen-

‘taciju. U >vom delu dat je i iskaz speciljalne, za oraj slucaj,

Poincaré-ove teoreme (32]

V deo sadrii prikaz metridke konstrukcije fundamentalnog po-
liedra, pomoéu vektorskog modela hiperbolidkog 3~prostora H3, 1
sustoji se od 3 tactke ([7,9,35,36,281
Projektivno-metricxi prostor P% = H? modeliran u projektivnom pro-
storu P5 (Vu; VZ), u kojoj je konstruisan projektivni model pro-
stora H3 i u njemu uvedena metrika zadavanjem polariteta odnosno

definisanjem simetriéne bilinearne forme [35,36].

> Rastojanje i mera ugla u projektivno-metrickom prostoru, u kojoJ

su date odgovarajuée formule, koje su kasnije koriiéene za dobi

janje metridkih podataka o konstruisanim prostornim formama (35361.
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%z Simpleksi sa svojstvenim, idealnim 1 nesvojstvenim pljosnima i
temenima, u kojoj je'data Schldfli-jeva matrica Za zadatli slim-
nleks, kao i uslovi pod kojima ona definise hiperbolicdku nro-
jektivnu metriku. ''skode je data primedba o Coxeter-ovim srupana,
*13i su fundamentalni domeni upravo razmatrani simpleksi 1 dat
oblik i zanis njihovih Coxeter-ovih dijasrama (9,15,31,34,3536,.18]

VI deo sadr?i prikaz konstrukcije prizmatidne kompaktne hi-
perbolidke prostorne forme, konaéne zapremine, dobljene 1z hiper-
bolidke ravanske forme. Ovaj deo sastoji se od tri tacke

1 Uvoda, u kojem je dat motiv za konstruisanje ove forme i odabran

metod za njeno konstruisanje

2 Konstrukcecije poliedra ES, u kojoj je konstruisan poliedar &, dat

e

Schlegel-ov dijagram za voliedar & i prezentacija odeovarajuce

diskontinualne. slobodno dejstvujule grupe G hiperboelickih 1zo-

metrija, #iji Jje fundamentalni domen, prema Poincaré-ovoj teore-

L

oo =
mi, upravo voliedar © . Time je dobijena tra%ena forma & = H'/G.

rakote je data nrva homolo®ka gruna te mnogostrukosti.

)
. . w . . 4
Metridke konstrukcije poliedra & na vektorskom modelu vrostora hi-,

ol

1 kojoj je data Schl®#fli-jeva matrica, nomodu simnleksa o ~oliedr:
D i utvrieno da pripadna metrika zaistas hiperbolidka. Utvrdena Je
nriroda svih temena simpleksa ¥ , ¢ije je zarubljivange izvrseno,
i , pomolu hiperbolickih refleksija u odnosu na njecove nljosni,
konstruisan fundamentalni noliedar © sruve G. Dobijene je kompak-
tna hinerbolicksa prostorna forma §;= HE/G.'U tabeli 41 dati su ne-
ki metri®ki mnodaci o ovo]j formi. Najizad, uétanovljeno je da Jje od-
sovarajuéa Coxeter-ova nadgrupa naje grupe G, konacnog indeksa 48,

VIL deo sadr¥i prikarze konstrukcija bipiramidalnih nekompakt-
nih hiperbolidkih prostornih formi, konadnih zavremina, dobijenih

sa ili bez kori%éenja euklidskih ravanskih formi. Konstruiseano Jje
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6 tekvih formi (poslednja dva primera konstruisao je E.Molnar ).

Kao i u prethodnom delu, imamo tri tacke

1 Uvod, s2 navedenim motivom za konstruisanje forme §5i

2 Konstrukeciju poliedra 50:1 (i=1,2,%,4,5,6) 1 formi 5:1: Hﬁ/Gi
(i=1,7,%,4,5,6), koje su nekompaktne hiperbolicke prostorne forme,
sa konacnom zanreminom

%2 Metridka konstrukcija poliedra Qli (i=1,2,3,4,5, ) na vektorskom
modelu prostora 55, u kojoj je data Schlafli-jeva matrica, pomo-
4u prirodnog simpleksa ¥;, sa dva idealna temena Ay i A5, odnos-
no njegovih uglova- diedara. Pokazano je da Jje tako indukovana me-
trika zaista hiperbolidka.Ustanovljeno je da je odeovarajuca Co-
xeter-ova nadgrupa nase grupe Gi indeksa 24, (i=1,2,%,4,5,6).

ViIII éeo %ini pogovor, u kojem Jje ukazano na Siroku primen-
1jivost Poincaré-o.e teoreme na jo& neke findamentalne poliedre,
Xi3i su prirodni simpleksi navedeni (2,3,34)

Sledi zatim spisak koriSéene literature 1 sadrzaj.

Najsrdaé¢nije =zahvaljujem svom stipenditoru, koJji mi Je obezbe-
dio kvalitetne moguénosti za bavljenje naucnim radgm, zatim svom
mentoru dr. Emilu Molnaru, koji me je vrlo struc¢no uveo u ovu, Vve-
oma aktuelnu problematiku i izvanredno strpljivo i savesno sara-
divao i pomagao u izradi ove teze. Takode zahvaljujem dr.Zoranu
TuXiéu, koji je paZljivo procitao rad i dao niz korisnih sugesti-
ja i primedbi, kao i dr.Nedi Bokan, kojé mi Jje tokom izrade Teze
prufala , strudno i onrijateljski, veliku pomoé i podrsku.

sahvaljujem mojim roditeljima na svesrdnoj moralnoj i materi-
jalnoj pvomoéi koju su mi pruzili tokom izrade ovog rada,

Najzad, zahvaljujem mojoj bebi Jani, koja je na vreme digla

ruke od ove teze i tako omoguéila da se ona pojavi u ovoj forml.




Uvod

Hiperbolidke vrostorne forme, tj.kompletne povezane Riemann-
-ove mnogostrukosti konstantne krivine -1, kratko nazivamo hiper-
bolickim mnogostrukostima. Hiperboliﬁke mnogostrukosti su faktor-
-nrostori H/G hinerbolickog prostora g po slobodno dejstvujuco]
(bez nevokretnih tadaka) diskretnoj grupi G njegovih izometrijalfti].
Klasifikacija hipverbolidkih povr#i (dvodimenzionalnih hiperbolic-
kih mnogostrukosti) tesno je povezana sa teorijom Riemann-ovih po-
vr&i i konformnih preslikavanja i za sludaj beskonadno-povezanih
povrii jo$ nije zavrSenateél. Tim pre, joS ne postoji” klasifikaci-
ja n~-dimenzionalnih hiperbolidkih mnogostrukosti. &} -

4a n=2, kompletna Riemann-ova metrika konsztantne pozitivne kri-
vine mo%e se zadati samo na sferi 1 projektivnom prostoru. Metrika
malte krivine - ssmo na ravni, cilindru,torusu, cilindru Moeblus-a
i Klein-ovoj boci. Metrika konstantne negativne krivine postojl na
proizvolinoj povrii, razlidfitoj od navedenih., Pri tom na svako] za-
tvorenoj povrii roda g.» 1 rostodi 6(5—1)*dimenzionalﬂa famili ja ra-
7z1iditih Riemann-ovih metrika krivine -1. Kontinuum kompletnih met-
rika krivine -1 postoji i na svakoj, osim sfere sa tri otvora, ko-
nadno-povezanoj nekompaktnoj povrsi sa Euler-ovom karskteristikom
X <O,

7a n=%, razliditi primeri hiperbolilkih mnogostrukosti nalaze se
u radovima
"Best-al4), koji je za fundamentalne poliedre diskretnih podgrupa

erupe PSL (2,C) transformacija

az + D

(1) - w=——3% : 8g,b,c,d€C, ad - bc =1,

koja Jje srupa svih direktnih izometrija prostora HB, uzeo pravilne

hiperbolicke poliedre 1 doblio 11 razlic¢itih kompaktnih hiperbdliﬁ-
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kih mnogostrukosti. Ove mnogostrukosti Best je dobio primenom
Poincaré-ove Leoreme formulisane za one podgrupe grupe PSL (7,0),
koje nisu Klein-ove (tj. koje imaju kompaktan orbitni prostor) 1
koje su egrupe bez torzije (tj. svaki neidentidni element te grupe
je beskonainog reda). Svaka takva podgrupa od PSL (2,€) ;e funda-
mentalna erupa svog orbitnog onrostora, koji je kompaktna hipverbo-
1idka 3-mnogostrukost;

Makarova [20-24,25], koji je nrikazaot2i1¢itav niz metoda za kons-
truisanje diskretnih grupa prostoia Hg, ¢ije su fundamentalne ob-
1asti kako kompaktne, tako i nekompaktne, all imaju konatnu meru.
l'ako’e je pokazao da u jedno] trodimenzionalnoj diskretnoj grupi
mo?e biti proizvoljan konacan broj neizomorfnih dvodimenzionalnih
podﬁfupé (koje dejstvuju u raznim invarijantnim ravnima), proiz-
voljnih unapred zadatih tipova. Metode prikazane u tom radu omogu-
4ile su konstruisanje klase diskretnih grupa ravni He, sa kompakt-
nom fundamentalnom oblaZéu, koje se mogi prosiriti do diskretnih
erupa prostora H5t2dj,zatim xonstruisanje beskonadno mnogo diskre-
tnih neirzomorfnih erupa prostora HE, cije su fundaﬁéntalne oblasti
kompaktne ili nekompaktne, ali imaju konalnu zapreminut2O0 l.

iutor naglafava dva problema : problem klasifikacije svih trodimen-
zionalnih diskretnih grupa kretanja prostora H5 i problem izdvajanja
poderupa bez torzije u takvim grupama (éto se , veoma teiko, postl-
Ze primenom metoda Reidemeister-Schreier—-a; keo uc4 l). Osim ova
dva osnovna problema ove teorije, autor postavlija jos Jjedan prob-
lem : Da 1i se sve diskretne grupe prostora H5 mogu doviti metoda-
ma koje izlaZe autor ( on, naime , u odredenocm smi slu, "komponuje”
prostorne grupe 12 ravanskih erupa)} ?

Makarova i Gucula(25), koji su konstruissali dve beskonalne seri je

nekompaktnih medu sobom nehomeomorfnih trodimenzionalnih mnogostru-




xnsti konstantne negativne krivine, koje imaju konadnu zapreminu.
'e mnorostrukosti dobiljene su identifikacijama pljosni noliedara,
koji su sinpularne pravilne orizme prostora Hg, tj. prizme sa bes-
konadno udaljenim temenima. Pri tom sami poliedri normalno 1 pra-
vilno razbijaju nrostor HB. Svaki od tih poliedara ima samo Kona-
gan broj beskona®no udeljenih tadaka te je njegova zapremina, jed-
naka meri mnogostrukosti koja se dobija identifikacijama njegovih
pljosni, konadna; .
Gucula(42), o kompaktnim 3-dimenzionalnim mnogostrukostima konstant---
ne negativne krivine, gde je konstruisan primer beskonadne serije
medu sobom nehomeomorfnih takvih mnogostrukostij
Al-Jubouri-jal1l, koji Je konstruisao primere neorijentabilnih Xom-
paktnih hiperbolidkih 3-mnogostrukosti.Dok su autori koje smo do
sada navelil koristili Poincaré-ovu teoremu neposredno (k>ja jos ni-
je dokazana u najop%tijem sludaju za grupe indirektnih transformaci-
ja), on koristi jedan oblik te teoreme, koji su dali Macbeath 1 Sin-
german {1 15

¥
Damiana i Balkanalt4), koji su konstruisali beskonacne serije 3edi-
menzionalnih neorijentabilnih mnogostrukosti konstantne negativne
krivine, koje imaju konadnu zapreminu.Pri tom su posli od prizama
sa beskonadno udaljenim temenima , koje normalno 1 pravilno razbi-
jaju prostor H3 1 imaju pra#e uglove+dijedfe kod bocnih ivica 1 ug-
love odg% xod ostalih ivica. Koristili su Poincaré-ovu teoremuj
E.Molnér-a32], koji je konstruisao dva beskonadna niza neorijenta-
bilnih kompaktnih hiperbolickih prostornih formi, primenom Poincaré-
ove teoreme. Autor daje konstrukcije pripadnih grupa i pomocu Coxe-
ter-ovih nadgrupa kao i metricke konstrukcije fundamentalnih domena,

pomoéu vektorskog modela prostora HB, ovih grupa.

Metrika konstantne negativne krivine postoji i na zatvoreno]
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Z-dimenzionalno] mnogostrukosti, raslojenoj ned krugom. Prvi takav
primer konstruisao Je Jérgensen .Drusi primnsr prepoznao je Thurston
u radul4lBest a.

O raznolikosti 3-dimenzionalnih hiperbolickih mnogostrukosti go-
vori i sledeéa teorema Thurston-a U471 :

Teorema Neka je M glatka zatvorena orijentabilna 3-dimenzionalna

mnogostrukost, kojé zadovoljava sledeca tri uslova
1) njeno univerzalno natkrivanje je difeomorfno R5 :
2) fundamentalna grupa mnogostrukosti M ne sadr?i podgrupe izomorfne
Z+Z 3

%) mnogostrukost M je"dovoljno velika"(tj. M sadrZi takvu potopljenu
dvostranu povrs roda g»>0 , da Jje preslikavanje fundamentalnih grups&.,
jndukovano ovim potapanjem, injektivno j primer "dovolJjno velike"
mnogostrukosti je svaka 3-dimenzionalna mnogostrukost sa beskonadnom
jednodimenzionalnom grupom homologlja Hl(M) ).

Pada na M postoji metrika konstantne krivine -1. Prema teo-
remi Mostova, ta metrika je Jjedinstvena.

Svaka n-dimenzionalna hiperboliéka_prostorna forma-éeneriée (n+1)-
~diménzionalnu nekompaktnu hiperbolicku prostornu formu beskonacne
zapremine, kao sto svaka euklidska n-dimenzionalna prostorna forma-
generife n-dimenzionalan cilindar. Svaka orijentabilna euklidska n-
_dimenzionalna prostorna forma generife i hiperbolicku mnogostrukost
beskonadne zapremine. Sto se tice kompakfnih n-dimenzionalnih hiper-
bolidkih mnogostrukosti, Borel [5)je dokazao da svaki prosto-povezan
i simetridan prostor M(posebno-Hn) ima kompaktne prostorne forme M/G.
Pri tom, ako Je Gl diskretna uniformna podgrupa grupe izometrija I(M),
tada u G, postoji normalna podgrupa G, konadnog indeksa i bez torzije,
tako da je M/G kompaktna prostorna forma.

Dajemo iskaz teoreme O tkprutosti" hiperbolilkih prostornih_formi.




reorema (Mostov) o "krutosti" hiperbolicdkih prostornih formi . Neka

su Ml i ¥, hiperbolidke mnogostrukosti jednakih dimenzija n 2

[

—-—

2

=
i
o

konadnim zapreminama V(Hi), i=1,2. Ako su njihove fundamentalne sru-
pe izomorfne, tada su mnogostrukosti Ml 1 M, izometriéne. Pri tom
svaki izomorfizam € :?Cl(ml)—ﬂe-ﬂfltﬁg) indukuje prirodnu izomet-
riju ’(-“E. : Myp——> My

Napomenimo da je u radu Mostova l40]Jova teorema bila dokazana pri ve-
¢im ogranidenjima : pretpostavljalo se da su My 1 M, kompaktne i di-
feomorfne. Oslabljenje uslova kompaktnosti do konaé¢nosti zapremine
postigao je Prasad[43), dok je éinjenicu da je umesto difeomorfnostl
dovoljno pretpostaviti izomorfnost fundamentalnih grupa, prvi uocio

Margulis. Faktidki, va¥i ( Thurstonl47]) sledeca

Teorema Neka su G1 1 Gy diskretne podgrupe grupe izometrija ILHn)

nhiperbolicdkog prostora Hn, n ¥ 3 (koja ne mora dejstvovati slobodno).
Ako faktor-prostori Hn/Gi , i=1,2 ,imaju konaine zapremine 1 grupe
Gi 1 Gp su izomorfne, tada su te grupe konjugovane u 1(d™).

Va’na invarijanta hiperbolildkih mnogostrukosti Jje njihova zapre-
7’

-

mina. Jedan od osnovnih problema teorije 3-dimenzionalnih hiperboli-
dkih mnogostrukosti Je problém klasifikacije 3-dimenzionalnih hiper-
bolidkih mnogostrukosti, sa konalnom zapreminom (prema teoremi lMos-
tova, te mnogostrukosti su u potpunosti odredene svojim fundamental-
nim grupama).

7a n=2, prema teoremi Gauss - Bonnet-a [46), zapremina V(M) kom-
pletne hiperbolifke vovrii moZze imatli samo vrednosti V(M) = 20k ,
cde je k=-1,-2,...,pri cemu svakoj vrednosti k odgovara samo konac an
broj no parovima nedilfeomorfnih povrsi, ali, osim za slucaj sfere sa
tri otvora, kontinuum po parovima neizometricénih.Za n*4 , vazi

Peorema (Wang) Za n>4 , za svako a>» O postoji samo konacan broj po

parovima nedifeomorfnih (ili, #to je ekvivalentno, po parovima neizo-
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metriénih) n-dimenzionalnih xompletnih hiperbolickih mnogostruko-
sti, sa zanreminama ne veléim od a.

Napominjemo jos da za sve parne n, pPo formuli Gauss-Bounet-a,
zapremina V(1) dobija, kao i za n=2, samo diskretan niz vrednosti
V(M) = cn$n(H). va zatvorene orijentabilne hiperbolicke mnogostru-
kosti, zapremina V(M) potpuno je odredena topologijom od M 1 u slu-
gaju neparne dimenzije. Nalme, neka Jje ¢ =§::aiﬁi singularni n-di-
menzionalni lanac [47), sa realnim koeficijentima, ©J. aieR, iﬁ;epaﬁ,
neprekidno preslikavanje standardnog n-dimenzionalnog simpleksa &

u M. Neka je HAc f=>_1 ail i fMy=1inf{llch: ¢ predstavlja fun-
damentalnu klasu [ M1)}. Tada vazi

Teorema (Thurston) Za zatvorenu orijentabllnu hiperbolicku mnogo -

strukost M va?i jednakost

(2) v M) = Ml

gde je¢%n zanremina n-dimenzionalnog beskonadnog pravilnog simple-
ksa .

Napominjemo da je dLn jednako talnoj gornjog granici zapremina n-
_dimenzionalnih pravolinijskih simpleksa u H, ’

Za dalje izucavanje s—dimenzionalnih ninerbolidkih mnogostru-
xosti sa konadnom zapreminom od znadaja je sledeca, za specijalan
slufaj formulisana, CT47.13]

Qggg_(ﬁargulis) 7a svako n22 postoji takvo c(n)>» 0, da pri £ <c(n) ,
za svaku tacku x € H' grupa G g (X}, generisana onim izometrijama g
prostora Hn1 Z & kojé je d (x,5(x)) <& , sadr?i Abel-ovu podgrupu
konaénog. indeksa.

7amenom redi "Abel-ova'" relju "nilpotentna®, lema vazi u opstijim
sludajevima .

4a dalje proudavanje 3- dimenzionalnih hiperbolidkih mnogostru-

rosti dajemo sledelu Jgrgensen-ovu konstrukei ju L47 1.




Posmatramo razlaganje M = Moo 1" Mie o) » 83€ J€ Mg e
N N k) ?

~skun tadaka x €M, u M nesazimivih geodezijskih petlii duzine £ £,

4 M[Zé,mﬂ = 7 = M(O,S]' Na sl. 1. shematski Jje pretstavljen dvodi-

menzionalan (umesto trodimenzionalnor) analogon takvog razlaranja.
Pomoéu leme Marsulisa, moZe se dokazati da se za.O(El(% c{n) skup
M(O,E] sastoii od konafnog broja komnonenata standardnos oblika :
to je ili "prsten’ - cevasts okolina zatvorene eeodezijske linije,

- . : . 2 4. : VI
ogranicena dvodimenzionalnim torusom T, ili orisferic¢ki "rog" -

- mnogostrukost T?X:[O,&J) , Sa metrikom d52 = e_tdsg + dt° , ede

. 2 : “ . . :
Je dSO metrika ravnos torusa. Moze se nokazatvi da je broj kompone-

nata od M , a time i komponenata prstenova, ogranicen odoz-

(gy00)
go brojem koji zavisi samo od n i V(M). Svaku komponentu mnostva

moZemo pokriti loptama radiiusa £, tako da se njiima kon-

centridéne lopte radijusa % po parovima ne seku., Tada je broj lop-

M (s, w0 )

J

ti ogranilen odozgo, u zavisnosti samo od £ i V(M). Otuda sledi

da za tovnolotku konstrukeiju postoji samo konacan bro’ mo-

P_.T
[&,89)
gud _osti.
) ” - » ! .
Postoje razne morsucnosti za uvodenje metrike 111 bar topoloesije
na skuo 9L %-dimenzio alnih hinerbolickih mnogostrukosti. KaZemo da
| : . .. : ..
rnocostrukosti M- konvergiraju ka M, ako Je ispunjen sledecl uslov

postoje takve taﬁke‘xie,Ml , xeM, da za svako § >0, R>0, pri i >

iO(Eﬁ, R) postoje takva preslikavanja £ metrickih kugli B(Xi,R;Ciﬁl
u M, tako ds je ‘E‘(Xi)zx, f(B(:{i,R))DB(X,R—S) 1 z» sve v,72& B(x;,R)

(3) (1"‘8 YA(v,7)= d(fiCY)*;fj_(.z)): (1+ & )Ay,z) ,

rde je d -~ Riemann-ova metrika.

| Ova definicija konversencije, koja se odnosi na hiperbolicke 2-
-povr=i, dovodi do tora da se u sranicama mopu "rubiti', iduéi ka
beskonatnosti, neke komponente mnostva M{;e,oo)f Ali, za2 trodimenzi-

‘ . .~ . v . : 1
onalne hinerbnlifke mno~ostrukosti, mnodtvo M je, rri & < scln),

1 (& ©0 )




P T R B el | " i

[ ]
N st
- o ”’ '
f B
- J P
ae " s
el o, ° %
L ] ’ * !
§ 9. il
-‘.‘ . - - ‘i.-.
u - r
_-li - - g
‘.h _li L'
i ™ e
A.__.I_. ﬂ r
- - - L.
LI B “»
" L
i.'.l_. - v.‘.l._
“ - .
LN T
wk -~
. n ‘. .ﬂl...
.‘.- - '
- wadl
!.I.... .t LY Tl
™ LI |
ETRE Y
A5 S
Ly o] R
N -;-'_.u.-h‘.lﬂqﬂll » -b-l.-__ L
..th ” i -._..H‘ - t..
_I‘ - LY ¥ - 4 I_.'J‘
- ﬂ - - -
¥ ‘ * - 1 . "_ﬂ.
" f‘ . s _‘.l.l.'.._i‘
..l_ * « " b __f!_. .
Y - ..&b_ Py % a
ka’f!ﬁ?ﬁ. d
- >

PRSTEN

SL. 1.




nvek novezano. 5 toga se oromena, nastala pri granicénom prelazu,

1. . u w . - hoesl r-j. i
sastoji u tome “to se neki prstenovi-komponente mnostva M((} EJCZM -
1

stefu’ 1 te’e rogovima mnopostrukosti M. Otuda sled:

Teorema (Thurston)(47]2iko trodimenzionnlne hiperbolicke mnorostru-

. ' . 1 . . .
kosti MT—> M i C=sup V(M ) <oa, tada je M hiperbolicka mnogostru-~
kost i V(M')-— V(M).

Iz teoreme Mostova sledi da ako Ml—ua-ﬁ, pri cemu o nije 1zome-
tricno M, tada jJe MY uvek topolodki razlidito od M. Otuda i iz defi-
nicije konvergencije sledi da, 1 tem slufaju, M ne moZ%e biti komnak-

o -4 - i . - i “‘J'T . “Irj. r
tna, Sta vige, ako, recimo, M~ imaju po k rogova, M —» 11 1 I #sm,
tada M mora imati ne manje od k+1 rogova. Pri tome vaii

Teorema (‘'hurston)ild7iZa svaku trodimenzionalnu hiverbolicku mnogo-

strukost M, sa V(M) o0, koja ima k rogova, i svaki broj 1, 0=l<«k,
postoldl niz hiperboliékih mnorostrukosti Mi, koje imaju no 1 rogova
i koii konvergira ka M, pri femu je V(Mi)c:V(M).

Iz poslednje dve Thurston-ove teoreme sledi da ako na 9 uocimo
funkciju V :98 ———>» RY, &ije su vrednosti zapremine V(i) trodimenzi-
onalnih hivrerbolidkih mnogostrukosti M, tada skup V(9L) ﬁ;guéih vre-
dnosti zapremina obrazuje na RT zatvoreno potpuno uredeno podmnostvo.
Pri tom za svako xe€R u V"le) postoji konacan broj mnogostrukosti.

Problem stabilnosti topologije i metrike hiperbolickih prostornih
formi pri promeni krivine, do sada je ostao otvoren. Znacajan rezul-

tat iz te problematike je sledeéa

Teorema (Gromov)iidi%a svako C >0, n#3, nostoji takvo £=¢€(C,n), da Je

svaka kompletna n~-dimenziocnalna Riemann-ova mnogostrukost M, sa sek-
cionim krivinama ~g& < K_ 4 -1 i zapreminom V(1) <G, difeomorfna neko]

hiperbolidkoj prostornoj formi.




10

Prostorna forma . Buklidske 1 hiperbolifke ravanske

forme
1 Uvod

Neka je n nozitivan ceo broj. n-dimenzionalna mnogostrukost Je
Heusdorff-ov prostor . &ija svaka telka ima otvorenu okolinu homeo-
morfnu otvorenom n-dimenzionalnom disku Un'(= {xreEP‘: ' x 1<¢l} )

Primeri n-dimenzionalnih mnogostrukosti su :
euklidski n-dimenzionalni prostor w ;

i i S ¢!
n-dimenzionalna sfera o

(=(XEEn+1 : Ixt1 =11}).

Mapomenimo da Je otvoren nodskup n—-dimenzionalne mnogostrukosti
n-dimenzionalna mnogostrukost i da Je MMy (m+n)—dimen2ionalna
mnnogostrukost, ako su Mo i Nn, redom, m~dimenzionalna odnosno n-qdi-
menzionalna mnogostrukost.

Povezane n-dimenzionalne mnogostrukbsti (tj. n-dimenzionalne
mnogostrukosti ¢iji su Jedinl otvoreno-zatvoreni skupovi sama ta
mnogbstrukost i prazan skup) su, za n>1, podeljene u dve klase :
orijentabilne n-dimenzionalne mnogostrukosti i neorijentabilne n-
_dimenzionalne mnogostrukosti.Povezans n-dimenzionalna mnogostri-
kost je orijentabilna, ako na njoj svaki zatvoren put ¢éuva orijen-
taciju. Povezana n-dimenzionalna mnogostrukost je neori jentabllna,
ako na njoj postoiji bar jedan put koji menja orijentaciju.

Primeri n-dimenzionalnih orijentabilnih odnosno neori jentabll-
nih mnogostrukosti :
euklidski n-dimenzionalni prostor E! i n-dimenzionalna sfera st -
—-orijentabilne n-dimenzionalne mnogostrukosti ;

n-dimenzionalno uop3tenje Mdbius-ove trake (homeomorfno proizvodu

2—dimenzionalne Mobius~ove trake i (n-2)-dimenzionalnog otvorenog
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diska Un'2 ) — neorijentabilna n-dimenzionalna mnogostrukost.

Kompaktne povezane >—dimenzionalne mnogostrukosti nazivamo po-
vrsima.

1 Poincaré-ovoj teoriji, dva orijentisana kruga na zadato] po-
vréi sy ekvivalentna ako su homotonna, tj. ako se jedan od njih
mo¥e neprekidno transformisati u drugog. Proizvod dva Kruga se do-
bija deformisanjem jednog od njih (ako je to potrebno) tako da t1
krugovi imaju zajednilku tacku, & zatim se oonidu jedan za druglim.
U tom smislu, klase homotopnih krugova Su elementi tzv. fundanen-
talne ili Poincaré-ove ili prve homotopneé grupe zadate povrsi, u

uodeno; tadki te povrsi.
2 Prostorne forme

Glatku mnogostrukost MP nazivamo Riemann-ovom mnogostrukoscu,
!

ako je definisano glatko preslikavanje
e: T (M) — R,
; |
koje je u svakom sloju Tx( ¥M? ) tangentnog raslojavanja mnogostru-

kosti (T ( MY )= I T M) ,epde je T_( ¥1) tangentni pros-

X €N
tor od oy tafki ox o e : D T L Mn)-——**Mn, prirodna projekcija

definisana sa p (%)= T ( M') - slojem raslojavanja nad tackonm X
cM} pozitivno definitna kvadratna forma.
Riemann-ova mnogostrukost ( Mn, g‘) je metricki prostor, sa me-

trikom fenerlisanom pomenutim kvadratnim formama.

Teorema (Killing W., Hopf i. )} Neka Je M1 Riemann-~ova mnogostru-

vost dimenzije n=2 1 K- renlan broj. i je kompletna povezana mnogo-
. " . * n - . W

strukost konstantne sekcione krivine K akko Jje M izometricna nekom

0od sledeéih faktor-prostora

st/G , mde je G podgrupa ortogonalne grupe 0(n+1), ako je K>0 3

__—4




= /G , rde je G podgrupa Frupe kretanja B(n) nrostora En, ako Je K=0;

4t /G , =de je G nodgruna grupe Ol(ﬂﬁl) T.orencovih transformacija ,

ako je K< O,

pri uslovima da G deJstvuje slobodno(tj.bez nerokretnih tataka,za

svaki element oe¢ G, ¢£+1) 1 diskontinualno(tj. -ostoji otvoren skup

Vv u M® takav da ni koje dve razne tadke iz V nisu G-ekvivalentne) .
Kompletnu novezanu Riemann-ovu mnosostrukost MY konstantne sek-

cione krivine ¥ nazivamo sfernom( za K »0), euklidskom( za K=0) 111

hinerbolidkom( za K< 0) n-prostornom formom.,

J——

3z Povrsi bez eranice

Fundamentalna grupa sfere Jje grupa reda 1 .

7a torus, ili sferu sa rulkom, fundamentalna grupa je beskonacna
grupa C o X T > doTinisana sa
(1) aba Tpls 1 ;

generatori a 1 b se mogu identifikovati sa dva kruga koji sadrze »Iro

igzvoljnu tadku na povrsi. ’

7a povrd roda o, ili sferu sa p rudki, fundamentalna grupa je
-] -1,-1 -1, -1_
(2) alblal bl apb2 5 b2 ...apbpap bp =1 ,
ecde Jje svako] driki pridruzen po par ceneratora. Ova grupa je besko-

nadna za p 2 1,/]er sadryi faktor-grupl CoeXle, Z& ak=bk=l, za svako X3l

Cva fundamentalnz grupa moZe se definisati i relacijon

-1, -1 amt oo

(3) - AlA?...A pAl NPT P

Sve gore navedene povrsi su orijentabilne.
Najjednostavnija neorijentabilna povrd Je projektivna ravan, ili
sfera sa ukritenom kapom, ili sfera sa identifikovanim dijametralno

suprotnim tadkama, 1ll polu-sfera sa jdentifikovanim dijametralno

suprotnim tackama . Njena fundamentalna grupd je Cnr, definisana 82




1%

cde se penerator A moZe identifikovati sa pravon projektivne ravni.
va Klein-ovu bocu, 11i neorijentabilni torus, ili sferu sa dve

vkritene kape, fundamentelna grupa Jje definisana sa

o D
ATAS = 1.
(5) T
Ova egrupa je beskonadna, jer sadrzi faktor-grupu D oo , definisanu sa
2 .2
Al—-ﬂg—li

7a sferu sa a ukrdtenih kapa, fundamentalna grupa je
(6) Aiﬂg...ﬁi -1,
sa no jednim generatorom za svaku ukrStenu kapu. Ova grupa je besko-
nadna za sve q > 1, jer ima beskonac¢nu faktor-grupu, za Ak=1 za k> 2.

Posle sedenja orijentabilne ili neorijentabilne povrsi duZ m kru-
gova, m = °2p ili q , koji svi prolaze kroz jednu istu tactku povrsi i
generisu fundamentalnu grupu te povrsi, moZemo tu novrd razviti u re-
vnu oblast ogranidenu Em—touglom, ije stranice, u njihovom prirodnom
redosledu, reprezentuju apstraktnu definiciju fundamentalne grupe »o-
moéu ovih generatora. Npr., torus se moze razviti u pravougacnik, a
projektivna ravan se moZze razviti u 2-ugao, sl.2.a,b j Uzimanjem kopi-
ja ovih mnogouglova, po jednu za svaki element fundamentalne grupe, 1
njihovim slepljivanjem duz odgovarajuéih stranica, na odreden nacin,
dobijamo univerzalnu pokrivajuéu vovrs, koja je prosto-povezana. Npr.,
beskonadno mnogo torusa popunjavaju obicdnu ravén, dok dva Z--ugla po-
punjavaju sferu.

Prema tome, na prosto-povezanoj pokrivajuéoj povrsi, stranice po-
ligona, oznadene kao géneratori fundamentalne grupe, obrazuju Cayley-
-jev dijagram te grupe.

Ako uvedemo metriku, moZemo postiéi da pomenuti mnogouglovi budu

kongruentni mnogouglovi sa pravim stranicama. f'ada, podto svako teme

pripada 2m 2m-touglova, zbir uglova mxogougla je 29T, To znadi da Je
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odgovarajuta ravan eliptifka za q=1, euklidska za p=1 ili g=2, 1

hiperbolidka za p» 1 ili q > 2 .

Primetimo da su Jjedine konadne fundamentalne grupe fundamentalna
grupa sfere i fundamentalna grupa nrojektivne ravni, &to je topoloski
ickaz seometrijske dinjenice da sfera i projektivna ravan imaju konac-

nu povriinu, dok euklidska i hiperbolicka ravan imaju beskonacnu povr-

Sinde.

4 Regularne teselacije ravni

Dajemo pregled regularnih teselacija { p,q} (koje su prosto-pove-

zani topolo3ki poliedri) ravni.
U euklidskoj ravni, ugao pravilnog p-tougla, (p} , je mere (l—%)ﬂ;
~ JT

te q podudarnih p ‘-ova okruZuje zajednicko teme, ako Jje (1-%)SC=¢ 9’

t'jl

(1) (p - 2)(g - 2) =4 .
Odavde dobijamo tri reg larne teselacije {p,qd} euklidske ravni
(2) (&,4y, (3,6} , (6,3} . ,

U hiperbolidkej ravni, Ugao (D} ~-tougla je manji od (l-g)ﬂt, 1 po-
stupno opada od te vrednosti do O, kads pripadni poluprecnik opisanog

xruga raste od O do co . Dakle, ako Je

(3) | (p - 2)(q -~ 2) > &

moYemo odabrati velidinu mnogougla tako da je ugac tog {p}~tougla mere

?Eg . Tada g takvih {p} —-ova okruZuje zajednilko teme, i postupak do-
davanja (p} -ova neogranideno nastavljamo. Tako smo konstruisali hi-
perbolidku teselaciju (p,a} , koja je beskonaéna kolekclja pravilnih
{ P } -touglova koji popunjavaju celu hiperbolicku ravan.

Primetimo da je teselacija t{p,q} simetric¢na u odnosu na prave ko~

je sadrfe poluprednik upisancg odnosno opisanog kruga pljosni odnosno
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ivicu pljosni . Refleksije u odnosu na ove prave zadovoljavaju rela-

clje

2

_ :3_ 2___ T p._ H ) Q_ 2_
(4) R{=R5=R5=(R Rp)P=(RoR35)"=(RsRy )™= 1

koje definisu kompletnu grupu simetrija (p,q) pravilnog poliedra {p,q;

‘kao i njemu dualnog poliedra (d,p} ) - Fundamentalna oblast te grupe

. v oo . JgU v . I
je trougao POPlP2 , ¢iji su uglovi, sedom, mere G * D 1 5 - Red te

erupe jednak je broju takvih trouglova koji Jje potreban za nokrivanje

cele sfere, naime 4—1P§%%Tq427 .

Napomenimo samo da za slucaj

(9) (p - 2)lq = 2)< &

dobijamo "sferne teselacije" {pP,q}

(6) (2,0}, (2,2} , (3,3} » {S:4} » (&3] {3,553 , {5:5}

5 7.atvorene povrii proizvoljne karakteristike

a) mundamentalna grupa neorijentabilne povrii, dobijena kao
erupa generisana klizajulim simetrijama
4
Ako u grupi (p,0] , definisanoj relacijama (4) prethodne tacke,

stavimo stavimo 2q umesto p 1 q, doblijamo grupu [ 20,20 , definisanu
o

(1) Ri=R§=R§=(R1R2)Eq=(RQR5)2q=(R5R1)2= 1.

Opisaéemo podgrupu ove grupe, ija je fundamentalna oblast pljosan
poliedra {2q,”q} 4 indeks 4 i &iji svi generatori, osim identickog,
ne ostavljaju ni jednu tacku invari jantnom. Dakle, reé je o diskret-
noj, Slobodno dejstvujuéoj podgrupil grupe [29,20]1 . I jale, ta pod-
grupa dcjstvuje diskontinualno i slobodno.

%a q=1, dobijamo grupu (2,21 , reda 8. Jedini njen generator, ko-

ji ne ostavlja ni jednu tadku invarijantnom, Jje centralna inverzija
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RlRQHﬁ. Pod srupa grupe 2, 21 , generisana ovim elementom, Jje reda 2,
sa fundamentalnom sblatéu hemisferom, jednom od dveju pljosni poli-
edra {2,2} .

78 q > 1, MOZemo transformisati pljosan od {2gq,2¢} na njene su-
sede pomoéu klizajucih simetrija, u oba smera, du? segmenata koji
spajaju sredista q naizmeniénih parova susecnlh stranica. Odabrane
klizajule simetrije ne generisu normalnu podgrupu od [20,2¢] , oslm

za q=1. Jedna takva klizajuéa simetrija Jje R1R2R5, dok se sve osta-

1e klizajuée simetrije mogu dobiti pomolu relacije

| s e | .
tako da Je
(3) ATAS. .. i - 1. |

apstraktna definicija za grupu generisanu pomoCu Q klizajuéih sime-

trija Al,Ag,.},AO (s1.3. &:;9=3).
Cayley-Jev dijagram relacije (3), tJ. dual od {2qg,2a} , Je drugl
{ 2q,2q } , takav da su stranice svake od njegovih pliosni pridruzene
ceneraiorima 1 orijentisane na odredeni nadin (sl.2.§ hyq-9).
Pristupamo anstraktno] identifikaciji svih ‘radaka koje su u rela
ciji ostvarenoj grupom (3). U tom cilju, isedemo jednu pljosan Cayley-
jevog dijagrama i slepimo i , vodecl rafuna o orijentaciji ivica, sle-
pimo slicéno oznadene ivice. Dobijamo zatvorenu neori jentabilnu povIrs
pokrlvenu mapom koja ima jedno teme, A ivica i jednu pljosan, tako da
je njena Euler—P01ncare-ova rarakteristika 2-q. Drugim reCima, (3 )

je fundamentalna grupa zatvorene neori jentabilne povrsi, koju mo Zemo

realizovati kao sferu sa q vkrdtenih kapa.
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b) Fundamentalna grupa orijentuabllne povrsi, dobljena kao

crupa generisana translacljama

Ako je q parno, tada grupa [20,2q) ima jos Jednu podgrupu, cija
je fundamentalna oblasty nljosan od {2q,2q} .

ta q=2, dobijamo podgrupu od (4,41 , generisanu translacijama du?Z
stranica pljosni od {4,4} .

Ako g napifemo u obliku 2p, posmatramo grupu [ 4p,4pl , definisanu
sa
(4)  RERZRI=(R;R,)P=(RRy)P(R5R 1

Fljosan od {4p,4p} moYemo transformisati ra njoJ susednu pljosan
pomoéu translacija du? pravih koj@ spajaju sredifta parova naspramnih
stranica.*Poéto poligon ima 4p stranica, ove prave S€ pojavlijuju u or-
togonalinim parovima, kaoc sto su prave refleksija R,y 1
(55 (RoRyIPR; (RyR)P=RABI R
(s1l.d ¢ 3, P=2 ). Ova hiperbolidka translacija se moZe konstrui-
3ati i1li kao proizvod refleksija u odnosu na dve prave, obe ortogo-

? bl
nalne na njenoj osi, ili kao proizvod poluobrta oko dveju tacaka na

osi. U ovom sludaju to su poluobrti R5Rl 1 (RlR?)gp. Oba metoda daju

translaciju

_ 2p—1
(6) Ay =R3R,(RyR,) y

koja prevodi stranicu ”R5" u njoJ naspramnu stranicu.
Ovo je Jjedna od 2p generiduéih translacija, ije su ose odredene

srediftima parova naspramnih stranica od {4p} . Ostale translacije

se mogu dobiti po formuli

- -1)(i- 2p~-1)(i-
(7) Ai=(R2R1)L2p l)(1 1)A1(R1R2)( j& )(l 1)
tako da Je |

| -1.-1 . ,-1
(8) ‘ AlAgc . -AgpAl A2 P .Azp s 1

apstraktna definicija za grupu generisanu pomoéu 2p translacija Ay
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A?""'Aﬁp' Kako je 1zbor generatoré za ovu grupu potpuno simetridan,
to je ona normalna podgrupa, indeksa 8p, u grupi f[4p,4p)} . Napomi-
njemo da je ona normalna podgrupa, indeksa 4p, 1 u rotacijskoj grupi
r4p,4p ", definisanoj sa
(9)  RP=g"Pa(zg)%- 1,
gde je R=R R, 1 S=R2R5 .

Cayley-jev dijagram grupe (8), tj. dual dd {4p,4p} , Je drugi
(4p,4p1} , takav da su stranice svake od pljosni pridruZene genera-
torima i orijentisane na odgovarajuéi nadin (sl. 2.] ; p=2 ).

Pristupamo apstraktnoj identifikaciji svih tacaka koje su u re-
laciji ostvarenoj grupom (8). Isecemo jednu pljosan Cayley-jevog di-
jagrama i slepimo parove naspramnih ivica, sa istom orijentacijom.
Dobili smo zatvorenu orijentabilnu povrs pokrivenu mapom koja ima
jedno teme, 2p ivica 1 Jjednu pljosén, tako da je njena Buler-Poincaré-
ova karakteristika 2-2p. Drugim recima, (8) je fundamentalnea grupa

zatvorene povrsi roda p.
6 BEuklidske i hiperbolicke ravanske forme

Grupe (%) i (8B) dejstvuju slobodno i diskontinualnoc na euklidsko]
ravni EE odnosno hiperbolicdkoj ravni Hz. Ove grupe generisu kompletne
povezane Riemann-ove povr3i konstantne sekcione krivine K, gde Jje K=0
u euklidskom i K< O u hiperbolidkom sludaju. Ako grupu (8) oznacimo
sa P, a grupu (3) sa Q, tada su faktor-prostori EE/P, E2/Q, H2/P 1
Hg/Q euklidske odnosno hiperbolicke ravanske forme.

Euklidske ravanske forme mogu biti cumo : euklidska ravan, cilin-

dar, torus, Mdbius-ova traka i Klein-ova boca.

Hiperbolidke ravanske forme okarakterisane su preostalim od nave-

denih faktor-prostora (npr. tzv. 'prostorna osmica"), ali ne samo
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niima. Naime, klasifikacija hiperbolic¢kih ravanskih formi poznata Je

samo za slufaj konadno generisane fundamentalne grupe.




L Poincaré-ov metod za konstruisanje diskontinualnih

grupa izometrlja

Cilj Je da geometri jski prezentiramo neku grupu izometrija G po-
moéu fundamentalnog poliedra F te grupe. Ovde og.ranicavamo nasa
razmatranja na konveksne ogranicene fundamentalne poliedre u hiper-
bolidkom 3-prostoru HO.

1) Poliedar T ima konadno mnogo pljosni. Svaka pljosan fi je zat-
voren poligon u hiperbolidko] ravni H2. Stranice poligona fi nazi-
vamo ivicama poliedra F, a krajeve ovih ivica nazivamo temenima
poliedra F . Zahtevamo da za svaku ivieu e postoje tadno dve pljos-

ni f, 1 fj (koje mogu pripadatl jednoj ravni) takve da je e = firifj.
Svake dve pljosni su 111 disjunktne, ili se seku Do zajednickoj ivi-

ci ili imaju zajednidko teme. Ivica je ili podskup pljosni, ili sece
pljosan u zajednickom temenu ili je disjunkina sa uodenom pljdsni.
Dve ivice su ili disjunktne 1ili imaju zajednilko teme.

2) Uvodimo identifikacije pljosni poliedra F , koje zadovol javaju

” ¥
aledecCe uslove

(a) Svakoj pljosni f _4 poliedra ¥ odgovara pljosan f 1 identifiku-

P . _ 5
juéa izometrija g prostora 52 , koja preslikava pljosan f _, na pljo-

g
san f i poliedar J na poliedar FE 3 F , poliedar 7 & nazivamo

susedom poliedra ¥ duZ pljosni I .

- ) - _
(b) Lzometrija g 1 preslikava pljosan f na pljosan T _4 i poliedar
: gfl . : S . g,
4 na poliedar F ,Spojen sa poliedrom F duz pljosni £ _, -
| ~ )
(¢) Izometrija g Je involutivna (tj. & 1. e % -1 ), ako Je L _4 = f .
- 2N &

rada ka¥emo da va?i relacija refleksije
(1) 22 - 1 ili, ekvivalentno, & - =1 .
Tada je g i1i pavanska refleksija, ill osna simetrija, ili centralna

simetrija 1 ?' 5 = F & poliedar, spojen sa poliedrom ¥ duZz pljosni




>3

=f .
2 <
%) Identifikacije pljosnli poliedra ¥ generidu grupu izometrija G .

fﬂ—l

Treba da gerentujemo ispunjenost tzv. ividnih uslova na poliedru ¥,
da bi poliedar ¥ bio fundamentalan poliedar za grupu G. Identifika-
cije pljosni indukuju klasifikaciju orijentisanih ivicnih segmenata,
tako da ni jedan segment ne sadrZi G-ekvivalentne tacke u svojoj

unutrasnjosti. Uofimo proizvoljnu klasu ivicénih segmenata e,,...,e,

sa uclovima {;(ei), koje obrazuju pljosni kod ivice e;. Posmatrajmo

segment,npr. ey, i odaberimo jednu od pljosni,npr. £ _, , ¢ija gra-
51

nica sadrzi ivicu e Izometrija gy preslikava ivicu ey i pljosan

f _q na ivicu e, i pljosan £ , respektivno. Postoji jos tacno Jed-

& g
nalpljosan f _1 ,C1ja granicalsadréi ivicu €4 dalje izometrija Zos

koja presllka%a i1vicu 5 1 pljosan £ _1 ha ivicu e5 1 pljosan [ R
& & A
respektivno, itd. Dobijamo cikl 1zome%riia S1ae++3E, 5 DTEMA shefii
e F-‘-“'
= P
(2) (el" 1)—""‘(9’*1f )!"'i(erl l)""""(elsf ) (els l)—"""
g S g
() Prefnos%avlgamo da %ostoal p071t1van ceo broﬁ n , %av da vazi

(3) nZE,(e) X A

4
za uglove-diedre E;(el) kod ivice e;, u klasama ekvivalencije orijen-

tisanih ividnih seemenata. Ovaj uslov garantuje tzv. ciklicku relici-

i

n _
(4) () ++r g7 = 1
za ciklidku transformaciju By e« 8L -

Primetimo da iviéni segmenti €1 9eeey€, nisu obavezno razliciti; ta]
sludaj nastaje kada ivica e; pripada ravni refleksije. Takode su do-
pustena ponavljanja medu g

-1 -1 . |
l'ip‘f’) gl ) l (gi.'-grglg?.i.gi—l)n =gil.‘gr.

Relaci je (ﬁr

Il - - . .

-(81-'-Er) g ...gil = 1 su ekvivalentne sa {(4) i mogu se dobiti
modifikovanjem pocetka procesa..

Sada dajemo iskaz teoreme za poliedre, bez dokaza [26].
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Poincaré-ova teorema Neka je F konveksan ogranicen poliedar,

spnabdeven identifikacijama svojih pljosni. Neka je G grupa gene-
risana tim identifikujuéim izometrijama. Pretpostavljamo da vazi
iviéni uslov za svaku od klasa ividnih segmenata, sa odgovaraju-
&im pozitivnim celim brojevima; ovi mogu biti razliciti.

Tada je G diskontinualna grupa, F Je njen
fundamentalan domen, a ciklidke relacije (4}, zajgdno sa odgovara-
juéim relacijama refleksije (1), obrazuju potpun skup relacija za
grupu G .

Primetimo da poliedar ¥ geometrijski potpuno karakterise grupu
transformacija G , ali da data grupa G moze imatil vide fundament-
alnih poliedara; svaki od njih prufa prezentaciju pomocu generatora
(identifikacije pljosni) i relacija (odgovarajuce ciklicke relacije

i relacije refleksije).
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t71 Dirichlet-ovi poliedri diskontinualnih grupa izometrija

5

koje dejstvuju slobodno na prostoru H

Neka je G grupa izometrija, koja dejstvuje slobodno i diskonti-
nualno na trodimenzionalnom hiperbolickom prostoru Ha, +j. stabi-
lizator svake tacke PE&H5 u grupi G sadrzi samo identiéno presli—
kavanje 1 i njena orbita pod dejstvom grupe G
(1) pG . =(PBcH’ : £eG )
je diskretan skup tacaka u prostoru H5. Dirichlet-ov poliedar de-
finisemo kao skup
(2) .SDP : = {X € H5 : d(X,P)«cd(X,Pg) , za svako g e G {1}},
gde je d metrika prostora HB. |

Tada grupa G dejstvuje diskontinualno na prostoru 52 i poliedar
&Q:P je fundamentalan domen za erupu G, tj. ispunjeni su sledeCi
uslovi
(1) D p Je domen, tj. neprazan povezan otvoren skup ;

(ii) Ma koje dve razne talke poliedra i)P nisu ekvivalentne pod

F

dejstvom grupe G

(iii) Svaka tacka je ekvivalentna, pod dejstvom grupe G, neko] tac-

ki poliedra D P

p—
——

Ovde O p oznacava zatvorenje .polledl_ra Do i o ‘QP s+ = O p QJP

oznadava granicu poliedra & p . Fljosan granice o0 O p poliedra D o
-1

oznaEavamo sa f _1 ako ona pripada simetrijsko] ravni tacdaka P 1 pe

- g
(ge G, & 1 £ g) . Kao poligon, f -1 je ekvivalentan poligonu fg sa

2

granice é)tﬂfP poliedra I)P s pljosan fg pripada simetrijsko] rav-

ni talska P i P® . Tada izometrija geG transformiSe pljosan T _,

&
na pljosan fg i domen & p preslikava na domen Dog:o=( D P)g"

susedan domenu & D du? zajednidke pljosni fg. Izometrije g 1 g"l
, . N |

mogu zameniti uloge. Zbog slobodnog dejstva grupe G je g # g .




-

Tzometrije kojima sehvrée nomenute jdentifikacije pljosni po-
oL

liedra & p ceneridu grupu G . Za svaku izometriju £ € G, { D) =

eselaciji, u odnosu na orbitu

0 pe je domen u Dirj:chlet—ovoj t

)gc{.: O pE% duz pljosni (fg)"c

eventualno, indukuje raz-

PG. Ovaj domen ima okolinu ( 2 D

Tdentifikacija pljosni poliedra éD:P )

bijanje ivica poliedra & , na orijentisane segmente, tako da unu-

trainjost segmenta.ne sadrzi dve G-ekvivalentne tacke.

Posmatrajmo proizvoljnu klasu ekvivalencije, koju cine ivicni

segmenti ey, €5y seey e. , Sa uglovima diedara-{;(el), E,(e2),...,

& (e }, redom, definisanu na sledeéi naclin .

Izaberimo iviéni segment, recimo €1 i posmatrajmo Jjednu od pljio-

sni, oznalenu sa f _1 , ¥ija granica sadrzi ivicu e, . Izometrlga

g
o, i plj i v i pljosan f

81 presllkava ivicu e, 1 pljosan f _1 na ivicu €, &y R

redom. Postoji tadno jos jedna pljo%an f _1 » S& ivicom e, na svo-

joj granici, 1 izometrija g, koja- preslgkava ivicu €5 1 pljosan

f _, na ivicu ez i pljosan fg , redom,itd. Dobijamo cikl izomet-
2

rlga gl,gg,...,g , saglasno shemli

6o
(3) (911 )—}(‘321 ) (egqf 1)""‘""‘(951 )1--9(er1f 1)""’(911 gr)

: s Fl 2% Sp
Primecujemo da transform301ge gl,gg,...,g nlsu obavezno razlicéite.

Gornje ¢injenice mogu se formulisati i na sledeéi nacin .

redom, okruzen sledeéim domenima

-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
(4) 2 81 , 2 82 %1, ... y D 5i 008281 ..., D g ceBp By |

ispunjavaju ugaonu oblast

Iviéni segment e, je ,

koji; zbog slobodnog dejstva grupe G ,
mere
(5) 8(62) + C(e5) + coas + E,(er) + 5(91) = 2 90,

Ciklidka transformacija g8s-++84, ,koja se odnosi na segment ey,

je identiteta, te Je

(6) gy Eps e By = 1 .

Ako sada odaberemo pljosan‘fg i iviéni segment e, kao prvi korak

r
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u gornjem postupku, dobljamo ciklidku transformaciju
- -1 -1 -7 _ =1
(7) P_; ---82 :::Jl - (glggcn!tgr) »
Poéinjuéi sa pljosni f _, 1 iviénim segmentom e, , dolazimo do ci-

7.
o

k1idéke transformacije

(&) BioeoBnZ78pe B3y T (gi---gr)glgg.--gr(gi---gr)'l .
Pomodéu ovakvih transformacija dolazimo do relacija ekvivalentnih
relaciji (6) .

Ciklicke transforﬁacije (6) &ine kompletan skup relacija za grupu
¢ , tj. ma koja relacija u grupi G moZe se algebarskil dobiti iz ovih
relacija. ;

Problem obraten Poincaré-ovom problemu [427, tj. pitanje da 1li Je
poliedar & , sa zadatim sistemom identifikacijskih izometrija, fun-
damentalan domen za diskontinualnu, slobodno dejstvujuéu grupu izo-
metrija G generisianu identifikacijama , razmotriéemo %ada u speci-

jalnom obliku za ogranidene poliedr: i slobodno dejstvujuce grupe

' generisane izometrijama koje duvaju orijentaciju 026.421].

]
'
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TV Konstrukecija diskontinualnih slobodno dejstvujuéih grupa

senerisanih izometrijama koje duvaju orijentaciju

(i. Ograniden poliedar D je otvoren povezan ograniden podskup hi-

perbolickog trodimenzionalnog prostora Ha, gde Jje granica 0 uni-
ja konadno mnogo pljosni f; definisanih na sledeéi nacin.
Svaka pljosan fi je zatvoren poligon Y niperbolicékoj ravni H~ .
Stranice poligona f; nazivamo ivicama poliedra @ , krajeve tih ivi-
ca nazivamo temenima poliedra 2 . Zahtevamo da za svaku ivicu € Do-
stoje tadno dve pljosni f; 1 fj (koje mogu pripadati isto] ravni) .,
takve da je e = fin fj ., Ma koje dve pljosni su j1i disjunktne, 11li
se seku po zajednicdkoj ivici, ili imaju zajednicko teme. Ivica Je
i1i podskup pljosni, jl1i sede pljosan u zajednickom temenu, ili Je
disjunktna sa pljosni. Dve ivice su ili disjunktne, ili imaju za-
jednicko teme. |
(ii) Identifikaclje na poliedru & su sparivanja njegovih pljosni
pomoéu izometrija koje duvaju orijentaciju, pri Semu su zadovolje-
ni sledeéi uslovi (a)-(b). !
(a) 7a svaku pljosan T -1 poliedra &0 postoji druga pljosan fg 1
jdentifikujuéa izometr?ja g prostora H5 , koja preslikava pljosan

f _q na pljosan i‘g i poliedar & na poliedar & & ¢ O . Poliedar

o

D

D B npazivamo susedom poliedra D duz pljosni fg .
(b) Izometrija g_l preslikava pljosan fg na pljosan £ _4 i poliedar

: - g
® na poliedar D 5 , spojen sa poliedrom & du? pljosni £ _, -

(iii) Identifikacije pljosni poliedra & ceneridu grupu izome%rija
G. Treba da osiguramo ispunjenje ividénih uslova na poliedru £ ,da
bi & bio fundamentalan poliedar za grupu G, koja dejstvuje slobo-
dno na prostoru H5. |

Sparivanje pljosni indukuje klasifikaciju orijentisanih iviénih
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sesmenata poliedra & , tako da ni jedan od segmenata ne sadrzi u
svojoj unutrasnjosti par G-ekvivalentnih tadaka. Primenimo postu-
pak opisan u delu = na proizvoljnu klasu iviénih segmenata €,,€,,

ces,8, , S8 uglovima 5.(ei) izmedu pljosni koje se seku po ivici € .

Uodimo segment, npT. €,, i odaberimo jednu od pljosni, oznacenu sa

f ¢ija granica sadrii ivicu e. Izometrija 2y preslikava 1ivi-

-1
Q;
cu ey i pljosan £ _; na ivicu e, 1 pljosan fg . Postoji tadno Jed-
e 1
na pljosan f _1 salivicom e, Na svojoj granici, zatim izometrija 2o

koja preslikgaa ivicu €5 i pljosan f _1 na ivicu e3 i pljosan fgz,
itd. Dobijamo cikl izometrija gl,g2,§?.,gr ,prema shemi (3).

(b) Pretpostavimo da relacija (5) vaZi za uglove diedre kod ivica ey,
uw svakoi od klasa ekvivalencije segmenata. Ovaj uslov garantuje tTzv.
cikli&ku relaciju (6).

Sada navodimo iskaz specijalne Poincaré-ove teoreme, bez dokaza.

Teorema 1, Neka je 2 ograniden poliedar, koji zadovoljava uslove

(1)=-(iii) i (a)-(b). Neka je G grupa cenerisana identifikacijama pljo-
sni, koje cuvaju orijentaciju. Tada je G diskontinualna, slobodno
dejstvujuéa grupa, £ Je fundamentéian poliedar za grupu G, i cik-
1idke relacije tipa (6) za svaku klasu ekvivalencije ivicénih seg-

menata &ine kompletan skup relacija za grupu G.

Tdentifikovani poliedar, oznalen sa 0 ,geometrijski karakterise

grupu transformacija G, ali data grupa G moZe imatl vige fundamental-

nih poliedara.
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VMetridka konstrukcija fundamentalnog poliedra & pomolu

vektorskog modela hiperboliékog 3-prosiora H3

Projektivno—metri%ki prostor P; = H3 modeliran u projektivnom

v *
prostoru P~ (V4 : V&}

Posmatramo 4-dimenzionalan realan vektorski prostor V& ¢i ji du—_
alni prostor, tj. prostor njegovih linearnih formi, oznacavamo sa V4
Projektivni 3-prostor PB(V ,Vu) mose se definisati na uoblcagenl na-
$in. l-dimenzionalni podprostori prostora V4 (111 s-podprostori pro-
stora V4) su talke prostora Pa, l-podprostori prostora V£¥ (i1li 5-
-podprostori prostora VQ) su ravni prostora Pa. Tadka X(x) i1 ravan

06 (@) su incidentni akko je X.=0, tJj. vrednost linearne forme .
na vektoru x je Jjednaka nu11LX£aV AL45V4, gde tacka oznacava 1s-

k1l judenost nula-vektora 1 nula-forme)., Prave prostora P5 su 2—@&&-

. . q o * .
prastori prostora VLL ili prostora V, , redom. AKO je (ei) baza u

: ] ‘ % :
prostoru v i (9 njemu dualna beza u prostoru V,, tJ. eiueﬂ =

- ,f‘ »
=5'£ (Kronecker-ov simbol), tada forma.,a;=;&aaj uzima vrednost

x.a;=xiai na vektoru X = xiei . Primenjujemo xonvenciju o sabirangju
za iste gornje i donje indekse.

Projektivnu metriku na prostoru P'?3 mo%emo uvesti na sledeca dva
nadina :
a) zadavanjem polaritets

* 4
(%) Vv, — V , A=Al

|
o

ili
b) definisanjem simetrifne bilinearne Iorme

» Lol
¢y s VyurVy— R, CALS W= ALY

na uobifajeni nu¥in [36] .

Rezmatramo samo regularne polaritete. Tada




A2

(™) vt — v, X —» X = /X
oznadava inverzni polaritet 1

<572 ¢ VA'X VAL _— R, <(X3¥>: = X y*étxf;yﬁ}= <A£/;@(>
jefinide indukovanu bilinearnu formu. Primenom polaritete (o) 1 (™)
se mogu identifikovati forma i njen polarni vektor. Geometrijski,
to znari da za polarnu ravan i njen pol u formulacijskim ¢injenica-
ma za projektivni metricki prostor P5 va’i princip dualiteta. NpTr.,
jednakost u,V>= 0O snadi da su ravni () i (V) ortogonalne ili da

je pol (L,) ravnl (A} incidentan ravni {V3) ili da su polovi (L %) 1
1y

( 7% ) konjugovani. AKO Y = pale. definide matricu (pla) = (p
3 i _

polariteta (), tada inverzna matrica (pij) = (pji) pripada polari-

I : i ] '
pji s GJde pa-pik =Si]c . .Forma ,:L:U=;€/JU.J- 3 Ko-
. : : _ j _ ji T

ja reprezentuje ravan {Al}, ima pol AL, = ujxy* = ujp e, = 1 Uey

tetu (*) pomoéu g;= 2

i koordinatama. Vektor X = X;ei , KOJ1i reprezentuje tadku (x), 1ma

polarnu ravan x™ = é;xl =,03pjix1 = :,ﬁfaxj ., Jasno je da matrice

(c.pji) i (pji.c_l) , respektivno, definidu isti projektivni pola-
ritet u prostoru P5 (O # ce R ).

Iinearna transformacija oL : V4——4 V4, x —»X o¢ 1 njen dual aar
V:_-———)VZ: , V—> o, sa definisucom jednakosti (x « )V = x( o™V )
e R, za svako X € V4 1 'vwzvz . odre&ﬁje projektivitet prostora PB,

-a tafke i ravni, respektivno. Nazivamo ga metridkim projektivite-

tom akko duva polaritet, tj. bilinearna forma je invarijantna do

na mnozenje konstantom.

Pomenimo jo$ da su formule za refleksiju vektora i formi sledece

2 | 2
(1) x—x (M*w(x AL ) o AL s W ———- AL (U ML) s )

gde forma . i njen polarni vektor,u*jkarakteriéu*ravan refleksije

i njen pol, respektivﬁo. Grupa métri&kih projektiviteta prostora P5

mo¥e se generisati pomoéu ravanskih refleksija.
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U hiperbolidkom projektivnom prostoru P% S H5 bilinearna for-

ma je indeksa 1, tj. 1ma signaturu (—,+,+,+) 1li, ekvivalentno, si-
enaturu (+4=,=5=) Hiperbolidku projektivnu metriku u prostoru P5
mo¥emo uvesti fiksirajucéi ortonormiranu bazu (ei) 1 njen dual{Aaj},
pomoéu bilinearnih formi

¢ 5 : V4x1fL-—+ R , (XY

1

—nyO+xlyl+xdy2+x5y5

4 Xle- ;yaej) ¢ =

(2)

*

»
¢ 3 p VXV, — R, U3 J

i .

= ~Un Vot V] +UsV otz Vg .

i

._pmhiperboliékoj geometri ji samokonjugovane tacke (a) prpstprg_ﬂé_
tj. graniéne tacke su u prostoru V4 predstavljene pomocu ''svetlos-
nog konusa" (u terminologiji "srostor-vreme” ceometrije), sl.d. &,
(za prostor Pi).

Jednadine ¢ aja )= 0 icayay =0 opisuju u prostoru VZ samoor-—
togonalne ravni (.} ,koje dodiruju "ovetlosni konus". Ove jednacine

S

definisu apsolutu prostora HO .
b4

Nejednakost < p3p>< O karakterie svojstvene tacke prostora HB,
koje su opisane "yreme'-vektorima prostora V4.

Nejednakost<4m;¢¢<(jfkarakteriée polarne ravni svojstvenih taca-
ka. U takvoj ravnl () le¥e samo nesvojstvene talke (u), ¢iji su
vektori u "prostor"-vektori, opisani ne jednakoséu <¢ujzur > O.

Ne jednakost (4L;au) 0 opisuje svojstvene ravni (A} prostora HB,
koje seku "svetlosni xonus". U ravni ()} leZe svojstvene tadke (sa
”vreme"-vektdrima), samokonjugovane tacke (sa tavetlost-vektorima)
i nesvojstvene tadke (sa "prostor"-vektorima).

Uvodenjem 3-dimenzionalne hiper-ravni u prostoru V4 pombéu jed~

nadine xe° =¢x3e9% = ° =21

indeksa O, jer je <e0;eo) = -], dobijamo klasidan Cayley-Klein-ov

, gde Jje jndukovana bilinearna forma

It







)
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model u prostoru 5’ , sl. 5 a.b .

Uvodenjem %-sfere imaginarnog radiusa ki ("vreme"-indikatrisa)

u prostoru Vq, pomoéu jednacine < X3X) = -k.k (=(ki)2), dobi jamo
vonformni model (hiperboloid-model) za svojstvene tadke hiperboli-
Xkog prostora, dok su nesvojstvene tadke tog prostora oplsane po-
moéu "prostor"-indikatrise < X3X > = k.k .

Oba modela, komﬁletirana idealnim talkama, imaju karakteristic-
no svojstvo da ih svaki 1-dimenzionalni podprostor prostora V4 se-
fe u jednoj tacki, té u prostor V4 moZemo uvesti ma koju "transver-
zalnu " hiper-povr3i, kao model projektivno—metriékog 5-prostdra 111
njegovog dela.

Bilinearna forma < 3 » ©prostora V4 indukuje infinitezimalnu me-

triku na hiper-povrii.

3 _ 5

2 Rastojanje i mera ugla u projektivno-metrickom prostoru Py =

Neka su X(x) i Y(y) dve svojstvene tacke u hiperbclidkom prosto-
™u H5, tj. neka je zadovoljena nej;dnakost ¢ X377<0 , s1.5 b)

Poslednja nejednakost garantuje da su vektori x i y orijentisani
ka istoj komponenti ”svetiosnog konusa". Ovo je ispunjeno ako su
eo-komponente pozitivne u ortonormirano] bazi (&), tj. vektori X i
vy se vide u pozitivnoj polovinl konusa
(1) ¢t = {Z=ZOeO+zlel-l:zge2+25e3 : (232 <0, ZO>O'}i: V4 .

Tada rastojanje d(X,Y) svojstvenih tadaka X(x) i1 Y(y) mozemo, ek-
vivalentno, definisati formulama .

~-LX3y> + (X35
(2) 4(X,Y) = g 1n Nr

2

~ (X3XD. T3V

1n(XYUV)

A )

—{(X3y)> - - {X3X2e (Y572
1 —-(X;) |
(3) Ch(E a(X,Y)) = ’
QCX;X) o $YLY2
i 2
| N (X337 © =<x3X) o (T3
(4) sh(E A ¥ = feee——————

| X3 . (WY
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gde su u dvorazmeri (X7UY) sa U(u) i V(v) oznadene tactke u kojima
ZY see apsolutu prostora Ha. Ako je 7 priozvoljna taclka prave XY,
tada vazi Jjednakost (XZUV).(ZYUV) = (XYUV). Konstanta k = —~% je
prirodna duZinska Jjedinica u prostoru Ha, K je konstantna negativ-
na sekciona krivina.

Neka su () 1 (V) dve svojstvene ravni prostora Hﬁ, koje se se-
ku i ¢iji su polovi (u) i (v), respektivno. Ako fiksiramo pozitiv-
nu polovinu konusa ¢t u prostoru Vu, na gore pomenuti nacin, tada
(5) (u,vw) : = { (x) : xeCr , xaL=<x3u>y0, XV =(x3v>>0}
definiSe jedan od &etiri svojstvena ugaona domena u prostoru S .
odredena zadatim dvema ravnima , sl.5. b). Preostala tri ugla su

(-, ), & (~u,-v) i $(M4,~1 ). Mera o ugla « (U ,1) de-
finisana je formulama

- A ) -<{u 5 v

(-6) cos( el (AL, V)) = =
WU?U). {VsV V(u;u) . {V3V)

1 .
=:ch(E d(uzv))
gde (0oL £TT).,

Istovremeno smo definisali imaginarno rastojanje polova (u) 1 (v),

pomoéu funkcije ch prosSirene na kompleksno polje €. Poslednje for-
' s
mule se prod3iruju na paralelne ravni i na ravni koje se ne seku.
Mogu se pojaviti 1 nesvojstvene ravni.
Formule infinitezimalnog raduna za izradunavanje hiperbolickog 1i-

nijskog odnosno zapreminskog elementa sliénim postupkom, mogu se na-

ci u (3d6].

v

Simpleksi sa svojstvenim, idealnim 1 nesvojstvenim pljosnima

i temenima

Z_dimenzionalni simpleks S u prostoru HE’j biée predstavljen svojim
pljosnima{f'yo} ] {.fyl} ) {/{’)2} i {/55} ili svojim temenima (ao), (al),
(a2) i (33)' Pretpostavljamo da je




(4) ai/&J =5§

tj. pljosan {i)j} sadryi sva temena, osim temena (aj), i teme (aj)
le?i u pozitivnom poluprostoru, cdredenom ravni{i&j} .

Neka simpleks J ima diedarske uglove meTe
(2) oL (,br,bs ) = £ TS _ ¢ ST Oc(ra) ‘

Posmatramo bilinearnu formu prostor=2 VZ ili prostora V&, norma-

lizujemo forme Ar?J, u smislu2(6), da bi smo dobili Schléfli-jevu

matricu
(1 —cos Pl —cosC —cosd?
(3) «bts 47y )=( 1.y,d _cost? 1 ~cosd? —cosdt?
{ . -t) — <b'b )):= -
, 1 --'C:Cas:ﬂ.::?O -008421 1 -COSaCL')
' >
-C?Siao —cos¢31 -00543“ 1
=: (b)) .

. Diedarski uglovi (2) karakteriSu svojstven hiperbolidki simpleks
akko je
(4) | B = det (bJ)< O
ali su sve ostale minor-determinante pozitivnel7,9]). Tada Schlidfli-
jeva matrica (3) 1spun3ava opdti kriterijum: ona definise hiperbo-
1i%%ku projektivnu metriku akko je bilinearna forma
(5) AL SV = <biui'b‘jv.> = gibijvj = {U3V?>
indeksa 1. Temena (a ) 51mpleksa Y su okarakterisana relacijama

(6) ai:=airbr, qu:ale:(a ;b3> = < a- b bJ) -a bra <8. ) =

J
r- S ——
= (a; b 3a5.07) = a; b "51353 85
7 AR S T
1J det (bv1Y) B
U (4) se zahteva da bude a4 = <:ai,aj7<;0 (1i=0,1,2,3), te Je

svaki a mypeme-vektor, tj. svako teme simpleksa je svojstvena ta-
cka prostora H5. Osnovne minor-determinante matrice (aij) su gramil-

ani (Gramm ) odgovarajucih temena




8-1 - all - a‘ - al *
a- - 8.- - a- . ai .
1,1 1,1 151 141
(8) Gr (ai ,E:'ii ’ai s A o 1 a 11 a 172 a 175 < O .
J'"} » + - - " e . v » .
av hd ai = a- - a"‘ -
1510 1511 1512 1313 |

Mada je bilinearna forma (5) indeksa 1, simpleks Y moze imati
svojstveno teme, npr. (ao), idealno teme, npr. (ai) i nesvojstveno
teme, npr. (ag), ako je

< 0, = 0, 8557 O, respektivno, sl.5. <.

%00 %11
Kod pojave nesvojstvenog temena (a,), simpleks ¥ moZemo zarubiti
pomoéu-polarne ravni{xlg} , koja je normalna na pljosnima incident-
nim temenu (ag), jer je agzbj =<£12;ij> =0, za j % £. Sve ove
moguénosti mogu se diskutovati u teofiji. fogu se pojaviti simple-
ksi sa paralelnim pljosnima (koje tada obrazuju ugao mere nula) ili
sa pljosnima koje se ne seku u svojstvenoj talki (ako su npr.{l@l}
i Lb2} dve takve pljosni, tada Jje njihovo rastojanje Jednako 312 ).

Neka je r radijus, a (X) cehtar lopte upisane u simpleksu g .
Forme{fb'i} reprezentuju svojstvene pljosni simpleksa Y , uz pret-
postavku o normalizovan,ju,{/fri 3 12i>-= < bi; bi) = 1 .

Tada, koristeéi formulu za izradunavanje odstojanja d tadke (x)

od ravnl (AL}

(9) sh%= --------- i S s x>0, L3I0, (x3X) < o

1/-{x;x> e« {ALGAL Y
dobi jamo

. B J

(10) sh % = memmees (X 3. D20 ___ - ----Ez—--g , za svako j=0,1,2,5% .

1/- - (X § X > \/-x 8L X
tjl
(11) O = %t =x° =x7
i, konadno,

1,
(1) sh E = smemgdoceeen
-—(Ti‘: 2.
r,s5=0
Odavde dobijamo kriterijum egzistencije: matrica temena (aij), tj.

inverzna matrica matrice (bT¢), mora imati negativnu sumu svojih ele-




menata.
Neka je R radijus, a (y) centar lopte opisane oko simpleksa $.

Vektori (a;) reprezentuju svojstvena temena simpleksa ¥, uz pretpo-

stavku da su elementi matrice temena negativni, tj. (<a;s 2,2 )
-_1 ) A

= {a; ), a;,.< 0, (i,§ = 0,1,2,3). Lbog (a; ;) (b"°), dobijamo

1] 1

(13) ch ¢ = za 3=0,1,2,% .
Dakle . = e .
-, y% y w
(14) Ch E _ e ﬁ_-"‘--—_-l __________ —— »
r,S= -

Otuda dobijamo kriterijum ep21€fen013e normalizirajuéi matricu

temena (a 1) , 58 311=_1 za svako i, njen inverz, matrica pljosni (b J)

Lt

mora imati negativnu sumu svojih elemenata.

Schlifli-Jeva diferepcijalna forma

145) aw’ () = »ip 3 Tl (8 (T8 ) g (T :

r,s=0
cde je ¥ simpleks u prostoru H5 konstantne sekcione krivine K,dﬁra)-

mers diedarskog ugla r-te. i s-te pljosni, koje se uzajamno seku po

1-dimenzionalno: podsimpleksu S(rs), (O<r < s£3), primenjuje se kod
¥

izradunavania zapremine simpleksa ¥ .
Prlmedba 1. Ima puno vaznih simpleksa u brostoru Hf , koji imaju

nrirodne diedarske uglove oblika (rs) = E_(5§7" , gde Je 2<m(rs)

c N . Tdealna temena su takode dopustena. Refleksije u odnosu na pljio-
s-i takvih simpleksa, nremal(i), generifu diskretnu grupu transforma-
cija, koju nazivamo Coxeter-ovom grupom, ¢iji je fundamentalni domen

g gam ta] simpleks ¥ . Njihovi Coxeter-ovi dijagrami su oblika

=P Q_B_r_z.i zapisa (p,a,r). Temena takvog dijagrama reprezentuju

nljosni simpleksa f . Ivica koja spaja temena r i s je oznacena sa
m'rs N, ako je 4i j (rs) 4 ' JL

rs) €N, ako je diedarski ugao o simpleksa J jednak mrray. Ako
je diedarski ugao jednakﬂ%i temena r i s nisu spojena ivicom dijag-~
rama, oa dij oznadavamo rastojanje izmedu i-tog i Jj-tog temena sim-

pleksa <.
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v L Prizmati®na kompaktna hiverbolicka prostorna forma,
kona®ne zapremine, dobijena 1z hinerbolicke ravanske

forme

1 Uvod

Primenom Poincaré-ovog geometrijskog metdda, konstruisemo grupu
izometrija G, koJja dejstvuge diskontinualno i slobodno na hiperbo-
lickom J5-prostoru H5. Ova grupa je zadata kompaktnim fundamentalnim
Dirichlet-ovim poliedrom & i identifikacijama njegovih nljosni, po-
moéu izometrija, pri demu su zadovoljeni izvesni uslovi. Pomenute
izometrije generisu grupu G i dobljamo hiperbolidku prostornu formu

55 = H3 / G. Kako grupa G sadrri samo izometrije koje duvaju ori-
jentaciju, mnogostrukost H5 / G postaje orijentabilna kompaktna hi-
perbolilka prostorna forma.

Konstrukcija ove prostorne forme se mose dobiti polazeli od kom-
paktne neorijentabllne hiperboliéke ravanske forme roda 3, birajuci
specijalni fundamentalni dvanaeséougao.

prakode koristimo egzistenciju nadgrupe O grupe G, generisane ref-

owD
leksijama, za oplsivanje metridkih svojstava prostorne forme.£)=H5/ G.

2 Konstrukcija poliedra &0

Na sl. Y. Jje prikazan graf poliedra D , zajedno sa njegovom sli-
kom.

U ravnl £ 2 hiperbolickog 3-prostora 1” konstruisSemo pravilan dva-

v 2% w -
naestougao #°, sa uglovima mere —z- Qznacimo sa 0 centar tog dva-

naestougla. Konstruisemo kongruentne Lambert-ove detvorougle ONA, A,

i ONAJA, simetridno i ortogonalno u odnosu n&a ravan oL =, koja sa-
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dr3i dvanaestougao $°. Pretpostavljamo da su uglovi, razliZiti od

pravih uglova, mere

(1) 3 ALAGN = 5% =4 AyaqN

/bog simetrije Je OEQ = OA, 1 Egﬂ = Aohy .
Yonstruifemo pravilne dvanaestougle:

dvanaestougao T R

S . —
nikom A,y upisanog kruga, ortogonalnu na pravo] A?Az ;

kao donju osnovu, Sa sredistem A, 1 volupred-

dvanaestougao fs , kao gornju osnovu, S5d sredistem E? i poluvrecni-
kom ﬂgﬁl upisanog kruga, ortogonalnu na PTavo] Aéﬁz .

7atim konstruifemo bodine pljosni, koje su ortogonalne na ravnl
<L 3 dvanaestougla P°, tako da sve te pljosni Sine sa pljosnima obe
osnove uglove mere %t .

Nobili smo moliedar & , sa centrom O. Takav poliedar nazivamo 1
lecemn,

Metridki podaci o poliedru D biée prezentirani u tatki 3.

rdentifikujemo nliosni moliedra & . Rezultat je simbolifki pri-
xazsn na Schlegel-ovom dijagramu poliedra D , gde smo izostavill

f 4

nFrN_pyve uw oznacavangju pljosni.-

Donju osnovu f -1 poliedra D jdentifikujemo sa gornjom osnovom fs

S
tog poliedra, pomolu zavojnog kretanja s , sa uglom zavojne rotacije
S5J .
3 .
Parove bodnih pljosni f _; 1 fq (i=1,2,3) identifikujemo pomolu za-
S 1

vojnog kretangjs s; , Sa ﬁglom zavojne rotacije JT .

Parove bodnih pljosni £ _, 1 f (i=1,2,3) identifikujemo pomocu

b 1
translacija ti .

Gore navedene identifikacije bolnih pljosni indukovane su iden-

tifikacijama stranica dvanaestougla P°u sredisnjoj ravnil d:5‘ i ob-

ratno. Pri tome s, dejstvuju kao klizajude simetrije , & t; kao tran-

slacije u ravni &« o Takva razmatranja su nas motivisala da konstrui-
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Yemo grupu G, kao “to je nomenuto u uvodil.
| [ ] N L)
Navodimo klase ekvivalencije ivica poliedra $d , indukovane nave-
denim identifikacijama, dajuc¢i za svaku klasu odgovarajuéu ciklidku
transformaciiju, 1 saglasnosti sall (8). Ujedno utvrdujemo da je is-

punjen uslovIl (5).

Tma ukupno 12 bodnih ivica, koje su podel jene u 4 klase ekvivalenci je:

(2) Sy 891, e
(3) Sgsgte NANNPAANNA
(4) 545553 .

(5) 51E3%5 e —

Svaki od uglova Jje mere 2;2 , te Je 5.§gg =2JC .

Tma uku-no 24 osnovne ivice, koje su podeljene u 4 klase ekvivalencije:
) _

(6) ss?st5s' ty T
-1 -1 -1 =1 -1
-] -
(8) Stls t2883 e—t—p—s—o
-1 -1 -1
(9) Ssl SSg SSB nonacbon.n .

u - w L T
Svaki od uglova je mere —- te je 6.5 = 2 JC .
)"1 3
Primenom Poincaré-ove teoreme, zakljucujemo da je & tundamentalni

poliedar grupe G, cija je prezentacija

' 2 2 e ~1
(0 G =« 8,51,8?,85,t1,tp,t3 - 51t1=Sqtq=82t5=tlt5t2=ssgstas tl=

L=l =1 -1 -1, -1 -1 S S G N
-st2 s "s8y°S t5 =st,s t2533~ssl 5SS, SS3 =1 ) .

Formirajuci orbitu OG . gde je O centar poliedra & , dobijamo, pO-
moéu simetrije, da je O = ‘K)O Dirichlet-ov poledar.
Frimetimo da, pomodu tri generatora s, S, i s, , grupa G ima mi-

nimalnu prezentaciju

_o 1 - -1 - 5 1 =2 - S -

.

2 | -2
=885s ": -1 -2 = =Lag™ . TssA
58 "8518 “8,8 518 Sl2=Sgssllssgls2sllsselss§=l ) .

Efekat dodavanja novih relacija

(12) ssls-lszl=ssgs_1sglslsgszl551=1
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prezentaci ji (11) srupve G e nova grupa, faktor-grupa grupe G, tzv.
komutatorska kvocijenfna erupa grupe G . Ova grupe, dogovorno 0zna-
dena sa G /L G,GI, Je najveta Abel-ova faktor-grupa £Irupe G. Prezen-
taciju grupe G / [ G,G] mo7emo uprostiti, tako da dobijamo

(13) G/ [G,Gl = ( 8,875,585 - 51 55—q2 )

Uvodenjem novog generatora SO=82811 , dobijamo prezentaciju

3 18_ -1 -1_
5§=53 =8, 85357 Sp =1 ).

Prema tome, Abel_ova grupa G / [ G,Gl Je direktan proizved Cqg* C5

(14) G / 1G,G) = ( S5s5y =

ciklickih grupa O4g i Cq , tj. grupa

(15) G/ [G,G] = Clﬁx C-j

je upravo prva homcloSka grupa mnogostrukosti D =-H /G .
: Metridka konstrukcija poliedra i) na vektorskom modelu

hiperbolilkog prostora Ha

Uvodimo hiperbolicku projektivnu metriku u projektivnom prostoru

PB, zadavanjem bilinearne forme
4

» % i ; 1
< 35 > ¢ VAQ(V4 —> R <A ui;,ﬁﬂvj) = uib jvj '
pomoéu Schldfli-jeve matrice
( 1 -COS %- 0 O \
. : . . T JC
(1) oty gin=(pidy=| Tees T2 b TR ET ° T .,
0 —-COS g; 1 -CO0S T~
0 C -COS _’C(C_ 1 /

-

1 * . )
mae baza (&'} prostora Vi reprezentuje neke Travnl Ty koje su u ve-
zi sa poliedrom & ( i=0,1,2,3 ). Ravni my=Aq A0 1 my=iyA 0P, Su
simetrijske ravni poliedra D, 8l. 8 , m5=AOA1A2' je ravan osnove

a mp—ﬁmAINP je bodna ravan poliedrs D .

1
Jednoatavno 1zracunavamo determinantu
(2) B = det ( © 1] ) = -—:%QEZFiO .




4

sL. 8.

As
o
- H3
3 3 {2
"""" o O O —0 h X l‘
4 m5 mz m1 mo . E ]
o .‘.—"‘ “‘__1_7{4 = C‘s //}
o~ 0 : “
. 242 '.‘. /
R/ 9 ‘ )QN //
A T i
42 \
m,~ !
«— M
I [+
|
Ay 2
\
\
K B A4
™y
PODATAK ZNAK | PRIMENIENA FORMULA  REZULTAT
l
: * - d' h . { By 1:33) 4
RASTOIAUIE OA,=OA, oh T = === d= k- 0424609
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0d velike je vaznosti inverzna matrica ( aij ) matrice ( btd }e

Jednakost blaajp;tSi,'vaii akko je

0= T (1-2cos” T)<o

- 1 5 qC
34 o= 820':%' cos%. cos%t‘((}
305- 3502 B cCOS %g . Coq? 3 < 0O
(3) 891 = }-j(l--cos2 %:) <0
8,5 85y % . COS ‘%’J £ O
315' Rzq= % 0052 SBC < 0
. ~
855" % (1-cos %g ) <O
8oz= 8z5= J]é fcosqg- cosg-%t . 0052 -Igg Yy < O
1,3 > T ’
853= = (E - COS5 15 ) > O

1
J
Geometrijski, vektori aj reprezentuju temena simpleksa Eije su boc-

Uvodimo dualnu bazu (aﬁ) prostora VQ, definlisanu sa ajjﬁl=(5

: : : i s
ne pljosni opisane formama A3~ . Indukovana bilinearna forma

" 0 : ) . )
< 5 > ¢ VXV eoasR , '<xlai; yJaj) = xlaijya
definisana Jje matricom y
(4) (< ai; aj>) = ( aij )
u (3).
Iz niza vrednosti minor-determinsanata
2221 >0
P .23
’b : ° = 1-COS 9£> O
(5) _bll b12 b154
b2l 122 P3| 21-2c0s” "'g:» 0
b31 b52 b%
R <O

vidimo da Jje signatura bilinearne forme < 3 > (+,+,+,-), te Je pro-

' ¥ .
jektivna metrika prostora P5 (V4, Va) zaista hiperbolicka.




49

Ravni m; s kO”lma je odreden poliedar &) , reprezentovan formama
/b'1 su obidne ravni hiperbolickog prostora H5 modeliranog u pros-
toru PE (V4; Vz ). Iz relacija (3) ovog dela sledi da su temena Ao(ab)
Al(al) i Ag(ag) simpleksa odredenog vektorima & ,&q i a, , resvektivno.
obifne tatke, Hto nije sludaj sa tackom Aﬁ(aB)’ odredenom vektorom 37 s
sl. & . Polarna ravan{xx;3 renprezentuje obicnu ravan diﬁ, sredignju
ravan poliedra & . To znadi da je u pitanju jedanput zarubljeni sim-
pleks ¢ , sa pljosnima mi{xﬁi} (i=0,1,2,%) i zarubljujuéom pljosni
ol 7 {z} -

Osobine simpleksa ¥ korektno su opisane Coxeter-ovim dijagramom ,
sl. 8 . Zaista,3to se uglova tice, to Jje Jjasno 1z relacije (1) 1 de-
finicije ravni d3?~L£15}' . 4a izralunavanje rastojangja d(m5, d:5)

mo¥emo primeniti uopStenje,formuleVl(d) za (3), tj.
,&3)
(6) ch g = </O.5 5 / = _._l = __..l.._.._ > 1
kK Ka, 30 D CHZ A% \Fzet o B33
Primenon re18011a (5) dobijamo d=0A. —OAR—O U246G29 k . Ostali

podaci o zarubljenom simpleksu ¥ ili o poliedru D takode se mogu
izradunati na ova] naéig (videti tabelu 1.).

Coxeter-ova grupa C, generisana refleksijama u odnosu na ravrnl My s
My aMosMzy Lz s koje sadr¥e pljosni zarubljenog simpleksa ¥ , Je
nadgrupa naSe grupe G, konacnog indeksa 48, jer je noliedar £ unija

48 kongruentnih kopija simpleksa ¢ . Otuda sledi da se generatorl

. . . i 5
crupe G mogu izraziti i pomodéu matrica u odnosu na baze (L) 1 (3;).




VIt Ripiramidalne nekompaktne hiperbolicke prostorne forme,
konadéne zanremine, dobljene oriféenjem euklidskih ravanskih

formi

1 Uvod.

primenom Poincaré-ovog geometrijskof metoda , konstruisalemo gru-
pe izometrija Gy (i=1,2,3,4,5,6), koje dejstvuju diskontinualno 1
slobodno na hiperbolidkom 3-prostoru HB Ove grupe su zadate nekom-
paktnim fundamentainim Dirichlzi-ovim poliedrima ili i identifika-
cijama njihovih pljosni pomoéu izometrija, pri demu su zadovol jeni

odredeni uslovi. Te izometrije senerifu grupe G; i dobijamo hiper-

L

bolidke prostorne forme D ;T H5 / Gy - Pofto grupe G sadrze 1
izometrije koje menjaju orijentaciju i sva temena poliedra_éb i pri-
padaju apsoluti, mnogostrukosti 5 i = H5 / Gi su neorijentabilne
nekompaktne hiperbolicke prostorne forme.

Konstrukecije su izvedene xoriféenjem euklidskih kompaktnih neori-

y
jentabilnih ravanskih formi roda 2, ¢iji su fundamentalni Sestouglo-

vi specijalno odabrani ' sl. 9, {10 .

Takode koristimo egzistencliju Coxeter—-ovih nadgrupa C crupa Gi‘
genefisanih refleksijama, za dobijanje metridkih podataka formi &0 =
A
-H /6 -

gt

D Konstrukcija poliedra <0 |
U hiperbolidkoj ravni H2 xonstruidemo pravougli trougao_AOAlA2 .
sa pravim uglom kod temena Al , o3trim uglom A1A230=fg i temenom

AO na apsoluti. Zatim, pomoéu refleksija u odnosu na prave A]Ag 1

AOAP , XonstruisSemo praV11nL hiperbolidki sSestougao H’J cija su sva
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temena no apsoluti. Pri tom jJe r\ia1a2)=5%‘. U ravni, odredeno]

pravom ﬂlég i, nravom Ao urravno;l u tacki ﬂ?

Gﬁﬂ, konstrulcemo prave AlA5 i Aliﬁ , paralelne pravoj A , sa

na ravni mnogousla

-

uglom naralelnosti P (ﬂ1£2)={£'. Dobili smo poliedur &3 -pra-

vilnu festougaonu hiperbolicku bipiramidu, #ija su sva temena na

apsoluti, ¢&ije bodéne pljosni obrazuju sa ravnl osnove uglove mere

gci.éije bofne susedne vljosni, koje se nalaze sa igte strane ravni

&
: 2 JU D . s v :
osnove, obrazuju uglove mere "3 - s Je trareni nekompaktni fun-

damentalni Dirichlet-ov poliedar.

“ako se temena tog poliedra nalaze na apsolutl, To sVe ivice poli-

edra ébj_, koje se sustifu u Jjednom takvom temenu, pripadaju paraboli-

Skom pramenu . Orisfera, sa sredistem u tom temenu, Jje ortogonalna na

tom pramenu i sece poliedar EDj_po orisferidkom mnogouglu. Orisfera

o

T¢ . te su pomenuti rnogougli,u malom,

je izometrifna euklidskoi ravni .

euklidski. To ~nadi da su uglovi tog mnogougla nodudarni ugslovima di-

edara pljosni poliedra éaj_,éiji se preselne prave suz.ifu u redicstu

hofene orisfere, tzv. parabolickom temenu poliedra L ; .

s
U tom smislu, vrhovima bipiramideébj;su pridruZeni pravilnl sesto-

: 29T . . : v
ugli, sa uglom mere —x— , & temenima njene osnove nridruzeni su Trom-
2T

]

bovi , #iji su uglovi mere 3 1 =%

Metrifki podacli © poliedru.ili biée prezentirani u ta ki

Rezultat je simt . licki pri-

A
o . *

Tdentifilujemo pljosna poliedra.i)i .

[ |
kazan na Schlegel-svom dijagramu poliedra L; , =de smo izostavili

npn_ove u oznadavanju pljosni.
o

primedba 1 (cusn -uslov)(26] Poliedar 2O, 1€ kompletan akko Jje svaka

od transformacija temena na apsoluti parabolicka,
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g ¥

. - 3 \
i -1 D , = H ( Gy (s1.12.;

Parovi bodnih pljosni f _5; 1 I (i=1,2,%,4) su identifikovani
¥ e

. S . . 1
klizajucim simebtrijama &;-
Parovi bofnih pljosni f _; 1 T, (i=1,2) su identifikovani trans-
. 1
i

lacijama €, .
Identifikacije bodnih pljosni su indukovane identifikacijama stra-

e
nica pravilnog Sestougla o+ u euklidskoj ravni ET, gde su s (i=1,2)
o

e |

klizajuée simetrije , a t Je translacija euklidske ravni E-., Cva ci-
njenica posluzila Jje kao motliv za konstruisanje grupe Gy , sl. 12 .

Obrazujemo klase ekvivalencije ivica poliédra 0 19 indukovane na-
vedenim identifikacijama, dajuli za svaku od klasa ciklicku transfor-
maciju, u saglasnosti sa relacijom 17 (6). Istovremeno ustanovljavamo
da je ispunjen uslov II (9).

Poliedar &0 , ima 1< bodnih ivica, grupisanih u 4 klase, po tri

ivice u svakoj klasl

(1) t g7 s SN
!
(2) t18185 - A AN
-1
(3) t2g5 54 >
(4) ' tof’-'79:-1 —— ey ———

svaki od pripadnih uglova-diedara je mere ggg , te Jje 2 . Egz = 2T,
ima & osnovnih ivica, koje pripadaju istoj klasi
-1 -1 =1
(5) tlg3 g2t9g1 g4 ”.“.?...”
svaki od pripadnih uglova-diedara Je meref%r , te je 6 .{% = 290 .
Zakljudujemo da je &0 1 fundamentalni poliedar grupe G, , ¢ija je

nprezentacija

= . —~ -1 -1 -1 1
(6) Gl (glsﬁgogasgqstlatg ty89 &5 =t1g1g2=t2g5 g4=t2g5g4 =

| -1 -1 _
'tlgﬁ AP guG 1) .

Formirajuci orbitu O ;, gde je O centar poliedra &)1,.dobijamo,




HE}
56




nomoéu simetriie, d

Dirichlet—-ov noliedar,
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oD -
Parovi bodénih nljiosni £ 1 1 fp (i 1,2,%,4) su identifikovani

- . P : > = N
klizajuéim simetrijama T

Parovi bo*nih pljosni f _, 1 Ly (i=1,2)

£,
lacijama t; -« .

1

gy identifikovani trans-
i

Tdentifikacije boclnih pljosni su indukovane identifikacijama stra-

nica pravilnih Sestouglova

z; (i=1,2) klizajule simetrije

P 1

i P

: . 2
u euklidskoJ ravni E- 4, gde su

,at Je translacija euklidske ravnl Ez.

Ova &injenica je posluzila kao motiv za konstruisanje grupe G, -

Obrazujemo klase ekvivalencije ivica poliedra & ,, indukovane na-

vedenim identifikacijama,

dajuci za gvaku od klasa ciklidku transfor-

maciju, u saglasnosti sa relacijomry (6). 1

stovremeno, ustanovljava-

mo da Je ispunjen uslov TT (5).

Poliedar _{O 5

svakoj klasi

ima 12 bodnih ivica, grupisanih u 4 klase, DO %3 u

(1) t18185 e
(2) 6T es) S
(3) 828305 —

(4) g4g4t51 e

svaki od pripadnih uglova—diedafa je mere ggz , Le je 5 .

2R _
2

2T

ima 6 osnovnih ivica, koJe pripadaju isto] klasi :

- -1
(3) t185181t282 gy

svaki od pripadnih uglova-diedara je mere S

...... )..-‘...'

T T T .
0

~
=

, te je 6 .

zakl judujemo da je & , fundamentalni poliedar grupe G,, ¢ija je

=t_ o=l _~ _
tlglgE"tlgl 821=gag5t2=g4g4t21=

prezentacija

(6) G2 = (gliggigjigqltlitg =
_p ol -1
“t153 gltgge‘gﬁL =1 ) .

Formirajuéi orbitu 0-2,

ede je O centar poliedra D ,, dobijamo,
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pomodéu simetrije, da je

D 5

D 5 Dirichlet-ov poliedar.
°0

60
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i = 3 $5=11"/G5 (s1.14.)

Parovi boCnih pljosni f _4 i £ (i=1,2,%,4) su identifikovani

& “1
klizajuéim simetri jama gi.l
Parovi bo¢nih pljosni T 1 i ft (i=1,2) su identifikovani trans-
t. i
i,

laci jama ti.

Identifikacije bodnih pljosni su indukovane identifikacijama stra-

nica pravilnog Sestougla 932 u euklidsko]j ravni Eg , £de su & (i=1,2)
klizajule simetrije , a t Je translacija euklidske ravni Eg. Ova ¢i-
njenica je kori&éena kao motiv za konstruisanje grupe G5 .

Cbrazujemo klase ekvivalencije poliedra oD %5 indukovane navedenim
identifikacijama, dajuéi za svaku od klasa ciklidku transformaciju ,
u saglasnosti sa relacijom II (6). Istovremeno ustanovljavamo da je
ispunjen uslov 11 (5)

o

Poliedar o0 5 ima 12 bodnih ivica, grupisanih u 4 klase, po 7

ivice u svakoj klasi :

(1) 81814, . e
(2) g8t SR ety
(3) %5%5té >

(4) AT .

svaki od pripadnih uglova-diedara Je mere ggf , te je %5 . 43- = 2 JU ;

ima 6 osnovnih ivica, koje pripadaju istoj klasi :

-1 -1
(5) tlgaﬂltggg gq_ N> I
svaki od pripadnih uglova-diedara je mere ﬂg , te je © . c%' =290,
zakljudujemo da je £ 5 fundamentalni poliedar grupe G5 ija je

prezentacija
- =1_ e o i
(6) G5 = (glaggsgasg4stlst2 - glgltl—g2g2t1 ‘55g3t2‘34o4t2 =
- ~] -1 -
=t1838 285 g4é =1) .
Formirajuéi orbitu O 2 , gde je O centar poliedra ED-B, doblijamo,
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pomoéu simetrije, da je & 5 = o0 3

9

Dirichlet-ov poliedar.
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Lt

i = 4 D, - 02 / G, (s1.15.)

Parovi bofnih pljosni £ _1 1 £ (i=1,2,5,4) su identifikovani

- N | . 24 '

klizajulim simetrijama g&;.

Parovi boénih pljosni f _1 1 ft (i=1,2) su identifikovani trans-
(" 1

lacijama t; . *

ObraZujemo kxlase ekvivalencije poliedra &0 ,, indukovane navede-
nim idéntifikacijama, dajuéi za svaku od klasa ciklicku transforma-
ciju, u saglasnosti sa relacijom II (6). Istovremeno ustanovljava-
. mo da je ispunjen uslov IT (95).

i

Poliedar <0 , ima 12 bocnih ivica, erupisanih u 4 klase, po 3 ivi-

ce u svakoj klasi

(1) ty 83 &y | SN
(2) télg4ggl | e
(3) tggggil | >

4) tlgzlgg | —m =

: . : : : 2T : 2 JU
svakl od_prlpadn%h uglova-diedara je mere =z, te Je 5 . = = 2T

ima 6 osnovnih ivica, koje pripadaju istoj klasi

-1 -1,.-1
(5) tggg glltl g;}gq_ LY IR N
2 JC,

i

svaki od pripadnih uglova-diedara je mere ('-';j , te je 6 . j-g
Zakljudujemo da je & , fundamentalni poliedar grupe G,s Cija Je

prezentacija

1 -1

1 _
=%18, 7 8p"

-1 -1 -1 -
(6) Gy = (g1:%21%3s%41t17t2 - 4 €4=t2'g485 =T oEs8q
IS RS R

=toB2 81 Ty 835" 1.
Formirajiéi orbitu O + , gde je O centar poliedra & ,, dobijamo,

pomoéu simetrije, da je <0 , = D , Dirichlet-ov poliedar .
O
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L

i =5 5{)5=H5/G5 (sl. 16 .)

Parovi boénih pljosni f _4 i fg (i=1,2,%,4) su identifikovani

, : 2 1
klizajuéim simetrijama g%fl
parovi bodnih pljosni f _, 1 Iy (i=1,2) su identifikovani trans-
. 1
i

lacijama t;.

Obrazujemo klase ekvivalencije poliedra oD S indukovane navede-
nim identifikacijama, dajuéi za svaku od klasa ciklidku transformaci
ju, u saglasnosti sa relacijomIT (6). Istovremeno ustanovljavamo da
je ispunjen uslov Il (3).

o

Poliedar &0 5 ima 12 ivida, grupisanih u 4 klase, po 5 ivice u

svakoj klasi : .

(1) 2, 85t5 —_—

(2) 858, 5T SIS

(3) glggtil —-

) 52615 g L, 2X

svaki od pripadnih uglova-liedara je mere =g= , te je 3 . =3 = 2 IC 3

’  ima 6 osnovnih ivica, koJje pripadaju istoj klasi:

- -1
(J3) glgatllggg4t2

svaki od pripadnih uglova-diedara je mereig , te je © .{g 2JC .

Zakljudujemo da je D 5 fundamentalni poliedar grupe Gg, ¢ija Je

prezentacija
-1 -1 - -1
(6) G = (811821E51541t1at2 - gqgatg =g5g4tl =glg2tl =g281t2 =
-1 -1
19371 =2=472 G

Formirajuéi orbitu O 2 , gde je O centar poliedra D 53 dobi jamo,

pomoéu simetrije, da je D

0 Dirichlet-ov poliedar.
5 50
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i =6 De=H /G (sl.17.)

Parovi bodénih pljosni fs_l i fs. (i=1,2) su identifikovani za-

vojnim kretanjima 5; . 1 *
Parovi bocnih pljosni fF"l i fgi (i=1,2) su identifikovani kliza

juéim simetrijama g; £

Parovi bocnih pijosni ft'l i fti (i=1,2) su identifikovani trans-

lacijama &y *

Obrazujemo klase ekvivalencije poliedra & . , indukovane nave-
denim identifikacijama, dajuéi za svaku od klasa ciklicku transfor-
maciju, u saglasnosti sa relacijom II (6). Istovremeno ustanovljava-
mo da Jje ispunjen uslov II (5).

Poliedar oD  ima 12 ivica, grupisanih u 4 klase, po tri ivice

u svakoj klasi :

(1) - &y8zts - —
(2) g;a,,,tzl S e
(3) , slsgtil >

(4) szsitél ==

svaki od pripadnih uglova-diedara je mere géE; te je % . 3;5 = 2 JC;

ima 6 osnovnih ivica, koje pripadaju istoj klasi

~1
(3) slt1g3.82g4t2 R

svaki od pripadnih uglova-diedara je mere{%ﬂ, te je © .f§.= 21,
sakljudujemo da je <D ¢, fundamentalni poliedar grupe Ge, Cija Je

prezentacija

1 -1 -1

- -1 v =
--sltlg;5 sggqu?-Gl )
Formirajuéi orbitu © 6, gde je O centar poliedra <0 ., dobijamo,

pomoéu simetrije, da je & g = &  Dirichlet-ov poliedar.
O
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5 Metridka konstrukeija poliedra & ; (1=1,7 v 5,4,5,6) na

vektorskom modelu hiperbolickog prostora H5

Uvodimo hiperbolicku projektivnu metriku u prostoru P% = Ha, 7, 8-
davanjem bilinearne forme
* a* ' 1 i 13

< 3 > ¢ v, X Vy === R ,(fb LR bavj) = uib ij ]

pomoéu Schléfli-~jeve matrice
/ 1 —cos O o

5 . ;5 —cos% 1 -cosgg O
(1) M 0%) = (b)) = o T '-*
O ~COS 3 1 -cos 7

\ O ' O -cosjg:: 1 /

e

; %
gde baza(rJ} prostora V, reprezentuje neke ravnil m; o koje su u ve-
zi sa poliedrom o0 . . Ravni mo= AlAZAB i my=AgAsA, su simetrijske rav-

. ni polledra & . sl1. 18 ., mz= AoﬁlAg je ravan osnove, & My= AOAIAB je

1 b J

ravan bodne pljosni poliedra ‘:Z)i .

Jednostavno izradunavamo

(2) B = det (brd) = - %6 <0 .

'?r L L
Tzradunavamo inverznu .matricu (aij) matrice (bla). Jednakost

1Ja ~5'1 vazi akko je

250=Y

30172107~ '%" <
8027807 '%‘ <
305:&52 - 2<0
%lm-3<0

(3)
8y p=8py=" 3‘*0
313783177 —- <O

-
820" 3 O
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/ .
lleka je (aj) haza prostora V+, dualna zadato] bazi{,é-l} prostora

* ’ * . .

0o definisana s2 aj;bl=15§ . Geometrijski, vektori aj reprezentuju

temena simpleksa EPi

v
(1i=1,2,3,4,5,6) , ¢ije su pljosni opisane ror-

mamaubbl} . Indukovana bilinearna forma

mn U

< 3D V X V— R

je definisana upravo matricom

1, ., d _ oL,
, (X 255 Y aj> = X aijf
u relacijama (3).

Glavne minor-determinante matrice (bla) su

522215 0
. . Z
pee B0 1
=% 50
2 3% &
Lo b~
» |
11 12 13
(5) -
b21 b22 RED - 0
b51 b52 b53l
%

te je bilinearna forma < 3 > signature (+,+,0,-), Sto znali da je
¥
projektivna metrika u prostoru P% (V”,vq) zaista hiperbolicka.
Kako su svi elementi na glavnoj dijagonali matrice B nozitivni, to

. . + 1 . v
su sve ravnl ms poliedra O ; reprezentovane formama ({~} , obicne

11
: 3 b
ravnl prostora P1=H .

Iz relacija (3) ovog dela,zakljuiujemo da su temena Al(al) 1 Ag(ag)
simpleksa 4 5 opisana vektorima a, 1 8z 4 redom, obiclne tacke, 4ok

r‘). - -y L. * \ 1. ] : R

su temena A,(&y) i Az(az) simpleksa g’l opisana vektorima ay i az ,
redom, tadke na apsoluti. 4o znaci da je 8D : poliedar c¢ija su sva
temena na apsoluti.

Primenom formula iz dela V ovog rada, mogu se 1z matrica (aij; i

(blq) za simpleks ¥ i dobiti ogtali metridki podaci. ''ako moZemo us-

tanoviti da dijagram Coxeter-a , sl. 18 . , korektno opisuje simpleks
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¥ i

' ¢ijama u odnosu na TEVINL m.
Coxaher—ove crupa O, ) i

renerlsana refleks

LM oY , yadnog in-
i - : , Nnadegrupa nase grupeé G. , Konacnos
(1=0,1,2,3) simpleksa hg iy Je ETuUD i

- - L) [ ] L3 ] 1. » '

raju pazama (A 1Y i (ai) .

+ ‘. - . - 7 -
# . . Led b2l
» h ' F -— P Pl T
A 20 ' ' ST
-l':r J}.-i 4 .. 0] 4L - NI R
—— - — r -
L [ * - *
S S - J. i A
Erri e
- L-" - J—_ Ni‘ﬂldl




T4
v1T1 - Pogovor

Kao #to smo videlxi, izometrijska crupa G, koja dejstvuje bez
nepokretnih tafaka i diskontinualno na hiperbolickom prostoru Hﬂ,
definife orbitnl prostor Ha/G - kompletnu povezanu Rliemann-ovu
mnogostrukost konstantne negativne krivine, krate, hiperbolicku
nrostornu formu. Grupa G je izomorfna Poincaré-ovod grupi te for-
me, koja se moZe zadati identifikovanim domenom ¥ . Na pojmu fun-
damentalnog domena zasnovan Je€ kombinatorno-geometri jski metod
ispitivanja grupa, koji Jje primenio Poincaré u radovima (424410
Fuchs-ovim i Klein-ovim grupama. Taj metod je, sz jedne strane,
omoguéio konstruisanje Klein-ovih grupa kao apstraktnih grupa (tj.
nalaZenje njihovih generatora 1 definidudéih relacija) 1 time us-
.ténovio vezu teorije Klein-ovih grupa sa komblaatornon teorijom
erupa(18 .19) i, sa druge strane, DOMOZAO dokazivanje diskonti-
nualnosti i nala¥enje fundamentalne oblasti grupe transformacija
sa zad?tim generatorima. Vaznu ulogu pri tome imaju fundamentalne
oblasti specijalnog oblika-fundamentalni poliedri.

U nrimerima prostornih hiperbolidkih formi konstruissnim u
ovom rédu, po3li smo od prirodnih simpleksa konaine gzapremine ,
sa jednim nesvojstvenim odnosno dva idealna temena u prostoru ﬁ3.

Primenjeni Poincaré-ov metod pruza izvanredne mogucnosti za
reSavanje éliénih, jo3 nere3enih problema, kao 5to su konstruisa-
nje hiperboliékih prostornih formi za zadate sledeCe simplekse :
(%3, 4, 4) , sa jednim idealnim temenom AO ’

(&, %3, 6) , sa jednim idealnim temenom A

i B

(5, %, ©6) , 8sa jednim idealnim temenom AO

»

kao i za jod neke prirodne simplekse, U zavisnosti od prirode nji-

hovih temena.
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