UNIVERZITET U BREOGRADU
PRIRODNO-MATEMATICKI FAXUIDET
THSTTITUT ZA MATEMATIKU

STAVIK V., JABLAN

TEORTIJA ANTISTMETRIJE T VISESTRUKE

ANTISIMETRIJE U ES T E2~.{O}

-doktorska disertacija-

peynsYA OPTAN 13AYT.SA V'l"mﬂ"'“ﬂr PANA
AN MATEMATRKY, MEXALKY M ACTROHOMHIY
bblaﬂﬂOTEhA

. ok, 4552
o "D/M 111984

BmOGRAD 1984,




SadrZaj:

1.

2.,

Istorijat problema

Uvod

Uﬁiverzaiha mefoaa geﬁ;fisanja
grupa antisimetrije 1 visestruke

antisimetrije

Grupe antisimetrije 1 videstruke
antisimetrije jednostranih rozeta

Grupe antisimetrije i videstruke
antisimetrije bordura

Grupe antisimetrije i visSestruke
antisimetrije ornamenata

Grupe antisimetrije i visSestruke
antisimetrije slicnosti

Grupe konformne antlslmetrlae i
viSestruke antisimetrije u £ {0)

Primene teorije grupa antisimetrije
i vifestruke antisimetrije u nauci

i umetnosti

Literatura

15

17

27

29

125

159

169

189

197




_Istorijat problema




Zipinu i sveobuhvatnost teorije simetrije delimiéno
je mogute sagledatil registrovanjem naudnih oblasti u ko-
jima ona igra bitnu ulogu: matematike, fizike( posebno
rizike &vrstog tela, fizike elementarnih &estica, kvant-
‘ne fizike...), kristalografije, hemije, biologije, este-
tike, filozofije... S obzirom na njenu univerzalnost 1
sintetsku ulogu u sistemu nauka igvesni noviji autori do-
deljuju joJ status £ilozofske kategorije koja izraZava f-
undamentalne zakonitosti ustrojstva prirode( H. Weyl,
1952.; J. Nicolle, 1955.; A.V. Subnjikov, V.A. Kopcik,
1972.; I.D. Akopjan, 1980.). U skladu sa ovim je i stav
Subniikova koji simetriju defini¥e kao "zakon konstrukei- °
je strukturnih objekata"( A.V. Subnikxov, 1972., str.26l.).
Simetrija prirodnih zakona i ljudskih tvorevina( materij-
alnih i intelektualnih) predstavlja izraz simetrije prir-
ode.

sama red simetrija(evetsix ).vodi poreklo iz grike
filozofije i estetike, koriséena je u smislu ravnoteie,
proporcionalnosti 1 ukazuje na &itav spektar sinonimskih
filozofsko-estetskih izraza( harmonija, sklad, celdvitoét)
koriSéenih u istoriji.

U nauku pojam simetrije ulazi 30-ih godina proslog
veka sa poletkom izudavanja kristalografskih klasa i nji—
hove analize sa stanoviita teorije grupa, koju uvodi E,
Galois'1831. god.( E., Gslois, 1846.). Sultina ideje pris-
tupa teoriji simetrije izrazena Jje u Erlangensgom pProgra-
oy F. Kleina 1872. god., koji izdvaja teoriju simetrije

ka0 univerzalni princip konstrukcije razlicitih geomet-




rija registrovanjem mnogostrukosti, grupa transformacija
i njihovih invarijanti. Dalji razvoJ teorije simetrije ne-
razdvojan je od kristalografije i teorije grupa. Od cent-
ralnog interesa za problematiku obuhvaéenu ovim radom su
rezultati teorije simetrije koji se odnose na grupe izom-
etrija u E2: grupe simetrije jednqstranih rozeta, bordﬁra,

ornamenata, grupe simetrije slidnosti u E2

i grupe konfor-
mne simetrije u Eg\{O} .

Odgovor na pitanje o jedinosti( potpunosti klasifik-
acije) rozetalnih grupa simetrije Gn, Dn ( O-dim. punktu-
alnih grupa izometrija u E2) H. Weyl( H. Weyl, 1952., str.
119.) pripisuje Leonardufﬁa vinéiju. Izvodenjem 32 krista-
lografske klase ( J.F.Ch. Hessel, 1830.,) i 14 Braveovih
prostornih refetaka( A.-Bra%ais, 1850.) dati su osnovi za
kompletno izvodenje 230 kristalografskih prostornih grupa
gimetrije( E. S. Fjodorov, 1890.; A. Sch¥enflies, 1891.),
dok Barlow 1893, god. formulise stav o kristalografskim
ogranidenjima( n=2,3%,4,6).

Izvodenje 17 grupa ravanskih ornamenata( 2-dim. disé
kretnih izometrijskih grupa u EE), nepotpuno dato u rado-
vima C. Jordana( 1867., 1869.), u kome nedostaje grupa pgg
i L.Sohnckea( 1894,) biva kompletno ostvareno( u vidu pa-
rcijalnog rezultata) pri klasifikaciji 230 prostornih gr-
upa simetrije.

Tzdvajanje bordura( l-dim. diskretnih grupa izometr-
ija u E2 realizuje A. Speiser( 1924.) i G. Polja i A. Ni-

gegli( 1924.), koji takode nezavisno izvode 17 grupa simet-




rije ornamenata.

| Jdeju simetrije sliénosti, datu u delu H.Weyla(H.
Weyl, 1952.) razvijaju A.V.Subniikov(A.V.Subnjikov, 1960.),
E.I.Galjarski 1 A.M.Zamorzajev(E.I.Galjarski,A.h;Zamorza-
jev, 1963.).Konstatovanje izomorfizma izmedu Jednostranih
diskretnih rozeta simetrije glié¢nosti u E2 i kxonformne Si-
metrije u E24D} sa polarnim i nepolarﬁim stozerima( l-dim.
diskretnim grupama izometrija u Ea) omoguéava razvo] teo-
rije simetrije sliénosti i konformne simetrije( A.M.Zamor-
zajev, A.F.Palistrant,E.I.Galjarski).

Pored ornamenata( mozaika) kao najoliglednijih vizu-~
elnih modela grupa simetrije u EZ 4 Ez\{o} koriste se 1
niihovi duali: Kelijevi dijagrami, koje uvodi Gajley(A.
Ceyley, 1878.) i M.Dehn(M.Dehn, 1910.), &ije primene raz-
vijaju mnogi autori( W.Magnus, A.Karrass,S.Solitar...).
Vizuelni prikazi simetrijskih gtruktura postiZu se 1 po-
moéu metode projekecija elemenata simetrije razradene u k-
ristalografiji.

Razli¥iti sistemi obelefavanja grupa simetrije( Sch-
$nflies,Polya,Niggli, Speiser, Subnjikov, Coxeter, Weyleeo)
unlficlradu se u slufaju klasidnosimetrijskih izometrijs~
kih grupa primenonm Internaclonalne gsimbolike( N.F.M.,Henry,
K.Lonsdale, 1952.) koju su uveli Hermann 1 Mauguin. U ov-
om radu, kgo i u radu ( S.Jablan, 1981.) kori-
S6ena je u sludaju bordura i ornamenata medunarodna Simb-
olika, Senflisovska i srodna Subnjikovska simbollka kod
grupa gimetrije slidnosti, dok Je kod grupa konformne si-

metrije u Ea\{o) izgradena simbolika po uzoru na notaciju




grupa simetrije slicnosti.

UopStena Niglijeva klasifikacija grupa simetrije
(i-dim. punktualne grupe simetrije u E®, 0€ifn) razra-
dena je u radovima Niglija, Neronove i Bjelova, gde Jje
data klasifikacija svih izometrijskih grupa simetrije u
EP ( n€3) i delimidna klasifikacija u EZ( nd4),

Radovi mnogih autora na podrudju diskretnih grupa
simetrije sumirani su u monografiji( H.S.M.Coxeter, W.O.
J. Moser, 1972.).

Primene razlilitih metoda generisanja ravanskih si-
metrijskih struktura: rozetalna metode, bordurne metode,
metode Braveovih reSetki,desimetrizacione metode... mogu
biti praéene u delima Subnjikova, Bjelova...

U cilju detaljnijeg upozﬁavanja sa istorijom teorije
simetrije inspirativna su dela ( H.Weyl, 1952.; A.V.Subn-
jikov, V.A.Kopcik, 1972.; I.D.Akopjan, 1980.; A.M.Zamorza-
jev, 1976.; A.M.Zamorzajev, E.I.Galjarski, A.F.Palistrant,
1978.).

Klasidna teorija izometrijskih grupa simetrije u E2
i E3, zaokrufena radovima Fjodorova i Sch¥nfliesa , izvo-
denjem 230 diskretnih izometrijskih grupa u E5 svoju pra-~
ktidnu potvrdu stile nakon otkriéa rendgenske difrakcije
na kristalnim redetkama( Laue, 1912), koja omoguéava des-
ifrovanje kristalne strukture.

Novi podstrek za dalja istraZivanja na teorijskom pl-
anu daje 1923, god. ponovljeno izdanje khjige Schbnfliésa
( Sch¥nflies, 1923%,). U pericdu 1927-1929. god. nemacki

naucnici ostvaruju izvodenja podgrupa Gr tc:G5 3 230 punk-
4 4
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tualnih grupa, tzv. "mglih" kristalografskih grupa, medu
xojima se Javljaju: 321 grupa lenti(G3’2,1 u oznakama V.d.
Kopeika, 1967.),75 grupa simetrije stozera G3,l (C.Her-
msnn, 1929.) i 80 grupa simetrije slojeva G5'2( L..Weber,
1929,; E.Alexander i K.Herrmann, 1929,), simetrijskih
strukturs kod kojih se kao invarijantni( singularni) ele-
menti javljaju prava ili ravan.

Vizuelizacije grupa simetrije lenti i slojeva u okv-
iru jednostrane ravni crte?a, predloZene u radu( A.Speis-
er, 1927.) i ostvarene u radu( L.Weber, 1929.), kod koJjih
ge za oznacdavanje "iica“ i "nali&ja" invarijantne dvostr-
ane ravni koristi alterniranje boja "crna"-"bela", bile
su neposredni povod za uvodenje proSirenja klasiCne teor-
ije simetrije- antisimetrije( disimetrije, dvofazne sime-
trije, dvobojne simetrije), koju nezavisno uvode H.Heesch
(1929.) i A.V.Subnjikov. U svom primarnom znadenju trans-
formacija antiidentiteta, promens boje korespondirala Jje
svim transformacijama simetrije koje prevode 1ik sa Jedne
strane invarijantne dvostrane ravni na drugu. Ovako uved-
ena, involutivna transformacija antiidentiteta e komutirsa
sa svim izometrijama eS=Se, zadovoljava relaciju e2-E i
omoguéava uvodenje antisimetrijskih transformacija oblika
S’meéf)Koristeéi ovu ideju 2za interpretaciju dvostranosti
H.Beesch(1929,) izvodi 80 ravanskih jednostranih ¢rno-
belih ornamenata Gé,a direktno iz 17 ornamenata G2’2.
Uodavajuéi da transformaciji e, shvalenoj kao promena Or-

jjentacije( "bojenje") invarijantne dvostrane ravni, u o-

vom sludaju odgovara promena znaka koordinate ortogonalne

/FUNTT O M Mavatews W_0.T Moger 1672, A.M.72morzaiev 1970.




S

u odnosu na invarijantnu ravan( posmatrano u Ea) Heesgch
shvata moguénosti koje pruZa ovakav "dimenzioni prelas”.
Razmatrajuéi moguénost proSirenja 230 prostornih
grupa G3,3( uw oznakama: Kopcik, 1967.) do skupa grupa
antisimetrije G%,3 , Heesch pokazuje( H.Heesch, 1930.)
da se u tom sludaju problem svodi na promenu znaka dopun-
gke fetvrte koordimate. Simetrijskim tansformacijama sa
kvadratnom matricom transformacije A dodeljuju se antisi-

metrijske transformacije sa matricom A'-eA=(A_1), gde Je
1
e-( 1.1 1;], dim e=dim A+l . Pored izvodenja "crno-belih"

slojeval( hiperslojeva;‘4-dim. slojeva) Heesch kao parcij-
alni rezultat ostvaruje izvodenje 122 grupe antisimetrije
sa invarijantnom tadkom iz 22 Hesel~Gadolinske klase 1
daje procenu broja antisimetrijskih grupa G%’3 na 2000

( 3to je prilidno blisko tadnom rezultatu 1651,izvedenom
tek nakon 30 godinma).

NaZ?alost, radovi HeeZa obJavljeni u kristalograf-
skom Sasopisu, pisani Jjezikom nepristupadnim kristalog-
rafima, sa tefiftem na 4-dimenzionim rezultatima, nisu
nai%li na odziv kekav su zasluZivali. Sli¢nu sudbinu
dotiveli su i radovi Vudsa( Woods, 1935.) koji izvedi
17 crno-belih bordura i 46 crho-belih ornamenata i ob-
javljuje svoje radove u “Journal of Textyl".

78 razliku od ovih autora, V.I.Subnjikov, sagledava-
juéi znadaj fiziclkih, reainih interpretacija teorije, us-
peva da konkretizuje i afirmise ideje teorije antisimet-

rije. Diskusija problema enantiomorfizma, pojave "levih"
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§ "desnih" modifikacije lika pod dejstvom indirektnih
jgzometrija navela je Subnjikova na.dalja istrazivanja
vezana za simetriju vektora i tenzora, ravﬁopravnost
pozitivnih 1 negativnih brojeva i ukazala na Sire shva-~
tanje esntisimetrije, kao moguénosti za proulavanje pro-
izvoljﬁoé 5v036¥§; reda 2( +;;:mgore;asié, crﬁo-beiﬁg_
ljevo-desno...), geometrijskog ili vangeometrijskog karak-
tera, ortogonalnog u odnosu na izometrije, koje se kom-
binuje sa simetrijskim transformacijama, generijuci grupe
antisimetrije. |

Rezultati Subnjikova, odredivanje klasa grupa anti-
simetrije, realizovano u periodu 1942-~-1944, god. i1 rezul-
tati ostvareni u narednih Sest godina dozivljavaju svoju
punu afirmaciju objavljivanjem monografije( A.V.Subnjikov,
V.A.Kopcik, 1951.).

Uvodenje operacije inverzije vremena( Landau, Liv3ic,
1951,) 4 ukazivanje na magnetnu interpretaciju antisimet-
rije predstavljalo je osnov za radove Tavgera i prve efek-
tivne primene antisimetrije( W.Cochran, 1952,) ostvarenjem
veze izmedu 46 ravanskih antisimetrijskih erno-belih orna-
menata i projekcija elektronske gustine.,

Naredni period obeleZen Je razlilitim jzvodenjima gr-
upa antisimetrije ostvarenim u radovima Romana, Idenboma,
Kopcika, Subnjikova, Palistranta, Zamorzajeva, Galjarskog,
Bjelova, Pabsta... koJi ovaj problem redavaju razliditim

metodama.Medu predlo¥enim metodama izvodenja mogule je iz-

dvojiti analitilku, matrilnu metodu( Heesch, Roman), meto-
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du Bjelova zasnovanu na geometrijskim egzistencijalnim

i eliminacionim kriterijumima, koja podiva na konstrukci-
ji antisimetrijskih, crno-belih Braveovih reSetki i nji-
hovom superponiranju sa antisimetrijskim crno-belim ro-
zetama i metodu Idenboma zasnovanu na l-dimenzionim kKom-
pleksnim reprezentacijama grupa simetrije, gde se homomor-
fizam grupe simetrije G sa Jezgrom H( podgrupom grupe G
indeksa 2) na grupu {e} reda 2 zamenjuje l-dimenzionom

reprezentacijom grupe G.

Verovatno najzahvalnija od navedenih, Subnjikovska

metoda zasnovana je na zameni generatora grupe simetrije

G antigeneratorima( tj. zamenama simetrija S antisimet-
rijskim transformacijsma S’=eS=Se, gde je e transformaci-
ja antiidentiteta). Ova metoda, kori¥éena u radovima Sub-
njikova, Kopcika, Zamorzajeva, Palistranta, Galjarskog...
dovodi do generisanja grupa antisimetrije, koje Jje mogule
u zavisnosti od prisustva antiidentiteta e u sastavu grupe
antisimetrije G’klasifikovati na: generisude( polarne) gr-
upe, starije( sive, neutralne) grupe tipa G'=Gx{e} i mlade
( meSovite, crno-bele) grupe antisimetrije.

U skladu sa teoremama(A.M.Zeamorzajev, 1976., 8tr.l16)
netrivijalno je iskljudivo izvodenje mladih grupa antisi-
metrije. Izvodenje mladih grupa antisimetrije metodom Su-
bnjikova obuhvata dva problema: odredivanje svih grupa an-

tisimetrije tipa Ml

generisanih nekom grupom simetrije G
i eliminaciju ponovljeﬁih grupa.
Rezultate ostvarene metodom Subnjikova na planu izvo-

denja grupa antisimetrije moguée je pratiti u nizu Elanaka
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objavljenih u &asopisu "Kristalografija". Najkompletniji

avid u razvoj ideja i metoda teorije antisimetrije, rezultat-

e realizovaner Subnjikovskom metodom, kao i osvrt na ost-

ale nezavisna izvodenja pruZaju monografije: A.V.Shubnikov,

N.V.Belov and others: Colored Symetry; A.M.Zamorzajev: Teo-

rija prostoj i kratnoj antisimetriji.

Pored ostvarenih teorijskih rezultata, u novijem pe-
riodu teorija antisimetrije stife punu afirmaciju i prime~
au u razliditim nsudnim oblastima.

Naredno uop3tenje, teorija viSestruke antisimetrije,
zasnovano na ideji dodeljivanja taZkama like viSe dvofaz-
nih svojstava, koja komutiraju sa simetrijama i medu sob-
om,uvedenoc je od strane geometrilara univerziteta u KiSi-
njovu: A.M.Zamorzajeva, A.F.Palistranta, E.I.Galjarskogs...
Re3enje problema izvodenja grupa visestruke antisimetrije,
gija su svojistvae okarakterisans teoremama({ A.M.Zamorzajev,
1976., str 88.) ostvereno je u radovima sovjetskih sutora
metodom Subnjikov-Zamorzajeva( zamenom Jednog ili vise ge-
nerstora grupe simetrije sntigeneratorima).

Keo rezultat izvodenja grupa viSestruke antisimetri-
je, realizovano Je izvodenje veleg broja grupa antisimet~
rije i videstruke antisimetrije, gistematizovanih po kla-
sema i datih u vidu katalogal A.M.Zamorzajev, 1976).

S obzirom na netrivijalnost izvodenja grupa tipa Mm,

kao sultinski( kao i u sludaju izvodenja grupa tipa Ml)

problemi postavljaju se: izvodenje sVih grupa tipa MP i
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eliminacija ponovljenih grupa tipa Mm, pri demu se eli-
minacija najde3ée vr3i na osnovu kombinatorno-geometrijs—~
kih kriterijuma, koJi pored ostalog zahtevaju i specificno
prilagodavanje simbolike grupa simetrije. Obzirom na s8lo-
Yenost problema eliminacije, u okviru veleg broja katego-
rija grupa vifestruke antisimetrije dati su iskljudivo
brojevi razliditih grupa tipa Hm, dobijeni kombinatornim
metodama, bez sastavlijenja kataloga grupa viSestruke anti-
simetrije(A.M.Zamorzajev, 1976.).

Jdeje, metode i rezultate sovjetskih autorsa na planu
viSestruke antisimetrije moguée je hronolofki pratiti u
‘nizu &lanaka objavljenih u dasopisu ®Kristalografija", dok
najpotpuniju informaciju pruza monografija( A.M.Zamorzaj-
ev, 1976.).

Pored rezultata sovjetskih autora, nezavisno uvodenje
grupa visestruke antisimetfije( "ecompound groups"), donekle
razli&ito definisanih, daje A.L.Mackay,(1957.). Relativno
srodnu metodu, zasnovanu na superpoziciji jednodimenzion-
ih alternirajuéih reprezentacija koriste H.Vondratschek i
ANiggli(1961.).

7amorzajevska teorija viSestruke antisimetrije poslu-
¥ila je u novijem periodu kao jedan od povoda za dalja uop-
Stenja teorije simetrije: kolornu gsimetriju(N.V.Bjelov,
1956.), kolornu antisimetriju, kolornu visestruku anti-

simetriju, P-gimetriju...detaljno diskutovana u monograf-

iji A.M.Zamorzajeva, E.I.Galjarskog i A.F.Palistranta:

n
"Cvetnaja simetrija, jejo ovop3lenjija i prilozenjija .
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Pojam antisimetrije i visSestruke antisimetrije u ovom
radu razmatra se u smislu u kome je definisan u radovima
govjetskih nauénika( A.M,Zamorzajev, 1976.,, str.76) : sva-

koj tadki lika( konadnog ili beskonalnog) dodeljuje se L

-dvofaznih(involutivnih)- svojstava, pri demu Jje prisustvo

tora 81,82’.-',8

j-tog svojstva oznaceno znakom +( 1) na i-toj poziciji,

a odsustvo i-tog svojstva znakbm -( 0) na i-toj pozieciji
( 8 leva na desno). Transformacija antiidentiteta.ei vrsi
promenu znaka i-tog svojstva ( iG{O,l,2,...,L—1}j. Kombi~
novanjem transformacija antiidentiteta e; medu sobom i s18
gimetrijskim transformacijama koje sadinjavaju neku grupu
simetrije G dobijaju se transformacije antisimetrije ob-
lika S’=e’S=Se’, gde Je S neka simetrija iz G, a e’ pro-
izvod antiidentiteta e; ( ic{0,1,2,...,I-1}). Kao rezult-
at navedenog postupka dobijaju se pored generiluée grupe

ka i grupe antisi-

simetrije G grupe antisimetrije tipa S
metrije tipa M®, U skladu sa rezultatima radova sovjetskih
autora, netrivijalno je iskljudivo izvodenje grupa tipa Mm,
koje predstavlja centralni problem ovog rada.

Kao osnova izlaganja teorije antisimetrije i viSest-
ruke antisimetrije, zasnovane u duhu radova( A.V.Shubnikow,
N.V.Belov and others, 1964,, A.M.Zamorzajév, 1963., A.M.
Zamorzajev, A,F.Palistrant, 1976., A.V.Subnjikov, V.A.
Kopcik, 1972.) posluzidée sledeéi uvodni podaci:

Neka Jje diskretna grupa simetrije G sa skupom genera-

b data apstraktnom definicijom{ prezen-~

tacijom)(H.S.M.Coxeter, W.0.J.Moser, 1972):
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(1) gn(slis21"'18p)=E n=1,2,...8
i neka SU €,€7,€059000,81 1 (e,=e) transformacije antiiden-
titeta 1-0g, 2-g0Z,...,L-tog roda, koje zadovoljavaju re-

lacije:

(2) eiej=ejéi egnE e;S =5 i,3€{0,1,2,...1-1}
qe {1,2; s o0 ,P}

Grupe antisimetrije i viSestruke antisimetrije dobi-

q "q"i

Jaju se primenom ﬁOpétene metode §ubnjikova&Zamorzajeva
( A.M.Zamorzajev, 1976.) zamenom generatora grupe simetr-
ije G antigeneratorima jednog ili viSe nezavisnih rodova.

U sklgdu gsa teoremom o podeli svih grupa antisimetrije i
k

videstruke antisimetrije na grupe tipa Sk(lékéL), sEMT

( 1€k,m; k+mél) i M® (1€k4L) (A.M.Zamorzajev, 1963.,
A.M.Zamorzajev, 1976.) i moguénoséu generisanja grupa tipa
Sk i Ska, direktno iz generisudle grupe G, odnosno grupa
tipa M%m kao netrivijalan javlja se iskljudivo problem
izvodenja grupa tipa MZ, Sve grupe tipa M® jzomorfne su

sa generisuéom grupom G i medu sobom,

UopStenom metodom Subnjikova-Zamorzajeva dobijaju se

grupe tipa Sk, sk

M® i M®, Posle izdvajanja grupa tipa M
( koje u sebi ne sadrize antiidentitete es i njihove pro-
izvode kao elemente grupe antisimetrije ili visestruke an-
tisimetrije) dalje izvodenje grupa antisimetrije i visSest-
ruke antisimetrije( Subnjikovskih grupa) svodi se na eli-
minaciju istih grupa tipa M® za fiksirano m i dokazivanje
razliditosti preostalih. Ova eliminacija vr3i se u skla-

du sa definicijom jednakosti Subnjikovskih grupa( S-grupa)
( Definicija 1l.1l., str. 17).




Uvod
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U radu "Teorija antisimetrije i visSestruke antisimet-
rije u E2 1 Eadoﬁ” predloZens je nova metoda generilsanja
grupa antisimetrije i visestruke antisimetrije, pomolu koje‘
je ostvareno izvodenje 1 izvrZena katalogizacija svih
erupa antisimetrije i visSestruke antisimetrije tipa M® u
E2 i Ezdo} + rozeta, bordura, ornamenata, grupa rozeta si-
metrije slicnosti u E2 i grupa konformne simetrije rozeta
( konadnih i beskonadnih) u EQJO}. S obzirom da u sadas—
njem trenutku razvoja teorije antisimetrije i visSestruke
antisimetrije jedan od aktuelnih problema predstavlija
razrada novih metodskih pristupa, izgradnja novih metoda
generisanja grupa antisimetrije direktno iz grupe simet-
rije, cilj rada je prezentiranje jedne ovgkve nove univer-
zalne metode, zasnovane na apstraktnim( generatorskim) de-
finicijama grupa simetrije( prezentacijama).

U Poglavlju 1. date su definicije( 1.1l., 1.2), centra-
lne teoreme( 1.1., 1.2., 1l.3.), kao osnovne teorijske pos-
tavke ove metode, koja podiva na uvodenju novog pojma anti-
simetrijske karskteristike( Definicija l.2.) , egzistenci-
jalnom kriterijumu za grupe tipa MP( Teorema l.1.) i cent-
ralnoj teoremi( Teorema 1.2.), koja omogulava registrovanje
pojave identidénih grupa tipa M generisanih nekom grupom
simetrije G i eliminaciju ponovljenih grupa uoéavanjem gru-
pa antisimetrije i videstruke antisimetrije tipa MT sa jed~
nakim antisimetrijskim karskteristikama.

Navedene teorijske postavke date u Poglavlju 1. prak-
ticno su koriséene za odredivanje éntisimetrijskih karakte-
ristiks svih grupa simetrije u E2 i Eadp} i izvodenje kata-

loga svih grupa antisimetrije 1 viSestruke antisimetrije
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tipa MT u E2 i E240}: antisimetrijskih rozeta( Poglavlje 2.),
vordura( Poglavlje 3,), ornamenata( Poglavlje 4,), rozetsa
simetrije slicnosti u Eg( Poglavlje 5.) 1 rozeta konfor-

mne simetrije u.E%JO}( Poglavlje 6.). Veéi broj grupa si-
metrije dat je pomoéu dve ili tri razlicite prezentacije.
Fkvivalentne teoreme, koje se odnose na antisimetrijske ka-
rskteristike ovakvih grupa date su pod istim brojem, razd-
vojene na ekvivalentna tvrdenja oznalena sSa a), b), C), Ci-

ja ekvivalentnost u svakom pojedinadnom sludaju nije pose-

bno naglasSavanae.

Izvodenje grupa antisimetrije i viSestruke antisimet-

rije ilustroveno je na primeru bordura( Poglavlje 7). Kod

grupa simetrije datih pomodu dve jili tri_razliéite
prezentacije, ovaj princip je ofuvan i u okviru kataloga
grupa antisimetrije i visSestruke antisimetrije. Izvodenjem
kataloga grupa antisimetrije 1 viZestruke antisimetrije u
E2 i E%{O} kompletirana je i zakljulena teorija grupa anti-
simetrije i viSestruke antisimetrije u.E2 i EaQO}.

U zavrinom poglavlju( Poglavlje 7.) dat Je pokusaj
sintetskog osvrta na ostvarene rezultate i ukazivanja na
potencijalne teorijske 1 praktidne primene predloZene uni-
verzalne metodé na izvodenje proizvoljnih( izometrijskih,
neizometrijskih, krivolinijskih...) grupa antisimetrije 1
viZestruke antisimetrije -tipa M2, PoXto je navedena metoda
primenljiva na sve grupe simetrije &iju apstraktnu defini-
ciqu prezentaciju) i geometrijsku strukturu( u smislu

moguénosti odredivanja antisimetrijske karakteristike)




15.

pozngjemo, primene ove metode ée biti ogranicene isklju-
ivo domenom znanja iz oblasti klasilne teorije simetrije.
Ovo ujedno predstavlja razlog dodeljivanja predlozeno]
novoj metodi generisanja grupa antisimetrije i vigestruke
antisimetrije naziva: univerzalna metoda. U zakljucnom po-
glaviju takode su sugerirane neke od mogucih interpret-
acija grupa antisimetrije i viSestruke antisimetrije u
sferi nauke i umetnosti.

Novi pojmovi e’-enantiomorfizma i e’ -invarijantnosti,
uvedeni u Poglavlju 2.( Definicija 2.1., 2.2.), &ija Jje
komplementarnost dokazana u Teoremi 2.,3. prosireni su u
narednim poglavljima na sve grupe antisimetrije i viSestru-
ke antisimetrije.

Polazeéi od postavke da ?izuelne interpretacije( mo-
zaici) grupa antisimetrije i visSestruke antisimetrije pr-
edstavljaju najeksplicitniji vid njihovog modelovanja i
prufaju moguénosti za raznovrsne praktiéne primene( fizi-
ka &vrstog tela, kristalografija...), sve dobijene grupe
antisimetrije i viSestruke antisimetrije mogu biti snabde-
vene mozaidkim vizuelizacijama, zasnovanim na metodi i 0z-—
ngkama predlofenim u Poglavlju 1.

Kao prilog ovom radu Cat je kracil ilustrovani pregled
mozaidkih prikaza grupa antisimetrije bordursa tipa Ml, koji
se javljaju u istoriji umetnosti, potkrepljujuéi misao
H,Veila da "ornamentika predstavlia najstariji vid vise
matematike izra¥en u implicitnoj formi( H.Weyl, 1952.).

Kao neposredni izvori ideja za nastanak ovog radsa

posluzili su ¢élanci sovjetskih autora objavlieni u daso-
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pisu ngristalografija", monografija A.M.Zamorzajeva( 1976.)
i monografija( H.S.M.Coxeter, W.0.J.Moser 1972.).

U odnosu na redosled izlaganja i koriscCenu simboliku
rad u potpﬁnosti prati sistematizaciju 1 nacin obelezavanja
koriséen u radu( S.Jablan 198l.), Sto omogucava komparac-
iju generisucih grupa simetrije i odgovarajuéih izvedenih
grupa antisimetrije 1 vidSestruke antisimetrije tipa Mm, nji-
hovih geometrijskih i vizuelnih svojstava.

7eahvalnost dugujem Dr D.Lopandiéu, profesoru Prirodno-
matematilkog fakulteta u Beogradu, za videgodisnju inspi-
rativnu podriku mojim istreZivanjima, mentoru Dr'N.Stojko-
vié, docentu Prirodno-matematilkog fakulteta u Beogradu i
Dr A.F.Palistrantu, profesoru univerziteta "V.I.lenjin"

u Ki%injovu, 3ije su primedbe omoguéile preciziranje i ko-

rigovanje izvesnih elemenata ovog rada.

U Beogradu, Slavik Jablan
20,04,1984,
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Univerzalna metods generi—
ganja grupa antisimetrije

i viSestruke antisimetrije
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Definicija 1l.1. Grupe él i é2 tips ME zg fiksirano
m su jednake gko postoji izomorfizam koji prevodi transf-
ormacije grupe 5, u transformacije grupe 5, ekvivalentne
u gimetrijskom i antisimetrijskom pogledu( A.M.Zamorzajev,
1976.).
" meorema 1.1.( egzistencijalni kriterijum za grupe
tipa Mm) Grupa antisimetrije 1ili vigestruke antisimetrije

G’ biée tipa MR za fiksirano m:
a) ako sve relacije date u okviru prezentacije grupe

G ostaju zadovoljene posle zamene generatora antigenerat-
orima 1

. b) ako se antisimetrija proizvolinog rodalmoﬁe do-
biti u okviru grupe antisimetrije G® kao samostalna simet-
rijska transformacija.

Dokaz: a) Posle zamene generatora antigeneratorima

svaka od relacija (1), imajuéi u vidu (2) daje:
’ ’ ’ no 1l nm-'l
gncsl,sz,--n,sp) =€ 31 .--e -1 n(Sl,Sz,.-c,Sp)r'

n- n
i * Pt Dp-1
=€ @y ..eCp 7

Ako bi neki od elemenata n., bili jednaki Jjedinici, pro-

n.€{0,1} i=0,1,000,0-1 n=1,2,...8

jzvod odgovarajuéih antiidentiteta pio bi &lan grupe G,
te ona ne bi mogla biti tipa M2, Zato mora biti:

11 el
QO -1
ell...e ml —E ta. gn(SI’S2,l.-,D )=E n=1,2,..l,s

b) Ukoliko neki antiidentiteti razlicitih rodova,
npr. ei i © nisg razdvojivi, tada postoji moguinost za-
mene e =€y e (e =), te dobijena grupe nije tipa MT za
fiksirano m, nego je niZeg ranga antisimetrije.

. Obratno, ukoliko vaze relacije gn(Si,Sé,.,.,S§)=E
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n=1,2,.s0,8 grupa G° je izomorina sa G, 2 s obzirom na ra-
zdvojivost svih m antiidentiteta, ona Je tipa ME za fiksi-

rano M.

Problem eliminacije istih grupa tipa M® za fiksirano
m redava se u skladu sa Definicijom 1.1, Identifikacija
istih grupa tipa ME za fiksirano m svodi se na uocavanje
svih izomorfizama grﬁpa tipa M® u kojima transformacije
ekvivalentne u simetrijskom i antisimetrijskom pogledu

medusobno korespondiraju.

Definicija 1.2. Neka su formirani svi proizvodl gen-
eratdra grupe G u okviru kojih svaki generator ucestvuje
maksimalno jednom, a zatim izdvojeni podskupovi transfor-
macija ekvivalentnih u simetrijskom pogledu( algebarski
i geometrijski ekvivalentnih simetrijskih transformacija).
Dobijeni sistem nazivamo antisimetrijskom karakteristikom

grupe G.

Teorema l.2. Dve grupe antisimetrije 111 visSegstruke
antisimetrije-Gi i Gé tipa M2 za fiksirano m jednake su
ako i samo ako poseduju Jednake antisimetrijske'karakter—
istike,

Dokaz: Formiranje svih proizvoda generatora grupe G
i razbijanje na klase transformacija ekvivalentnih u sime-
trijskom pogledu omoguéava proucavanje svih automorfizama

grupe G, koji Cuvaju simetrijsku ekvivalentnost transfor-
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macijae Medutim, s obzirom na relaclje (2) za uoclavanje

j gomorfizama kojl zadovoljevaju Definiciju 1l.1l. dovoljno
je posmatranje klasa u kojima svaki od generatora ucestvu-
Je maksimalno jednom.

Pored navedenih, za izvodenje grupa antisimetrije i

vifestruke antisimetrije koriste se tvrdenja:

Teorema l.%. Grupe tipa M izvode se 1z grupa simetri-

je G. Sve grupe tipa ME za fiksirano m izvode se u okviru
iste familije iz grupa tipa M® T, 24méL.

Dokaz: Pretpostavimo suprotno, tj. da se neka grupa

. - k- m
tipa M® izvodi iz grupe tipa S lM 1 . k1+ml£m-1 ili grupe

k
tipa S e,keém—l. U tom sludaju u sastav grupe tipa M2 mo-

rao bi udi kao samostalni element antiidentitet koji Je

k. m
kao samostalni element ulazio u sastav grupe S 1M L

k
grupe S 2, 5to je protivno pretpostaveci da je izvedena

ili

grupa tipa Mm, posto kao grupa mlada po gvim rodovima

ne mose sadriati antiidentitete kao samostalne elemente.

Teoprema l.4. Grupe simetrije sa izomorfnim antisime-
trijskim karakteristikama generidu jednak broj grupa tipa
M® za svako m, 14m<L,

Teorema l.4%. dokazuje se trivijalno indukcijom po m.

Posledica 1l.1. Izvodenje grupa antisimetrije i viSe-

struke antisimetrije tipa M moguée je svesti na izvodenje
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gvih grupa tipa Vi koje poseduju neizomorine antisimetri-~

jske karakteristike.

Umesto kompletne antisimetrijske karakteristike u
praksi je znatno pogodnije koridéenje njenog redukovanog
ekvivalenta, redukovane antisimetrijske karskteristike.

I okviru antisimetrijske karakteristike skupovi proizvoda
generatora grupe G, formirani u skladu sa Definicijom 1l.2.,
ekvivalentnih u geometrijskom i slgebarskom pogledu na-
iaziée se u zagradama, pri cemu nadvucena 1linija oznadava
komutiranje elemenata u zagradi. Kao pravila pomoéu kojih
se vrdi svodenje antisimetrijske karakteristike na redu-
kovani oblik sluZe sledele relacije:

a) (8,)(8,)(818,)=(8,)(8,)

b) (57755)(8,8,)=(57;55)

e) (8,)(85,575,)=(81)(8,(E;51))=(55,5,5)

1) (S7755755) (5735575555 =(S355755,5%)

e) (E,5)=(8)

_______—.—————-—-——-

£) (8,(55,55),8,(55: ) 4517550, (5575,))

8) (8755) (55,550 =(5 15553555 55525

7nadenja ovih relacija su sledeéa:
a) ukoliko dve grupe antisimetrije ili videstruke antisi-
metrije imaju poznate antisimetrijske tipove simetrija
Sl iS5, onda moraju imati i poznat tip izraza 8182;
b) poznavanjem antisimetrijskog tipa izraza Sy, So, da-
tih proizvoljnim poretkom, poznajemo i antisimetrijski tip

izraza 81853 ¢) s obzirom na izomorfizam izraza S, 1
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(E,Sl): (e’)<—s(E,e’), (E)«—XE,E), dovoljan uslov je
(82,8182); d) uslov (81,82,53) gadrZan Je u uslovu

(81,82,85,84); e) u skladu sa izomorfizmom (E,e’ )« (e’),
(E,E)¢—>(E), dovoljan uslov je (S); f) ekvivalencija

gimetrija 85,84 i klass (5185,8134),m(8255}8284) potreban

je i dovoljan uslov za ekvivalenciju simetrijs 81,82 me-

du sobom i klasa C§I:§E),(§ET§Z); g) proizvodi simetrijski
ekvivalentnih elemenata su simetrijski ekvivalentni. Sve
relacije, koriSéene za redukovanje antisimetrijskih karak-
teristika posledice su navedenih relacija.

U praktidnom postupku generisanja grupa antisimetrije
i viéestruke antisimetrije u okviru antisimetrijskih kara—
kteristika navodeni su samo antiidentiteti ( proizvodi
antiidentiteta) koji odgovaraju generatorima.

7a obeleavanje grupa antisimetrije i viSestruke anti-
simetrije koriséena je simbolika tipa 0-1. Prisustvo anti-
identiteta i-tog roda (14i4m) u okviru antigeneratora oz-
nadavano je brojem 1 na i-toj poziciji posmatrano sa desna.
Predlo¥ena O-1 simbolika u potpunosti korespondira sa sim-
bolikom koju koriste sovjetski naulnici (A.M.Zamorzajev,
A F.Palistrant, E.I.Galjarskij...), pri Semu npr. u siste-
mu oznaka antisimetrijskih bordura( A.F.Palistrant, A.M,
7amorzajev, 1964,) indeksu 1 odgovara oznaka ° (npr. ml=m’?,
indeksu 01 odgovara oznaka * (npr. m01=m*\, indeksu 001
oznaka "“( npr. m001=ﬁ), dok se svi ostali indeksi mogu
interpretirati kao kombinacije navedenih oznaka( npr.
mlll=*;', mllﬁ*m') i sl.

Pod pojmom antisimetrijskog tipa generatora S’ smat-
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ratemo antiidentitet e’ koji odgovara navedenom antigene-
ratoru (S'=e’8), gde Je e’ proizvod antiidentiteta ej
( 36{0,1,2,...,L-1}). Svakoj transformaciji e’ moguée Je
jJodeliti oznaku u sistemu O-1l. Predlozeni sistem 0=1 oz~
naka omoguéava nam da uvedemo efektivni kriterijum razdv-
ojivosti antiidentiteta:

Neka su Bi,eé,...,e£ O-1 oznake svih razlicitih
antigimetrijskih tipova generatora grupe G’., Sistem gene-
ratora grupe G’ zadovoljava uslov razdvojivosti L antii-

dentiteta €,€q9,€595004€17 5 ako i samo ako shema:

1_ L

»,
€1
,
2
. asdrii kvadratnu podshemu ekvivalentnu sa shemom
BJ‘
. _ -
Q.,..01
tipa 0...10 ( dijagonalnom shemom) dimenzije L, pri
10,4 .40

emu pod dozvoljenim transformacijama polazne sheme smat-
ramo: a) iamenu meata horizontalnih redova i b) sabiranje
norizontalnih redova po modulu 2. Uslovi a)b) ocigledno
predstavljaju transformacije koje ne narusSavaju ekvivale-
ntnost sheme, tj. uslova razdvojivosti antiidentitetsa,
s obzirom da uslovu a) odgovara razlilit redosled navede-
nja izrazsa ei,eé,...,ei , & uslovu b) relacije e? =k
360,1,2,...Im1}

Nula-jedan simbolika grupa antisimetrije 1 viSestru~
ke antisimetrije tipa ME ujedno omoguéava uvodenje veoma
efikasne metode vizuelizacije navedenih grupa ﬁomoéu mo-

zaika, koridéenjem prevodenja oznaka generatora grupe G’
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%itanih sa desna na levo, iz dualnog u deseticni brojni
sistem, uz podtovanje relacija (2).

Pod ovim uslovom na mozaicima grupa antisimetrije ti-
pa mt projem O oznadeni su delovi mozaika sa znskom +, a
projem 1 delovi mozaika sa znakom - ; Smisao brojeva
0,1,2,% u okviru mozaika grupa tipa M2 olitava se iz sheme
( A.M.,Zamorzajev, E.I.Galjarskij,A.F.Palistrant, 1978.,
str. 50.):

++

Smisao brojeva 0,1,2,3,4,5,6,7 u okviru mozalika grupa
tipa M3 pogodno se sagledava iz sheme( po ideji A.F.Pali-
gtranta):

b=

+++

(E—
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viru grupa tipa M3 data Jje shemom:

++++

~+++

+ =t

——t+

+ =t

tj. &itanjem sa desna na levo antisimetrijskih tipova ge-~

0000

1000
0100
1100
0010
1010
0110
1110

3 O v N O

+ ot -

_++—

+--+'—

h-+ —

.

0C01
1001
0101
1101
0011
1011
0l1ll
1111

8

9

10
11
12

15
14

15

Analogno, interpretacija brojeva 0,1,2,..4415 u Ok~

neratora i njihovim prevodenjem sa dualnog u desetidéni

brojni sistem.

U skladu sz relacijama (2), u grupama

E(L)={e}x{ei}x.f.x{eL_l} vaziée sledece tablige:

(1)

£(2)

— 0 1
0|0 1
111 O

O 1 2 3
010 1 2 3
111 O 3 2
212 %3 0 1
213 2 1 O
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z(3) 01 2 3 4 5 6 7

0l0 1 2 3 4 5 6 7

1l1 0o 3 2 5 4 7 6

sl2 3 0 1 6 7 & 5

313 2 1. 0 7 6 5 &

sl 5 6 7 0 1 2 3

e o o 6103 2° B

6le 7 4 5 2 3 0 1

7o 6 5 4 % 2 1 O
g(4) 5 1 2 % 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 15
ol o 1 2 3 # 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 15
1l1 0 3 2 5 4 7 6 9 8 111013 12 15 14
ol 2 3 01 6 7 # 510112 8 914151213
3l 3 21 07 6 5 #1110 9 81514 13 12
sl 4 5 6 7 0 1 2 31213 1415 8 91011
g5 4 7 6 1 0 3 21312 151 9 811 10
6l 6 » 2 5 2 3 0 11415 12131011 8 9
ol 7 6 5 4 3 2 1 01514 13121110 9 8
sl 8 9101112131415 0 1 2 3 & 5 6 7
9 9 8111013121514 1 0 3 2 5 & 7 6
10011011 8 914151213 2 3 0 1 6 7 4 5
1711110 9 815141312 3 2 1 0 7 6 5 &
1211213 1415 8 91011 &4 5 6 7 0 1 2 3
1313 121514 9 81110 5 4 7 6 1 O 3 2
14/14 1512131011 8 9 6 7 4 5 2 3 0O 1
15015 1413121116 9 8 7 6 5 4 3 2 1 O

U narednim poglavljima definicije 1.l., l.2., cen-

tralne teoreme 1.1, 1.2.,1.3.,1l.4, i posledica 1l.l1l, bice

xoriSéene za izvodenje svih antisimetrijskih karaskteristi-

ka pojedinaénih grupa

simetrije i izvodenje kompletnog

kataloga svih grupa antisimetrije i vifestruke antisimet-

rijé'u E2 i EQﬂD}, dime je u potpunosti zavrdena i komple-
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tirana teorija grupa antisimetrije 1 viSestruke antisime-
trije u EZ 4 EalO}.

Sve grupe antisimetrije i visestruke antisimetrije mogu
biti prikazsne vizuelno u vidu mozaika grupa antisimetrije
;i vifestruke antisimetrije u sistemu oznska uvedenom u ovom
poglavlju.

Grupe entisimetrije i visSestruke antisimetrije bidle
oznadavane O-1 varijantom Subnjikovske simbolike, Inter-
nacionalne simbolike i prilagodene Subnjikovske simbolike,

Sve ostale moguée primene predloZene univerzalne me-—
tode generisanja grupa antisimetrije i viSestruke antisi-

metrije biée detaljnije analizirane u okviru Poglavlja 7.
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Grupe antisimetrije i videstruke
antisimetrije jednostranih rozeta
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Apstraktne definicije( prezentacije) grupa simetrije
jednostranih rozeta C_, D, koje se Javljaju u svojstvu
generifudih grupa antisimetrije i viSestruke antisimetri-

je Jjednostranih rozeta date su u radu( H.S.M.Coxeter, W.O.

- J.Moser, 1972., str.6).

Teorena 2.l.: Antisimetrijska karskteristika grupe

Cos generisane rotacijom S, date prezentacijom:

Ch (8) SPsE je (8) . Grupa C_ generile grupe
antisimetrije tipa M}n=2k.ZaLh2 grupa Cn ne generise grupe
L

viSestruke antisimetrije tipa M.

Dokaz: Na osnovu Definicijel.Z.antisimetrijska kara-
kteristika grupe Cn, generisane jednim generatorom, rota-
cijom S bide (S).

U skladu sa Peoremom l,l.a) iz relacija:
(eS)nnenSn-enu sledi n=2k, Za 1a2 grupa Cn' u skladu
sa Teoremom l.l.b) ne generisSe grupe tipa ML, posto

nije zadovoljen uslov razdvojivosti antiidentiteta.

Teorema 2.2.8) Grupa D,s generisana refleksijama R,

R , data prezentacijom:

D (RI'R ) R§=R2=(R1R Y2«E ima antisimetrijsku ka-
rakteristiku (El,R ) (RlR ) , koja dozvoljavea redukovanje
na oblik (Rl’R ). Grupa D_ generife grupe anti-

simetrije tipa MY, M°. Ukoliko su antirefleksije R7, R’
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razliditog tipa vaZi usiov n=2k. Za 123 grupa D, ne gene-
riZe grupe viZestruke antisimetrije tipa mb,

Teorema 2.2.b)t Grupa Dn' generisana-refleksijom.R
i rotacijom S, data prezéntacijom:

. (8,R)  SP=R?a(SR)’=E ima entisimetrijsku kerskte-
ristixu (E,5R)(S) , koja dozvoljava redukovanje na

oblik (T,8K) .  Zamena rotacije S antirotacijom S’ doz-
voljena je pod uslovom n=2k, Grupa Dj generise grupe anti-
simetrije tipa Hl, Hz.'Za 13 grups D ne generise grupe
viZestruke antisimetrije tipa EL.

Dokaz: a) Svi proizvodi generatora grupe D , formir-
ani u skladu sa Definicijoml.2.mogu se podeliti u dve ne-
ekvivalentne klase: refleksije Rl,R i rotaciju;Rla « S Ob-
zirom na algebsrsku i geometrijsku ekvivalentnost refleksi-
ja.Rl,R; santisimetrijska karakteristika grupe Dn. Je

(F,F )(R{R ) . S obzirom da va%i relacija: (R;,R)(R,R)=
(RI:H) . antisimetrijskaf karakteristika grupe

D . date navedenom prezentacijom dozvoljava svodenje na

n’
redukovani oblik: (RI,R)

Na osnovu relacija: (eiRl)zn(eéR )2-(eiR1e£R YB=E
(e{R,e3R )P=(eie3)(R;R )P=(efe5)"=E sledi ej=e ili
n=2k, gde su ey i e; proizvodi odgovarajuéih antiidenti-
tets koji korespondiraju antirefleksidamaiRi i R, pa an-
tirefleksije Ri i R’ moraju biti istog tipa ili vaZi n=2k,

Podto je grupsa Dn generisana sa dva generatora, pod
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navedenim uslovima ona generife grupe antisimetrije tipa
Ml, ME. Za I23, na osnovu Teoreme l.1l.b) grupa D, ne gene-
rife grupe viZestruke antisimetrije tipa ML, poito se ne
mobe pealizovati uslov razdvojivosti antiidentiteta.

b) Ekvivalentnost teorema 2.2.a) i 2.2.,b) direktno

gsledi iz relacije R1-SR. Iz relacije SU=E sledi n=2k.

Kompletno izvodenje grupa antisimetrije i visestruke
antisimetrije Jjednostranih rozeta tipa Ml, M2 ostvaruje se
u skladu sa teoremsma lele, le2., le3., 2.1s i 2.2, U cilju
krateg oznalavanja u okviru.antisimetrijskih karakteristika
pogodno Jje navoditi iskljudivo proizvode antiidentiteta
koji odgovaraju antigeneratorima, bez navodenja odgovaraju-
éih simetrijskih generstora. Iz izvodenja grupa entisimet-
rije direktno je moguée evidentiranje ponovljenih grupa, tj.
rsz1iditih kompozicija antigeneratora koje daju iste grupe
antisimetrije. Rezultati izvodenja pregledno se prezentiraju
u katalogu koji sadrii iskljulivo razlicite grupe antisimet-
rije i viSestruke antisimetrije. Sve pomenute grupe antisi-
metrije tipa ML vizuelno se prikazuju u vidu mozaiksa,

Kao rezultat izvodenja dobijéne su beskonalne klase
grupa antisimetrije i viSestruke antisimetrije jednostra-
nih rozeta, bez kristalografskih ogranicenja, ¢iji je broj
dat u tabeli u kojoj je naznalena generiluéa grupa, broj
klasa tipa M1 i'M2 generisanih datom grupom i ukupan broj
antisimetrijskih rozeta tipa Ml i Me.
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: ml M2
.
5, 2 3
5 3 x

7o obelefavanje grupa antisimetrije i vi3estruke an-
tisimetrije jednostranih rozeta kori3éena je O-1 varijanta
Subnjikovake simbolike., Oznalavanje grupa antisimetrije
tipa M? pomoédu Kopcikove viSeélane simbolike grupa antisimetr-
ije vr3i se u skladu sa principom navedenim u (Zsmorzajev,
1976., str.105.).

Predlofeni princip ilustruje primer grupe (2k)01m1
tipa Mz, generisane skupom generatora (eelR,eRl). Elimins-
cijom antii&entiteta ey 4 © respektivno, dobijaju se re-
dom grupe (eR,eRl), (eiR;Rl). Grupi (eR,eRl) korespondira
simetrijska podgrupa indeksa 2;(RR1) oblika C,y s a grupi
(alR,Rl) simetrijska podgrupa indeksa 2, (RR,R, Rl) obli-
ka Dy. Samoj grupi (2k)01m1 detoj prezentacijom (eeiR,eRl)
vdgovara simetrijska podgrupa indeksa 4, generisana gene-
retoron (RR,)2, oblika Cy. U skladu sa ovim grupi (2K)gm
mo¥e se dodeliti Kopcikov viSedlani simbol D2k/(02k'Dk)/Ck'

Vedina izvodenja grupa antisimetrije jednostranih ro-
zeta bila je realizovana u okviru izvodenja grupa G%,O*
O-dimenzionih punktualnih grupa antisimetrije u Ea. Grupe

antisimetrije jednostranih rozeta tipa Ml

zastupljene su
u radovima( Heesch, 1930., Subnjikov, 1951., B.A.Tevger i
V.M.Zajcev, 1956.,V.L.Idenbom, 1959.). U radovima Skole

Bjelova antisimetrijske jednostrane rozete izvedene su i
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xori3éene u cilju izvodenja crno-belih ornamenata super-
poniranjem grupa antisimetrije jednostranih rozets sa an-
tisimetrijskim Braveovim re3etkama. Navedene grupe tipa Ml
javlijaju se i u radovima naudnika iz KiZinjova i koriste
ge za izvodenje grupa viSestruke antisimetrije.

Grupe visestruke antisimetrije jednostranih rozeta
tipa M2 genefisane su u radovimae( A.M.Zamorzajev i E.I.
Sokolov, 1957., E.I.Galjarskij 1 A.M.Zamorzajev, 1965.,
A.M.Zamorzajev, 1976.). Pored izvodenja koja ostvaruju
xi%¥injovski sutori, u radovima( A.M.Zamorzajev, 1963.,
1976.) date su formule koje omogulavaju izrafunavanje
broja grups antisimetrije i videstruke antisimetrije:
C(L,k,m)~ broja vido?a grupa tipa Ska i P;- broja svih

L
razliitih grupa date klase:

2L—1 21!“'1_1 sse 21Pk+1_1
(28-1)(25"t-1)"**(2-1)(2%-1)(2"7 1) "* *(2-1)

L I~-m
PLFJEEO (EEB G(L’k’m))ﬂm , gde Je Hm broj sustinski no-

vih grupa tipa M2( A.M.Zamorzajev, 1976., str. 86., 96.)

Razlifite simbolike ( Subnjikovska, Zamorzajevska,
Kopcikova viSedlana simbolika...) komparirame su u mono-
grafiji ( A.M.Zamorzajev, 1976.).

Pregled podgrupa O-dimenziorih punktualnih grupa an-
tisimetrije tipa:Ml nalazi se u radovima (V.A.Kopcik, 1966.,
E.Ascher i A.Janner, 1965.).

U pogledu klasifikacije i uklapanja grupa antisimet-

rijé i viSestruke antisimetrije u op3tu teoriju grupa si-
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metrije znadajni su radovi(w.T.Holgser, 1961.,N.N.Nero-
pova i N.V.Bjelov, 196l., N.N.,Neronova, 1966.) .

Problem enantiomorfizma, koji Je posluZio kao Jjedna
od inspiracija za uvodenje antisimetrijé u delima éubﬁji-
kova, moze se diskutovati i u sludaju grupa antisimetrije.
Pored klasiinog ensntiomorfizma, u radu(A.V.Subnjikov,
1961.) data je i ideja "oznacenog enantiomorfizma®, mogué-
nosti da se antisimetridan 1lik transformi§e u svoju enan-
tiomorfnu modifikaciju pod dejstvom transformacije antii-
dentiteta e na sve talke antisimetrilnog lika.

U daljem tekstu oznacleni enﬁntiomorfizam( "znacéniJ
enantiomorfizamgg)nazvaéemo ﬁntienantiomorfizmdh tipa e.
Sugerirana ideja dozvoljeva uop3tenje 1 uvodenje antiena~
ntiomorfizma razliditih tipova, npr. tipa €, ©9, €€740c0
Lik éemo nazvati amtienantiemorfnim Y}jkom tipa e’ ako se nje-
gova enantiomorfna modifikacija mozZe dobiti dejst#om tran-
sformacije'e’, proizvoda antiidentiteta ed( &a@,1,2,...,@9,
na ave talke lika,

U skladu sa navedenom definicijom, u okviru grupa
antisimetrije 1 vi§éstruke antisimetrije klasidni( prosti)
enantiomorfizam Javlja se xod rozeta tipa (2k)1, entiena—~
ntiomorfizam tipa e kod rozeta tipa nm,;, grupe (2k)lm01
' su antienantiomorfne tipa eq i eey, grupe (2k)11m01‘su
entienantiomorfne tipa e i-e,, a grupe (21:)011111 tipa e
i ee, . Posmatranjem refleksija i antirefleksija koje ula-

ze u sastav neke grupe antisimetrije moZemo ustanoviti

zavisnost tipa enantiomorfizma( antienantiomorfizma) date

(+) A.V.Subnjikov 1962.
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grupe od njihovog karaktera i konstatovati da se enantio-
morfizam ne javlja kod grupa u ¢iji sastav ulaze reflek-
gije, da se enantiomorfizam javlja u grupama u ¢iji sas-
tav ne ulaze refleksije ni antirefleksije, a da se u gru—
pama u ¢iji sastav ulaze antirefleksije, bez prisustva re-
fleksija javlja antienantiomorfizam &iji tip korespondira
tipu navedenih antirefleksija.,

Medu razlifitim interpretacijama grupa antisimetrije
i videstruke antisimetrije javlja se i moguénost geometr-
ijskih interpretacija. Prikazivanje dvostranosti korisée-
nJjem crno-ﬁelih mozaika, koje je posluzilo kao osnov za
uvodenje antisimetrije(H.Heeach, 1930.) diskutovano je u
radovima( A.V.Subnjikov, 1951l., A.M.Zamorzajev, 1976.) .
Detaljna diskusija grupa antisimetrije i visestruke anti-
aimetrije jednostranih rozeta i njihove primene za konsta-
tovanje grupa antisimetrije i viZestruke antisimetrije dv-
ostranih rozets zastupljena je u radu( A,F.Palistrant,
1965,). Promena znaka prve antisimetrijske koordinate,
dejstvo antiidentiteta e, u okviru grupe L-struke antisi-
metrije tretirano je kao promena znaka geometrijske koor-
rdinate ortogonalme u odnosu na ravan rozete, posmatrano
u Ea. Navedeni postupak, uzimanje znaka prve antisimetrij-
ske koordinate kao indikatora polofaja talke sa Jedne ili
druge strane invérijantne ravni rozete, a preostalih IL-1
antiidentiteta kao vangeometrijskih svojstava omoguclava
direktno evidentiranje dvostranih antisimetrijskih rozeta
tipa I~1 na osnovu kataloga Jjednostranih antisimetrijskih

rozeta tipa L, Navedena interpretacija grupama antisimet-
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rije jednostranih rozeta tipa Mt (2k)1, (2k)qm, nml do-~

'deljuae redom grupe simetrije dvostranih rozeta: (2k),

(Ez)m i n:2., Ostale grupe simetrije dvostranih rozeta
izvode se 1z grupa simetrije jednostranih rozeta Cn,Dn
xao antisimetrijske grupe tipa Sl date direktnim proi-
zvodima: Cnx{e} ’ Dﬁ;{e} . kéﬁima odgovarajﬁ_respékfivno
grupe simetrije dvostranih rozeta n:m, mn:m( date u Subnji-
xovskim oznakama). Analogno razmatranje primenjeno na gr-
upe viZestruke antisimetrije jednostranih rozeta, L=2,
daje grupe antisimetrije dvostranih rbzeta.

81i%¥ne diskusije o geometrijskim primenama antisimet-
rije mogu se posmatrati u radovima Subnjikova, koji pri
izvodenju O-dimenzionih punktualnih grupa simetrije, pri-
menom antisimetrije, vrii identifikaciju antiidentiteta e
sa inverzijom,

Fizidke interpretacije antisimetrije zastupljene su’
u radovima By,A.Tavgera 1 V.M.,Zajceva( 1956.), V.A.Kopcika
( 1967.), pri diskusiji problematike CPP-invarijantnosti
sa stanoviita grupa viZestruke antisimetrije( Zamorzajev-
skih grupa) i L.A.Suvalova( 1962.), koji kao interpreta-
cije grupa antisimetrije proudava svojstva magnetnog mom-
enta M i elektri¥kog momenta P, Pri tome je antiidentitet
e uziman kao promena znaka aksijalnog vektora nmagnetnog
momenta M, odnosno znaka pdlarnog vektora elektriénog mo-
menta P. Kao Jedan od znaéajnijih rezultata rada Javlja
se tvrdenje da se segneto-,antisegnetﬁ-j.segnetielektrici
realizuju iskljudivo u obliku mladih grupa antisimetrije

G%,C tipa Ml i izvodenje 122 punktualne kristalografske
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elektridne klase, koje odgovaraju antisimetrijskim klasamsa
O-dimenzionih punktualnih kristalografskih grupa. Kombino-
vana magneto-elektridna simetrija moZze biti interpretira-
na pomodu Zamorzajevskih O-dimenzionih kristalografskih
grupa viSestruke antisimetrije tipa M2.

Sve sugerirane interpretacije( crmo-bele, geometrij-
gke, fizi3ke...) predstavljaju samo razlidéite oblike mo-
deliranja apstraktne teorije grupa antisimetrije 1 vide~

gstruke antisimetrije.

i
-
+
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Jedan od najznadajnijih modela grupa amtisimetrije i
vifestruke sntisimetrije su mozailke vizuelizacije. Moza-
ici grupa entisimetrije Jednostranih rozeta tipa Ml dati
su u radovima( A,V,Subnjikov, 1951., V.A.Kopcik, 1966.),
a mozaici grupa tipa.M2 u radu{( E.I.Galjarskij, A.M.Za-
morzajev, 1963.) i monografiji( A.M.Zamorzajev, 1976.)

U sklszdu sz metodom mozgickog interpretiranja grupa

antisimetrije i viSestruke antisimetrije, predloZenim u

Bk g b eyl bl v s e v e IR S SR eyt ot S B U TR O A ey o 5

Poglavlju 1 moguée je realizovati kataloski pregled

- S R TR

mozaiks mladih grﬁpa sntisimetrije i viSestruke antisi-
E metrije Jjednostranih rozeta.

U istoriji ornamentike primeri grupa antisimetrije
jednostranih rozeta tipa Ml ( crno-belih rozeta) zastu~
pljeni su od najstarijih vremena, neolitskog perioda,

javljajuéi se sa poCecima dihromne keramike. Prisutne su

sve tri klase antisimetrijskih rozeta tipa Ml. Postojanje

kontrasta crno-belo omoguéavalo Jje umetnicima da izraze
koncepciju polarne dualnosti, shvaéenu u simbolidkom

smislu kao sukob i jedinstvo suprotnosti, dinamidku ravno-
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tefu( po3to u okviru crno-belih, antisimetrijskih grupa
postoJi ravnomerna zastﬁpljenost crnih i belih delova),
ostvare razdvajanje susednih likova i prelazak 8a ravans—
kog( plo3nog) prikazivanja na sugestiju prostornosti, du-
bine, Nazivi pojedinih ornamentalnih motiva( "jang-jin",
"dan-noé", "voda-vazduh") svedole o vizuelno-simboliclkim
znadenjima koja im so dodeljuju, pri demu antisimetrija
predstavlja sredstvo za ostvarivanje kontrasta, dualiteta,
dinamike, alterniranja. Neke od navedenih aspekata vizuel-
ne funkcije antisimetrije moguée Je pratiti u radovima

( M.C.Escher, 1960., C,H.Macgillavry, 1976., A.V.Subnjik-
ov, V.A.Kopeik, 1972.).

e

Iniéresantan_iméktﬁeian”ja.problem graniénih grupa
antisimetrije i vi3estruke antisimetrije Jednostranih
rozeta, diskutovan u odnosu na neprekidne grupe antisi-

1

metrije jednostranih rozeta tipa M~, generisane graniénim

grupama simetrije jednostranih rozeta.coo(oo) i Daj(uum)
u radu(A.V.Subnjikov, 1958.) i monografiji( A.M.Zamorza-
jev, 1976), u kojoj je pokrenuto i pitanje graninih gru-
pa viSestruke antisimetrije.

Generi3udée grupe'aai oom daée grupe antisimetrije

tipa Mlz

., ®,m i ®m i grupe antisimetrije tipa M°:
® Mgy, 0490y & 0y« Sve graniine grupe antisimetrije

i vi%estruke antisimetrije, pored fizidkih interpretacija,




pru¥aju i moguénost interpretiranja teksturnom metodom

( A.V.Shubnikov, N.V.Belov and others, 1964, ,8tr.161.).
Diskusije pojave enantiomorfizma i antienantiomorfizma
primenljive su i na granilne grupe antisimetrije i vi-
Xegtruke antisimetrije jednostranih rozeta, pri cemu vaie
tvrdenja izvedena u odnosu na analogne grupe antisimetri je
i vi%estruke antisimetrije Jednostrenih rozeta. .

Pored moguénosti antienantiomorfizma kod grupa anti-
simetrije i viZestruke antisimetrije javlja se i moguéno-
st e’-invarijantnosti, gde pod ovim pojmom podrazumevamo
invarijantnost lika u odnosu na dejstvo transformacije e’,
proizvoda antiidentiteta €4 ( Jdp,l,E,...,ﬁb, na sve tad-
ke lika, Antisimetrijske rozete (2k)1, (2k)1m, (2k)lm01
su e-invarijantne, (2k)01m1 el-invarijantne, a rozete
(2k)11m01 eel-invarijantne.

U daljem radu pokazaéemo komplementarnost ovako de-
finisanih pojmova e‘~ invarijantnosti i e”-antienantio-

morfizma

Definicija 2.1. Iik je e’—antienantiomorfan ako se
pod dejstvom transformacije e, proizvods antiidentiteta
ej ( ij,l,2,...,ﬂD, na sve tacke lika preslikava w svVO-
ju enantiomorfnu modifikaciju.

Definicija 2.2. Iik je e’-invarijantan ako se pod de-
jstvom transformacije e’, proizvoda antiidentiteta ed

( 369,1,2,...,@9 preslikava identicki u samog sebe.

Teorema 2.%. Neka je G’ grupa antisimetrije tipa ME




kxoja odgovara nekom liku L. Tada je 1lik L 11i e’-enantio~
morfan ili e’~-invarijantan.

Dokaz: Pod dejstvom transformacije e’, proizvoda an-—
tiidentiteta fza:J ( jép,1,2,...,@9;.sve gimetrijske i anti-
. gimetrijske transformacije iz grupe G°, koje odgovaraju liku
1 ostaju oduvane pa dobijeni 1lik e’L poseduje grupu anti-

simetrije @°., Prema tome, 1ik e¢’L je ili identidan sa 1li-
kom L 1i1i Je njegova enantiomorfna modifikacija.

Pojavu e’-enantiomorfizma { e’- invarijantnosti mo-
‘guée je uoliti posmatranjem dejstva transformacija e’ ne
mozaike grupa antisimetrije i visestruke antisimetrije
rozeta tipa ML.




Grupe antisimetrije i vise-

struke antisimetrije bordura
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Apstraktne definicije( prezentacije)grupa simetrije
vordura pl, pg, P2, plm, pm, pgm, pmm koriséenih kao ge-
nerifuée grupe grupa antisimetrije i visestruke antisime-
trije bordura navedene su u radu( S.Jsblan, 198l.).

Teorema 3.l. Antisimetrijska karakteristika grupe pl,
generisane translacijom X, date prezentacijom:
tips Ml. 7a 182 grupa pl ne generile grupe visSestruke an-

tisimetrije tipa HL.
Dokaz: Na osnovu Definicije 1l.2. grupe pl, generisa-

ne jednim generatorom, tramnslacijom X biée (X).
U skladu ss Peoremom l.l. grupa pl generise grupe

antigimetrije tipa Mt

« Za 122 grupa pl, u skladu sa Teo-
remom 1.1.b) ne generise grupe viZestruke antisimetrije
tipa ML, podto nije zadovoljen uslov razdvojivosti antii--

dentitets.

Teorema %.2. Antisimetrijska karakteristika grupe pg,
generisane klizsjuéom refleksijom P, date prezentacijom:
PE (P) Je (P). Grupa pg generiSe grupe antisimetri-
Je tipa Ml. Za L22 grupa pg ne generiSe grupe viZestruke
antisimetrije tipa MT.

Dokaz Teoreme 3%.2. analogan Je dokazu Teoreme el

Teorema3.3.a)Antisimetrijska karakteristika grupe p2,
generisane centralnim simetrijsma( rotacijama reda 2) T, Tl,

date prezentacijom:




40,

P2 (T,Tl) TzuTiyE je (TTl)(T,Tl) i dozvoljava redu-
kovanje na oblik , (T,Ty). Grupa p2 generile gru-

pe antisimetrije i viSestruke antisimetrije tipa Hl, M2.

Za 123 grupa p2 ne generide grupe vifestruke antisimetiri-
je tipa MU,
Teorema 3.3.b) Antisimetrijska karskteristika grupe

- p2, generisane translacijom X i centralnom simetrijom T,
date prezentacijom:

p2  (X,B) T2=(TX)%=E Je (X)(T;TX) i dozvoljava redu-
" kovanje na oblik; (T,TX). Grupa p2 generiSe grupe
antisimetrije i viSestruke antisimetrije tipa Ml i Mz.

Za Ia3 grupa p2 ne generise grupe visSestruke antisi-
metrije tipa M-.

Dokaz: a) Svi proizvodi generatora grupe p2, formir-
ani u skladu sa Definicijom 1l.,2. mogu se podeliti u dve
neekvivalentne klase: translaciju TTl i rotacije reda 2
( centralne simetrije) T,T,., S obzirom na algebarsku i ge-

ometrijsku ekvivalentnost centralnih simetrija T’Tl s 8n-—

tisimetrijska karakteristika grupe p2 Je (TTl)(T,Tl).

S obzirom na vadenje sledede relacije : (T,Tl)(TT1)=

=(T,T,) navedena antisimetrijska karakteristika dozvo-
ljava redukovanje na oblik : (T:@I). U skladu sa
Teoremom l.l. grupa p2 generife grupe antisimetrije i vi-
Sesruke antisimetrije tipa Ml, M2, dok za Ia% grupa pZ ne
generiSe grupe viBestruke antisimetrije tipa ML, posto ni-

Je zadovoljen uslov razdvojivosti antigeneratora.
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b) Ekvivalentnost Teorema %2.3.8) i 3.3.b) sledi
direktno iz relacije XuTTl.

Teorema 3.4. Antisimetrijska karakteristika grupe plm,
generisane translacijom X 1 refleksijom R, date prezenta-
cijom:
olm  (X,R) R2=E IR=RX Je (X)(R)(XR) i dozvoljava .
redukovanje na oblik (X){(R). Grupa plm generife grupe an-
tisimetrije i viZestruke antisimetrije tipa Ml, Mz, u sk-
ladu sa Teoremom l.l. Za Ia3 grupa plm ne generise grupe

viZestruke sntisimetrije tipa ML.

Dokaz: Svi proizvodi generatora grupe plm, formirani
u skladu sa Definicijom 1.2., mogu se podeliti u tri nee-
kvivalentne klase: translaciju X, refleksiju R 1 klizaju-
éu refleksiju IR, te Je antisimetrijska karakteristike gr-
upe plm: (X)(R)(XR) i dozvoljava redukovanje na oblik
(X)(R), 8 obzirom na ekvivalentnost uslova (XOH((RY(XR) 1
(XHY(R)., U praksi,-ﬁri izvodenju grupa antisimetrije i vi-
agtruke antisimetrije, navodenje ovakve antisimetrijske
karakteristike je suviino, s obzirom na nezavisnost zame-
na generatora X,R antigeneratorima, podto Je ovakva anti-
simetrijska karskteristika sadrZana u samom procesu igvo-

denja grupa antisimetrije i visestruke antisimetrije uops-

tenim metodom Subnjikova-Zamorzajeva.

Grupa plm generife grupe antisimetrije 1 visestruke

antisimetrije tipa Ml, M2, v sklsdu sa Teoremom l,l., dok

za I23 grupa plm ne generiSe grupe visestruke gntisimedr-
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ije, u skladu sa Teoremom l.l.b), po3to nije zadovoljen

uslov razdvojivosti antiidentiteta.

Teorema 3.5.8) Antisimetrijska karakteristika grupe

pm, generisane refleksijama R,, Ry, date prezentacijom:

pm (Rl’R2) R%ngmE de‘(R132)(Rl’R2)i dozvoljava re-

dukovanje na oblik . : (HI:FE). Grupa pm generide
grupe antisimetrije i viZestruke antisimetrije tipa Ml,'Mz.
%Za I3 grupa pm ne generife grupe viZestruke antisimetrije
tipa ML.

Teorema 3.5.b) Antisimetrijska karakteristika grupe
pm, generisane translacijom X i refleksijom.Rl};date pre-—
zentacijom:
pm (X,Rl) Ri-(Rlx)zﬁE je (EZ:E;Z). Grupa pm gene-—
ri%e grupe antisimetrije i visestruke antisimetrije tipa
Ml i Mz. Za I»3 grupa pm ne generife grupe videstruke an-
tisimetrije tipa M'.

Dokaz: a) Svi proizvodi generstora grupe pm, formir-
ani u skladu sa Definicijom l.2. mogu se podeliti na dve
neekvivalentne klase: translaciju R4R, i refleksije Ry, Rs.
S obzirom na algebarsku i geometrijsku ekvivalentnost re-
fleksija.Rl,Ra, antisimetrijska karakteristika grupe pm
Je (R,R5)(RE{,Ry).

S obzirom na vaZenje relacije :'(ﬁ;:ﬁzj(RiR2)=
| (HITEE), moguée Jje svodenje antisimetrijske karakteristi-
ke na redukovani oblik : (ﬁ;ﬁg).

U skladu sa Teoremom l.l.grupa pm generise grupe an-—

tisimetrije 1 viSestruke antisimetrije tipa Ml,M2_ 7a 123,
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grupa pm, na osnovu Teoreme 1.1.b) ne generie grupe vise-

struke antisimetrije tipa ML

, po3to nije zadovoljen uslov
razdvoiivosti antiidentiteta. |
b) Ekvivalentnost Teorema 3.5.,a) i 3.5.b) direktno ;
gledi iz relacije X-Rlﬂz. | i
. Uodimo da grupe p2 i_;é imaju izomorfne antisimetrl—"
jske karakteristike, pri &emu vazi jzomorfizam: a)
(T,Tl) e (Rl,Rz), b) (X T) > (X,Rl). U skladu sa

Teoremom l.4. grupe pe i pm generisade Jednak broj grupa

tipa ML za svakXo L., KoriSéenjem navedenog jzomorfizma mo-
guée Je izvodenje grupa antisimetrije i viSestruke antis-
imetrije generisanih grupom pm svestl na rezultate izvod-
enja grupa antisimetrije i viSestruke antisimetrije gene-

risanih grupom pZ.

Teorema 3.6.8) Antisimetrijska karakteristike grupe
pgm, generisane klizajuéom refleksijom P i refleksijom Rl’
date prezentacijom:
pgm (P,Rl) Ri-(RIP)zuE Je (P)(Rl)(PRl) i dozvoljava
redukovanie na oblik (P)(Rl). Grupa pgm generide grupe an-
tisimetrije i viSestruke antisimetrije tipa Ml M2. Za 123

grupa pgm ne generise grupe vifestruke antisimetrije tipa

MY,

Teorema 3.6.b) Antisimeﬁrijska kerakteriagtika grupe

pgm, generisane centralnom simetrijom T, i refleksijom

Rl, date prezentacijom:

2
pgm (Rl’Tl) RlnTi-E je (Rl)(Tl)(RlTl) i dozvoljava re-

dukovanje na oblik (Rl)(Tl). Grupa pgm generisSe grupe an-
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tisimetrije tipa MY, M

. Za I3 grupa pgm ne generise
grupe vigestruke antisimetrije.

Dokaz: a) Svi proizvodi generatora grupe pgm, formi-
rani u skladu sa Definicijom 1.2, mogu s~ podeliti u tri
neekvivalentne klase: klizajuéu refleksiju P, centralnu
aimetrijuRiP i refleksiju Rl’ te Je antisimetrijska kars-
kteristika grupe pgm (P)(Rl)(RlP). S obzirom na ekvivale-
ntnost uslova (P)(Rl)CRlP) i (P)(Rl) redukovana antisimet-
rijska karakteristika ove grupe je (PX(Ry).

Na osnovu Teoreme l.l. grupa pgm generise grupe anti-

1 ,Mz, dok za

simetrije i videstruke antisimetrije tipa M
123 grupa pgm, u skladu sa Teoremom l.l.b) ne generisSe
grupe visSestruke antisimetrije tipa ML.

Po3to grupe pgm iplmimaju izomorfne antisimetrijske
karakteristike, pri demu vaZi izomorfizam (P,Ri)ﬂ—ﬂ-(Tl,Rl)
<+~ (X,R) mogudée Je u skladu sa Teoremom l.4, ustanovi-
ti da ée grupe pgm i plm generisati Jednak broj grupa tipa
> za svako L 1 rezultate izvodenja grupa antisimetrije
i viSestruke antisimetrije generisanih grupom plm prime-
niti na grupu pgm.

b) Ekvivalentnost Teorema 3.,6.a) i 3.6.b) direktno

sledi iz relacije TlanP.

Teorema %.7. a)Antisimetrijska kerskteristika grupe
pmm, generisane translacijom X i refleksijama R, Rl’ da-
te prezentacijom:

2

2 2
pmm  (X,R,R,)  R“=R{=(R;X)“=E XR=RX RR,=R,R je

(X)(R)(XR)(Rl,le)(RRl,RRIX) i dozvoljava redukovanje na
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oblik (R)(HITHII). Grupa pum generife grupe antisimetrije
i vi%estruke antisimetrije tipa Ml, Mz, Ma. Za 124 grupa
pmm ne generiSe grupe vigestruke antisimetrije tipa HL;
Teorema 3.7.b) Antisimetrijska kar-kteristika grupe

pmm, generisane refleksijamaiR;Rl,Re, date prezentacijom:
pmm  (R,Rq,Rp) R2=RZR3E RT=Ry,R, Je '
(R)(Rle)(R—f,ﬁz)(m)(RRle) i dozvoljava redukovan]e
na oblik (R)(m) 111 (R)(R;RE). Grupa pmm generisSe
grupe antisimetrije i viéestruﬁe antisimetrije tipa Ml,

M2, Ha. 7a I»4 grupa pmm ne generise grupe viZestruke
antisimetrije tipa;ML.

Dokaz: a) Svi proizvodi generatora grupe pmm, formi-
rani u skladu sa Definicijom 1l.2. mogu se podeliti u pet
neekvivalentnih klasa: translaciju X, refleksiju R, kli-

zajuéu refleksiju IR, refleksije ortogonalne u odnosu na

osu X ¢ Rl, RlX i centralne simetrije RRl;i RR, X, S obzi-

rom na algebarsku i geometrijsku ekvivalentnost refleksi-
Ja Ry, R]_X medu sobom i centralnih simetrija RR i RR]_X

medu sobom, antisimetrijska karakteristika grupe pmm je
(X)(R)(E)CW)(W). S obzirom na algebarsku
ekvivalentnost usiova (X)(RY(XR) i (X)(R) medu sobom i
uslova.(R)(FﬁZjﬁﬁIx) i (R)(EI:E;K) antisimetrijska karak-
teristika se svodi na oblik (X)(R)(EE?E;K). Medutim, pod-
to je (W)“(Rﬂm))' uslov (X) mdguée je eliminisati,
pa je redukovana antisimetrijska karakteristika grupe pmi
(R)(R{,R{X).

U sklaedu sa Teoremom l.l. grupa pmm generiSe grupe




antisimetrije i vid3estruke antisimetrije tipa Ml, Mz, M3,
Za L=4 grupa pmm ne generile grupe viSestruke antisimetr-
ije'tipa ML, u skladu sa Teoremom l.l.b), s obzirom da ni-
Je zadovoljen uslov razdvojivosti antiidentiteta.

b) Exvivalentnost Teorema 3.7.8) i 3.7.b) direktno
sledi iz relacije RziRlx.

Na kraju Poglavlja 3. navedeno Je celokupno izvode-
nje grupa antisimetrije i viSestruke antisimetrije bordu-
ra tipa Ml, Mz, Ha, $to pored ostalog omogudava i uolava-
nje ponovljenih grupa, tj. kombinacija generatora koje re-
zultiraju istim grupama antisimetrije i visSestruke antisi-
metrije, Kao rezultat izvodenje grupa antisimetrije i vi-
festruke sentisimetrije sastavljen Je katalog razliditih
erupa antisimetrije bordura tipa MY, M° i M2, Sve dobije-
ne grupe antisimetrije i viSestruke antisimetrije bordu-

2

ra tipa Ml, M, M5 vizuelno su prikazane u obliku mozaiksa

ostvarenih u skladu sa metodom sugeriranim u Poglavlju 1.
Prikazani u tabelarnom obliku,brojevi N, grupa anti-

simetrije i vifestruke antisimetrije bordura tipa Ml, M2,
P,
M

s Elasge:
Pl pg D2 plm pm pgm pmm
ML 1 1 2 3 2 3 5
Me 2 6 3 6 24

M> 84
te Je Ny=17, H2-42, H3=84, Sto odgovara rezultatima na-~
udnika iz Kifinjova( A.M.Zamorzajev, 1976., str.159.).
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Navedeni brojevi Nm_omoguéavaju izradunavanje broja
svih grupa antisimetrije 1li videstruke antisimetrije bo-
rdura PL( videti str.31).

Zg obelezavanije grupa antisimetrije i vi3estruke anti-
simetrije bordura kori3éena Jje O-1 varijanta Internacio-
nalne simbolike( Hermann,Maugin). ObeleZavanje grupa anti-
simetrije 1 viZestruke antisimetrije bordura mogule Jje vr-
54ti i primenom Kopcikove viSellane simbolike, Ovakav si-
stem obeleZavanja ilustrovaiemo primerom grupée antisimet-
rije tipa M2: P112001%01° date skupom generatora:

(eelX, eiR,eéRl). Eliminacijom antiidentiteta e,,e,,©,
respektivno, dobijaju se redom grupe antisimetrije
(eelx,eIR,Rl),(eX,R,ele), (91X,91R,32R1), kojim odgovara-
ju grupe simetrije: pm (X2,R), plm (X°,R), pg(XR). Grupi
antisimetrije P11%001™01° generisanoq grupom simetrije pmm,
odgovara, posle eliminacije antisimetrija simetrijska pod-
grupa indeksa 8 pl (X°), te ée Kopcikov viZedlani simbol
grupe pyqMop3lgy Piti pmm/( pm,plm,pg)/ple.

Ideja vizuelnog prikazivanja grupa simetrije lenti
u vidu dvobojnih dijagrama, koja ukazuje na dimenzioni
prelaz, naznafena u radu( A.Speiser, 1927.) i ostvarena u
radu( L.Weber, 1929.) posluzila Jje kao povod za uvodenje
pojma antisimetrije. Pri ovakvom razmatranju 31 grupa si-
metrije lenti moZe biti tretirana kao skup grupa antisim-
etrije bordura koJji sadinjavaju 7 generiZuéih( "polernih")
bordura, 7 starijih( "neutralnih", "sivih") bordura i 17
mladih( "meZdvitih", "crno-belih") bordura, pri cemu Je

netrivijalsn problem generisanja 17 bordura tipa M,




48,

Generisanje grupa antisimetrije bordura ostvareno je u
radovima (A.M.Subnjikov, 1951.;‘3. V. Bjelov, 1956.), kao
i u radovima mnogih drugih autora, najéesée kao parcijal-
ni rezultat pri izv.ienju grupa antisimetrije lenti ili
pri generisanju grupé viZestruke simetrije bordura. Nave-
dena dva problema, pitanja grupa antisimetrije lenti 1 vi;
testruke antisimetrije bordura neposredno su povezana, pO-
5t0 se grupe viSestruke antisimetrije bordura tipa 1L mogu
tretirati kao grupe antisimetrije lenti tipa L-1, pri e~
mu jJje prva antisimetrijska koordinata kod grupa antisimet-
rije bérdura_tipa I shvaéena kao pokazatelj poloZaja talke
sa jedne ili druge strane invarijantne polarme ravnl. bor-
dure, dok Je preostala I-1l antisimetrijska koordinata tre-
tirana u smiglu vangeometrijskih dvofaznih svojstava.'
Prvo izvodenje 179 grupa antisimetrije lenti, u svoj-

stvu grupa simetrije 4-dimenzionih bordura ostvareno Jje

natrisnom metodom u radu (T.Roman, 1959.), pri &emm dobi-

jenih 179 grupa tipa G 2 dozvoljavaju prirodnu inter-
4’5! 11

pretaciju kao grupe antisimetrije lenti G% 5 1° Nezavisna
9

izvodenje grupa antisimetrije lenti data su u radu( A.V.S5u-

bnjikov, 1962., 1963.) uz korekciju skole Bjelova( N.V.
Bjelov, T.S.Kuncevié, . N.N.Neronova, 1962.). U radu( A.
Pabst, 1962.) dat je katalog 179 grupa antisimetrije len-
ti u simbolici Hermann-Maugina i pregled njihovih relaci-
ja u odnosu na grupe simetrije i antisimetrije, pri &emu
ge 31 antisimetrijska bordura dobija projektovanjem anti-
‘gsimetrijskih stoZera, dok se grupe antisimetrije lenti

dobijaju sedenjem crno-belih stoZera,
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Prvo direktno izvodenje grupa visestruke antisimetr-
ide bordura dato je u radu(A.F.Pelistrant, A.M.Zamorzajev,
1964.), gde Je pored detaljne digkusije dimenzionog prela-
za, povezivanja grupa antisimetrije i viSestruke antisim-
etrije generisanih jednodimenzionim grupama pl, pn (I=3),
grupa antisimetrije 1 viSestruke antisimetrije bordura
(I=2) i grupa antisimetrije lenti(Iml), dat komparativai
katalog grupa antisimetrije bordura (I=1,2), dok Je za
I=3 dat samo broj grupa vifestruke antisimetrije bordura,
N3-84, dobijen kombinatornim metodama, bez katalogliziranja
grupa tipsa Ma.

Klasifikacije grupa antisimetrije i viSestruke anti-
simetrije i odredivanje njihovog mesta u opsto] gsigtemati-
c¢i grupa simetrije vrsene su u radevima( W.T.Holser, 19c1.,
¥.N.Neronova i N,V.Bjelov, 196l1l., N.N.Neronova, 1966., A.M,
Zamb:zajev, 1976.).

Vizuelizacije grupa antisimetrije bordura( crno-beli
Veberovi dijagremi lenti) date su u radovima( A.V.Subnji-
xov, 19%0., N.V.Bjelov, 1956., W.Novacki, 1960,, Y.Le
Corre, 1958.), dok Je veéina vizuelizacija grupa antisi-
metrije lenti zastupljena u radu( A.V.8ubnjikov,1962.).

Na kraju Poglavlja 3 dati su mozaici svih grupa
antisimetrije i vi3estruke antisimetrije bordura konstru-

jgsani u skladu sa metodom predlofenim u Poglavliju 1l.
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Pored fizidkih interpretacija antisimetrije i viSe-
struke antisimetrije, kakve se javljaju u fiziei Svrstog
tela, fizici elementarnih Cestica 1 kristalografiji, u ko=
jima grupe antisimetrije i viZestruke antisi~etrije bord-
ura nalaze svoje mesto, jedna od znalajnijih interpreta-
cija crno-belih grupa antisimetrije bordura su odgovara-
juéi bordurni ornamenti, koji se javljaju u ornamentalnom
gslikarstvu. Najstariji primeri crno-belih bordura datira-
Ju iz vremena neolita. U pogledu zastupljenosti dominira-
ju ornamenti generisani grupama simetrije bordura maksi-
malno zastupljenih u klasidnosimetrijskoj ornamentici.
Pored ovoga ng zastupljenost primera razliéitih antisi~
metrijskih bordura uti¥u i njihove antisimetrijske osobi-
ne, priléemu au maksimalno zastupljene antisimetrijske bo-
rdure kod kojih susedne oblasti alterniraju u pogledu bo-
je. Takode je moguée zapaziti prevagu geometrijske antisi-
metrijske ornamentiké nad bordurnom aptisimetrijskom orna-
mentikom koja koristi prirodne uzore, zahvaljujuéi odsus-
vu antisimetrijskih formi medu prirodnim uzorima. Veéi br-
o3 bordura, pogotovu onih koje datiraju iz drevnih epoha
i1i antisimetrijskih bordura koje se Javljaju u ornament-
ici primitivnih naroda nosi u sebi vizuelno—simbcliéka
znafenja, pri Semu je naglaSena simbolicka funkecija van-
geometrijskog svojstva reda 2, crno-belog alterniranja,
koja ukazuje na dualistidki pristup u tumadenju i interp-
retiranju stvarnosti.

Kao osnov za komparaciju hronologije, zastupljenosti,

vizuelnih i vizuelno-simbolidkih karakteristika antisimet-
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rijskih bordursa sa odgovarajuéim generiduéim klasicénosim-
etrijskim bordurama moZe posluiiti rad( S.Jablan, 198l.,
Poglavlije 2.).

Pitanja e’-entieuantiomorfizma i e’ ~invarijantnosti
zaslufuju paZnju 1 u sludaju svih grupa antisimetrije i
viZestruke antisimetrije bordura tipa ML. Kao ilustracije
razmatranja ovog problema moZe posluZiti primer grupe an-
‘tisimatrije bordura Pq;B501%01 (eeiK,eiR,eéRl) u 8iji sa~
stav ulaze sledeée indirektne transformacije: refleksije ;

°iR'°2R1'931°2XR1 i kxlizajuéa refleksija eXR, te ée grupa

P112001%01 biti antienantiomorfna grupa tipa €,6,,65,8€,85.

Po3to se radi o grupi tipa Ma, u skladu sa Teoremom 2,3.,
ova grupa &e biti ee,,ee,,04€5 invarijantna.
Analogno ispitivanje mogule Je primeniti na sve gru-

pe antisimetrije 1 viZestruke antisimetrije bordura. Da
bi se ovo ostvarilo potrebno je u okviru svake grupe re-

gistrovati sve jndirektne izometrije( refleksije, antire-
fleksije, klizajuée refleksije, klizajute antirefleksije)

koje ulaze u sastav posmatrane grupe antisimetrije il1
vifestruke antisimetrije bordura. Ukoliko u sastav grupe

ulaze refleksije ili klizajuée refleksije, enantiomorfi-
zam se ne Jjavlja, pa samim tim ni artienantiomorfizam,

veé Jje takva grupa tipe HP, u skledu sa Teoremom Z2.5.

¢’ -invarijantna, gde je{e*}skup svih medusobnih proizvoda
antiidentiteta ej( j=0,1,2,..1~1). Ako u sastav posmatra-
ne grupe tipa ML ne ulaze indirektne simetrije( refleksije,

klizajuée refleksije), veé samo indirektne antitransforma-

cije tipova e’ onda je grupa antienantiomorfna tipa{e’}i
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invarijantna tipa {e*}\{e'}.. U navedenom primeru grupe
P11%001%01 tipa M2 Je {e*}n{e,el,ez,eel,eee,eleg,eelez},
a{e’}-{b,ei,e2,ee1e2}.

O%iglednu interpretaciju pojava e’—antienentiomorfi-
zma i e’-invarijantnosti pruZa njihovo pradéenje na mozai-
‘cima grupa antisimetrije i visestruke antisimetrije bord-

ura, posmatranjem dejstva transformacija e’ na mozaik.

Graniéne grupe antisimetrije i visestruke antisimet-
rije bordura, generisane neprekidnim grﬁpama gsimetrije
bordurs pol, p02; pom,'polm i p,um u potpunosti korespon-
diraju grupama antisimetrije i visSestruke antisimetrije
bordura tipa HL, generisanim odgovarajuéim grupama simet-
rije bordura pl, p2, pm, plm, pmm respektivno i dozvolja-

vaju teksturne interpretacije.
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Antisimetrijska karakteristika: (RKEl,ﬁlx)

(1)
(2)
(3)

(L)
(2)
(3)
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(X,R,Rl)
(eX,R,Ry) (3(1,e) (1)
(XyeR4Rq) (e)(1,1) (2)
(X,R,eRq) (1)(e,e) (3)
(eX,eR,Rq) (e)(1,e) (4)
(eX,R,eR,) (1(1,e) (1)
(X,eR,€Rq) (eXe,e) (5)
(eX,eR,eRq) @e)(1,e) (4)
Grupe antisimetrije: (eX,R,Rl) (1)
(X,eR,Rl) (2)
(X4RyeRy) (3)
(eX,eR,Rq) (4)
(X,eR,eR,) (5)
Prezentacija: (R,Rq,R,) RP=RI=R5=E R F= Ry,R,

Antisimetrijska karakteristika: (R}(RR,,RR,)

(RyRqR5) - o

(eR,Rl,Re) (eXe,e) (1)
(RyeRqy 4R5) (1X1,e) (2)
(R,Ry ,€R5) (IX1,e) (2)
(eR,eRq,R,) (eX1,e) (3)
(eR,Rl,eR2) (eX1,e) (%)
(RyeRq,eR5) ((e,e) (4)

(eRaeRlaeRg) (e)(lal) (5)




Grupe antisimetrije:

57

(eR,Rl,Rz)
(R,eRl,Rz)
(eR,eRl,Rg)
(RyeRq,€R5)
(eR,eRl,eRg)

(1)
(2)
(3)
(4)
(5)
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Grupe antisimetrije bordura

pl_

b2

1.)

2.)
3.)

4.)

5.)
6.)

8.)
9.)

10.)

11.)
12.)

13.)
14.)

15.)
16.)

17.)

(eX)

(eX,T)
(X,eT)

(eP)

(eX,R)
(X,eR)
(eX,eR)

(eX,Rl)

(X,eRl)

(eP,Rl)

(P,eRl)
(eP,eHl)

(eX,R,Rl)
(X,eR,R,)
(X,R,eRl)
(eX,eR,Rl)
(X,eR,eRy)

(eT,Ty) P,
(eT,eT;) P23

1251

pllm
plm:L

pllml

(eRl,Rg) pym
(eRy,eR,)  POp

(eTlsRl) pgqm
(eTlaeRl) P&y
(TlaERl) pglml
(R,eRq,R,)  PyEm
(BR,leRz) pmm4
(R,eRl,eRg) pmqm
(eRyeRq,R5)  PyOM,

(eR,eRl,eRz) pm4 M,

pg m

pgl

pg 1O

p’ mm
pmm
pn’m
p’ mm

pm’m
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p'2 (py2)

PR il

Prezentacija: (eX,T)
Antisimetrijska karakteristika: (T, TX)

(eX,T) _
(eX,elT) (el,eel)
(eelX,elT) (e,el)
Grupe antisimetrije: (eX,elT)
(eelx,elT)
Prezentacija: (eT,Tl)
Antisimetrijska karakteristika: (T,Tl)
_(neT ,Tl) - 3
(eT,elTl) (e,el)
(eelT,elTl) (ei,eel)
Grupe antisimetrije: (eT,elTl)

(ee;T,eqTy)

Prezentacija: (X,eT)

Antisimetrijska karakteristika: (T,TX)

(X,eT) B
(eX,eT) (e,eeq)
(eIX,eelT) (e,eel)

Grupa antisimetrije: (elX,eT)

(1)
(2)

(2)

(1)
(2)

(1)
(2)

(1)
(1)



S

Prezentacija: (eT,eTl)

Antisimetrijska karakteristika: (T,T4)

(eT,eTl)
(ee,T,eT;) (e,eeq) 1)
(ETgeelTl) (eieel) (l)
Grupa antisimetfije:““”(eelTTETl) - (1) -
P’ 1m (Pllm)
Prezentacija: (eX,R)
Grupe antisimetrije: '(eX,eIR) (1)
. (eeiX,elR) (2)
-le_'h (lel)
w
Prezentacija: (X,eR)
Grupe antisimetrije: (elx,eR) (1)
(elX,eelR) (2)
p’1ln’ (Py1m,)
Prezentacija: (eX,eR)
Grupe antisimetrije: (eelX,eR) (1)

(‘BX:eelR) (2)
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p'm. (le)

Prezentacija: (aX,Rl)

Antisimetrijska karakteristika: (Rl,RlX)
feX,Rl)
(eX,elRl) (el,eel)
(eelX,elRl)_ (e,el)

Grupe antisimetrije: (eX,elRl)

(eelX,elRl)

Prezentacija: (eRl’R2)

Antisimetrijska karakteristika: (RI’E2)

(eRliﬁa? B

(eRq seqR5) (e,e,)

(eelR 19132) (el,eel)
Grupe antisimetrije: (eRl,ele)

(eelRl,ele)

pn” (pmy)

Prezentacija: (X,eRl)

Antisimetrijaska karakteristika: (Rl,Rlx)

(X,eRl)

il i ——

(elX,eRl) (e,eel)
(elx, eelRl) (e,eel)

(1)
(2)

(2)

(1)

(2)

(1)
(2)

(1)
(1)
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Grupa antisimetrije: (elz,eRl) (1)

Prezentacija: (eRl,eRg)

Antisimetrijska karakteristika: (El,ﬁg)
(eRy1eR) i
(eelﬂl,eRz) (e,eel) (1)
(eRl,eele) (e,eel) (1)
Grupa antisimetrije: (eelRi,eRe) (1)

pg’n (pg,m)

Prezentacija: (eP,Rl)

Grupe antisimetrije: (eP,elBl) (1)
(eelP,elRl) (2)

Prezentacija: (eTl,Rl)
Grupe antisimetrije: (eTl,elRl) (1)

(eelTl,elRl) (2)

pen’ (pgm,)

Prezentacija: (P,eRl)

Grupe antisimetrije: (elP,eRl) (1)
(e,PyeeqR;) (2)



c4,
Prezentacija: (eTl,eRl)

Grupe antisimebtrije: (eeqT l,eRl) (1)
(eTl,eelRl) (2)

pg’m” (pgqmq )

Prezentacija: (eP,eRl)

Grupe antisimetrije: (eelP,eRl) (1)
(eP,eelRl) (2)

Prezentacija: (Tl,eRl)
Grupe antisimetrije: (elTl,eRl) (1)

(elTl,eelﬁl) (2)

p’mm (pymm)

Prezentacija: (eX,R,Rl)

Antisimetrijska karakteristika: (RkEl,ElK)

(eX,R,Rl)
(eX,elR,Rl) (eli(l,e) (1)
(eX,R,elRl) (lXel,eel) (2)
(ee e1X,8q R Rl) (ef(l,eel) (3)
(ee X,R,elﬁl) (lXe,el) ' (4)
(eX,elR,e l) (el)(elseel) (5)
(eelx,elR,elRl)(eﬂ(e,el) (6)
Grupe antisimetrije: (eX,e 1R Rl) (1)

(eX,R,e R) (2)
(eelx,elR Rl) (%)

e e B S
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(eelX,R,elRl) (4)
(eX,e,Rye1Ry) (5)
(eelX,elR,elRl)_ (86)

Prezentacija: (R,eRl,R2)

Antisimetrijska karakteristika: (Rxmg)

(Ry6Rq,Ry)
(elR,eRl,Rg) (eiKel,eel) (1)
(RyeRq,€9R5) (1 e, eq) (2)
(elR,eelRl,R2) (eiKe,el) (3)
(elR,eRl,ele) (efCl,eel) (4)
(R,eeqRy,€9R5) (1(eqse09) (5)
(eqR y€€,Rq,6,R5) (e;X1,e) (6)
Grupe antisimetrije: (elR,eRl,Re) ' (1)
(R,eRl,ele) (2)
(elR,eelRl,R2) (%)
(eqR,eR;,€4R5) (4)
(R,ee Rqy,e9R5) (5)
(elR,eelRl,elﬁe) (6)

pon’ (pmml)

Prezentacija: (XteR,Rl)

Antisimetrijska karakteristika: (RXRl,RlX)

(X,eR4Rq)
(elX,BR,Rl) (e)(l,el) (1)
(X,eRye Ry ) (eX(eq,eq) (2)

(elX,eelR,Rl) (eef(l,el) (%)




SIS

(elX,eR,elRl) (éKl,el)
(X,eelR,elﬁl) (eeﬂ(el,el)
(elx,eelR,elRl) (eef(l,el)

Grupe antisimetrije: (e X,eR,Rl)
(X,eR,elRl)
(elx,eelR,Rl)

R,e-R.)

(X,eeqR, 1%

1

Prezentacija: (eR,Rl,Rz)

Antisimetrijska karakteristika: (HXHEl,Hﬁg)

(6R,Rq,R,) )

(eR'elRl’R2) (éKe,eel)
(eR'Rl’elRQ) (éXe,eel)
(eelR,elﬁl,Rg) (ee)(e,eeq)
(eelR,Rl,elR2) (eeﬂ(e,eel)
(eR,elﬁl,ele) (d(eel,eel)

(eelR,elRl,eiRe) (eeﬂ(e,e)

Grupe antisimetrije: (eR,elRl,Rg)
(eelR’elRl’R2)
(eR,elRl,elRQ)

(eelﬁ,elRl,ele)

‘Ef'm (gmlm)

Prezentacija: (X,R,eRl)

Antisimetrijska karakteristika:  (R(R{,R;%)

(1)
(4)
(3)

(1)
(2)
(3)
(&)

(1)
(1)
(2)
(2)
(3)
(&)
(1)
(2)

(3)
(%)
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(X,R,eRl)
(elX,R,eRl) (1Xe,eeq)
(X,elR,eRl) (eiKe,e)

(elx,elR,eRl) (eiXe,eel)
(elx,R,eelﬁl) (1Xe,eeq)
(X,elR,eelRl) "(eﬁ(egl,eell
(elx,elR,eelRl) (eiﬁe,eel)
Grupe antisimetrije: (elx,R,eRl)
. (X,elR,eRl)
(elx,elR,eRl)
(X,eqR,0€ R;)

Prezentacija: (R,eRl,eR2)
Antisimetrijeska karakteristika: (RXEEl,EEQ)

(R,eRl?eRz)

(elﬁ,eRl,eRz) (eﬂ(eel,eel)

(R,eelRl,eRz) (e eeq)

(R,eRl,eele) (1(e,eeq)

(elR,eelRl,eR2) (eﬂ(e,eel)

(elR,eRl,eelR2) (eiKe,eel)

(elﬁ,eelRl,eelRe)(eﬂ(e,e)

Grupe antisimetrije: (elR,eRl,eRz)

(R,eelRl,eRz)
(elR,eelRl,eﬁg)
(eiR,eelRl,eele)

(1)
(2)
(3)
(1)

GO

(3)

(1)
(2)
(3)
(%)

(1)
(2)
(2)
(3)
(3)
(4)

(1)
(2)
(3)
(4)
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——— I —

Prezentacija: (eX,eR,Rl)

Antisimetrijska karakteristika: (RX?l,ﬁlK)

SeX,Q?,Rl)* .
(eelx,eR,Rl) (eXl,eel)
(eX,eelR,Rl) (eeﬂ(l,e)
(eX,eR,elRl) (éKel,eel)
(eelx,eR,elRl) (exe,el)
(eX,eelR,elRl) (eeﬁ(el,eel)

(eelx,eelR,elRl) (eeq €,eq)

Grupe antisimetrije: (eelX,eR,Rl)

(eelx,eR,elRl)
(eX,eelR,elRl)
(eelX,eeiR,elRl)

Prezentacija: (eR,eRl,R2)

Antisimetrijska karakteristika: (R}REI,REQ)

(eR, eRl_j_R2_2

(eelR,eRl,R2) (eeﬂ(el,eel)
(eR,eelRl,Rg) . (e)(e,el)
(eR,eRl,ele) (éXl,eel)
(eelR,eRl,elRE) (eeﬂ(e,el)
(eR,eelﬁl,elﬂg) (eXeq ,eeq)

(eelR,eelRl,ele) (eef(l,e)

(1)
(2)
(3)
(4)
(5)
(6)

(1)
(2)
(3)
(4)
(5)

(1)
(2)

(3

(&)
(5)
(6)
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Grupe antisimetrije: (eelﬁ,eRl,Rg)
(eR,eelRl,Rz)
(eR,eRl,ele)
(eelR,eRl,elRe)
(eR,eelRl,eIR2)

e .___(eelR,galRl,ele) o

pon‘m’ (pmmy)

Prezentacija: (X,eR,eRl)

Antisimetrijska karakteristika: (R!Rl,Rli)

(X,eR,eRl)
(elx,eR,eRl) (hXe,eel)
(X,eelﬂ,eRl) (eeiKe,e)
(X,eR,eelRl) (é{eel,eel)
(elx,eelﬁ,eﬂl) (eeiKe,eel)
(elX,eR,eelRl) (e ,eeq)
(e1X,609R58€1R))  (ee(e,ee;)
Grupe antisimetrije: (elx,eR,eRl)
(X,eelR,eRl)
(X,eR,eelRl)
(elx,eelﬂ,eRl)

Prezentacija: (eR,eR,,eR,)

Antisimetrijska karakteristika: (HIRRl,RRg)

(1)
(2)
(3)
(4)
(5)

. _(6)

(1)
(2)
(3)
(%)

(1)
(4)
(1)
(2)
(3)
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FeR,eRl,eRg) B
(eelR,eRl,eR2) (eeﬁ(el,el)
(eR,eelRl,eRz) (e1,eq)
(eR,eRl,eele) (éKl,el)
(ee,R,ee Ry eRy) (e (l,eq)
(eelR,eRl,eele) (eef(l,el)
(eR,eelRl,eelRe) (éKel,el)
Grupe antisimetrije: (eelR,eRl,eRg)
(eR,eelRl,eRe)
(eelR,eelRl,eﬂg)
(eR,eelRl,eelRQ)

(1)
(2)
(2)
(3)
(3)
(4)

(1)
(2)
(3)

(4)



Grupe antisimetrije bordura,LlL=2

7Lle

P12 1.)
2.)

p21 Ze)
pyim 4.)
5)

lel 6. )
7.)

pylmy  8.)
9.)

p,m 10.)
11.)

P, 12.)
pglm 15-)
14.)

(eX,e,T)

(eelx,elm)

(elx,eT)

(eX,elR)

(eelx,elR)

(elX,eR)

(elX,eelﬂ)

(eelx,eR)

(eX,eelR)

(eX,elRl)

(eelx,elRl)

(elx,eRl)

(ePyeqRq)

(eelP,elRl)

(eeleelTl)

(eT,elTl)

(eelR,elRe)

(eRy,e4Rp)

(eelRl,eR2)

(ee;T,e9Rq)

(eTl’elRl)

Pi®0o1

p11m01

P o™

PE11T 01



pgm,

Pg4qMq

pmml

pm4m

17.)
18,)

19.)

20.)
21.)

22.)

25.)

26. )

27.)

28.)

51.)

52.)

72.
(elP,eRl)

(elP,eelRl)

(eelP,eRl)

(eP,eelRl)

(eX,elR,Rl)

(eX,R,elRl)
(eelX,elR,Rl)
(eelX,R,elRl)
(ex,elR,elRl)
(eelX,elR,elRl)

(elX,eR,Rl)
(X,eR,elRl)

(elx,eelR,Rl)

(X,eelR,elRl)

(elX,R,eRl)

(X,elR,eRl)
(elX,elR ,eRl)

(X,elR,eelRl)

(eTl,eelRl)

(eelTl,eRl)

(elTl,eRl)
(elTl,eelRl)

(elR,eRl,Rg)

(R,eelRl,elR2)
(elR’eelRl’RE)
(RyeR, jeR,)

(elR ’ eelRl, elR2)

(elR,eRl,ele)

(eR,elRl,Re)
(eR,elRl,ele)
(eelR,elRl,Rg)

(eelR,elRl, Rg)

(R,eelRl,eRe)
(elR,eRl,eR2)
(elR,eelRl,eRz)

(elR,eelﬁl,eelﬁg)

P8y1™

P&1%7

P10y
P10 51"
P11t 6y

13‘11’Il of‘u

Pifoo1

P11%01%01

Pnq 10y
Ponq By
Fo1 ™11

P51 M1

lemlm
pmlmOI
Po1 2101

PRy1%1
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pymmy  33.) (eejX,eR,Ry)

34,) (eX,eeqR,Rq)
35.) (eX,eR,eqRq)

36.) (eeyX,eR,eyRy)

57.) (eX, eelR*el3l) -

38,) (eelx,eelR,elRl)

pmymy  39.} (eqX,eR,eR,)
40.) (X,eeyR,eR,)
4l.) (X,eR,BBiRI)

42.) (eyX,ee R,eRy)

(eR,eelRl,Q27

¥117%
(eeqRyeRq,R5)  Pyldyg
(eR,eeqRq,89R5) DMy My
(eR,eRq4€qRs5)  PyDnaly

(eelR,eelRl,e Rg) P1Ro1"11

(eﬁlRaeRlaelﬁg) P11%01M11

(eeqR,eRq,6R5) e ]
(eR,eelRlseele) Pl My

(eelR,eelRl,eR2) Po1®1M1
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Mozaici grupa entisimetrije bordura, L=2
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P01
Prezentacija: (eX,elR,Rl)
Antisimetrijska karakteristika: (RYR;,R %)

(eX,eqR ,Rl)

]

(eX,eqR ,e5R;) (e1Xessee5) (A
(eezx,elR,ele) (eqXeye5) (2)
(eX,elezR,ele) (eye Xeasee5) (%)
(eegx,eleeR,egRl) (e1eXese,) (4)

Prezentacija: (elR,eRl,Rg)

Antisimetrijska karakteristika: (Rxﬁﬁl,ﬁﬁ2)

e
(elR’3R1'92R2) (eiKeel,eleg) (1)
(alezR,eRI,esz) (eleéﬁel,eeleg) (2)
(elR,eegRl,32R2) (ei{ele2,eele2) (3)
(eleeR,eeéRl,eeRz) (eleéxel,eel) (4)
P1fo1®

Prezentacija: (R,eelRl,elﬁg)

Antisimetrijska karakteristika: (RIRRI,Rﬁ2)

(R,eelRl,ele)

(ezR,eelRl,ele) (éé(eleg,eeleg) (1)
(e R ,eelegRl,elRe) (eéKeel,elez) (2)
gezR,eelRl,elesz) (eé(el,eele2) (%)

(eeR,eelele,elesz) (eéKel,eel) (4)
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Prezentacija: (eX,R,elRl)

Antisimetrijska karakteristika: (RYRl,le)

(eX,R,elRl)

(eX,GZR,elRl) (egxelseel) (L

(eezx,egR,elRl) (eg(el,eeleg) | (2)

(eX’eER’ele2R1) (92}(3132,33192) o e (3) -

(eeéX,eéR,e1e2Rl) (eé(eel,elea) (4)
P11M00)

Prezentacija: (e91X,elR,Rl)

Antisimetrijska karakteristika: (RXHI,HlK)

(eeix,elR,Rl)

(eeix,elR,egﬁl) (eixeg,eelez) (1)
(eelegx,elR,egRl) (Eixee,eel) (2)
(eelx,eleeR,eéRl) (eleéKeg,eelez) (3)
(eelegx,eleaR,eéRl) (eleéKee,eel) (4)

Prezentacija: (elﬁ,eelRl,Rg)

Antisimetrijska karakteristika: (R(RR,,RR,)

(elR,eelﬁl,Rg)

(elR,eolRl,esz) (ef(e,ele2) (1)
(elegR,eelRl,esz) (eleé(el,eeg) (2)
(e;R,eelele,ezRe) (elxea2,eleg) (%)
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n
P11%01

il

Prezentaclja: (eelX’R‘elRl)
Antisimetrijska karakteristika: (RIEE:RIX)

(ee.X R,elRl)

149

(e91X,e2R,eiRl) (eé(e,el) (1)
(eelegx,ezR,elRl) (eé{el,ee2) (2)
(eelx,ezR,elegRl) (eéXeez,elee) (%)
(eelezx,egﬂ,elegRl) (ééKe,elez) - (4)

Prezentacija: (R,eRl,elRe)

Antisimetrijska karakteristika: (RXRRy,RR,)

(R,eRl,ele) ___
(egR,eRl,ele) (e Xee,,e985) (1)
(eeR,eeeRl,ele) (eéKe,elee) (2)
(egRaeRlselezRg) (32)(311992) (3)
(eéR,eeeﬁl,elegRg) (eg(e,el) (4)
P1701%01
Prezentacija: (eX,elR,elRl)

Antisimetrijska karakteristika: (RfR;,R{X)

(?F,e R‘elRl)_

(eX,elezR,elRl) (eleéKel,eel) (1)
(eX,e R,elele) (ei(eleg,eele2) (2)
(eegx,elegR,elRl) (eleéKel,eeleg) (3)

;(eegx,e R,elegRl) (ei{eel,eleg) (4)
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Prezentacija: (elR,eelRl,elﬁg)

Antisimetrijska karakteristika: (RIRR,,RR,)

(elﬁ,eelRl,ele)

(eqe ~R,ee Ry, e R,) (e;e-Xesqs€ee5) (1)

(e R,ee Ry,eq8 2R25 (ei(e,e2) (2)
~ (eqeR 19319231?9132)__Tgieéme’eg) e (3)

(elR,eelele,elezﬂg) (eiKe2,eeg) (4
P11%01%01

Prezentacija: (eelx,elR,elRl)

Antisimetrijska karakteristika: [RKRl,Rli)

(eelx,elﬁ,elRl)

(eel , € 623’8131) ‘ (eleﬁKe,el) (1)
(eelX,elR ,elegR;) (éi[eee,eleg) (2)
(eelegx,ele2R,elRl) (éleéfel,ee2) (%)
(eeye-X,eqR ,ele2R1) (el\(e,elez) (4)

Prezentacija: (eqR,eR;,eqR5)
Antisimetrijska karakteristika: (RYRR,,RR,)

(eqR eRl,e R2)

(elestelee]_Rz) (8189(82’3?132) (1)
(eqRyeRq,e18,R5) (e(e,eeq) (2)
(e e R ee R ,81R5) (e1e Xes0eq) (3)

(elR,eegRl, leZRZ) (ei{ee,eelez) (4)




80,

mm

Por™™1
Prezentaclija: (elx,eR,Rl)

Antisimetrijska karakteristika: (RXRl,ﬁlX)

(elx,eR,Rl) 3

(eiX,eR,egﬂl) {pXeg,eleg) (1)
(elegx,eR,egRl) (eKel,e2) (2)
(elX,eegR,egRl) (eeéKee,eleg) (3)
(elegx,eezR,egRl) (eeéKel,eg) (4)

Prezentacija: (eR,elRl,Rg)

Antisimetrijska karakteristika: (Rxﬁﬁl:ﬁﬁ2)

Regi)
(eR,elRl,e2R2) (eXeel,eeZ) (1)
(eeeR,elRl,eng) (eeé(e,eeleg) (2)
(eR,eleaRl,esz) (éXeez,eelee) (3)
(eesR,eye5Ry y€0R,) (eeXe,ee ) | (4)
Plo1™

Prezentacija: (X,eR,elRl)

Antisimetrijska karakteristika: (RKEl,Elx)

(X,eR,elRl) B

(eEX,eR,elRl) (éXel,eleg) (1)
(eQX,eegR,elRl) (eeé[el,elez) (2)
(eEX,eR,elele) (éKel,elee) (1)

| (egx,ee2R,elegRl) (eeé{el,eleg) (2)




- 8L

Prezentacija: (eR,elﬂl,ele)

Antisimetrijska karakteristika: (HIRRl,RRQ)

(eRﬂ?lRll?1R2)

(eR,elegRl,elﬁz) (é{eel,eelee) (1)

(eR,elﬂl,ele2R2) (eIeel,eeleg) (1)

(ee2R,e1e2R1,elR2)ﬂ m(eeéieel,eele2) . (2)

(eegR,elRl,e1e2R2) (éeéxeel,eelez) (2)
Pp1™™11

Prezentacija: (elx,eelR,Rl)

Antisimetrijska karakteristika: (RXR{,R{X)

(elx,eelR,Rl)
(elx,eelR,ele) (eeﬁ(eg,ele2) (1)
(ele2X,eelR,e2Rl) (eef(el,ee) (2)
(elx,eeleeR;egRl) (eeleéKe2,elee) (2)
(eleeX,eelegﬁ,egRl) (eeleéﬁel,eg) (4)
Prezentacija: (eelR,elRl,Rg)
Antisimetrijska karakteristika: (RKER{TERE)
(e?lR,ggthF2) .
(eelR,elRl,eng) (eeiXe,eelez) (1)
(eele2R,elRl,e2R2) (eeleéxeel,ee2) (2)
(eelﬁ,elegRl,ezRg) (eeiXee2,eele2) (%)

(eelegR,elele,e2R2) (eeleéXe,eel) (4)




82,

pl II]

ol

Prezentacija: (X,eelﬂ,elRl)

Antisimetrijska karakteristika: (RIRl,Rif)

.(?,eelR,elRl)

(e2X,ee1R,elR1) (eeixel,elez)
(e X,eeqe R, e Rl) (eeleéxel,elee)
(eex,eelR,ele2R1) (eeiXel,elee)

(ezx,eelegR,ele2Rl) (eeleéXel,elez)

Prezentacija: (eelR,elﬂl,elRe)

Antisimetrijska karakteristika: (RI?RI,RRg)

(ee;R,eqR ,eiRg)

171
(ee 1R»e egﬁl,elRe) (eef(e,eeg)
(eeqR,e R, ,e 9232) (eef(e,eeg)
(eeleeR,elegRl,elR2) (eeleéKe,eeg)
(eelegR,elRl,eleéRg) (eeleé{e,eee)
p:]mlm

Prezentacija: (elx,R,eRl)

Antisimetrijska karakteristika: (RKRl,RlX)

(elX,R,eRl)

(elx,e R,eRl) (eé{e,eel)
(el ~XyeoR, eRl) (e@(e,eelez)
(elX,e2R,ee2 l) (eé{eeg,eeleg)

;(el 2X eER eegRl) (eéﬂeel,eeg)

(2)
(1)
(2)

(1)
(1)
(2)
(2)

(1)
(2)
(3)
(4)



83.
Prezentaclja: (R,eelﬁl,egz)

Antisimetrijska karakteristika: (R(RRq,RR5)

(R,eelﬁl,eRg) 3
(egR,eelRi,eRa) (&é(eez,eeleg)
(eeﬁ,eelegRl,eRg) (gé{eel,eeg)
(ezR,eelRl,eegRg) (Qé(e,eelee)

(ezR,eelegRl, ee2R2) (eé{e,eel)

Pl 11]10}_

Prezentacija: (X,elR,eRl)

Antisimetrijska karakteristika: (R{Ry,R;X)

(X,elR,eRl)

(egX,elR,eRl) (eﬂ(e,ee2)
(egx,elegR,eﬁl) (eleéKe,eeg)
(egx,e R,eegRl) (ei(e,ee2)
(eeX,eleaR,ee2Rl) (eleéXe,ee2)

Prezentacija: (elR,eRl,eRz)

Antisimetrijska karakteristika: (RIRRl,RRE)

(elR,eRl,eRz)_ -

(eiR,eegRl,eRg) (eiKeel,eelez)
(elR,eRl,eezﬁg) (eﬂ(eel,eeleg)
(elezR,eegRl,eRE) (eleéKeel,eelez)

(elegR,eRl,eegRg) (ee5 eel,eeleg)

- — . e et ———— e — ——

(1)
(2)
(3)

(L)
(2)
(1)
(2)

(1)
(1)
(2)
(2)



P10l

prezeontacija: (elx,elR,eRl)

Antisimetrijska karakteristika: (RKRl,RiK)

(elX,elR,eRl)

(eqe %,e R,eRl) (eiKe,eeleg)
(61K$9182R18R1) (eleéxe1eel)
(eleZX,elR,eeeRl) (ei{eel,eeg)
(e1X,e18pR,€0R,) (10 Keepyeeq8p)

Prezentaclija: (elR,eelRl,eR2)

Antisimetrijska karakteristika: (RIRR RRE)

Ry,
Efl?,eelRl,gﬁe) ~
(eleaR,eelRl,eRz) (eje (ee,,ee985)
(elR,eelegRl,eRz) - (ef(eel,eezj_
(elR,eelRl,ee2R2) (eﬂ(e,eelez)

(elegR,eelegRl,eeng) (e1e (e, eeq)

pmy 1MoL
11 O
Prezentacija: (X,elR,eelRl)

Antisimetrijska karakteristika: (R(R{,R;%X)

Ex’elR’E?lRl) _

(egx,elR,eelRl) (eiKeel,eelea)
(egxielegﬁseelRl) [elez eel,eelez)
(egx,elR,eelezﬁl) (elXeel,eeleg)

(eex,elegR,eelegﬁl) (eleéjeel,eeleg)

(1)
(2)
(%)

(1)
(2)
(3)
(4)

(1)
(2)
(1)
(2)



85.
rregentaclja: (elR,eelRl,eelﬁg)

Antisimetrijska karakteristika: (RI§§1,ER2)

(i;R,eelﬁl,eeiRe)
(813’361?2R11691R2) (ef(e,eee)
(313,391313§§19232?” (eﬂ(e,eeg).nx

(eieéﬁ,oeleéRl.equg) (eleé(e,eezj
(elegﬂ,eelﬁi,eeleéRg) (eqe e,eer)

T i |

Prezentacija: (eelx,eR,Rl)

Antisimetrijska karakteristika: (HKRl,RIX)

(391XaeRsRl)
(eelx,eR,egRl) (éXe2,eele2)
(eelezx,eR,ele) (eXenyeeq)

(ee;X,ee R ,e2Rl) (eeéﬁez,eelez)
(eeleEX,eegR,eéRl) (éeé[eg,eel)

Prezentacija: (eR,eelRl,Rg)

Antisimetrijska karakteristika: (RIRRI;ERg)

| (eR,eelRl,Re)
(eR,eelRl,eng) (eXeqsee5)
(eeeﬁ,eelRl,e2R2) (eeé{e,ele2)
(eR,eelezﬂl,egRg) (éXeez,eleg)

(ee2R,eelele,egR2) (eeéﬁe,el)

(1)
(1)
(2)
(2)

(1)
(2)
(3)
(&)

(1)
(@
(5)
(&)



86.
D0y
Prezentacija: (eX,eeqR,Ry)

Antisimetrijska karakteristika: (HXRl,Rli)

(eX,eelR,Rl)

(eX,eelR,eeRl) (eeiXeg,eee)
(ee2X,eelR,eeRl) .(eei{e,e2)
(eX,eeleQB,egﬁl) (eeleéXeg,eeg)
(eezx,eelezR,e2Rl) (eeleéﬁe,ee)

Prezentacija: (eelR,eRl,Rz)

Antisimetrijska karakteristika: (RXRRl,RRg)

(eelR,eRl,Rz)
(eelR,eRl,e2R2) (eei{el,eeleg)
(eelezR,eRl,e2R2) (eeleéﬁeel,elee)
(eelR,eegRl,e2R2) (eei[eleg,eelez)
(ee;e,R,ee Ry ,85R,) (ee e e, e8q)
Pio1™1
Prezentacija: (eX,eR,eqR;)

Antisimetrijska karakteristika: (RIRl,RlX)

(eX,eR,elRl)

(eegx,eR,elRl) (eXel,eelee)
(eX,ee R,e R,) (eeXeq,eeq)
(eegx,eR,elele) (éfeelaeleg)

(1)
(2)
(3)
(#)

(1)
(2)
(3)
(4)

(1)
(2)
(3)
(4)




87 o
Prezentacija: (eR,eelRl,ele)

Antisimetrijska karakteristika: (RXRl,Rlﬁ)

(eR,eelRl,elR2)

(eeéR,eelRl,elRe) (Eeé(elez,eelee) (1)

(eR,eelele,ele) (éKeel,ele2) (2)

(eRseeiﬂl,?legﬁl) "mm'(éxelieeleg) . 3y

(eeéﬂ,eelegﬁl,elééRe) (eeé{el,eel) | (4)
P11%01™1

Prezentacija: (eelX,eR,elﬁl)

® —————
Antisimetrijska karakteristika: [H{Rl,Rlx)

(eelx,eR,elRl)

(eele2X,eR,elR1) (éKel;eez) (1)
(eelx,ee2R,elR1) | (eeéKe,el)J _ (2)
(eelX,eR,eleeRl) (éKeeg,ele2) (%)
(eeleQX,eeeR,eleeRl) (eeé{e,eleg) (&)

Prezentacija: (eR,eRl,ele)

Antisimetrijska karakteristika: (RKRRq,RR,)

(eR,eRl,elﬂg)

(eezR,eﬂl,elR2) (eeéKez,eele2) (1)
(eR, ee,R,,e;R,) (éKee,eel) (2)
(eezﬁ,eRl,elegﬁz) (eeéKeg,eel) (3)

(eR,eele,elegﬁg) (é[eg,eeleg) (45




884

P1%1"11

Prezentacija: (eX,eelR,elRl)

Antisimetrijska karakteristika: (RXR,,R,X)

(eX,eelR,elﬂl)

(eeQK,eelR,elRl) [eei{el,eelez)
(eK,eelegR,elRl) (éeleg{el,eel)
(eK,eelR,eleeRl) (eeﬂ(eleg,eeleg)
(eezx,eeleeR,eleéRl) (eeleéKeel,eleg)

Prezentacija: (eelR,eelRl,e1R2)
Antisimetrijska karakteristika: (RXhhiyﬁﬁz)

(ee R,eelRl,ele)

(eele2R,eelR1,elR2) (eeleé1e2,ee2)

(eelR,eelele,elRe) (ee;Xe,es)

(eelegR,eelRl,eleERE) (eeleéXe,eg)

(eelR,eelegRl,eleERe) (ee,Xe,,ee5)
P11701711

Prezentacija: (eelx,eelR,elRl)

Antisimetrijska karakteristika: (R[(R;,R %)

(eelx,eelR:elRl)
(eelegx,eelR,elRl) (eei{el,eeg)
(eelX,eelegR,elﬁl) (eeqe (e,eq)
(eeler,eelR,elegRl) (eeixe,eleg)

. (ee X,ee e R,e,e,R,) (ee,e (eesye 65)

(1)
(2)
(3)
(4#)

(1)
(2)
(3)
(&)

(1)
(2)
(3)
(%)




8%,

Prezentacija: (eelﬁ,eRl,elR2)

Antisimetrijska karakteristika: (R[HRI;ERE)

(ee,R,eR elRQ)

(€€ 1,85y,

(eelegR,eRl,elRe) (eeleéKeeg,elez) (1)

(eeiR,eeeRl,elRe) (eeqXe,eqe5) (2)

(eaiR,eRl,eiééRe) - (éeﬁ(el,eéé) o (%)

(eeleéR,eeeRl,eleéRg) (éeleé(e,el) (4)
Por™™

Prezentacija: (elX,eR,eRl)

Antisimetrijska karakteristika: (RXRI,R1X)

(elx,eR,eRl)

(elX,ee2R,eRl) (ee Xe,eeq) (1)
(elx,eR,eele) (éKee2,eele2) (2)
(ele2X,eegR,eRl) (eeéKe,eele2) . (3)
(e e,X eR,ee5R )  (eKeeq,e05) ()

Prezentacija: (eR,eelRl,eRe)

Antisimetrijska karakteristika: (RKRR;,RR)

(eR,eelRl,eRg)

(eegR,eelRl,eRe) (eeéxeg,eleg) (1)
(eR,eelRl,eeng) (eXel,eg) (2)
(eegR,eelegRl,eRE) (eeé{el,ee) (%)

(eR,eelegﬁl,eegﬁg) (éKEQ’eleQ) (4)
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Pmy My 9

Prezentacija: (X,eelR,eRl)

Antisimetrijska karakteristika: (RI§1,RIX)

Ex,eelR,eRl)

(egx,eelR,eﬁl) (eelIe,eee) (1)
(e2X,eele2R,eR1) (eeleéxe,eeg) (2)
(egx,eelR,eeeRl) (eelfe,eee) (1)
(92X,eele2R,ee2Rl) (eeleéfe,eee) (2)

Prezentacija: (eelR,eRl,eRz)

Antisimetrijska karakteristika: (RXEHl,Eﬁe)

(eelﬂ,eRl,eRg)“'

(eelR,ee2Rl,eR2) (eeqXeq,eq85) (1)

(eelR,eRl,eeERE) (eeiKel,elez) (1)

(eeleeﬂ,eele,eRg) (eeleéKel,elee) (2)

(eele2R,eRl,ee2R2) (eeleéKel,elez) (2)
Pi1™

Prezentacija: (X,eR,eelRl)_

Antisimetrijska karakteristika: (RKRl,R;X)

(X,eR,eelRl)

(92X,eR,eelRl) (eIeel,eeleg) (1)
(egx,eeeR,eelRl) (eeé{eel,eeleg) (2)
(egx,eR,eelegﬂl) (Xeeq,ee9e5) (1)

a(egX,eegR,eele2Rl) (eeé{eel,eeleg) (2)‘




91,

Prezentacija: (eR,eeiRl,eeiRg)

antisimetrijska karakbteristika: (HXRRl,RRg)

(eR,eelRl,eele) i

(eR, ee1e2Rl’eelRQ) | (e(el,el 2)

(eR, eelﬂl,ee 8232? “Féfe ,elez)

(eezR,ee egﬂl,eel 2) (ee2Xel,el 2)

(ee R,ee Ry 4€€9 €5 R,) (eeé{el,elee)
Por™1711

Prezentacija: (elx,eelR,eRl)
Antisimetrijska karakteristika: -(RXﬁi;ﬁiX)

(elx ee R ,eRl)

(eqe.%,8e R eRl) (eei{e,eeleg)
(61X,ee192R,eRl) (eeleéKe,eel)
(elx,eelR,eegRl) [eelxeez,gelez)
(eleex,eeleéR,eeERl) (eeleéKeel,eeg)

Prezentacija: (eelR,eelRl,eRE)

Antisimetrijska karakteristika: (RKRRl ,RR2)

(eelR,eelRl,eﬁz) ~
(eeiegR,eelRl,eRz) (eeleéfeg,eleg)
(eelR,eelegRl,eRe) (eei(el,eg)
(eelegR,eelRl,eegRg) [eeleé(el,e2)

(eelR,eelele,ee2R2) (eeiKeg,eleg)

(3)
(1)

2y

(1)
(2)
(3)

(1)
(2)
(3)
(4+)



92,

Grupe antisimetrije bordura,b=5

plmmg_}_-_

1.) (eX,elﬁ,ele) (elR,eeeRl,egR2)
2.) (eegx,elﬁ,ele) (e R’eRl’esz)
3. ) (eX,elezR,eERl) (ele2R,eeeR1,e2R2)
4,) (662X,8162R,82R1) (ele2R,eRl,e2R2)
P1T01™

Se) (eX,egR,elﬁl) (ezR,eelRl,ele)

6.) (eezx,eeR,elRl) (ezR,eelegRl,ele)
Do) (eX,a2R,elegRl) (egR,eeleéRl,eleéRe)
8.) (eegx,eER,elegRl) (egR,eeiRl,eleng)
P4403 01

9.) (eelX,elR,eeRl) (elR’eeleéRl’BQRe)
10.) (eelegx,elR,egRl) (elR,eelRl,egRg)
11.) (eelx,elegﬁ,ele) (elezR,eelele,eng)

12.) (eelezx,elegﬁ,egRl) (eleQR’eelRl’eéR2)

P11P01™

13, ) (eelX,eZR,elRl)

(ezR,eRl,elﬁe)

14.)}(eelegx,e2R,elR1) (egR,eele,e1R2)

P1Bno1M01
P101™001%01
P1%501%011

P101™001%011

P1001%001
P101%01 %001
P1%511™001

P101%011"001

Py31T001 01
P111%001%01
P11%001%011

P111P001%011

P11%01 %001

P111"01 %001
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15.) (eejX,e R, e1eR1) (egR,eexRy,e185R5)  Pryfg11%00)

16.) (eeje X,e R e 658y ) (egR,eRy,0898281)  P1378011%001

P17017°01

17,) (eX,eje R,eqR;) (eje R,eeqRy,eqRy)  Pilo1Toyg
18.) (eX,eqR,eje-Rq) (eqR,eeje Ry, 05R5) Dyl FQ0)
19.) (e?gx’elezR’elRl) (6192R183132R1’81R2)m p101m01m011

20.) (ee,X,eqR,e e,R ) (ejR,eeqRy,e98585)  P1g1Mp13%01

P11P01%01

21.) (eeyX,eje-R,eqR;) (ejeR,eRy,e;R,) P11%01%011
22.) (eejX,eqR,e;8.R)) (ejR,ee Ry,eqeR5)  PyyMyy By
2%,) (eelegx,ele2ﬂ,elﬁl) (eleeR,eegRl,elRQ) P111M571 011

24 ,) (eelezx,elﬁ,elegRl) (elR,eRl,eleéRl) P111%011%1

Po1 Ry

25, ) (elX,eR,ele) (eR,elegRl,ezR2) Po1C001™1
26. ) (elegx,eR,e2R1) (eR,elRl,egRa) Po11%0010
27.) (elX,eegR,eZRl) (ee2R,ele231,e2R2) Po1%001%101

28.) (eyepX,ee R e Ry)  (eegR,eqRy,e.Ry)  PopyfgniMior

pm: T4

29.)‘(82X,8R,81R1) (eR,elegRl,ele) Poo1201%




%20, ) (egX,eezR,elRl)

Po1™™1

31 ) (elX,eelR,egﬁl)

Ok,

(eezﬂ,elegRl,ele)

(eelR,elele,egRg)

32.) (eleQX,eelR,e2Rl) (eelR,elRl,eeﬁz)

33.) (e X,ee e R,e Ry) (eeje R, e e R ,e,%))

34.) (eqepX,ee e R,e R )(ee e R, e Ry ,eR,)

Pl5103q

35.) (e X,eeqR,e Rl)

36.) (eex,eelegR,eiﬂl) (eeleéR,elegRl,elRe)

Pp ™
37.) (elxsegRseRl)
58.) (8182X582R-.}3R1)

39.) (elx,e2R,ee2R1)

(eelR,eleéRl,ele)

(egR,eelRl,eR2)
(ezR,eeleéﬂl,eR2)
(eeR,eelele,eeéRg)

40,) (elegx,egR,eeéRl) (egR,eelRI,eeERg)

PP1%01

41.) (e X,eqR,eRy)

42,) (egx,elegR,eRl)

(elR,eegRl,eRe)

(eleeR,eeéRl,eRg)

Poo1P01®101

Po1™o01%11

DAn + Manq I
011%001."11

Po1®001%111

Po11®001™111

Ppo10018 5

Poo1™ 018111

P 01®1 %001
Po11M1 %001
P 01™101%001

Po11™101"001

Poo1™1" 01

Poo1i™1™011
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Po1®1%01

43.) (eje X,eqR,eRy) (eqR,eeqe Ry ,eR)) Po11™1 %01

u4,)  (eqX,eqeR,eRq ) (eje R,ee Ry, 6R) PO101%011

45.) (eje X,eqR,ee R )(eR eeqRy,eeR5)  PoyqTho3M0L
46.)  (egX,eqeR,eexRy) (ejegR,ee e Ry 0e5R) Po1l01P011

Piy1%3

47.) (eyX,eqR,ee R;) (eqR,ee e R,ee Ry) Poo1™1 1701

48.) (e X,eje-R,ee Rq) (ejeR,eeje Ry ee1Rp) Pooylyi ™oy

P11™%
49, ) (eelX,eR,egﬂl)(eR,eelegRl,eéR2) | P11%001%1
50.) (ee e X,eR,e R )(eR,ee Ry ,eR,) P111%001™1

51.) (eelK,ee2R,82R1)(eegR,eeleéRlsegRg) P11B0o1™101

52.) (eeqe X,ee R e R ) (ee R, eeqRy,85R0)  P113M01™101

P03y
5%.) (eX,eelﬁ,ele)(eelR,eegRl,esz) PyM551017
54.) (eeyk,ee Rye Ry ) (eeqR,eRy e R,) P101%001%11

55.) (exseelegRseéRl)(eelegRﬁeeéRliegRg) P1M6y010711

56.) (ee X,ee e R, e R ) (eeq8,R,eRq,8585)  P1g3T001™M111
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P1%091™

57.) (ee,X,eR,e.Ry) (eR,eeqe Ry, ¢¢R,) P101%1 B
58.) (eX,eepR,eqR;) (eepR,eeqRy,69Ry) P1B51™101
59.) (ee,X,eR,e,e,R,) (eRye€9Ry,€ 85R,) P1010011%1

60.) (eX,ee R,ejepRy) (eeR,e018,R ,896,R5) - Pyl M0y

P11%01™1

6l.) (eelegx,eR,elRl) (eR,eeeRl,ele) P111801 01
62.) (eelx,eezR,elRl)(eegR,gRl,elRe) P11% %101
63. ) (eelx,eR,elegﬂl) (eR,eegRl,elesz) Py71%07110

64.) (eeje X,ee R,e e5R,) (ee RyeRy,8.6R5)  DPyyqfa71801

P1%01M11

65, ) (eegx,eelR,elRl) (eelR,eelegRl,ele) P101%1 B11
66.) (eX,ee;e R,e,Ry) (eejesR,eeqRq,e4R5) P11 D111
67.) (eX,eeiB,elgaRl) (eelR,eele2Rl,elezR2) P105178yq

68.) (eexX,eeje R,e e R ) (ee e R, ee9Ry,898R5) PrgiMo110y7g

P11%01™11

69.) (eelezxseelﬁielRl) (eelRl’eeQRl’elR2) P111" o1

70.) (eelxgeeleZR’elal) (eelegR,eRl,ele) pllmOImlll

71.) (eele2X,eelR,e162Rl) (eelR,eRl,eleng) P111%071M71

R

72) (eelX,eelegR,elegRl)(eelegR,eeg;

19€18o85) P11Mg1101,
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Po1™1M
7%,) (elx,eegR,eRl) (ee2R,eelRl,eR2)
74.) (elX,eR,eele) (eR,eeleeRl,eeERg)
75.) (ele2X,ee2R,eRl) (eegR,eele2Rl,eR2)

75, ) (elegx,eR,eegﬁl) (eR,eelRl,eezRg)

Pl My
774 ) (egx,eelR,eRl) (eelR,eeeRl,eRe)

78.) (ezx,eele2R,eR1) (eelezR,eegRl,eRg)

b |
79.) (ezx,eR,eelRl) (eR,eele2Rl,eele)

80.) (ezx,eezR,eelRl) (eezR,eelezﬁl,eele)

Po1M1%11

81.) (eleex,eelR,eRI)F(eelR,eelegRl,eR2)
82, ) (61X,eelezR,eRl) (eelegR,eelRl,eRz)

83, ) (elx,eelR,eeERl) (eelR,eelegRl,engg)

Po1™1™101
Po1%101R1
Po11P1™ 01

Po11®101™1

Ppoo1M1%31

Poo1™™i11

Poo1P11%1

Poo1®11™101

Po11®1™1
Po1®@1®y73

Po1My 0111

84.) (eje X,ee e R,eesRq) (eejesR,ee Ry €€,585) PoyiPig10)11
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a antisimetrije bordurs, L=
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Slika 7.: primeri bordura tipa pll

a) Kina; blJugoslavija, narodni motivi;
¢)Gréka, neolit,3000 god. pP.n.e.;
d)e)f) srednji vek
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91ika8.: primeri bordura tipa pll

2) renesansa; b) pretkolumbovski period, Meksiko;
¢) Gr3ka; d) srednji vek
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25174878

S1ika 9. : primeri bgrdura tipa pll

alkeltska lumetnost; b) Vizantija; ¢) Afrikaj;
d) Novi Zaland; elseverna Afrika; f)Afrika;
g) narodni motiv, Jugoslavija
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Slika 10. : primeri bordura tipa p12

a)Grika; b) Peru, V-VII vek; ¢)Vavilonija,IlI
milenijum p.n.e.; 4) Grdka; e)f)g)h) Grika,
1500 god p.n.e.j; i) srednji vek
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S1lika 11.: primeri bordura tipa p21

a) neolit, Bliski Istok, 5000 god.p.n.e.;
bYsrednji vek; c¢)rimski mozaik, Munisj
d)kritsko-mikenska kultura, 2500 god p.n.e.;
e)Rusija, 19. vek; f) pretkolumbovska umet-
nost, Peru; g) gotika, Nemalkaj h) Novi Zeland,
primitivna umetnost
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Slika 12.: primeri bordura tipa rg,

a)Vizantija; b)Grdka; c¢)Afrika; dle)f) srednji
vek; g) Novi Zeland; h) Kina




Slika 15.:

107

primeri bordura tipa Pg,

a) Novi Zeland;
b) motiv "Njegova ruka i ruka njegovog brata”,

severna Afrika
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(K

Slika 14.: primeri bordura tipa pllm
a)neolit, Bliski Istok, 5000 god. pP.nec.;
b) Vizantija; c¢)Sendvidka ostrvay d) neolit,
Bliski Istok; e)GrCka; flkeltska umetnost;
gYsrednji vek; h) Susga; i) Vavilonijaj j)neo-
1lit, Anatolija; k)neoclit, Hvar, oko 3500 god.

P.N.C.
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Slika 15.: primeri bordura tipa plml
aYb) neolit, Bliski Istok

SDMWMNN)
€ccceeccik - DIV
me\‘%%%% £)

Slika 16, : primeri bordura tipa pllm1

a)neolit, Anatolija, oko 5000 god. p.n.e.

blrenesansa; c)d) Gréka; e) ornament "Mese-
eve mene na jugu", Celebes; f) srednji vek;
g)narodni motiv, Jugoslavija
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‘0‘0‘0.0.0‘ £)
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Slika 17.: primeri bordura tipa pym
a)ornament "Meseleve mene na severu", Celebes;
bineolit, Bliski Istok; ¢) Egipat; d)srednji vek;
e) narodni motiv, Rumunija; f)Teba(Egipat);
¢) narodni motiv, Jugoslavija
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Slika 18.: primeri bordura tipa P,

e)b) pozni neolit, Bliski Istok; e¢) Vizantija;
ddnarodni motiv, Jugoslavija; e)f)g) Nemadka, 16. vek
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Slika 19.: primeri bordura tipa pm,

a) Vizantija; b)e)d) srednji vek; e)Rorneo;
f) narodni motiv, Jugoslavija; g)h) Novi Zeland
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Slika 20, : primeri bordura tipa rg,m
alneolit, Grika; b)pretkolumbovski period, Peru:
¢)srednji vek; d)¥gipat; ) neolit, Bliski Istok;
£f)Krit; g)renesansa; h) neolit, Hasuna(Irsk), oko
5000 god. pre n.e.;i) neolit, Bliski Istok
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Slika 21.: primeri bordura tipa Pg I
a)irika; b)Egipat; c)Egipat; d) Anatolijaj
e) pretkolumbovski periocd, Peruj f) neolit,
Rliski Isatok
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Slika 22.: primeri ornamenata tipa PEqm

a)Gana; blc) Turska; d) srednji vek;
e) Kirgizija
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S1lika23,.: primeri bordura tipa pg,m
a) ornament "Talasi u obliku grudi", Celebes;

bYe) Novi Zeland; d)e) narodni motivi, Srbija
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Slika 24.: primeri bordurs tipa Pgm,

a) neolit, Bliski Istok, oko 5000 god. pP.n,e.;
b)Vizantija; c)neolit, Grika; d) rimski mozaik;
e) Wovi Zeland; f) Korint; g) srednji vek
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8lika 25. : primer bordure PE1 1, 4 neolit, Anatolija

Slika 25, : primeri bordura tipa Pymm
a)neolit, Grika; b) neolit, Bliski Istok, oko
5 000 god. p.n.e.; ¢) Vizantija; d)neolit, Grika;
- e)f)g) srednji vek; h) Egipat, III milenijum p.n.e.
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Slika 26.,: primeri bordura tipa p,om

a) Halaf, oko 4 900-4 500 god. p.n.e.;
b)Vavilonija; c¢)renesansa; d)e) srednji vek;

f) Koesmatijev mozaik, Italija
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81lika 27.: primeri bordura tipa Py mm
a) Novi Zeland
b) umetnost Pueblo-indijanaca;

¢) Novi Zeland
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Slika 28. : primeri hordura tipa pmm,

a) Grika; ble) Hacilar, neolit, 5200-5 500 god.
Pe.n.€.; d) Vizantija |
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Slika 29.: primeri bordura tipa pm,m

a) gotikaj; b) srednji vek; c)romski mozaikj
d) neolit, Bliski Istok; e) Afrikaj; £) Vizantija

e)



12%.

Slika 30. : promeri bordura tipa p,mm,

a) neolit, Anatolija, oko 5000 god. pPen.c.;

b) primitivna umetnost amerilkih Indijanaca;
¢) srednji vek

Py i B Bl et T AEETE e e
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Slika %1.: primeri borduras tipa pm,m

1

a) Vizantija;

b) Tonga ostrva, Melanezija;
¢c) gotika; |

dle) Novi Zeland




Grupe antisimetrifje 1 vise-
struke antisimetrije ornamenats
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Apstraktne definicije( prezentacije) grupa simetri-
je ornmemenata: pl, p2, pm, Pg, cm, pum, DIE,DEE,CEBsPN,p3lm,
ph,phin,p4g,p6,p6m, koje su posluZile kao generisuce grupe
grupa antisimetrije i viZestruke anvisimetrije ornamena-
ta date su u radu( H.S.M.Coxeter,¥w,0.J.Moser, 1972.,
str. 40-51.). |
Teorema 4.l.8) Antisimetrijska karakteristika gru-
ﬁ; Pl, g;nerigaﬂéftranéiacijamé X,Y, date prééentacijom:
pl (X,Y) XT=YX Je (XTTTZT). Grupa pl generise gru-
pe antisimetrije i viSestruke antisimetrije tipa Ml, Me.

Za Ia3 grupa Pl ne generife grupe viSestruke antisimet-

rije tipa MY,

Teorema 4.l.b) Antisimetrijska karekteristika grupe
pl, generisane translacijama X,Y,Z, date prezemtacijom:
pl (X,Y,2) XYZ=ZYX=E je (X,Y,Z2). Pri generisanju

grupa antisimetrije tipa ML, za I=1 obavezna Je zamene dve

generiduée translacije. antitrarslacijama, a za I=2
zamena s8vih translacija antitranslacijama razliditih ti-

pova, Za La3 grupa simetrije pl ne generiSe grupe viSest-

ruke antisimetrije tipa ML.

Dokaz: a) Svi proizvodi generatora grupe pl formir-
ani u skladu sa Definicijom 1l.2. sadinjavaju Jednu klasu
ekvivalencije, u ¢iji sastav ulaze translacije X,Y,XY,
ekvivalentﬁe u algebarskom i geometrijskom smislu, pa Je
antisimetrijsks karakteristika grupe pl (f:?:f?). U skl-
adu sa Teoremom l.l. grupa pl generisSe grupe antisimetri-
Je i viSestruke antisimetrije tipa Ml,Mz. Za L>»3 grupa

pl ne generise grupe visestruke antisimetrije, u skladu
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ga Teoremom 1l.l.b), podto nije zadovoljen uslov razdvoji-
vosti antiidentiteta. |

b) Uslovi koji moraju biti zadovoljeni pri zameni
generatora antigeneratorime, direktno slede, u skladu sa
Teoremom l.l.a) iz relacije XIZ=E, iz koje proizilazi da
2a I=1 dve translacije moraju biti zamenjene antitransla-
cijama, dok za IL=2 iz navedene relacije, u skladu sa Teo-
remom 1,1, sledi da sve tri translacije moraju biti raz-
1iditih tipova, tJj. tipa e, eysee . Ekvivalentnost Teore-
ma 4.,1.8) 1 4.1,b) sledi iz relacije Z=X“1Y'1.

Teorema 4.2.a8) Antisimetrijske karakteristika grupe
p2, generisane translaclijama X,Y i centralnom simetrijom
T, date prezentacijom:
p2  (X,Y,T)  XY=TX T2=(TX)°=(TY)°=E je
(m)(m)' i dezvoljava svodenje na redukovani
oblik (T, TX,TY,TXI). Grupa p2 generile grupe antisimetri-
je i viSestruke antisimetrije tipa H1,M2,H?Za I24 grupa
p2 ne generiSe grupe visestruke antisimetrije tipa HL

Teoremz 4.2.b) Redukovana antisimetrijska karakterl-
gstika grupe p2, generisane centralnim simetrijama T, Ty
T2, date prezentacijom: _

P2 (T,0y,T,)  TP=I5a13x(T1T,)%E go (T3 15T TS).
Grupa p2 generife grupe antisimetrije i viSestruke anti-
simetrije tipa'Ml,Mg,M§Za.I%4 grupa p2 ne generise grupe

viSestruke antisimetrije tipa ML.




Teorema 4.2.¢) Redukovana antisimetrijska karakteri-
stika grupe p2, generisane centralnim simetrijama T, Tl,
T2, T3, date prezentacijom:
p2 (T,T;,T5,T5) 1221215= §=TT1T2T3=E je
(TQTG:TEIT;). Pri generisanju grupa antisimetrije tipa ML
dozvoljene su kombinacije antiidentiteta e,e;,8,5 U kojim se
oni Javljajupo 2 11i po 4 puta ., uz posStovanje Teoreme
i.1.b). Grupa p2 generife grupe antisimetrije i viSestru-
ke antisimetrije tipa‘Ml,Mgﬂa-Za I24 grupa p2 ne generi-

Se grupe videstruke antisimetrije tipa ML.

Dokaz: a) Sve proizvode generatora grupe p2, formi-
rane u skladu sa Definicijom 1l.2. moZemo podeliti u dve
neekvivalentne klase: translacije X,Y,XY 1 centralne'si-
metrije T,TX,TY,TXY. S obzirom na ekvivalentnu algebarsku
i geomeﬁrijsku ulogu translacija X,Y,XY medu sobom i cen-
tralnih eimetrija T,TX,TY,TXY medu sobom, antisimetrijska
karakteristika grupe p2 je (X,Y,xY)(T,TX,TY,TXY). Po3taq
je uslov (X,Y,XY), u skladu sa relacijom (T, TY,TXY) =
(t(%,Y,X1)), sadrZan u uslovu (T,¥X,TY,TXY), navedena an-
tisimetrijska karakteristika grupe p2 dozvoljava svodenje
na redukovanu formu (T, TX,TY,TXY). U skladu sa Teoremom
1l.1. grupa p2 generiSe grupe antisimetrije i visSestruke

antisimetrije tipa Ml,ﬁz.MéZa Ia4 grupa p2, na osnovu Te-

oreme 1.1.b) ne generile grupe viZestruke antisimetrije ML,

po3to nije zadovolJen uslov razdvojivosti antiidentiteta.
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b) Ekvivalentnost Teorema 4.2.a) i 4.2.b) sledi iz
relacija TluXT, T =TY,

¢) Fkvivalentnost Teorema 4,2,b) i 4.2.¢) sledi iz
relacije T3=TT1T2. Uslovi koJji moraju biti zadovoljeni
pri generisanju grupa antisimetrije tipa ﬂ?mgu posledi-
ca relacije IT,T,T;=E 1 Teoreme 1.,1,b), te su za L=l
dozvoljene kombinacije antiidentiteta koji odgovaraju
antigenerﬁtorima (e,e,E,E) ili (e,0,08,e), a za L=2
kombinacije antiidentiteta (eel,e,eJ}E), (ee,,ce,,e,¢)
111 (eel,eel,el,el). Analogno vaZi za I=3,

Teorema %4.3a)Antisimetrijska karakteristika grupe .

pm, generisane translacijama X,Y i refleksijom R, date
prezentacijom:
om  (X,Y,R) R°=E (RY)%sE RYRaY  XY=YX jJe
(X(DE(RVEX)(RY,L,RXY) i dozvoljava svodenje na reduk-
ovani oblik (Yxﬁjﬁi). Grupa pm generise grupe antisimet-
rije i viSestruke antisimetrije tipa Ml,M2,M?Za L4 grupe
Pm ne generise grupe viééstruke antisimetrije tipa ML.
Teorema 4.3.b) Redukovana antisimetrijske karskter-
istika grupe pm, generisane translacijom Y i1 refleksijama
R, Rl, date prezentacijom:

pm  (Y,R,R R2=R§=E RY=YR R,Y=YR, Je (YXR,E;).

17
Grupa pm generiSe grupe antisimetrije i viSestruke anti-
gimetrije tipa MI,ME,M?Za a4 grupa pm ne generiSe grupe

viZestruke antisimetrije +tipa ML.
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Dokaz: a) Svi proizvodi generatora grupe pm, formi-
rani u skladu sa Definicijom 1.2. mogu se podeliti u pet
neekvivalentnih klasa: translaciju X, translaciju I, tra-
nslaciju XY, reflaksijé R, RX i klizajuée refleksije RY,
RXY. S obzirom na algebarsku i geometrijsku ekvivalenin-
ost refleksija R,RX medu sobom i klizajuéih refleksija
RY ,RXY medu sobom, antisimetrijska karskteristikea grupe
om je (X)(INXY)(R,EX)(RY,RXY). Po3to su jzrazi (X)(Y)(XY)
i (X)(Y) algebarski ekvivalentni u odnosu na generisanje
grupa antisimetrije i visestruke antisimetrije antisimet-
rijska karakteristika stile oblik: (X(D(E,EX)(RY,RXY).
I, relacije: (X)(X,EX)=(R,RX) - pledi moguénost elimi-
nacije izraza (X), pa ae antisimetrijska karskteristika
svodi na: (Y)(E,RX)(RY,RIY), Medutim, poito je uslov:
(KT, RXY)=(Y(R,BX)) veé sadrZan u uslovu : (YY(X,KX), mo-
guéa je eliminacija izraza (RY,RXY), pa se antisimetrijska
karakteristika svodi na redukovani oblik (Y(R,RX).

 Zalml,2,%grupa pm, u skladu sa Teoremom 1.1, generi-
e grupe antisimetrije i viZestruke antisimetrije tipa
Ml,Me,M?Za I24 grupa pm ne generiSe grupe viZestruke an-
tigimetrije, u skladu sa Tedremom 1.1.b), podto nije za-
dovoljen uslov razdvojivosti antiidentiteta.

b) Ekvivalentnost Teorema 4,%3,a) 1 4.3.b) direktno
gledi iz relacije RluRX.

Teorema 4.4.a) Antisimetrijska karaskteristiXa grupe

pg, -generisane translacijama X,Y i klizajucom refleksijonm
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P , date prezentacijom:
ok (X,7,P) XY¥aTX Po=Y P lgpeX"T je
((DXY)(P,PX,PY,PXY) i dozvoljava redukovanje na Ob-
1ix (P,PX). Prilikom zamene g3neratora antigeneratorima
u procesu generisanja grupa antzslmetrlje i visestruke
mantisimetride zabranjena Jje zamena translaclje Y antitra-
nslacijom » Grupa pg generi§e grupe antisimetrije i vise-
struke antisimetrije tipa H ’ M2 Za Ia3%3 grups pg ne ge-
nerise grupe viZestruke antisimetrije tipa HL
PTeorema 4.4.b) Antisimetrijska karakteristika grupe

PE, generisano klizajuéim refleksijama P,Q, date prezen-
tacijom: |
rg (P,Q) Pz'Qz Je (PQQ). Grupa pg generise grupe an-
tisimetrije i viSestruke antisimetrije tipa Ml, M2 Za

IN3 grupa pg ne generiZe grupe vifestruke antisimetrije

tipa MLt

Dokaz: a) Svi proizvodi generatora grupe pg, formi-
rani u skladu sa Definicijom.1.2. mégu se podeliti u de-
tiri neekvivalentne klase: translaciju X, translaciju
Y, translaciju XY i klizajuée refleksije P,PX,PY,PXY,

S obzirom na ekvivalentnu algebarsku i geometrijsku ulo-
gu klizajuéih refleksija P,PX,PY,PXY antisimetrijska ka-
rekteristika grupe pg je (X)(Y)(XYXP,PX,PY,PXY). Iz rela-
clje P2-Y sledi da, pri generisanju grupa antisimetrije
i viSestruke antisimetrije uopStenom metodom Subnjikov-
Zemorzajeva, translacija Y ne moze biti zamenjena anti-
translacijom, u skladu sa Teoremom l,1l,a). ZahvaljuJuéi

tome, posle eliminacije translacije Y antisimetrijska ka-
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rakteristika grupe pg stide oblik: (X)(P,PX). Iz relacije
(X)(F,PX)= (P,PX) proizilazi moguénost eliminacije
jzraza (X), pa je redukovana antisimetrijska karakteris-
tika grupe pg (F,FX).

Grups pg, u skladu sa Teoremom 1.1, generiSe grupe

antisimetrije i visSestruke antisimetrije tipa Ml, Mg. Za

123 grupa Pg ne generisSe grupe visestruke antisimetrije
tipa ML, u skladu sa Teoremom 1l.l.b), posSto nije zadovo-
1jen uslov razdvojivosti antiidentiteta.

») Ekvivalentnost Teorema 4.4.a) i 4.4.b) direktno
gledi iz relacije @=FPX,

Teorema 4.5.,a) Antisimetrijska karakteristika grupe
cm, generisane klizajuéim refleksijama P,Q i refleksijom
R, date prezentacijom:
em (P,Q,R)  P°=Q® R°=E. RFR=Q  Je
(P,Q)(R)(PR,QR)(PQR) i dozvoljava svodenje na redukovani
oblik (P)(R). Prilikom zamene generatora artigeneratori-
ma u procesu generisanja grupa antisimetrije i.viéestru-
ke antisimetrije kligajuée refleksije P,Q, mogu biti samo
istovremeno zamenjene klizajuéim antirefleksijama istog
antisimetrijskog tipa. Grupa cm generife grupe antisimet-

rije 1 videstruke antisimetrije tipa Ml,Me. Za L23 grupa

cm ne generisSe grupe visestruke antisimetrije tips ML.

Teorema 4.5.b) Redukovana antisimetriiska karakteri-

stika grupe cm, generisane refleksijom R i klizajuéom re-

flekaijom P, date prezentacijon:

em (R,P) RZ=E RP°=PR jJe  (R)(P). Grupa cm gene-
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riSe grupe antisimetrije i viSestruke antisimetrije tipa
Ml, Hg. Za I23 grupa c¢m ne generiSe grupe viSestruke an-
tisimetrije tipa ML.

Teorema 4.5.c) Redukovana antisimetrijska karskteri-

stika grupe cm, generisane refleksijom R i translacijom
s’ daté prezentgcijoﬁ; . | . L

em (R,8) RZ=E (RS)®=(SR)®* 3je (8)(R). Grupa cm
generise grupe antisimetrije'i'viéestruke antisimetrije

tipa Ml,M?. Za I=3 grupa cm ne generige grﬁpe visestruke
antisimetrije tipsa ML. .

Dokaz: a) Svi proizvodi generatora grupe cm, formi-
rani u skladu sa Definicijom 1.2, mogu se podeliti u Ce-
" +iri neekvivalentne klase: kllizajuée refleksije P,Q, ref-
1eksiju R, translacije PR,QR iklizelu refleksiju PQR.S obzirom
na algebarsku i geometrijsku ekvivalentnost klizajuéih
refleksija P,Q medu sobom i translacija PR,QR medu sobom,
antisimetrijska karakteristika grupe cm Je
(F,(RY(PR,QR)(FQR). Iz relacije RPR=Q sledi da su kli-
zajuée refleksije P,Q ekvivalentne i u antisimetrijskom
pogledu, tj. da Jje pri generisanju grupa antisimetrije
i viSestpruke antisimetrije uop3tenom metodom Subnjikov-
Zamorzajeva moguéa samo njihova istovremena zamena kliza-
juéim antirefleksijama istog antisimetrijskog tipa. Ovo
ujedno omogﬁéava zamenu generatora.q;generatofom P u ok~
viru antisimetrijske karakteristike, ¢ime se ona svodi na
oblik (P)(R)(FR) ekvivalentan sa redukovanom antisimetr-
ijskom karaskteristikom (P)(R). U praksi, prilikom izvod-

enja grupa antisimetrije i visestruke antisimetrije gene-
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risanih grupom c¢m nije potrebno navodenje ovakve antisi-
metrijske karakteristike, veé se samo koristi tvrdenje
o antisimetrijsko] ekvivalentnosti generatora P,Q.

Za 1=1,2 zrupa cm, u skladu sa Teoremom 1,1, gener-
iZe grupe antisimetrije i visestruke antisimetrije tipa

1l .2

M*-, M“, Za Ia3 grupa cm, u skladu sa Teoremom 1l.l.b) ne

L

generife grupe visSestruke antisimetrije tipa M, posto

nije zadovoljen uslov razdvojivosti antiidentitetsa.

b) Ekvivalentnost Teorema #4.5.a) i 4.5.b) sledi iz
moguénosti eliminacije generatora Q iz prezentacije gru-
pe cm navedene u Teoremi 4.5.a).

¢) Ekvivalentnost Teorema 4.5.b) i 4.5.c) sledi iz
relacije S=FPR,

Teorema 4.6.a) Antisimetrijska karakteristika grupe

pmm, generisane refleksijama Rl,Rz,R5 i translaecijom T,

date prezentacijom:

2 2 .2 2 ;
pm (RI,R2,R3,Y) R1=R2=R3=(R2Y) =k R.Y¥=YR

1 1

(RyRy,1)(RyR5Y) ((Ry B k(5 RoT) ) (BB, R R MR RO, RoR5Y))

((RlE§H3’H1E§REZ)’(Rlz’Hzg)) i dozvoljava svodenje na
redukovani oblik ((R1,§5)(§E:ﬁ5?)). Grupa pmm generide

'grupe antisimetrije i visestruke antisimetrije tipa Ml,
Ma,Ma,M?Za IR5 grupa pmm ne generiie grupe viSestruke
antisimetrije tipa MY,

Teorema 4.6.b) Redukovana antisimetrijska karskteri-

stika grupe pmm, generisane refleksijama Rl,RQ,R3,R4, da-

te prezentacijom:

e .-
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2 2 pl o2

(RyR;)2=(RoR5)2m (B4R, )P=(R,R)T=E  Jo
((HITE;), (EE:EZ)). Grupa pmm generie grupe antisimetr-
ide 1 viSestruke antisimetrije tipa M',M°,M°,M*.Za IS3 gr-
upa pmm ne generi¥e grupe viSestruke antisimetrije tipa ML.
Teorema 4.6.¢) Redukovana antisimetrijska karakteri-
stika grupe pmm, generisane translacijama X,Y i refleksi-
jama Rl,Rz,'date prezentacijom:
pmm (X,Y,Rl,Rg) X¥=YX  R,R,=R,R, R,Y=YR; RpX=XR,
RE=R5=(R,X)2=(RyY)ZE  Je ((RPR{XNF,ET)).
Grupa : pmm generife grupe antisimetrije i visestruke an-
tisimetrije tipa Ml, Ma,Ma,M%Za ﬁ§5 grupa pmm ne generise
grupe viSestruke antisimetrije tipa ML.
. Dokaz: a) Svi proizvodi generatora grupe pmm, formi-
rani u skladu sa Definicijom 1l.2. mogu se podeliti u sle--
dele klase ekvivalencije: klasu refleksija Rl’R5’ klasu

refleksija R,,R,Y, klasu translacija R1R3’ Y, klasu tra-
ns3lacije R133Y’ klasu centralnih simetrija R1R2,R2R3, k]l-

asu centralnih simetrija RIRZY* R2R3Y, klasu klizajuéih
refleksija R13235,R1R2R3Y i klasu klizajuéih refleksijs
RlY,R3Y. S obzirom na algebarsku i geometrijsku ekviva-
lentnost refleksija Rl,R3 medu sobom, refleksija R2,R2Y

medu sobom, translacija RiRB’Y medu sobom, centralnih

simetrija R1R2,R2R3 medu sobom, centralnih simetrija R,R,Y,

R2R3Y medu sobom, klizajucig refleksija R1R2R3,R1R2R3Y

1Y,R3Y medu sobom

i g obzirom na ekvivalentnost susednih navedenih klasa

medu sobom i klizajuéih refleksija R

homolognih simetrijskih transformacija, antisimetrijska
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karekteristika grupe pmm Je (R133’Y)(31R3Y)

(R Rz X Ro BT ) ) (R Rp Rz MR RoT, RoR5T))
((ﬁlﬁgR3a313233?)ﬂE13933Y))- VaZe relacie:
(R R, 1) (RyR5 1) =(RyR 1), ((RyRo, RoRZ R KT, RoR5T) .)=

W—-—_

(Ro(Fp3R5) 1 Bo¥ (R 3850 =((RT3R5 W(R3K50) )

(TR, R E,Y) (TS GT))=(RyR (RS oY) , Y (R, Rp) )=

(ﬁlR_B_,"Y)((Rﬂl"','Ra),(R'E,RQ'Y)). Posto je uslov:(_RlR__;,Y)
sadrZan u okviru uslova ((HI’HB)’ (R53R5Y)), antisimetrij-

ska kagékteristika se svodi na posledndi izrez,

te je redukovana antisimetrijska karakteristika grupe

pmm ((EI,RB),(Rz,Hzi)); U skladu sa Teoremom l.l. grupa

pmm generife grupe antisimetrije i viSestruke antisimet-
rije tipa Ml, ME,ME,M?Za 125 grupa pmm ne generiSe grupe
viSestruke antisimetrije tipa ML, u skladu sa Teoremom
1.1.b), po3to nije zadavoljen uslov razdvojivosti anti-
identiteta,

Teorema 4.6.b) Ekvivalentnost Teorema 4.6.a) i
4.,6.b) sledi direktno iz relacije R,=R,Y.

Teorema 4.6.¢) Ekvivalentnost Teorema 4.6.b) i 4.6.c)

sledi iz relacije R3=Rlx.

Teorema #.7.a8) Antisimetrijska karakteristika grupe
pmg, generisane klizajuéim refleksijema P,Q i refleksijom
R, date prezentacijom:
pmg  (P,Q,R)  PP=q® RZ=(RP)%=(RQ)ZE  je
(F,Q)(FR,OR)(FQ)XRXMR) i dozvoljava svodenje na reduko-




vani oblik (R)(T,X). Grups pmg generiSe grupe antisi-
metrije 1 vi¥estruke antisimetrije tipa MY, M°, M°. Za
Ia4 grupa pmg ne generife grupe viSestruke antisimetrije

tipa ML- |
Teorema 4.7.b) Redukovana antisimetrijska karakter-

igtika grupe pmg, generisane centralnim simetrijama Tl’

T, i refleksijom R, date prezentacijom:

2 12 _m m
pmg (T,,T5,R)  R%=T{=T5=E T,RT,=TRT, Je

(R)(Tl,Ta). Grupa pmg generiSe grupe antisimetrije i vi-

Sestruke antisimetrije tipa MY, M, M°. Za IA4 grupa pmg

ne generife grupe viSestruke antisimetrije tipa ML.

Dokaz: a) Svi proizvodi generatora grupe pmg, for-
mirani u skladu sa Definicijom l1l.2. mogu se podeliti u
pet neekvivalentnih klasa: kiizajuée refleksije P,Q,
centralue simetrije PR,QR, transleciju ) , refleksiju
R i klizajudu refleksiju PQR. S obzirom na algebarsku i ge-
ometrijsku ekvivalentnost klizajuéih refleksija P,Q, medu
sobom i centralnih simetrija FR,QR medu sobom, antisimetri-
jska karakteristika grupe pmg je (P,Q)(FR,QR)(EQ)(R)(FQR).
3 obzirom na relacije: (E)(RI(EQR)=(RQ)(R), (F,Q)(M)=
(P,Q), antisimetrijska karaskteristika se tra-
nsformi%e u oblik (R)(F,Q)(TR,QR)=(R)(F,Q)(R(F,Q))=
(RY(P,Q), te je redukovana antisimetrijska karakteristika
grupe pmg. (R)(F,Q). Za I=1,2,3 grupa pmg generiSe grupe
entisimetrije i viZestruke entisimetrije tipa M, M2, M2,
u skladu sa Teoremom 1l,l.,, dok za I24 grupa pmg ne gene-

riSe grupe visestruke antisimetrije tipa ML, u skladu sa

Teoremom l.l.b), posSto nije zadovoljen uslov razdvojivo-
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sti antiidentiteta.
b) Ekvivalentnost Teorema 4.7.a) i 4,7.b) sledi iz

relacija T1=PR R T2=QR.

PTeorema 4.8.a) Antisimetrijska karakteristika grupe
peg, generisane klizajuéim refleksijema P,Q 1 centralnom
gimetrijom T, date prezentacijom:
pgg  (P,Q,T)  P°=Q° TC=E TPT=Q™T  je
(RYT,. M(F,Q,Pr,QT) i dozveljava svodenje na reduko-
vani oblik (T,PF). Pri zameni generatora grupe pgg antige-
neratorima u procesu generisanja grupa antisimetrije i vi-
Jestruke antisimetrije moguéa Je samo istovremena zamena
k1lizajuéih refleksija P,Q klizajuéim antirefleksijama is-
tog antisimetrijskog tipa. Grupa pgg generiSe grupe anti-
simetrije 1 viZestruke antisimetrije tipa Ml, M2. Za I>3

grupa pgg ne generife grupe vifestruke antisimetrije tipa

ML,

.

Teorema 4.8.b) Redukovana antisimetrijska karakteri-

stika grupe pgg, generisane klizajuéim refleksijama P,0
je (P,0). Grupa pgg generiSe grupe antisimetrije i visSe-

Ml, 2. 7a I2% grupa pPEg ne ge-

struke antisimetrije tipa
neriSe grupe viSestruke antisimetrije tipa ML.

Dokaz: a) Svi proizvodi generatora grupe pgg; formi-
rani u skladu sa Definicijom 1.2. mogu se podeliti u tri
neekvivalentne klase: translaciju PQ, centralne simetrije
7, QT i klizajude refleksije P,Q,PT,QT., S obzirom na al-

gebarsku i geometrijsku ekvivalentnost centralnih simet-
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rija T,PQT medu sobom i klizajuéih refleksija P,Q, PT,
QT medu sobom, antisimetrijska karaskteristika grupe pgg
je (R)(T,RQT)(P,Q,Pr,QT). Mpdutim, iz relacije TPT=Q
gledi i antisimetrijska ekvivalentnost k1lizajuéih reflek-
sija P, Q, $to omoguéava zemenu klizajuée refleksije Q
klizajuéom refleksijom P u antisimetrijskoj karakterist-
ici grupe pgg, Sime se ona svodi na oblik (T)(F,Pl)=
(T)(P(E:T))#(fﬁfﬁ), te jeureduko#ana antisimetrijska
karakteristika grupe pgg (F,Pr). Takode, iz antisimetrij-
ske akvivalentnoati'generatora P,Q s8ledi i obaveza njiko-
ve.istovremene zamene antigeneratirima istog antisimetrij-
skog tipa pri genarisagjulsrupa sntisimetrije i visestru-
ke antisimetrije uop3tenom metodom'éubndikov-ﬁamorzajeva.
Grupa ﬁgg generife grupe antisimetrije i visSestruke anti-
simetrije tipa Ml, M2, u skladu sa Teo;emom 1.l1., dok za
Ia3 grupa pgg ne generife grupe viSestruke antisimetrije
tipa ML, posto nije zadovoljen uslov razdvojivosti amti™
identiteta, u skladu sa Teoremom 1,1,.b).

b) Ekvivalentnost Teorema 4.8.a) i 4.8.b) sledi iz
relacije O=PT,

Teorema 4.9.a) Antisimetrijska karakteristika grupe
cmm, generisane refleksijama Rl, R2 i centralnom simetri-
jom T, date prezentacijom:

2 -2 _me 2 2
cmm (Rl*Rz*T) R1=R2=T =(R1R2) -(RlTR2T) =E Je

(1) (R 3R5) (RyR,) (T, TR, ) (TR, Ry)

i dozvoljava svodenje
na redukovani oblik (T)(E&,EE). Grupa cmm generiéé grupe

antisimetrije i visestruke antisimetrije tipa Ml,ME,Ma.
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Za Ia»4 grupa cmm ne generiSe grupe viSestruke antisimet-
rije tipa ML.

Teorema 4.,9.b) Redukovana antisimetrijska karakteri-
gtika grupe cmm, generisane refleksijama Rl*Re*R5JR4 i

centralnom simetrijom T, date prezentacijom:

2
cmm (Rl,Ra,Ra,Ru,T) TR T=R; TR,T=R, T"=E

RZ=R2=RZ=RE=(R Ry) = (R R5)2=(R R, ) = (R R, ) =E
je (2)(Ey,R5). Refleksije Ry, Ry i refleksije R,,R,, po-
smatrane u parovima su antisimetrijski ekvivalentne. Gru-
pa comm generiSe grupe antisimetrije i videstruke antisi-
metrije tipa Ml, H2, Ma. Za L4 grups cmm ne generie gru-
pe viBestruke antisimetrije tipa HL.

Dokaz: a) Svi proizvodi generatora grupe cmm, formi-
rani u skladu sa Definicijom l.2. mogu se podeliti u pet
neekvivalentnih klasa: centralnu simetriju T, refleksije
31,32, centralnu simetriju RIRZ’ klizajuée refleksije
TR, ,TR5 i translaciju TR R,. S obzirom ne algebarsku i
geometrijsku ekvivalentnost refleksija R1,32 medu sobom
i klizajuéih refleksija TR,,TR, medu sobom, antisimetrij-
gka karakteristika grupe cmm Je (T)(EZT?E)(R1R2)(TE;:T§E)
(TR1R2). Na osnovu relacija (ﬁ;:ﬁz)(H1R2)=(EI:E£) i dinje-
nice da Je uslov (TR1R2) gsadrzan u uslovu (T)(Rle), anti-
simetrijska karakteristika se transformise u oblik:

() (BT, (TRySTR,) =(T) (B3R5 (MR RS))= () (R5RZ), te
je redukovana antisimetrijska karakteristika grupe cmm
(T)CHITHE). Grupa cmm, u skladu sa Teoremom 1l.,l. generi-
8e grupe antisimetrije i visestruke antisimetrije tipa

Ml, M2,M3. Za 124 grupa cmm ne generiSe grupe videstruke
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antisimetrije tipa ML,.u gskladu sa Teoremom l.l.b) , po-
to nije zadovoljen uslov razdvojivosti antiidentiteta.

b) Iz relacija TR1T=R3 i TR2T=R4;Sledi da su genera-
tori Rl,R3 medu sobom i generatori R,,R, medu sobom ekvi~
valentni u simetrijskom i antisimetrijskom pogledu, te Je _ __
u okviru antisimetrijske karskteristike grupe cmm moguéa
zamena ref}eksi;je_R3 refleksijom;Rl i refleksije R4 re;-
leksijom R,. Pri izvodenju grupa antisimetrije i viSest-
ruke antisimetrije generisanih grupom cmm uopstenim meto-
dom Subnjikov-Zamorzajeva, dozvoljena je zamena refleksi-
Ja Rl,R3 antirefleksijama istog antisimetrijskog tipa i
refleksija R2,R4 antirefleksijama istog antisimetrijskog
tipa, obzirom na antisimetrijsku ekvivalentnost navedenih
refleksija, posmatranih u paro#ima. Ekvivalentnost Teore-~
ma 4.9,a) i 4#.9.b) preizilaezi iz moguénosti eliminacije
refleksija R3,R4 iz prezentacije grupe cmm date u Teore-
mi 4.9,b), ¢ime se ona svodi na prezentaciju datu u Teo-
remi 4.9.a).

Teorema 4.10.2) Antisimetrijska karakteristika gru-~
pe p4, generisane rotacijom S i centralnom simetrijom T,
date prezentacijom: |
p4 (S,T) 84=T2=(ST)qu je (TY(E,5T) i dozvoljava
svodenje na redukovani oblik (§:§T). Grupa p4# generise
grupe antisimetrije i vifestruke antisimetrije tipa Ml,

o |
M®, Za I23 grupa p# ne generiSe grupe viSestruke antisi-

metrije tipa ML.
Teorema 4.10.b) Redukovana antigimetrijska karakte-

ristika grupe p4, generisane rotacijom S i centralnim si-
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metrijama T’Tl*Tz'Ta' date prezentacijom:

b (5,1,)  S'eE s7ip,star,  (120,1,2; 3=0,1,2,3 )

2
J

su antisimetrijski ekvivalentne, te Je pri generisanju

T =TT1T2T3=E je (5,ST). Centalne simetrije Td

gamo istovremena zamena svih centralnih simetrija Tj cen—
tralnim antisimetrijama istog antisimetrijskog tipa. Gr-
upa p4 generife grupe antisimetrije i viZestruke antisi-
metrije tipa Ml, M2. Za 1A% grupa p4 ne generile grupe
| videstruke antisimetrije tipa ML.
Dokaz: a) Svi proizvodi generatora grupe p4, formi-
rani u skladu sa Definicijom 1.2. mogu se podeliti u dve
neekvivalentne klase: centralnu simetriju T i rotacije 8,
ST,S obzirﬁm na ekvivalentnu algebarsku i geometrijsku
ulogu rotacija S,ST,-antisimetrijska.karakteristika.grupe
p4 je (T)(5,5T). Na osnovu relacije (TY(S,8T)=(T)(S(E,T) )=
(3,8T), redukovana antisimetrijska karakteristika grupe
pt je (5,5T). Za I=1,2 grupa p4 generiSe, u skladu sa Te-
oremom l.l. grupe antisimetrije 1 videstruke antisimetrije
tipa Ml; M2, dok za I3 grupa p4 ne generife grupe visSe-
struke antisimetrije tipa ML, u skladﬁ sa Teoremonm l,l.b),
poito nije zadovoljen uslov razdvojivosti antiidentiteta.
b) Antisimetrijska ekvivalentnost centralnih simet-
rija Td je posledica relacija S_iTESifTi, te Je pri gene-
risanju grupa antisimetrije i viBestruke antisimetrije

uopitenim metodom Subnjikov-Zamorzajeva moguéa samo zame-

na svih centralnih simetrija Tj centralnim antisimetrij-
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ama istog antisimetrijskog tipa. Ekvivalentnost Teorsna
4,10.a) i 4,10,.b) sledi na osnovu mogucnosti eliminacije
centralnih simetrija Tl,T2,T3 iz prezentacije grupe p#4
date o Teoremi 4.10.b), déime se ona svodi na prezenbtaciju
datu u 4.10.a). _ |

Teorema 4.11., a) Antisimetrijska karakteristika gru-

pe p4m, generisane refleksijama R,R,,R,, date prezentaci-

jom:

pim  (R,Rq,R,) RCm §=R§=(RRI)2=(Rlna)4-(32R)2=E je

(R)(ﬁl,ﬁz)(RiRa)(Eﬁl,RRQ)(Rﬂlﬁe) i dozvoljava svodenje na
redukovani oblik (R)(HI,EZ): Grupa pdm generisSe grupe an-

1 .2
L M2, M0,

tisimetrije i viSestruke antisimetrije tipa M
7a Ia4 grupa phm ne generiSe grupe viZestruke antisimet-
rije tipa ML.

Teorema 4.11l.b) Redukovana antisimetrijska karskte-
ristika grupe pi4m, generisang® refleksijama Rl,Rg,RB,R4,R,
date prezentacijom:

2
p4n (R,R1,12,33,34) R°=E RR;R=R, RR,R=R;

2 w2 o2 pl 2 2 2 2
R1= 2-R3-R4-(R1R2) =(R2R5) -(R3R4) =(R4R1) =5
Je (R)(Hl,E2). Generatori Ry R, su antisimetrijskt ekvi-
valentni generatorima R2,Rl'respektivno. Grupa pi4m gene~

rife grupe antisimetrije i vifestruke antisimetrije tipa

Ml, Mz, M5. 7a I24 grupa p4m ne generiSe grupe visestruke

antisimetrije tipa ML.
Dokaz: a) Svi proizvodi generatore.grupe p4m, formi-
rani u skladu sa Pefinicijom 1.2, mogu se podeliti u pet

neekvivaléntnih klasa: refleksiju R, refleksije Rl’Rz*
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centralne simetrije RRl,RRz, centralnu simetriju Rlﬁz

i klizasjuéu refleksiju RR1R2. S obzirom na ekvivalentnu
algebarsku i geometrijsku ulogu refleksija Rl,R2.medu
gsobom i centralnih simetrija RRl,RR2 medu sobom, antisi-
metrijska karakteristika grupe pi4m Je
(R)(RTSR;)(R R, (RRyRR,) (RRyRy) . PoSto Je uslov (RR4R,)
gadrfan u uslovima (R)(Rlﬂz) i u skladu sa relacijom
(R;EE)(RlRa)-(E;R;), antisimetrijska karakteristika
svodi se na oblik (R)(W(m)n(R)(ﬁl,—RéxR(m))-
(R)(Rl,Rz), te je redukovana antisimetrijska karakteris-

tika grupe pim (R)(RI’RE)' U skladu sa Teoremom l.l. gru-
pa p4m generife grupe antisimetrije i viSestruke antisi-

metrije tipsa MI,M2,M3, dok za La4 grupa pi4m ne generise
grupe viSestruke antisimetrije tipa ML.

b) Antisimetrijska ekvivalentnost generatora RI'R4
medu sobom i generatora Rz,R3 medu sobom sledi iz relaci-

Ja RR RnR4 i RR23=R3. Kao ﬁosledica ovoga refleksi]je

1
R; i R, mogu biti iskljudivo istovremeno zamenjene anti-
refleksijama istog tipa u procesu generisanja grupa anti-
simetrije i videstruke antisimetrije uopétenoﬁ metodom
Subnjikov-Zamorzajeva. Analogno tvrdenje vaZi i za refle-
ksije Ry,Rz.s Ekvivalentnost Teorema 4,1l.a) i 4,11.b) sle-
di na osnovu moguénosti eliminacije generatora.Ra,R4- iz

prezentacije grupe pim date u okviru Teoreme 4,11,b), &i-

me se ona svodi na prezentaciju datu u 4.1ll.a).
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Teorema 4.12.a) Antisimetrijska karskteristika

grupe phg, generisane rotacijom S i refleksijom R,

date prezentacijom:

U

oag  (S,R)  R2=s*=(sTIRS)Z=E  je  (R)(S)(BS) i

dozvoljava svodenje na redukovani oblik (R)(S). Grupa

plg generise grupe antisimetrije i videstruke antisimetr-
ije tipa ML, M°. Za I23 grupa p4g ne generife grupe viZe-

gtruke antisimetrije tipa ML.

Teorema 4#.12.b) Redukovana antisimetrijska karakter-
istika grupe p4g, generisane rotacijom S i refleksijama
Rj( j=1,2,3,4), date prezentacijom:

phg  (5,R],BpBgpR,) S'=E SRRy ( 1-1,2,3)

2 02 nl pl 2 2 2 2
Ry=Rp=R3=Ry=(R)R5)"=(RoRz)"=(RxR, )" =(RyRy )"=E
Jo (S)(RJ). Pri zameni generifuéih refleksija.Rl,Rz,R3,34
antiréfleksijama obavezna je njihova istovremena zamena

antirefleksijama istog antisimetrijskog'tipa. Grupe pi4g

generife grupe antisimetrije i viSestruke antisimetrije

tipa ML, M°

. Za Ia3 grupa p4g ne generiSe grupe visestruke
antisimetrije tipa ML.

Dokaz: a) Svi proizvodi generatora grupe p4g, formi-
rani u skladu sa Definicijom l.2. mogu se podeliti u tri
neekvivalentne klase: rotaciju S, refleksiju R i kliza-
juéu refleksiju RS, pa je antisimetrijska karskteristika
grupe p4g (R)(S)(RS)=(R)(S), te Jje redukovana antisimetr-
ijska karakteristika grupe p4g (R)(S). U skladu sa Teore-
mom 1.1. grupa pP4g generide grupe antisimetrije i viSest-

2

ruke antisimetrije tip=a Ml,M . Za 123 grupa p4g, u skladu
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gs Teoremom l.1.b) ne generide grupe videstruke antisime-
trije, po¥to nije zadovoljen uslov razdvojivosti antiide-
ntiteta.

b) Ekvivalentnost Teorema 4.12.a) i 4.,12.b) sledi iz
moguénosti gliminacije refleksija Rl'Rz’R3 iz prezentacijq
grupe p4g, date u okviru Teoreme 4,12,b) i relacije R, =R,
Xime se navedena prezentacija svodi na prezentacigju datu
u 4.12.2). Antisimetrijska ekvivalentnost refleksija R,,
Ro,Rz,R, sledi iz relacija s~ir,staRr; ( 1=1,2,3), te
refleksije Rl*R2' 3,R4 u procesu generisanja grupa antis-
imetrije i viSestruke antisimetrije uopsStenim metodom Su-
bnjikova-Zamorzajeva moraju istovremeno biti zamenJjivane

| antirefleksijama istog antisimetrijskog tipa.

Teorema 4.1%a)Antisimetrijska karskteristika grupe
p31lm, generisane rotacijom S i refleksijom R, date prezen-
tacijom: |
531m (S,R)  R2=87=(RS™IRS)Z=E je (S)(R)(RS) i svodi
se na redukovani oblik (R). Zamena rotacije S antirotaci-
jama Je zabranjena. Grupa pilm generife grupu antisimetr-
ije tipa Ml. 7a L®2 grupa p3lm ne generife grupe visestr-
uke antisimetrije tipa ML.

Teorema 4.1%3.b) Redukovana antisimetrijska karakte-

ristika grupe p3lm, generisane rotacijema 5,5, i reflek-

sijom R , date prezentacijom:

2 _ - .
p3lm  (Sy,55,R) R°sE  RS,R=S5- S?-S%=(Slsz)3=b

je (R). Grupa p3lm generise grupu antisimetrije tip= Ml.
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7a 122 grupa pllm ne generise grupé videstruke antisimet-
- rije tipa ML. ' |

Dokaz: a) Svi proizvodi generatora grupe p5lm, form-
jrani u sklada sa Definicijom 1l.2. mogu se podeliti u tri
neekvivalentne klase : rotaciju S, refleksiju R 1 klizaj-
uéu refleksiju SR, te Je antisimetrijska karaktéristika
grupe p>lm (S)Y(R)(SR). Medutim, rotacija S ne dozvoljava
zamenu antirotacijom S’ =e’S, jer bi iz relacije S’5=(e’S)5-
3'83-9 , 8ledilo da je e’element dobijene grupe antisime-~
trije 1li visestiruke antisimetrije, te ova grupa ne bl
mogla biti tipa M2, Po3to rotacija S ne dozvoljava zamenu
antirotacijom, antisimetrijska xarakteristika grupe pilm
svodi se na redukovani oblik (R)., U skladu sa Teoremom l.l
grupa p3lm generife grupu antisimetrije tipa Ml. Za 1A2
grupa p3lm, u skladu sa Teoremom 1l.1.b) ne generise gfupa
viZestruke antisimetrije, poSto nije zsdovoljen uslov ra-

zdvojivosti antiidentiteta.

Teorema 4.14, a) Antiaimetrijéka'karakteristika gr-—-
upe p3m, generisane rbtacijama 81,82 i refleksijom R,
date prezentacijom:
p3n  (S,,8,,R) RO=E RS,R=S]' RSR=S3

S2=53m(S 82)3=E je

(R)(W)(W) idozvoljava svodenje na
redukovani oblik (R). Zamena rotacija S,, S, antirotacij-
ama je zabranjena. Grupa pim generile grupu antisimetrije
tipa Ml. 7a 122 grupa p3m ne generise grupe vigdestruke

antisimetrije tipa M%
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Teoremsa 4.14%4.b) Redukovana antisimetrijska karakter-

i{stika grupe p3m, generisane refleksijama Rl,R2,R3, date

prezentacijom:

pin  (Ry,Rp,Rg) RG=R5=R3=(R Ry)’=(RyRx) =(R5R,)7=E

jo (A ,H5eR5 (R RoRx)(BRSRORSRAR,) i dozvoljava svo-
denje na redukovani oblik (R,). Pri generisanju grupa
antigsimetrije dozvoljena je iskljudivo istovramena zamena
generiZuéih refleksija Rl,Rz,R3 antirefleksijama istog an-
tisimetrijsk@gtipa. Grupa p3m generise grupu antisimetrije
tipa Ml. 7a I=&2 grupa p’m ne generiéé grupe visestruke an-
tisimetrije tipa HL.

Dokaz: a) Svi proizvodi generatora grupe p>m, for-
mirani u skladu sa Definicijom 1l.2. mogu se podeliti u tri
neekvivalentne klase: refleksiju R, klizajuée refleksije
RS, RS

12
ntnu algebarsku i geometrijsku ulogu klizajuéih refleksi-

RS]_S2 i rotacije 81,32,8182. S obzirom na ekvivale-

Ja RSl,Rsa,RS]_S2 medu sobom i rotacija Sl,Sz,SISEmedu SO

bom , antisimetrijska karakteristika grupe pim jJe
(R)(Sl,82,8182)(Rsl,ng,Rslsz). Zabrana zamene rotacija
54455 antirotacijama sledi iz relacija : S;=SS=E, te se
antisimetrijska karakteristika grupe p?m svodi na reduko-

vani oblik (R). U skladu sa Teoremom l.1l., grupa p>m gene-
rife grupu antisimetrije Ml; Za 122 grupa p3m , u skladu

ga Teoremom 1l.1l.b) ne generile grupe visestruke antisime-

trije tipa ML

, podto nije zadovoljen uslov razdvojivosti
antiidentiteta.

b) Ekvivalentnost Teorena 4.,14%4.3) i 4,.14.b) sledi
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iz relacija Sy=R;R,, Soy=R Rz, R=R,. Antisimetrijska ekvi-
velentnost refleksija R,,R,,Ry sledi iz relacija

3 5. 2
(R1R2) -(R2R3) (R3R1) E, te se refleksije R,,R,,Rz pri
generisanju grupa antisimetrije mogu zameniti iskljuéivo

jstovremeno antirefleksijama istog tipa antisimetrije.

Teorema 4.15s)Antisimetrijska karakteriétika grupe
p6, generisane rotacijom S i centralnom simetrijom T, date
prezentacijom: |
06 (7,5) 53=12a(ST)®-E e  (S)(T)(ST) i dozvoljava
redukovanje na oblik (T). Zamena rotacije S antirotacijom
je zabranjena. Grupa p6 generile grupu antisimetrije ti-
pa Ml. Za Ia2 grupa p6 ne generile grupe viSestruke anti-
simetrije tipa ML.

Teorema 4,15.b) Redukovana antisimetrijska karakte-
ristika grupe p6, generisane centralnom simetrijom T i
rotacijamsa Si,sa, date prezentacijom:

6 (T,8,,8,) T°=E T8,T=5, 52=53m(81S,)7=E  Je
(), Zamena rotacija Sl.,S2 antirotacijama Je zabranjepa.
Grupa p6 generife grupu antisimetrije tipa'Ml. Za 352
grupa pé ne generile grupe viSestruke antisimetrije tipa
M,

Dokaz: a) Svi proizvodi generatora grupe p6, formira-
ni u skladu sa Definicijom l1l.Z2. mbgu se podeliti na tri
neekvivalentne klase: rotaciju reda tri S, centralnu si-
metriju T i rotaciju reda Sest ST, te Je antisimetrijska

karakteristika grupe p6 (S)(T)(8T). Iz relacije SO=E

sledi zabrana zamene rotacije S antirotacijom, te se u
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gkladu sa ovim antisimetrijska karakteristika svodi na
pedukovani oblik (T). U skladu sa Tgoremom l.l. grupa pPb

1. Za I22 grupa pd, U

generide grupu antisimetrije tipa M
skladu sa Teoremom l1.1.b) ne generide grupe viSestruke

antisimetrije tipa ML, po3to nije zadovoljen uslov razdvo-

jivosti antiidentiteta.
" b) Ekvivalentnost Teorema 4,15.a8) i 4.15.b) sledd

iz moguénosti eliminacije rotacije 82 iz apstraktne defi-

niclije grupe p6.date u 4.15.b) 1 relacije S-Sl, dime se

navedena prezenhacija grupé o svodi na prezentaciju datu

u.4.15.a); Zabrana zamene rotacija 31,32 antirotacijama

gledi iz relacija s{-sg-E.

Teorema 4.16.a) Antisimetrijska karakteristika gru-
pe pém, generisane refleksijama.R,Rl,R , date prezentaci-~
Jom: | |
pém  (R,R,,R,) R2-R§-R§-(R132)3-(R2R)2_-(RR1)6-E
Je (R)(Rl)(RQ)(RRl)(RR2)(R1R2)(RR1R2) i dozvoljava svo-
denje na redukovani oblik (R)(Rl). Refleksije El,R2 8u
antisimetrijski ekvivalentne i dozvoljavaju iskljudivo
istovremenu zamenu antirefleksijamas istog antisimetrijs-
kog tipa. Grupa pém generile grupe antisimetrije i videst-

ruke antisimetrije tipa Ml,Mz. Za I2% grupa pom ne gener-

i%e grupe viZestruke entisimetrije tipa Mo,
Teorema 4.16.b) Redukovana antisimetrijseka karakte;
ristika grupe pém, generisane refleksijama R,Rl,Rz,R5,

date prezentacijom:
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R§=R§- gn(R132)3-(R2R3)3-(R3R1)3=E jo (R)(R,).

Refleksije RI’R2*H3 gu antisimetrijski ekvivalentne, te

je dozvoljena isklJulivo njihova istovremena zamena anti-
refleksijama istog antisimetrijskog tipa. Grupa pom gene-
riSe grupe antisimetrije i visestruke antisimetrije tipa
Ml,Mz. 7a Ia3 grupa pém ne generife grupe visestruke an-
tisimetrije tipa HL.

Dokaz: a) Svi proizvodi éeneratéra grupe péom, formi-
rani u skladu sa Definicijom 1.2. mogu se podeliti u se-
dem neekvivalentnih klasa: refleksiju R, refleksiju R,,
refleksiju B,, rotaciju reda tri RR,, centrelmu simetriju
RR,, rotaciju reda sest R, R, i klizajuéu refleksiju RR4Roy
te Je antisimetrijska karskteristika grupe péom
(R)(Rl)(Ra)(RRl)(RR2)(R132)(RR132)' Na osnovu relacije
(R1R2)3-E gledi antisimetrijska ekvivalentnost refleksija
R1*?2 i obaveza nJjihove istovremene zamene antirefleksij-
ama istog antisimetrijskog tipa u procesu generisanja gr-
upa antisimetrije i visestruke antisimetrije upﬁétenom
metodom Subnjikov-Zamorzajeva. Ova osobina ujedno omogu-
éava zamenu refleksije R, refleksijom Ry u okviru antisi-
metrijske karakteristike grﬁpe pém, ¢ime se ona svodi na
oblik (R)(Rl)(RRl)n(R)(Rl), te je redukovana antisimetr-
ijska karakteristika grupe pom (R)(Rl). U skladu sa Teo-

remom 1.1, grupa pém generile grupe antisimetrije i1 vide-

1

gstruke antisimetrije tipa M ,Ma. Za I>3 grupa poém, u skl-

ady sa Teoremom l.l.b) ne generile grupe viSestruke anti-
simetrije tipa ML, poito nije zadovoljen kriterijum raz-

dvojivosti antiidentiteta.
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b) Ekvivalentnost Teorema 4,16.2) i 4,16.,b) sle-
di iz moguénosti eliminacije refleksije R3 iz prezentacije
grupe pém date u okviru 4,16,b), 8ime se ona svodi na
prezentaciju 4.16.a). Antisimetrijska ekv_valentnost
_refleksija.R1,R2,R3 i obaveza njihove istovremene zZamene
antirefleksijama istog antisimetrijskog tipa u procesu
genefisanja grupa antisimetrije i viSestruke antisimetr-
ije uopitenom metodom Subnjikov-Zamorzajeva sledi iz
relacija (RyR,)>=(RoR5)’=(RsR,)?=E. Naime, kada bi npr.
refleksije Rl,R2 bile zamenjene antirefleksijama razlici-
tog antisimetrijskog tipa.Ri,Ré , bilo bi RiRé=e’RiR2, po-
¥to je proizvod antiidentiteta razliditog tipa antiidenti-
tet tipa razliditog od polazna dvs, Ppa bi iz relacije
(9'3132)3=a'(Réna)3=e'E-e', sledilo da antiidentitet e’
ulazi u sastav dobijene grupe antisimetrije, te ona ne bi
mogla biti tipa M2, Analogno, dokazuje se antisimetrijska
ekvivalentnost refleksija.Rz,Ra, te su sve tri refleksije
RI’RE'R3 antisimetrijski ekvivalentne,
Na osnovu navedenih teorema ostvareno je kompletno izvode-—
nje grupa antisimetrije i visSestruke antisimetrije tipa
MI' , iz koga je, pored ostalog moguée i registrovanje
ponovljenih grupa antisimetrije i viSestruke antisimetrije
ornamenata, tj. kombinacija generatora koji rezultiraju
jstom grupom antisimetrije i visestruke antisimetrije.

Tzomorfnost antisimetrijskih karakteristika grupa
simetrije pgg i p4m medu sobom, grupa pgm, cmm 1 pim

medu sobom i grupa pig, pém medu sobom predstavlja bi-
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tnu olak3icu pri izvodenju grupa antisimetrije 1 viSestr-
uke antisimetrije i 1 skladu sa Teoremom l.4. omogulava
da proces izvodenja svih grupa antisimetrije i visestruke
antisimetrije reaukujémo na izvodenje grupa antisimetrije
i vigestruke antisimetrije generisanih grupama sa neizo-
gorfnim antisimetrijskim karakteristikama. Komparativni
katalog grupa simetrije sa izomorfnim antisimetrijskim
kxarakteristikama moze se sastaviti na osnovu rezultata
teorema navedenih u ovom poglavlju.

Kompletna izvodenja i katalozi grupa antisimetrije i
viSestruke antisimetrije ornamenata i njihovi mozaici nisu
dati u ovom radu zbog obimnosti. Vellina erupa antisimetrije
viSestruke antisimetrije ornamenata data je u dve ili tri
razlidite prezentacije. U okviru kataloga grupa za obele~
Yavanje grupa antisimetrije i viSestruke koriséena Jje
0-1 varijanta medunarodne gsimbolike, predloZena u Poglavlju
1. Sve dobijene grupe antisimetrije 1 vifestruke antisime-

trije ornamenata tipa Ml,M2,M3,M4 vizuelno su prikazane

u vidu mozaika, u skladu sa metodom uvedenim u Poglavlju l. |

Kao pezultat izvodenja dobijen je katalog svih grupa

antisimetrije i viSestruke antisimetrije ornamenata tipa

ML

. Prikazani u tabelarnom obliku brojevi N; grupa anti-~

1,2 4
12 M

simetrije ornamenata tipa M ,M generisanih poje-

b

dinim grupama simetrije glase:
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pl P2 pm pg cm pmm pgm pgg cmm p4 pim pig pim pilm po pémn
1 2 5 2 3 5 5 2 5 25 3 1 1 1 3 456

1 & 243 6 39.24 3 24 3 24 6 6 167
7 84 357 84 8h 84 700
2520 2520

te Je N,=46, N,=167, N3=7OO, N,=2520. Dobijeni rezultatl
u potpunosti odgovaraju rezultatima autora iz Kisinjova
( A.M.Zamorzajev, A.F.Palistrant, 1960; A,M.Zamorzajev,
1976., str. 143.) ostvarenim delimidno sastavlijanjem kata-
loga grupa viSestruke antisimetrije ornamenata, a delimi-
ino primenom kombinatornih metoda. Navedeni brojevi grupa
tipa ML omoguéavaju izradunavanje broja svih grupa antis-
imétrije i vigestruke antisimetrije PL( videti str.31 ).
Pored koriZéene 0O-1 varijante Internacionalne simbo-
1ike ili Zamorzajevske simbolike, za obeleZavanje grupa
antisimetrije i viSestruke antisimetrije ornamenata mo-
guée je i koriSéenje Kopcikove viSedlane simbolike. Ova-
kav sistem obelefavanja ilustruje primer grupe viSestruke
antisimetrije ornamenata p1001,0011m0001m0101
(eeax, ege3Y,e3R1,ele3R2) . Eliminacijom antiidentiteta
€23€09€74€ respektivno dobijaju se grupe antisimetrije
(eX,ezY,Rl,ele},.(eX,e5Y,eaRl,eleaR2), |
(eeaX,ezan,eaﬂl,e5R2), (EBX’B283Y’33R1’6133R2)’ koji-
°,R,),
YRy )+ Gru-

ma redom odgovaraju grupe simetrije pm (XE,Y
2 2 2
1R1R2) s PO (X=,Y

pli antisimetrije p1001,0011m0001m0101 odgovara grupa

2 o2 2
pg (X°,Y7,YRy), p2 (X7,X

simetrije pl (Xz,Yg), te ée Kopeikov videclani simbol
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navedene grupe biti pom/(pm,pg,p2,Pm)/pl,

Prva izvodenja grupa antisimetrije ornamenata ti-
pa Ml vezana su za simetriju slojeva i moguénosti inter-
pretacije dvostranosti 1 simetrije slogjeva uz pomoé Ccrno-
pelih dijagrama. Ova ideja A.Speisera( A.Speiser, 1927.)

je -ostvarena u radovima( E .Alexander i K.Herrmann,

1928,3; L.Weber, 1929, ; A.V.Subnjikov, 1940., 1946.3Woods,1935.).

Najstarije izvodenje grupa antisimetrije G%,2 direk-~
tno iz 17 ravanskih ornamenata G2,2 , dato u radu(H.Beesch,
1929,) ujedno predstavlja-izvodenje 80 grupa simetrije slo-
jeva direktno iz 17 grupa simetrije ornamenata. Cetrdeset
Sest grupa antisimetrije ornamenata tipa Ml odgovaraju
grupama simetrije dvostranih slojeva, koji ne poseduju
ravan simetrije u ravni sloja. Ostale 34 grupe simetrije
slojeva sastoje se od 17 polarnih, jednostranih slojeva
( ornamenata) i 17 grupa simetrije slojeva koji poseduju
ravan simetrije u ravni sloja i koJji odgovaraju grupama
antisimetrije ornamenata tipa Sl, tj. grupama antisimetr-
ije ornamenata oblika Gx{e}, gde Jje G grupa simetrije or-
namenata. Pored crno-belih dijagrama, u radovima( A.V.
Subnjikov, 1940., 1972,) dat je i tabelarni pregled do-
bijenih grupa. '

Nezavisna izvodenja grupa antisimetrije ornamenata
tipa Ml data su u radovima( W.Cochran, 1952.) gde je rea-
lizovano izvodenje grupa antisimetrije ornamenata bez pri-

mene antisimetrijskih Braveovih reSetki, korisSéenjem upp-

Stenih projekecija prostornih grupa simetrije; u radovima
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5kole Bjelova( N.V.Bjelov, N.N.Neronova, T.3.5mirnova,
1955,) uz koriSéenje 10 antisimetrijskih dihromnih Bra-
veovih refetki( 5 klasidnosimetrijskih i 5 crno-belih)
i kompariranje sa Fjodorovskim grupama simetrije lociran-
im u dva nivoa, pri demu je ddbijenih 46 dihromatskih
ornamenata prikazano u medunarodnoj simbolici, uz paralel-
no navodenje u Cochranovoj simbolici( N.V.Bjelov, N.N.
Tarhova, 1956.), sa alternativnim izvodenjima( N.V.
Bjelov, E.N.Bjelova, 1957.), gde su dati mozaici 46 anti-
simetrijskih ornamenata tipa Ml i u monografiji( A.Loeb,
1971., poglavlje 10.) gde su navedene grupe antisimetrije
jzvedene i prezentirane u orginalnoj simbolici, komparir-
anoj sa oznakama Subnjikov-Bjelova( A.Loeb, 1971., str.97.).
Kompozitne grupe( "ecompound graups"®) uvedene u radu
(A.L.Mackay, 1957.) predstavljaju prodirenje teorije anti-
simetrije zasnovano na superpozicijama geometrijski odgo-
varajuéih grupa simetrije S i antisimetrije A, koje se
u sludaju grupa kompozitne simetrije ornamenata svodi na
komponovanje 17 grupa simetrije ornamenata i 46 grubpa

antisimetrije ornamenata tipa Ml.

Prvo izvodenje grupa visSestruke antisimetrije ornam-
enata dato je u radu "Dvumernije Subnjikovskije grupi"
A.M.Zamorzajeva i A.,F.Palistranta( 1960.). Nakon uvodenja
nove simbolike grupa simetrije ornamenata, u ovom radu re-
alizuje se izvodenje 46 grupa antisimetrije ornamenata

1

tipa M~, 167 grupa visestruke antisimetrije ornamenata

tipa M2 uopdtenom metodom Subnjikov-Zamorzajeva. Za L=3
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ogtvareno Jje izvodenije grupa visestruke antisimetrije
tipa M3 generisanih grupama simetrije ornamenata p2, pPm,
pmm, Pmg, COm, i p4m , data koncepcija izvodenja svih os-

£alih grupa visestruke antisimetrije oruamenata tipa M2 i
naveden broj grupa tipa ME, N5=700f Kompletan katalog 700
grupa tipa M? paveden je u disertaciji A.F.Palistranta .-
(A.M,Zamorzajev 1976., str. 142). |

_ | ., Za L=4 sovjetski autori navode broj
gruﬁa vigestruke antisimetrije ornamenata'tipa-Ma, N,=2520,
dobijen kombinatornim metodama{ A.M.Zamorzajev, A.F.Pali-
strant, 1960.; A.M.Zamorzajev, 1976.). |

Pored nove simbolike grupa simetrije ornamenatsa,
uvedene u radu( A.M.Zamorzajev, A.F.Palistrant, 1960, ),
u monografiji( A.M.Zamorzajev, 1976.) navedeni su i izve-
sni geometrijski uslovi koji se odnose na grape antisi-
metrije i visestruke antisimetrije ornamenata, npr. oba-
veza istovremene zamene translacija antitranslacijama u
grupama kvadratne singonije, konzervacija translacija( kva-
drata klizajuéih refleksija) koje se Javlijaju u okviru dr-
ugog faktofa xod hemisimorfnih grupa, komparativni tabel-
arni pregledi grupa antisimetrije ornamenata i grupa sime-
trije slojeva( tabela P3), kao i interprétacije grupa an-—
tisimetrije i vifestruke antisimetrije crnamenata tipa L
kao grupa antisimetrije i visestruke antisimetrije sloje-
va tipa L-1, usvajanjem prve antisimetrijske koordinate
kod grupa antisimetrije 1 vigestruke antisimetrije orna-
menata kao pokazatelja polozaja tacke u cdnosu na invarl-

jantnu dvostranu ravan sloja, dok su ostale L-1 anti-
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gimetrija shvaéene kao vangeometrijska dvovalentna
gvojstva. |

Mozaidke vizuelizacije grupa viSestruke antisimebtri-
je ornamenata tipa M2 date su u radu A.M.Zamorzajeva 1
A F.Palistranta: "Mozaiki dlja 167 dvumernih Subnjikovs-
kih grup( mlad3ih trjoh rodov)"(1961.).

Fizidke interpretacije grupa anbtisimetrije ornamena-
ta tipa Ml daju Tavger i Cochran konstatovanjem veza 4o

grupa antisimetrije ornamenata tipa Ml

sa uopsStenim pro-
jekeijama elektronske gustine. Interesantnu i aktuelnu
temu istraZivanja predstavlja nalaZenje fizickih inter-
pretacija grupa vifestruke antisimetrije ornamenata.

S obzirom da e’-—-antienantiomorfizam nastaje kao re-
zultat postojanja indirektnih antisimetrijskih transfor-
macija( antirefleksija i klizajucéih antirefleksija) u sa-
stavu grupe antisimetrije ornamenata, za njegovo identif-
ikovanje potrebno je wolditi navedene indirektne antisime-
trije,'odnosno njihove antisimetrijske tipove., Resavanjem
problema e’-antienantiomorfizma ujedno se reéaﬁa 1 pitanje
e’ -invarijantnosti, u skladu sa Teoremom 2.3.

Pojavu e’-antienantiomorfizma i e’-invarijantnosti
posmatraéemo na primeru grupe p1001,0011m0001m0101
(ee5X,e2e3Y,e3Rl,e1e3R2) u 8iji sastav ulaze antireflek-
sije: eaRl,eleaRg;eXRl,elngR2 i klizajuée antirefleksije:
egRlY,eegeaXRli,eelR2X,eele2YR2K, te je navedena grupa
antienantiomorfna tipa e,eg,e?),eel,elee,elea,eeleg,eege5

i e’=invarijantna tipa el,ee2,ee5,82e5,eele5,eleze5,eelegea.
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U istoriji ornamentalnog slikarstva antisimetrijski
ornamenti predstavljaju najrasprostranieniju 1 najraznov-
rsniju klasu antisimetrijskih motiva. Javljajuéi se u pe-
riodu neolita, dihromatski ornamenti zauzimaju znadajno
mesto u neolitskoj ornamentici( SrednjiIstok...), umetn-
osti drevnih civilizacija( Egipat, Egejske civilizacijee..),
greko-romanskoj ornamentici( Grdéka, Rim, Vizantijaee.), PO-
sebno pri izradi podnih mozaika, mavarskoj ornamentici...
U novijem periodu veéi broj primera antisimetrijskih mo-
zaika moZe se nadi u radovima M.C.Eschera,

U pogledu hronologije vreme pojave razliéitih tipova
antisimetrijskih ornamenata zavisiée od vremena nastanka
odgovarajuéih generisuéih klasifnosimetrijskih ornamenata.
zZastupljenost antisimetrijskih ornamemata zavisile ne samo
od zastupljenosti generiZuéih klasiénosimetrijskih ornam-
enata, veé i od geometrijsko-vizuelnih karaskteristika sa-
mih antisimetrijskih ornamenata, te ée npr. antisimetrij-
ski ornamentiukojimse javljaju susedne fundamentalne ob-
lasti iste boje biti nedto redi. Detaljnije razmatranje
uloge antisimetrijskih ornamenata u likovnoj umetnosti
moguée je vrditi na osnovu radova( M.C.Escher, 1960;

C.H.Macgillavry, 1976.3 S.Jablan, 1981,).




Grupe antisimetrije 1 vise-

struke antisimetrije slidnosti
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Prezentacije grupa simetrije slidnosti Jednostranih
rozeta, koje se koriste kao generisudée grupe antisimetrije
i viSestruke antisimetrije slidnosti date su u radu( S.

Jablan, 1981.).

C_K( nk), generisane rotacijom S i homotetijom XK, date
prezentacijom:
¢ K( oK)  (8,K) sll=E SK=KS je (S)(X)(SK) i dozvo-
1java svodenje na redukovani oblik (S)(K). Zamena rotaci-
je S antirotacijom S’ dozvoljena je pod uslovom n=2k, Gr-
upa GﬁK generiSe grupe antisimetrije i viSestruke antisi-
metrije tipa Ml, Mg. Za 1~% grupa CnK ne generise grupe
viSestruke antisimetrije tipa ML_

Dokaz: Svi proizvodi generatora navedene grupe, for-
mirani u skladu sa Definicijom 1l.2. mogu se podeliti u
tri neekvivalentne klase: rotaciju S, homotetiju K 1 hom-
otetsku rotaciju SK, te Jje antisimetrijska karakteristika
grupe C K (SY(X)(8K)., Iz relacije (8S)(K)(SK)=(S)(K) sledi
moguénost redukovanja antisimetrijske karakteristike ne
oblik (8)(X). U praktidnom postupku, pri generisanju gru-
pa antisimetrije i viSestruke antisimetrije, navodenje ov-
skve antisimetrijske karakteristike nije potrebno. U skla-
du sa Teoremom l.l. grupa CnK generise gruﬁe anfisimetrije
i viSestruke antisimetrije tipa Ml, Me. Za Im3%3, u skladu
sa Teoremom l.l.b) grupa CnK ne generise grupe viéestruke
antisimetrije, podto nije zadovoljen uslov razdvojivosti

antiidentiteta. Uslov n=2k sledi iz relacije s™=E.
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Teorema 5.2. Antisimetrijska karakteristika grupe
GnL(nL), generisane rotacijom S i homotetskom rotacijom
I, date prezentacijom:

C,L(nL) (s,L) SB=E SL=1S je (S)(L)(SL) i
dozvoljava svodenje na redukovani oblik (s)(L). Zanena
rotacije S antirotacijom S’ dozvoljena je pod uslovom
n=2k. Grupa CnL generisSe grupe antisimetrije 1 videstr-
uke antisimetrije tipa Ml,Mz. Za 123 grupa C, L ne generi-
3e grupe visestruke antisimetrije tipa ML.

Dokaz: Svi proizvodi generatora grupe CnL, formira-
ni u skladu sa Definicijom l.2. mogu se podeliti u tri
neekvivalentne klase: rotaciju S, homotetsku rotaciju L
i homotetsku rotaciju SL, te je antisimetrijska karakter-
istika grupe C_L (S)Y(1L)(SL). Na osnovu relacije (3Y(L)(BL)=
(8)(L) antisimetrijska karakteristika dozvoljava redukov-
anje na oblik (s)(L)., Uslov zamene rotacije S antirotaci-
jom S’, n=2k direktno sledi iz relacije st=E, %Za L=1,2 gr-
upa C_L generile grupe antisimetrije i visestruke antisi-
metrije tipa Ml, Mg, u skladu sa Teoremom l.l., dok 2za
123 grupa C L ne generiSe grupe viestruke antisimetrije

tipa ML, po3to nije zadovoljen uslov razdvojivosti antii-

dentiteta.

Teorema 5.%. Antisimetrijska karakteristika grupe OnM

(nM),generisane rotacijom S i homotetskom refleksijom M,

date prezentacijom:
C M(nM) (s,M) SP=E sMsS=M je (S)(W,B¥) i

dozvoljava redukovanje na oblik (M,SM). Zamena rotacije S
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antirotacijom S° dozvoljena je pod uslovom n=2k. Grupa
C M generise grupe antisimetrije i viSestruke antisime~
trije tipa Ml, M2. Za 1>% grupa CnM ne generise grupe
visegtruke antisimetrije tipa ML.

Dokaz: Svi proizvodi generatora grupe ch’ formirani
u skladu sa Definicijom 1.2, mogu se podeliti u dve neek-
vivalentne klase: rotaciju S i homotetske refleksije M,SM,.
S obzirom na algebarsku i geometrijsku ekvivalentnost ho-
motetskih refleksije Mj gM, antisimetrijské karakteristika
grupe C M je (3)(M,5M). Moguénost redukovanja antisimetr-
ijske karakteristike grupe C M na oblik (M,SM) sledi na
osnovu relacije (S)(M,SM)=(S)(M(E,S))=(M,5M), koja omo-
guéava eliminaciju izraza (S). U skladu sa relacijom ST o
zagmena rotacije S antirotacijom S’ dozvoljena je pod usle-
vom n=2k, Za L=1,2 grupa CnM, u skladu sz Teoremom 1.1,
generise grupe antisimetrije i visestruke antisimetrije
tipa Ml, M2. Za I1=% grupa ch ne generise grupe visestru-

L

ke antisimetrije tipa M, u skladu sa Teoremom 1l,1.b), po-

8to nije zadovoljen uslov razdvojivosti antiidentiteta.

Teorema 5.430Antisimetrijska karakteristika grupe
DnK(an), generisane rotacijom S, refleksijom R i homo-
tetijom K, date prezentacijom: |
D K(nmK)  (S,R,K)  SP=R°=(SR)°=E RK=KR SK=KS je
(K)(S)(KS)(R,RS)(RK,RKS) i dozvoljava svodenje na reduko-
vani oblik (K)(R,RS). Zamena rotacije S antirotacijom S’
dozvoljena Je pod uslovom n=2k, Grupa DnK generise gru-

pe antisimetrije i visestruke antisimetrije tipa Ml,Mg,ME.
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74 124 grupa DﬁK re generife grupe visestruke antisimetr-
ije tipa ML.
Teorema 5.4.b) Redukovana antisimetrijska karakteri-

stika grupe DK, generisane refleksijama R,R, i homoteti-

_jom K, date prezentacljom: -
D K(nmk)  (R,Rq,K) RZ=RZ=(RR,)P=E RK=KR R;K=KR,

je (K)(ETE;). Ukoliko su antirefleksije R,R4 razlicitog
antisimetrijskog tipa vaZi usloﬁ n=2k..Grupa ﬁ;x generise
grupe antisimetrije 1 viSestruke antisimetrije tipa Ml,
M2,M3. Za I>4 grupa D K ne geﬁeriée grupe videstruke anti-

gimetrije tipa ML.

Dokaz:é;}sv‘i proizvodi generatora grupe DnK, formirani
" u skladu sa Definicijom 1.2. mogu se podeliti u pet nee-
xvivalentnih klasa: homotetiju K, rotaciju 5, refleksije

R i RS, homotetsku rotaciju KS i homotetske refleksije

RK 1 RKS. S obzirom na algebarsku i geometrijsku ekvival-
entnost refleksija'R,RS‘medu sobom i homotetskih refleksi-
ja RK, RES medu sobom, antigsimetrijska karakteristika gru-
pe D K Je (K)(S)(X8)(R,RS)(RK,RKS). Iz relacija:
(K)(S)(KS)=(K)(S), (S)(REZ)=(8)(R(E,5))=(R,R5) i
(K)(E,55) (RK,RKS)=(X) (R,RS) (X(R,5R))=(X)(R,RS) sledi mo-
guénost svodenja antisimetrijske karaskteristike grupe DnK
na redukovani oblik (K)(R,RS). Uslov zamene rotacije 5 an-
tirotacijom S°, n=2k direkino sledi iz relacije sB=E. Za
I=1,2,% grupa DnK, v skladu sa Teoremom l.l. generise gru-
pe antisimetrije 1 videstruke antisimetrije tipa Ml,Mz, M5.
Za T4 grupa D X, u skladu sa Teoremom 1l.1.b) ne generise

grupe visestruke antisimetrije, po3to nije zadovoljen us-




b) Ekvivalentnost Teorema S.4.2) 1 5.4.b) sledi iz
relacije R1=RS. Dokaz uslova n=2k u slucaju zamene refle-
ksija R,Rq antirefleksijama razlicitog antisimetrijskog

tipa dat je u okviru dokaza Teoreme 2.2.2)e

Teorema 5.5.a) Antisimetrijska karakteristika grupe D I

(nnl),generisane rotacijom S, refleksijom R i homotetskonm

rotacijom L, date prezentacijom:

DnL(nmL) (S,R,1) sB= =(SR) =E SI=1S RIR=LS
IRIR=RIRL Jje (S)(I)(SL)(R,SR)(EL,SRL) i

dozvoljava redukovanje na oblik (LY(R)., Zamena rotacije

S antirotacijom Je zabranjena. Grupa DnL generisSe grupe

antisimetrije i viSestruke antisimetrije tipa Ml,Mg. Za

I~>3 grupa an ne generife grupe visSestruke antisimetrije

tlpa ML.

Teorems 5.5.b) Redukovana antisimetrijska karakteri-
stika grupe DnL, generisane refleksijama R,R4 i homotets-
kom rotacijom L, date prezentacijom:
D I(nal)  (R,Rp,D) RZ= 2.-(1?31) -E IRIR=RIRL

IR,IR,=R,IR I R I=IR  Je (LY(R).

U grupi DnL je dozvoljena iskljuéivo istovremena ZzZamena
refleksija R,R, antirefleksijama istog antisimetrijskog
tipa. Grupa DnL generife grupe antisimetrije i visestru~
ke antisimetrije tipa Ml,M2. Za 12% grupa DnL ne genefiée
grupe viSestruke antisimetrije tipa ML.

Dokaz: a) Svi proizvodi generatora grupe D L,formi-

rani u skladu sa Definicijom 1.2. mogu se podeliti u pe?b

neekvivalentnih klasa: rotaciju S, homotetsku rotaciju L,
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homotetsku rotaciju SL, refleksije R,SR i homotetske ref-
leksije RL,SRL, S obzirom na algebarsku i geometrijsku ek-
vivalentnost refleksije R,SR medu sobom i homotetskih ref-
leksija RL,SRL medu sobom, antisimetrijska karakteristika
tacije S antirotacijom sledi iz relacije RIR=1S. Zahvalju-

juéi tome, antisimetrijska karakteristika grupe DnL svodi

se na oblik (R)(IL)(RL)=(R)(L), te je redukovana antisimet-
rijska karakteristika grupe D_L (R)(L). U praksi, prilikom
generisanja grupa antisimetrije i visSestruke antisimetrije
nije_potrebno navodenje antisimetrijske karakteristike ov-
akvog tipa. Za I=1,2 grupa DnL generise, u skladu sa Teo~-
vemom l.l., grupe antisimetrije i viSestruke antisimetrije

tipa Ml,Ma. Za 125 grupa DnL ne generise grupe visestruke

antisimetrije tipa MU

, u skladu sa Teoremom 1.1l.b), posto
nije zadovoljen uslov razdvojivosti antiidentiteta.

b) Ekvivalentnost Teorema 5.5.a) i 5.5.b) sledi iz
relacije R1=RS.~Antisimetrijska ekvivalentnost refleksija

R, R, Je posledica relacije R1L=LR.

Kompletna izvodenja i katalog grupa antisimetrije i
vifestruke antisimetrije slicnosti Jednostranih rozeta,
realizovani u skladu sSa teoremama l.l., le2., le3., l.4.,
5eley 5e2sy 5s3ey Delbs, 5.5, nisu prezentirani u ovom
radu zbog obimnosti dobijenih rezultata, Navedena izvodenja
omoguéuju, pored ostalog i uocavanje ponovljenih grupa, tj.

kombinacija generatora koje dovode do istih grupa antisi-

metrije i viSestruke antisimetrije. Sve dobijene grupe
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antisimetrije 1 visestruke antisimetrije slidno-
gti interpretirane su vizuelno w vidu mozaika.

Pri izvodenju grupa antisimetrije i vifestruke anti-
simetrije slidénosti nije poStovan stav o kristalografskim
ogranienjima, te je u okviru grupa dozvoljeno prisustvo
rotacija proizvoljnog reda, a ne samo reda n=1,2,3%,4,6.

Kao rezultat izvodenja dobijene su beskonacne klase
grupa antisimetrije i vigestruke antisimetrije slic¢nosti

jednostranih rozeta, &iji Jje broj naveden u tabeli:

WL VR
c K 3 6
C_ I 2 6
Ry 2 3
D K 5 ol a4
' n
D_TL 3 6
16 45 84

7a obeleZ?avanje grupa antisimetrije 1 visestruke an-
tisimetrije slidnosti je koriSéena O-l1 varijanta Subnjik-
ovske simbolike. Pored navedene simbolike za obeleZavanje
grupa antisimetrije i viéestruke antisimetrije moguce Je
koriZéenje Kopcikove viSellane simbolike. Nacin primene
ove simbolike biée ilustrovan na primeru grupe (2k)1lm01m001
(eelS,elﬁ,egK). Eliminacijom antiidentiteta e,,e;,e res-
pektivno dobijeju se redom grupe: (eels,613,K),(eS,R,e2K),
(els,elR,ezK), kojima redom korespondiraju grupe simetrije:
o,k (s2,8), DX (52 |R,k%), DX (5%,8R,K%), te je Kopei-

kov viZedlani simbol grupe (2k)llm01m001:
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D, Z/(C,K,DK=,D,K%) /0, K,

Sve navedene grupe antisimetrije i visestruke antis-
imetrije sliénosti Jjednostranih rozeta mogu na osnovu iz-
omorfizma Jednostranih rozeta siﬁetrije gslié¢nosti i polar-
nih stoZera( E.I. Galjarskiji_A.M.Zamorzaje? 1965., S.
Jablan, 1981.) biti tretirane kao grupe antiSimetrije i
videstruke antisimetrije polarnih( orijentisanih) stozera.

Ideju simetrije slidnosti, nagoveStenu u radu( H,
Weyl, 1952.) razvija'u uvodnom saopstenju A.V.éubnjikov
( 1960,), defini3uéi transformacije simetrije slifnosti

u E2: homotetiju K, homotetsku rotaciju L 1 homotetsku

refleksiju M i naﬁodeéi grupe simetrije slicdnosti u E2.
Preciziranje pojma simetrije slicénosti, dokaz teoreme o
invarijantnoj talki, konstatovanje izomorfizma grupa sim-
etrije sli&nosti jednostranih rozeta sa polarnim stoZeri-~
ma 1 prosirenje na grupe antisimetrije i visestruke anti-
simetrije slidnosti dato je u radu (E.I.Galjarskij, A.M.
Zamorzajev, 1963.). U ovom radu naveden je i katalog gru-
pa antisimetrije slicénosti Jednostranih rozeta tipa Ml,
broj] gruba visestruke antisimetrije slicnosti jedndstranih
rozeta tipa M2, MB, uz podtovanje stava o kristalografskim
ogranienjima, pri femu su navedeni brojevi grupa visSest-
ruke antisimetrije N, i N5 dobijeni delimicno katalogizi-
ranjem grupa, a delimidno kombinatornim metodama( za L=3),
U ovom ¢lanku navedeni su i primeri mozaika grupa tipa Mz.
U radu( E.T.Galjarskij, 1967.) diskutovaﬁe su konicke

( dvostrane) grupe simetrije i antisimetrije sliénosti.
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Problem izvodenja konidkih grupa antisimetrije 1 vigsestr-
uke antisimetrije reSavan je uz poméé grupa visestruke an-
tisimetrije slidnosti Jjednostranih rozeta tipa 1, gde Jje pr-
va antisimetrijska koordinata interpretirana kao pokazatel]
poloZaja talke u odnosu na invarijantnu ravan konicCke gr-
upe simetrije, a preostala L—l antisimetrija kao dvofazna
vangeometrijska svojstva. Dobljene grupe antisimetrije 1
vigestruke antisimetrije izomorfne su sa grupama antisime-
trije i viSestruke antisimetrije slicnosti dvojnog konusa.

Komparaciju grupa antisimetrije i viSestruke antisi-
metrije sliCnosti Jjednostranih rozeta sa odgovarajuéim gr-
upama antisimetrije i viSestruke antisimetrije polarnih
sto¥era omoguéavaju tabele broja grupa antisimetrije 1
viSestruke antisimetrije stofera( A.M.Zamorzajev, 197/6.,
str.154,) i tabela P5, katalog grupa antisimetrije sto-
yera, dat u prilogu navedene monografije.

Grupe simetrije sliénosti i mogula uopsStenja diskuto-
vane su u monografiji( A.M.Zamorzajev, E.I Galjarskij, A.
F.,Palistrant, 1978.), cde je pored ostalog naveden 1 poda-\
tak da se najkompletnija razmafranja grupa simetrije slic-

nosti, antisimetrije i visSestruke antisimetrije sli¢nosti

mogu naéi u disertaciji E.I.Galjarskog( 1970.).

Kompletniji pregled mozaika grupa antisimetrije i vi-
Sestruke antisimetrije slicnosti jednostranih rozeta tipa

Ml

,M2 mo¥e se naéi u radu( E.I.Galjarskij, 1976.).
Pitanje e’-antienantiomorfizma i e’-invarijantnosti

relava se registrovanjem transformacija( refleksija, homo-
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tetskih refleksija) koje ulaze u sastav grupa antisimetri-

je i viSestruke antisimetrije slidnosti jednostranih roze-
ta i njihovih antisimetrijskih tipova. Posmatrajmo s8a 0ovog
stanovidta primer grupe viSestruke antisimetrije slidnosti
(ak)llmOiKOOI (eels,elR,eéK), u'Eiji sastav ulaze antiref-
1eksije:eiR,eSR i homotetske antirefleksije: eleéRK, ee,SRK,
te je navedena grupa antienantiomorfna tipa: e, €7, €€5,89€0;
dok je , u skladu sa Teoremom 2,%. e’-invarijantna tipas:

&5, 869, €€y€5.

U istoriji ornamentike najstariji primeri ornamental-
nih motiva, koji asociraju na antisimetriju slicénosti, ma-
da bez doslednog poStovanja simetrijske pravilnosti, zas-
tupljeni su u umetnosti neolita 1 drevnih c¢ivilizacija.
Konsekventno realizovane jednostrane rozete antisimetrije
slisnosti nalazimo u ornamentici Grdke, Rima, Vizantije...:
Ipak, ostaje otvoreno pitanje da 1i je primere svih orna-
menata antisimetrije slidnosti Jjednostranih rozeta moguce
naéi u starijoj ornamentici, 8 obzirom na relativno slabu
zastupljenost ovakvih ornamenata u ornamentalnom slikarst-

VU




- Grupe xonformne antisimetrije

i vifestruke antisimetrije
u E2{Ot
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Apstraktne definicije( prezentacije) grupa konformne
simetrije Jjednostranih rozeta u EeﬂQ}, koje se Jjavljaju u
svojstvu generisuéih grupa konformne antisimetrije i viSe-—
gtruke antisimetrije jednostranih rozeta date su u radu

- ( S.Jablan, 1981.).

Teérema 6.1, Antisimetrijska karakteristika grupe
GﬁRI(ﬂRI), generisane rotacijom S i inverzijom Ry, date
prezentacijom:
cnRI(nRI)(S,RIl_Sn=E SR.=R[S  Je (S)R{)(SRy) i dozvo-
1java svodenje na redukovani oblik.(S)(RI). Zamena rotaci-
jé antirotacijom dozvoljena Jé pod uslovom n=2k. Grupa
CoRT generisSe grupe antisi@etrije i viSestruke antisimet-
rije tipa Ml,Mz. Za I>3% grupa CnRI.ne generise grupe vi-
Sestruke antisimetrije tipa ML.

Dokaz: Svi proizvodil generetora grupe CﬁRI, formirani
u skladu sa Definicijom 1.2. mogu se podeliti u tri neek-
vivalentne klase: rotaciju S, inverziju RI_i rotacionu in-
verziju SRI, te Je antisimetrijska karakteriétika,grupe
C Ry (8)(Rp)(SR). Iz relacije (S)(R{)(SR1)=(8)(Ry) sle-
di moguénost redukovanja antisimetrijske karakteristike
na oblik (S)(RI). U skladu sa Teoremom l.l. grupa C Ry
generi3e grupe antisimetrije i viSestruke antisimetrigje

tipa Ml,Mz, dok za I=% grupa CﬁR ne generige grupe vi-

I
festruke antisimetrije tipa ML, u skladu sa Teoremom 1l,l.b),
poSto nije zadovoljen uslov razdvojivosti antiidentiteta.

Uslov zamene rotacije S antirotacijom, n=2k sledi iz rel-

- - T
a8 S =1l .
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Teorema 6.2. a) Antisimetrijska karakteristika grupe
DﬂRI, generisane rotacijom S, refleksijom R i inverzijom
Ry date prezentacijom:

DnRI(nmRI) (S,R,R1) Sn=R2=(SR)2=E SRy=R{S RR=RR
je (S)CRI)(SRI)(HTSE)(RRE:SERE) i dozvoljava svodenje

na redukovani oblik (RI)(ﬁfgﬁ). Zamena rotacije 8 antiro-
tacijom dozvoljena je pod uslovom n=2k, Grupa DnRI generi-
de grﬁpe antisimetrije i viSestruke antisimetrije tipa Ml,
Mg,Ma. 7a I=4 grupa DnRI ne generie grupe visestruke an-
tigimetrije tipa ML. |

Peorema 6.2.b) Redukovana antisimetrijska karakteri-
gtika grupe DﬁRI(nmRI), generisane refleksijama R, Rl i
inverzijom Ry, date prezentacijom:

2_ 2

=R= n _ 2
DnRI(nmRI) (R,Rq4R7) R“=Ry=(RR4)"=E RR =R

IR RI=E
R,R;=RR, Je (RI)(ﬁjﬁz). Ukoliko su ref-

leksije R ,Rl razliditog antisimetrijskog tipa vazi uslov
n=2k. Grupa D Rq generife grupe antisimetrije i visestruke
antisimetrije tipa Ml, Mg,Ma. Za I~4 grupa DnRI ne generi-
¥e grupe visestruke antisimetrije tipa ML.

Dokaz:a) Svi proizvodi generatora grupe DﬁRI* formirani
4 skladu sa Definicijom 1.2. mogu se podeliti u petl neek-
vivalentnih klasa: rotaciju S, inverziju RI, rotacionu
inverziju SR , refleksije R,SR 1 inverzione refleksije
RRy, SRRy S obzirom na algebarsku i geometrijsku ekviva-

1entnost refleksija R,SR medu sobom 1 inverzionih reflek-

sija RRy, SRRI medu sobom antisimetrijska karakteristika
grupe DnRI je (8) (RI) ( SRI)(IE 1bF—E) (IEEI,SIEEI) .
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Moguénost redukovanja antigimetrijske karakteristike
gledi iz relacija: (S)(RI)(SRI)=(S)(RI), (S)(R,SR)=
(SY(R(ETE))=(T,5R), (Ry)(R,BR)(RRL,SREy)=
(R )(ﬁﬁ)(Rﬁﬁﬁ))ﬂRﬂ(ﬁ), te je redukovana antisi-
__metrijska karakteristika grupe D Ry (R;)(R,ER). Uslov za-
mene rotacije S antirotacijom, n=2k, sledi iz relacije
Sn=E. Grupa D RI generlse, u skladu sa Teoremom l.l.grupe
antigimetrije 1 vigestruke antlslmetrlae tlpé M M2 M3 o
7Za I=4 grupa DTRI ne generife grupe viSestruke antisimet-
rije tipa ML u 8kladu s8a Teoremom 1 1.b), posto nije za-
dovoljen uslov razdvojivosti antiidentiteta.

b) Ekvivalentnost Teorema 6ePea) 1 6.2.b) sledi iz
relacije'RlﬁRS. Dokaz uslova n=2k u s8ludaju zamene ref-
leksija R,Rq antirefleksijama razliditog antisimetrijskog
tipa dat je u okviru dokaza Teoreme 2.203) e

Teorema 6.3.a) Antisimetrijska karaskteristika grupe
GnZI(nZI), generisane rotacijom S i inverzionom refleksi-
Jom ZI, date prezentacijom:

z(nzp)  (S,2p)  SP=3=(82)°=E Je  (S)(ZLBED)
i dozvoljava gvodenje na redukovani oblik CZ_:SZE). 78—
mena rotacije S antlrctaclgom dozvoljena Jje pod uslovom
n=2k. Grupa C Zt generife grupe antisimetrije 1 visestru-
ke antisimetrije tipa Ml,MQ. Za L=3% grupa CnZI ne generisge
grupe visestruke antisimetrije tipa ML.
Tedrema 6.3.b) Redukovana antisimetrijska karakteri-

stika grupe CnZI(nZI), generisane inverzionim refleksijama

ZI,ZE, dete prezentacijom:
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e
¥ 2 _ % _ ey *

U sludaju zamene inverzionih refleksija Z;,Z} inverzionim

antirefleksijama razliditih antisimetrijskih tirova vazi

uslov n=2k. Grupa OnZI generiSe grupe antisimetrije i vise-

1,M2. Za I=% grupa CnZI ne ge-

struke antisimetrije tipa M
nerife grupe viSestruke antisimetrije tipa ML.

Dokaz: a) Svi proizvodi generatora grupe CnZI, formi-
rani u skladu sa Definicijom 1.2, mogu se podeliti u dve
neekvivalentne klase: rotaciju 5 1 inverzione refleksije
ZI,SZI . S obzirom ne algebarsku i geometrijsku ekviva-
lentnost inverzionih refleksija Zp,54q, antisimetrijska
karakteristika grupe O Z; Je (S)(EET§EE).iRedukovanje an-—
tisimetrijske karakteristike na oblik.(ZETSZE) ostvaruje
se u skladu sa relacijom (S)CE}T%ZE)=(5)(ZI(ET§))=(§E;§EE).
Uslov zamene rotacije S antirotacijom, n=2k, sledi iz re-
lacije SB=E, Grupa OnZI generise, u skladu sa Teoremom 1l.1l.
grupe antisimetrije i viSestruke antisimetrije tipa Ml,M2.
Za 123 grupa C Z1 ne generife grupe viSestruke antisimet-
rije, s obzirom na Teoremu 1l.1l.b), posSto nije zadovoljen
uslov razdvojivosti antiidentiteta.

b) Ekvivalentnost Teorema 6.3.a) 1 6.3.b) sledi iz
relacije Z;=SZI. U slufaju zamene inverzionih refleksija
ZI,Z§ inverzionim antirefleksijama razliéitih antisimet-
rijskih tipova, iz relacije (e’ZIzi)nﬁE sledi (e’)P=E

n=2k,
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Teorema 6.4. Antisimetrijska karakteristika grupe
Ny generisane inverzionom rotacijom Sy, date prezentaci-
jdm:

N (SI) 82n=E je (Si). Grupa N generide grupu an-

I
tisimetrije_tipaﬂM%J_ZaFLé2_gﬁgpg_NI“gg_gpnggige grupe
viSestruke antisimetrije tipa ML.

Dokaz- U skladu sa Deflnlclaom 1,2, antisimetrijska
karakterlstlka grupe NI, generisane jednim generatorom,
inverzionom rotacijom St Je (SI) U skladu sa Teoremon
l.1. grupa NI generise grupu antisimetrije tipa Ml. Za I=2
grupa N; ne generiSe grupe visestruke antisimetrije tipa
ML, g obzirom na Teoremu 1.1.b), posSto nije zadovoljen us-
lov razdvojivosti antiidentiteta.,

Teorema 6.5, Antisimetrijska karakterlstlka grupe
NiDICmNI), generisane refleksijom R i inverzionom rotaci-

Jom S, date prezentacijom:
HIDl(mNI) (R,SI) %n'E R2=E SiRﬁRSI je
(SI)(R)(SiR) i dozvoljava redukovanje na oblik (SI)(R).
Grupa NIDl generiSe grupe antisimetrije i viSestruke anti-
simetrije tipa Ml,M2. Za I=% grupa NIDl ne generise grﬁpé
viBestruke antisimetrije tipa M“.

Dokaz: Svi proizvodi generatora grupe NIDI’ formirani
u skladu sa Definicijom 1.2. mogu se podeliti ultri neek-~
vivalentne klase: refleksiju R, inverzionu rotaciju Sq i
inverzionu refleksiju RSI, te je antisimetrijska karak-
teriatika grupe NID1 (R)(SI)(RSI). S obzirom na relaciju
(R)(SI)(RSI)=(R)(SI), redukovana antisimetrijska karakte-
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ristika grupe NiDq je (R)(SI). U praktidnom postupku, pri
izvodenju grupa antisimetrije 1 viSestruke antisimetrije
navodenje ovakve antisimetrijske karakteristike nije po-~-
trebno. Grupa NIDlgeneriée grupe antisimetrije 1 vigdestr-
uke antisimetrije tipa.Ml,M2, u.skladu sa Teoremom l.l.

Za 123 grupa N, D,ne generiSe grupe visestruke antisimetr-
ije tipa ML, u skladu sa Teoremom l1.1.b), po3to nije zado-

voljen uslov razdvojivosti antiidentiteta.

Teorema 6.6, Antisimetrijska karakteristika grupe

KN generisane homotetijom K i inverzionom rotacijom SI,

I’
date prezentacijom:
2 .
KN,  (X,S5;) SIn=E KSK=S; Je (K)(BL,E57) i

dozvoljava svodenje na redukovani oblik (3;TK§E). Grupa
KN generife grupe antisimetrije i viSestruke antisimetr--
ije tipa Ml,M2. Za 123 grupa KNy ne generife grupe viSest-
ruke antisimetrije tipa ML.

Dokaz: Svi proizvodi generatora grupe KNI, formirani
u skladu sa Definicijom 1.2, mogu se podeliti u dve neek-
vivalentne klase: homotetiju K i inverzione rotacije S,
KS1. S obzirom na algebarsku i geometrijsku ekvivalentnost
inverzionih rotacija SI,KSI-antisimetrijska karakteristika
grupe KN Je (K)(SETKSE). Svodenje antisimetrijske karak-
teristike na redukovani oblik (gzjﬁgg) moguée je na osno-
vu relacije (K)(SE:KSE)=(K)(SI(ETK))=(SETK§E). Grupa KNy
generise grupe antisimetrije i visSestruke antisimetrije
tipa Ml,Ma, u skladu sa Teoremom l.1l. Za L5 grupa KNI

ne generile grupe visestruke antisimetrije, u skladu sa

Teoremom 1l.l,b), posto nije zadovoljen uslov razdvojivosti
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antiidentiteta.
Teoremz 6.7.: Antisimetrijska karakteristika grupe

KGﬁRI(nKRI), generisane rotacijom S, homotetijom K i

inverzijom Ry, date prezentacijom:
2

N St | n 2 i }
KC Ry(nKR;)  (K,S,Rp) SPsRT=E SRy=RS  KS=SK

(RRPZ-E jJe  (K)(S)(KS)(Ry,KR)(SRy,KSRy)
i dozvoljava svodenje na redukovani- oblik GS)(EE:KHE).
zamena rotacije S antirotacijom dozvoljena je pod uslovom
néak. Grupa KCﬁRI generiSe grupe antisimetrije i visestr-
uke antisimetrije tipa ML,M°,M°. Za I4 grupa KC Ry ne ge-
neriSe grupe viSestruke antisimetrije fipa ML.
bokaﬁ: Svi proizvodi geﬁeratora grupe KCBEI, formira;

ni u skladu éa.Defiﬁicijom l.2. ﬁogu se podeliti u pet ne-

ekvivalentnih klasa: homotetiju K, rotaciju S, homotetsku

rotacidu K3, inverzije Ri"KRI i inverzione rotacije SRI,
KSRI. S obzirom na algebarsku i geometrijsku ekvivalent-
nost invérzija.RI,KRI medu sobom i inverzionih rotacija
SRI,KSRI medﬁ gsobom, antisimetrijska karakteristika grupe
KC_Ry Je (K)(S)(KS)(ﬁE;fﬁE)(EﬁzjﬁgﬁE). Svodenje navedene
antigimetrijske karskteristike na redukovani oblik

(S)(RI,KRI) ostvaruje se primenom relacija: (K)(S)(XS)=

(K)(S), (K)(FERED)=(K)(R(EK))=(RRET), (S) (R KRD)

(3R, ,KoR1)=(8) (R ,KR 1) (S(R ,KR1))=(8)(R KR ). Uslov zame-
ne rotacije S antirotacijom je n=2k i sledi iz relacije s=E,
Grupsa KCﬁRI, u skladu sa Teoremom l.1. generisSe grupe an-
tisimetrije i vifestruke antisimetrije tipa MY*,M°,M7, Za

I~4 grupa KCnBI ne generiSe grupe visestruke antisimetrije

L

Fina MY. 11 skladu sa Teoremom 1.1.b). vodto nide 7zadovoldien
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uslov razdvojivosti antiidentiteta,
Teorema 6.8. Antisimetrijska karakteristika grupe

KCnZI’ generisane rotacijom S, homotetijom K 1 inverzio-

nom refleksijom ZI, date prezentacijom:

KC_Z(nKZ)  (8,K,%1) §P=22=(82,) =E | SKeES

(k2)%<E  Je (8)(K)(SKEX(ZL,KZ7) (ST, KS27))
i dozvoljava svodenje na redukovani oblik (S)(ZE:KZEI§§;TK§ZE).

Zamena refleksije S antirefleksijom dozvoljena je pod us-
lovom n=2k. Grupa KC_Z, gemerie grupe antisimetrije i
viZestruke antisimetrije tipa Ml, M2,M3. Za L=24 grupa
KGnZI ne generisSe grupe viSestruke antisimetrije tipa ML.
Dokaz: Svi proizvodi generatora grupe KGnZI, formi-
rani u skladu sa Definicijom 1.2. mogu se podeliti na pet
xlagsa: rotaciju S, homotetiju K, homotetsku rotaciju 5K,
inverzione refleksije ZI,KZI-i inverzione refleksije
SZI,KSZI. S obzirom na algebarsku i geometrijsku ekvivale-
ntnost inverzionih refleksija ZI,KZI medu sobom i inver-
zionih refleksija SZI,KSZI medu sobom i ekvivalentnost
navedenih klasa inverzionih refleksija, antisimetrijska
karakteristika grupe KC_Z; Je (s)(K)(SK)(‘z;;K’ZE)(EEFKS'ZE).
Zahvaljujuéi relacijema: (S)(K)(SK)=(8)(K), (K)(EE?KZE):

=(K)(ZI(E:K))-(ZI,KZI), moguée je svodenje antisimetrijske

karzkteristike na redukovani oblik:
(8)(T5KZ1)(FZ1. K52 ).

Uslov zamene rotacije S antirotacijom je n=2k 1

sledi iz relacije s=E, Grupa KCnZI generiSe grupe antis-

imetrije i viSestruke antisimetrije tipa Ml, M2, MB,
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u skladu sa Teoremom 1l.l. Za L4 grupa KC_R ne generise
grupe viSestruke antisimetrije tipa ML, u skladu sa
Peoremon 1l.1.b), posto nije zadovoljen uslov razdvojivosti
antiidentiteta. .

e— Paorema 6.9.-Antisimetrijska karakteristika grupe

1,z (nlZ;), generisane rotacijom S, homotetskom rotacij-

----- ' n .2 2
IC Z(nlZ;) (8,D,27) 87=2=(SZ[)“=E SI=IS
(12.)%=E g (S)(L)(SL)(Z7,TZ1) (571,502
i dozvoljava svodenje na redukovani oblik (S)(ZI,LZI)

Zamena rotacije S antirotacijom dozvoljené je pod uslov-
om n=2k., Grupa LGnZI generise grupe antiéiﬁetrije i viSe~-
struke antisimetrije tipa Ml,Me,Ma. Zs 124 grupa LC %, ne
generiSe grupe viSestruke éntisimetrije tipa ML.

| Dokaz: Svi proizvodi generatora grupe IC_Zy , for-
mirani u skladu sa Definicijom 1.2. mogu se podeliti u
pet klasa: rotaciju S, homotetsku rotaciju L, homotetsku
rotaciju SL, inverzione refleksije ZI,LZI i inverzione
refleksije SZI,SLZI. S obzirom na algebarsku i geometri]j-
sku ekvivalentnost inverzionih refleksija ZI,LZI medu
sobom i inverzionih refleksija SZI,SLZI medu sobom i
ekvivalentnost navedenih klasa inveriionih refleksija,
antisimetrijska karakteristika grupe LCnZI je:
(8)(L)(SI)(Z7,LZ1)(BZ4,8LZ1). Na osnovu relacija:
(8)(LYSL)=(S)(D), (LIZF,LZ=(LY(Z(E,T))=(Z1,IZ )
moguée je svodenje antisimetrijske karekteristike na

redukovani oblik: (S)CZE:EZE)(SZI,HEZI).
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U grupi LCnZI uslov zamene rotacije S anti-
rotacijom sledi iz relacije sB=E, Grupa LGnZI generisSe gr-
upe antisimetrije 1 viSestruke antisimetrije tipa Ml,M2,M5,
4 skladu sa Teoremom 1l.1l.,, dok za I=24 grupa LCnZI ne ge-
neride grupe vifestruke antisimetrije tipa ML, u skladu
sz Teoremom 1l.1l.b), podto nije zadovoljen uslov razdvoji-
vosti antiidentiteta.

Teorema 6.10. Antisimetrijska karakteristika grupe
KNIDl(mKNI) generisane homotetijom K, refleksijom R i
inverzionom rotacijom SI, date prezentacijom:

KN, D,(mKNy)  (K,R,Sq) S28.F  ROSE (RS;)°=E

_ KR=RK (KS)°P<E Je
(K)(R)(m)(w)(m) i dozvoljava svodenje na re-
dukovani oblik (R)(5{,;K57). Grupa KN{D, generisSe grupe

antisimetrije i viSestruke antisimetrije tipa_Ml,Mz,Ma.

Za L4 grupa KN D, ne generife grupe viSestruke antisimet-
rije tipa M.

Dokaz: Svi proizvodi generatora grupe KN D,, formi-
rani u skladu sa Definicijom 1.2. mogu se podeliti u
pet neekvivalentnih klasa: homotetiju K, refleksiju R,
homotetsku refleksiju KR, iﬁverzione rotacije S4,K57 i
inverzione refleksije RS ,KRS.. S obzirom na algebarsku i
geometrijsku ekvivalentnost inverzionih rotacija SI,KSI
medu sobom i inverzionih refleksija RSI,KRSI medu sobom,
antisimetrijska karakteristika grupe KNID1 je

(K)(R)(KR)(SI,KSI)(RSI,KES Y. Moguénost svodenja antisi-
metrijske karakteristike na redukovani oblik (R)(§I,KSI)
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sledi iz relacija: (K)(R)(KR)=(X)(R), (K)(§E:K§E)=
(E)(S(ER)) =S58, RICLEEN(RBLERED=
(R) (S K87 (R(S,ES))=(R)(EKS) . Grupa ENDy u skladu
sa Teoremom l.l. generife grupe antisimetrije i visestruke
_antisimetrije tipa M;Jﬂe,Ma-MZa I»4 grupa KN.D, ne gener—
iZe grupe viSestruke antisimetrije, u skladu sa Teoremom
1.1.b), poito nije zadovoljen uslov razdvojivosti antiid-
éntiteta. |

Teorema 6,11, Antisimetrijska karakteristika grupe
MN, , generisane homotetskom refleksijom M i inverzionom
rotacijom:SI, date prezentacijom:
. (8 ) sPaE (m8PD%E  ge  (M)(Sp(MSp) 4
dozvoljava svodenje na redukovani oblik (M)(S)t“Grupa

MN

MNI generife grupe antisimetrije i viSestruke antisimetr-
ije tipa Ml,M2. Za 123 grupa MNy ne generife grupe visSest-
ruke antisimetrije tipa ML.

Dokez: Svi proizvodi generatora grupe‘MNI , formi-
rani u skladu sa Definicijom 1.2, mogu se podeliti u
tri neekvivalentne klase: homotetsku refleksiju M, inver™
zionu rotaciju St i inverzionu refleksiju MSI’ te Jje anti-
simetrijska karekteristika grupe MYy (M)(S{)(MSp)=
(M)(SI) , te je redukovana antisimetrijska karakteristika
(M)(SI). U praksi, prilikom izvodenja grupa antisimetrije
i viéestruke antisimetrije navodenje ovakve antisimetrij-

ske karakteristike_nije potrebno. Grupa MNI, u skladu sa

Teoremom 1.1l. generife grupe antisimetrije i visSestruke

antisimetrije tipa Ml,MZ. Za I=5 grupa MNI ne generise

grupe videstruke antisimetrije tipa ML, 3 obzirom na Teo—
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remu 1.1.b), podto nije zadovoljen uslov razdvojivosti an-

tiidentiteta.

Teorema 6.12. Antisimetrijska karakteristika grupe

KDnRI(anRI), generisane homotetijom X, rotacijom 5, ref-

1éksijom.R i inverzijom R, date prezentacijom:

2.(SR)?=E  R°

I
SR=R{S RRy=RR KR=RK (KRI)2=E
jo (K)(5)(KS)(RBE)(Ro;XR) (RFKER) (S, KSRy)
(RR,,KRR7,0RR 1,
vani oblik (R—,SE)(R'I_,E_I). 7Zamena rotacije S antirotacijom

KD R (nmkR ) (K,S,R,Rp) s33=R =F

KSRRI) i dozvoljava svbdenje na reduko-

dozvoljena Je pod uslovom n=2k. Grupa.KDﬁRI generise grupe
antisimetrije i viSestruke antisimetrije tipa Ml,Mg,Ma,Mq.
Za L25 grupa KD R ne generiSe grupe visSestruke antisimet-
rije tipa ML.

Dokaz: Svi proizvodi generatora grupe KD _Ri, formi-
rani u skladu sa Definicijom 1.2. mogu se podeliti na osam
neekvivalentnih klasa: homotetiju K, rotaciju S,homotetsku
rotaciju XS, refleksije R,SR, inverzije RI’KRI' homotetske
refleksije KR,KSR, inverzione rotacije SR ,KSBr i inverz-
jone refleksije RRI, KRRI, SRRI, KSRRI. S obzirom na alge-
harsku i geometrijsku ekvivalentnost homolognih transfor-
macija unutar klasa, antisimetrijska karakteristika grupe
KD Ry Je (K)(S)(KS)(R3ER) (R ;KFy)(KR,KSK) (SR, KSRy)
(RRI,KRRI,SRRI,KSRRI). Zahvaljujuéi relacijama: (K)(S)(KS)=
(K)(8), (R3BR)(Ry,Kiy) (RN ,FRR,BRR 1, KoRR ) =(K;5R) (R, KR 1),

(S)(F,BR)=(5)(R(E,B))=(R;8R) , - (K)(R,ER)=(K) (R 4(E,K))=
(Ry KRy), (8)(WL,KR7)(SRT,K8RY)=(8)(R,KR1), (K)(K,5R)
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(f§7ﬁ§§)=(K)(ﬁ:§§) moguée Je svodenje_antisimetrijske ka-
rakteristike na redukovani oblik (R';'S‘R')(R'I—,ER—I), Uslov
zamene rotacije S antirotacijom Jje n="k i sledi iz relacije
sB=E. Grupa KDﬁRI , u skladu sa Teoremonm 1.l. generise gr-
_upe antisimetrije 1 viSestruke antisimetrije tipa ME,Mz,
M3,M4. Za I=5 grupa.KDﬁRI ne generisSe grupe visestruke

antisimetrije tipa ML, u skladu sa Teoremom l.l.b), posto

nije zadovoljen uslov razdvojivosti antiidentiteta.

Teorema 6.13. Antisimetrijska karakteristika grupe
MC_R(nMR ) (S,RysM) Sn=R§=E SR =R;S  SMS=NM
(MRI)2AE je
(8)(R,)(SR)(F,EM)(RM,R M) i dozvoljava svodenje na
redukovani oblik (RI)(H:SH). Zamena rotacije S antirotac-
ijoﬁ dozvoljena je pod uslovom n=2Zk. Grupa MGﬁRI generise

grupe antisimetrije 1 viSestruke antisimetrije tipa Ml,Ma,‘

MB. Za L>4 grupa MC R, ne generide grupe viSestruke anti-

simetrije tipa ML.
Dokaz: Svi proizvodi generatora grupe MCﬁRI* formi-
rani u skladu sa Definicijom 1.2, mogu se podeliti u

pet neekvivalentnih klasa: rotaciju S, inverziju'RI, sRele

verzionu rotaciju SRy, homotetske refleksije M,SM i inver-

zione refleksije RIM5RISM . S obzirom na algebarsku 1 ge-

ometrijsku ekvivalentnogt homotetskih refleksija M,SM me-

du sobom i inverzionih refleksija R M,R SN medu sobom,

antisimetrijska karakteristika grupe MCﬁRI je

(8)(R;) (SR ) (W;EW) (R SM). Zahvaljujusi relacijama:
(8)(R)(ERP=(8)(Ry), (S)(T;EM=(8)(M(ETE))=(FEM),
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(RI)(NTSH)(EIH,EISH)=(RI)(H:EH), antisimetrijska karakte-
ristika dozvoljava svodenje na redukovani oblik (RI)(M,SM).

Uslov zamene rotacije S antirotacijom Je n=2k i sledi 1z re-

lacije S"=E., U skladu sa Teoremom l.l. grupa MC R, generi-

Se grupe antisimetrije i visSestruke antisimetrije tipa Ml,

M2, Ma. Za 124 grupa MC Ry ne generisSe grupe viSestruke

antisimetrije tipa M-

, 1 Skladu sa Teoremon }.1.b), posto
nije zadovoljen uslov razdvojivosti antiidentiteta.

Teorema 6.l14. Antisimetrijska karakteristika grupe
L2nCﬁRI(nLRI), ggnerisane_rotacijom S, homotetskom rota-
cijom L 1 inverzijom Ry, date prezentacijom:
I, CR(nIR;) (8,L,R;) S"E RZ=E SR =R,S

IS=5ST SnﬂRiLRI#RILRIL

je (S)(RI)(SRI)(L,SL)(LRI,SLRI) i dozvoljava reduko-
vanje na oblik (L)(RI). Zamena rotacije S antirotacijom
je zabranjena. Grupa LGCﬁRI generise grupe antisimetrije

i viSestruke antisimetrije tipa Ml,Mz. Za 123 grupa L2nCﬁRI

ne generiée grupe visestruke antisimetrije tipa ML.

Dokaz: Svi proizvodi géneratora grupe LGCﬂRI, for-
mirani u skladu sa Definicijom 1l.2. mogu se podeliti u
pet neekvivalentnih klasa: rotaciju S,inverziju.RI,inver-
zionu rotaciju SR1, homotetske rotacije L,SL i inverzione
rotacije LRI,SLRI. S obzirom na algebarsku.i geometrijsku
ekvivalentnost homotetskih rotacija L,SL medu sobom i in-
verzionih rotacija ERI,SLRI medu sobom, antisimetrijska
karakteristika grupe L, C Ry Je (8)(R;)(SRy)(T,BL)(IRL,EIR,).

Zamena rotacije S antirotacijom nije dozvoljena na osnovu

relacije S=IR_ IR.. Podto rotaciia S ne mo¥e biti za2meniens
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antirotacijom, antisimetrijska karakteristika se transfor-
mife u oblik (L)(RI)(LRI)=(L)(RI),_te je redukovana anti-
gsimetrijska karakteristika grupe L, C Ry (L)(RI). U pra-

ksi, pri izvodenju grupa antisimetrije i viSestruke anti-

simetrije navodenje ovakve antisimetrijske karakteristike

nije potrebno, U skladu sa Teoremom 1fl' grupé L2nCnRI Ze~—
_neriﬁe_grqpf_antis%yetrijgmi_viéﬁft;uke Eptisim?Frije ﬁi-

1,2 -

pa M~ ,M", Za I=3 érupa L, C Ry ne generife grupe viSestr-

uke antisimetrije, u skladu sa Teoremom 1l.l.b), poSto ni-
je zadovoljen uslov razdvojivosti antiidentitets.

Teorema 6.15. Antisimetrijska karakteristika grupe
L2nDﬁRI(nmERI), generisane rotacijom S, homotetskom rota-
cijom L, refleksijom R i inverzijom Ry, date prezentacijom:
L, D R(omIR1)  (S,I,R,Rp) SP=R°=(8R)°=E RZ<E SR =R.S
RRp=RR  IS=SL IRIR=RIRL IR;IR{=R;IR;L RIR=IS je
(8)(Ry)(8R)(T;8T) (R7BR) (TR, 5TR ) (TR, BIR) (RR T, 5RE )
| (IRR.,5IRR;). Zamena rotacije S antirotacijom je zabranje-

na. Antisimetrijska karakteristika dozvoljava redukovanje

na oblik (L)(R)(Ry). Grupa L, D Ry generiSe grupe antisi-

2

metrije i viSestruke antisimetrije tipa MT,M-, M2, Za Ia4

grupa L, D Ry ne generise grupe viSestruke antisimetrije

tipa MY,

Dékaz:lSvi prolzvodl generatora grupe L, D Ry, form-
irani u skladu sa Definicijom 1l.2. mogu se podeliti u
devet neekvivalentnih klasa: rotaciju S, inverziju Ry,
inverzionu rotaciju SRy, homotetske rotacije L,5L, inver-
zione rotacije IR ,5IR,, homotetske refleksije IR,5IR, in-

verzione refleksije RRT,SRRI i inverzione refleksije LRRI,
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SLRRI. S obzirom na algebarsku i geometrijsku ekvivalent-

nost homolognih transformacija unutar navedenih klasa,
antisimetriiska karakteristika grupe LénDﬁRI Je:
(8)(RI)(SRI)(LTSI)(W)(IH;SIRE)(M)(RR}TSER})
(E{—RETLR_RE). v abrana zamene rotacije S antirotacijom
sledi iz relacije RIR=IS. Zahvaljujuéi navedeno] zabrani
antisimetrijska karakteristika se transformide u oblik

(L)(R)(RI)(IR)(IRI)(RRI)(IRRI)=(L)(R)(RI)1 te je redu-

kovana antisimetrijska karakteristika grupe LGDﬁRI
(L)(R)(RI). U skladu sa Teoremom l.l. grupa L, D Ry gene-
riSe grupe antisimetrije 1 viSestruke antisimetrije tipa
Ml,Mz,Ma. Za 124 grupa L2nDﬁRI ne generife grupe viSestr-
uke antisimetrije tipa ML, u skladu sa Teoremom l.l.b),

poito nije zadovoljen uslov razdvojivosti antiidentiteta.

Kompletno izvodenje grupa konformne gntisimetrije
kons®nih i beskonadnih jednostranih rozeta realizo-
vzno u skladu sa teoremama l.l., 1la2ey 1aBey Llothe,
£.,1-15, i dobijeni katalog svih grupa konformne antisi-~

metrije nisu prezentirsni u okviru ovoga rada zbog obim—

nosti rezultata. Sve pomenulbe grupe antisimetrije tipa M-

vizuelno su prikazane u vidu mozalka. Kao rezultat izvodenja

grupa antisimetrije 1 viSestruke antisimetrije konformnih
jednostranih rozeta dobijene su begkonacne klase grupa
antisimetrije i viSestruke antisimetrije, bez kristalogr-

afskih ogranilenja, &iji je troj dat u tabeli:
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DﬁRI

C27

Ninl__

KNI

KCﬁRI
KGnZI
G ZI
KNiDl

KDﬁRI

MC R
LonCplty

L2ﬁDﬁRI

zl-’
&

135.

3 6
5 24 84
2 5
R _
3 6
% 3% 8
2 3
5 24 81t
4 15 32
4 15 42
5 24 84
3 6
8 75 714 5040
5 24 84
5 6
7 2 168
46 234 1218 5040

7a obeleZavanje grupa konformne antisimetrije i vis-

- egstruke antisimetrije kori3éena Jje O-~1 varijanta prilago-

dene Subnjikovske simbolike. Pored navedene simbolike ili

gimbolike koju koriste asutori kiSinjovske gkole, za obele-

Yavanje grupa antisimetrije i viSestruke antisimetrije ko~

nformnih jednostranih rozeta moguce Jje koriséenje Kopeci-

kxove viSellane simbolike. Primena ove simbolike biée jlu~




186,

gtrovans LS primeru grupe (Ek)OllmOOIKloiRIOOl date
ckupom gexneratora: (ee K,e eQS,eER,egRI). Eliminacijom
antiidentiteta e,,€4,€ respektivno dobijaju se redom
grupe (eE,eIS,R,RI), (eezK,eQS,egR,eERI),
(ezK,elegﬁ,egR,egRI) kojima odgovaraju grupe simetrije:
2 o2 e 2

k%D Ry (X°,8%,R,Ry), K°(2k) Dy (K%,SR,5Rp),

: 2 y

grupa simetrije Kgckzl (K2,82,RRI), te je viseClani simbol

navedene grupe KD, Ry/(K°DR1,K( 2k) Dy ,MC,R1)/K=Cy Zp e

Grupe konformne simetrije, konformne antisimetrije 1
vigestruke antisimetrije razmatrane su u okviru monogra-~
fije( A.M.Zamorzajev, E.T.Galjarskij, A.F.Palistrant,
1979, , str.l142.), gde je konstatovan izomorfizam grupa
simetrije nepolarnih stoZera i beskonalnih grupa konfor-
1ne simetrije jednostranih rozeta. U istom radu dat Je i
tabelarni pregled beskonalnih grupa konformne antisimetr-
ije jednostranih rozeta tipa Ml ( tabela P?) i konstatovan
broj beskonalnih grupa konformne antisimetrije i viSestru-
ke antisimetrije.

S obzirom na postojanje izomorfizma izmedu konacnih
grupa konformne simetrije jédnostranih rozeta 1 dvostra-
nih rozeta i izomorfizma beskonacnih grupa konformne si-
metrije jednostranih rozeta i nepolarnih stozera, detalj-
no razmatranih u radu( S.Jablan, 1981), navedene grupe
konforane antisimetrije konadnih i beskonadnih rozeta

‘mogu se posmatrati kao grupe antisimetrije 1 viSestruke

antisimetrije dvostranih rozeta i nepolarnih stozera
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respektivno. Na tg] nadin, sve grupe antisimetrije i vise-
struke antisimetrije stoZera obuhvalene su katalogom grups
antisimetrije i videstruke antisimetrije gli¢nosti 1 kon-
formne antisimetrije i vigestruke anfisimetrije, Kompara-
"ciju dsbijenih grupa“éntisiﬁétrije i vifestruke antisime-
trije sliénosti i konformne antisimetrije i viSestruke an-
tisimetrije sa odgova;ajuéim grupama antisimetrije i vise-
strﬁke antisimetrije dvostranih rozeta i stoZera omogué a-
vaju katalozi grupa antisimetrije i tabelarni pregledi
broja grupa viSestruke antisimetrije dvostranih rozeta 1
sto¥era, dati u monografiji( A.M.Zamorzajev, 1976.) .
?roblem e’—antienantiomorfizma i e‘~invarijantnosti pre-
nosi se i na grupe konformne antisimetrije i visestruke
antisimetrije i redava se posmatranjem pojave indirektnih
transformacija i antitransformacija: refleksija, antiref-
leksija, homotetskih refleksija, homotetskih antirefleks-
ija, inverzija, antiinverzija, inverzionih rotacija i in-
verzioninh antirotacija i njihovih antisimetrijskih tipova.
Razmotrimo sa ovog stanovista primer grupe(eezK,elegs,eéR,egﬁI)

KinqaR

(2k)011m001 101 , u 3iji sastav ulaze antirefleksije

Too1
e,SR, esR, homotetske antirefleksije eKR,ee;e KSR, in~

verzije eKRy, eoRy 1 1nverzione rotacije e,5SR, eeqe5SKR 1,
te je navedena grupa antienantiomorfna tipa €,€1,€n,

ee, e, i e’~invarijantna tipa eel,eez,elezi u skladu sa
Teoremon Z2.3.)e

U istoriji ornamentike primeri konformnosimetrijskih

rozeta Su veoma retki, te je to pogotovu sludaj sa anti-~
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petrijskim konformnim rozetama. Ipak, u novijoj ornamenti-
ci, u radovima M.C.Eschera moguée je naiéi na reprezenta-
tivne primere grupa xonformne antisimetrije Jjednostranih

rozeta tipa Ml.




Primene teorije grupa

antisimetrije i visSe-

struke antisimetrije u

nauci i umetnosti
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S obrzirom na moguénosti interpretacije antiidenti—
teté 4 smislu vangeometrijskih dvofaznih svojstava, te-
orija grupa sntisimetrije i viSestruke antisimetrije u
novijem periodu stekla je raznovrsne interpretacije i
primene u oblasti fizike( fizike elementarnih estica,
xvantne fizike...), hemije, kristalografije( rendgeno-
strukturne analize, kristalofizike, xristalomorfologije)
... Nakon prvih primena u strukturno] kristalografiji,

u radovima( W.Cochran 1952.; W.Cochran, H.B.Dyer 1952,)
gde je uz koriséenje ideja B.K.Vajndtajna, M.A.Poraj-
Kodica i T.M.Rumanove dat opis simetrije uopStenih( us-
lovnih) projekcija elektronske gustine pomolu grupa an-
tisimetrije ornamensata G%, antisimetrija se bogato koristi
pri analizi inverzije vektora magnetnog momenta i elekt-
ridnog momenta( B.A.Tavger, V.M.Zajcev, 1956,)., Identifi-
kacijom navedenih transformacija sa transformacijom anti-
jdentiteta, B.A.Tavger vréi izdvajanje fero-, antifero- i
piezo-magnetnih klasa. Analogna primena transformacije
antiidentiteta u smislu inverzije elektrickog vektora
koriSéena je u analizi segneto- 1 antisegneto-elektrika.
Dalja prosirenja na grupe viéestruke antisimetrije( Zamor-
zajevske grupe) javljaju se u radovima L.A.Suvalova, pri
razmatranju magnetoelektricne simetrije,

Podrudje moguéih fizidkih interpretacija antisimet-
rije i viZestruke antisimetrije prosiruje ée uvodenjem gr-
upa kolorne antisimetrije 1 kolorne videstruke antisimet-
rije( A.M,Zamorzajev, E.I.Galjarskij, A.F.Palistrant,

1978,).
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S obzirom na znadajne teorijske rezultate ostvarene
na podrudju teorije antisimetrije i viSestruke antisimet-
rije, kao sktuelan problem postavlja se pred fizicare pi-
tanje razlilitih interpretacija grupa antisimetrije i vi-
Sestruke antisimetrije, pri demu je-svaku transformaciju
antiidentiteta e, ( i=0,1,2,..L-1)moguée posmatrati kao
fi;iéko dgbvalengﬁo invdiutivnémsvojstgb.koje“iomntira sa
svim ostalim geometrijskim i vangeometrijskim transformg-
cijana.

Na planu geometrijske teofijé simetrije grupe anti~
simetrije i viSestruke antisimetrije mogu posluziti za
generisanjenrazliéitih grupa simetrije, ostvarenjem dimen-
zionag prelaza. Veé u piomirskim radovima H.Heescha i A.V.
Subnjikova antisimetrija je koriSéena za prelazak sa gru-
pa simetrije slojeva na grupe simetrije hiperslojeva iden-
tifikecijom transformacije antiidentiteta sa hiperravans-
kom refleksijom, odnosno za izvodenje prostornih O-dim,

' grupa u EB( A.V.Subnjikov) identifikacijom transformacije
antiidentiteta sa inverzijom( centralnom simetrijom u EB).
Problemi generisanja viSedimenzionih grupa simetri-
je ( prvenstveno "malih" grupa) reSavani su desto prime-
nom antisimetrije, npr. u radovima T.Romana, koji matric-
nom metodom generiSe 179 grupa simetrije 4-dimenzionih
bordura( antisimetrijskih lenti) i 528 grupa simetrije
4-dimenzionih orﬁamenata( antisimetrijskih slojeva).
T pored znadajnih teorijskih rezultata ostvarenih u

dosadasnjem razvoju, u okviru teorije antisimetrije i
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viSestruke antisimetrije ostaje otvoren veéi broj prob-
lema, vezanih prvenstveno za generisanje razlicitih ka-
tegorijﬁ grupa antisimetrije i visSestruke antisimetrije

i izgradnju metoda generisanja grupa antisimetrije i vi-
testpuke antisimetrije. Medu aktuelnim problemima javljaju
se: generisanje grupa antisimetrije i viéestruke'antisi—
metrije generisanih Fjodorovskim grupama, generisanje
grupa antisimetrije i-visSestruke antisimetrije u ER( na4),
erupa kolorne antisimetrije 1 videstruke antisimetrije,
neeuklidskih grupa antisimetrije i visSestruke antisimet-
Tilj€Cese

Pri reSavanju vedeg broja navedenih problema moze s8e
primeniti univerzalna metoda generisanja grupa antisimet-
rije i viSestruke antisimetrije predloZena i reaglizovana
u ovom radu. Poito je ova metoda primenljiva na sve grupe
simetrije 8iju apstraktnu definiciju( prezentaciju) i
geometrijsku strukturu( u smislu mogulnosti odredivanja
antisimetrijske karakteristike) poznajemo, primene ove me-
tode ée biti ogranidene iskljudivo domenom nasSih znanja
iz oblasti klasilne teorije simetrije.

Pitanje grupa antisimetrije i viSestruke antisimetr-
ije generisanih Fjodorovskim grupama u E3 redenoje u pot-
punosti za L=1, katalogiziranjem 1651 grupe antisimetrije
( A.M.Zamorzajev, 1953., 1976.). Za I=2 izvrSena su razli-
- 8ita izralunavanja broja grupa tipa M2, ¢iji se rezultati
razlikuju, pri ¢emu najtadnijim, konac¢nim rezultatom mo-

Yemo smatrati broj grupa tipa Mg, N2=9511. Tacnost rezultata
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N2=9511( N1=1191) moguée bi bilo komparativno proveriti
primenom metode predloZene u ovom radu. za realizaciju
ovVog istré%ivanja bilo bi potrebno dati prezentacije
230 Fjodorovskih grupa 1 odrediti njihove antisimetrijske
- xarskteristike. ReSenje ovog problema za I=2 ujedno bi
bilo osnov za reSenje opiteg problema generisanja svih
prostrornih grupa antigsimetrije i viSestruke antisimebt-
rije u.E3 sastavljanjem kataloga grupa. S obzirom na oblim-
nost izvodenja od interesa bi bilo adaptiranjé ove metode
za primenu na radunarima.

U e¢ilju testiranja efikasnosti predloZene univerzal-
ne metode za izvodenje prostornih grupa antisimetrije 1
vifestruke antisimetrije, izvedene su sve grupe antisime—'
trije 1 viéestruke'antisimetrije generisane Fjodorovskom
grupom PQ, datom prezentacijom:
P2 (X,Y,Z,7) XY=YX XZ=ZX Y¥Z=2Y TZ=ZT

12 (TX)2=(TY)2=E

$ija je antisimetrijska karakteristika (z) (T, T, 7Y, XY),
pri demu je sastavljen katalog svih grupa antisimetrije
i viSestruke antisimetrije genmerisanih grupom P2 1 dobi-
jeni rezultati: Nl(Pl)=5, N2CP2)=28, N5(P2)=168, N4(P2)=
=840, Za I25 grupa P2 ne generife grupe viSestruke antis-
imetrije tipa-ML.

Kao uslov za generisanje grupa antisimetrije 1 visSe-
struke antisimetrije u En( n24) javlja se odredivanje 1
katalogizacija svih klasilnosimetrijskih grupa simetrije

n ¥ woa o » . -
u E®. Izuzev "malih" grupa, ¢ije je izvodenje ostvareno
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primenom grupa antisimetrije 1 viSestruke antisimetrije
prostora.E2 i EB, generisanje Fjodoruvskih grupa u E4 Jje
jo% uvek aktuelan problem, zastupljen u radovima( T.S.
Kuncevi&, N.V.Bjelov 1971., H.Wondratschek, R.Bilow, J e
Neubllsier 1971., H.Brown 1976.), pri cemu Su grupe anti-
simetrije i viSestruke antisimetrije u E5 odigrale znalaj-
nu ulogu pri izvodenju pojedinih klasa grupa u.E4. Proble-
matika grupa simetrije u EX( n®*5) predstavlja potpuno
otvoreno podrudje proucavanja.

Po$to su apstraktne definicije i geometrijska struk-
tura grupa simetrije sferne ravni 1 Rimanske ravni poznate
( H.S.M.Coxeter, W.0.J.Moser 1972., W,Magnus 1974.,), gene-
risanje odgovarajuéih grupa antisimetrije 1 viSestruke an-
tisimetrije moguée je realizovati u skladu sa metodom pre-
dlo¥enem u ovom radu, nakon odredivanja antisimetrijskih
karakteristika navedenih grupa simetrije.

U sludaju hiperbolidkih grupa simetrije, problem gr-
upa antisimetrije i viSestruke antisimetrije moguée je Tre-
$iti samo parcijalno, posto su u dosadaénjim radovima( H.S.
M.Coxeter, W.0.J.Moser, 1972.; W.lMagnus 1974.) date samo
prezentacije nekoliko beskoﬁaénih klasa grupa simetrije
hiperbolidke ravni( npr. grupa koje odgovaraju regularnim
tesalacijama [P9QJ generisanim refleksijama, rotacionih
podgrupa indeksa 2 [p,q]+ , 1 8l.).0d interesa za dobija-
nje novih grupa simetrije hiperbolicke ravni bilo bi odre-~
divanje gfupa sntisimetrije i viSestruke antisimetrije ge-

nerisanih veé poznatim klasama grupa simetrije hiperboli-
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ke ravni, poSto bi ovo ujedno omoguéilo odredivanje po-
dgrupa indeksa oblika 2% navedenih grupa simetrije, odno-
gno generisanje nekinh novih klasa grupa simetrije hiperbo-
1idke ravni.

Teorija kolorne simetrije, kolorne antisimetrije 1
xolorne videstruke antisimetrije, ciji su rezultati najde-
taljnije prezentirani u monografiji( A.M.Zamorzajev, E.l.
Galjarskij, A.F.Palistrant 1978.) nailazi na srodne prob-
leme, prete?no vezane za izvodenje i katalogizaciju grupa.
Pored izvodenja grupa kolorne sntisimetrije i kolorne vi-
Y eatruke antisimetrije iz grupa kolorne simetrije, koja
je moguée ostvariti predloZenom univerzalnom metodom za
generisanje grupa antisimetrije i viSestruke antisimetrije,
od interesa je i uopStenje, adaptacija navedene metode za
izvodenje grupa kolorme simetrije i P-simetrije.

Problematika granidnih( neprekidnih, Kirijevskih)
grupa antisimetrije i viSestruke antisimetrije u E2 i E2ﬁg},
samo dotaknuta u ovom radu, predstavlja bogato podrucje
proudavanja, POgoTOvVu u siludaju granidnih grupa antisinme-
trije i visSestruke entisimetrije slicnosti i konformne an-
tisimetrije i visSestruke antisimetrije, s obzirom da ¢e
dobijene grupe biti izomorfne sa granidnim grupama antisi-
metrije i viSestruke antisimetrije polarnih i nepolarnih
stozera.

Pojam enantiomorfizma, "leve" 1 "desne" orijentacije
proiiren je u ovom radu uvodenjem pojma videstrukeg enan-

tiomorfizmal e’-antienantiomorfizma) i e’ —invarijantnosti

(Definicije 2.1., 2.2. 1 Teorema 2.%3.,). Pored teorijskih
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osnova koje pruzaju pomenute definicije i teorema, nazna-

gen je i efektivni postupak za odredivanje tipa e’ - anti-

enantiomorfizma i e’-invarijantnosti, koji se svodi na re-
‘gistrovanje antisimetrijskih tipova svih indirektnih tra-

nsformacija koje ulaze u sastav grupa antisimetrije i vi-

Sestruke antisimetrije.

Mozaici grupa antisimetrije i viéeétruke antisimet-
rije, kao njihovi vizuelni modeli, omoguéavaju ocigledno
registrovanje transformacija koje ulaze u sastav grupa ani-
tisimetrije i viSestruke antisimetrije, elemenata simet-
rije, antisimetrije 1 vifestruke antisimetrije i uocavanje
simetrijskih i antisimetrijskih podstruktura( podgrupa)
date grupe antisimetrije i1i viSestruke antisimetrije.
Tdeja numerickog oznadavanja antiidentiteta 1 njihovih
kompozicija, prevodenjem oznaka iz dualnog u deseticni br-
ojni sistem u mnogome olakfava izradu antisimetrijskih mo-
zaika, bez veéih gubitaka na planu odiglednosti.

U istoriji ornamentalnog slikarstva veéi broj grupa
sntisimetrije( npr. antisimetrijske rozete, bordure i or-
namenti) javlja se prvi put u umetnosti neolita, sa poja-

vom dihromne keramike, U prilogu rada dati su primeri an-

tisimetrijskih bordurnih motiva koji se javljaju u umet-
nosti, preteino uzeti 1z drevnije ornamentike. Anzlogne
primere grupa antisimetrije rozeta, ornamenata i grupa
simetrije slidnosti mogule Jje nali u starijoj ornamentici,
‘dok se primeri konformne antisimetrije mozu gotovo isklju-
%ivo nadi u umetnosti najnovijeg perioda.

o a2 Y mdmmaalra anid admatmni i . nored morzaickih inte-




196,

rpretacija( mozsidkih modela), zasnovanih na numerickon
oznadavanju mogu biti vizuelno modelovane na vige nacina.
Jedan od moguéih nalina modelovanja grupa viSestruke anti-
simetrije tipa Ma, bio bi njihovo prikazivanje pomocu
boja. Kao osnova za ovakav postupax bile bi korisSéene
osnovne boje( ¥uta, crvena, plava), koje zadovoljavaju us-
1ove nezavisnosti i komutiranja, u skladu sa sledeéom

( prirodnom) interpretacijom:

O- crna 4- plava

1- Zuta 5- zelena

2—- crvena 6— 1ljubicasta
32— narandZastsa 7~ bels

uz uvodenje konvencije po kojod bi dvokratno bojenje is-
tom bojom dovodilo do eliminacije te boje.

Predlofeno redenje samo je jedna od mogucnostl Zza is-
tra¥ivanje vizuelnih interpretacija grupa antisimetrije i
viSestruke antisimetrije, koja je moguée vrsiti na plamu
programiranog dizajna, pri cemu antisimetrijski mozaici

mogu posluZiti kao osnov za ovakve proucavanjae
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