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1. UVOD

Neka je x(t), t€T = (a,b) realan slucajni proces sa pr-
0 i drugim momentom Elet)< o, za svako

vim momentom Ex(t)
teT. Proces x(t), t€T se moZe posmatrati kao kriva u Hilbertovom
prostoru H svih sluajnih promenljivih konacCnog drugog momenta
2,1/2

) .

Pojam u srednje kvadratnom smislu iz teorije verovatnoce pokla-

sa skalarnim proizvodom (x,y) = Exy, i1 normom Ex i = (Ex
pa se ovde sa pojmom poO normi.

Oznadimo sa H(x) Hilbertov prostor generisan svim slula-

jnim veli&inama x(t), teT (to je zatvoren lineal nad svim izra-

n
zima k£1 Crx{ty), c,€R, tkgT), a sa H(x,t) njegov Hilbertov pot-

prostor generisan svim x(s), s€(a,t]. VaZi za s < t:
H(x,s) C H(x,t] c H{(x) c H.
Pretpostavidemo nadalje da je proces x(t), t€T uvek:
A, neprekidaﬁ s leva tj. x{(t-0) = x(t), Sto povladi sepa-
rabilnost prostora H{x,t) i H(x). Za bazu se moZe uze-

ti prebrojiv skup {x(tk)} gde su t
vi iz intervala (a,b),

X racionalni broje-

B. linearno regularan ili &isto nedeterministicki tj. va-

zi tf:aH(x,t) = 0. Ovi procesi su daleko znacCajniji od
onih deterministid&kih, kad je N H(x,t) = H(x,a), koji
t>a

svu informaciju o samom procesu nose u proslosti.

Pod pretpostavkama A. i B. vaZi sledeCa teorema © repre-
zentaciji slu®ajnih procesa i njihovom spektralnom tipu, nasta-

la kao posledica opS$tije teorije o samokonjugovanim operatorima




u separabilnom Hilbertovom prostoru.

Teorema. Slutajni proces x(t), t€T moZe se predstaviti

izrazom:
t
f _
gn(t,u) --.dZn(u) (1)

H 1 2

x{t) =

n=1 a

za tel(a,b) i pri tom:
1. Zn(u) su medjusobno ortogonalni procesi sa ortogonal-

nim prirastajima, takvi da je:

E Zn(u) = 0, i E ZnZ(u) = Fn(u),

gde su Fn(u) funkcije nikad opadajude i uvek neprekidne s leva,
uel(a,b).

2. = (t,u) su nesludajne funkcije definisane za ugt,

u,teT iz prostora L (@ F(u)), takve da vazi:

N t
z f

(t) - 1 a

(-Fru) * an ('ll) < 00.

Il

3. d F, ? d Fp > eee? d Fy. gde je uredienje > u smis-

lu apsolutne neprekidnosti mera.

4. Za svako t€T, Hilbertov prostor H(x,t) je ortogonal-

na suma potprostora H(Zn,t) generisanih nad Zn' n=1,N, tj.

N
Hi(x,t) =

il ¢

n=t1 © H(Zn,t).

Broj N iz teoreme je jednoznadno odredjen za proces




x(t), t€T i naziva se multiplicitet procesa, a moZe uzimati vred-
nosti od 1 do . Takodje i niz klasa ekvivalencije C1""'CN

za funkcije F]""'FN je jednoznadno odredjen procesom x(t), te&T
i predstavlja njegov spektraini tip. Pri tom samo izbor obnavlja-
jucdih procesa Z1(u],...,ZN(u) i odgovarajuéih funkcija

g1(t,u),...,gN(t;u) moZe biti visSeznadan.

Svu informaciju o spektralnom tipu datog procesa daje
njegova korelaciona funkcija Bis,t) = E x(s) x{t), s, teT. Naime,
ista korelaciona funkcija dvaju procesa implicira da su im 1 spek-

tralni tipovi jednaki, dok obrnutc ne vaZi.

'Reprezentacija procesa (1) iz teoreme, koja zadovoljava
sva navedena &etiri uslova naziva se &isto-kanoniéna reprezenta-
etja 1li Kramerovh, a ona koja zadovoljava poletna tri uslova i
kod koje vaZi:

N
Z

H(x,t) C e Bz ,t),

n=1
t€ET naziva se kanonidnom. To je u stvari ona reprezentacija 2za
koju je ispunijeno::
. N t
f

x(t] = i

PH (%.8) gn (t,u). - dzn(u) ’

n=1 a

u<t, u, te€T, gde je PH{x s) operator projektovanja na potpros-
- ’
tor H(x,s) za s < t.

Svaka Cisto-kanoni®na reprezentacija je i kanonicna, dok
obrnuto ne vaZi, ali se od kanoni&ne reprezentacije mozZe konstru-
isati &isto-kanonic¢na. Kriterijum da 1li je u pitanju Kramerova

reprezentacija daje sledefa teorema.

Teorema. Proces x(t), t€T dat je Kramerovom reprezenta-
cijom {1) ako i samo ako funkcije g1(t,u),...,gN(t,uJ Cine




kompletan sistem u prostoru L2 (dF(u)), dF = (dF1,...,dFN), pri

vaZzenju uslova 1. i 2. prethodne teoreme.

Kompletnost familije funkcija g1(t,u),...,gN(t,u) u
12 (4F (u)) znadi da ne postoje funkcije h,(u),...,hy(u),
hniu)eLZ(an(u)), tj. element:

N t

y(t) = _° ' v (u) . az_(u)
n=1 a n n ’

N o
u < t, u, t€T iz prostora n}*:=‘| ® HI(Z ,t), tako da je:
N t |
2 _ I I 2
Ey (t) = .21 a Pp (w) 4F (u) > G,

i da je y ortogonalan na svakom x(s), s€(a,t], tj. da vaZi:

N S
. S h (u)-g, (s,u) aF_(u) = 0, s€(a,t].
n=1 a
N
Drugim re&ima, mora biti H(x,t) = ni1 @ H(Zn,t) ,EET.

Uslov 3. da su funkcije Fi""’FN uredjene u odnosu na
relaciju > je za prethodnu teoremu nebitan, pa-je zato izostav-
lijen. A ako on nije ispunjen, a uslovi 1. i 2, vaZe za reprezen-
taciju (1), Qnda postoje transforfacije da se niz F1""'FN

uredi.

Sva tvrdjenja navedena, u Uvodu su iz spektralne teorije
sludainih procesa u separabilnom Hilbertovom prostoru i mogu se.
na¢i u radovima: [2], [31], [61, [71, (141, (151, [16], [19], [201.

!




2. Klasa procesa multipliciteta jedan

Problem koji nastaje u vezi sa reprezentacijom slucajnog
procesa x(t), t€T je kako odrediti njegov multiplicitet i spek-
tralni tip. NalaZenjem multipliciteta i bar jedne kanonicne re-
prezentacije lako mogu da se reSe neki problemi iz statistike
vezani za ocenjivanje, traZenje najmanjeg srednje-kvadratnog ra-
stojanja, filtraciju itd. Za neke sluajne procese problem je re-
fen. Stacionarni procesi, na primer, definisani za t€{- o, + @),
oblika:

t

x(t) = _oé g{t-u) dz(u),

u < t, imaju multiplicitet N = 1, a spektralna mera im je Lebe-
gova, dF(u) = du.

Dokazano je i sledefe tvrdjenje, na neki nadin obrnut
problem, da za dati spektralni tip: C1>-...=~CN i dato N uvek
se moZe konstruisati neprekidan proces {harmonijski) ¢&iji je to
spektralni tip. Medjutim, direktni problem jo& nije u potpunosti
resen.

Povoljnija situacija je kod procesa multipliciteta jedan.

Takve procese detaljno su proudavali Hida u [ 16] i Kramer u [ 15].

Dok Hida prefpostavlja da su procesi koje analizira multiplici-
teta jedan, dotle Kramer daje za jezgra gn(t,u) i ortogonalne

procese Zn(u), n = 1,N u reprezentaciji (1) uslove da bi bilo
N = 1.

Cilj jecovoga rada da se ti dovolini -Kramerovi uslovi os-
labe, tj. da se prosiri klasa procesa multipliciteta jedan. Pri

tom se u analizi koristi geometrija Hilbertovog prostora.

Hida u [16 ] razmatra realne Gausove procese oblika:




t
x(t) = J glt,u) dz (1),
te[0,+o0), gde je z(u) Gausov proces sa ortogonalnim prirasta-
jima.Pored opSte teorije o reprezentaciji sluajnih procesa u
Hilbertovom prostoru, Hida specijalno analizira Markovljeve pro-

cese reda M. Takvi procesi imaju formu:

t M
= Z .
x (t) of ne fn(t) Tn(u) dz(u),
M
ug t, gde je jezgro glt,u) = n—1f (t)- ? (u) &isto-kanonic¢no i

zadovoljava sledeée uslove:

1. det (fn(tj))# 0 za bilo kojih M razlicitih tj;

2. Wdtu],..., ¢M(u) su linearno nezavisni elementi u
prostoru Lz(dF(u)), za svako u.

Jezgro sa ovakvim osobinama se naziva Goursat jezgro reda M.
Obrat gornjeg tvrdjenja ne vazi. Naime, proces sa takvim jez-

grom ne mora biti M-ti Markovljev proces.

Ako je takvo jezgro jo$ funkcija od (t-u), onda fn(t),

——

n=1,M &ine fundamentalan sistem reZenja linearne diferencijalne

jedna&ine reda M sa konstantnim koef1c1jent1ma, ay, (u), n=1,M
fundamentalan sistem resSenja njene konjugovane dlferenc1jalne
jednacine. Na osnovu_toga M-ti stacionaran Markovljev proces ima

jezgro g(t,u) kao linearnu Xombinaciju funkcija tipa: ..

e-l(t-u) k- e—l(t,u)

sinu (t-u), t sin ¥ (t-u),

za HW# 0, 0<k<$n, n€M, A>0, te funkcija tipa:

e-x(t-u) k n—ke-l(t-u)

cos u (t=u), tu cos u (t-u),

za H# 0 ili uw= 0, 0<k<n, ng M, A>0.

U odeljku rada [16] gde se razmatraju neki specijal-
ni Markovljevi procesi reda M (diferencijabilni i sa homoge-
nim jezgrom) dati su uslovi za funkcije fn(t) i Wn(u), n o= 1,M
iz Goursat jezgra, pa da proces sa takvom funkcijom g(t,u) bu-

de M~ti Markovljev proces.




Ni zbir M prostih stacionarnih Markovljevih procesa ne

mora biti M-ti stacionaran Markovljev proces. On je to onda ako

- Purijeova transformacija G{()) Jjezgra g(t-u) = g{{x):
o0 : .
- A
G = —1g 1 e M gx)ax = — :
(27) o T (1a+ x5l
J=1

gde je Q(ix) polinoﬁ po iX najvise stepena M-1, zadovoljava tu

osobinu da Q(iA) nema korena sa pozitivnim realnim delom.

Iako se Hida ograni¢io na Gausove Erocese multiplicite-
ta jedan, ¢ija su jezgra oblika g({t,u) = n§1fn{t)-wn(u}, u<st,teT
i to samo na one koji pripadaju klasi Markovljevih procesa (funk-
cije fn(t) i Lfn(u) zadovoljavaiju odredjene uslove, n = 1,M),
ipak je time obuhvadena siroka klasa procesa. Jer svako jezgro

g(t,u) koie ispunjava uslov:
If g%(t,u) aF(u) aF(t) < o

mozZe se sa bilo kojom tadnoscu u smislu metrike prostora

Lz(dF X dF) zameniti Jjezgrom konac¢nog ranga, tj. jezgrom oblika
M

n£1 fn(t)-?n(u), (pogledati [ 40] , strana 174). Inade gornii

-

é gz(t,u) dF(u) < 0.

Kramer u radu [15] uvodi za sludajne procese date &isto-

kanoni&nim izrazom (1) sledede uslove regularnosti:

R, gn(t,u) i gp, (t,u) su neprekidne i ograniCne funkcije

za u <t, u, t€T, n = 1,N.

e ———

5 gn(t,t) = 1 za svako t€T, n = 1,N.

R3 funkcija Fn{u] = E Zn2(u) je apsolutno neprekidna i raz-




ligita od konstante, a Fﬁ(u) = fn(u) ima najvise kona-

tan broj tacaka prekida u bilo kom podintervalu od T,

Za n = 1';N-

Uslov R. je ekvivalentan sa c¢injenicom Ré:

2

g, (t,t) > 0 za svako teT, n = 1 ,N. O&igledno je da iz

R, sledi RS. A ako vaZi R) onda transformacijama:
_ g, (t,u) }
9 (t,0) = gnTu,u) !

dzn(u) = gn(u,u)-dzn(u),

—

u ¢ t, u, t&?, n = 1,N dobija se proces:

ne 2,

— t_— P
x{t) = af gn(t,u)-dzn(u) = x(t),

n=1

za koji vazi R2.

Teorema. (5.1. iz [15]). Procesi dati &isto-kanonicnom
reprezentacijom (1), koji ispunjavaju uslove regularnosti imaju

multiplicitet jedan.

Obrnuto tvrdjenje naravno ne vaZi. Ima mnogo procesa mul-
tipliciteta jedan, koji ne zadovoljavaju uslove regularnosti, sSto

pokazuje i sledefi primer.

Primer 1. Neka je z{u), 0< u <o Vinerov proces. Tada se

za svako né€N mogu odrediti konstante Ay r@qreesrdy da:

t
x(t) = Of (ao+a1 % + a, (-E)z+...+an (%)n) dz (u),

u<€ t, bude opet Vinerov proces. To pokazuje da z(u) ima beskonacno




mnogo reprezentacija, a svaka ne mora da ispunjava R, i R, us-

lov. Recimo reprezentacija Vinerovog procesa:

t u, 2
J + 10 LE) } dz(u),

x(t) = (3 - 12

o

il

u £ t ne ispunjava uslov R,, a nije ni &isto kanonic¢na. (Pogle-

Ny

dati Levijeve procese navedene u [16]).

Napomena. Prethodna teorema va%i i za slu&aj kad je do-
nji kraj intervala a = - @, ali je onda potrebno uvesti dodatno
ogranilenje:

gde je u < t, te(-co,;b), n = 1,N.

Po Krameru u prethodnom tvrdjenju mogu se izostaviti us-
lovi 3. i 4. prve teoreme Uvoda, koji karakterisu ¢isto-kanonic-
nu reprezentaciju. Naime, dovoljno je pretpostaviti da je (1)
sSamo integraini izraz za x(t),t€T. Kramer zatim dokazuje teore-
mu da ako je x(t) dat integralnom reprezentacijom (ispunjeni su

uslovi 1. i1 2. iz Uvoda):

t
x(t) = af g(t,u) dz(u),

u < t,u,t€T i ako ?aEe uslovi regularnosti tada proces x{t) ima
multiplicitet jedan i njegova reprezentacija je &isto-kanoni&na
(teorema 5.2 iz [15]}.

U dokazu te teoreme, da je jezgro gl(t,u) datog procesa

kompletno, polazi od relacije:

S
_/ gls,u)-h(u) £ (u)du = o,




10,

za sefa,t], gde je t fiksiran broj iz T, a h(u) proizvoljna funk-

cija prostora thf(u}-du). Diferenciranjem te veze dobija se:

S
g{s,s)+his)-£f(s} + J g;(s,u)-h(u}~f(u)du = 0,

s€{a,t]. To je homogena integralna jedna&ina Voltera druge vrste
po h(s)-£f(s), ali njeno jedino reSenje ne mora biti trivijalno
za svako s€fl{a,t], kao sto je navedeno u [15]. Na primer: ako
je g(t,u) = -3t + 4u. Tada je g} (t,u) = -3, glt,t) = t, pa vaze
uslovi R, i R, na konacnom 1ntergalu (a,b) gde je a = 0. Neka
je £{u) = 1, tada su za h(u) = ueEL (du) obe gore integralne ve-
ze ispunjene. Isto vaZi za izbor g{t,u) = -2t + 3u, h(u) = u ili
gl(t,u) -t+2u, h(u) = 1, itd. Kako postoji funkcija h{u) # 0,

hELz(dF) i kako je:

S
27 g(s,u)- h(u)-dF(u) = G,

za svako se(a t] , t€T, sledi da g(t,u) nije kompletno jezgro u
prostoru L (AF (u)}. To znaci da Kramerovo tvrdjenje nije tacno,
odnosno sludajni proces koji zadovoljava uslove regularnosti mo-
Ye imati multiplicitet jedan, ali njegova reprezentacija tada ne

mora biti &isto~kanonicéna.

' Napomena. U integralnim jedna&inama tipa:

t
af g{t,u)-h(u)-dr(u) = y(t),

po nepoznatoj hit), tela,b) samo kompletnost jezgra g(t,u} u pro-
storu Lz(dF(u))obezbedjuje jedinstvenost resenja, tj. reSenje je

jedinstveno ako: y(t) = 0 povla&i h(t) = 0 za svako te (a,b), (vi-
deti [371 i [40]). |

Hida je u [16] pokazao za procese multipliciteta jedan

da se od svake kanoniéne reprezentacije:




11.

t

x (t) a.f gft,u)-dz(u},

u £ £, u, teT moZe dobiti &isto-kanonicna reprezentacija:

£ -
x(¢) = J glt,u)-dz(u),
_ t
u £ t, gde je z(u) = af XB(u)dz(u), Xy (1) Je indikator merlji-

vog skupa B CT.

U radu [ 19 ] Kalianpur 1 Mandrekar sli&nim transforma-

cijama svakog ¢lana kanonicne reprezentacije:

t
1 s gn(t,u)-dzn(u),

¥

Hes 2

x(t) = n

ug t,. te(-m,+wm)procesa multipliciteta N, dobijaju_éisto-kanonié—

nu reprezentaciju:

N t —
x(t) = L, ;é) gn(t,u)-dzn(u).

Medjutim, u takvoj konstrukciji u [ 19 postoji greska,

i nju navoedi Siraja u radu [ 21].

T Ali, ako je data kanoni&na reprezentacija (1) procesa  _
x(t), T, a poznato;je da je multiplicitet M, za x(t), jedan

(i1i M< N) onda takve transformacije kao u [16] i 1191 ne
dovode do nalaienja‘éisto—kanoniénog jezgra g{t,u). Odnos izme-
dju jezgara g(t,u) i gn(t,u), u tom sluZaju, daje Siraja u [20 k

Oznalimo sa vy, zajedni&ku spektralnu meru procesa Zz(u)

i zn(u),"n = 1,N:

E(z(t)-z(s))-(zn(t')—zn(s‘) = Yn([s,t]“[ s',t')).

Tada je Yo apsolutno neprekidna u odnosu na Fn' tj. za

konadénu meru sa znakom dYn vazZzice:

—— e ————— ————




12,

dy, (u) = a (u)-dF (v},

n = 1,N. Iz konstrukcije Y. sledi da procesi z i z. imaju me-
djusobno ortogonalne prirasStaje. Na osnovu kanonicnosti obeju
reprezentacija: |
; }
o) glt,u)-dzlu) = 2. J g (t,u)-dz (u),

ug t, u, t€T i preko skalarnog proizvoda (x(t),zn[t)) sledi:

£ _ t
o g(t,u):dYn(u) = af gn(t,u)-an(u),

zan = 1,N. Tj. vaZi:

t ] S
o/ glt,u)ia (w)-dF (u) = _/ g (t,u)-dF_(u),
2a svako n = TTE. Odavde je:

gn(t,u) = an(u)'g(t,u),

skorce svuda po meri an, n = fjﬁ, pa je

t
é g(t,u)-an(u)dzn(u)

N e B

§ ? g, (t,u)-dz_(u) =
n=1 a
P N

[ g(t,u)- L,a_f{u)dz (u],

n=1

T a
ugt, u, t€T. Znac¢i, obnavljajuéi proces z(u) se moZe izraziti

kao:

He1 2

dz(u) = an(uldzn(u).

n=1

Sli¢ne veze postoje ako su date kanonic¢na reprezentacija

(1) procesa x(t), t€T i ¢isto-kanoniéna reprezentacija:

M t

s f | *
k=1 a Gk(t;UJ .- dzk(u);




13.‘

us<t, u, t€T istog procesa. Tada je
3
I (tr0) = 1 2q B (B)-G (E,u),

skoro svuda po meril an{u}, n = 1,N. Obnavljajuéi procesi za
x

Zk{u) su:
. N t
= L /' a,_ (u)-dz_ (u)
Zk(t) n=1 a kn n !
* - . .
za k = 1,M. Ovde je zajedni&ka spektralna mera za 2k 1 2 _:dvp,

dwkn(u) = akn(u)'dfn(u);

——— T ————

za k=1,Min=1,N.

Siraja razmatra i problem kanoni¢nosti zbira dve 1l1li vi-
e &isto kanoniénih reprezentacija. Naime, zbir &isto kanonicnih

reprezentacija ne mora biti &isto kanonican.

Primey 2. Proces

x(t) = Z‘I (t) + ¢ Zz(t),

t€[ 0, T}, ¢ = const, gdeléﬁ'z1 i Zz'mEdjﬁsobno'héiavisni Vinerovi
procesi, predstavljen je zbirom dve &isto-kanoni&ne reprezentaci-
je, ali njegov multiplicitet je jedan prema Hitsudinom radu [ 18],

pa ovo nije njegova Kramerova reprezentacija.

Zbir ¢isto-kanoni&nih reprezentacija ne mora biti Cak ni

kanonidan.

Primer 3. Neka je dat proces x(t), t€[0,1] :

x(t) = 2,(8) + £(£)°3,(¢),




14.

gde Jje f(t)EL2(dt) jednoznad&na, apsolutno neprekidna funkcija 1
f'(t}eLz(dt) za svako t, a 2, iz, su medjusobno nezavisni Vine-
rovi procesi. Ako je data reprezentacija za x (t) kanonic¢na onda

je

Psx(t) - x(8}) = (f(t)-f(s))zz(S)EH(X;S)r

za s <t. Kako je funkcija f jednoznalna sledi da je ZZ(SNEH(X,S),
pa je i Z1(S]EH(X,S). Znaci vazi H(x,s) = H(Z1,s) @ H(Zz,s],
tj. multiplicitet procesa x{(t) je dva, sSto Je nemoguce prema ra-
du [ 18].

Znadi, kompletnost svakog jezgra gn(t,u) u prostoru
L2(an(u)] u reprezentaciji (1) procesa x(t), t€T ne povlaci
kompletnost familije -[gn(t,u}} u Lz(dF(u)), dF = (dFT""dFN)'
n=1,N.

anHABHA apradi3AUAJA yaPENT PAXA

THKY, MEXAHAKY § ACTPOHOMALY
ﬂ MMIEMHBJIHOTEHA

Epojl _—

DaTym o —
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3. Pro&irenije klase procesa multipliciteta

jedan
Neka je dat sludajni proces x(t),teT Kramerovom reprezen-—

tacijom

t .
x{t) = 1 glt,u)-az(u) (2)

u<t,u,t€la,b), gde je z(u) proces sa ortogonalnim prirastajima

takav da Jje
: 2
E z(u) = 0 i E z"(u) = F(u),

a g(t,u) neslutajna funkcija iz prostora Lz(dF(u)). Proces x(t),

t€T zadovoljava sve pretpostavke iz uvodnog dela.

Napomena. Ovde su proces z(u) i jezgro g(t,u) dati u vek-

torskom obliku.

Uvedimo sledeée uslove za g(t,u) i z{u):

A, funkcije g(t,u) i gé(t,u) su neprekidne i ogranicene za
u,teT.

52 g(t,t) = 0 za svako t&T.

Aq funkcija F(u) je apsolutno neprekidna, razlic¢ita od kon-
stante, a £(u) = F'(u) ima najviZe konadan broj tacaka

prekida u bilo kom podintervalu od T.

Teorema 1. Sludajni proces dat izrazom (2) za koji wvaze

uslovi A1, Ay, A, ima multiplicitet jedan.

Dokaz. Pretpostavimo da va%Zi suprotno, tj. da Jje multi-
plicitet N > 1. Neka je, na primer N = 2. Tada je g(t,u) =
(g‘i'-(t,u), gz(t,u]) i z(u) = (21 (u) , zz(u)), u € t,u,teT, pa je
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i F(u) = (F1(ul, Fz(u)l i £{u) = (f1(u), fz(u)).

Prema uslovu AB postoji konadan podinterval Tf:T T, =
(a 2-F ), takav da su izvodne funkcije f (u) i f (u) neprekidne
i ne uvek jednake nuli na njemu. Neka je t bilo kOja tacka iz T,
i neka je h(u) proizvoljna funkcija iz L (dF (u) ), takva da vaizi

slededfa veza:

S
1 ag gn(s,u)-hn(u]-fn(u)ﬁdu = 0,

He1 8D

n

za svako se(a1,t1,t€T1. Prema uslovu A, prethodna relacija se

mozZe diferencirati po s, pa se dobija:

2 2 S
g {s,s)h_(s)f (s)+, I, ./ gi (s,u)h ()£ (u)ldu = 0,

=1 a1

n£1

za'se(a1,t]. Ova jedna&ina moZe vaZiti ako je na primer:

S
[ gl (s,w)h, (u) £, (v)du = 1,

g1(s,s)h1(s)f1{s) +a1

i ako je:

s
gzlsrs)hz(s)fz(s) + aﬁ gés(s,u)hz(u)fz(u)du = =1,

Na osnovu uslova A2 to se svodi na:

S 5
! = f ' g ——
a{ glg (s, (w) £, (u)du = 1, a. g5 (s,ulh, (?)fz(u)du 1,

za seﬂa1,t]. Ovo su dve nehomogene integralne jednacine tipa Vol-
tera prvé vrste po h1(s)f1(s) i hz(s)fz(s} za koje se mogu naci
reSenja ograni&ena i neprekidna i ne skoro svuda jednaka nuli za

s€ (a,,t]. S obzirom na pretpostavku o izgledu f, (u) i £, (u)

1’
na intervalu T1, sledi da je:

£ o2 Fo2
>
a h1(u)-dF1(u) + s hz(u)-sztu) 0,

za t€T,. To znac¢i da funkcija g(t,u) = (g1(t,u), gz(t,un,
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nije kompletna u prostoru Lz(dF(u)); tj. N je razlic¢ito od dva.

Ako bi pretpostavilida je N jednak bilo kom prirodnom
broju vedem od dva, nafin zaklju&ivanja bio bi isti. Za N = 2k
bilo bi 2k-integralnih nehomogenih jednalina sa slobodnim Cla-
nom (-1)2, n = 1,2k, a za N = 2k+1 jedna bi integralna jednadina
na primer bila homogena za razliku od ostalih 2k jednacina sa
slobodnim &lanom +1. Pri tom je dovoljno da postoji bar jedno re-
Senje hn(u)eLZ(an(u)) razlic¢ito od nule. Krai dokaza.

Kako je Kramer dokazao isto tvrdjenje za slucdaj kad je
g(t,t) > 0 za svako teT, onda se postavlja pitanje da li je za
tvrdjenje teoreme dovoljno pretpostaviti da vaZe samo uslovi A1

' 2
1 A3.

F

U sludaju kad je g(t,t) <0 za svako €T, mogli bi trans-

formisati jezgro g(t,u) 1 proces z{u) u izrazu (2) kao 1 ranije:

— _ g(t,u)
g(t;u) = g(u,u)
dz (u) = g(u,u)-dz(u),

ugt,u,teT, pa bi za proces x(t) = E?t),tET

x(t) = af g(t,u)-dz{u},

vazio Kramerov uslov regularnosti RZ'

Teorema 2. Sludajni proces x({t),te€T dat izrazom (2) koji

ispunjava uslove A, i A, ima multiplicitet jedan.

Dokaz. Pretpostavimo kao i ranije da je multiplicitet N=2.
Prema uslovu a,, funkcija g(t,t) = (g, (t,t), gz(t,t))moie biti
jednaka nuli u konacénom broju izolovanih tacaka ili na podinter-
valima pozitivne mere. Oznacd¢imo uniju intervala gde je
gn(t,t) = 0 sa An, & uniju intervala gde je gn(t,t) < 0 sa Bn’
n = 1,2.
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Prema uslovu A, postoji konacan podinterval Tf:T, T, = (a1,b1),
takav da su funkcije f1(u) i fz(u) na njemu neprekidne i ne
uvek jednake nuli. Izaberimo takav interval T, ali uz dodatna
ograni¢enja: da ne sadrzi izolovaneznule funkcija g1(t,t) i
A

gz(t,t),tET i da pripadne preseku n= C_ gde je Cn jedan od
!

1
slededih skupova: An,Bn, T\(AﬁJBn) Za
Pretpostavimo, na primer da je interval T{IA1rﬂT\(A2UBz)). Tada
je na T,: g1(t,t) =0, 1 gztt,t}> 0, za svako t€T,.

Diferenciranjem veze:

s
2 S g(s,uth{u)f(u)jdu = 0,
1
se(a,,tl ,teTy, gde je h{u) proizvoljna funkcija iz prostora
Lz(dF(u)), dobija se:

S S
a{ g{S(s,u)h1(u)f1(u]du + a£ g4 (s,u)hy(u)f, (ujdu +

+ gz(s,s)fz(s)hz{s) = 0,

za se(a1,t]. A to je na primer ispunjeno kad je

S
a{ gl (s,u)h(w)f, (u}du = 1,
i ako Jje
S
a{ gés(s,u)hz(u)fz(u)du + g,(s,8)h, (s)£,(s) = 1.

Ovo su dve integralne nehomogene jedna&ine tipa Voltera prve 1
druge vrste za koje postoje reSenja po h1(s)f1(s) i hzis)fz(s),
sé(a1,t],t€T1 takva da s obzirom na pretpostavke o f1(s) i
fz(sL vaZi na skupu T,:

t t 5
a£ h1(u)dF1(u) + dﬂ h2(u)dF2(u) > 0,
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Time je pokazana nekompletnost jezgra g(t,u) u prostoru Lz(dF{u)).
vnE&ai N # 2. Sli¢no se zakljucuje u sludajevima kad se interval

T, izabere da pripada jednom od preostalih osam skupova 1z

2

511 Cn‘ Ovim je dokaz zavrsen.

Napomena. U sluaju kad je donji kraj intervala T,a = —®, zbog
integralnih jedna&ina koje se javljaju u dokazima teorema 1. 1

2. potrebno je jo¥ uvesti da vaZi:
t
I olgrc,wlau< @, o

za u ¢t ,u,teT, kao dodatni uslov.

Kao i u predhodnom poglavlju i ovde uslovi A1, A,, Ay za proces

- x(t),t€T ne povféée ¢isto-kanonidnost reprezentacije.

Primer 4. Neka je dat proces:
t 5

2 3
x{t) = Qf (£ - 3¢ + '.=Hzt 3—5t "5 5 ) dz(u),

za ug t,te(0,+o), gde je z(u) Vinerov proces. Funkcije

SR R LE N . &
g ’ 5 t '_z 5 5 !
t t t
QI(t a) = 3% - 10u2'+ 9u3 W
r |y — ———— —— e
+ t2 t3 t4 t6
_ 1‘(3u _ 10u2 + 9u3 zus)
- 3 e = 4L™F)
t t "t'Z :3 t5

ug t,u,t€(0,+0) su neprekidne. One su i ogranicene, sem even-
tualno u krajevima intervala. U sludajevima kad t~» o ,u=> 0O,
u+ 0 odigledno je da su g(t,u) i gé(t,u) ograni&ene, a bice to

i kad t+ 0, jer zbog uslova u st mora tada 1 u—+ 0, pa fe vazi-

tis
— 3 2 _
gi{t,u) u,£>035 " 3+5-3+=%= 0,
1 -— l., - L) —
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Lako se proverava i da je g(t,t} = 0 za svako t. Znaci uslovi
A1,A2,A3 su ispunjeni, ali g(t,u) nije kompletna u Lz(du),
u€(0,+00 ). Naime, postoji element y 1z prostora H(z):

to

r 2

Yy = 5 u-dz(u),

koji je nezavisan od‘x(t),tﬁto:

t u2 u3 2 u5 2
(x(t),y) = df (2 =3¢ + 55 ~ 3—5 ¢ £ —glutdu =
£t t t
BT P G I S IS e
5 t :2‘ 2 ~3 20 MRS
_ .31 _ 3 _ 1 1, _ W34 =

Ovaj proces inaﬁé ima multiplicitet jedan (videti [ 16]).

Uslov &isto-kanoni®nosti za reprezentaciju procesa x(t),tET

u predhodnim teoremama se moZe oslabiti. Naime, vaZi sledece:

Teorema 3. Neka je dat-proces x(t) ,t€(a,b) = T kanonicénom rep-
rezentacijom:
N t
= I .
x(t) nE1 af gn(t,u) dzn(u) {3)

u<t,u,teT, N <o, i neka su ispunjeni Kramerovi uslovi regu-

larnosti R1,R2,R3. Tada proces x(t) ima multiplicitet jedan.

Dokaz. Pretpostavimo da je multiplicitet M £ 2; na primer neka
je M = 2. Tada postoji disto-kanoniéna reprezentacija za
x(t),teT oblika:

[ S

x(t) = 1 (t u)- dz (u), (4)

k

u <t, gde je familija {G (t u”'k-1 5 kompletna u prostoru
1, (d:¢(u) ), d¢{u) dE (2 (u)]z, t1_3_(11.1] = (¢1(u),¢2(u)); $' {u)

¥Y{u).
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Obe reprezentacije (3) i (4) su kanonicCne, pa vaZzi za svako

s <« U<t
Izq f“v 2}: }’ %*
I g (e az ) = I LGtk dzg (@),

* |
gde su zn(u) i zk(u), n=1,N, k = 1,2, procesi sa medjusobno
ortogonalnim prirasStajima. Uvedimo zajedni¢ku korelacionu meru

x
za zn(u) i zk(u):

E(zn(s)-zn(tn'(z;(S')-z;(t')) =’Tnk([5't)“ [s',t')).

Konadéna mera sa znakom &ynk(u) je apsolutno neprekidna, po kon-
strukciji, u odnosu na mere an(u) i d¢k(u), n = Tjﬁ, k =1,2.
Zato vaii:

¥

dy (W) = a_, (u)-dg (),

————

n=1N, k=1,2, inisu sve ank(u) jednake nuli.

%*
Iz reprezentacije (3) mnoZedi je skalarno sa zk(u) dobija se za

S< 1 <V:

012
]

1)
n=1 glgn(t,u)-dTnk(u) = é Gk(t,u)d¢k(u),

za k = 1, 2, Odavde je: . i - T ) -

(2

N v

t Jog- . . a - .
Ig gt -apy tu)-de () = L Gy (t,u)-dey (),

pa je:
N
= I .

G (t,u) = I, a_y (w-g, (t,u) (5)

skoro svuda po meri d¢k(u), k = 1,2. Iz reprezentacije (4) sle-
dis |
2 t N

%
x(t) =, Z, af LIy a fu)-g (t,u) dz, (u) =

N t 2

= I 7 iy




22,

za u<t, pa su obnavljajuéi procesi za zn(u) oblika:

*

1 ank(u]dzk(u),

Neg B2

u
zn(u) - a[ X

o ———

za n = 1,N.

Na osnovu relacije (5), funkcija Gk(t,u) je diferencijabilna po

t na (a,b), jer su takve sve funkcije gn(t,u), n=1,N, za k=1,2.

Ako bi i gustine ank{u), n=1,N, k=1,2, bile neprekidne i ograni-
&ene po u€(a,b), onda bi jezgro Gk(t,u] zadovoljavalo uslov re-

gularnosti R1, za k=1,2, pa bi na osnovu teoreme 2., proces

x{t),tel dat izrazom (4) imao multiplicitet jedan.

Ako to nije ispunjeno za gustine I onda neka je t1 proizvolj-
na tad%ka iz (a,b), i neka su hk(u) proizvoljne funkcije iz pro-
stora L2(d¢k(u)), k=1,2, takve da vazi:

2 t

g o) G (t,u)- by (u)-de, (u) = 0,

za svako tE(a,t1]. Diferenciranjem ove veze po t dobija se:

2 t 2

E af Gk (B0 hy (W) () du + LG (£, E)hy ()Y (£) =0,

Zda t,;_:t

1° Ova jednadina vaZi ako je na primer:

t
afGit(t;u)'h.l () -¥, (u) du + G, (t,t)-h, (t)-‘P1 (t)

I
A
~

t
o7 Gy (t,u)-hy ()., (w) du + G, (t,t)-h, (L) -y, (t) = =1,

za svako t€(a,t,]. Posmatracemo samo jednu od ovih dveju inte-
gralnih nehomogenih jednafina Voltera druge vrste. Na osnovu iz-
raza (5) prva jednacina je ekvivalentna sa:

t N

af (n£1 glllt (tru) an1(u))h1 (U)LP.I (1.1) du +

(t,8)-a_,(t))-h (£)-¢, () =1,
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za tG(a,t1]. Pretpostavili smo da Jje mera d¢1 (kao i d¢2) ap-
solutno neprekidna, sto nije sustinska restrikcija (videti [6 ]

ils5]ly, pa moZemo jo§ pretpostaviti da je ¢1(u) = u. Gornja

g ——

jedna&ina zbog vaZenja uslova R, za svako 9. n=1,N, postaje:

t N

O LI, ghy (t,u)-apg () By (w) du

e 2

-+

a1 (t): h, (t) = 1,

n=1

za tE(a,t1], i ona ima jedinstveno resenje hsz,([40],192 str.)

ako je:

? ? ( ? gﬁt(t,u)'an1(u))2 du dt < .
a a n=1

A p—

Pri tom nisu sve a_., n=1,N funkcije jednake nuli, jer ako bi to
. nl

* F el —

bilo, znali z, je ortogonalan na svakom z_,n=1,N, pa bi iz:

* * N
H(z,) ® H(z,) = HX)IC L, ® H(z),

*
sledilo da je 2, 0.

Neka je:
A < gn(t;u) < B,
C

za svako n=1,N i u,teT, (prema uslovu R1), tada vazi:

b N 5
L
af (n=1an1(u)) du £
b N

s 4y 2 _
I n£1 gn(t,u)'an1(u)) du =

Az'

b -
= af G.I (t,u) du.

Kako je funkcija G1(t,u)EEL2(d¢1) sledi da je
N

2 2 : :
n?__.lam (u) € L7{d ¢, ) = L"(du) i da Je:
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N

b
2
L qg! .
gl n:1gnt(t’u) a_q(u))” dudt <

U - U

2 2
Z —
D ( af ( L, a .I(u)) du)dt

A

d

b
2
D*. (b-a) -af(

o 2

2 <
n=1 an1(u))du oo .

Na isti na&in bi se analizirala i druga integralna jednacina:

t |
27 Git(t,u)-hztu)-wz(u)du f‘Gztt,t)*hztt)-qztt)

-1r

za teja,t1]. Na osnovu svega sledi da je:

t o> L)
0 <af h‘l (u)-d¢1(u) + af hz(u)*dq;z(u) < @,

za svako tE(a,t1], Eto znadi da multiplicitet je M £ 2. Slicéno
bi teklo zakljudivanje kad bi pretpostavili da je M bilo koji
broj M >2. Time je dokaz zavrSen.

Primer 5. Proces x(t) = z1(t) + C zz(t},tET, zadan u primeru 2,
dat je kanoni&nom reprezentacijom {(moZe se pokazati da Je
x{(t)-x{(s) ortogonalno na x(s),s< t, pa Je Psx(t) = x(s)), zado-

voljava uslove regularnosti, pa je multiplicitet Nx=1.

“Ppsledica 1. Teoreme 1. i 2. vaze kad se uslov &isto-kanonicnos-
ti reprezentacije (2} procesa x(t),t€T zameni uslovom kanonic-

nosti.

Napomena. Postoje procesi &ija reprezentacija nije kanonicna, a
multiplicitet im je jedan.

Primer 6. Neka je x(t)=z1(t} + f(t)-zz(t),teT, Z iz, su
medjusobno nezavisni Vinerovi procesi, a f(t)eLZ(dt)';
f'(tJEIP(dt) i f(t) # £(s) za t # s. U predhodnom poglavlju
je pokazano da ovo nije kanoni&na reprezentacija za x(t}).

prema Hitsudinom radu [18], x(t),teT ima multiplicitet jedan.
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Na kraju ostaje nereSen problem da 1i su uslovi regularnosti za
proces x(t), t€T dovoljni da on ima'Nx=1. I pitanje proverava-
nja &isto-kanoniénosti reprezentacije za x(t),t€T predstavlja
tegkodu. U nekim slucajevima lako se moZe utvrditi da 1li je Jez-
gro datog procesa kompletno, kod stacionarnih procesa, na pri-

mer.

Lema 1.Ako postoji funkcija h{u) # 0 iz zatvorenog (fundamental-
nog) skupa D u prostoru Lz(dF(u)) takva da je:

t ]
af g(t,u) -h(u) -dF(u) = 0

za svako tEla,tO], tOE(a,b), onda jezgro g(t,u) nije kompletno
2
u LT {(dF{u)).

C o s s 2 n :
Zatvoreni sistem u LZ(dF(u)) &ini niz: 1,u,u”,...,0, ... @all- samo

ako je interval (a,b) konacan.

Primer 7. Za proces:

t 3 u u, 2 u, 3 2,1,5: |
- . —— — — —— -— — — [ — ) dz
x(t) = of -3+ 3 ¢ 5(1_;) ) ),
gde je ug t,u,te€(0,7), dF{u) = du, utvrdjeno je ranije da nije

dat &isto-kanoni¢nom reprezentacijom. Funkcija uze Lz(du],

u€(0, 1), ortogonalna na x(t), dobijena je resSavanjem jednacCine:

i t u, 2

3- u 3

5, .k

u 2.1 _
o - 3('{) + 'B-(E-) )"LI dua = 0,

po k,k=0,1,2,..., koja je ekvivalentna sa:

3 (k+2) (k+3) (k+4) (k+6) - 15 (k+1) (k+3) (k+4) (k+6) +
+ 25 (k+1) (k+2) (k+4) (k+6) =« 15 (k+1) (k+2) (k+3) (k+6) +

+ 2 (k+1) (k+2) (k+3) (k+4) = 0.

ReSenije je k=2.
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Primer 8. Svi procesi oblika:

t
xk(t) = Of ¢+ (kt-(k+1)u) dz(u),

za u <t,u,te(0,T), K&N, c=const, Ezz(u) = u, imaju nekompletna
jezgra g, (t,u). Naime, svakoj funkciji g, (t,u) odgovara u o,
keNJ,.uk"I € L2 (du) , da vazZi:
t
k-1 _
of gk(t,u)-u du =
t -1

= C of (kt---(k+1)1.1)-1:tk du = 0,

za svako t €(0,7).

o SrASATAWMIA YIPYHENDL PARA
B T W ACTPOHOMUY

EMATHY, MEXAHRRY
" MMELEBJIEGTE KA

Bpoj: e -
JaTtyM
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4.1. Transformacije slucajnih procesa

multipliciteta jedan

Neka je zadan operator T:

vit) = Tx(t),

te(a,b), i neka je on linearno i po neprekidnosti rasiren na
ceo prostor H(x). Pri transformaciji T procesa x{t) u yl(t),
kojom se prostor H(x) slika u prostor H(y), menja se spektral-
ni tip, pa se postavlja pitanje: kakav je multiplicitet novo-
dobijenog procesa Tx(t) u odnosu na multiplicitet procesa x{t),
te(a,b).

U nekim sluéajevim& kada proces x(t) mnoZimo neslucajnom funk-
cijom razliditom od nule i multiplicitet i spektralna mera os-
taju isti. Takodje pri monotonoj i neprekidnoj zameni parameta-

ra te(a,b), spektralni tip ostaje sacuvan.

U knjizi [2] Rozanov navodi hipotezu da ako je transformaci-

ja T takva da su T 1 T"1 ograni&eni operatori, onda su prostori
Hix) i H(y), y(t)
povla&i jednakost rjihovih spektralnih tipova. Dato tvrdjenge

Tx(t) ,t€(a,b) unitarno ekvivalentni, Sto

je dokazano samo za._slufaj kad je -prostor-H{(x) diskretni lanac

postprostranstva. -

Akoc je operator T takav da slika prostor H(x) u samog sebe, tjJ.
H(y)cH(x), onda je y(t) = Tx(t), kao velicina iz prostora

H(x) = H(z) izrazena kao:

t
y(t) = S ¥(u)-dz(u),

za u€(a,b), gde je:

2 to2
Ey“(t) = G(t) = _J 97 (u)-dF(u) < .
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Sa druge strane prostor H(y) sadrii sve veliéine oblika:
b
| af ¥ (u)-dy(u),
gde je
b 2 b 2 2
af ¥<{u) -4G(u) = af ¥ (u)- 9 (u)- dF{u) < oo.

Oznadimo sa & skup-nosal mere dG(u) =‘f2(u)-dF{u). Na skupu 4
funkcija ¥(u) je razlidita od nule skoro svuda. Odatle, prostor
H(y) se sastoji iz velicina:

b

af Y{u)-dy(u} =7 ¥(u)-dyl(u) =
A

= y{u).¢ (u)  dz({u),
A

F

i pri tom je:

S wztu)'?z(u)'dF(u) < 00.

A
Znadi, prostori H(x) i H(y) su jednaki, tj. imaju isti obnav-
ljajuéi proces z(u),u€(a,b), a samim tim i isti spektralni tip,

ako su mere dF(u) 1 4G(u) ekvivalentne.

Kod nekih ogranienih operatora, koji slikaju prostor H(x) u
deo od H(x), moglo bi se odekivati da je multiplicitet slike

Tx (t) manji od multipliciteta originala x(t), ali nije tako.

Primer 9. Neka je z(t),t€l 0,1] Vinerov proces. Tada se z(t)
moZe predstaviti u obliku:

o

Z(t) = n‘_?"__o zn“‘fn(t)r

za t€[ 0,1], gde je sluZajna velicina z :

1

z = f z(t)-y_(t) at,
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sin (n+1/2) -1t sopstvena funkcija jezgra

a funkcija *Pn(t)
B(s,t) = min(s,t), s,t€[0,1], n=0,1,... (videti [29], 276 str.).

Neka je P operator projektovanja na konadan potprostor generi-
san velicdinama 20'21""'ZN—1' H(zo,...,zN_1)c:H(z)._Znaélz

N-1 -
y(t) = Pz{t) = L 2 -?n(t),

n=o n
te€f[0,1], i yEH(zo,z1,...,zN_1]. Kako je uvek moguce za bilo ko-
je t> 0 izabrati tatke o<t, <t,«< ces < tg <t takve da je mat-
rica {$n(tj}} nedegenerativna, onda se iz jednacina:

N-1

nto Zn'wn(tj) ) y(tj)'

———

za j=1,N, mogu nacéi velicine Z 1ZqreerrZy_ g kao linearne kombi-
nacije y(t1),...,y(tN). znadi vazi H(zo,...;zN_1};:H(y]. Ovim
je pokazano da je H{y) = H(zo,...,zN_1), tj. Z oo rZy g Cine
obnavljajuéi proces za y(t), (zn su ortogonalne velidine u
H(z)). Prema tome proces y(t), za razliku od procesa z(t) ciji
je multiplicitet jedan, ima multiplicitet jednak N. Medjutim,
treba napomenuti da je:

H(y;+0) = H(Yrt) = H(Yr1)r

za t> 0, Sto znaci da je:

8
£ 5o BY.E) # 0,
ili proces y{(t),t€[0,1] nije isto-deterministicki proces. Mul-

tiplicitet N je ustvari dimenzija potprostora H(y,+0)@®H(y,0).

Ovde &e biti analizirane izvodne i integralne transformacije
procesa multipliciteta jedan. Za njih takodje vazi da je
H(y) CH(x), gde je y(t) = Tx(t),t € (a,b).
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4.2. Izvodne transformacije

Proces x(t),tela,b) = T je, kao i ranije, definisan izrazom:

t
x(t) = af g(t,u) -dz(u), (6)

i ispunjava uslove A1,A2,A3.
Navedimo prvo neke osobine za proces x(t),teT.

1. Proces x(t),teT je neprekidan., To sledi na osnovu sledeceg

tvrdjenja:

Lema 2. Slucajni proces x(t) ,teT predstavljen izrazom

t
af g(t,u).-dz(u) je neprekidan ako i samo ako je funkcija gl(t,u),

ug t, neprekidna po t.
Dokaz. VaZi procena:

| x (£+h) - x(t) || =

t+h t
= “1£ g(t+h,u) dz(u) + ;' (g(t+h,u) - g(t,u))dz(u) || <
— . .£_;h .- . R, — - . .- t -

¢« Jlasn,wlar + / lg(t+n,u)-glt,u) lar (),

za u<t. Iz ove relacije pudtajuéi da h~+ 0 dobija se tvrdje-

nje leme.

5. Lema 3. Korelaciona funkcija B(s,t),s,teT za proces x(t) 1iz
(6) je neprekidna i ima neprekidne parcijalne izvode Bé, Bé,

1) .
Bs,t pc s 1 t.

Dokaz. Kao 5to je poznato korelaciona funkcija za x(t) je obli-

ka:
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min(s,t)

B(s,t) = é g(s,u) g{t,u) £f(u} du,

i svuda je neprekidna na TxT. Prema uslovu A1, B{(s,t) ima nepre-

kidne parcijalne izvode Bé i Bé svuda, sem moZda na dijagonali
s=t. Ali kako je:

1im B(th) -'B(t,t)
s—=t

s>t

o83zt

t . t
af g(s,u). g(t,u) £(u) du - af gzlt;u)f(ul.du
iim i — -

t
d
set

gi(s,u) - glt,u) -
= =TT —g f(u) du =

i

t
df gé(t,u)-g(t,u)-f(U) du,

i kako je:

in Bis,t) - B(t,t) _

‘87Tt s-t
sst
S t 2 )
af gis,u)-g{t,u)-£(u) du - af g (t,u)-f{u) du
= lim pyry =
gt s
S
= 1lim ( af g(t,u) . g(s,u;_; E(t:U) £ (u) -
s+t

£ g% (t,u) -
- Sf -9 2] . £ (u) du.)= afg (t,u)-glt,u)  £{u) du +

)
s—-t t

s g% (t,t) £(t),

to ée prema uslovu A, (g(t,t) = 0 za svako t) ova dva limesa

biti jednaka, &¢ime je pokazana neprekidnost B; i Bé i za s=t.

Sliéno, na osnovu A, i A, 1 parcijalni izvod B; £ je neprekidna
’ :
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funkcija po s 1 t, a oblik mu Jje ;
min(s,t)

" — f ¥ - 1! .
Bs,t(s't) = 2 gs(s,u) gt(t,u) f (u) du,

za s5,teT.

3. Proces x(t),teT iz (6) je diferencijabilan. To sledi iz sle-
dede teoreme 4. Pre nije navedene su osnovne cinjenice vezane

za pojam postojanja izvoda sluCajnog procesa.

Proces x(t) ima izvod u t ako postoji granitna vrednost izraza:

x (t+h) ~ x(t)
h

u srednje kvadratnom smislu, kad h -0.
Svaki proces koji ima izvod je neprekidan, jer je:

I (t+h) - x(t)l = |h} "‘t*hg}“x‘t’ﬂﬂ Ihl- I x'(£) 1> 0

xad h~ 0. Obrnuto ne vaZi. Vinerov proces je primer nediferenci-

jabilnog, neprekidnog procesa. Naime izraz:
2 2 1
uw(t"'h) -W(t) i = ’—Ell W(t"l"h) - W(t)" = 'E
4ewasse.h o h™ o

—

ne konvergira kad h-= 0.

Lema 4. Potreban i dovoljan uslov za postojanje izvodnog proce-

sa na (a,b) je da postoji B; ¢l o=t 22 svako t iz (a,b) (videti
¥

[29], strana 273).

Dokaz. Potreban i dovoljan uslov da postoji granifna vrednost iz-

raza x(t+h;-x(t)

kad h~ 0 u srednje kvadratnom smislu je da pos-
tojis
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§(£+h)-x(t). x(t+h)-x (L)

lim E { —_ ) =
h,h,l"’ e h h1

= 1im 1 _ _ _
h,h{40 (ETH; (B(t+h,t+h1) B(t,t+h1} B(t+h,t)+B(t,t)})

B t(s,t) o=t

!

L,ema 5. AkKOo za proces % (t) ,teT postoji x'(t) onda vazi:

(Ex(t))' = Ex'(t),

za svako t€T.

Dokaz. Tvrdjenje sledi na osnovu:

\ Ex(t+h):Ex(t)

m - Ex'(t) | =

jp GFERIEXLE e ] <

x{(t+h)-x{t)
h

1/2

(E - x en?)

/A

p x(t+h)-x(t)
h

— ' I -
x'(t) h -0 0.

reorema 4. Proces x{t),teT Je diferencijabilan ako 1 samo ako su
funkcije glt,u) 1 gé(t,u) iz*prostora L2(dF(u)) neprekidne po
teT i vaZi glt,t) = 0 za svako t€T.

Dokaz. Ako je g(t,t) = 0 za svako teT onda postoli B; £ oblika:

min(s, t)

B;rt(s,t) = é gsts,UJ*gt(t,u) dr (u) ,

za s,teT (videti lemu 3.). Kako je:

t

n - I ' 2
Bs,t(s’t)|s=t = J (ggtt,u)) ™ dF (u) < <0,
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onda prema gornjem kriterijumu za egzistenciju postoji x'(t).

Diferenciranijem x(t) dobija se:

t
x'"(t) = af gé(t,u)-dztu),

za ust,u,t€(a,b), i pri tom Je %' (t) neprekidan proces jer Je
gt(t u) neprekidna funkcija po t. (Lema 2. ). Korelaciona funkci-

ja za x'(t) ,t€T: B (s,t) poklapa se sa B" (s,t).

.I'

Obrnuto, ako je x'(t) diferencijabilan, onda se moZe naci:

t
dx(t) = dt-f gl(t,u)-dz(u) + glt,t)-dz(t),

ugt,u,t€(a,b). Kako je dx(t) reda dt mora bitil g(t,t) = 0 za
svako t€T. 1z neprekldnostl x' (t),tET sledi neprekidnost prvo
gé(t,u] po t {(lema 2), pa onda 1 g{t,u}) po t. Time je dokaz za-

vrden.

Napomena. 2a postojanje x'(t) ,teT potrebno je i dovoljno da Je
g(t,t) = 0 za svako teT i da je gt(t u)eL (dF (u) ), ali tada

x' (t) ne mora biti neprekidan proces.

Posledica 2. Rko je jezgro g{t,u) procesa x(t) ,teT N-puta di-
- ferencijabilno po t © prostoru"Lz(dF(u));-i ako vaZzi:

glt,t) = gl(t,e) = ... = géN-1)(t,t) - 0,
2a svako teT, onda je to ekvivalentno sa tim da je x(t} ,teT

N-puta diferencijabilan proces.

Postavlja se pitanje da li diferencijabilni procesi imaju multi-
plicitet jedan? Odgovor je negativan &to pokazuje i slededi pri-
mer, jer uslovi diferencijabilnosti nisu ekvivalentni uslovima

BBy, Al Naime uslovi A1,A2,A3 povla&e uslove diferencijabilno-

stl, dok obrnuto nije tacno.
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Primer 10.Ako je x(t),te[a,b} dati proces, defini$imo novi pro-
ces y(t) kao:

t t

7

y(t) = (af x{u)du) du,

a

u¢t,u,tepa,bl. Proces y(t) je diferencijabilan jer je integral

neprekidnog procesa. Izaberimo da je:

. t t
x(e) = J X, wdz, (w) + S (1-x, (w))az, (),

gde je Xh(u) indikator svuda -gustogskupa A u T, 1 gde su z, (u)

i zz(u) dva medjusobnq ortogonalna procesa sa ortogonalnim pri-
radtajima. Multiplicitet procesa x(t),teT je N = 2, (videti [7]).
Proces y(t),teT takodje ima multiplicitet N = 2, jer iz

vy"(t) = x(t) sledf:da su Hilbertovi prostori H(y"(t)) i H(x(t))
jednaki, za svako te€T. Kako je H(y"(t)) CH(y(t)), onda je i
Hix(t)) cH(y{t)). Kako jos vazi da je H(Y(t))fZH(x(t)), znaci da
se H{y) i Hi(x) poklapaju.

Ovde proces x(t) ne zadovoljava uslov A1, jer funkcija g({t,u) za
x(t) nije neprekidna za u€fa,b]. Tada i y(t) ne zadovoljava taj
uslov. Njegovo jezgro je oblika:

t

G(t,v})-= [ ~({t-u)-g(u,v) du,
v

i prekidno je po V€T,

4. Teorema 5. Jezgro g, (t,u) izvodnog procesa x'(t) je komplet-
no u prostoru Lz(dF(u)) ako i samo ako je kompletno jezgro g(t,u)
procesa x(t) u istom prostoru.

Dokaz. Neka je g(t,u) kompletno jezgro u Lz(dF(u)), dF(u) = £ (u)du,
i neka je h(u) proizvoljna funkcija iz L2(dF(u)), takva da za
fiksirano te(a,b) vazi:

s
af g;(s,u)-h(u)-f(u) du = 0,




36.

za svako s€(a.t]. To Je ekvivalentno sa:

S f

(a7 g(s,m-h(u)-f(u)-du)s =0,

za svako s €la,t], jer je g(s,s) = 0 za svako s€T, na 0oSnovu pos-

tojanja x' (t). Odavde sledi da je:

s
Y(s) = af g(s,u)-h(u) -£f(u)-du = const,
a iz neprekidnosti ¥(s) kad s = a dobije se da Je ?(s) = 0 za

svako s€(a,t]. Kako je gl(t,u) kompletna funkcija u L (£ (u)du),

to vyi(s) = 0 za sela,t] povla&i da je h(u) 0 skorec svuda u od-
nosu na meru dF (u), 3to je i trebalo pokazati za kompletnost

gétt.u) u LZ(dF(u)).

Obrnutc, neka je gt(t,u) kompletno jezgro u L {(dF (u)) i neka va-

Zi:

5
I g(s,u)-h(u)-£(u)-du = 0,

za svako sela,t] ,teT, h(u)e Lz(dF(u)}. Diferenciranjem gornje ve-

ze po s dobija se:

S
J-glisyu)-hlu) £{u}-du + gl(s,s)-his) - £(s) =

s
g' g;(S,U)*h(u)-f(u) du = 0,

za svako s e€la,t]. Iz kompletnosti gé(t u) u thdF(u)) sledi da
je h{u) = 0 skoro svuda u odnosu na meru dF(u), 5to je i trebalo

pokazati za kompletnost funkcije g(t,u) u L (AF (u) ).

Posledica 3. Ako je proces x(t),t€T dat ¢isto-kanoniénom rep-

rezentacijom i n-puta diferencijabilan, onda svi procesi x(t},

x'(t),...,x(n)(t) imaju isti spektralni tip.
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Dokaz. Prema predhodnoj teoremi pri izvodnim transformacijama

duva se kompletnost jezgara g(t,u), GL(t;u).-..,gén)

tom prostoru L2(dF(u)) a samim tim ostaje nepromenjena spektral-

na mera 4dF, kao i multiplicitet za x{t),x'(t),...,x(n)(t).

Teopema 6. Proces x{t),teT dat &isto-kanonicnom reprezentacijom
(6) ima neprekidni izvodni proces x' (t),teT istog spektralnog ti-
pa, multipliciteta Nx = Nx,=1.

Dokaz. Uslovi A1;A2;A3 Zza proces x(f),tET s jedne strane obezbe-
djuju da x{(t) ima multiplicitet jedan na osnovu teoreme 1., a

s druge strane da ima neprekidan izvodni proces x' (t) ,teT prema
teoremi 4. Na osnovu posledice 3. njihov spektralni tip Jje isti

i N = N_,=1.

5. Teopema 7. Proces x'(t),teT ima kanonicnu reprezentaciju ako
i samo ako kanonidénu reprezentaciju ima proces x(t) ,teT, i pri

tom vazi:

PSX (t) (PSX(t))tr
za s< t, gde je Pg operator projektovanja na Hilbertov potpros-
tor Hi(x(s)).

Dokaz. Kako je PS linearan operator to je za s < t:

(x(t+h) - x(t)

Ps h

- x'(t)) =

P x(t+h)-PSx(t)
h _PSX(t)-

Iz neprekidnosti operatora PS sledi, kad h+ 0, da jJe:
(PS x(t)]t = PS x'(t).

Neka jex(t),te T dat kanonicnom reprezentacijom. Tada je:
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S
P_x'(t) = (P x(t))} = (af g({t,u)dz(u)); =

S

J - :
2 gt(t,u) dz {(u),

ugt, s<t, pa je i x' (t) kanonican proces.

Obrnuto, ako je proces x' (t) ,teT sa kanonicnim jezgrom, onda 1z:3

S
(Psx(t))é = P§ x'(t) = af gé{t,u}-dz(u) =

S
= (a-r g(t:u)'dz (11) ]_Itr

sledi da je:

, S
p_x(t) = J glt,u)-dz(u) + his),

za s <t. Za s = t vaZi:

£
Ptx(t) = x{t) = af g{t,u)-dz(u) + hit),

pa_je h(t) = 0, tj. i proces x(t) jJe kanonidan.

rosledica 4. Rko je proces x(t),te€T kanoni&an i n-puta diferen-
‘cijabilan onda su 1 procesi x!(t),xﬁlt),.Lj,x(ﬁljt),tﬁT kanonié¢-

ni.

Teorema 8. Proces x(i),t€ET dat kanoni&énom reprezentacijom (6) ima
xanonitan izvodni proces x'(t),t€T i pri tom je multiplicitet
. |

X

NX.=1 ako vazZi uslov A, za x'{t),tET.

Dokaz. Kako vaZe uslovi A,,A,;A,, Na OSnovu teoreme 3. x(t) ,teT
ima multiplicitet jedan. Izvodnl proces x' (t) ,teT postoji na os-
novu teoreme 4., kanonilan je prema teoremi 7., 1 ispunjava uslov
Aj. Uz vaZenje uslova A, za %' (t) ,teT na osnovu posledice 1. i

x'(t) ima multiplicitet Nx‘=1'
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: 2
U slededim primerima podrazumeva se da je uvek F(u) = E z (u),

ueT apsolutno neprekidna funkcija.
Primer 11. Neka je dat Markovljev stacionaran proces viseqg reda:

x(t) =_/ '

ug t,u,t€(-0 ,+o0 ) ,kEN. Funkcija glt,u) je ogranic¢ena kad u - -

i kad t~ +00 , beskonadno je diferencijabilna po t, i pri tom je:

t (n) 2
_Jg M e © ar () < oo,

(n)
t
0<n<k-1 i svako t€(~c0,+®). Prema posledici 2. x(t) je dife-

ug t,u,te(-co ,+00 ) ,NEN, Takodje vazi g (t,t) = 0 za svako n:

rencijabilan k—puéaq a na osnovu posledice 3. x(t),x'(t),...,
x(k)(t),tET, ina&e Markovljevi stacionarni procesi, imaju multi-

plicitet jedan.

Primer 12. Neka je x(t),t=T takodje Markovljev stacionaran proces
viSeqg reda, ali oblika:

t K
x({t) = af __P({t-u) ) -dz {u),

ugt,u,te(a,b), kN, gde je P polinom stepena n_po (t:ulﬁ sa . _____ .

slobodnim ¢lanom ad=0. Funkcija g(t,u) je diferencijabilna n+k-
puta, ali 3je gél)
(k)

(t,t)=0 samo za 0 g i g¢k-1. Znacdi procesi
x'(t),...,x (t) ,teT postoje i imaju takodje multiplicitet jedan

prema posledici 3.

Primer 13. Neka je za stacionaran proces:

t
x(t) = OI g{t-u) -dz(u},

u <t,u,te€{0,+o0), g'({x),x€(0,+c0) neprekidna funkcija 1 g(0})=0.
Jezgro gl(t,u) je kompletno'u'Lz(dF(u)). Na osnovu teoreme 6. pro-
ces je diferencijabilan i procesi x{(t) i x'(t) imaju multiplici-
tet jedan.




40.

Ako je gl(t-u) = P(t-u), gde je P polinom po (t-u) onda je dovo-
ljan uslov za postojanje neprekidnog izvodnog procesa x'(t), mul-
tipliciteta jedan, da je P(0)=0.

Primer 14. Proces:

t

x(t) = . (2

I - (Emu) _ _-2(t-u)

- 1) dz{u},

za u ¢t,u,te (-0 ,+ ) predstavija zbir tri Markovlijeva procesa,

a da bi to bio Markovljev proces reda tri mora jezgro gl(t,u) =

3
nk1
strana 147. vVazi sledece:

fn(t}dpn(u) zadovoljavati odredjene uslove navedene u | 16],

e-(t—u)_ o2 (t-u)_

!

g(t,u) =;2

gé(t,u) -2 e_(t-u)+ 2 e~2(t-u)

g;(t;U.) = 2 e- (t-u)_ 4 9-2 (t"l.'l)'

su neprekidne i ograniéene funkcije na (=00 ,+@) X (-0 ,+® ).

Pri tom je g{t,t) = gé(t,t) = 0 za svako t€ (-0 ,+00). Znacéi, pro-
ces x(t) je dva puta diferencijabilan. Ako je jezgro g(t,u) c&is-
to-kanoni&no onda procesi x(t),x'(t),x"(t) imaju isti spektraini
" tip, a ako je jezgro samo kanoniclno, onda prema teoremi 8rsigur- -

no x(t) i x'(t) imaju multiplicitet jedan.
Primer 15. Proces:

t
x(t) = OI

Uil b
|

3 u
5 -%%*33 " 20 5 dzlu),

za ug t,u,te(0,+0 ), gde je z(u) Vinerov, je dat &isto-kanoniclnom

reprezentacijom (videti [16], strana 150). Funkcije:

w33
(g} -~ A

+

g(t,u) = 2 _

s

e - oHe -

0
g; (t,u) = 1. @2+ 23

MNw = -
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i

g;(t,u) =——2“'("'§E'+ 6({] --2'(
su neprekidne i ogranicene na TxT, dok jJe:

u u, 3 63 ,u,b5

N

" _ 1

neograniena funkcija kad t-» 0. Pri tom je ispunjeno g(t,t) =

= gé(t,t) = g%(t,t).='0 za svako t€T. Zbog kompletnosti jezgra
g{t,u} tri puta diferencijabilnog procesa x({t),t<T, bice komplet-
na i jezgra gé(t,u); g;(t,u) i gg(t;u) u prostoru Lz(du), za

weT. Prema posledici 3. procesi x{t),x"'(t),x"(t),x"(t) imaju isti

spektralni tip multipliciteta jedan.

Primer 16. Kao i predhodni proces i:

t

x(t) = [ |

. - 24 2 ez,

winy

za u<t,u,te(0,+0), £{u) = 1, je &isto-kanonicne reprezentacije
([16], strana 150). Ovde su g(t,u) igé(t,u) neprekidne i ograni-
&ene na TxT,g({t,t} = gé(t,t)=0 za svako t€T, a g (t,u) neprekid-
na funkcija. Zna&i, x(t) je dva puta diferencijabilan i procesi

x(t),x" (t),x" (t),teT su istog spektralnog tipa.




42 .

5. Neanticipirajude integralne

transformacije

Neanticipirajuca transformacija procesa x(t) ,te(a,b) definisa-

nog izrazom:

t
x{t) = af g(t,u)- -4z (u), (7)

za u< t je:

t
T{ x(u), a<u<b} = af h(t,u)-dzx(u]

gde je zx(u) obnavlijajudi proces za x(t).

Primer 17. Neka je reprezentacija (7) za x(t),teT &isto-kanoni&-
na. Ako je funkcija Y (u) neprekidna, ogranifena i1 uvek razlicita
od nule za ue(a,b), onda proces v(t) definisan izrazom:

t
y(e) = S ¥(u)-g(t,u) dz(u),

za u< t,u,tela,b) predstavlja jednu neanticipirajucu transforma-
ciju od x(t). Pri tom je jezgro g(t,u). Y{u) kompletno u prosto-
ru Lz(dF(u)); jer za proizvoljnu funkciju h(u)EELz(dF(u)), takvu

" da vadi: - e " T S
t -
J g(t,u).¥(u)-h(u) drlu) = 0,
za svako tE(a,tQI,t1€T, sledi da je h(u) = 0 skoro svuda u odno-

su na meru 4dF (u), na osnovu kompletnosti g(t,u) u L2(dF(u)) is
obzirom na pretpostavku o funkciji Y (u),u&T. Znadi spektralni

tip procesa y(t),t€T ostaje nepromenjen i iznosi dF.

Uvedimo sad proces:

t
af Y({t,u) -x(u)duy, (8)

y{t)
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u< t,u,t€(a,b) kao integralnu neanticipirajucdu transformaciju

procesa x(t),t€T iz (7). Transformacijom izraza (8) dobija se:

t u
Y(t) = a‘r “F(t;ll)' (af g(urV) dZ(V)) du=
t t
= J (] e, -glu,v) du) dzv),
a v

za te(a,b). Oznadimo:

t
Glt,v) = J ¥(t,u)-g(u,v) du,
Vv

v §t,t€T. Proces y(t),tel se sada moZe posmatrati i u obliku:

t
vi{t) = aj~G(t,v)rdz(V}.

F

v,teT, gde je jezgro Gg(t,v) gore zadana funkcija.

Predhodni izraz ima smisla ako je:

t 2
af G‘ (t;v)‘dF(VJ < OO,

za v «t, v,te(a,b). Kako je:

2 t 2
G¢(ev) = (7 v(t,u)-g(u,v) du)” ¢

t

) 2 _
< J y¥(t,u)du-s g fvidu ¢

v v

t t _
< [ tf(t;u)du e S gz(u,v) du,

a v

onda vazi:
2

t

t
£ (af *z(t,u)du‘ ; gz(u,vbdu)dF(v) =

t
S
a
t
g S
a
t u

t
- J ¢t wan - S (S g% (u,v)aF (v)au,
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za a<vgugt<b. Ovaj izraz je konacan kad Je:

t 5
af y (t,u)du < o,

za ug t,u,t€la,b), i kad je:

o2
af g“ (u,v)ar(v)

za v < U Riman-integrabilna funkcija po u. Posledniji integral

inade postoji jer g(u,V)EELZ(dF(¥)].
Navedimo neke osobine za proces y(t),teT.

1. Na osnovu izraza za G(t,V), uvek vaZi G(t,t) = 0 za svako

t€T. Ako posto]i fGé{t,v)E Lz(dF(v)), onda postoji i:

t
y' (£) = G, v)dz(V),

za v<t,v,t€T. Proces y(t) je diferencijabilan ako je:
t
G (t,V) = af ¢, (t,u)-g(u,v)du + y(t,t) glt,V),

za vgt, neprekidna funkcija po t (prema lemi 2.).

U slu@aju .¥(t,u) £T, y'(E) se poklapa sa procesom x(t),teT, i

vaZi sledecde tvrdjenje:

Lema 6. Ako je proces x(t) neprekidan na (a,b), onda je proces:

t
af x(u)du, -

yv(t)

diferencijabilan 1 y'(t) = x(tf,"za €T,

Dokaz. Tvrdienje sledi na osnovu procene:
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1 t+h
=13 - J x(u)du - x(t) ) =
-t
1 t+h 1 t+h (t)du|
= = x{u)ydu - = .5 x(t)au| =
RN 3 ‘
1 t+h |
=I|'[-E'f ( x(u) - x{t))du || ¢
Tt
¢ '1ohmax [[x(u) - x(E)] —0 .
) ue(t,t+h) ho0

2. Lema 7. Funkcije ¢ (t,v) 1 G{__(t',v) su neprekidne ako su ne-

prekidne yw(t,u), gp‘{:(t,u) i g(t,u) pot i u, ug t,u,teT.
Dokaz. Neprekidnost funkcije G (t,v) po t za svako V sledi iz:

G (t,,v) =G (ty,v) | s

t

1
g f [‘P(tzru) - L1’(1:1,.ru) | g(u,v)i du +
v
£2
Yorpett,,u) |- jglu,v)| du,
t

1
pustajucéi da t, +to gde je t,l,-g tz, iz iz neprekidnosti VY (t,u)
po t. Neprekidnost G (t,v) po V' za svako t€T sledi iz:

| Glt,v,) = G(t,v,)| <
V2
£ f I‘?(t;u)l-lg(u;\?1)\du+
Y
t .
c st |- gtumy) - gla vy )ida,
Y2

pustajuéi da v, -V, za Vv, <V., 1 iz neprekidnosti g(u,V) po
v . Na sli&an nadin se zakljuduje o neprekidnosti Gi':(t,V) jole)
t i wv:
t
G%(t,v) = {ILF{__(t,u)-g(u,V) du * Y (t,t) -glt,V)

za vgegugt,v, tel.
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3. Teorema 9. Bko je proces x(t),teT predstavljen ¢isto-kanonic¢-
nom reprezentacijom (7) 1 ako je funkcija VY (t,u) kompletna u
prostoru Lz(du), onda je i jezgro ¢ (t,v) procesa v (t) ,teT kom-
pletno u prostoru Lz(dF(v)).

Dokaz. Neka je t1 proizvoljan fiksiran broj iz T, i hiv) proiz-

voljna funkcija iz prostora Lz(dF(v)), takva da vaZi:

t
af G(t,v)-h{v)-dF(v) = 0,

za svako tE(a,t1]. Znaci da je:

t t
ér (f "P(tru)'g(urv) du)h(V)dF(V) = 0:
v
za svako t€l(a,t,], tj.:
t u | |
S 9te,u)-p s glu,v)-h(v)-dF (V)] du = O,

za svako tE(a,t‘l] , veugt. XKako je v(t,u) kompletna funkcija u

prostoru thdu) mora biti:

u
af g(u,v) -hiv)-dr(v}) = 0,

za svako usg t,, a iz kompletnosti jezgra gf(u,v) u L2(dF(V)), sle-
di da je -h{v) = 0-skoro svuda u-odnosu na meru dF(V), Sto je i
trebalo pokazati za kompletnost G (t,V) u Lz(dFtv)).

Nazovimo integralnu neanticipirajuéu transformaciju (8) komplet-

nom ako je funkcija ‘(t,u) kompletna u prostoru Lz(dﬂ).

Posledica 5. Kompletnom transformacijom (8) &isto-kanonicnog pro-

cesa x(t),t€T iz (7) &uva se spektralni tip.

Primer 18, Neka je dat proces:

t
vi{t) = of x (u) du,
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ue t,u,t€[0,1] , gde je x{(u) definisan ¢isto-kanoniénom repre-

zentacijom (7). Ovde je MY({t,u) = 1 i:

t

G(t:V) = [ g(u,v)du,
v

cLlt,v) = glt,v),

za 0¢ v ¢ ug tg 1. Proces y(t),t€T ima isti spektralni tip kao 1

x{(t), prema teoremi 9. i njeno] posledici. Ako v(t) ,t€T shvati-
T x(t),t€T, gde je T specijalni operator tipa Vol-

mo kao y(t)
tera, definig&imo onda Tnx(t):

h t t
T 'x(t) = of ...OI x(u)du ... du,

L ¥ N
, hn=puta

za u,t€0,1]. Lakim transformacijama se dobija (videtl [ 36] ,stra-
na 291):
t

I _ 1
Tx(t) =m0 J(t-u)

n=1, x (u)du,

za ugt,u,t€[0,1]. Na osnovu predhodnog 1 proces TOx (t) je istog

spektralnog tipa kao i x(t).

Primer 19. Neka je dat proces sa ortogonaln%mmpxiggéygiima:
x(t) = z(t), t€[0,1]. Proces:
t
y({t) = df w({t,u)- -z {u}du,

za u<t,u,t€(0,7] ima multiplicitet jedan ako je funkcija y(t,u)

kompletna u L2(du). Qvde Je

t
G(t,v) = s $(t,u)du
WV
t
GlUE,v) =/ ¥(t,mdu + Y(t,t),
\Y

za D« v sustgT,
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4. Medjutim i nekompletnom transformac1jom kompletno jezgro g(t,u)

procesa x(t),teT iz prostora L (dF (u)) moZe se transformlsatl u

kompletno jezgro g (t,u) procesa y(t),t€T, u L (dF (u)).

Primer 20. Sludajni proces sa ortogonalnim priradtajima x(t)=z(t),

t€(0,Tl, gde jé Ezztt) = £, u integralnoj reprezentaciji:

t
x{t) =OJ' dz (u),
za u€t,u,teT ima jezgro gl(t,u) = 1. Neka je definisan proces

vy (t) ,tE€T:

t |
of (-t+2u)x(u)du,

y(t)

za u<t. Ovde je ¢ Y (t, u) = -t+2u, a to je prema primeru 8. ne-
kompletna funkcija u L (du) za ue[0,1]. Jezgro procesa y(t) bide:

-t
Gl(t,v) =‘£ (-t+2u)du = wv(t-v),

v <t,V,tET. Lako se mo¥e proveriti da je G (t,v) kompletno u pro-
storu Lz(dtﬂ;VE[O,T].

Teorema 10. Ako je jezgro G(t,v) procesa y(t),teT, zadanog izra-

zom (8), kompletno u prostoru thdF(v}), mora biti kompletno i

jezgro g(t,v), procesa x(t),t€T iz (7) u istom tom prostoru.

Dokaz. Neka je s proizvoljna tatka iz (a,b) 1 h{v) funkcija iz

2(dF(v]), takva da vazZi:

u
N g(u,v)-h(v)-dr(v) = 0,

za svako ue€fa,s] , vsgu. Tada je 1i:

u
Q(t,u)'af g(u,v)-h(v)-dr(v) = 0,

za svako u: ug tgs. Odavde je:
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t u
oyl S g(u,v} - hiy).-dF(y)] du = 0,

za svako t <s. Ili:

£t
J(J e(t,u)-glu,v)du) -hiv)-dF(v) = 0,
Vs .

za svako tela,s]. 1z veze:
t
[ G(t,v)-h(v) -dF({v) = 0,

za t< s, kako je G(t,v) kompletno jezgro u indF(v)} sledi da

je h(t) = 0 za svako te(a,s ] skoro svuda u odnosu na meru dF,

$to je i trebalo pokazati za kompletnost g(t,v) u indF(v)).
Kraj dokaza.

Znaci, nekompletﬂb jezgro g{t,v) u LZ(dF(v)) procesa x(t}) ,teT
pri bilo kojoj transformaciji daje samo nekompletno jezgro G{(t,v)

procesa vy (t) ,t€T iz (8) u istom prostoru.

Primer 21. Proces x(t),ts[0,1] :

t
x(t) = J (-t+2u)-dz(u),
za u <t, Ezz(u) =-ﬁ, koji ima nekompletno jezgro, pri nekomplet-
_noj transformaciji sa Y(t,u) = ~t+2u daje takodje nekcmpletno

jezgro G(t,V):
t
G(t,v) =[ (-t+2u)- (-u+2v)du =
v

3

!

1 3 4
—6— t + .E t- Vv - -j- Vv
vV <t, jer postoji.h(v) = ’]EL2 (dv) da je:

t
1,3 3 2 4 .3 _
gttt e vt - 5Vt av =0,

za svako t€[0,T].
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ppimer 22. Isti proces x(t),teT kao iz predhodnog primera 21.,
pri kompletno] transformaciji kad je w(t,u) =1, takodje daje
nekompletno jezgro G(t,v) procesa vit) ,teT:

t 2

glt,v) = 5y 1-{-u+2vjdu = - = * 2.vt - 2
\Y

V .

r‘-
N w

za svako v ¢t. Da bi pronasli hi(v) # 0 1 h(v)eLz(dv) redavamo

jednadinu:

£2 4 2tv - % v2). v*av = 0,

Q
i
| —

—
-—
—
D
A

7k+1+2k+2'7k+3=0'

#

il
o
L]

i njeno reSenje je Kk

Posledica 6. Ako Jje Jezgro G(t,Vv), procesa y(t) ,teT datog izra-
zom (8), kompletna funkcija u thdF(v)], onda je spektralni tio
za x(t) i y(t) isti.

Posledica 7. Neka je jezgro G(t,V) procesa v(t) ,t€T datog izra-
zom (8) kompletno u prostoru L2(dF(v)) i neka su ispunijeni uslovi
A1 i A3 za y(t), tada je multiplicitet za y(t), kao 1 za x(t),

teT iz (7): N_ = N = 1. o | | - = e T
£ Y

—

Dokaz. Prema predhodnoj posledici spektralni tip za x{t) i y(t)
je isti, a na osnovu teoreme 1., kako y(t) zadovoljava uslove re-

gularnosti, on ima multiplicitet ‘jedan.

Primer 23. Proces y(t),t€[0,1]:

t3 - -12- t'vz + %—VB)-dz(V),

E o
y(t) = o (E
vt, Ezz(V) = v, sa kompletnim jezgrom, zadovoljava uslove regu-

larnosti, te ima multiplicitet jedan. Ako je pri tom:
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t
ylt) = J 9(t,u)-x{u) du,

onda i proces x(t),t€[0,t] ima multiplicitet jedan. U nasem slu-
gaju jezgro Gi(t,v) dobijeno je transformacijom u kojoj je
¥(t,u) = -t+2u, glu,v) = u-v, tj.:
t u
v{t) = of (—t+2u)-f6r(u-v) dz (v) J du,

za Vs ug t,v, t€01].

5. Teorema 11.

A. Ako su oba procesa x(t) i y(t),t€T data izrazima (7) i (8)
kanoni&na, onda su operatori:projektovanja P 1 neanticipirajude

integralne transformacije T komutativni.

r

B. Ako su operatori projektovanja P i kompletne neanticipirajude
transformacije T komutativni, onda kanoniénost procesa x(t),t€T

povla®i kanonitnost y(t) ,t€T 1 obratno.

Dokaz. Oznacimo prvo:

t
Tt(x) = af g (t,u) x(u) du,

za ug t,u,teT. Tvrdjenje A. sledl na osnovu:

S
_/ Glt,v) dz(v) =

PS(Ttx} = Psy(t)

S t
af ({r‘f(t,u)'g(U;v] du) dz (v} =

t S
af LF(t,U.) (af g(u, V)vdz(V)) du =

t
af Qtt,u)-Psx(u)du = Tt(Psx),

za a< Vgsc< ugt.

B. Neka je v gs< ug t. Ake je x(t) ,teT kanoni¢an onda je:
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Psy(t) = Ps(Tt(x)) = T, (P %) =

t S
e, (4 glu,v) dzlv)) du =

s t
af(% ¥(t,u). gl{u,v) du) dzlv) =

S .
J oG (t,v) dz(v),

pa je i y(t) kanoni&an proces. Obratno, ako Je vy (t) ,t€T kanoni-

can, onda je:

t
af Y(t,u}-P_x(u)du = T, (P x) =

S
Ps(Tt(X)? = af G(t,v)-dzly) =

t s
" e(t,u)- (7 glu,v) dz(v)) du,

za a< vgS <ugt, odakle sledi da jes

S
P_ x(u) = ajig(u;ﬁ) dz (v},

. 2 oxs
za a < yg S <4, na osnovu kompletnosti Y(t,u) u L”(du). 2Znaci, 1

proces x(t),t€T Je kanoniZan. Time je dokaz zavrsen.

Posledica 8. Pri ﬁééntiaipiréjﬁééﬁ'iﬁfegrélhoj'transformaciji“Sa

¥(t,u) = 1, proces x{t) ,teT dat izrazom (7} je kanonic¢an ako 1

samo ako je proces yl(t),teT dat izrazom (8) kanonican.
Dokaz. Kako je u sludaju ¢(t,u) = 1:

v (t) = x{t},

za teT, a va¥i da su izvodni operator i operator projektovanja

komutativni prema teoremi 7., onda je:
= J - ' =
Tt(PSX) Tt(PSy } TtUPsy)t)

= Psy = PS(TtX)r
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za s<t i gde je Tt((')é) = I(+). Zna&i, operatori T i P su komu-

tativni, pa tvrdjenje sledi na osnovu teoreme 11.

Teorema 12. Neka su dati procesi x(t),teT i y(t),teT kanoniclnim
izrazima (7) i (8). Ako su funkcije g(t,u), g{(t,u), ¥ ({t,u), ¢£(t,u)
neprekidne i ogranicene na TXT, i ako Je dF{u) apsolutno nepre-
kidna mera, onda Je Ny =N, = 1.

Dokaz. Proces x(t),teT ispunjava A1 i A3 uslov, pa na oOsnovu pos-
ledice 1. ima multiplicitet jedan. Prema lemi 7., y(t),teT tako-

dje ispunijava uslove Ay i Aq, te ima multiplicitet jedan.

goHOSEY PRTALISANNIA YAPYINENOT PAMA
TA MATZATUY, REXAHUKY H ACTPOHGMAU
LHBJJBOTERA

bpoj: — S— —

Adatywm: st aaantren
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6. Ekvivalentnost Gausovih slufajnih procesa

multipliciteta jedan i njihovih transformacilja

Neka je (8,4,P) verovatnosni prostor na kome je definisan sludaj-
ni proces x{t) = x(t,®),»€q,t€T, TCR. I neka je (X, B) prostor
svih realnih funkcija f(t),tET,'f: T R, sa Borelovim © -poljem
generisanim cilindricnim skupovima. Sludajni proces x(t) ,teT de-
finife tada merljivo preslikavanje prostora (2,%,P) u merljiv
prostor (X,% , tako da svakom w€Q ‘odgovara trajektorija proce-
sa: x(w,*) = x(uw,t), teT, kao element prostora X. Mera PX u pros-
toru (X,X%) data je sa:

PX(B) = P {w: Xw,t)E€B 1},

Be® i naziva se raspodelom slucajnog procesa x(t) ,t€T. Sada se

mesto polaznog prostora (2 ,%,P) moZe posmatrati novi prostor
(X,B,Py) .

SluZajni proces x(t),t€ET je Gausov ako za svaku konadénu kolekci-
ju parametara t1""'tn’ n-dimenzionalna slu&ajna promenlijiva

kit ),...,x(t ) 1 ima Gausovu raspodelu. Verovatnosna mera P se
tada naziva Gausovom i kao i sam proces x(t),t€T jednoznacno Jje

- odredijena matematidkimoéekivanjems: - -7
a(t) = E x(t),

za t€T, i korelacionom funkcijom:

B{s,t) E {(x(s) - a(s)) (x{t) - alt)),

s,t€T, gde Jje:

E x{t) [ x(w,t) P (dw).

£

Ako su P i P, dve Gausove mere na merljivom prostoru (Q,U) za

dati proces x(t),tET, onda su one, kao %to je poznato, ili
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ekvivalentne (medjusobno apsolutno neprekidne) ili ortogonalne
(postoji skup A€ U da je P{(A) = 1 1 P1(A) = 0.).

Za dva procesa kazacdemo da su ekvivalentna ako su im mere, koji

oni induciraju, ekvivalentne.

Ekvivalentni Gausovi procesi imaju isti spektralni tip (videti
[ 2 1), dok obrnuto ne vaZi 3to pokazuje jednostavan sledeéi pri-
mer: Procesi, Vinerov x{t),t >0 i y(t) = ¥(t) x(t), t> 0, gde je
v (t) pozitivna, neprekidna 1 ogranid¢ena ali ne i apsolutno nep-
rekidna funkcija, imaju isti spektralni tip. Ali, oni nisu ekvi-
valentni, jer da bi to bili potrebno je da razlika njihovih que—

lacionih funkcija:

F

BY(s,t) - Bx(s,t) = (W(s)-w(t)-1)-min (s,t),

za s,ty 0 bude apsoclutno neprekidna funkcija po s 1 t, a to nije

ispunjeno.

Neka su data dva Gausova procesa x(t) 1 x1(t),EET. Ako su za pro-
ces x(t): matematic¢ko ocekivanje 0 i korelaciona funkcija B(s,t),
a 2a proces x1(t): a(t) i B1(s,t), s,t€r, onda ¢e x(t) i x1(t),
tET biti ekvivalentni ako i samo ako su ekvivalentni procesiy(t) i
--x{t) i y(tl_i_x1(ti,tET,mgde je y(t) proces sa matematickim oce-
kivanjem jednakim nuli i korelacionom funkcijom Bj(s,t),s,tET

(videtil 11, 31.strana).

Znaci, pri utvrdjivaniju ekvivalentnosti dvaju Gausovih procesa
mogu se analizirati dva sludaja:

1. kad procesi imaju jednake korelacione funkcije i razlic¢ita ma-

tematiZka ocekivanja (kac x,(t) i y(t)), 1

2. kad procesi imaju jednaka matematicdka oCekivanja i razlicéite
korelacione funkcije (kao x(t)} i vy(t))
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Ovde de biti razmatrani Gausovi sluajni procesi oblika:

t
x(t) = J g(t,u) dz(u), (9)

u< t,u,tela,b) =T, koji zadovoljavaju uslove regularnosti A1,A2,
A3 i gde je funkcija g{t,u) kompletno jezgro u prostoru Lz(dF(u)).
Ppyi sludaj: jednakih korelacionih funkcija i razlic¢itih matema=
tidkih odekivanja, Ex(t) = 0 1 Ex1(t) = a(t),teT, za procese x(t)
i x1(t),tET.

Napomena. Funkcija a{t) ,teT se moZe shvatiti kao matematicko ocCe-
kivanje procesa x(t),t€T u odnosu na drugu Gausovu meru P,, t5.

alt) = E1x(t),tET. Pri tom je uslov:

i

E x(s)-x(t) = E‘l (x(s) - a(s))-(x(t) - al(t}),

s,teT, tj. korelacione funkcije za mere P 1 P, Su jednake.

Takva dva procesa x(t} 1 x1(t),tET su ekvivalentna ako i samo ako
je a(t),tT linearan neprekidan funkcional u Hilbertovom prosto-
ru Hix) (videtil 11). Tj. al(t),teT mora biti:

ale) = (x(t),y),

gde je Yy fiksirana velidina prostora H(x) = H(2):

b
y = af h{u) dz(u),

i h(u)ELz(dF{u)). Na osnovu toga je:

t
a(t) = _/ glt,u)-hiu)-£fi{u) du,

ug t,u,t€T. Ako gl(t,u) shvatimo kao jezgro operatora tipa Volte-
2
ra u prostoru L™ (dF{u)):

t
Gh(t) = J g(t,u) -h(u)-£(u) du,
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u (t, onda funkcija a(t),t=T mora biti u skupu vrednosti operato-
ra ¢ . Kompletnost jezgra g({t,u) obezbedjuje jedinstvenost rese-
nja gornje integralne jednacCine po nepoznatoj funkciji h(t)teT,
‘heLz(dF).

Na osnovu osobina samog procesa x(t),teT datog izrazom (9) vazi:

t
a'(t) = aI gé(t,u)-h(u)-f{u) du,

ugt,u,teT. Ovim diferenciranjem se u velikom broju slucajeva do-
bija jednostavnija funkcija gt(t,u) u 1ntegraln03 jednac¢ini po

h(t), pa se time olakSava nalazenje hEL (dF) . Znadi vazi:

Teorema 13. Potreban i dovoljan uslov ekvivalentnosti Gausovih
mera P 1 P1 za prdces x(t),teT dat izrazom (9) je da resenje h(t)

integralne jednacine:

t
a'(t) = af ge (£,u) - h(u)-dF (u),

uft,u,t=T pripada prostoru Lz(dF(t)).
Primer 24. Neka je jezgro procesa x(t):

~glt,m) = glt) + pla),

u<t,u,te (a,b). Ako vaZi g(t,t) = 0 za svako t€T, onda je
p(t) = -g(t), tj.:

g{t,u) = g(t) - g(u).

Primer takvog procesa je Markovijev proces:

t
x(t) = of (t-u) dz{(u),

ugt,u,te(0, 1. U tom sludaju ¢€e biti gé(t,u).= g'{t), pa Jje:

t

a'{t) = af g' (t)-h{u) £ (u)du.
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Odavde je potreban i dovoljan uslov ekvivalentnosti Gausovih mera
P i P‘l' da funkcija:

a’l (t) 1

1 )
g.l (tj !

h(t) = g7y

za t€(a,b) pripada prostoru Lz(dF(t)).

Primer 25. Neka je jezgro procesa x(t) ,t€T:

k
g (t,u)= (ilu) '

ugt,u,te(0,T). Prema posledici 2. proces x{t) je k-puta diferen-
cijabilan. Pri tom postoji 1 a(k)(t) i vaZi:

a® gy < @ xen™ = e x™ ),

t=T, na osnovu leme 5. iz poglavlija 4. Znaci:

t
a®(t) = 7 h-f) au,

ug t,t€(0,1). Odavde je:

1T _(k+1)

© uz uslov h(t)er’ @F(t)).

Napomena. Ako je jezgro g{(t,u) iz izraza (9) sa osobinom g{t,t)#0

za svako t€T i vaZe uslovi A, i A3 za proces x(t) onda je:

t
a'(t) = g(t,t)-hit) - £(t) + af gé(t,u]-h(u)-f(u) du,

u< t,u,t€(a,b), sto predstavlja integralnu jednacinu Voltera dru-
ge vrste po hit)-£f(t), koja uvek ima reSenje i ono se moze dobi-
+i nekim iterativnim postupkom.
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Drugi sludaj: razlicitih korelacionih funkcija B(s,t) i B1(s,t),
s,téT i jednakih nuli matematidkih odekivanja procesa x(t) 1
x1(t).

Ovde se uporedo uotavaju dva Hilbertova prostora H(x) 1 H(x1) sa
skalarnim proizvodima (x,y) = E x-y, (x,y)1 = E, %y, gde su pro-
cesi:
t
x(t) = _/ glt,u) dzlu),
(10)

t
x1(t) = af‘g1(t,u) dz1(u),

u<t,u,tela,b) dati &isto-kanonicnom reprezentacijom i ispunjava-
ju uslove A1,A2,A3. Kako je H(x) = H(z) 1 H(x1) = H(z1), bicde 1i
H(x) x H(XT) = H(z) X H(gﬂ.

Potreban i dovoljan uslov ekvivalentnostl procesa x{t) 1 x1(t),

teT je da se razlika korelacionih funkcija:
b(s,t) = B(s,t) - B,(s,t}, (11)

s,t€T, moZe predstaviti kao linearni neprekidni funkcional u pro-

storu H(x) x H(x&l videti [1]. Odnosno mora wvaziti:

bi{s,t) = (x(s)}" X1(t)r Y)H(x)KH(X1)r

gde je y fiksirana veli&ina prostora H(z)xH(zq):

b b

y = af af h(u,v}dz (u) dz, (v),

1

i h(u,v)ﬁLZ(dF(u)xdF1(v)). Na osnovu toga uslov ekvivalentnosti
je da bude:
| st
bis,t) = ./ _ g(s,u)-q, (e, v) hiw, VAF (u)-aF, (V) (12)
tj. da se nadje funkcija h{u,v},u,vET iz gornje integralne jedna-

cine sa uslovomn:




60,

S f'hz(u,v)dF(u)-dF (v) < oo.
a a 1

Iz gornjeg izraza (12) vidi se da mora b(s,t),s,teT imatl nepre-
kidne parcijalne izvode prvog reda. Odatle sledi da ni B(s,t) 1
(s t), prema (11) ne smeju imati prekidne parcijalne izvode
prvog reda. No, da su oni neprekidni pokazano je u« poglavlju 4.,
lema 3., zahvaljujudi uslovu A, koji va%i za procese x{t) 1

x1(t),u§T.

Ako bi jezgra procesa x(t) i X, (t) bila sa osobinom da je gf(t,t)=
=1, 1 g1(t t). = 1 za svako teT kao u radu [15] Kramera, onda

bi postojao skok na dijagonali s=t parcijalnih izvoda prvog reda

svake od korelacionih funkcija B(s,t) i B1(s t),s,t€T i to u iz-

nosu: f(t) i f1(t}, videti dokaz leme 3. To bi znacilo da je po-

treban uslov ekvivalentnosti x(t) i x1(t), u tom slucaju jedna-

kost njihovih gustina:
£(t) = £,(¢),

za svako teT. U naSem sludaju to ne mora vaZiti jer Je neprekid-

nost bé(s,t) i b;(s,t} obezbedjena svuda.

Na osnovu uslova A1 i Agy izraz (12) za b(s,t) moZe se diferenci-
rati, pa se dobija:

t

S
(srt) = f f

s,t a a GQ(S,u).g;(t;V)-h(u,v)*f(u)-f1(v) dudv,

u<s,vs t,s5,%€ (a,b).

Teorema 14. Potreban i dovoljan uslov ekvivalentnosti procesa

x{t) 1 X4 (t), datih izrazima (10) je da reSenje gorenje integral-
ne 3ednac1ne h{s,t) bude iz prostora L (dF(s)xdF (t)).

Primer 26. Neka su procesi x(t) 1 x,(t) predstavljeni zbirom dva
Markovljeva procesa:

t
x(t) = af(g(t).+ p{u}) dz(w),
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t
x1(t) = df(g1(t) + p, (u)) dz(u),

ug t,u,tela,b). Na osnovu uslova Az sledi da je:

p(t) = -glt), p1(t) = —-g, (t),

teT. Procesi x(t) 1 x1(t) su ekvivalentni ako i samo ako posto]i
refenje his,t) integralne jednadine:

s t |
bi(s,t) = afaf [g(s)-g(u)]'[91(t)-g1(v)]-h(u,v)-f(u)ff1(v) dudv,

koje je 1z prostora'Lz(dF(s)xdF1(t]).

Iz relacije:
s t
bs t(s,t) = afaf

r

g (s)-g} (t)-hu,v)-£(u) £, (v) dudv,

dobija se direktno:

B (S,t) "

L s,t
hi(s,t) = " ) e L ] ’
fis) f1(t) g'(s) g1(t) st
s,t€T i pri tom mora biti:
b b b" . (s,t)
IR ] 12_dsdt < o,

a g'(S)-gl' (t) s, t f(S)-f1(t)

7nadi dva Markovljeva procesa:

t.
x(t) = of (t-u) dz(u),
t
x (t) = f (e-w) dz,(w),

ug t,t> 0, su ekvivalentna ako 1 samo ako Jje

b 2 (Srvt) --
S5 t e 12 (aF (s)xdF, (t)).

Primer 27. Neka je x1(t) = x'(t),teT, gde je proces x(t) dat kao
u predhodnom primeru. Ekvivalentnost procesa x{t) 1 njegove iz-

vodne transformacije je data preko veze:
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s t -
bis,t) = afaf'[g(S)-g(u)]'g'(t)'h(u,v)-f(ulfﬂv)dudv,

gde je hELz(dedF). Ako diferenciramo gfié?) po s dobija se:

bé(s,t) s t
ST 27 2l g'(s)-h(u,v):£(u): £(V) dudv,

wgs,vst, s,t€r. Odavde direktno sledi da je:

1 bé,(s,t) ]“
hs/t) = $EEE g Ehe ) g,
i pri tom mora biti:
bb b (s,£)
P 1 1% . 82 A <
a a g'(s)g' (t) s+ f(s). L(t)

Ako je x(t), t >0 Markovljev proces:

t
x(t) = of (t-u) dz(u),

u £t, onda je on ekvivalentan svom izvodnom procesu ako 1 samo

ako je:

b(g) (s,t)
5t .

e 12 v .
£(s)-£(t) L (dF (s)xdF{t)).

Primer 28. Neka je:
t
x, (£) = af Y (t,u)- x(u) du,

u €£t,u,t€ (a,b) linearna neanticipirajuda transformacija proce-

sa x{(t), datog u primeru 26. Tada'je novo jezgro procesa x1(t) =
t

= af G(t,v) dz(v) oblika:

t
Gft;V)-= $ Yit,w)-Tglu) - glv)] 4 w=

- ¥ o(E,V) - ¥ (¢£,v) - q(v),




63.

gde smo oznacili:
t

y{t,v) = 1 ¥(t,w) de,
Vv
t

Yot o= J ¢(t,w)-g(v) dw ,
Vv

za a<v<w g t< b.

Uslov ekvivalentnosti za procese x(t) i x1(t),ﬁET, dat je izra-

Z0In:

s t
b(s,t) = af af[g(s)-g(u) }[?1{t,v)-g(v)*?(t,v)]-h(u,v)-dF(u)-dF(v)
gde je heLz(dFXdF): Diferenciranjem ove veze po s i t dobija se:

b" (s,t)

s £t -
Sét-(s) = S0 LY e,vi-g(v) - ¥ (e, v) ] hiu,v)£(u)- £{v) du dy,

jer je V¥ {t,t) = ¥1(t,t).= 0, za svako t€(a,b). Ovde je:

t
Wé(t,v) = i ?%(t,M) de + ¥(t,t),
t
4 t(tJ.nu') = J kPi'__(t,w)-g(m) dw + Y (t,t) glt)
A V4 |

1, tj. ako je:

il

Ako je V¥(t,u)

e
X, () = af x (u) du,

u €t,u,te{a,b), onda je gornja relacija po h{u,v) oblika:

b5 t(s,t) s t

ST = 2 Te®)mg(v) Thiu,vif(u)-£v) du v,

odakle se lako dobija da je:

R (b“ )

hi(s,t) = F(s)-f(t) [ (s) g'(t) ]s t'

pa je uslov potreban i dovoljan za ekvivalentnost x(t) 1 x1(t),
da h(s,t)eL’(£(s)ds x £(t)at).
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Ako je x(t),t> 0 Markovljev proces:

t
x(t) = Of {t=-u) dz(u),

ug t, a x1(t) integralna neanticipirajuca transformacija u kojoj

je ¥(t,u) = 1 na T xT, onda je:

(5)
b | {s,t)
_ Pe2,i B
his,t) = f(s) £(t) '

pa je za ekvivalentnost x(t) 1 x1(t)_potrebno i dovoeljno da vazi:

,
LI e [ (s, 0015 f(s??f(i? < oo,
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