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PREDGOVOR

Teorijs slucsjnih diferencijelnih jednacdina, kao deo
opsSte teorije sludajnih procesa, podinje da se razvija
detrdesetih godina nekim razmatranjims Bernsteina i Wie-
nera. rravim tvorcima ove oblasti smatraju se sovjetski
matematidar I.I. Gihman i Jjapanski matematicdar K. Ito,
koji su pedesetih godina, nezavisno jedan od drugog, dos-
1i do pojma slucaejne diferencijalne Jjednacine &ije Je re-
Senje proces Markova. Danas Jje opste prihvalen Itoov pris-
tup ovoj problematici, nastao iz definicije slucajnog in-
tegrala kao integrals sluldajne funkcije po Wienerovom pro-
casu. On je'formirao i integral sludajne funkcije po Pois-
sonovoj meri i proucio slucdajne diferencijslne jednacine
koje, pored Lesbegueovih 1 Itoovih integrsla, sadrze i in-
tegrale po Poissonovo] meri. Glavni rezultati izloZeni su
u njegovim radovima [Ito; a), 1951.; b), 195l.j}. 04 ts-
ds se ova teorija'stalno razvija, narocito posle uvodjenja
pojma martingela od strane Dooba [ Doob, 1955.:3. Znacajne
_rezultate u proucavanju slucdajnih diferencijslnih jednadina
'po martingalima i martingalnim merama dall su mhogi matems-
ticdari, a posebno Gihman, Skorohod, Girsanov, Kunits, Wata-

nabe, Meyer, Mc Kean, Dolean-Dade i drugi.

- U ovom radu izloZeni su rezultati koji predstavljaju
prilog proucavanju slucdajnih diferencijslnih jednadina Itoa.

- Glavni rezultst je opsSti slgoritam, odnosno jedna iteratiwna
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metoda za pribliZno snaliticlko resevanje ovih jednacdina.
Idejs za formiranje takvog algoritma potice od rada R.
Zubera [quber, 1966. | , u kome je izloZzena op3ta metoda
z3 pribliZno ansliticko resavanje obicénih diferencijalnih
jednadins prvog reda. Opstost ove metode treba shvatiti

u smislu da ona sadrzi, kso posebne sludajeve, neke pozna-
te i istorijski znadajne iterativne metode, kao sSto su
Picardova metoda sukcesivnih aproksimacijs, Csplyginove
metode secica i tangenata, Newton-Kantorovicevs metoda i
dr. Logidno je bilo zapitasti se ds 1li se analogan opsSti
algoritam moZe formirati za pribliZno resavanje slucajnih
diferencijalnih Jjednac¢ina Itoa i da li se mogu nadéi neki
posebni algoritmi pomoéu kojih se pribliZno resavanje ovih
jednadina svodi na resavanje nekih efektivno resivih slu-
¢ajnih diferencijalnih Jjednaéina Itoa. S obzirom da Je,
izmedju ostalog, poznat oblik resSenja linearne slucCajne
diferencijalne Jjednacine Itoa, namele se potreba za linea-
rizacijom polaznih jednacina. Tako su u ovom radu dati neki
konkretni algoritmi kojims se polazna slucajna diferenciw
jalna Jjednacdina skoro 1zvesno pribliZno resSava pomoéu niza

linearnih slucajnih diferencijalnih jednacina Itoa.

U klasiénoj teoriji sludajnih diferencijalnih Jjednaci-
na Itoz uglavnom su razmatrane granicne teoreme koje se
odnose na konvergenciju u verovatnoéi, ili, pod strozijim
uslovima, na srednje kvadratnu konvergenciju. Opsti slgo-
ritam bio je motiv za postavljanje dovoljnih uslova pod

- kojima vaZe grsnicne teoreme o skoro izvesnoj konvergen-
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ciji za razlicite tipove sludajnih diferencijalnih 1 integ-
rodiferencijalnih jednacdina Itoa. Ovi dovoljni uslovi odno-
se ge na formu bliskosti koeficijenata polazne jednaline

sa koeficijentima niza jednadina u posmatranom slulaju., Na-
ravno, treba oclekivati da ovae bliskost bude znatno stroZija
u odnosu na uslove pod kojima vaZe granicne teoreme za kon-
vergenciju u verovatnoé¢i. U literaturi su poznati neki kri-
terijumi pod kojima vaze grsnicne teoreme za skoro izvesnu
_konvergenciju, na primer, uniformni integralini uslov. Kri-
terijumi koJji su postavljeni u ovom radu, koliko nam Jje poz-
nato, nisu do gada razmatrsni, tako da oni u celini predstav-

ljaju izvesnu novinu u proucavanju ove oblasti.

Rad se sastojli od pet delova. Prva dva dela su uvodnog
karaktera i sadrZie pojmove neophodne za razumevanje kasnije
razratrane materije. U ovim delovima nema originalnih rezul-
tata, a_uz svaku navedenu c¢injenicu ili teoremu, naznaceno

je gde se moZe naci dokaz.

Prvi deo ssdrzi uvodne pojmove iz opSte teorije sludaj-
nih procesa: definiciju slucajnog procesa, separsbilnost,
merljivost, ssglasnost, neprekidnost i dr. Definisan je
Wienerov proces i date su neke njegove osobine koje se ko-

riste u daljem radu.

U drugom delu definisan je sludajni integral po Wiene~
roﬁém'procesu, slucajni diferencijsl i slucdeajna diferenci-
jalna Jjednacdina Itoa. Nsvedenaz su neka svojstva neodfedje-
nog slucdajnog integrale Itoa, teorema egzistencije i jedin-

stvenosti resenjs i teorema o lokalnoj jedinstvenosti rese-




iv

nja. Posebno Jje razmatrana linearna slucajna diferencijslnsa
jednacdina Itoa, Jjer se neki specijslni algoritmi zasnivaju

na resavanju ovog tipa jednacinas.

Tre¢i deo posvelen je opStem slgoritmu, nazvenom Z-al-
goritam po analoglji sa opstim slgoritmom iz rada [Zuber,
1966. |, za pribliZno snalitidko refavanje sludajnih dife-
rencijalnih jednacina Itoa. Glavni rezultat ovog rada je
teorema %.l., koja daje dovoljne uslove zs skoro izvesnu
konvergencigju nizaliteracija ka resenju polazne jédnaéine.
Smisao ove teoreme Je ﬁ sledeCem. Ako je resSenje sludajne
diferencijslne Jjednacdine Itos potpuno odredjeno Wienerovim
procesom i funkcijama a(t,x) i b(t,x) koje su koeficijenti
te jednaline, onda se (n+l)-aproksimacija reéenja dobija
pogodnom aproksimacijom funkecija a(t,x) i b(t,x) funkcijama
a,(t,x) i b (t,x) respektivno. Pored ostalih op3tih uslova
koje ovde nelemo naglasSavati, zs skoro izvesnu konvergenci-
Ju niza iteracija ka resenju polazne jednaline dovoljno je
da proizvoljno izabrane funkcije a _(t,x) i b _(t,x), n=1,2,...,
ispunjavaju uslov (3.5) (strasna 24). Po analogiji sz radom
| Zuber, 1966.], niz {(an(t,x),bn(t,x)) . n=l,2,...'} na-
ziva se odredjujuéi niz Z-algoritma. U posebnim sludaievima,
od izbora odredjujuteg niza zavisice brzina skoro izvesne
konvergencije niza iteracija ka reSenju polazne jednadine,
kao i efektivna resivost jednsdinas kojima se te iteracije
dobijaju. éinjenica da se resenja linearnih sludajnih dife-~
rencijalnih jednadina Itoa konkretno izraZavaju pomoéu Lesbe-

gueovih i Itoovih integrala, navodi nas na ideju da se for-




miraju posebni Z~-slgoritmi kxojima se polazna jednadins
priblizno redava pomocéu nizs odgovarajuéih linearnih jed-
nadina. Ovi Z-algoritmi formirani su po ugledu na anali-
tidke metode za pribliZno resavanje obidénih diferencijal-
nih jednadina prvog reda. U tom smislu, teoreme 3.2. 1

3.4. su novi rezultati. Napomenimo da Z-slgoritmi analogni,
na primer, Caplyginovim metodema selica 1 tangenata za
obidne diferencijalne jednaline prvog reda, ne dovode do
iteracija koje su skoro izvesno monotoni nizovi, Jer u
teoriji slucdajnih diferencijalnih jednacina Itoa ne postoje
teoreme snalogne teoremi Caplygina o diferencijalnoj nejed-
nakosti. Zbog toga se ne mogu oceniti gredke aproksimacija
po ugledu na Luzinovu ocenu 23 obidne diferencijalne jedna-

dine, a3li se moZe datl jedna grubs srednje kvadratna ocena.

Materija tretirana u ovonm delu ostavljs niz otvorenih
pitanja, s time i moguénost za dalji Tad na ovim proble-
ﬁima. Pre svega, to bi bilo formiranje novih Z-algoritamsa,
odnosno nslafenje odgovarajucih odredjujuéih nizova, tako
ds se sludsjne diferencijslne jednacine opisane tim odre-
djujuéim nizovims mogu efektivno resSavati. Naravno, efek-
tivna re3ivost je veoms strog uslov, ps formiranje ovakvih

Z-algoritasma ostaje otvoren problem.

Cetvrti i peti deo posveleni su graniénim teoremama.
U Setvrtom delu date su granidne teoreme za sSKOro izvesnu
kxonvergenciju koje se odnose na niz sludajnih integrodi-

 ferencijelnih jednadina Itoa. Ove jednadine proulsvso je
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R. Berger u radu | Berger, 1977.] i, pored ostalog, dao
je granicne teoreme za konvergenciju u verovatnoéi i u
sredhje kﬁadratnom. Uslov (3.5) bio je motiv za postavlja-
nje dovoljnih uslova za-ovaj tip jednalins, pri kojima va-
Zze granicne teoreme za skoro izvesnu konvergenciju. Tako
su nastale teoreme 4.2. i 4.3, . Takodje je pokaszano ds se
opsSti Z~algoritam iz teoreme 3.1. moZe formirati i za ove
jednadine. Pri odgovarajulenm izboru odredjujuéeg niza, one
bi se mogle resiti pribiiﬁno pomoéu niza efektivno resivih

slucajnih diferencijalnih jednacina.

U ovom delu je data i idejs o uop$tavanju uslova (3.5)
za neke tipove sluéajnih'diferencijalnih diferencnih Jjedns-
¢ina <¢iji koeficijenti, umesto uniformnog iipschitzovog
uslo%a, ispunjavaju opsStiji uslov, takozvani ograniden slu-

¢ajni integralni kontraktor.

Peti deo odnosi se ns granilne teoreme za neke tipove
sluc¢ajnih diferencijalnih jednadina Itos po Wienerovom pro-
cesu 1 Poissonovo] meri &iji su koeficijenti realne ili
slucajne funkcije, odnosno realni ili sludajni funkcionali.
Ovi tipovi jednalina i odgovesrajudée granidne teoreme 2za kon-
vergenciju u verovatnoéi razmatrani su u rasdovima [Ito, b),
1951.] i EIto, Nisio, 1964.] . Kao u prethodnom delu, gra-
nicéne teoreme za skoro izvesnu konvergenciju baziraju se na
dovoljnim uslovims snalognim uslovu (3.5). U tom smislu,
teoreme 5.2., 5.3., S5.4. i 5.5. su novi rezultati. Uslovi

pod kojima su iskazane ove teoreme obezbedjuju postojanje
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odgovarajuéih opsStih Z-algoritama. Posto je za neke tipo-
ve slucajnih diferencijalnih jednacina Itos po Wienerovonm
‘procesu i Poissonovoj meri poznat oblik resSenja, to nala-
zenje posebnih Z-algoritama, odnosno izvestan ﬁid linea-
rizacije polaznih jednacdina, takodje ostaje otvoren pro-
blem. Ove granilne teoreme mogle bi se prodiriti na slu-
cajne diferencijalne Jjednacine po.neprekidnim martingalima

i mattingalnim merama, kao 1 ne jednacCine u slucajnom polju.

Spissak literature na kraju rades sadrzi 34 bibliografske
jedinice koje su, uglavnom, neposredno koriséene, a u rsdu

se navode imenom autora i godinom izdszsnjs.

Profesori Prirodno-matematiclkog fakultéta u Beogradu
Zoran lIvkovic¢ i Radivoje MiloSevié su mi, kso i u drugim
prilikama, 1 ovoga putz pomogli svojim savetima i podrskon,
te im se najlepsSe zahvaljujem. Posebnu zahvalnost dugujem
profesoru Jordanu Stojanovu sa Univerziteta u Sofiji na

pomoéi u nabavljanju literature i na izvanrednoj saradnji.

Februar, 1987.
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1. UVODNI POJMOVI IZ TEORIJE SLUCAJNIH PROCESA
Slucdajni proces. Merljivost i separabilnost.

Neka je (,7,P) fiksiran prostor verovatnoéa,rl inter-
val na R, R® n-dimenzioni Euclidov prostor,ﬁ%:i 2B Borel-
ovea ©6-polja na I i RP respektivno.

Sludajni proces ili slucajna funkecijs Jje funkcijé od
dva argumenta X(t,w), tel, wed, sa vrednostima u R1, za
svako t eI, X(t,,w) je sludajna promenljiva definisana na
prostoru verovatnoés (Q,%,P), a za svako w.e R, X(t,w,) je
trajektorijs, ili realizacijs sluéajnog process X(t,w). Siu-
Sajne procese éemo oznalavati ss X = (X(%),t<1).

Sludajni proces X = (X(t),t€l) je merljiv sko je funk-
cija X(t,w) @I@J ?—merljiva, to Jjest,

VS e B, {(t,0) : X(t,w)es) € Lr® £.

Sludajni proces X = (X(t),t ¢l) je separsbilan sko po-
stoji prebrojiv skup S«I1 i fiksiran nula-dogedjaj L, tako
da za proizvoljan zatvoren skup FcR® i proizvoljan otvoren

interval G« I, skupovi
{w: X(t,w)eF, telNG) i {w: X(t,w)F, teSNG}

se razlikuju za podskup od L. -




Po teoremi Dooba, svakom slulzjnom procesu moze se pri-
druziti njegova sepsrsbilns modifikacija, to jest, stohasti-
&ki ekvivalentan separsbilan slucajni proces (dokéz u [ Doob,
195%.] ). Nadalje &e, bez posebnog isticanja, sveki sludsjni

proces biti zamenjen svojom sepsrabilnom modifikacijom.

Neprekidnost

Sludajni proces X = (X(t),t<1) je neprekidan ( s desns,
s leva) na skupu S<I ako su skoro sve njegove trajektorije

neprekidne ( s desna, s leva) za svako t eS.

Sludajni proces X = (X(t),tela,b]) je bez talake prekids
druge vrste sko skoro sve njegove trajektorije 1maju levi 1
desni limes za svako t €(a,b), desni limes u tadki a i levi

limes u tacki b.

(X(t),tel) je neprekidan u verovat—

noéi u tadki tel, ili stohasticki neprekidan u tacki t eI,

Slucajni proces X

ako .za svakoe £>0
P{w: | X(t+h) ~ X() >6}—-+ 0 kad h—o.

Slucajni proces'X = (X(%t),tel) je skoro izvesno neprekidan

u tadki te I, ili neprekidsan sz verovatnoéom 1 u tacki tel,

ako Je

P{w: lll.im [X(t+h) = X(t) 1= o } = 1.
—0

Ako je sludajni proces stohastidki neprekidsn ( skoro iz~

- vesno neprekidsn) za svsko t€SAI,tads je on stohastilki ne-




prekidasn ( skoro izvesno neprekidan) ns skupu S.
Sludajni proces X = (X(t),teI) je gkoro izvesno nepre-
kidan u realizaciji na I sko Je

P{J}é}I{w: 1]1-1—210” X(t+h) - X(t) H * o} }: O
Biée koriséene sledele osobine sludajnog procesa nepre-

kidnog u verovatnodéis

- ako je slucajni proces neprekidsn u verovatnoli, tads pos-

toji njegove separsbilna i merljiva modifikacija ( dokaz u

[Gihmsn, Skorohod , 1971. ] )}

- ako-neprekidan u verovatnoéi sludasjni proces X = (X(%),

tc {a,b]) :nema talaka prekida druge vrste, tada postoji

njegove modifikacija cije skoro sve trajektorije imaju levi

limes na (a,b] i neprekidne su s desna na [a,b) ( dokaz u

[1adde, Lakshmikantham, 1980.]).
Saglasnost

Neka je (,%,P) kompletsn prostor verovatnoéa. Oznadimo
sa ( g‘,teal) familiju neopadajuéih G-podalgebri G-algebre
I, to jest, ?:S < EZ; ¥ za s<t, s,t cl. |

Sludajni proces X = (X(t),t €I) je saglasan ( ili nean-
ticipativan) sa familijom ( ?;,tegl) sko su sludajne promen-

ljive X(t) ?;-merljive za svako t €1. Saglasne sa familijom

( g;,t<EI) slucajne promenljive oznadavademo s=2 (Xt,.g;),tel.

Familija ( 9-}15,1: el) je generisana slucdajnim procesom _X
“ako Jje 9_5 = G{X(s),s gt} minimalna 6=-algebra u odnosu na




koju su merljive sve sludajne promenljive X(s), s <t, s,t <I,
kompletirana nula-dogadjesjima 1z F. To je minimalns familija

sa kojom je saglasan sludajni proces X.

Sludajni proces X = (X(t),t€I) je martingsl ako je sa-

glassn sa familijom ( %,,teI), E{IX(£)ll} <= za svako t eI,
i sko z8 sve t>s, t,sel, vazi E{X(t) | ?é} = X(s) skoro
izvesno.

Minimalna &-algebra @ podskupova iz Ix% u odnosu na
koju su merljivi svi saglasni sa familijom ( ?%,téil) nepre-
kidni sludajni procesi, zove se predskszliiva &G-algebra.
Q-merljivi sludajni procesi &¢ine klasu predskszljivih slu-

¢a;jnih process.

Vreme Markova

Neks je ( ?ﬁ,t<51) neopadajuéa familija 6-podalgebfi
G -algebre . Siudajns promenljiva G= G(WD) sa vrednostims
u Il je vreme Markova u odnosu na familiju (fIé,ttéI) ako za
svako t €I dogadjsj {w: %(w) <t} pripads }'-t._

Oznadimo sa %- minimalnu 6-algebru koja sadrzi sve
s-slgebre 7., t €I, odnosno %= 6{F,_,t €I}. Vreme Markova
G = 6(w) generiSe &-algebru % kao skup dogadjaje A< % za
koje je A /1 {w: ()<t }e ?:G za svako t eI. MoZe se doka=~
zati da je % (w) %-merljiva sludajna promenljiva ( dokasz u
[ Lipcer, Sirjsev, 1974. ] ).

Neka je 'ft+ = g{sqt 55;} « Familija (ft‘te I) je nepre-

kidns s desna sko je SZ't = 9-—1:+ z8 svako t €I, a neprekidns s

levs 8ko je..gjt_ = 6{ (/ }'S} . Ako Je rrz‘t_ = (7?‘ F

= 78
s <t t t+
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svako t €I, onds je familija ( ?%,t'EI) neprekidna.
Ako je X = (X(t),t eI) neprekidan s desna sludajni proces
saglagan sa neprekidnom s desna familijom (fIt,teEI), i ako

je B otvoren skup iz .ﬁn3 onda je slucdsjna promenljiva

§g(w) = inf {t : X(t) € B} vreme Markova ( dokaz u [ Lipcer,
Sirjaev, 1974.] ).

SledeCa lema koristide se kaénije vise puta.

Lems 1.1. Ako je 0., ©5ys++ niz vremens Markovs u odno-
su na neprekidnu s desna familiju ( ?%,tfﬁl), onds je ©= iif %ﬁ

vreme Markova u odnosu na istu familiju i %-: ﬂé'é;—ﬂ ( doksaz
n

u [Lipcer, Sirjsev, 1974. ] ).
Wienerov proces

Definicije slucCajnog integrala Itoa i sludajne diferen-
cijalne jednaline Itoa suStinski su vezane za pojam Wienerovog
process, pa Ce zato ovde biti navedene neke njegove osobine.

Standsrdni Wienerov proces W = (W(t),te¢ [0,29)) ae sludajni

proces sa vrednostlma u RT i svojstvima

- WCO) -

w e

- ~ 2z3a svako keN i svaku kolekciju o <ti< e <ty slucajne
- promenljive thl)’_w(tE) - W(tl),..., W(tk) - W(tk_l) Su ne-
zavisne medju sobom;
-  W(t)-W(s), t,seclo,~), ima normslnu raspodelu N(o,[t-s(-I),
gde je I jedinicns matrica tipa n=xn.

U buducée éemo standsrdni Wienerov proces kraée nazivati

"Wienerov proces”.

-Lesko se dokszuje da zs svako t,se [0, vazZi




E{W(t) - W(s) }=o

E{[W(t) - W(s)}[W(t) - W(e)]'} = |t - s |I.
Trajektorije Wienerovog procesa imaju osobine da su skoro
jzvesno neprekidne, skoro izvesno neogranicene varijacije na
svakom konsénom intervalu i ds su skoro izvesno nediferenci-
jabilne za svako t>o0 ( dokaz u [ Gihman, Skorohod, 1982.] i
[ Mc Kesan, 1969.] ).

Neka je na prostdru verqvatnoéa (R, ¥,P) zadsta neks fa-
milija ( ?h,tﬁéfo,ﬁﬂ) neopadajuéih ©-~podalgebri 6©6-slgebre
T. 04 intresa je razmotriti minimalnu familiju 6&-podalgebri
generisenu Wienerovim procesom W. Oznacdimo ss gﬁr= G{W(s),os;s:gt}
i .iﬁ = 6{W(s) - W(t),t <8<} 6-slgebre kompletirsne svim
dogadjajima P-mere nula iz ¥ . Podto je Wienerov proces W
proces s3 nezavisnim prirastajima, to su..?g i Efz nezavisne
€-algebre.

-Wienerov proces v = (W(t),te;[o;m)) Jje saglassn sa fa-
milijom ( Sft,te {0,)) ako Je :

- ?Scﬁ z8 0<s <t ;

' 1
- ?; :>¥g za t >0 ,

- .?; Jje nezavisno u odnosu ns ,?i za3 t =»o.

Kako je :E,w = 6{W(s),0 ¢s<-=}, iz zadnjeg uslova sledi
da % sadrZi samo dogadjaje nezavisne u odnosu na éitav pro-

ces W.

Familija ( ?:,té [0,~)) generisana Wienerovim procesom
- W je neprekidna, to jest, za svako te lo,~) Je 5-_1_ =¥¥ =

?t+ i }’f = }7;” ( dokaz u [Lipcer, Sirjaev, 1974. ] ).
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Lako se dokazuje da je Wienerov proces (W, F.), telo,~),

martingal, odnosno da wvazi

E{NW(t)]|}< oo za svako t € [0,

W(s) skoro izvesno za sve t>s3o0.

E{w(e)| I%)

U daljem tekstu Ce Wienerov proces W ssglasan sa fami-

lijom ( (rri,te [0,°9) biti oznadavsn sa W = (wt, S’-t), te (oo,




5., SLUCAJNI INTEGRAL ITOA I
SLUCAJNA DIFERENCIJALNA JEDNACINA ITOA

U ovom delu dati su osnovni pojmovi iz teorije sludaj-
nih integrals Itos 1 sluc¢ajnih diferencijslnih jednacina
Itoa. Pojmove sludajnog integrala po Wienerovom procesu 1
‘sludajne diferencijslne jednadine koja sadrZi ovaj sludajni
integral, uveli su pedesetih godina sovjetski matematidar
Gihman i Jjapanski matematicar Ito nezsvisno jedan od drugog.
Polazna idejs Jje bils predstavljanje prirastajs sludajnog

procesa X(t) kso
X(t+at) = X(t) = a(t,X(t)) ot + b(t,X(t)){W(t+at) - W(t)],

gde je W Wienerov proces, 2 funkcije a i b ispunjasvaju
odred jene uslove. Poito Wienerov proces ima skoro izvesno
nediferencijabilne trajektorije, to ne postoji granicna vred-
nost za [ W(t+at) - W(t) ] / nt kad At—o, ni u kom smislu.
Z2ato je bilo neophodno da se u formslnoj zameni prirastaja |

—

diferencijalom

ax(t) = a(t,X(%))at + b(t,X(t))aw(t)

precizno definiSe dW(t), $to je dovelo do uvodjenjs pojmova

sludajnog diferencijala i sludajne diferencijslne jedns&ine.




=0

Fundsmentalni rezultati dati su u radovima Itoa [ Ito, a),

1951.] i [Ito, b), 1951. ].
Slucajni integral Itos

Neka je na kompletnom prostoru verovatnoéa (Q,g;P) defi-
nissn m-dimenzioni Wienerov proces W = (Wt,.g%), te [to,T),
T = const >0, i neka Jje merljiva sludajna funkcijas G(t,w)
definisana na [t,,T]x %, [t,,T]< [o,~), sa vrednostima u
RP®R™, saglasna sa familijom ( ?t,te [t.,T]). REP®R™ je
standardna oznaka za prostor svih (nxm)~dimenzionih matrica

[Gia]‘! i=l,2""'$h1 j=112,...,m, S3 normom

T i}
(GlI2 =2 ) G2. = trGG .
loll? =2 4 ef; = o0

Oznadimo sa Mg[to’TJnxm klasu svih sluc¢ajnih funkecija G
za koje Jje lLesbegueov integral

T

1SHG(S,M)”2ds=:w= skoro izvesno.
to

Jasno je da jJe Gemz[ta,T] ako i samo 2ko jJe ._G,_‘i.e

nxm J

Mg[to&TJlxl za sve i=1,2,...,0 i J=1,2,...,m.
Pojsm slucajnog integrala po Wienerovom procesu uvodi se

postepeno pomoéﬁ integrala stepenastih slucajnih funkcija.

Definiciis 2.1. Neka je te<ty<eee <ty 1 =T 1 neka je
Gfaﬂe[ﬁn,T]nxm stepenasta funkcija odredjens kao G{(t,W) =
= G(ti,go) z8 te[ti,ti+1] y 1=1,2,400,k-1. Sludajni integral

ove funkcije po Wienerovom procesu W je sums
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T K=1
§ (e, wau(t,w) = 2 6t ) [Wlty 5,0 - Wty ] .
+ 1=0

o

Definicija 2.2. Neka je slucajna funkcije GE:Mg[tﬁ,T]nxm

i niz stepenastih sludajnih funkcijs {G., keN}, G & -
Me[tﬂ'TJnxm’ tako ds

:
{loct,0) - o (e))2at— 0 kea w—> >

to

u verovatnoéi. Sludajni integral Itoa sludajne funkcije G

po Wienerovom procesu W je sludajna promenljiva

T
1(G) = § G6(t,w)aw(t,w) 8
+o
T -
lim SGk(t,w)dW(t,u}) u verovatnoli,
ks %,

koja je skoro izvesno jedinstveno odredjena.

U stvari Je

m m
— m
I(G) = ( 1(G. ),/ I(G,.
%-:1 1,j j=1 23)’..-,j£=]-I(an) )-
T
I(G) éemo kraée oznadsvati sa I(G) = S G(t)aw(t).
to

Neka Je [xq,t]c:[tu,T] i neka je I[t £] karakteristicns
oY
funkcije intervala [t,,t]. Ako je slucajna funkcija GEME[tO,T]nxm,
tada je i G-I ft ,,t]ema'[ta*'ﬂ Lcg» P2 se sludajni integral

Itoe ove sludasjne funkcije moZe definissti kao sluéajni proces.

Definicija 2.3. Neodredjeni sliudajni integrel Itos slu-

- - -Zajne funkcije G, G‘Emgttﬂ*T]nkm' po m-dimenzionom Wiener-
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ovom procesu W = (wt,,¥¥), t € lo,~), je n-dimenzioni slu-
¢ajni proces

t

.
X(t) = ) G(s)aW(s) == 4gecs) I 4189(s), te[t,,T],
t o ’

o

koji je odredjen skoro izvesno Jjedinstveno.

Nave3demo bez dokaza samo neke osobine neodredjenog

slucajnog integrala ltos.

Teorema 2.1l. Neodredjeni slucajni integral Itoz ima

sledeée o0sobine :

I (i) X(to) = o skoro izvesmo |

+
(ii)  X(t) - X(s) = Je(uw)aw(u) zs t,se (t,,T] ;
S

(iii) X(t) Je 9;-merljiv slucajni proces ;
(iv) X(t) Jje skoro izvesno neprekidan u realimaciji

sludajnl proces ,
T
IT  Ako je §E{|IG(S)]|2}ds-::m za svako te [t.,T], onda je

(v) E{x(t)} = o ;
min{t,s}

(vi) E{X(+)-X'(s)}= § E{G(u)-G (u)}du,

Q

1 pose-bno
t

e{x(t)[?} = {E'{HG(u)ng}du ;
(vii) (Xt, th), telt,,T)], je martingal, to jest, zsa

sve tS<s<t<T vazi E{X(t)]| ?S} = X(sg) skoro izvesno,;

2

+ T |
2
E{tseut“T] | +f:mc;r(ss.)ciw:(s,) I} < LI-EQE{IIAG(t)I] } at.

(viii)

( Doksz u [Ladde, Lakshmikantham, 1980.] i [Arnold, 1973{L)
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Iz ovogs sledi da se pod neodredjenim slucajnim integ- |
ralom Itos uvek moZe podrazumevati njegovs separabilna, mer-

l1jiva i skoro izvesno neprekidns u reslizaciji modifikacija.
S3lucajni diferencijsl i formula Itos

Pretpostavimo da su Wienerov proces W i slulajns funkecijs
G definisani kao u prethodnom paragrafu.
Neka je merljiva sludajna funkcija f(t,w) definisans na
"t _,T1x52 sa vrednostima u R®, saglasna sa familijoﬁ (gé,te[tD,T]).
Oznacimo s3 Ml[tO’T]nxl skup svih takvih slucajnih fuﬁkcija
f za koje Jje lLesbegueov integral |

A

i
qg”f(t,uDHdt¢:w~ skoro izvesno.

Lo

Neks je X(t,,w) g%;merljiva slucajna promenljiva sa
v . n . : |
vrednoséu u R, odnosno nezavisna u odnosu na Wienerov pro-

GG‘S (wt, Ett), te [tg’T‘}i

Definicija 2.4. Slulsjni proces Itos je proces oblika

N ¢
X(t,w) = X(t,,0) + Sf(s,u})ds + SG(s,uJ)dW(s,w).
.

- o

Iz osobina slucasjnih integrals Lesbeguea i Itoa sledi ds
je ovo slusjni proces ss vrednostima u Rn, saglasan sz fami-
lijom (f;t,teefto,T]) i skoro izvesno neprekidan-u-realizaciji.
Ocigledno Jje da Jje neocdredjeni sludajni integral Itos i sam

slucajni proces Itoas.
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Iz ~merljivosti sludajnog procesa X(t,») sledi da zs

t
gvako s, t<s<t=T, vazi

+ +
X(t,0) = X(s,w) + § £(u,wddu + J G(u,w)aw(u,w).

.

Iz zadnje relacije se formalno dolazi do pojma sludajnog

diferencijala.

Definicijas 2.5, Slucejni proces Itoa X = (xt,fgk),

t%}[tD,Tj, ima sludajni diferencijal

ax(t,w) = £(t,w)at + G(t,Maw(t,w),

ili krade,

ax(t) = £(gl)at + G(t)dwct).-

78 efektivno redSavanje slulajnih diferencijslnih Jjedna-
gina Itoa, ma kako d3 je klasa resivih jednacina mela, neop-
hodno je znati formulu Itoa za diferencirsnje slozene funk-
cije. Zato ﬁretpostavimo dé sluc¢ajni proces X ima slﬁéajni
diferencijal u smislu definicije 2.5, odnosno da njegove

koordinate imsju sluésjne diferencijale
m
dx-(t) = f-(t)dt + T G- -(t)d‘d-(t), i=1,2,-il,n-
1 1 5:T 1J J

Teorems 2.2. ( Formula Itos ) Ako je funkeijs P(t,x) =
é F(t,xl,xe,...,xn) definissna na [tu,T]ﬁiRn .sa vrednos-

tima u R neprekidns i ako ima neprekidne parcijalne izvode
! . %

t? xi; xixj'

P i,=1,2,...,0, toada slucajni proces
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F(t,X(%)) = F(t,Xl(t),...,Xn(t)) ima skoro izvesno sludajni

diferencijal u odnosu na isti Wienerov proces

Fé.(t,x(t))-fi(t) +

dF(t,X(t)) = [F;(t,X(t)) +
L

ot e
B |\/\:3
p—

n ol

> 2 _F  (4,X(6)

G..(t) G..(t) | dt +

+
P
Y

=1

n
I
’
* 2 Py (6, x(8)) ?_1_ Gy 5 (8D ().

( Dokez u | Friedmsn, 1975.] i |Arnold, 1973.] .)

Formula Itoa se moZe zapisati u integralnom obliku kao

£ n ¢
("._
F(t,X(t)) = F(t,,X(to)) =-E[""]ds + 2 ) "']dw.(s),
L I=1 to J

O

gde znak jednakosti oznalava stohasticku ekvivalentnost
slufajnih procesa na levoj i na desnoj strani. Ovo vazi i

@,

sko je gornja granics integrals slucsjna promenljiva o,

£, <G <T,
Sludajna diferencijslna jednalina Itoa

Neka je f(t,x) reslna funkcijs definisans i merljiva ne
[t,,T] x R" sa vrednostima u R®, s G(t,x) realna matridna
funkcijs definisans i merljive na (t,,T] XR" sa vrednostima
u R°®R™. Neka su na prostoru verovatnocla (Q,‘EP) zadati
m-dimenzioni Wienerov proces W = (Wt, ?t), te [to,'l‘] s 1
n-dimenziona sludsina promenljive X(t,) =71, tako da oni ge-

neriZu familiju ( ¥, ,t e [t,,T]), to jest, % =G{n,¥(s),s<t]




_15_

kompletirans svim dogadjsjima P-mere nula iz # . Poto Jje
Sft nezsvisno od $fw, f’é = 6{vW(s) - Wit),t <s}, to su za
£t = t,, sluiajna promenljiva 7 i Wienerov proces W(t) - W(t,)

nezavisni.

Definicija 2.6. Ako sluéajﬁe funkeije £ 1 G, VWienerov
proées W i slu¢ajna promenljiva 7] 1ispunjavaju prethodne us-

love, jednacina obliks

(2.1) ax(t) = £(t,X(t))at + G(t,X(t))av(t),

K(to) YL& té[tcaT:’r )

naziva se sludajna diferencijaslna jednalina Itoa za poletnu

vrednost X(t,) = 7.

U buduée éemo termin "slulajna diferencijslna jednacins

Itoa" zameniti skrséenicom SDJ.

Definicijs 2.7. Sludajni proces X = (x(t),te (to,7)) je

strogo refenje SDJ (2.1) na intervalu [t,,T], sko :

(i)  X(t) je ?;—merljivo za svako t e [t,,T] 1 ima skoro iz-
vesno Iglezprek:".cil.m.l u realizaciji modifikaciju ;

(ii) ;;-merljive sludajne funkcije T(t,wW) = £(t,X(t,w)) i
G(t,w) = G(t,X(t,w)) su iz My [t.,T] ., i M,[t,,T] respek-

tivno, to Jjest,

T T
S”'f(t,u))”dtc S § XHG(t,w)”‘?dtc: oo  SKOTr0 1izvesno ,
to to

(iii) 8DJ (2.1) je ispunjena zs svako t, t< [t,,T] skoro

izvesno.




—16-

U zadnjim integralims istom oznakom su oznalene norme u
razl1iditim prostorima., Naglasimo da ée se to ¢initi 1 kasnije
bez posebnog isticanja,

Ako ne postoji strogo reSenje SDJ (2.1), razmatra se eg-
zistencija druge vrste reenja, takozvanog slabog relenja.
Znacajni rezultati o odnosu slabog i strogog resenjs SDJ (2.1),
a2 posebno neke osobine strogog reSenjs, dati su u radovima
[Zvonkin, Krylov, 1974.] , [Fedorenko, 1984,] i [Fedorenko,
1986.] « Nas &e u buduce interesovati samo strogo regenje,
koje éemo krete zvati "resenje”.

SDJ (2.1) se moZe zspisati u integraslnom obliku kao

t .
(2.2) X(t) = X(to) + | £(s,X(8))ds + {G(S,X(s))dw(s).
: R o

Redenja SDJ (2.1) i (2.2) su stohastilki ekvivalentna.
Slededa teorema daje dovoljine uslove za egzistenciju i

jedinstvenost strogog refenja SDJ (2.1), odnosneo (2.2).

Teorema 2.%. ( Teorema egzisteﬁcije i‘jedinstvenosti reé
§§nja ) Neka vaZe sve pretpostavke izfdéfinicije 2.5 za funk-
cije £ i G, Wienerov proces W i sludajnu promenljivu 7. Ako
postoji konstanta K>o, tako da je :

(1) 2za svako te [to,T) i x,y €R",

l£(t,x) - £Ct,9) + Ho(e,x) - ¢(t,MIl ¢« Klix - 3

(- uniformni Lipschitzov uslov ) |

(ii) ze svako te [t,,T] i xe<RD,

lece, )12 + laCt, )2 < k2 (1 + |[x|®)

( uslov ogranidenog rasta ) ;
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tada na intervalu [t,,T] postoji jedinstveno reSenje SDJ
(2.1) k8o skoro izvesno neprekidan u realizaciji n-dimenzi-
oni sluéajni proces koji ispunjava uslov X(to.) = 7 . Ako je

E{Hnuz}im,tada je E{tzut“ﬂ!]l{(t)“?} < oo,

( Dokaz u [Arnold, 1975.], [Wong, 1971.],{Gihman,8koro-
hod, 1968.].)
Jedinstvenost resenja treba shvatiti kao skoro izvesnu
jedinstvenost., Dakle, za dva stohesticki neprekidna resenja

Xl(t) i Xz(t) sa istom podetnom vrednos$éu, vazZi

P-[tiigu,T]”Xl(t) - Xg(t)ﬂz’o}'fﬂo'
Pod uslovima teoreme 2.3, moZe se dokazati da je resenje
'SDJ (2.1) proces Markovs ( dokaz u [Friedman, 1975.],[Wong,1971.]).
Napomenimo da2 je u osnovi dokaza egzistencije resenjs
metod sukcesivnih aproksimacijs Picard-Lindelofa. Za dokaz
jedinstvenosti resenjs koristi se Gronwall-Bellmsnova lema i,
podto ée nam biti potrebna kasnije, navefdemo je ovde bez do-

kaza.

Lema 2.1. ( Gronwall-Bellmanova lema ) Ako nenegativnas
infegrabilna funkcija u(t) definisana zs tea[ta,T] zadovo~
ljeva nejednadinu

t
u(t) <v(t) + c.gu(s)ds,. c=const >o,
to

3 v(t)jgntegrabilna funkcija ns [to,T], tada Je
.{:

u(t) ¢ v(t) + c_SeCCt-s)v(s)ds.
] e

- ( Dokez u [ Filstov, 1971.]) i~ [Lipcer, Sirjsev, 1974.). )
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Takodje Ce se koristiti sledeca teorema.

Teorema 2.4, ( Teorema o lokalnoj jedinstvenosti refenja )
Neka funkcije fi(t,x) i Gi(t,x), i=1,2, ispunjavaju uslove
(i) i (ii) iz teoreme 2.3 i neks za svaku vrednost N »o vaZi
£.(t,x) = f2(t,x), G,(t,x) = G,(t,x) za x| <N i t «(t,,7],
Neka su (Xi(t),te;[tD,T]), i=1,2, redenja SDJ

dKi(t) = fi(t,xi(t))dt + Gi(t,Xi(t))dWCt),

.Xi(to) = n,s i=1321

i E{EITLHZJQM_OznaEimO sa
inf {t : X, ()| >N} ?
°4 ={ T ako je HXi(t)HéN za svako te& [t,,T|
i=1,2.

Tada zs vremena Markovs %i 1 %é va¥i

P{‘Gi = g2}= 1 3 P{Sse%gfg']”xl(S) - X2(S)I!=0}= 1.
274

( Dokaz u [ Friedmen, 1975.] i [ Gihman, Skorohod, 1968. ) . )

Teorema 2.5. Ako Je (X(t),tea[tn,T]) resenje SDJ (2.1)

i ako Jje vreme Markova

{ inf {t : [ X(£)]|>W )

N b
G = T ako je Hx(t)Hs;N za svako t € [tnsT]

tads ‘E.'H—-a T skoro izvesno kad N-— o=,
( Dokaz u [:Gihman, Skorohod, 1982. ] . )

Teorema egzistencije i jedinstvenosti 2.3, kao i teoreme

| 2.4 i 2.5, vaZe i kads su f i G sluc¢ajne funkecije saglasne
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ga femilijom ( g;,tea[tu,T]). Tada uslovi (i) i (ii)

iz teoreme 2.3, morsju biti zadovoljeni skoro izvesno.
Tinearna sludajna diferencijeslna Jjednacina Itos

Linearna SDJ Itoa je tip efektivno resive 5DJ, u smislu
da se njeno redenje moZe izraziti pomoéu Lesbegueovih i Ito-
ovih integrala. Ova SDJ po n-dimenzionom slucajnom procesu
(x(t),t € [t,,T]) je oblika

Jus |

[A()X(t) + a(t)]dt +Z_[Bi(t)x(t)+bi(t)]dwi(t),

1=1

(2.3) ax(%)

X(to) =1, telte,T],

cde su A(t) 1 Bi(t), i=1,2,.e0,m, realne matriéne funkcije
definisane na [to,,T] 32 vrednostima u R2@® BRP, a(t) i bi(t),
i=1,2,.00,m, SU realné funkcije definisane na [t,,T] sa vred-
nostima u Rn, W = (wt, ?;), teE[teﬁj je m—dimenzioni Wienerov
proces, 8 X(to) =T Jje n-dimenzionz sludajna promenljiva ne-
zavisna od W(t) - W(t.) za svako te[t.,T]. Ako je a(t) = o,
bi(t)‘Eio, i=1,2,+s,m, radi se o odgovarajuéoj linearno]
homogenoj SDJ,

Dovoljni uslovi da SDJ (2.3) ims jedinstveno resenje na
intervelu [t,,T],su da funkcije 4, &, B, i b., i-1,2,...,m,

+

budu merljive i ogranidene na tom intervalu.

Teorema 2.6. Linearna SDJ (2.3) ima na intervalu [ta,T]

reSenje oblike

t i
() =P+ (P (8)[als) - 2 B;(s)b;(s)]as +
to

1=1

m ¢t
1 5
+ Z{Cb (8)b; (s)awy(s)}

1= o
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gde je (nxn)-dimenzione matrice (b(t) re3enje odgovarajuce

homogene SDJ
m

ad(t) = ACE) Blp)at + ) B (£)P(EIaW(E)

1=1

za podetnu vrednost (P(to) = I ( dokaz u [ Arnold, 197%.]).
Specijalno, ako je n=m=l, dobija se

ad(e) = A DlEat + B(E) lodav(e), Plts) = 1.

Iz formule Itos sledi da je

£ t
dj_,.l(t) _ e-{iﬂ[ A(g) - g—ag—s-’)_]ds +£GB(S)G.W(S)} |

pa je reSenje SDJ (2.3)

.t
(2.) X8 = dI{Mm +£¢-4(s)[a(s) - B(s)b(s)]ds +

+
S o) ), v et

to
U dsljem radu biée nesm potrebmno resenje linearne SDJ zs
n=m=1 sa sludajnim koeficijentima., Ove jednadina ima resenje
obliks (2.4), ako su sluéajne funkecije At ,w), a(t,w), B(t,w)
i b(t,w) predskazljivi slucsjni procesi. Ako je T =oo, zah-
teva se jos 1 skoro izvesns ogranidenost ovih slucajnih pro-

cesa ( doksz u |Gihman, Skorohed, 1982.]).
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Z, NEKE ITERATIVNE METODE ZA PRIBLIZNO RESAVANJE
SLUCAJNIH DIFERENCIJAILNIH JEDNACINA ITOA

Opsti Z-algoritam

U radu [Zuber, 1966.] opissanza je jedna snaliticka me-
toda za dobijsnje pribliZnog reSenjs obicéne diferencijslne
- jednadine prvog reds y’= f(x,y), 7(x,) = To Sustina te me-
tode je u sledeéem. Posmatraju se funkcije f(x,y) i fn(x,y),
n=0,1,..., definissne i neprekidne u pravougsoniku [l =
= {(x,y) : |x-x,l<8e, 1y—ybL¢b:}, koje ispunjsvaju uniformni
Lipschitzov uslov u 1. Neka je yn+1(x) resenje diferenci-
Jalne jednacine Ypel = fn(x,yn+1), yn+1(xa) = ¥, , na in-
tervalu |x-x.|<a. Ako je

S

sup lfn(x,yn(x)) - f(x,yn(x))‘ < eo,
R=0 X: |[X-X,|<&

onda u okolini tacke x , \x—xchgh::a, niz resenja {lyn(x),
n=0,l,... } uniformno konvergiras ksd n-— == reSenju polazne
diferencijalne jednadine. Ako Jje izbor funkcija fn(x,y),
N=0,l,.0+, d0Vvoljno dobar u smiglu efektivne resSivosti di-
ferencijslnih jednadina y_ . = £ (x,7,.9)> Tpne1(Xe) = Jo
n=0,l,..., onda se mozZe odrediti priblizno resenje polazne
diferencijslne jednacine sa proizvoljnom tainoséu.

Ovs iterativnas metoda predstavljs na neki nadin opsSti

~glgoritem ( u radu [ Zuber, 1966.] nazvan Z-slgoritam ) zs
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pribliZno snalitidko reSavenje obidnih diferencijaslnih jed-
nadinas prvog reda, jer su mnoge poznate iterativne metode
njeni posebni sludajevi, kso na primer, Picardove metoda suk-
cesivnih sproksimscijs, metoda Newton-Kantorovica, éaplygi-
nove metode secica 1 tangenata, kao 1 neke interpolacione me-
tode.

Cilj ovog rada je da se poksZe da pod odredjenim dovoljnim
uslovima postoji snalogna iterativmna metoda za pribliino ana-
1itidko reSavanje SDJ Itoa. U tom smislu se formira niz SDJ,
dija strogs resSenja skoro izvesno konvergiraju strogom re-
Senju polazne SDJ. Posebno se rezmatraju neki tipovi sprok-
simacija polazne SDJ linesrnim SDJ, &ime se dsje mogucénost
efektivnog nalsZenja pribliZnog reSenja.

Pretpostavimo da je GQ,?;P) kompletsan prostér verovatno-
éa na kome su definissne sve sludajne promenljive 1 svi slu-
dajni procesi koje razmatramo i koji uzimaju vrednosti u R.

Neka je W = (‘:Jt, E"'_t), t 20, Wienerov proces i neka je 7,
sludajna proﬁenljivs nezavisna od W, takva 4da Je E{jTllg}éwxa
Fomilija G-podslgebri ( F,,t>0) G-algebre F generisens
je sa 7 i W ns nacin opisan ranije.

U skladu sa klssicnom teorijom SDJ, pretpostavimo da
funkcije a(t,x), b(t,x), an(t,x) i bn(t,x), N=1,2,e0ey de-
finisane na [0,T] xR, T=const > o, sa vrednostims u R .. mner-
ljive u odnosu na 6 -~polje '%EO,T'J @ B s ispunjavasju uslove
teoreme egzistencije i jedinstvenosti resSenja ( teorems 2.3, ).
Dakle, postoji konstasnte L>o, tako ds ze sve (t,x) i (t,¥)

iz [0,T]X R, vaii




-2%—

a(t,x) - a(t,y)| < Lix - 3|,

b(t,x) - p(t,y)l <« Lix -y,
(3.1) [ (t,x) - a (t,y)| € Lix-y! ,
b, (t,%x) - b (t,7)| € Lix - ¥}, n=1,2,...,

82(t,x) < Lo(1 + x°), b2(t,x) < L(1 + x°),
(3.2)

2(t x) < L9(1 + x2) bi(t,x)-£=L2(l + xe), N=1,2,e00

Par funkcija (a,b) i Wienerov proces W odredjuju sludsjni

proces X = (X(t),te€ [0,T]) keo strogo redenje SDJ

(%3.3) dx(t) = a(t,X(%))dt + v(t,X(£))aw(s), X(eo) =7 .

Formirséemo sada niz sludajnih process { X, , n=1,2,...} =

{(Xn(t),te-[o,T]), n=l,2,...}- na sledeéi nadin:

- X, = (X;(%) tee[o,T]) je proizvoljen sludajni proces

sa osobinom E{ sup lxl(t)]2}-¢ oo
telo,T)

- X (t),te lo,T]), n=1,2,..., je strogo redenje SDJ

n+l

- (X

n+1l

(3.4) dx, () = a (£,X .(t))at + b (%,X _,(t))av(s),
Xn+l(°) = -’?‘ »

Osnovnl problem Jje postaviti dovoljne uslove za skoro
izvesnu konvergenciju niza resenja {:Xn, n=1,2,...:} SDJT (3.4)
ka reSenju X SDJ (3.3) kad n—> ==, U tom smislu treba zah-
tevati izvesnu bliskost pars funkcija (a,b) sa pasrovima funk-
cija (an,bn), n=l,2,+.. Po analogiji ss rasnije opissnim uslo-

“vom bliskosti funkcije f sa nizom funkcijs £f,» D=1,2,¢0., 23
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obi&ne diferencijslne jednsdine, pretpostavimo da funkcije

a, b, 8, i b, n=1,2,+¢., ispunjavaju uslov
(3.5) sup a(t,x) - a_(£,x)| + |b(t,x) - b (t,x)| ] <e=
R R e AU S ERCACIA

gde Je ] = {(t,x) : te [o0,T], xeR}.

Jasno, odavde sledi ds an(t,x)-—>a(t,x), bn(t,x)-—+b(t,x)
kad n — o=, uniformno po t i x. Kasnije Cemo pokazati da se
u nekim konkretnim iterativnim postupcima ovsj uslov moZe
modifikovsti i delimid&no oslabiti. Napomenimo ds ée uslov

(3.5) imati kljudnu ulogu u dokazu sledeée teoreme.

Teorema 3.1, Ako funkecije a, b, 8, 1 b,y n=1,2,.00, i
slucajns promenljiva T ispunjavaju uslove teoremé egzlsten-
‘ecije i jedinstvenosti refenjs ( teorema 2.3.) i sko je zasdo-
voljen uslov (3.5), onds niz slucajnih procesa -{Iﬁ, n=1,2,...}
konvergira skoro izvesno, uniformno po T, té;[o,T], slucajnon

procesu X kad n ~— oo,

Doksz. Po teoremi 2.3,, sva resenja X i X » n=1,2,...,
jednadins (3.3) i (3.4) respektivno, su skoro izvesno nepre-
kidni u reslizaciji sluésjni procesi, saglssni sa familijom
( ﬁ,te [o,T]), i takvi da su odekivanjs E{s:plx(t)lg} i

E{ s%plxn(t) |2} , N=243,..., uniformno ogranidena.

Oznaédimo sa
(3.6) €, = E{mép[l a(t,X (%)) - an(t,lin(t))l2 +

+ ]b(t,xn(t)) - bn(t,Xn(t))Izj} s N=1.2,000
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Oduzimsnjem jednadina (3.3) i (3.4) i dodavanjem nekih
sabireka, dobija se
t

t
R(8) - X () =) (8(s,X(s)) - a(s,X (s))]as +)[a(s,X (s)) -

n+1
+

- an(s,Xn(s))]ds + S[an(s,xn(s)) - an(s,X(s))}dS +
£

(3.7)  + 3lay(s,X(s)) = 8 (s,%, 1 (s))]as +§[b(s,X(s)) -

+
- b(s,x (sN]au(s) + )[b(s,X,(8)) b (s,% (s))]a(s) +

+ +
+S[bn(sixn(8)7 = bn(S’X(S))de(S) +S£bn(s’x(3))- -
o Q

- bn(s,X (s))]aw(s).

n+l

Sada treba oceniti svaki od ovih integrala. Kako neki od
njih imaju proporcionalne ocene, ocenicemo jedan Lesbegueov
i jedan Itoov integral. Koristeéi (3.6) i Cauchy-Schwartzovu
nejednakost za integrsle, dobija se

£
E{[gla(sgxn(s)) - g (s,X (s))]as °} <

+
< thUa(s,Xn(s)) - &n(s,XRCS))|2}dS <

.{:
g_.TéE {sgpla(s,xn(s)) - an(s,Xn(s))‘e}ds < Te t .

Iz osobine neodredjenocg sludajnog integrala Itoa opisane

teoremom 2.1,- (vi) i iz (3.6), sledi ocens
+ 2
E{é [b(s,X_(8)) - b, (s,X,(s)) aW(s)] }=

t
- éE{lb(s,Xn(S)) - bn(s,xn(s))l-z}ds < & t.
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Iz nejednakosti ( r1+r2+...+rn)2£§n( r§+r§+...+r§),

rl,r2,...,rneR, nelN, uslova (3.1) i zsdnjih ocens,sledi

+
E{Ix(t) - X (t)]2}52-8'(T+1)L2£§E{|X(s) - Xn(s)]g}ds +

n+1l

(s)1%}as + 8-(T+1)E_t.

+
+ Bﬁ(T+1)L2§:E{IX(S) = Xn41

Neka je 8-(‘I‘+1)L2 =o , 8 (T+l) = . Ako ns zadnju ne-
jednskost primenimo Gronwall-Bellmanovu lemu ( lema 2.1.),
imamo N
B{|x(t) - Xn+l(t)[2}_¢_2&£E{]X(é) - X (s)1%)as + (3t +

L |
v 4 [2d Y E{XC) - X (w)[3au + pegs T e X P as.
O )

o

(3.8)

Iz zsdnje nejednskosti odredicemo neku gornju granicu

za E{|X(t) - X_
Keko je po pretpostsvei E {_sgplxl(t)lg}cmi E {S}tlp‘}((t)lg} < oo,

to je s%pE{]x(t) - Xl(t)}a} < EE{:s%p[lX(t)]g + \Xl(t)lg]}..

" Iz (3.8) se dobijeju sledeée ocene sukceéesivmo

(t)|2} , N=1,2,..., matematickom indukcijom.,

_ At
E{|X(t) - X,(6) |3} < (2de+ (&) 2,

| ot
E{JX(t) - X,(£) |3} < 2(ade + pe)[ vt L]

ar
R

Posto jJe edx- 1 >t 23 gvako o«LH»o, tads

-

= ' et~ 1
E(|X() - X5(0) [} < [(2de + peIad + pEy ) E—F—=.




n+2
sledi
+
4dSs
2 _2...._.:_..].:._
E{[x(t) - X ()|} « 24; P, 1(2ds)——
£ S
du
-1 d{t~-s)
+ 20(.SP (2oLu)—§————du + (A& S |-e ds =
(3-10) é[ 0 n-1 ol [b n+l ]
+
Lt
e’ '~ 1
= &té-Pn (248)(1 - e %S)ds + 2N s .
+
k kK~1
Koko je L )x¥e™Xax = 1 - e F[ & 4% beewr t 4+ 1] i
I R ki (k-1)!
k k=1 k+1 .
. St +eeet t + 1 - et < - X z8 svsko K=04lyeee
k! (k-1)! (k+1)1!

~27—

Pretpostsvimo da EL|x(t) - X o1

nicu obliksa

(3.9)

E{]X(t) - X ,1(8)[%} <

n+l

(n-1)! (n-k)! ol

1 & _
P‘“th)n % aki?ﬁ.ﬁ k]..e.ff:_l. _p

(t)]?} ima gornju gra-

<Lt

€
1 (2dE)

zde je P, 5 polinom stepena n-l. Pokazalemo da je gornjs

gronica za E{|X(t) - X

svako t, tads za koeficijente Bn-k polinoma

oAt n-k o
b 28 | G s

it PRI €1 R €20 S
ot (n-k+1)! (n~k)! 1!
.{,Ml. eod?_ 1 kel.2 n
b | L e 0y .
(n-k+1)! ol

Iz (3.10) i zadnje nejednakosti imsmo

(t)lg} istog oblikas. Iz (3.8)

P _,(24t) vazi

+ 1 - edtj*i

i

-~ 1

+ /58n+1'b +

?
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n n-1
B{|x(t) - X_, (8|2} < [(2de + /ssl)ﬁ-a—;‘-’f-L NRE )

dt_ 4
oL

L5
2dt e e =1

O(/ Y

Sime je dokazano da je (3.9) gornja granica za E{|X(t) - Xn+1(tﬂz}
za svako n=l,2,... 12 (3.7) se dobijs

r
()| é;S | a(s,%X(s)) - 8 (s,X
0

sup 1X(8) - X, ) La(sN]as +
+
A PIUCRIONE b (s,X_,(s))]aw(s) | .

Primenimo na ovaj izrasz Cauchy-Schwartzovu nejednakost,

osobinu (viii) iz teoreme 2.1, i majoraciju (3.lo). Tako je

T
E£02%ETI X(t) - :{n+l(t)|2}g8(T+4)L2[2§ E{|X(¢) - Xn(t))2}dt+
T

R é B{|2(t) - X_,,(8)]Z}at ] + 8:(Teade, <

(3.11)
< can_2(2iT) + cEPn_l(Z&T)-+ CxEn N=1,24y0004

gde su ¢4, ¢, 1 ¢x odgoverajule konstante. Ispitalemo konver-
1° 72 o’ ?

genciju reda z P{;sup | X(t) - Xn+1(t)|;:£,} , gde je €
n=1 o<t<T .
proizvoljsn pozitiven broj. Primenom CebiSevljeve nejednakosti

na ssbirke ovog reda dobijasmo

P{ sup | X(t) - X

oct-T n+1(t)| ‘:‘:.-6} <

CeiD

E - 21 .
Z;% {Ei%ETIX(t) X, ()] }

W EX”WR

(3.12)
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Iz uslovs (3.5) sledi ds red E £, konvergirs, ps je
n=1

o

— -1 = -k
P _,(2AT) = é[e@ —&%%-?— + (5;_181{ %]{

4;%"_1_[2@ +/3nz==l_g,n]{m

Iz (3.11) i (3.12) Jje Jjasno ds red Z:; P{:sup \X(t)-Xn+l(t){?Ej}
n=1 ost<T

konvergira, pa po Borel-Cantellijevoj lemi 1 Weierstrassovo]
teoremi uniformne konvergencije sledi ds niz reSenja

-{(Xn(t),tea[o,T], n=l,2,...}- SpJ (3.4) skoro izvesno kon-
- vergiras, uniformno po t, te&[o,T], resenju (X(t),te:[o,T]j

SDI (3.3) kad n — <o, Ovim je teorema u potpunosti dokazana,

QED

Primedbs 3.l. Uslovi pod kojima je teorems 3.1, iskas-—~
zans mogli bi se oslabiti, teko da s,b, 8 1 Db, N=1,2,c00,
budu sludsjne funkeije i da uslovi (3.1), (3.2) 1 (3.3)
va¥e skoro izvesno. S druge strsne, uslov (3.5) bi u ite-

rativnom postupku mogao biti zamenjen uslovom

(3.13) .21 £{ sup [|a(t,x (£)) = a (t,X (£))]% +

n= o<t<T

+ lb(t,xn(t)) -~ bn(t!xn(t))l2]‘} = %,

gde je sludsjni proces (Xn(t),tG&[o,T]) odredjen parom
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funkcijs (an_l,bn_l) i Wienerovim procesom W,

Teorems 3.l. daje ideju o konstrukciji niza sukcesiv-
nih sproksimscijs koje skoro izvesno konvergiraju resenju
spJ (3.3). Tako se moZe za proizvoljno €>0 odrediti £=-sp-
roksimacija reSenjs SDJ (3.3), to jest, mozZe se u iterativ-
nom postupku iéi do one aproksimacilje Xn(t), gde je n = n(g),

za koju Je

P{ sup |X(t) - X (t)] <€} =1,
ost<T

Efektivno, & -aproksimaciju éemo odrediti na sledeci na-
gin. Zs prvu aproksimsciju uzeéemo proizvoljsn sluéajni pro-
ces (Xl(t),thEO,T]) za koji je Xl(o)='Q ilE{biEiéxl(t)lg}a:cn.
7Zatim éemo izabrati par funkcijs al(t,x) i bl(t,x), tako ds-

one ispunjevaju uslove (3.1) i (3.2) i teko da

OZEET iig[:la(t,x) - al(t,x)]+lb(t,x) - bl(t,x)\lgécldcxh

Par funkcija (al,bl) i Wienerov proces W odredﬁuju

sludsjni proces (Xg(t),tfé[o,T]) kao reSenje SDJ
ax,(t) = 85 (£,X(£))at + by (£,X,(8))aw(L), X,(0) =M.

Po indukeiji, ako je poznata (n-l)-sproksimacije
(Xn_l(t),th[O,T]), izabraéemo par funkcija ah_l(t,x) i
bn_l(t,x), tako ds su ispunjeni uslovi (3.1) i (3.2) i tsko
ds Jje

sup sup| |a(t,x) - a_ - (t,x)|+|b(t,x) - b _,(t,x)]|<
octeT xeR[; ’ n=1""" *lvCe, n-1""° J ‘
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C. .o
n

il

gde je ¢ _4 (n-1)-&1lan nekog konvergentnog reds

Par funkcijs (an-l’bn—l) 1 Wienerov proces W odredjuju

sludajni proces (Xn(t),tea[o,T]) kaso reSenje SDJ
ax (t) = a__,(t,X (£))dt + b _,(&,X (£))aw(t), X (0)=7),

pa je time u potpunosti opisan algoritam za odredjivanje

bilo koje aproksimacije.

Po analogiji sa pojmovima iz rsda [Zuber, 1966 ],
ovaj iterativni postupsk zvalemo Z-slgoritam . Iz istog

razloga, niz resalnih ili slucdajnih funkcijs
{(Bn(t,x) ,bn(t,}{) ) Il=1,2, 2 e® }

je niz za odredjivanje Z-slgoritma, ili krace, odredjujuci

niz. Jasno je da brzina konvergencije Z-slgoritma zavisi od

prve aproksimacije i izbora odredjujuleg niza. Z—algoritam
8¢ moze efektivno koristiti ssmo sko je odredjujuli niz
tako dobro izsbran da se SDJ (3.4) mogu efektivno rééiti.
Kako je klass resivih SDJ veoma ogranicdena, nije uvek Jjed-
nostavno izabrati odredjujuéi niz ns pogodan nalin. Cinjeni-
ca da se resenje linesrne SDJ moZe izraziti, kso u teoremi
2.6., pomo¢u Lesbegueovih i Itoovih integrals, navodl nas

na ideju ds naprsvimo izvesnu linearizaciju funkcijs s(t,x)

i b(t,x) po argumentu x, tako da SDJ (3.4) postanu obliks
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dxn+1(t) = [An(t) + Bn(t)xﬁ+l(t)]dt +

+ [og() + Do), ()] aw(e), X, 5(0)= W, n-1,2,...

Neki posebni Z-algoritmi

Ovde Ce biti opissni neki tipovi linesrizacije SDJ
(%.3), snalogno tipovima linearizacije obicnih diferenci-
jalnih Jjednadina prvog reds. Nazjjednostavniji vid aprowx—
simiranja reSenjs SDJ (%.3) reSenjims linearnih SDJ, dat

je sledeCom teoremon,

Teorema 3.2, Ako funkecije a(t,x) i b(t,x) zsdovoljava-
ju uslove (%.1) i (3.2) i ako su.*£d%(t), n=1,2,¢04 } i
{f}n(t), n=1,2,...}r nizovi uniformno ogranidenih neprekid-

nih funkcijs nsa [o,T], tada Je niz psasrova funkeijs

(3.14) {Ca, (£,%),b_(t,x)), n=1,2,.0. } =
= (e () (x = X (£) + a(t,X (8D,

BL(E)(x = X_(£))+ b(£,X, (£)), n=1,2,...]

odredjujuéi niz Z-slgoritma za SDJ (3.3).

Dokaz. FPosto zbog uniformne ogrsnilenosti nizova funk-

cija {d (£), n=1,2,...} i {/3.(%), n=1,2,...}'_ , telo,T],

vazi

B ERCEO I NCN 51 éts&u[E,T]loln(t)l-lx -yl =1lx - 5],
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|b_(t,x) - b, (£,5)] étse%g,ﬂmnml' % -3l = Tlx - vl

n=1,2,---1

onda je uniformni Lipschitzov uslov (3.1) ispunjen sa kon-

stantom L = max{Ll,Lg} . Uslov (3.13) takodje vaZi, Jer je

a(t,X (%)) - a (£,X (%)) = b(t,X (£)) - b (£,X (%)) =0,

N=1,2,00e0
Uslov ogranidenog rasta funkcija an(t,x) i bn(t,x),
n=1,2,..., nije ispunjen skoro izvesno, tako da se teorems
3,1, ne moZe direktno primeniti. Zato &emo napraviti sle-
dedu konstrukciju. Zs proizvoljsn pozitivan broj M i proiz-
voljan sludajni proces (Xl(t),taa[o,T]) saglasan sa famili-
jom ( ¥.,t<[0,T]), neks je

7M _

{ inf {s : |X,(s)|>M}
1

T ako Jje lxl(s)lé;m za gsvako s «[o,T]

vieme Markove u odnosu ns familiju ( ¥.,t €[0,T]). Oznadimo

S8

X.(t) ako je |X,(%t)| <M
x’fs&b{ 1 1(®)

MsgnX,(t) ako je |X,(t)] > M

'aT =d,1(t)-(x - x’f(t)) + 8(t,X,(%)),

M
o

= {51(1:) (x - Xl;f(t)) + b(tixg_‘[(t))u

Sads je na intervalu [o,%TJ uslov (3.2) ispunjen sko-
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ro izvesno, Jer je
(a¥(t,x0)% < 242() - (x - B(£))2 + 20°(5,X)(¥)) <

< ll-L%:\':2 + f-l-L%Me + 21'.:2(1 + Me) = 33(1 + Xz)s

1
za bT(t,x), p3 postojli resSenje SDJ

gde Je L5 = max{:4L§, 4L2M2 + 2L2(1 + Me)}-. Anzlogno vazi

t t
Xy(8) = M +) afl(s,Xy(s))as + ) BiCs,Xy(s))au(s)

za ¢t r-:—[o,%"];_l] . Neka Jje

M inf{s : 132(5)17'\4}
-4
T sko je \xe(s)\éfﬂ z3 SvVako SGE[O,gT] .

Qdredimo Xg(t), ag(t,x) i bg(t,x) na isti nadin kao
X?(t), a?(t;x);ﬁbT(t,x) i nastavimo ovaj postupak dslje.
Za fiksiranu vrednost t, t & [0,T], moZe se odrediti'dovoljno
veliko M, tako ds jJje ‘Gﬂfzrt skoro izvesno za svako n=1,2,¢.e
Kako je femilijs (_?;,t cfo,T1) generisana Wienerovim pro-

cesom W neprekidna, to po lemi l.l. sledi da Je & .

-

%M = inf %'2 , vreme Markova,., Sada su na intervslu [o, M ]
ispunjzni uslovi teoreme 3.l., pa niz aproksimaci]js
{(Xg(t),t e (o, %‘M]},n=1,2,.;. } konvergirs skoro izvesno
ka reSenju (X(t),t e [o, ¢™1) spa (%.3) kad n — o= , Ns

tom intervalu je

8l (£,X (£)) = 8 (£,X (+)),




..3 5_.
bl X0(6)) = b (4,X,(£3), n=1,2,.0s,

pa po teoremi o lokalnoj jedinstvenosti reSenja ( teorems

2.4, ) sledi da Je Xi(t) X _(t) skoro izvesno za tee[o,%mj.

Kako po teoremi 2.5. ‘GH-+T skoro izvesno kad M-— ==, to
niz sludajnih procesa {:(Xn(t),tee[o,T]), n=1,2,...} kon-
vergira skoro izvesno redenju (x(t),t elo0,T]) SDJ (3.3)

kad n"'_'* e B

QED

Posebno, sko je of,(t) =p_(t) =o 2za svako n=1,2,.. 0203
se Z-glgoritam iz teoreme 3%.2. svodi na stsndardnu Picard-
Lindelofovu metodu sukcesivnih aproksimacija.

Napomenimq da zbog neprekidnosti nizova funkcija
'{atn(t), n=1,2,...} i {jﬁn(t), n=1,2,...} sledi da su
parovi sludajnih funkecijs (an(t,x),bn(t,x)), N=1l,2,00., iz
(3,14) predsksazljivi slulajni procesi, ps se iz (2.4) moZe

dobiti (n+l)-aproksimacijz reSenja u obliku
+
X1 () = 08 {n+ ) 07 () als,x, (D) - dp (80X, (8) +
+ B_(s)( b(s,X (8)) -3 ()X (s) d]ds +

t
+ 30718 - bls,X,(8)) = A ()X (s) D] au(s) }, ¢ < [o,T],

gde Je

£ 2 t |
o1 o o= 8 (s - %Ifl)as - S A (s)au(s), telo,1].
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Primedba 3.2, Teorema %.2. se u istom obliku moze
iskazati i kada se nizovi uvniformno ogranicdenih neprekidnih
funkcije {ol (), n=1,2,...} i {3.(%), n=1,2,...}, telo,T],
zamene nizovims uniformno ogranicenih predskezljivih sludaj-
nih procesa {(dn(t,&o,tEEEO,T]), n=1,2,...}' 1 {jﬁn(tgwﬁ,

t €{0,7]), n=1,2,...] ..Tade je zs odredjujuéi niz {(a_(t,x),
bn(t,x)), n=l,2,..._} uniformni Lipschitzov uslov ispunjen
skoro izvesno, 38 za uslov ogranicenog rssta vazZe isti zak-
1juéei kao u dokazu teoreme 3.2. .

Sada ¢emo napraviti jos jedsn primer Z-algoritma drZeéi
se 1deje 1z rada [Zuber, 1966]. Naime, u ovom radu Je poke-
zano da éaplyginove metode secice 1 tangensta Jjesu Z-algo-
ritmi za priblizZno resavanje obhiénih diferencijslnih jedna-~
ine prvog reda. Osnovna idejs ovih metoda bazira se na te-
oremi o diferencijslnoj nejednakosti, kojom je odredjen po-
loZaj neke krive v = v(x), v(x,) = y,, u odnosu na integral-
nu krivu y = y(x), kojs je reSenje diferencijalne jedrnadine
y = £f(x,7), y(x5) = 7, .

Teorems ésplygine o) diferencijalnﬁj nejednakosti: Ako
neprekidna funkcijs f(x,y) ispunjasva Lipschitzov uslov u

oblasti definissnosti i ako je na intervalu {x,,x,+h] zado-

voljens diferencijélna nejednakostdgg;— f(x,v(x)) >0, odno-
sSNo :%E-- £(x,v(x)) <o, tade se kriva y = v(x), v(x,) '=7,,

nalazi iznad, odnosno ispod integralne krive y/_f(x,v),7(xs)=Y «
Iz ove teoreme nije tesko zakljuditi ds ako neprekidne

funkecije fl(x,y) i f2(x,y) ispunjavaju Lipschitzov uslov na

nekom podskupu D iz oblasti definissnosti, tada iz £,(x,5) <

e < f5(x,y) 28 (x,5) D, sledi ds zs reZenje diferencijslnih
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jednadine u’'= fl(x,u), u(x,) =5,, 1 v’'= fg(x,v), v(x,) =
-yo, vasi u(x)<v(x) za svako xe[xX,,X,+ h]. Polazedi od
pars funkcija (un(x),vn(x)) za koje Je un(x)s;y(x)sgvn(x)
za svako xe [X_,X,+ h] 1 od pretpostavke da je parcijalni
izvod f;} istog znaka u D, na primer f;Q:zé, moze se 1z
geometrijskog tumalenjs sedice i tangente krive z = f(x,y)

za fiksirano x, zakljucditi da jJe

Ll(y)azf(x,y)¢:L2(x,y),

gde je
f(x,vn) - f(x,un)

Vn T Yn

‘(Y - un) + f(xsun)s

1

L2(y) f;(x,un)-(y - un) + f(x,un).

Dakle, za svako x € [X,,X.+ h] vaii un+]§x)c:y-(x)¢vn+l(x),

gde su un+l(x) i v (%) reSenjs diferencijslnih jednadina

f

un+1

= I'l(u‘n-t-l)’ un+l(xﬂ) = Jo o v1;+1 B L2(vh+l); Vni1(¥e)= o
KoriZéenjem teoreme Csplygina o diferencijalnoj nejedna-
kosti, moZe se pokazati da se u iterativnon postupku niz
-[un(x), n=1,2,...}- pribliZava redenju y(x) odozdo, 3 niz
-fvh(x), n=l,2,...} odozgo, i da je (un+1(x),vn+l(x)) <
(un(x),vn(x)) 28 svako X ¢ [X,,X.+ h]. Luzin je dokazso ds
se razliks 5ﬁ(x)-= v, (x) - un(x) moZe oceniti uniformnom
ocenom 6n(x)‘f--2%ﬁ‘, gde je M odgovarajuéa konstanta. Veli-
ks brzins konvergencije aproksimirazjuéih nizovs ks resenju

polazne jednacine daje teorijski prednost Caplyginovim meto-

ddmg nad drugim anelitickim metodama. U knjizi [fLuzin, 1960]




detaljno je izloZena ovs materija i tu se vidi sva slozenost
dokazivanjas prethodno iznetih ¢injenica.

U radu [Zuber, 1966.] pokazuje se da su Caplyginove
metode selica i tangenatsz samo specijalni slucsjevi Z-algo-
ritma, tako da se mnogi dokazl iz [:Luzin, 1960;] mogu bitno
skratiti. Medjutim, razlike 0_(x) = v (%) - u (%), xeX, %+ b_,
je ocenjena nmnogo grublje.

Sve ovo nas navodil na ideju ds bi se mogso napraviti
analogsn Z-azlgoritam za priblizno reéavanje'sluéajnih di-
ferencijalnih jednacina Itoa. U osnovi tog algoritma morale
bi biti neke teoreme o slufajnim diferencijalnim nejednakos-
tima. Niz takvih teorems za posebne oblike realnih funkcijs
a(t,x) i b(t,x) nalaze se , na primer u radovims | Klepcyna,
1985.] i [Ladde, Lakshmikantham, 1980.]. Kako u iterativ-
nom postupku koeficijenti SDJ (3.4) zavise od prethodnog
reSenja, oni su, prema tome, slucdajne funkcije. U radu [Bar—“
low, Perkins, 1984.] razmstrane su neke teoreme uporedji-
vanja strogih reSenjs za slufajne diferencijalne jednacine

tips

£ ¢
(2.15) X(t) = X(o) +§ f(s,w,X(s))aA(s) +§ g(s,w,X(s))aAW(s),

gde Jje W = (Wt, ?%), t ¢ [0,2°), Wienerov proces, a A = (At, ;%),
t € (0,99, neprekidsn rastuéi proces. Sludajne funkcije £ i g,
definigsne na R x @2 xR sas vrednostims u R i merljive u odnosu
ns proizvod 6&-slgebri 2® F® B, takve su da postoje slu-
ajni integrseli iz jednadine (3.15). Pod odredjenim uslovima

.. z8 ove sludajne funkcije, opStijim od uniformnog Lipschitz-




_59-

ovog uslova i uslova ogrsnidenog rasta, pozivajuéi se na
radove [ Yamada, Watanabe, 1971.], dokazans je u | Barlow,
Perkins, 1984.] teorema egzistencije i jedinstvenosti re-
Senja jednadine (3.15) i jedna teorema uporedjivsnja strogih
re3enja dveju slulajnih diferencijalnih jednadina tipa (3.15).
Mi éem&ﬁévde prilsgoditi nssim potrebams, prems uslovima

koje ispunjavaju funkcije a(t,x) i b(t,x) iz SDJ (3.3).

Teorema %.3. DNeka Je X(o) f—merljiva slu¢ajna pro-
menljiva, neks slulajne funkcije fl(t,uhx), fg(t,m,x) i
e(t,w,x) ispunjavaju uslov  (3.1) skoro izvesno

i neka je za svako t €{o0,T] i svako xeR

fl(t,w,x)-i fg(t,w,x) skoro izvesno.

Ako su sludajni procesi (Xi(t),teé[o,T]), i=1,2, rese-

nja SDJ

ax, (t) = £, (t,X;(%))ds + . g(t X, (£))aw(t) ,

—

Xi(O) - XCO)Q. i=l,2,
onds je za svako t e [o0,T] Xl(t) 5;X2(t) skoro izvesno.

Kapomenimo da se sve teoreme uporedjivanjs iz prethodno
navedenih radova, ps i teorems 3.%., odnose na parove slu=-
dajnih diferencijslnih jednadina u kojims su Itoovi integrali
isti. Zbog toga éemo napraviti Z-slgoritme za reSavanje SDJ
(3.%3), sproksimirajuéi samo funkciju a(t,x) linearnim funk-

cijeme po x. Dakle, jedns&ini (3.3) pridruZiéemo nizove SDJ

ay_ () = uw (£,¥ ,(t))at + vlt,¥  ,(£))aw(s)
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az, () = v (£,2, 1 (£))dt + b(E,Z,,(t))au(t),

Y (o) = Zn+1(o) =T, , Dn=1,2,...,

n+l
tako da nizovi funkcijs {un(t,x), n=1,2,...} i ~£vn(t,x),
n=1,2,...} budu odredjujuéi nizovi Z-slgoritme SDJ (3.3),
~ analogni odredjujuéim nizovima za éaplyginove metode secica

i tangenata kod obilnih diferencijelnih jednadina.

Peorema 3.4. Ako je funkcijs a(t,x) dva puta diferen-
cijabilna po X, a:{(t,x) IE NGPREKIONA po o8& PROMENLIvE | ogranl—
Zena na [0,T]XR, a agx(t,x) ne menja znak na [o,T]J<R, i
sko funkcije a(t,x) i b(t,x) ispunjavaju uslove (3.1) i (32),

onda su nizovi sludésjnih funkeija

{un(t,x), n=1,2,.}..} =

{al (£,Y_(£))-(x - Y (£)) + a(t,Y, (), n=1,2,..1}

{v(t,x), n=l,2,e.0 } =

({a(t,zn(t)) - 8(t,Y (%))

(x - ¥ (%)) t,Y_ (%)),
2 (£) - ¥ (%) T r 25 ate))

= { | za Zn(t)# Yn(t) skoro izvesno, n=1,2,...}

{m(®), 28 2,(8) = Y(8)  skoro izvesno, N=l,2,.e.)

odredjujuéi nizovi Z-algoritma za SDJ (3.3).
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Dokaz. Pre svega, uslov (%3.13) je ispunjen, Jjer Jje

(3.16) a(t,¥ (%)) - un(t,Yn(t)) | a(t,2_(t)) - v (£,2,(t)) = o

z5 svako n=1,2,... . DokasZimo de nizovi slucajnih funkecijs
1[un(t,x), n=1,2,...} i {vn(t,x), n=l,2,...} zadovoljs-
vaju uniformni Lipschitzov uslov. Zaista, za svako teafo,T]

i x,yeR vazi
lup(6,x) = w (e, )] e Jag(e, 7 (8] e - 3l <

| / |
< Ssup a (t,Y (t))[- x - vl < K|x - Ty N=1l,y2,c0e
te&hT]lx n l T , 7 ’

gde Je K = =map la&(t,x)
t,x

iz Lipschitzovog uslove za funkciju a(t,x) sledi

a(t,2_(£)) - a(t,¥ ()

t,x) - v_ (%, = X =TS
|vn( X) = Vv, )| | 2 (%) - T.(0) !X v
LIz (%) - ¥T_(t
l n( ) n ) ,lx_y, - L'i&-y‘, N=l,24ece o
|2, (%) - T (%)

Poi3to uslov ogrsnidenog rasta sludajnih funkcija un(t,x)
i vn(t,x) nije ispunjen skoro izvesno, postupilemo kao u do-
kazu teoreme 3.2. . Izaberimo par realnih funkcija u,(t,x)

i v (t,x), tako da postoje jedinstvena resenja SDJ

aY, (£) = uo(t,%) (6D b(t,Y,(£))aw(e), T,(0) =7,




D=

az,(t) = v, (£,2,(t))at + v(t,2,(£))aw(e), 2,(0) = 7,

i da je zsa svako (t,x)ea[o,T]><R ispunjen uslov
u(t,x) < alt,x) <v,(t,x) .
Po teoremi %.3., sledi ds za resenjs ovih 3DJ vazi
Yl(t) < X(t) < Zl(t) skoro izvesno

za svako t e [0,T].
Ako je Y,(t) = Z,(t) skoro izvesno za svako t < [o0,T],

"~ izaberimo proizvoljsn pozitiven broj M, tako da su

M _{ int{t : [¥;(£)]>u]
1 — .

T ako Jje |Y1(t)'£LM za SV8ko tc;[o,T],
M
1

Vv

-
g

{ inf{t : |2,(8)]>M}

T ako je 'Zl(t)lﬂm za svseko te [o,T],

vremena Markova u odnosu na familiju ( ?;,tsa[b,T]); Tada
je ‘6? = inf{:6¥,'9¥]- vreme Markova u odnosu na istu fami-
liju. Oznacimo sa

I?(t) =<r Yl(t) ako je lyl(t)ld:M

\ MsgnYl(t) ako je lYl(t)létM
u?(t,x) = a%(t,Y?(t))-(x - Y?(t)) + a(t,Y¥(t)),

i analogno za Z?(t) i ?¥(t;3)- Sada je na intervalu [°:€¥J




-4

uslov (3.2) ispunjen skoro izvesno, pa postoje resSenja SDJ

w (£, Y,(£))at + b(e,T(e))aw(e), ¥,(0) =7,

ay, (t)
a7,(t) = vi(t,2,(8))at + b(t,2,(£))aw(e), Z,(e) =T .

Kako je za svako (t,x)e [0,7] xR funkecija a;x(t,x)
istog znaks, na primer a;x(t,x):ao, to iz geometrijske
interpretacije sedice i tangente krive z = a(t,x) zs fik-

sirano t, e[ﬁ,‘??}, dobijsmo

a! (£,75(£)) (x = Y3(8)) + a(t,7(1)) < a(t,x)<

M M |
t,2,(t)) = a(t,¥, (%))
a(t,2,(6)) = oCe, 15 (8)) 28)) + alt,ThE))

M M
Zl(t) - Yl(t) . SKORO RVESVO ,

<

to jest,

urf(t,x) < a(t,x) < V!f(t,x). SHORO 1ZVESHO,

Po teoremi 3.3. sledi ds zs svsko t elo, 53] veZi
T(t) < X(¥) < 2,(t)  skoro izvesno.

Pretpostavimo dalje da za sludsjne procese Y _(t) i Zn(t)
vazi Yn(t) < X(t) %Zn(t) skoro izvesno za svako t & [o, @E_l] .

Neks su GE i 'Uﬁ vremena Markova odredjena sa

M { inf {t : [Y (£)] >m}
n

T ako je (Yn(t)lg;M za svako t e[o0,T] ,




a Crinf{t : |z ()| >M}
Vp = f

\

T sko je |Z_(t)|<M za sveko t efo,T],

i

. . . - M
i neka jJe %’ﬁ inf{ 6?1, Vg}. Ako su Yﬂ(t), un(t,x), Zﬁ(t)

i vg(t,x) definisani na isti nadin ksao Y?(t) i u?(t,x),
tads na intervalu [o,‘ggj] postoje jedinstvena resenja Yn+1(t)

i Zn+1(t) odgovarajucih SDJ zs koje vazi

(£) < ¥(t) < Z_ (%) skoro izvesno.

n+1 n+1l

Dakle, zsa proizvoljno t©, téi[o,T], moze se izabrati do-
voljno veliko M, tako da je ‘GM > t skoro izvesno za svako

n=l,2,... « AKO je ‘GM = 1nf‘€ tada su ns intervalu [o,‘GM]
n ,

ispunjeni svi uslovi teoreme 5.l. , P2 su nizovi {uﬁ(t,x),

71 ?

n=1,2,...} i {VM(t x), n=1,2,...} odredjujuéi nizovi

Z—-algoritma. Primenom teoreme O lokalnoa jedinstvenosti re-
sxﬂﬂa (2L ESOO

tenja ( teorema 2.4. ) i teoreme .5 po kojoj g™ 2 D kad

M—» e, zakljudujemo da nizovi sludajnih procesa {(T (%),

tE[O,T]), n=l,2,--._} i {(Zn(t)gté [O,T}), n=1,2,---}

skoro izvesno konvergiraju reSenju (X(t),t € [0,T]) SDJ (3.3)

kad n— = . Ovim je teorema dokazans.

QED

Iz dokaza se vidi ds niz sluc¢ajnih process {(Yn(t),
t e [o0,T]), n=l,2,....} konvergira skoro izvesno resSenju
(X(t),t € {0,T]) 0dozdo, a niz {(Zn(t), te [0,T]), n=l,2,...}

odozgo. Ne moZe se dokszati da su ovi nizovi obavezno mono-

'foni, jer u teoriji SDJ ne vaZi teorems anslogna teoremi
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Eaplygina o diferencijalnoj nejednakosti za obicne dife-
rencijalne jednadine. Naime, ako je (X(t),t e[o0,T]) redenje
SDJ

ax(t) = £(£,X(t))at + glt,x(£))au(s), X(o) =171, ,

i ako je (¥(t),te [0,T]) sludajni proces zs koji Je
aY(t) < £(t,Y(t))at + g(t,Y(t))aw(t) skoro izvesno,

ne sledi da je za svako t, t €lo,T], Y(t) < X(t) skoro iz-
vesno. Drugim redima, teorema 3.3. daje samo dovoljne uslo~
ve za uporedjivanje resenja. Detaljniji komentsr o ovome
moZe se nali u [Ladde, Lakshmikanthanm, 1980.].

Ako je funkcijs b(t,x) linearna p6 x, teorema 3.4. daje
moguénost aproksimacije reSenja SDJ resenjims dveju linear-
nih SDJ. Po3to se traZeno resSenje skoro izvesno nslazi 1z-
medju ova dva resenja, bilo bi pogodno oceniti na neki na-
din razliku Zn(t) - Y (t). Keko se Luzinova ocens razlike
un(x)-'vn(x) za obidne diferencijalne jednacline bazira'na.
Caplyginovoj teoremi & diferencijslnoj nejednakosti, to
razliku 2_(t) - Y (t) ne moZemo oceniti kopirajué¢i Luzinovu
ocenu. Jedna srednje kvadratna ocens se moZe dobiti iz doka-

za teoreme %3.l. . Iz (3.6) i (3.16) sledi da Je &

O
n ?

n=1,2,..., p3 se (3.9), odnosno (3.11),svodi na

-2 -1
E{ sup |X(t) - Y (11,)|2} < cl_@ﬂi + 02(__2@_?.2___
telo,T] o (n-2)! (n-1)!

Y




PoSto iste ocena vazi i zs E{ sup JX(t) - ant)lg},
te[o,T] 1
sledi ds Je

> 247272 24m)"2
E{ sup 2, ,1(8) = ¥ (8)]<} azacl—g;l:z)!L- +2-2c2§E*3LT .

Napomenimo da Z-algoritem opissn odredjujucim nizom
{vn(t,x), n=1,2,...} , to jest, iterativnom metodom tetiva,
nije samostzlan, vel je vezan za resenja dobijens pomnocéu ad-
redjujuéeg nizs '{un(t,x), n=1,2,...}-. Z~algoritam opisan
odredjujuéim nizom {u (t,x), n=l,2,... }, to jest, itera-
tivnom metodom tangenata, snalogan Jje metodi Newton-Kanto-
rovida za pribliZno snslitidko reSavanje obicénih diferenci-
jelnih jednadins prvoga reda. U tom slulaju nije neophodno
da parcijalni izvod a;x(t,x) bude istog znska na [o0,T] xR,
pa se redenja (Yn(t),tee[o,T]), n=1,2,..s, ne nalaze skoro
jzvesno ispod, odnosno iznad traZenog resenja .

Ovde su izloZeni jednostavni primeri Z-slgoritama formi-
rasnih na osnovu klasidnih i istorijski znadajnih snalitidkih
metoda za pribliZno reSavanje obiénih diferencijalnih jedna-
dima prvog reda. Interesantno bi bilo pronaéi neke druge,
ne klssidne, Z-slgoritme, tsko da funkcije & (t,x) i bn(t,x),
n=1,2,.es, budu linesrne po x i de jednsiine (3.5) budu
efektivno resdive. Nsravno, efektivns reSivost SDJ je veoma
strog zahtev, ps formiranje ovakvih Z-algoritama ostaje ot-
voren problem. I

Sva razmatranjs iz ovog poglavljs mogu se bez teskocla
preneti na vektorske SDJ, s tim Sto moduo trebs zameniti odgo-

varsjuéom normom. U slededum poglavljima biée reli o Z-algo-
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ritmims za neke druge tipove siuéajnih diferencijalnih i
integrodiferencijelnih jednadina. Takodje se moZe razmis-
1ja2ti o formiranju Z-algoritama za pribliZno angliticko
refavanje nekih sludajnih diferencijslnih jednaclina po mar-

tingalima i martingsalnim merama.
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4. GRANICNE TEOREME ZA NEKE TIPOVE SLUCAJNIH
INTEGRODIFERENCIJALNIH JEDNACINA ITOA - SKORQO IZVESNA
KONVERGENCIJA

Sludajns integrodiferencijalna jednaldina Itos

U ovom delu razmatrane su neke granicne teoreme o skoro
izvesnoj gonvergenciji niza strogih resSenja posebnih tipova
sludajnih integrodiferencijslnih jednadina Itoa, koje cemo
kraée oznadavati sa SIDJ. Dati su dovoljni uslovi za ovu -
kdnvergenciju, a idejaz za postavlijanje tih uslova potekla
je od teoreme 3.l. . U klasiénoj teoriji SDJ i SIDJ uglavnom
su razmatrane granicéne teoreme koje se odnoée na konvergen-
ciju u verovatnocli, ili na srednje kvadratnu konvergenclju.
Konstrukcijs Z-slgoritma iz teoreme 3.l. ukazuje na formu
bliskosti odgovarajuéih funkecija iz nizs posmatrsnih SIDJ
koja dozvoljsva skoro izvesnu konvergenciju. Svi sludajni
procesi i sludajne promenljive biée definisani na kﬁmpletnom
prostoru verovatnocda GQ,?ZP), na kome m-dimenzioni Wieﬁerov
proces W = (W(t), te [0,T]), T = const >0, generiSe neopsa-
dajuéu familiju ( :,(ft,t € {[0,T]), ©&=-podalgebri 6&-algebre 5?.

Posmatrajmo SIDJ tipa

t 5
X(t) = £(t) + j[a(s,X(s)) +é§b(s,ﬁ,X(u))du +
S + S
(471) o+ gc(s,u,X(u))dW(u)_]ds +§[A(S,X(s)) +£B(s,u,X(u))du +

S
+6fc(3,u,xcu))aW(u)]dw(s) :
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gde je X = (X(t),t €(o0,T]) d-dimenzioni sludajni proces,
£f = (£(%t), te [0,T]) d-dimenzioni sludajni proces saglasan

sa familijom (.?n,tez[o,m]), a neslucajne funkecije

d d

a: [0,0]xRE—RY, A : [0,7]xR%*— RY@ERE,

(4.2) b : JxR* —gd, B : J xR*—ri@RD,

*9
L ] ]

¢ : IxRELRY®RE, ¢ : JxRYR%®RY®RD,

gde Jje J = {(t,s) : (t,s)€lo0,T) x [0,T], s:—:;.t}, su merlji-
ve u odnosu na ©-polja svojih domena.
Napomenimo da ¢emo, kao i ranije, norme u razliditim

.

Ovaj tip SIDJ proudavan je u doktorskoj disertaciji M.

prostorima oznadavati na isti nadin sa

Bergera [Berger, 1977.]. U njoj su, pored ostalog, dati
dovoljni uslovi egzistencije sluéajnih integrala iz jedna-
ine (4.1), definissno je strogo reSenje, dokazana teoremas
egzistencije i jedinstvenosti resenja i data je granicna
teorems za srednje kvsdratnu konvergenciju. Ovde ¢e biti
navedene samo definicijs strogog reSenja i teorema egzisten-
cije i jedinstvenosti resenjs,
Definicijes 4.1, Sluajni proces X = (X(t), t e [o,?])
je strogo redenje ( krade "reSenje" ) SIDJ (4.1), ako :
- Je saglassn sa familijon (.?;,tea[o,T]);
-~ gg-merljivi sludajni procesi 3a(t) = a(t,X(%t)), A(L) =
= 2(t,X(t)), B(t,s) = blt,s,X(s)), B(t,s) = B(t,s,X(s)),
¢(t,s) = c(t,s,X(s8)) i C(t,s) = C(%,s,X(=)), (t,8)ed,

" su takvi da su slededi integrali skoro izvesno konadni :
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T T Tt
| g’l’é(t)”dt, éux(t)u%t, ;g}ﬁ:(t,s)ndsdt,

T T+ T +
§§,l§(t,s)||2dsdt, ;.,S,‘.j} 13(t,8)]|%asat, §§ 15¢t,s))Pasats

- Jjednadins (4.1) je zadovoljena skoro izvesno za svako

t e {0,T].

Teorema 4,1. ( Teorema egzistencije i jedinstvenosti
resenja ) Ako postoji konstanta K >o, tako da su za svako
(t,s)ed i x,ye;Rd' ispunjeni uniformni Lipschitzov uslov

"a(t,x) - 3(tsy)”4'”b(tvssx) - b(tisiy)” +
”c(t,s,x) - c(t,s,7)1 + llalt,x) --A(t,y)” +
(4.3)
-- IBCt,s,%) - B(t,s,7ll + lo(t,s,x) - Clt,s,7 <

< Kl|x ~ v

i uélov ogranicenog rasta
”a(t,x)”2 + ”b(ttsQX)”e + ”G(taSgX)ug +

+ "A(tsx)ne + "B(tasix)ug + nﬁ(tssﬁx)”2=éﬁK2(l + qua),

i ako je SlEp T]E{"f(t)||2} < o= ., tadg postoji resenje
telo,

X = (X(%), te [0,T]) SIDJ (4.1), tsko da je X - £ skoro .

izvesno neprekidan sludajni proces. Ako.je Y = (Y(t), tefo,T])

neko drugo reSenje SIDJ (4.l1), tada je

P{ sup Tﬂlx(t) - (&) }0} = O.
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Granicne teoreme

Neka je dat niz SIDJ tips (4.1)

t S
X (6) = £.() + | [a,(s,X(8)) + Jb (5,u,% (u))du +
0 0 |

(&4.5)

B (s,u,X (u))du + § Cn(s,u,}{n(u))dw(u)_] aw(s),

n=1,2’--., t EEO’T],

Osnovni problem je pronaéi dovoljne uslove pod kojima
niz resenja {?Xh, N=l,2,000 } = -{(Xh(t), th[o,T]), n=l,2,...}
(x(t), telo,T])

- 8IDJ (4.1) Xx2d n —» o=, U tom smislu, slucajni procesi fn’

SIDJI (4.5) skoro izvesno konvergira resSenju X

n=1,2,..., i funkeije a_, b,y Cp, An, B, 1 Cpy N=1,2,0.0,
moraju na neki naéin biti bliski slucajnom procesu f i funk-
cijsma a, b, ¢, A, B 1 C respektivno. Ova bliskost Je iska-

zana sledec¢im uslovima ¢

2 .
(4.6) % E tséué,ﬂ”f(t) - £ (D)]|F} < ==}
E sSUp {fa(t x) - a_(t,x)|[*ot,s,x) - b (t,8,3) +
n=1 (t,s,x)ef]
(3.7) + lleCt,s,x) - cn(t,s,x)“ + HA(t,x)__ An(t,x)” +

- HB(t,s,x) - Bn(t,s,x)” + "C(t,s,x) - Gn(t,s,x)”}éﬁﬂ,
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gde je ﬂ={(t,s,x) : (t,8)ed, xeRd}.

Uslov (4.7) je snaslogan uslovu (3.5) iz teoreme 3.l. .

Teorema 4.,2. Ako slucajni procesi f 1 fn’ N=l,29e¢0,

b A, B, C

i funkcije 8, b, ¢, &4, B, C 1 = n?

n? n? cn’ n? “n?

n=1,2,..., ispunjavaju uslove teoreme egzistencije i jedin-
stvenosti resSenja ( teorema 4.1..) i uslove (4.6) i (4.7),
onda niz resenja {:Xn, n=1,2,...} SIDJ (4.5) konvergirs
skoro izvesno, uniformno po t, te-[o,T], resenju X SIDJ

(4‘.1) kad Il —3 oo

Dokaz. Oznadimo sa

(4.8 | 5ﬁ ) E{;zﬁg Tuf(t) -t (t)”2} y B=ly25000,
i sa
En = E{( 5%, [lla(s,x (s)) - a_(s,X (s)f? +

+ ot,8,% (s))-b_(t,5,% (s)]% + [le(t,8,%,(8)) -

(4.9)
- <:~.n(*c:,.s,Jﬁ(n(.a))”2 + ”A(S,Kn(s)) -An(s,xn(s))ng +

+ 1BCt,s,%_(8)) = B_(t,8,X (a1 + [loCt,5,%,(s)) -
- ¢_(t,8,X (sDI2]} n=l,2,.00
Sada treba odrediti neku majorantu zsa E{"X(t) - Xn(t)ng}.

Ako oduzmemo jednadine (4.1) i (4.5) i grupiSemo odgovaras

juée podintegralne funkcije, dobijamo zbir od Sest sludaj-
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nih integrsla razluditog tipa. Oceniemo samo dva od ovih
integrels, a ostalli se ocenjuju slicno.
Iz osobine (iv) teoreme 2.2., Cauchy~Schwartzove nejed-
nakosti, Lipschitzovog uslova (4.3) i iz (4.9), dobija se
+ S
e{§ [BCs,u,xC0)) - B_(s,u,% (u))]auan(s)]? } -
00
+
SE{” S[B(s u,X(u)) - B _(s,u,X (u))]du ”2de <
£ S
<2 S S SE{“B(S,u,X(u)) - B(s,u,Xn(u))Hg +
o &
IBCs,u,% () - B_(s,u,X ()] }auds <
N n n n

t .
gtz-[&nt + KEJE{ “X(s) - Xn(s)ﬂz} ds] °

Slicno,

ts
E{”gg [C(s,u,X(u)) - Cn(s,u,xn(u))] d‘d(u)d‘d(s)na} =

£ > .
= é-E{” J;[G(s,u,X(u)) - Gn(s,u,}{n(u))] dW(u)“ }26.5 =
t S
- §§E{”C(s,u,2(u)) - ¢ (s,u,X (w)]auds <
£ s t S
<2- jj £ duds + oK J' SE{”X(u) - Xn(u)ueduds =
00 o0 0

t
= £ t° + mzéz{ | x(s) - % (s)][}as.

Iz (4.8) dobijs se ocens
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e {]|x(¢) - x_()]I°} <

g'?gn +QL[E,nT + K2§ E{”X(s) - Xn(s)”‘g}ds .

gde Jje d= 14[%-933 +%—T2 + 2T + 11 « Ako primenimo
Gronwall-Bellmanovu lemu ( lema 2.l1l. ) na zadnju nejedna-

kost, sledi da Je

2
(8.10)  E{[x($) = x (©]°} < (7§, + ole Te SEE

Jednaz majoranta za E! sup x(t) - (t)” dobija se
{te (o, *n }
ocenjivanjem svakog od gruplsanlh sabiraka razlike SIDJ

(#.,1) i (4.5). Pritom se koristi viSe puts osobina (viii)
teoreme 2.l. . Kako se svi ssbirci ocenjuju slidno, ucini-

éemo to za neke od njih. Na primer,

E{ sup MSS[Bcs u,X(u)) = B (s,u,%,(u))]auaw(s) %} <
te[o T]

< 405}:{” 55 [B(s,u,X(w)) - B (s,u,% (u)]aul? }as <
T
<un?[en + R B{ [ x(a) - %,(o)))2 }as] ;
{¥sup
clo,T
-%45 E{ |

t s

5
Jé[c(s,u X(u)) - Cn(s,u,xn(u))] dw(u)dW(s)H }5
S
)|

C(s,u,X(uy}) - Cn(s,u,l{n(u))} d‘d(u)]le}ds <

T
gl&[ﬁn‘ra + 2K2T§E{H X(s) - xn(s)uz}ds] .




-55-
Tako se konadno dobija

E X(t) - X (D%} <
{tselfg,ﬂ' ( Sl

-
<78, + pleg? + BB E(Ix(6) - ()%}t

gde je 3= 14[$-1% 4+ 31° + 5T + 4] . Iz (4.10) i zednje

relacije sledi ocena

2
E{tzu[l,g,T]”X(t) - 0, (0T} < 0y 8y + o8y

gde su cq i Co odgovarajuée konstante. Primenom CebiSevljeve

nejednakosti, za svako £ >0 Je

% P ts&g,TJlX(t) - Xn(t)” > E,} <

4=-==E (e - X (6)]|2) < X - '02?3.
o B s Jxe - 5l IR PR g

O

Iz uslova (4.6) i (4.7) sledi da su redovi 2 55_ i
n=1

;E,n konvergentni, pa po Borel-Cantellijevoj lemi 1
Weierstrassovoj teoremi uniformne konvergencije sledi ds
niz resSenja «{Xn, n=l,2,...}- SIDJ (4.,5) skoro izvesno
konvergira, uniformne po ¥, te [0,T7], reSenju X SIDJ (4.1)

kad n —re=, pa je tako teorema dokazana.
QED

Uslovi teoreme 4.2, mogli bi biti na neki naéin oslab-

ljeﬁi. Sledeéi tradiciju klasidne teorije SDJ, pretpostavi-
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Gemo da za proizvoljsn pozitiven broj M postoji pozitivns
konstanta Ky, tako da za svako (t,s)ed i lixll<M, ||yl <N,
uslov (4.3) vaZi sa tom konstantom. Matematidka oldekivanja

sup ]E{j”fét)ﬂz} , n=1,2,..., iz teoreme 4.1, ne moraju
telo,T]
biti’ograniéena. Pretpostsviéemo jo3 da su uslovi (4.4) i

(4.6) ispunjeni.

Teorema 4.3, Ako slucéajni procesi f i £ N=1l,2,000,

b A B

i funkcije 3, b, ¢, &4, B, C i & 0 C,, n=l,

n?! "n? cn’ n?

2,se04y ispunjavaju prethodno navedene uslove, i1 8ko uslov

(#.7) vazi sa [1'={(t,8) : (t,8)ed, [xl<M, |ylet} ume-
sto [| , tada niz re3enja {:Xn, n=l,2,...} SIDJ (4.5) skoro
izvesno konvergirs, uniformno po t, te [0,T], redenju X SIDJ

(4,1) kad n —> o>,
Dokaz. Zz izabrani broj M>o0, oznacdimo sa

( ako j <M
Yu(x) = x  sko Je x|

. Msgnx ako Je le”;}M 3

£0(t) = Yy (£(8)), eh(t,x) = a (t,%(x)), bi(t,8,%) = b_(t,5,¥(x)),
cil(t,s,x) 2 cn(t,s,wm(x)), Ag(t,x) = An(t,\}’n(x).), Bﬂ(t,s,x) ]
Bn(t,s,%h(X)),-Cg(t,s,x)‘# Cn(t,s,Vh(x)), n=1,2,¢¢¢, 1 3na-

logno z8 £, 3, b, A, B .1 C. Sads su ispunjeni svi uslovi teo-

reme egzistencije 1 jedinstvenosti resenjs SIDJ

t S
Kﬂ(t) = fﬂ(t) +§[3§(5,X§I(s)) +§bg(s,u,xg(u))du +




_57...

S t

S
e Joits,uyitenan(w]as « ) (a(s,x0e)) ng(s,u,i{E(u))du ;

5
+u§Cﬂ(s,u,xg(u))dW(u)]dW(s), n=1,2,+.0., te [0,T],

. . - " . I'I IHI B

pa postoje jedinstvena reSenjs X = (X _(t), te [o,T1),
n=1,2,..., ovih SIDJ, Analogno postoji jedinstvenoc resenje
+M +M = [ . . .
= (X(%), t€ [o,T]) odgovarajuée SIDJ. Ispunjeni su i us-

: : - . S
lovi teoreme 4.2. , P8 nliz resengs %th, n=1,2,...} skoro
izvesno konvergiras, uniformndé po t, te [o,T]), resenju X
kad n — oo ., Iz ovih &injenica déemo dokazati daz niz resenjs
-{Xn, n=l,2,...} skoro izvesno konvergira, uniformno po t,

t € [0,T], reSenju X kad n — oo. Neks su
inf{t : [x.(£)] >}
sH! =‘{ P L, T

T ako Je “XE(t)“&;M z8 sve te:[o,T]?

N inf{ t : ”Xm(t)H:>H
~g§_=.{ { f

T sko je [X(t)] <M zs sve te[o,T],

N=],2,000,
vremena Markova u odnosu ns familiju g~podalzgebri (g%,ts{b,T]).
Tada Je ‘gﬂ = inf{:Gg,‘ﬁ%;} takodje vreme Markova. Za svako
t, te [0,T], moguée je naéi dovoljno veliki broj M >o, tako
da je skoro izvesno ‘Gg >t, n=1,2,...- Posto Jje po lemi 1l.l.
<6M = inf‘EE vreme Markova, to je na 1intervalu [o,%M]

I

M M, 1
£(t) = 1_(%), ag(t,xﬁ(t)) = 8 (£,X_(£)), b (t,s,X(s)) =

= b (,5,,(8)), on(t,8,X0(s)) = o (t,5,%,(s)), Ay(, X (8))=
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= A_(5,X (%)), Bl(t,s,X () = B (%,s,% (s)),

M 1 1
Cn(t,S,Xi(s)) = Gn(t,s,xn(s)), N=l,2,u0e,

i analogno za f, a, b, ¢, A, B i C. Po teoremi o lokalno]
jedinstvenosti reSenjas ( teorema i dokasz nalaze se u
[Berger, l???.} ), na tom intervslu su redenja KE i Kmsko-
ro izvesno Jjednska sa resenjima X, i X respektivno. Dakle,
niz {:Xn, n=l,2,...}' konvergira skoro izvesno, unliformno
po +, téE[o,‘EM], ka resenju X kad n -— o= , U radu [Berger,
1977.] dokazano je da je

l1im P{%'M = T} = l,

Moo
P8 Nlz {an,n=l,2,...} kKonvergirs skoro izvesno, uniformno

po t, te (0,T]), ka reSenju X kad n —> o=,
QED

Primedba 4.1. Teoreme 4.2. 1 #4.%5. mogu se dokazati 1

ako su koeficijenti SIDJ (4.1) i (4.2) sludajne funkecije
merljive u odnosu na 6G-poljs svojih domena. Pored toga,
a(t,x,w), A(t,x,w), an(t,x,m) i An(t,x,m), N=1,2,.¢0e0,
moraju biti g;-metljive za svako x, 3 b(%t,s,x,w),B(t,s,x,w),
c(t,s,x,w), C(t,s,x,w), b (t,8,%,0), Bn(t,s,x,w), c (tys,x,0)
i Cn(t,s,xgu), N=1,2,.s.4 Horaju biti %;-merljive za8 SvVako
(t,x). Uslovi (#.2), (4.3) 1 (4.7) morsju veZiti skoro iz-
vesno.

Napoménimo da se SIDJ (4.1), za posebne vrednosti svojih

koeficijenata, svodi na SDJ (3.3).
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PosSto je SIDJ (4.1) u neku ruku linearna Jjednacina,
moguée je bilo napraviti uopStenje ove jednacline. U radu
[Stojanov, Gaidov, 1981.] razmatrans je nelinearna S1DJd

oblika

(4.11) X(t) = X{o) +

+ S S

¢[s,a(s,X(s)),Sb(s,u,X(u))du,Sd(s,u,K(u))dW(u)]ds +
0 o

.l
0
t S S
)
0

+ \V[s,a(s,xcs)),§B<s,u,x(u>)du,Sc(s,u,x(u>)dw<u)]aw<s>,

gde su funkcije

b :[0,7] xR%x % xr¥ R, - ¥: [o,7] xr¥xr¥xr2RY@R",
merljive u odnosu na 6&-poljs svojih domena. Pretpostavlja
se da svi integrali, Lesbegueovi i Itoovi, postoje 1 da,
pored ranije navedenih uslova za jednadinu (4.1), funkecije
¢ i Y ispunjavaju uniformni Lipschiztov uslov 1 uglov og-
ranidenog rasta, to Jjest, postoji konstsnta K=>o, tako da Je

d d d

za sve t € [0,T] 1 (xl,xg,xa), (xi,xé,x%) c R~ x R% x R™,

”¢(t,xl,x2,x5) -~ ¢(t,xi,xé,x%)“s§K( El—xi”+~ng—xéﬂ+ﬁ[x3-x%”),

“¢(t’xl’x2‘x3)“2 < K51 + “"1”2 * ”Xeng + ”x3”2 ).

Isto se pretpostavlja 1 zs funkciju‘V « Pod ovim uslo-

vima postoji skoro izvesno jedinstveno redenje SIDJ (4.11) .
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Granidna teorems za niz SIDJ tipa (4.11)

+ t
Xn(t) = Xn(o) +§d%§...)ds + §\ﬂ§...)dw(s), N=1,2,0004

mogls bi se iskazati kso teorema 4.2., samo usliov (4.7) treba

prod3iriti sa

™

n=1 (t?;§13{21x5)6ﬂ;{ud)(t,:{l,xg,x5) ) ¢h(t,xl,x2’x5)” +

+ “ W(t,xl,x2,33) - \’I'}n(taxl*:xgax;)” } < O

gde Je ﬂl = {(t,xl,xg,x5) : te¢€lo,T], xl,xg,x55Rd} .
Isto va®i i za teoremu 4.3, . Dokaze ovih teorens Cemo 1Z0S-
taviti, Jjer su slidéni dokazima teofema B,2. 1 4.5, &

7a SIDJ (4.1) i (4.11) moguée je formirsti Z-algoritme
amalogne Z-algoritmu za SDJ (3%.%). Na primer, Z-algoritam

za SIDJ (4.1) je definisan odredjujucim nizom

-{fn(t),an(t,x),bn{t,s?x),cn(t,s,x),An(t,x),Bn(t,s,x),

Cn(t’S,X), Il=l,2,--- } 1

(t,s)ed, xeRd, i Wienerovim procesom W, tako da se (n+l)-

sproksimacijs reSenjs SIDJ (4.1) dobija kso reSenje SIDJ

+ S
Xn+l(t) = fn(t) +§J[an(5‘xu+l(5)) +§bn(s,u,}{n+l(u))du +

S
+§\cn§s,u,xn+l

(s)) +

t
(u) )dW(u)] ds "‘S [Ancs ’Xn+1




e

(w))aw(u))dw(s).

q S
+ an(s,u?Xn+l(u))du + gcn(s,u,}{n_!_l

Svrha dvakve aproksimacije je ds se prakticéno neresivs
SIDJ (4.1) pribliZno redi pomoéu SIDJ Jjednostavnijeg oblika.
NalaZenje konkretnih Z-algoritama koji ovo omogucavaju, mog-
lo bi biti predmet daljih istrazivanjs. Napomenimo dz 74-
algoritam postojl pod pretpostavkama teoreme 4.2. .

Neki specijalni oblici SIDJ (4.11) razmstrani su u ra-
dovims |Stojsnov, Bainov,1973.] i [Stojenov, 1973.] ,
radi formiranja jedne metode usrednjenjs za te S51DJ, ana-
logne metodi usrednjenja za obicne integrodiferencijalne
jednadine izloZene u [Filatov, 1971.]. Metodom usrednjenja
se SIDJ svodi na SDJ tipa (2.1). Ako bi se nekim Z-algorit-
mom ona dalje mogla pribliZno resiti pomolu linearnih SDJ,
posredno bi dobili pribliZno resenje polazne SIDJ. Nije
tedko dobiti stednje kvadratnu ocenu ukupne greske ovakve
aproksimacije, posto je u radu [Stojanov, Ba inov, 1975.]
data srednje kvadrastna ocena greske sproksimacije metodom
usrednjenjae.

Granidne teoreme iz ovog poglavljs mogle bl se iskazati
i za klasu sludajnih diferencijslnih-diferencnih Jjednacdins

oblika
ax(t) = £(t,X($),X(t=oy)dt + g(t,X(t),X(t-o,)aw(t),

t =0, oél =const > o, o(2 = const >o0,

sa poldetnim uslovom X(t) = ¢(t) skorc izvesno, gde je O(t)

. neprekidan u realizaciji slucajni proces definisan naE@axgi,dé%@].
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Ova klssa jednadina razmatrana je u radu [Zhang, Padgett,

1984.}. Umesto Lipschitzovog uslova za funkcije £ i g, kori-

sti se znatno op$tiji uslov, takozvani ograniden sludajni

integralni kontraktor.

ERHTIYY ATTIUNR NN I wanmarsear 3NRR
JA MATERATAYY, Wo/AonAl i ETRRTHNIN 1Y)
BROSANOCTEAA

bpoj: . —

Aatym e
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5., GRANICNE TEOREME ZA SLUCAJNE DIFERENCIJALNE
JEDNACINE PO WIENEROVOM PROCESU I POISSONOVOJ MERI—
SKORO IZVESNA KONVERGENCIJA

U ovom delu razmatraju se granicne teoreme z3 niz slu-
gajnih diferencijalnih jednalins koje, pored Lesbegueovih 1
Itoovih integrala, sadrZe i slucdajne integrale po Polssonovo(
meri. Zbog toga éemo u kratkim crtsma opisati ovaj tip inte—
grala i navesti neke njegove osobine, neophodne za dokaze
graniénih teorema. Kso i ranije, svea razmatranja su ng istom

prostoru verovatnoéa (R2,%,P).

Uvodni pojmovi

Neka je (X(t), t €{o,T]) separsbilan, saglassn sa fami-
lijom ( gf,te;[o,T}), neprekidan u verovatnoli i s nezavis-
nim priradtajima slulajni proces koji uzima vrednosti u Rd.

d koji ne sadrzi koordi-

Oznadimo sa D zatvoren podskup iz R
natni pocéetak, a sa Ebﬁ 5-algebru Borelovih skupova iz D.

Za svako A EfED neka je W(t,A), w(t,4) =vV(lo,t),~),

broj tadska iz intervsla [o,t) za koje je X(t+o) - X(t-o0)€ A.
Mo%e se dokszati (dokaz u [Gihman, Skorohod, 1975.]) da je
V(t,A) Poissonov proces s3a parametrom [(t,A), saglasan sa
familijom ( ?:,t E[Q,T]). Specijalno, ako Je IW(t,A) = trKA),

onds je to homogen, neprekidan u verovatnoéi skokovit slucsj-

"ni proces se nezavisnim prirastajima 1 raspodelom




Gl

K/, K
P{V(t,4) - V(s,4) = K} = QEK&));%E;EQ_ e-rKA)(t-s)’

OﬂsgtﬂT, k=0,l,|ti,

gde Je t.[J(A) = E{W(t,Az}. Za svako te:Eo,T] 1 uzajamno
disjunktne skupove Al, A2""’ Ak iz EBD’ slucajne pro-
menljive ‘ﬁ(t,Al),‘ﬁ(t,Ag),...,‘ﬁ(t,ﬂk) su uzajsmno nezs-

visne. Ako je k=l,2y..., Onda Je

‘th,z:liﬁk) = Z:;fﬁft,ﬂk) skoro izvesno.
K=1 k=1

Iz ovih eosobina sludajnog process V(t,A) formira se na
prostoru ([o,T]de,%EO T"® %d) sludajna Poissonova mera
y —l

VYia,A), gde je o= [t,t+ot) <lo,T] 1 Ae®, Posto je
E{W(A,A) } = |at]-[1(a),

lako se dokazuje da je L 1(A) G-konaéna mera na prostoru

(Rd,fﬁd). Oznadimo sa m(d,A),

n(n,a) = V(a,A) - lat}[lCa),

sludajnu funkciju skupova koja ima osobine E{m(&,ﬂ)} = 0
i E{m(&,A)tm(&,B)} = |atl|-[1(ANB), A,Be%d, i koja se
nazive centrirans Poissonova mera.

Na isti nsdéin kao kod sludajnog integrala I1tos po Wie-
nerovom procesu, pomoéu stepenastih funkcija, uvodi Sé poJjam
sludajnog integrala sludajne funkcije po centrirsnoj Pois-
sonovoj meri. Fsmilijs ( g;,tea[o,T]) je generiséna sa

V{(t,A) u swislu da za3 svako A € j},d, w(leo,t),A) bude ‘;'Ft-
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merljivo i da sludajne promenljive V([t,t+s),A), s>o0,
s+t < T, ne zavise od ?%.

Neka je merljive sluajnes funkcije q(t,u,w), definisa-
na na [o,T]><Rdx@R sa vrednostima u Rd, saglasna sa fami-

lijom ( ?&,tte[b,T]) i takva da je Lesbegueov integral

T
SS‘”q(t,u,w)H2ﬂ(du)dt <. o skoro izvesno.
Oﬁé

Oznadimo klasu ovih funkcijs sa Mg(ﬂ). Ako Je qfaMg(ﬂ)
stepenasta funkcijas, to jest, a(t,u,w) = q(tk,u,w) Z8
te[tk,tk+l), k=0,1,...,0-1, 0=t <t; ... <t =T, tads
je odredjeni sludajni integral ove funkcilje po centrirano]

Poissonovoj meri slucajna promenljiva

T n-1
ygiq(t’u’w)m(dt’du) = ;; qu(tkquUJ)m( [tkstk+l)sdu)-
QR =0

Anslogno definiciji 2.2. , slucajni integral proizvoljne
slucajne funkcije qeaM2(ﬂ) definiSe se kao slucajna pro-

menljiva

u

jcl. q(t,u,w)n(dt,du) ——ef

Q

j

-
lim Sj-qk(t,u,w)m(dt,du) u verovatnoéi,
K= 0 p_d'

gde su qkesmg(ﬂ) stepenaste funkcije, takve da

O ey =

.Lﬂq(t,u,w) - qk(t,ugw)ﬂgﬂ(du)dt-—ao u verovatnodli
R kad k""")"ma
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S1idno, neodredjeni sludajni integral

d

t
X(t) = gﬁg q(s,u,w)n(ds,du)
0

je d-dimenzioni, fft-merljiv, skoro izvesno neprekidan s

desna sludajni proces bez talaks prekida druge vrste. Ako Je

]

E{llq(s,w)|*} K du)ds < =

RfL
onda je :
- Bx()} =0 3
(5.1 - E{Jx)} - ff Equ(s w % Cawdas 3
(5.2) - E{tseug Ix(t)HQ} «;4” E{llals, Wl “Hawas 3

- (Xt, ?%), te [0,T], je martingal.

UopStenje formule Itoa za slucajni diferencijal po Pois-
sonovoj meri neéemo navoditi zbog sloZenosti.
Neka su f(t,x) i G(t,x) realne funkcije definisane i

d sa vrednostima u Rd i RdGQRm respek-

merljive na [o,T] xR
tivno, q(t,x,u) realns funkcija definisana i merljiva ns
[o,T]TKRdX-Rd sa vrednostima u Rd, W = (W), telo,T))
m-dimenzioni Wienerov proces i m(t,A) centrirsna Poissono-

va mers na [o,T]><Rd, nezavisna u odnosu na Wienerov proces

W. Familijs (‘?£,tez[o,T]) generissna je Wienerovim procesom

W i Poissonovom merom m, to jest, ?E =E}{W(s), m(s,A), s-gt},
kompletirana svim dogadjajima P-mere nuls iz J . Neka je Jjos

d-dimenzioni sludsjni proces F = (F(t), t &[o,T]}) saglasan
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sa familijom ( g%,tes[o,T]).

Definicija 5.1. Jednadina oblika

Ot — -

t
X(t) = F(t) + ) £(s,X(s))ds + )G(s,X(s))daW(s) +
Q

(5.3)

T
+ SSdQ(SaX(S),u)m(ds,du), t s 0,71,
SR
o

naziva se uopStens sludajna diferencijalna Jjednsdéinas Itos.
U buduée Cemo 1 ovi Jjednadéinu oznacavati sa SDJ.

Definicijsa 5.2. d-dimenzioni slucajni proces X =

= (X(%),t €{0,T]) je strogo redenje SDJ (5.3), ako

(i) je saglasan sa fsmilijom ( ?ﬁ,té;[o,T]) :
(ii) génmerljivi sludajni procesi f(t,w) = £(t,X(t,W)) ,

G(t,w) = G(£,X(t,w)) i glt,u,w) = q(t,X(t,0);u) su

takvi da su skoro izvesno konaéni integrali

T T T
.ill £(t,w)llat, Cj: GCt,0) 1%t i ff 1aC e, u,0)}|2Mlauw)dt .
0

R%

(iii) SDJ (5.3) je zadovoljena skoro izvesno za svako tefo,T].

Teorema 5.1. ( Teorema egzistencije i jedinstvenosti

reSenja ) Ako postoji konstanta L >o0, tako da su za svako

tEE[O,T] 1 x,yc;Rd ispunjeni uniformni Lipschitzov uslov

1° +

l£Ct,x) - £(&,7)[[° + ||6Ct,x) - 6(t,¥)

(5.4) 5 .
S;L“ q(t,x,u) - q(t,y,u)ll [I(aw) < Lix - :Y“ ’

R




i uslov ogranicenog rasts

l£012 + lloCe, 012 + flaCe,xwlPNaw) <
Q

(530 1w

i sko je sup E{HF(t)HE} ~ oo , tada postoji skoro iz-
vesno jedzzggégio reSenje X = (X(%), t =[0,T]) 8DJ (5.3),
tako da je za svako t, te [0,T], X(t) - F(t) skoro izvesno
neprekidan i desna slucajni proces.
Doksz se moie naéi u [ Gihman, Skorohod, 1968.; 1982.].
Jedna teorema egzistencije i Jjedinstvenosti redenjs ss3

opStijim uslovima od uslova teoreme 5.l1l., nalazl se u radu

| Kulini&, 1974.].
Granidne teoreme

Pretpostavimo da su m~dimenzioni Wienerov proces W 1
Poissonova mera Y definisani kao ranije, nezavisni medju
sobom, 1 da generisu familiju.(.?é,tfa[o,T]). Isto fako,
pretpostavimo ds svi integrali, obidni i sludajni, postoje
kao sludajni procesi bez talaka prekids druge vrste, sagla-

sni sa familijom ( ?t,tez[o,T]). Neka nesludajne realne

funkcije

£: {0,7) xR —Rr%, £ 3 [o0,7) xR*—RY,

G : [0,7)xBR¥—Re@R®, G_ : [0,7] xR*5RU@R",
q: [o,T] XRdXRd———)Rd, q, * [0,T] XRdXRd——%—Rd,

Il=1,2,-.-,




i d-dimenzioni sludasjni procesi F = (F(t), telo,T}) i
F = (Fn(t), te {0,7]), n=1,2,..., ispunjavaju uslove teo-
reme 5.1l. .

Granidne teoreme odnose se na sXoro 1i1zvesnu Konvergen-

ciju niza resenja X = (Xn(t), t efo,T1), n=1,2,..., SDJ

e

t
Xn(t) = Fn(t) +ggfn(s,Kn(s))ds + ’Gn(s,Xn{s))dW(s) +

O

(5.6) 5
. + 5 &gn(S,Xn(s),u)m(ds,du), n=1,2,..., t<lo,T],
OR

ka refenju X SDJ (5.3),kad n —> o=, Kao u sluéaju granicnih
teorema za SIDJ, dovoljni uslovi za ovu konvergenciju moraju

sadrzati izvesnu bliskost niza funkecija £ G s N=1,2,¢c04,

n?! n? 9n

sa funkcijama f, G, g respektivno, kso i bliskost niza slu-
Cajnih process F_, n=1,2,..., 828 slucajnim procesom F. Pri-
rodno je olekivati da ova bliskost bude strozija nego u slu-
gaju granidnih teorema za konvergenciju u verovatnoli (videji

ti [ Gihman, Skorohod, 1968.; 1982.] ).

Neka Je

e )

\ 2
. B P - B D
S S - e

i -
l£(t,x) -~ £_(t,x)°
%ci‘fi)es{] (thx) - £,(,002 +
(5.8)

e lets,0) = 605,02 + Jflate,x,u) = qCt,x,u)] 2 au) <=
R

gde je S = {(t,x) : telo,T], x € Rd}.
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Teorema 5.2. Ako sludajni procesi F 1 Fn, N=1,2,0004

i funkeije £, G, q, fn, Gn 1 Ay n=1,2,..., ispunjavaju

uslove teoreme egzistencije i jedinstvenosti reSenja ( teo-

rema 5.1. ) i uslove (5.7) i (5.8), onda niz redenjs { X

n=l,2,...}- sSDJ (5.6) konvergira skoro izvesno, uniformno

po t, te [0,T], refenju X SDJ (5.3) kad n — = .
Dokaz. Oznadimo sa

- E{ sup [Hf(t,xn(t))-—fn(t,xn(t))12+HG(t,Xn(t)) -

&
n telo,T]

(5.8) _ Gn(t,xn(t))”2+-j;HQCt,Xn(t),u)-qn(trxn(t)’u)ngﬂcdu)}’
R

n=l,2,...,
(5.9) &, = E{ sup [F(+) - F_(6)[°}, m=1,2,... .

n telo,T]

Oduzimanjem jednsdinas (5.3) i (5.6) i dodsvanjem nekih ,

sabiraka, dobija se
t
x(£) - X_(£) = F() - F_(t) +«){[£(s,%(s)) - £(s,X, (8))]+
QO

| 4
+ [f(s,xn(s)) - fn(s,xn(s)}]}ds +éi{EG(s,X(s)) -

(5.10)
- 6(s,X (s))] + [6(s,X (8)) = G (s,X (s))]}aW(s) +

.t

+ j1g{tQC31X(s),u) - a(s,X (8),u)] + [a(s,X (s),u) -

Q

= qn(saxn(S),uj]}m(ds,du) .




~71—

Srednje kvadratnu ocenu razlike X(t) - Kn(t) dobicemo
ocenjivanjem svakog od ovih ssbiraka. Posto su ranije oce-
njivani Lesbegueov i Itoov integral, sada Cemo oceniti samo

integrale po Poissonovo]j meri.

Iz (5.1) 1 (5.4) sledi

E{J]S'RLQKS ¥(s),u) - q(s,Xn(s),u)]m(ds,du)hz:} <
02

=

gf{uq(s,x(s),u) - q(s,X (s),w) F}(awias <
E
< LéE{\\xcs) - Xn(s)\\g}ds,
a iz (5.1) i (5.8) se dobijs

Y
E{njgd‘;q(s’xn(s)’u) - qn(S,Xn(S),u)] m(dS,Su)”z} =
Q

=

O et

S { q(s,X (s),u) - qn(s,Xn(s),u)ng}rKdu)ds < £ t.
R

Ako primenimo Cauchy-Schwartzovu nejednakost na (5.lo),

koristimo oznake (5.8) i (5.9), kao i prethodne ocene, imamo

e{llx(t) - x ()|} <

+

<76, + mms2dg, + (m2)L JE{Ix(s) - x ()l12)as.

Primenom Gronwall-Bellmanove leme ( lema 2.1. ) na zad-

nju nejednakost, sledi ocena




iy oy

E{Hx(t) - X (t)\\ } < 7 [5 + T(T+2)¢ | e 7(T+2)LE

Konadénu srednje kvadrstnu ocenu razlike X(t) - Xn(t)
dobiéemo iz ove nejednskosti i iz rasnije navedenih osobina
sludajnih integrala, i to iz osobine (viii) teoreme 2.1.
za sludejni integral Itoa,i iz osobine (5.2) zaz sludajni

integral po Poissonovoj meri. Tako Je konadno

E{ sup }\X(t) - X (0IF} <7 (5, + T(T+8)E, +
tefo,T
-

+ (1)L JE(IX(s) - X (DPJat < S, + pe,

cde su & 1 [5 odgovaraauce konstante.

Redovi 2 5 i 2 £, konvergiraju zbog uslova (5.7)
n=1_

i (5.8), pa se primenom .CebiSevljeve nejednakosti dobija

(=t

Y P{swp X - 1 (D) >E) <

n=1. tefo,T]

A 2 o
—s E X(t) - X < = E >
E° n=1 {tzu[g,'r]” () n(t)“ }{‘ £% =1 5 n=1 En=

Po Borel-Cantellijevoj lemi i Weierstrassovoj teoremi
uniformne konvergencije sledi da niz resenjs {Xn, n=l,2,...j
spJ (5.6) konvergira skord izvesno, uniformno po t, T€ EO,Tj,

reSenju X SDJ (5.3) kad n —> oo 4 Cime je teorema dokazanas.

QED

Uslovi teoreme 5.2. mogu se oslabiti na sledefi nacin.

Umesto uniformnog Lipschitzovog uslova (5.4), neka funkecije
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£f, G, q 1 fn’ Gn‘ Ay, » n=l,2,..., ispunjavaju lokalni

Lipschitzpv uslov, to jest, neks za svaki pozitivan broj
M postoji konstanta Ly, tako da je uslov (5.4) ispunjen
sa tom konstantom za svako t & lo,T) i sve x,ye&Rd, Za
koje je |xll<M i |lyll<M, Za sluiajne procese F i F_, b=
=1,2,..., ne mora da vaZi sup E{HF(t)HE} < en i

5 tr:[o,T]
sup ]E{“Fn(t)” J-«: co 4y N=1,2,... « Uslov ogranidenog

tefo,T
rasta ostaje nepromenjen.

Teorema 5.5. Ako funkcije f, G, g, f_, G, 1 qp;

N=l1,2,¢+4, 1 slucajni procesi F i Fn’ Nn=1,2,.., l1Spunjavae
ju prethodno opisane uslove i ako va?i uslov (5.8) sz S,
S« {(t,x) : t ¢[o,T], ]\xH-&;M}, umesto S, onda niz re-

Senja {:Xn, n=1,2,...:} SDJ (5.6) konvergira skoro izvesno,

uniformne po t, t€ [0,T], reSenju X SDJ (5.3) kad n—> o=,

Dokaz. Za proizvoljsan pozitivan broj M, neks je

(x ako je |xl<M

Wh(x) = 1

Msgnx &ko je lix||l=M

HMet,x) = 2,08, Yy(00), G(e,x0) = G (8, (),

qﬂ(t,x,u) = qn(t,Wﬁ(x),u), Fg(t) =‘fM(Fn(t)), N=1,2,e004

i anslogno za £, G, g 1 F. Oznsdlimo s3 Xg(t) resenje SDJd

t £
X(t) = Fr(t) + gfg(s,Xﬂ(s))ds + §Gﬂ(s,xg(s))dw(s) +

(5.11)

-t
+ § Siqg(s,xﬂ( s),u)m(ds,du)
R
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i ssa XM(t) re3enje odgovsrajuée SDJ.
Neka su

M

On

-
A

' { inf {t : Hxﬂ(t)\\:—:m}

T sko je X (t)|<M za svako te [o0,T]

B =

y { inf {t : JX(e)>m ]

T ako Jje “XM(t)néaﬂ za svako te {o,T]

vremena Markovs u odnosu na familiju ( F,.,te [0,T]). Sada
. - : M . M ;M : ..
su na intervalu Lo,%ﬂ], gde je G, = 1nfﬂ3n;9h}3 ispunjeni
uslovi teoreme egzistencije i jedinstvenosti resenja SDJ
(5.11) i odgovarajuée SDJ za XM(t).
Za sveko t, te€ |lo,T], moZe se naéi dovoljno veliki bro]

M, tako da Jje za svako nN=1,2,..., ‘GML:-t skoro izvesno.,

n

Posto je W skoro izvesno neprekidan slucajni proces, a Pois-
sonova mera V skoro izvesno neprekidnas s desna, to Jje fami-
lijs (f;t,te:[o,T]), generisana sa Wi V' , neprekidns s des-
na. Po lemi l.l. postoji vreme Markova %M, fGM = inf‘(ﬁ,

tako da su na intervalu [o,%M] ispunjeni uslovi teo?eme Hele
pa niz resSenjs {_XE, n=1,2,...}- konvergira skoro izvesno,
uniformno po %, téi[o,ﬁmj, resenju <" kad n —> oo , Kako je

na tom intervalu

£0E, X0 (6)) = £ (6,X (£)), Go(t,X (£)) = 6 (t,X (t)),
M M M
qn(t,xn(t),u) = qn(t,xn(t),u), F_(t) = F_(t),

i snalogno za £, G, g i F, to po teoremi o lokalnoj jedin-
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stvenosti resSenjs ( wvideti u [Gihman, Skorohod, 1982.]),
sledi ds niz resenja {;Xn, n=l,2,...'} konvergira skoro
izvesno ka resenju X kad n-— °o 2z3 sV3KO tfi[o,ﬂm]. Kao u
teoremi 2.6. ,‘GﬂﬁahT gkoro izvesno kad M —> oo ( dckaz u
[Gihman, Skorochod, 1982.]), pa dakle, niz reSenjs { X s
n=1,2,...} SDJ (5.6) konvergira skoro izvesno, uniformno

po t, t< [0,T]}, ka reSenju X SDJ (5.3) kad n —> o= .
QED

Granidni problemi opisani teoremama 5.2. 1 5.5. mogu
se pro8iriti na klasu SDJ sa slucdajnim koeficijentima. Dak-

le, trebs dati uslove pod kojima niz resSenja SDJ

4+

£ (£) = F (%) +-§fn0u,s,xn(s))ds +-§Gh(m,s,xn(s))dw(s)

(5.12) p
-

qnao,s,Xn(s),u)m(ds,du), te[o,T], N=1,2,c00,
3

d.

é

skoro izvesno konvergira re3enju SDJ

£ 7
X(£) = B(£) + ) £(w,8,%_())ds + ) 6(w,s,X (s))au(s) +
O O n

(5.13) t

e 55 w,5,x (8),winlas,aw), telo,T7,
0 EL

kad L — &<,

Pre svega, navedimo uslove egzistencije 1 jedinstvenosti
reSenja ovih SDJ. Oznadimo sa & predskeszljivu S-algebru,
to jest, §-slgebru podskupova 1z QE?([O,T] u odnosu na Xoju
su merliivi svi saglasni sa familijom ({It,te;[o,T]) nepre-—

kidni slucajni procesi.
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Pretpostavimo ds su sludsjne funkcije f, G, £, 1 G_,
: . d.
n=1,2,..., Mmerljive u odnosu na B&-polje .q‘.@ﬁ[c,}n®% s 8
. . . (O Eﬁ iﬁL
- q i Ay 5 n=1,2,..., merljive u odnosu na 6-polje 3"®%[0,TJ® S D,
7a fiksirano x i u, one su (Q-merljive. Sludajni procesi F
1 Fn, n=1,2,..., su takodje R~merljivi. Svi integrali pos-
toje kao sludajni procesi saglasni sa femilijom ( g%,tf&[O,TD-
Ako je sup E{IF(t)% <= 1 sup E{F ()|} < =, n=
te{o,T) telo,T]

=1,2,.0., 1 8ko vaze uslovi (5.4) i (5.5) skoro izvesno,

onda postoje skoro izvesno jedinstvena reSenjs 8DJ (5,12) i

(5.13) ( doksz u [ Gihman, Skorohod, 1982.)).

Teorema 5.4, Neka slulajni procesi F 1 F_, n=l,2,...,

i sludajne funkcije £, G, q, £ G i Ay ) n=1,2,..., ispu-

njavaju prethodne uslove. Ako vazZi uslov (5.7) i sko vaizi

uslov (5.8) skoro izvesno, onda niz resenja {;X n=1,2,...}

n'!
sDJ (5.12) konvergira skoro izvesno, uniformno po ¥, ¢ elo,T],

resSenju X SDJ (5.13) kad n—> oo .

Dokaz je slidsn dokazu teoreme 5.2. , pa Ce biti izosta-
vljen. Na isti naclin se moZe iskazati teorema analogna teo-
remi 5.%. .

Razmotrimo sads granidni problem kada su koeficijenti

f G

n! n, qnj Fn, n=1,2,---, i f, G', q.1 F jednaaina

t +
Xp(8) = Fo(6) + ] £.0s,%,0:))as + )6, (s,X (- ))a(s)
(5.14)

t
+ i gol.qn(s ,Xn( ), u)m(ds,du)
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X(t) = P(t) + éf(s,X(-))ds +}§G(3,X(-))dW(s) +

(5.15) t

+ S,Sq(s,X(-),u)m(ds,du),
o) EL -

funkcionali koji zavise od proslosti slucajnih procesa X
3

n=1,2,..., i X respektivno. Dakle, koeficijenti 3DJ (5.14)
moraju biti ??i“—merljivi, gde Je ?%”ﬁ(ﬂ;WCs),m(ds,du),Xn(s):
ss;t} kompletirana svim dogadjsjims P-mere nula 1z ?7, a
koeficijenti SDJ (5.15) moraju biti ?ﬁ%—merljivi, gde je
EF% odgovarajuéa GC-algebra. Familija ( ?;,tea[o 1) Je
definisana kao ranije 1 g-zéc:?t, N=],2,0.24 K80 1 r:f:}é - 9:1:'
Glavni rezultati u vezl egzistencije i jedinstvenosti

redenja za ovaj tip SDJ razmatrani su u radu [ Ito, WNisio,
1964.]. Oznaclimo sa DT prostor.svih realnih funkcija defini-
sanih na [o,T] sé vrednostima u Rd, bez tacaska prekida druge
vrste i neprekidnih s desna, a u tacki T s leva. Na tom pro-
storu definise se G -algebra igT generisana cilindridnim
skupovima, i metrikas QD(x('),y(-)), tako da se §T poklapa
u ovoj metrici sa 6-algebrom Borelovih skupova na DT‘ Detaljno
obrazloZenje o ovome mozZe se naci u [Ito, Nisio, 1964.] i

| Gihman, Skorohod, 1977.}; Oznacimo Jjos ss Et odgovara-
juéu G-algebru definisanu na Dt ’ t-é (0,T].

Neka su funkcionali f 1 £, n=1,2,..., 1 G 1 G, N=1,2400,

definisani na [o,T]J<DT sa vrednostims u rd 1 Rd@>Rd res-—
pektivno. Neka su funkcionali g i qn, N=l, 2,660, deflnlsanl

na [o0,T] XDE‘ XRd' sa vrednostﬂ.m& u R ﬁr@) \‘;T@) 55 ~merljivi
i za svako t, t<[o,T], L{?m.@) ?) -merljivi. ¥ 1 F_, n=1,2,...,

neka pripadaju DT skoro izvesno. Pretpostavimo takodje da
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svi integrali iz SDJ (5.14) i (5.15) postoje kso ¥ -mer—
1jivi slucajni procesi bez tacdaka prekida druge vrste. Po
teoremi egzistencije i jedjnstvenosti redenja ( doksz u

[Ito, Nisio, 1964.] iu {:Gihman, Skorohod, 1982.]), posto-

ji skoro izvesno jedinstveno reSenje SDJ (5.15) ako Jje
E{HF”%]—{nﬂ i ako funkcionali £, G 1 q ispunjavaju Lipschitzov
uslov i uslov ogranicenog rasta, to Jest, z2ko za svaki pozi-
tivan broj M postoje konstante L>0 1 LM:?O, tako ds za sva-

ko t, t«(o0,T], i sve x,y =Dy z2 koje je |lxlp<™M i][yTHéM,

vazi
F£Ct,xC+)) = £Ct, 7002 + J6Ct,x(-)) = 6(t,y(-)]° +
N éi”q(t,x('),u) - aCt,yC ), w2 aw) <
< Iy llxC-) = $C)3

i

wuwﬁonW%HMwmonF+;hwﬁﬁymm%mm£
< 1(1 + Ix(HID,

gde je "x(')”t = suptllx(s)” i |xllp = Hx(-)HT . Isti
s:s¢

uslovl, nsravno, moraju vaziti i za SDJ (5.14).

Teorema 5.5. Neka funkcionsli f, G, g i £ G

n?! “n?' 90
n=l,2,e¢e, 1 slucajni procesi F i F , n=1,2,..., ispunjavaju
uslove teoreme egzistencije 1 jedinstvenosti resenja. Ako jos
vazil

(5.16) Sf:,E{“F -F 5} <

Nn=1
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o

f(t’ ' - I ( ’ * 2
n=1 t?%g,T] lliﬁism{” x(+)) n(,x( DN +

(5370 4 16Co,x()) = 6uCeyxC D12+ § laCe,xC),u) -
R.

- g, (t,x( ), W Kdw) < = ,
onda niz resSenja SDJ (5.14) konvergira skoro izvesno, uni=
formno po t, te [0,T], redenju X SDJ (5.15) kad n —> o= ,

Dokaz. Doksz je snalogan dokazu teoreme 5.2., pa cCe

L -

biti dat skraleno. QOznacdimo sa

- B{ sup _sup [leCt,x,0:)) = £,(6, X, DI° +

°n telo,T] ]ixLl_,I;&iM

f l6Ce,x () - 6 (5,x N2« éiﬂq(t,xn(-),u) -
- g, (6, X, (), wW]FTtaw] } n=1,2,...

Oduzimanjem SDJ (5.14) i (5.15) i ponzvljsnjem postupka

za srednje kvadratnu ocenu dobija se

B(x(-) - ()2} < B{IF - 715} + n(2e2)E,

.b
+ (T+2)LM£E{HX(') - Xn(')llg}ds, te [o0,T].

Ako se na ovu nejednakost primeni Gronwall-Bellmanova

lema ( lema 3.l1. ), sledi ocena
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E{IX(-) - X ()]I$} <

(5.18)
<7 [E{ﬂF-an% + T(T+2)an].e7(T+2)Lm'° .

Sada Je

e{(1(-) - X, (N5} <7[ E{IF - BT + 2(248)E, +

T

+ (T+8)Iy § E{

X(+) - X ()|5)as ],
pa se iz (5.18) dobija

E{lx(-) - X (OI8} « E{IF-F I3} + e, » 1=1,2,0.0,

gde su o/ i /> odgovarajule konstante. lz CebiSevljeve ne-

jednakosti i uslova (5.16) i (5.17) sledi da red

;P{me - x (p>e} ’_
kxonvergira uniformno po t, te[o,T], pa po Borel-Cantellijex

voj lemi i Weierstrassovoj teoremi zakljulujemo da niz re-
Senja {:Xn, n=1,2,...}- SDJ (5.14) konvergira skoro izvesno,

uniformno po t, t& [0,T], reSenju X SDJ (5.15) kad n—> <= .,

QED

Za ovaj tip SDJ moZe se dokazati granicna teorema koja
odgovara teoremi 5.3. . U tom gslud¢aju treba definisati funk-

cionale '
r x(+) za -\lelth

Wm(t,X(' )) = i

~. Msgux(G) za 5M=inf{a : sgt, | x(s)2M},
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M, x()) = 208, Yy(t,x(+))), G (t,x(+)) = G+, Yy(t,x(-))),

Ht,xC),u) = qlt, PyCe,xC0),u), F(E) = Yy(t,7(-)),

i analogno zsa fn, Gn, dp s Fn, N=1,2,..., 2 zatim primeniti
isti. postupak kao u dokazu teoreme 5.5. .

Tsto tako se moZe dokazati teorems analogna teoremil
5.4. . Za sludajne funkcionale flw,t,x(-)), Glw,t,x(-)),
q{w,t,x(+),u), fnﬁv,t,x(')), Gnﬁo,t,x(-)), qnGv,t,x(-),u),
n=1,2,..., zahteva se da budu predskszljivi slucajni proce-
si za fiksirano x(-)egDT i ueaRd, a da lokalnl Lipschitzov
uslov i uslov ogranidenog rasta, kao i uslov (5.17), vaie
skoro izvesno.

Napomenimo dz uslovi po&vkojima su iskazane granicne
teoreme iz ovog dela obezbedjuju egzistenciju Z-algoritams
za pribliZno analitidko reSavanje ovih SDJ. PoSto se neki
tipovi SDJ po Wienerovom procesu 1 Polssonovoj meri mogu
efektivno redavati, na primer linearne SDJ, to se moze dalje
raditi na formiranju posebnih Z-algoritams u kojima'su odre—
djujuéi nizovi linearne funkcije po x. Isto tsko, moglo bi
se razmisljati o uopétévanju ovih rezultata ns SDJ po ne-
prekidnim martingalims i mertingalnim mersms, kK80 1 na SDJ

u sludajnom polju.
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INDEKS POJMOVA

diferencijal Itoa, sludajni, 13
diferencijalna jednadina Itoa, sludajna, 15
~ diferencna, 61

- linearna, 19

- uopstena, 67

familijs ©-algebri

-~ generisana glucdajnim procesom, 3

~ neprekidna,6t |

formula Itoa, 13

integral Itoa, sludajni

- neodredjeni po Poissonovo] meri, 64
-~ neodredjeni po Wienerovom procesu, 1o
-~ po Poissonovo] meri, 65

-po Wienerovom procesu, lo
integrodiferencijalna jednacina Itoa, slucajna, 48
lema, Gronwall-Bellmana, 17

martingal, &

mera, centrirana Poissonova, o4

metode sedica i tangenata, Caplyginove, %6
niz, odredjujuci, 31

ocena greske, Luzinova, 37

proces, slucajni

- bez tadaks prekids druge vrste, 2

- definicije, 1

-~ 1toa,l1l2

- merliiiv, 1

- neprekidan, 2

~ neprekidan u verovatnoéi, 2

- Poisgsonov, 63

-predskazljiv, &4

- saglasgan, 7

-geparabilan, 1

- geparabilns modifikacija, 2
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- gskoro izvesno neprekidan, 2

~ skoro izvesno neprekidan u realizaciji, 3

- Wienerov, 5

G-algebra, predskazljiva, &4

teorema

- ésplygina o diferencijalnoj nejednakosti, 36
- egzistencije i jedinstvenosti resenja, 16, 50, 67
~ Newton-Kantorovica, 46

-uporedjivanja, 39

uslov

- Lipgschitzov uniformni, 16

-ogranicenog rasta, 16

vreme Markova, 4

Z~algoritam, 351
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