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Izuéavanjé polugrupa c¢ije prave podpolugrupe pri-
padaju neko] klasi-polugrupa, javlja se tradicionalnim 2za
teoriju polugrupa. Za ovakva izuéavanjé karakteristicno jJje
da su klase kojima pripadaju prave podpolugrupe, polugrupe
koju izuclavamo, raznovrsne 1, po pravilu, dobro izucene. Tako
su izucavane polugrupe:éije prave podpolugrupe Jjesu grupe
l551 [58], leve ‘grupe LE}, kancelativne polugrupe [Eé], e~
gularﬁe.[?] 1%6] , komutativne (4], stepeno vezane (powex
jqined) [6]1 arhimedo?ské [6] i_joé neke. Na taj nééiﬁ do~ =
i bijamd.razne-klage p6lugrup€ okarakterisané pomoéu podpolu-
grupa. Karakterizacija se moze vrsiti pomoéu skupa svih pra-
vih podpolugrupa i1ili nekog podskupa. Najéeéée je to skup
svih pravih d#ostranih (desnih, levih) ideala, samo neki
ideal [#3][21],_§kup svih pravih bi-ideala [31] [32], skup'
svih klasa ekviﬁaiencije neke rela&ije 1li neki drugl skup
podpolugrupa [20] .

U ovom radu su ispitivane neke klase polugrupa po-—
moéu podpolugrupa (ideala, bi-ideala) koje pripadaju klasl
9 - regularnih, unitarnih, t-arhimedovskih polugrupa, polu-~_
grupa koje sadrze 1evu jedinicu, 9 -grupa itd. Posebno, u
ovom radu razmatramo Jednu klasu koJja ge uopstenge klase

prostih (desno. prostlh) pelugrupa, tzv. klasu parcijalno




prostih (desno prostih) polugrupa. Najprejopisujemo_ovu kla—
su polugrupa, a potom karakterisemo klasu poluprostih pclu-
erupa pomodéu podpolugrupa koje pripadaju klasi parcijalno
prostih polugrupa. Takodje, opisujemo klasu (m,n) - dvostra-
no {(jednostrano) <istih polugrupa pomoéumpodpolugrupa koje
sufELgrupe; Ova klasa obuhvata klasu T~&istih (ﬁiéistih) PO -~
lugrupa koje su izucavane u [3£l [52], a sadrzana Je u klasi
kompletno ¢ —~regularnih polugrupa [2]. |

_U glavi I su navedeni osnovni pojmovi o polugru-
pama, grupama, ldealima, kongruencijama 1td. Takodje, nave-
deﬁi:éu neki fezultati koji se odnose na 1deale, regularne i
J -regularne polugrupe. Ovim materijalom su, uglavnom, pred-
rsfa#ljéni fézuitéti'S.jBogdaﬁoviéélLEJi;i Ciiffbrda Iié}; i
to samo onl rezultati koli se -koriste u daljim isﬁitivanjima,

U glavi ITI, najpre, razmatramo maksimalne ideale u
polugrupl i dajemo potreban 1 dovoljan uslov za egzistenciju
maksimélﬁog dvostrandg i jedinstvenog maksimalndg désnog.ide—
ala M, a zatim dokazujemo da je S M unija dveju disjunktnih
polugrupa od kojih Je Jedna desno pfosta; a druga dvostran
1deal pblugrupe S~M. Ovako dbbijeni rezultati znadajni su za
izudavanje polugrupa ¢ije prave podpolugrupe (ideali) pripa-
daju neko] klasi polugrupa pa ih koristimo za dalja ispiti-
vanja.

U tacki 2. ove glave ispitujemc polugrupe pomocu
podpolﬁgrupa (ideala) kaoje pripadaju klasi % -regularnih po-

lugrupa. Teorema 2.5. kojom karakterisemo polugrupe pomodu




G-regularnih desnik 1ldeala Je uopStenje nekih rezultata 1z
[36] . Teoremom 2.5. karaktériéemo periodicke polugrupe pomo-
cu pravihw%lregularnih podpolugrupa;_Ova klasa polugrupa sa-
dr#i klasu polugrupa u kojima je svaka prava podpolugrupa
regularna, a koje su razmatrane u [7].

U tacki 3. ove glave uvodimo pojam strogo levo
(desno) regularne polugrupe i opisujemo ovu klasu polugrupa
pomodu levo (desno) unitarnih ideala. Takodje, karakteriéemo-
desne grupe pomoéu (levo) unitarnih podpolugrupa.

Dalje, u tacki 4. izucavamo polugrupe u kojima Je
svaka prava podpolugrupé (desno) t-arhimedovska. Teorema
4, 7 Je uopstenae glavnog rezultata iz [li} Na kraju ove
glave u%od¥mo pojam ﬁarc1galno (desno) proste polugrupe. Ovaj.
“pojam Jje uopstepae poznatog pojma proste (desno) polugrupe.
Zatim, opisujemo‘ovu klasu polugrupa 1 ka?aktériéemo polu-
grupe u kojima Je Svaka prava podpolugrupa (1deal) parcijalno
(desno) prosta. Ova klasa Jje sadrzana u klasi poluprostln Do;
lugrupa.

U glavi II; definisemo (m,n)—dvostréno.(jednostrano)
Eiéte polugrupe. Ovaj pojam je wuopstenje pojma_ftﬁiste (BZ
~-¢iste) polugrupe koJje su ilzucavane u [51} [32] Zatim, do-

kazujeno da Je ova klasa podklasa klase Pompletno 9 - reﬂular—

nih i klase slabo komutativnih polugrupa. Glavni rezultati
ove glave su Teoreme 1.17. i 1.20. Teoremom 1.17. karakteri-
Semo {m,n)-dvostrano ciste polugrupé pomocu polugrupa koje Su

grupe. Naime, dokazujemo da Jje polugrupa S(m,n)-dvostrano




m-+1n+1 v
" polumreza grupa. Teoremon

Sista ako i samo ako je ©
1.20. opisujemo (m,n)—jedﬁostrano diste polugrupe pomodu
podpolugrupa koje suf -grupe. Takodje, u ovo] glavi karak-
terifemo nil-potentne polugrupe pomocCu podpolugrupa koje
su (m,n)-dvostrano (jednostrano) Ciste.

U glavi IV razmatramo kongruenclje na nekim kla-
“sama J-regularnih polugrupa. Prvo,karakteriéémo inverzne
xongruencije na S-ortodoksno] polugrupi.Specijalan sluca]
ovih karakterizacija su karakterizacije inverznin kKongruen-
cija na ortodoksnoj polugrupl koje su razmatrane u [2@]
Zaulm,‘karakterlsemoEQ?unlpotentne kongruencije na uop-
Steno stLogo ?Llnverznog moluwrupl._Karakterlzac1aecifun1~
potentnlh kon uenc1ga na uovsteno inverznoj polugrupi kom'
je su razmatrane u [ 1] su specijalni slucajevi pomenutih
karakterizacija. Na kraju ove glave-razmatramo polumrezne
i vrupne kong uen61ge na (m,n)- dvostrano (Jednostrano) Cis—
to] polugrupl, tJs onlsugemo pomenutu klasu polugrupa pomo-
du podpolugrupa (klasama ekxvivalencije) koje su 5“;grupe¢"
Teorema 4.2; ¥ojom se karakterisu grupne kongruencije né
(m,n)-jednostranoc cistoj polugrupi Je uopétenje1ﬁekih re-~
zultata iz [31].

Materijal koJji Sadrie_glave TI, IITI i IV je prvi
put ovde izlozZen. Glava I ne sadrzi originalne priloge.

Literatura korigéena pri iéradi ovog rada nave-

dena je na kraju i <¢ine Jje ©8 bibliografske Jjedinice.
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OCHOBHA OPTAEIATIIA YAPYHEIOF PAMA
JA MATEMATEXY, Boxpy 9 AIITPﬂI—lBMﬂHJY

PHBABLTERA

Bpoj: __ - |
Aatyws: _-
1.
1.1]. RBinarnom operacijomn na

skupu S nazivamo preslikavanje Sx5 U S, gde Je HBXS skup
svih uredjenih parova elemenata iz S. Ako je Qperacija
multiplikativna, onda sliku u S elemenata (a;b)eanS ozna-
avamo Sa a-b. (Cesto izostavljamo tacku 1 pisemo samo ab.
1.2. Binarnu operaciju "." na skupu 3 nazivamo
asocijativnom ako je
~ (Ya,b,ce3)(a-(b+c) = (a-b)-c);
i Xomutativnom - ako je-

Va,beS)(a-b ;.b-a)._

1.3. G r upo idom mnazivamo uredjen par .
(S,+) nepraznog skupa S 1 binarne operacije "." definisane
na njemu. Cesto pisemo samo S umesto (S,+). Neprazan podskup

T grupoida S nazivamo podgr up o i dom ako
(Ya,b T)(a-b=T).

1.4, Polugzrupa Je grupoid (S,*) pri
Jemu je operacija "." asocijativna. Podgrupoid polugrupe S

nazivamo pod p ol ugrup O m.

1.5. Element eeS nazivamo d e snom Jed i~

n i c¢c om grupoida o ako Je




Analogno se definise 1 e v a jedinica. Element
ee S Jje dvos tTIr ana jedinica - grupoida o
i1i krace jed inica ako je e istovremeno desna i
leva jedinica.

1.6, klement 7€ S mnazivanoe d e s n O N

n 1wl om grupoida S ako je

(Y ae 8)(az = Z) e

Analogno se definise 1 e v a T U 1 a, Element z&€S
nagivamo n u 1 o m grupoida S ako je z istovremenc desna
i leva nula.

1.7. - Polugrupa S je Ll e v o k- anc.e 1l a-
t i vna ako

(Y a,b,xe8)(xa = xb=ra = B).

Analogno se definise d e s 1 O kanecelatbtlvna
polugrupa. Polugrupa S je kanceladt i vna ako

je istovremeno levo i desno kancelativna.

1.8, Polugrupa S je 1 e v o p T O S t a ako

I
Ul
R

(VKES)(S}:

g1li&no, polugrupa S je d e sn o P L o s t a ako

I}
N
s

(V xéS)(xS

Polugrupa S je pr o s t & ako i samo ako

(V xe€8)(8xS = 8).




Polugrupa 5@ je O-pr 0o s t a ako 82#0 i O je Jedini

pravi dvostran ideal od 3.
1.9. Grupa Jje polugrupa S pri cemu Jje

(V¥ xe8)(ex = x)

1

(¥ xes)(Txte s)(x1x = o),

gde je e Jedinica polugrupe S. P o d g r up a cd S je
podpolugrupa od S koja je grupa. Komutativnu polugrupu na-

zivamo a b e 1 0 Vv &a.

1.10. Grupom nazivamo polugrupu S koja je is-
tovremeno levo i dssgobprgsta._Jasnp da-je_ova definlcija
ekvivalentné sandéfinicijom 1.9 .

1.11. Desna grrupa Je polugrupé S kojé
je desno prosta-i levorkéncelativna.~81iéﬁd,-'1 e v a
z r upa Jje polugrupa S koja je levo prosta i despo kan-

celativna.

1.12. Element a€® nazivamo i demp ot & n-
tnim ako je a2 = g, Polugrupa S Je 1 d e mpo T e n-
tna 1ili t r a k¥ a ako Je svaki njen element idempotén—

tan. Komutativnu traku nazivamo p o 1l um r e z O m.

1.15. Preslikavanje f polugrupe S u polugrupu

T je nomomorzrIizamnm ako
(¥ a,bes)((ab)f = (af)(bf)).

Ako je f preslikavanje na, tada T nazivamo h o m o m O I-




fnom s1ikom odB3, Ako je jos I 1-1, tada f nazi-

vamo 1 z om o r f iz m O m.

N

1.14. Relacija ekvivalencije na je 1l e v a

rongruenc.ija na$S ako
(Y a,b,xe8)(apb =»xa P Xb) .

Desna kongruenc i J a se definise dualno.
Dvostrana kong?rhlu enecija 1ili kraée kK o n-
gruencilja Je konjunkcija predhodne dve. Skup klasa
ekvivalencije u oznéai 540 nazivamo k o 1 i ¢ n 1 K S —

k up o . Preslikavaﬁje a-eraf , gde Je %D klasa ekviva-_
lgncije elgmentaraL je priro d n i h omom q_r_i i-

z am-od S mnaSp , pri Cemu' Je u.Séa operacija definisana

na slededi nacin:

(ap)(bpE) = (ab)pf
za ap, pfng S/F . Kolidnik skup S/p sa pomenutonm operacijom

je polugrupa koJu nazivame f a k t orT polug T up om,

1.15. ~Ako je S polugrupa i ag$S proizvoljan ele-

menf; tada podpoilugrupa
@:{&,&2,&5,-..} 3

koja se sastoji 1z pezitivnih stepena elementa a Je p © d-

polug rupa gener i rana elementom .a.Ako

je <g>= 9, onda je S5 ¢ i k1 i dna (monogen a)
polugrupa. Red elementa a je red polugrupe*ﬁ&)l.

Poznata je sledeca




TEOREMA 1, Neka je a8 i <a> ciklidna podpo-

lugrupa polugrupe S. Ako Jje L a>» beskonacna onda su svi ste-
peni razliciti. Ako je £La>>konacna, tada postoje dva pozi-

tivna cela broja indeks r i perioda m za koje je a- = a’ =

1

<a> =-{a,a2,aa,...,am+r“l}..
Red polugrupe {a > je m+r-1l. Skup

Ka =Ifgr,ar+l"-'1 am+r—;}

je ciklicna podgrupa reda m polugrupe S.

‘Polugrupa S jeper i o0didk a ako je svaki

njen element konacnog reda.

2.1. Podpolugrupa R (L) polugrupe S je d e s-

ni (lLevi) ideal ako je
RSC R (BSILL).

Podpolugrupa I polugrupe S je 4 vo s t rank ideal,

ako je istovremeno levi 1 desni 1deal.

2.2, Ako Jje A neprazan podskup polugrupe_S, taﬂa
presek svih desnih ideala koji sadrze A Jje desni ideal koji

sadrzi A. Za taj ideal kaZemo da je d e sni1i 1deal

ceneriran skupom A. 8liéno se definise levi,




sdnosno dvostrani ideal generiran. skupom A. Desni (levi, dvo-
strani) ideal polugrupe S generiran skupom A Jje |
a) AS (AQ SA, AUSAU ASUSAS).
axo je A jednodélan skup koji se sastoji iz elementa a, tada
adesni glavmnmn i idea l, uoznacl R(a), Je
R(a) = aljas.
pnalogno, L evi glavmn i i d e al Je
L(a) = alj Sa,
s dvostrani glavn i ideal Je
J(a) = 2 aSU Sall Sas. |
2o Tdeal A (bilo kog tipa) polugrupe 5 naziva-

mo prayvil m (sopstven im) ide a 1 ¢ m ako
Je pravilﬁodékué“O& é. Ppaﬁi.ideallﬂ'nazi#émo..ﬁ'a.k S i ﬁ an'f 
l1nim desnim (levim dVoOS t ranim) ide-’
alom polugfupeisdako.sé ne javlja pravim podskupom ni Je-
3Nnog pravég desnog (levog,‘dvostranog) ideala iz S.

| 2.0, Neka Je 1 dﬁostfani’ideal polugrupe 5 1 P Tre-
lacija na S definisana Ssa |

| a f‘quy(azb va,bel).

Tada P jé xongruencija na S Xoju nazivamo Xk o n g r u e n-
¢cijom Reesa PO nodI. Faktor polugrupu S/f oznaca-—
ﬁémo S/T i na;ivamb”je f aktor polugrupodm
R e e.s a.

LEMA 1, [181 Dvostran ideal I polugrupe S Je ma-

rsimalan ako i samo ako je faxtor polugrupa Reesa S/I O-prosta
113 dvoelementna nulta polugrupa.

Teoremu koju navodimo dokazao je S. Bogdanovic [67.

TEOREMA 2. Neka je L (pravi) levi ideal od S




rada L je maksimalan ako i samo ako

(1) SNL = {a}, aze;L‘

(ii) S~ L<Sa za svaki ae€S~L,

LEMA 2. Neka je L(S) kao u slucaju (11) Teoreme 2.

Tada
5~1(8) =§xesls = sx ]

je podpolugrupa od Se

25 Ideal I polugrupe S je 1 % © 1 ovan

ako jg |
(Y :J:E'_S)(xgg; I =xel).

2 6. Ideal I polugrupe S Je komp 1L etno
i'ﬁ 0 1 o.van ako ae S I podpolugrupa od Seoc

Jasno, svaki kompletno izolovan ideal je izolovan,.
Obrétno ne vazi. |

| 2.7 Good 1 Hughes Su u [25] deflﬁlsail bi-ideal
polugrupe. Fodpolugrupa B polugrupe S je D i —-ideal
od S ako Jje
BSB & B.

2.8, S, Lajos [33 Je definisao (m,n)—ideéle.
Podpolugrupa A polugrupe S jé (m,n) ~1ideal od S ako Je
APsAtC A

za m, neZ U {Q}. Jasno)da (m,n)-idéal predstavlja uopste-
nje levog, desnog 1 bi-ideala. Polugrupa S je (m,n) - 1 d e~
2 1 s k a ako svaka podpolugrupa od 5 je (m,n)~ideal od S.

~ Navodimo Jjednu Lemu S. Bogdanovica L2].

. - . . .
e 1 m vl Bk |

el e R kR o s g el
A oTOTTT
h AR

ot Tt A
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LEMA 3. Akxo je S (m,n)-idealska polugrupa, tada

je S periodicka.

2.9;“ Neka je T ideal polugruﬁe S. Definisimo re-
laciju §y na sledeli nacin
a fyb<=r(a = b Vv a,bel).
Relacija fI je kongruencija i nazivamo je R ceesova
kxongruenciJa (18] . Xolidnik polugrupu 8/§r ozna-
Yavamo sa S/I. Klase ekvivalencije, u ovom slucaju, su I i

jednodlani skupovi {a}, kada je a&€S~1.

' %.1. Polugrupa S je regular na ako

_(VaEB)CHXESMﬁzsamQ. |
Pojam régulérnoSfi.prvi je uveo J. von Neumanh*(@n"regular
rings, Préc. Nat. Acad. Sci., USA, 22(1936), 707-71%) za
élemente prstena,

U teoriji polugrupa regularne polugrupe pod nazi-
vom "demi-groupes inversifs" su prvi put razmatrane gd stra-
ne G. Thierrina (Sur une condition nécessaire et suffisante
pour gu’un. semigroupe s0it un groupe, C. R. Acsz. Sci.,‘Paris,
2%2. (1951), 376-378).

G. Thierrin je w pomenutom radu, izmedju ostalog,

dokazao sledeéu teoremu koju Eesto koristimo u ovom radu.




TEOREMA &4, Ako regularna polugrupa S ima samo

jedan idempotent, onda 5 Jeste grupa.

J. von Neumann je u napred navedenom radu doka-

7a0 sledecu lemu

LEMA 5, lement a polugrupe 8 Je regularan ako

i samo ako je svaki glavni desni (levi) ideal polugrupe S
generiran elementom a generiran 1 nekim 1dempotentom e, TJ.

ast - oSt (Sla = Sle).

5.2 Znadajna podklasa klase regularnih polu-
grupa Jje klasa inverznih polugﬁupa,5koje predstavljaju .
prirodno uopatenwe grupa. Poaaﬂlﬂnverzné polugrupe prvi
puu se JaVlJa u radOV1ma B. B. Bat H epa(Oéﬁélqequ;e
rpyﬂﬂb,,glAH_CCCP, 84 (1952), 1119-1122) i G. Thierrina
(Sur les ﬂlemen s unitaires d'un demi-groupe in%ersif;
¢. 'R, Acad. Sci.. Paris, 234 (1952), 33%-34). W. D. Munn
i1 R. Penrose navode u ]}5] da Je nezavisno od Vagnera [éﬂ}
i Thierrina [64] inverzne pélugrﬁpe proucavao G. B. Pre-
ston, [54] .

Elementi a,bé:S su i1nverazndil jedan dru-
gom ako Je

a = aba A b = bab.

Polugrupa S je inverszna ako svaki element 1z S
1ma Jedlnsbven njemu inverzan element.

G. Thierrin 6] je dokazao sledeéu lemu

LEMA 6. Ako je a regularan element polugrupe S tj.

g =-axa
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,a neki x€8, tada a ima bar jedan njemu inverzan element,
Takav Je, na primer, element XaX.

Navodimo jednu teoremu Libera 125] .

TEQOREMA 6. S je inverzna polugrupa ako 1 samo

ako je regularna i bilo koja dva njena idempoténta komuti-
réju.
240, Polugrupa S je d esno rTegula-
r n a ako
aj.

Analogno se defini%e 1 evo regularna polugru-

(YVaes)(3 xra'_S')(aEX

I

ra. Ovéj pojam Jje uveo R. Croizotl (Demi—-groupes inversist
et deml—reunlons de deml groupes 51mp195, Ann., Sc1. gcole.
{%orm. Sup., (5)_Jr 70 (1055), z61 379), a umesto Termina
”regularan”_upotrebljavao je tgrmln "inversif',

3.4, Polugrupé S jde kompletno regu-=
1 arna ako

(Y aes8)(3 ve S (a = laxa'/\ ax = xa).
Ovaj pojam Je uveo A. H. clifford [18].

A.5. J. A. Green je 1951. svojlim radbm "On the
stfucture of semigroups”, Ann. of Math., 54, 163-172, dao
jednu fundamentalnu studiju za razvoj teorije polugrupa.

U tom radu Green je.definisao;izvesne relacije ekvivalencil-
je na polugrupi, koristeci pojam glavnog ideala polﬁgrupe.

Relaclaei Q % }ﬁ @ definisane na polu-~

grupi na sledeci nacin
1°  a ol be=> Lia)

2° a4 9 be=>R(a) = R(b)

L(b)

L}




3 a%bc::-J(a) = J(b)

4 W = LN R

0 J =l R=Red
su'relacije ekvivalencije i nazivaju se G r e en o v im
ekvivalencijama.

Neposredno se dokazuje da Jje u regulernoj polu-

.grupi S . |
L(a) = Sa, R(a) = a3, dJ(a) = Sab.

'Sledeéu lemu i teoremu koje navodimo dao je R. Croisot [19]~

LEMA 7, Slededéi uslovi za element a polugrupe

'S su ekyivalentni:‘

(i) . a je kompletno regularan;
(ii) a ima inverzan sa kojim Jje komutativan;
2.2

(iii) aea“™Sa™j
,'-(ivj agiaZSiW Sae;
(v) a je sadrZan u podgrupi od S,

TEOREMA 8. Neka je S“polugrupa. Tada su slede-

¢i uslovi ekvivalentni:

(1) S je kompletno regularna;

(1ii) S Je unifa grupa;

(1iii) Svaki levi i svaki desni ideal od S
je 1zolovan; |

(iv) S je levo i desno regularna;

(v) S je regularna 1 levo regularna;

(vi) S je fegularna i desno regularna;

(vii) S Je uﬁija disjunktnih grupa (te grué

pe su maksimalne podgrupe Ge_dd S)e




5.6, w, D. Munn je 1961. u svom radu "Pseudo-
~inverses in semigroups’, Proc. Camb. Phil. Soc. 57 (1961),

2u7-250, dokazao sledece

TEQOREMA O, Neka Jje e idempotent polugrupe S.

Tadea
G ={a€5 la = ez = ae A (da’€8) e = a'azaa’}
:{aes|aeeSﬂEh egaSﬂEM}.

je maksimalna podgrupa od S u kojoj Je € jedinica.

LEMA 10, Neka Jje x element polugrupé S takav

da x7 lezi u podgrupi G od S zza nekl ne 7. Ako je e Jedi-
nica podgrupe G, tada | .
(a) ex = xee G _,

(b) xmé;G za svaki m »n..

5 7 | Poaedlne delove teokeme kogu cemo pavesblf
nalézeuée u adov1ma Cllffo“da [17] qchwarza [60] Thlerrl-

na (64] i Tamure [62].

TEOREMA 11. 7a polugrupu S su sledell uslovi

ekvivalentni:
(i) S je desna grupa;
(11) S je desno prosta i sadrzi idempotent;
(iii) S je direktan proizvod G x E grupe G 1

polugruﬁe desnih nula Lk

(iv) S je regularna i E(8) Jje polugrupa desnih
nula{
. (v) S Jje regﬁlarna i levo kancelativna;

(vi) 8 Je unlga disjunktnih grupa c1ge Jedl—

‘nice obrazuju polugrupu desnih nula.




}-..J

5.8, Poluzrupa S je gl obalmno 14de-

: 2 :
mpotentna ake Je 57 = D .

Teoremu koju navodimoc dokazazo Jje 5. Pogdanovié (7],

TEQREMA 12, Za polugrupu S su sledeci uslovi
ekviﬁalentni:
(1) Svaka prava podpolugrupa od S je regularna;
(ii) S je unija periodilkih grupa ili je mono-

gena indeksa 2;
(iii) . Svaka prava podpolugrupa od S Jje globalno

idempotentn&.'

3.0, Parcijalno uredjen skup T je dualmno
dobro uredijen (downward well ordered) ako svaki
neprazan podskup od T ima najveli element.

Navodimo dva rezultata M. Petricha (5o} .

- TEOREMA 13. Svaka podﬁolugrupa‘od o sédfﬁi le-

vu jedinicu ako i samo ako je S dualno dobro uredjen skup

periodickih desnih grupa.

TEOREMA 14, Svaki desni ideal polugrupe S sa-

dr3i levu jedinicu-ako i samo ako je S regularna 1 E(S)
je traka koja je dualno dobro uredjen skup polugrupa des~

nih nula.

4,1, Jedno uopétenje regularne polugrupe je

E?AregUIarna\(stepeno regularna) polugrupa. FPolugrupa S je”




T-regularna ako
(Vaes)(Tnez ) (a"e asa™).
Polugrupa 5 je d e s n o T -regularmna ako
(v aes)(Inez™)(ac a™7's).
h.z. Neka je 8 f-regularna polugrupa. Defini-
dimo preslikavanje r na sledeéi nadin
r: S ~»Rego

| : + : C .
, gde je meZ najmanjl za koji Je

tako da Jje r(a) = a
a" e Reg S. G ~reguldrna polugrupa S je r - p ol ugr u-
p a ako |
(¢ a,bes)(zr(ab) = r(a)r(b)).
4,3, Podpolugrupa K % -regularne polugrupe S
-je r~gsemipri m e ako
(¥ a€8)(x(a) €K = aeK).
'7Podpolugrupa K'5§¥régﬁlarne'ﬁolugrupe > Je pumn a ako
je BE(S)C K; samokonjugovana axo
(V ag8)(a’kr(a) C K);
inverszno za t vor ena &ako
' (¥ aek)( V(r(a)) C K.
4.4,  Kongruenclja p na % ~regularnoj polugrupi
S je r-senmiprime kongruencilja ako
(Y aes)(a p r(a)).
4.5. Polugrupa S je kompletno % -
~-rTegulazrna ako
(Vaes)(Fxes)(Tnezh) (" = axa" A e"x = xa").
Navodimo jednu teoremu S. Bogdanovica (2], kojom

se karakteri3u kompletno ¢ -regularne polugrupe.
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TEORENMA 15, Za polugrupu S5 su sledeci uslovi
ekvivalentni:
(i) 3 je kompletno & ~regularna;
(ii) neki stepen proizvoljnog elementa iz S

lezi u podgrupi od 3;

. e . . - - +
(iii) za svaki aeS postodi meZ tako da

m. m+.1

a"e a"8a angagm).

(a"g
4.6. Polugrupa S je s Tt r o g o %~ 1n v e-
r zn a ako je % -regularna 1 idempotenti komutiraju.
4.7. Polugrupa 5 Jje GV --p_o_l-u g r up a
akb-je % -regularna i svaki regularan element iz S je kompletno
regularan.,

Temu koJu navodimo dao je 8. Bogdanovié, [21.

LEMA 16. I\_Te-ka Jje .,S GV-polugrupa 1 %’*relacija
pa S definisana sa - L |

a %*b<=38r(a)8 = Sr(b)s.
Tada |
(b’a,beS)(Qm,neZ+)(HB,fEE(S))(ame:Geabnng)=?(ab) Cg*=(ef) E*.

4.8. Polugrupa S je GV- i nv e r 2z n a ako
je GV-polugrupa i svaki regularan element iz S ima Jjedin-
stven njemu inverzan element.

4.9, Neka Je S polugrupa 1 P kongruéncija na S.

[1¢

Tada £ Jje pol umre na kongruenciliJa
ako. je faktor polugrupa S/o polumreza. Analogno se defil-
nige t r a ¢ na inverzna i grupna k o-

ngruencija.




4.,10. Polugrupa 5 je polumreza pol u-
g T U pa Xeje pripadaju klasi C?ako postoJi polumreZna ko-
ngruencija P na 5 &ije sve pe-klase pripadaju klasi C .

Analogno se definise Tt raka polugrurp a,

4.11.  Teoremu koju navodimo dokazao je S, Bogda-
novié [10].

TEOREMA 17. Za polugrupu S su sledeéi uslovi ek

vivalentni:
(1) S Jje GV-polugrupa;
(ii) 8 je polumreZa % -grupa;
- (4dd) S-je % ~regularna 1 a = axa implicira
ax = Xa |

| 1(iv) S'Je GV~polugrupa i za svaki é,fe:E(S)
- postoji ne;Z% tako da je (Qf)n = (fe)™,
"4.12;' Folugrupa Sije-¥5‘1~a;b o k o-m‘u t a=
T 2 vn a e&ko
(V¥ a,5€8)(3 nez™)((ab)e hSa):
L,1%, Polﬁgrupa S je mormalna ako je
(V aes)(as8 = Sa).
Pojedini delovi teoreme koju navodimo nalaze se

u radevima Lajesa [}5], Kurokija [30}i Pandélideka [QS].

TEQREMA 19, sa polugrupu S su sledeéi uslovi

ekvivalentni:
(1) 8 je polumyg%a grupa ;

(i1) S Jje kompletno regularna i1 slabo komuta-

tivna;




(1ii) S je kompletno regularna 1 E(S) se sa-
drzi u centru od 5;
(iv) Skup svih bi-ideala od 8 Je polmreza u

cdnosu na mnozenje podskKupovéa;

(v) S je kompletno regularna inverzna polu-
crupa;
(vi) 3 je normalna i regularna.
4,14, Polugrupa S je o T T 0 d o x s na ako

je regularna i E(8) Jje podpolugrupa od S.
M. Petrich u [49] dao je sledecu propoziciju

PROPOZICIJA 20. 7a polugrupu S su sledecli uslovil

ekvivalentni:
(1) I =(S) je podpolugrupa od 53
(ii) 7a svaki a,b £S5 i a’eV(a), be V(b) je
p’a’eviab); | |
(1ii) 72 svaki a,b,x,y €5, a = axa i b = byb
implicira ab = abyxab. |

Ako je S regularna polugrupa, tada bllo koji od predhodnih

uslova je ekvivalentan sa

(iv)  Za svaki idempotent 12 S njemu inverzan
je takodje idempotent.

4.15. Polugrupa S jeZ%-o r © O d o k 8 na ako

je $-regularna i ako je E(S) podpolugrupa od S.




{0
|

I.__.I

4,16, Neka je I(a) skup elemenata iz J(a) koji
ne generiraju J(a), tj. I(a) = J(a) - a}i. Ako I(a) nije
prazan.skup, tada je I(a) dvostran ideal od S. Faktor polu-~
crupu Reesa J(a)/I(a) nazivamo g 1l a v n im fakt o=

r o m polugrupe S.

4,17, Polugrupa S je po lupros ta ako

je svaki njen glavni faktor O-prosv ili prosv.




GLAVA 11

 KIRAKTERIZACIJE NEKIH KLASA POLUGRUPA




1. MAKSIMALNL IDEALI

PaLsimalne 1ideale u teorijl polugrupa prvi je raz-
matrao S. Schwarz {57]. On je izudavao strukturu skupa S-M,
gde je M maksimelan desni (levi, dvostran) ideal polugrupe
S. Izmedju ostalog, dao je dovoijan uslov da skup S~M bude
podpolugrupa od S. Izﬁéavanjem maksimalnih ideala bavi se 1

s, Bogdamoﬁié (6], On.je dao potreban 1 dovoljaﬁ uslov za

‘egzistenciju maksimalnog levog 1deala u polugrupl.

U ovoj tadki dajemo potreban i dovoljan uslov za
egzlstenciju maksimalnog dvastranog ideala u polugrupi i ka-
rakﬁériéeﬁo ﬁoihgfuﬁe koje sadrze Jedinstven maksimalan des-
ni (dvostran) ideal M. Takodje, dokazujemo da je S~M unija

dve ju diéjumktnih polugfupa od kojih je-jedna.desno prosta

‘a druga dvostran ideal polugrupe S~M,

Rezultati iz ovog dela znadajni su za izulavanje
polugrupa &ije sve (prave) podpolugrupe (ideali) imaju neko
unapred dato svojstvo pa ¢emc ih koristiti u daljem radu,

jer predmet naseg izucavanja su pomenute klase polugrupa.

LEMA 1.1. Neka je M pravi dvostran i1deal polu-

grupe 8. Tada M - je maksimalan ako 1 samo ako Jje ispunjen
jedan od uslova:
1° S~M={a}, a“ecH

2% S~ MC SaS za svaki a<S ~M.




Dokaz. Neka je M meksimalan dvostran ideal cd o

Tada razlikujemo dve slucaja:
1° (JaesS~M)(SaSCH).

U ovom sludaju imamo da aS#5. Pretpostavimo da aSE M, Tada

MUaS je dvostran ideal od B pa je
MUaS = 3,

a odavde

(1)  gvU sas = S°.

“Kako Je Saﬁg;ﬁ to je
(2) M) SaSC M.
Iz (1) i t2)-sledi da Jje S%;;M, a odavde 1mamo
4SS ST M,
£to Jje nemogucle. Dakie; aSC M. Slicéno, SaCM. pa Je

(MU a)$ = MSU aSCMC MUa,

s(MU a) = sMU saC M= MU a.

Prema tome, MU a Je dvostran ideal od S pa'je MUa = S, a
odavde

S~M ={af, 2% ¢ M.
o° (Y aes~m)(SasEL M).
U ovom sludaju imamo MU SaS je dvostran ideal od S pa

(%) MU 8as = 8,




L.

a cdavde

S ~M& SaS.

Obratno sledl neposredno,

T

TEOREMA 1.2. Neka je M pravi dvostran 1ldeal po-

lugrupe S. Tada su sledeli uslovi ekvivalentni:

(i) M je jedinstven maksimalan dvostran
ideal; .
(1i) Faktor polugrupa Reesa S/M Jje glavni
faktor od S;-
(1ii) S ispunjava Jjedan od uslova:
19 s~ ={a}, ac M;

2°  s5-~M ={a€g|8eS = 8}.

Dokasz. (1) =»(ii). Neka je M jedinstven maksi-

malan dvostran ideal od 8§ 1 a€S~ M. Tada J(a) = S pa Je
(4) (V a,be s ~M)(J(a)=J(b) = B).

Kazko za proizvoljan aelM imamo

(5) J(a)&= M # S
to iz (&) 1 (5) sledi 8~M = Ja' Odavde imamo

M = S“xJa = J(a)“~Ja = I{(a).

Dakle, S/M = J(a)/I(a), tj. S/M je glavni faktor polugrupe
. , .
(ii) =»(iii). . Neka je 8/M glavni faktor od S.

Tada -




. 2D -

(E]ae;S)(b = J(a) A M = I(a))1

tj. S/M = J(a)/I(a). Ako je A pravi dvostran ideal od & 1

I(a}(:.ﬁt:J(aJ tada za_bfiA*al(a) imamo

b G_J(a)xI(é) o

pa Jje J(a) = J(b). Kako Je J(b)Z A-to Je J(a)CA sto za-
jédno'sa AC T(a) daje J(a) = 4, Sto Je nemoguée. Dakle, .
dvostran ideal I(a) Je maksimalan. o
Pretpo;tavlmo da S sadvzl JOS Jedan maksimalan
ideal K. Tada -
CxUI(a) = J(a)

pa Je ée:K 3 -prema tome, J{a) = K $to je nemoguée. Dakle,
M = I(a) je Jed1n5uven mak51malan ideal od S. Na osnovu
Leme. 1.1. imamo o
Cgiw = {a},

111 " |
(Vaes Ry mIJIg_SaS) IR

Ako je g - MCSaS za svaki a€S~M, tada

MU SasS = S
pa Je | ]
(6) SaS = S.
Ukoliko je aegM, teda
(7 sas&M # S.

1z (6) i (7) sledi da Je

s~u—faesises =S} T

......




}
M)
.\.J 1
1

(iidi) :ﬁ(i). Ako vazi 1° tada tvrdjenje sledi

neposredno. Neka vazil 59 mags
(¥ aeS~M)(8~MCSas),

s na osnovu Leme 1.1. M Jje maksimalan dvostran ideal od 2.
Pretpostavimo da 5 sadrzii jos jedan meksimalan ideal I. Tada

MUT = 8 pa imamo
IN(s~¥) # ¢
Prema tone, postojl asz(}(S-H) Za koji e
(8) . Ses i 5.

Dalje Jje |
(9) - SaSCSISCI;

‘%to je nemoguée, sobzirom na (3)..Dakle, M je jedinstven

B - . 'l. - - _ /
- wakesimalan ideal od Q.

TEOREMA 1.7%. Neka je M pravi desni ideal polu-

grupe S. Tada M je jedinstven maksimalan desni ideal od S
ako i samo ako je ispunjen jedan od uslova:
1° s~M ={aj, a” €M

2° s~ M ={faeSlas = S$.

Dokaz., Neka je M jedinstven, maksimalan desni
ideal od S. Tada za proizvoljan eleﬁent ac3S~M je aS desni
ideal od S pa aSCM ili aS = S. Prema tome, razlikujemo dva
siuéaja: . N q |

1° (daesS~M)(aSCH).
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U ovom slucaju 1mamo
(M 2)8 = MBSl asC MG MU a
i prema tome, MU a Je desni ideal od S pa
MUa = S,

a odavde sledi da Je

s~ ={a2}, a“€M.

2% (Y aes~M)(asS = 3)

Kako je za svakl acM, asSCM to je
S~ M --{aES | aS = S1.

Obratno, ako vazil li tada tvrdjenje sledl nepo-
sredno. Neka je ispunjen uslov 2% i neka je R'ﬁrévi desni
:ideal.razliéitgod M.SDbkaiimg da se RLsadrEi_u_M._Zaista,_
pretpostavimo da se R ne sadrzi u M. Tada

RN(S~M) # & -
pa |
(10)  (JacRN (s~M))(a8 = 5).

Kako je RSG R 1 a&R to Je
(11) aSCRSCR.

Tz (10) i (11) imamo da Je B = K, $to je nemogule. Dakle,

pravi desni ideal M sadrzi sve prave desne ideale od S pa

je jedinstven maksimalan desni ideal od 5. A

LEMA 1.4. Neka je M kao u slufaju 2° Teoreme

- 1.%. Tada




]
MO
U
]

sS~M = PUK,

gcde je P={a €S5S~ WM | aM = M} desno prosta podpolugrupa od S 1

K ={a€iS-H all = S}dvostran ideal polugrupe S~ M.

Dokaz. Neka je M pravi desnl ideal od & 1

S~HM ={a ESIPaS = St.

mada T = S~M Jje podpolugrupa od S. Zaista, ako su a,bel,

tada Je aS=5 1 b5 = 5 pa
abS = a(blS) = al = &

" i prema tome, abel.

Neka je a T proizvoljan element. Tada imamo

. a odavde alMM je desnri ideal od S 1 prema tome,
O (12)  aMCM v aM = 8,
jer je M jedinstven maksimalan desni ideal od S.
Ako je aM & M, tTada

(13) . aS = S=a(MUT) = MUT
<aMlUaT = MU T.

Kako je aTCT i MNT = @ to iz (13) sledd

Iz (12) i (14) imamo d4a
(V aeT)(aM=MyvaM = 8).

Ako je

P -facs~nlat - ]




AW
9}
1

K= {aeS~H|all = Sty

+ada

(15) s~M = PU K.
Neka su a,be?P. Tada

(al = M A DM = M) = abll = a(bM) = al =

i prema tome, ab&ZX. Dakle, P Je podpolugrupa o4 S.

a,b€ K, tadza je ai = S5 1 bM = 3. pa odavde 1mamo
abl = a(bM) = aS = S,
ti. abekX. Prema tOmE, K je podpolugrupa 0d S.

Za a cP i beg XK 1mamo

abﬁ = a(bﬂj = ad = 5
baM = b{aM) = bM = 5.
Dakle. ab,ba €K pa je
(16) PKC K A KPCK
T4 (13) i (16) sledi
K(s~M) = K(PU K)
- ¥P U K°
- "

(5 ~M)X = (KUP)X

- KU PK
C K.

. Dakle, K je dvostran ideal Po;ﬁngP3 SffM?f

Ako

SU

¢ e e e b ey H-ﬂrﬂ-‘r-rﬁﬂun*w
Lt



.,\]

|
M
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N

Ako je a&bl proizvoljan element, tada ]
pa Je
a(mymT) = MUT,
o2 odavde |
(17) amJaT = MU T.
vako je aM = M i MIT = ¢ iz (17) sledi da Je
(18) aT = T.
Iz (15) i (18) imamo
a(KUP) = KUP
a odavde

(19) 2kl aP = KUP.

Tmajuéi w vidu da je KrTP :‘@;to iz (16) i (19)-sledi PC.alP
- §%0 zajednoisa Einjenicom da je'P poﬂ?olugrﬁpa daje aP = P.

.Bakle, - - | - o o | |
(¥ a €P)(aP = P)

pa je P 4esno prosta podpolugrupa od O,

Cbratno, neka je S = PUK, gde Je p={aed ~MlaM = 1M}
desno prosta podpolugrupa 0od & 1 K ={a &b -l [ aM = S} dvos-—
" tpan  ideal polugrupe S~M = T. Tada M £ S pa S~M # @ 1
prema tome, Dar jedan od skupova P, K nije prazan. Akxo P 1 K

nisu prazni podskupovi od o, tada
(a €P AbeX)=(abM = a3 ~abM = S),

jer je'absaK, pa je a8 = 5., Neka je P = ¢. Tada

acK=pal = S=ad = S e




pPretpostavimo 14 da je K = ¢, onda

a(MU P)
aMl aP

a € P=»ad>

(]

i

MU P

i

S

Dakle, U bilo kom od prédhodnih sludajeva 1mamo
f?aeSxHMﬁS=Eﬂ.

Kako Je zZ& proizvoljan element a €M
aS C,_;_ MSC M £ S

to Je

S*-I*:'i :{_a_r.;,_SmIf’i | aS = S}. Z)

LEMA 1.5. Neka Je M jedinstven maksimalanimﬁm

ideal polugrupe S. mada W Je dVOSuran 1deal aﬁo 1 samo ako
Jje

(20) K ={aeﬂ$éﬁé[éﬁ ;fS} - g,

Dokaz. Neka je M Jjedinstven meksimalan desni

ideal koji Jje dvostran. Tada
SMC M # S,

a odavde K = &.

| Obratno, neka je K = @ 1 neka je M jedinstven mak-
“inalan desni ideal od S. Tada, na osmovu Teoreme 1.3, i Te-
me 1.4., imamo da je |
' s~M ={a}, afe M




|
)
O
|

ili

Ako je S~M =ia}y, a €M, tada Je

(21 aMm C M £ S.
7aista, ko aMl, onda je aM = S, jer je all desni ideal od
g %to je nemoguée. Dakle, vazi (21) pa Je SMCHM i prema to-

me, M je dvostran ideal od 5. Ukoliko Jje alM = M za svaki

2 €S~M, onda SMCM pa je M dvostran ideal od S. &

DOSLEDICA 1.6. - (Lema 2.1. [36] ) lNeka je T

neprazan skup univerzalnih levih delitelja polugrupe S.
Tada S~T je jedinstvén maksimalan desni ideal od S koji

- je kompletno izolovan.

Dokaz. = Sledi neposredno iz Teoreme 1.3. 1 Leme

1.4.E

POSLEDICA 1.7. Neka je T neprazan podskup uni-—

verzalnih levih delitelja polugrupe 5. Tada S~T Je jedin-
stven maksimalan dvostran ideal od S ako i samo ako Je T

desno prosta podpolugrupa od 5.

Dokaz. Sledi neposredno iz Teoreme 1.3., Leme 1,4.K




o KARAKTERIZACIJE NEKIH KLABA POLUGRUPA

POMOGU  G-REGULARNIH PODPOLUGRUPA

G. Pollak i L. Rédei [53] ragmatraju polugrupe
u koJjima svaka prava podpolugrupa Jjeste grupa. S. Bogdano-
vié [5] karakterige polugrupe u wojima svaki pravi levi ide-
2l jeste leva grupa, a u [?}'polugrupe u kojimaﬁje svaka
prava podpolugrupa réﬂularna. Polugrupe u kﬁjima‘je svakil
prav1 desni ideal “egularaﬁ ragmatrane su u [34 .

U ovo] tack“ ka“akaLi S polu;zupe qu kojih
jé svaka prava podpolugrupa_(desni.ideai, dvostran;idea})
fgaregularna podpolugrupa. Teoreme 2.3. i 2.5. 'su’ ﬁoﬁ%teL“

nja nekih rezultata iz [36] , odnosno (7]

r—

TEOREMA 2.1. Svaki pravi dvostran ideal polu-
erupe S je L-regularan ako 1 samo ako je I(8)% -regularna

podpolugrupa od S.

Dokaz. Ako je svaki pravi dvostran ideal od S

G -regularan i a € I(8) proizvoljan element, tada postoji

pravi dvostran ideal I od S tako da je ae€el i postojl

| n{:‘_Z+ tako da
5" = al1acC anI(S)an

Prema tome, L(S) Jje % -regularna podpolugrupa od S.




Obratno, neka je I(8) & -regularna podpolugrupa od
g i I pravi dvostran ideal od 3. Tada a< I implicira aeI(S)
. -+ . - .
pa postojli ne 42 takav da Je

n n.._n
a = a xa

za neki x€L(8). Dalje, imamo da Je
xa % € \/( an)

pa je

(1) 2™ = aM(xax)a"

(2) xa x eSTSC T.
Tz (1) i (2) imamo

n n-_n
a ¢ a la,

a odavde I je % -regularna podpolugrupa 0&.S.

PCSLEDICA 2.2, Svaki pravi dvostran.ideal po-

lugrupe S Jje regularan ako i samo ako Je I(S) regularna pod-

polugrupa.od ISP

Dcokaz. Sledi neposredno 1z Teoreme Z.1.
TEOREMA 2.3. Za polugrupu S su sledeci uslovi
ekvivalentni:
(i)  Svaki pravi desni ideal o0d S Jje ¥ -regu-
laran;
(ii) R(S) je kompletno <4 -regularna podpdlu—
grupa od S “

(iii) o ispunjaﬁa jedan od uslova:




!
I

S

0 .
1 3 je kompletno % -regularna,
0 v | .
2 g gadrzi kompletno 4-regularan

desni ideal M pri demu je S~ H polumreza dveju polugrupa

P i K, gde je P desno prosta 1 ak = M za svaki ae P,

X Jje

dvostran ideal podpolugrupe SM od 8 i aM = 8 za svaki aekK.

DoKEZ . (i) = (ii). Ako je svaki pravi desni ideal

polugrupe S %-regularan i aeR(S) proizvoljan element

™

postoji pravi desni ideal R od S koji Sadrﬁi a pa Je
(%) 2 ¢ R(a) C R.

Kako je R(a) §-regularan to postoji ng:2+ da
(4) .ang;anﬁia)an = an(aLJaS)an

n+lsﬁn

L »

Ca
1Odavde sledi da. Je
L n N+l
(5) a'ea S A all = an+l X,

za neki xeS., Dalje, 1imamo

n+l an+2x2(;?an+28

= X =

Sto zajedno sa (5) daje

(6) ang aﬂ+28 _ a‘ﬂ*%lasg an+lR(S)
Tz (4) sledi da je

ane;anaSang;anR(S)an,

4 odavde i jednakosti (5) dobijamo

pa, na osnovu Teoreme 1 15., imamo R(S) je kompletno.

tada



g -regularna podpolugrupa od S.

(ii) == (11d). Neka je R(S) kompletno Z-regu-
larna podpolugrupa od 5. Ako Je R(S) = S tada Jje 5 koﬁplet—
ﬁb %-regularna. MNeka R(8) # 5. Tads R(S) = M je jedinstven
maksimalan desni ideal od o5 pa na osnovu.Teoreme 1.%., imamo
S~ M ={a}, a2€ M ili S~ M={aeS| aS = S}.'Ako je S~ M ={a},
agegm, onda postoJi n ez’ da |

- (az)ne (2230 (a2 C 2%Pga20,

2n 2N, _2n
= Sa

a odavde a & pa je S Z-regularna. Ukoliko je a €3

proizvoljan element, tada_postoji_nsaz+ da
.ang;anR(a)an = an(aLiaS)aQQ;an+lSan,

a na osnovu Teoreme-I.lB. slédi‘S_je_kompletnﬁfilregularna.
Ako. je SN ={a€8 | adS ;IS}, tada, na osnovu Leme 1.4. i Pos—
' 1édice“i.6.5 dobijamo 2°, | o

(1ii) = (1i). Neka vazi 1° i neka je R pravi
desni ideal od b. Ako.je-ae;R proizvoljan element, tadé pPOS—
toji n c 77 da

n N+la. N . N, _ ~\ 10 N, n
a“ea  “Sa = & (aS)a Ca Ra ,

a odavde R je & -regularan.
v. ~O X C o
Ako vazi 2°, tada, na osnovu Leme l.4., M je Jedin-
stven maksimalan desni ideal od S. Kako je svaki pravi desnl

ideal od S desni ideal od M 1 M kompletno %-regularna, to

sledi (i), a dokaz je istovetan kao pod 1°.EZ4

POSLEDICA 2.4. Za polugrupu S su slédééi us10yi¥f;1jf;




ekvivalentni:

'(i) Svaki pravi desni ideal od S Je regularan;

(1i) R(S) je unija grupa;

(1ii) S ispunjava jedan od uslova:
o3 : . R
1 S je unlja grupa;
O LT | - [ 4 "
2 S sadrzi jedinstven maksimalan dvo-

stran ideal M koji Jje unija grupa i fektor polugrupa Reesa
3/M je dvoelementna nulta polugrupa;

. %% 8 je desno regularna, sadrzi univer-
zalne leve delitelije i svaki njen pravi glavni,deéni ideal

je generiran neklm idempotentomn.,

. Dokaz., (i) =§(ii). Ako Jje svaki pravi_desni |
ideal od S regularan, tada ﬁ(S) je kompletno regqlarﬁé podf
-,f—@dlugrupa5od-S*(Teézémé 2.%,) pa Jje .unija grﬁpa (Teorema I &)

(ii) =(4ii). Ako je R(8) = S, tada Jje 5 unija
grupa.'Neka'R(S) £ 5. Tada, na osnovu Teofeme l.5., M= R(S)
je jedinstven maksimalan desni ideal od S koji je unija grupail

(6) S~M ={al, aQE;M

111

(7) | S~M ={ae5| aS

5%.

Ako vari (6&), tada klase ekvivalencije DO kongruenciji Reesa

su M 1 jednbélan skup {a} pa Jje faktor polugrupa Reesa 8= 5/M

dvoelementna polugrupa. O&igledno, M je nula polugrupe ST i

(V ags8)(as & M),

(8) (¥ aes)(£(as) = M),

gde Jje T prirodni homomorfizam od S na 8§ . Iz (8) imamo




f{a) £(8) = M

pa Je€
(V a8’ )(a’s” = M),
a odavde g2 M, tj. 87 Jje nulta polugrupa.
Ukoliko vazi (7), onda za prolzvoljan element
aeS5~M Je
aQS = ab = 5
pa

(9) (YaeS—M)(aca“s).

Kako je M unija grupa to Jje, na osnovu Teoreme I 8., desno

regularna pa

(10) . (Y acm)(acaVCa®s), . ..
Iz (9) i 10) sledi -
(V¥ ags)(aca® 8),
tj. S Je desno regularna.;Dalje,'M e kompletno.fégularna
pa Jje svakli glavni desnl ideal od M generiran nekim idem-
ﬁotentom (Lema I 5.), a éamim tim 1 svaki pravi desni ideal
od S.

(1ii) =>(i).  Ako je 17, onda (i) sledi na os-
novu Teoreme 2.3%. Ukolike Je 20, tada M je nula polugrupe
S/M 1 njen Jjedini pravi desni ideal pa Jje Jjedinstven maksi-
malan desni ideal od S. Kako je M unija grupa ©to Je komplet-
no regularna podpolugrupa od S 1 5vaki njen desni i1deal Je
regularan pa Jje 1 svaki pravi desnil ideal od 3 regularan.

= O . -
Neka vazl %Y, Tada , na osnovu Leme I 5. S Jje regularna, a

‘e g p -

el I 2 Tl



Nonl
(N

xako je i desno regularna 1o je unija grupa pa je svakil

desni ideal od © regularan.zz

TECREMA 2.5. Svaka prava podpolugrupa polugrupe
3 je ¢ -regularna ako 1 samo ako S jeste periodicka.
Dokaz. Neka je svaka prava nodpolugruna od S

G -regularna 1 neka S nlje monogena. Tada

o0d S. ¥ako S£<ay to Je

e ’ . . . ' -
s 4 -regularna pa postojl nez da

v
Nl

o

fo

(0

. -+ ]
za neki k&7 , tJ.
n n+(k+m)
a = a .

Prema tome, S je periodicka,

Neka je S monogena, tj.
2
S 3{31 a 1 8-5’!#-}

Tada
A ={a2, aa,...}

! : o - ' .
je prava podpolugrupa od S pa Je Jk~regularna 1 prema tome,

aknapakn)

I!

(¥ a¥e 2)(3 nezt) (@™

7za nexi ap < A, Odavde imano




“\u.j

|
N

i}

kn akn+(kn+p}

Obratno, neka je S periodicka polugrupa 1 A prava

podpolugrupa cd 5. Tada za proizvoljno ag A postoje r,me 7

da Je
(11) at = gt7h
Ako je r <m, tada postoje k,p€5Z+ da je m=kr+p pa iz (11)
imamo
" T o gTHRTED
& odavde.

r. T, T
a~ ¢ & Aam,

}

t3. & je% -regularna podpolugrupa od 5. Ukoliko je T3,
onda postoje u,v eZ da je r = um+v, gde je v<m. Cdavde 1

Zednakosti (11) imanmo

r+(um+v)+1232r+l,

TEOREMA 2.6.  Svaki pravi desni ideal polugrupe

S je desno %-regularan ako i samo ako Je R(S) desno %4 ~regu-

larna podpolugrupa od S,

-

Dokaz. Ako je svaki pravi desni ideal polugrupe

S desno Y-rezgularan i a eR(S) proizvoljan element, tada pos-




toji pravi desni da a €R i postoji neZ’ da
N+l n-+1l
R C. a R(S).

larna podpolugrupa od S.

Dakle, R(S) Jje desno

neka 3e R(S) desno §-regularna podpolu-

1mpLi-

Obratno,
grupa od S 1 R pravi desni ideal od 3. Tada agkQRk
‘ . + . 9! n+1 :
cire a €R(S) pa postoji neZ da jJe a =& %, 28 neki
v eR(8). Odavde imamo
n+1i
R

N N+2osan,— JA+E
a € a R(5)C a g = gn+l 2SC &

[ | y {._‘_-
i prema tome, R je desno 4 —-regularan.

cuwlaxrnom &

mo S
polugrupa od S.

vaki desni ideal polugrupe S je stro-
! &

LEMA 2.8,
go g-regularan akc 1 samo ako 5 Jjeste ﬁlregﬁlarna i Rég S
unija grupa.
Dokaz. Ao ie svaki desni i1deal polugrupe S STIro-
je aeR(a) i postojl |

¢~ regularan, tada za svaki a&€bd

e
ne?Z da
'ane;anﬁ(a)an = an(aLJaS)an = agn+lLJén+l Sal.
Odavde imamo da
aneaan+1gan’

2 na osnovu Leme I 7. a® 1e¢%i u nekoj podgrupi od o. Prema

tomé,-postoji a_né;V(an) da Je




v
'}
|

I n -n_n -1 _-n n_-n n_-n__ =0 n
(12) 2 = aa a A& =3 &g & aAaa =a a3,
a odavde
. ol n n_-n 2n_-n 21 e
(1% a  =a a8 & =a""a g a Reg S.
Tz (12) sledi d=z
n 9! n

y + SR s R ,
voljan element 2a& X POSTOjL n ez da a &€ kKeg © Da
” 24 sV ol N _Nea 0 i, N
Pt Reg Sagng;a Hog™ = a"a 82" a"Ra™,

}_J
rd
B
D
v
)
d_
O
=
¢
n
o
t'x1_l
1...J .
Q.
WD
0
o
}_.F
oY
D
m
iL.._J
O
oY
o

Dakle, R je% -regularan

kao 1
-'l x \'—1*" AN
(15) (ab)(ab) = = (ab) “(ab).

Tz (14) i (15) dobijamo

(ab)"l = (ab)(ab)"l(ab)_lﬁ;;qu;R

abe (ab) R (ab},
a odavde abeReg R, tj. Reg R Je podpolugrupa od R. Prema tvome,

: S >
svaki desni ideal od o Je shrogo‘ﬁlregularan.ﬂﬁ




%, POLUGRUFE U vOJTIA JE SVAKE PODPOLUGHUPA

U ovoj tadki uvodimo pojam STICEC 1evo {desno)

regularne polugrupe 5 YarakteriZemo ovu klasu polugrupa DPO-

O

t:;"i

moéu levo (desno) unitarnih ideala. Takodje, karaiteriée
klasu polugrupa koje su desne grupe pomoéu (levo) unitarnih
podpolugrupsa.

Pojam unitarnog podskupa uveo je P, Dubreill 251

B -

xoji ovde navodlmo.

P —

DEFINICIJA 5.1 leprazan podskup A polugrupe 5

je L ev o un i t aran ako
(s 25 Aa,as ch) =rys €A.

D esno unitararl skup se definise dualno. Podskup
A polugrupe © Jé un it aran ako je u isto vreme 1levo

i desno unitaran.

DETINICIJA 5.2. Polugrupa S je s t r©r 0§ O

v o regularna ako

-
ey

(V a,bes)(acSab v aeBoa).

Analogno se definise 8 T T 08 O d e sno vegular-

n a polugrupa.




L
v

TRCREMA 3.2, Polugrupa & Je strogoe levo regu-

larna ako 1 samo ako Jje svaki njen levi 1ldeal levo unitaran.

-
O
ol
{0
M

Teka je S strogo levo regularna polugru-

na 1 I levi ideal od 3. Ako su a,x &3 proizvoljni elementi,

X Edax X eEdbXa

PN
},._J
R
™
I
d

oy
P
<
4

|

Z2XE,

a,ax €L,
tada je xa<€l pa iz (1) imamo

¥ = yax € 3SLE L

113
X = zxa ¢ 5ICh,
Dakle, L Jje lsvo unitaran i prema tome, svaki levi ideal je

levo unitaran.

Obratno, neka je svaki levi ideal polugrupe S 1levo
unitaran i neka su x,a €S proizvoljni slementi, Ako su L(ax)
i L(xa) levi ideali generirani elementima ax, odnosno xa,
tada

T, = T(ax)U L{xa)

ax U xall8ax U 8xa.

T,
N
R
-
{i

Odavde 1imamo da Je




|
=

AW
|

(%) xa, xax <Ll.

vako je I levo unitaran to 1z (%) sledi xel, §to zajedno

sa (2) dzje

XI:&KVX==KaVX€S&KVX€SHL

Ako Jje X = ax, tsda e v = a"xeSax. Analogno, xe€b¥a pa Je

C_J.

-

-T

Dokaz. Heka Jje sveki

desni ideal polugrupe S levo
unitaren 1 R proizvgljanldesni ideal od 3. Ako je a &R proiz-
volJail élemgnt, tgda
(V x &5) (a,éﬁ E.P) |
pa kako Jje R 1levo unitaran to Jje xR 1 prema Tome, R = S,
Dakle, S ne sadrzi prave desnelideéle pa Jje desno prosta.

Obratno sledil neposredno.ﬁﬁ

TEQREMA 3,4, Svaki jednostran (i levl i desni)

ideal polugrupe S Je levo unitaran ako i samo ako S jeste

desna grupa.

Dokaz. Neka je svakl Jednostran ideal od B levo

unitaran i neka je R proizvoljan desni ideal od S. Tada, na

ssnovu Leme %.%., R = S5, odnosno 5 Je desno prosta pa Je

) | (Yaes)(ad = 8).




[—

Na osnovu Tecreme 5.

AW

f

T,

v L
L)

Jje strogo

(V¥ 2,0e3)(aecBabva esba),

a odavde

s
bt
ri
O

{3

tj. S sadrzi
idempotent i pfemé

Cbratno,
levi ideal od 5. &£ko

za nekl x &b, tada,

rezularns.

Jje L proizvoeljan

I

(Vaes)(acsa®),

Il

ya az

AW

=
va

=Wz

a(za)a

ca L a,

?

S

Py

Jje 5 desna grupa 1

a, ax &b

na osnovu Teoreme I 11.,

je desna grupa. (Teorena

oG ae L, tada

5. Daklie, S- je desno prosta 1 sadrzi

I

11.)

-

L, proizvoljan

imamo da Jje S

regularna pa Je
(&) ax = (ax) yax,
»a neki veS. Dalje, yax = e je idempotent pa
L{ax) = L(e)

(Lema I 5.), a odavde e L. Kako je S levo kancelativna tTo

iz (6) sledil




v = x(yax) = %e
€ SLC L.

pokle, L Je levo unitaran i prema tome, SvVakl levi ideal

od 5 je levo unltaran. %

Dokaz. Neka je svaki dvostran ideal od S levo

gnitaran 1 I proizvoljan dvostran ideal od S. Ako Je acl

proiuvoljaﬁlelement, tada Je
(7) (Vxes)(axel).

Kako je I levo unitaran to ge x €I, S$to zajednc sa (7) daje
7 = 5. Dakle, .S ne sadrzi prave.dvostrane-ideale i prema

tonme, S Je proste.

Chratno sledl neposredno.%z

TEOREMA 5.0, Svaka podpelugrupa polugrupe =

je levo unitarna &Ko i samo ako je S periodicka desna grupa.

Dokaz. Ako je svaka podpolugrupa od S levo unil-

tarna, tada Je 1 svaki Jednostran ideal levo unitaran pa,
ns osnovu Tecreme | J.4., S je desna grupa. Neka je ae€ o

proizvoljan elenment. Tada
2 4. |
La7 = {a,a ,35,3 ,...j

Je podpolugfupa od S, Ukoliko je.(ajybeakonaéna, onda

(8) A= {32;35,34,...}

TR e ]



je podpolugrupa od 5 koja Je levo unitarna pa
5 .0

s odavde i Jednakosti (8) imamo

i0didka desna grura. Tada

-

Obratno, neka Je S pe

v
S je unija grupa (Teorema I 1l.) pa 2& proizveljan element

~

s €5 sledi da pripada nekoj podgrupi od 5 1 <a> Je kona-

“ne cikliéna grupa. Ako je A proizvoljna podpolugrupa od

-

£ g

S to je A periodicka pa Je unija onadnih c¢iklidnih

9

TUDG
4 na osnovu Teoreme I 8, unija disjunktnih grupa G, cde
J€e Ge maksimalna podgrupa od A,

Neka je a €A proizvoljan elementd 1

a,a¥x € A,

H

-5 neki x €95, Tada postoji maksimalna podgrupa Ge od A da
emche pa Je

(9) (ax)e = e(ax) = ax

(10) (ax)(ax)’ = (ax)’(ax) = e,

gde je axeG, 1 (ax)’g \(ax). Kako je S desna grupa to je
levo kancelativna pa sobzirom na (9) imamo

(11) (ax)e = ax = Xe = X,

5 kako je i desno prosta to je ex = e, Sto zajedno sa (11)

daje




(12)

M
~
I
H
(
i
™

L ]

Dalje, na osnovu Teoreme 7T 11. E(8) je polugrupe desnih

nula pa je

(ax)’ = x"a’

—
S
-
R
]
L
)
¢l
D
M
=
=
N
'E._.I .
o
M
<
Faalian
o
S
=
Qy
::.‘:‘.-.I
o)
.
)

(Propozicija

aa’ idempotent i svakl idempotent iz S Jje leva jedinica tO

iz (10) i mamo

e = (ax)’(ax) = x.a 8X
- x'(a’a)x = x ((a'a %)
- x'w = w{ex)

(x"e)xX.

S druge strane imamo da Je

e = x xX'¢@
= x(x'e).
Prema tome,
(1%) x(x’e) = (x"e)x = e.

Ié (12) i (1%) sledi da je xe;Ge pa Je X< if. Dalkkle, A je
jevo unitarna podpolugrupa od S 1 prema TOME, svaka pod-

polugrupa od S je 1evo unitarna.@

-

POSLEDICA 3.7. Svaka podpolugrupa polugrupe

3 je unitarna ako 1 S3mO ako je S periodicka grupa.

Dokaz. Sledi neposredno iz Teoreme 3,6, 1 njoj

dualne teoreme.zz




U ovo] tacki varskterifemo polugrupe Clje sve
iesu (desno) t-arhimedowvske. Dobijeni

prave podpelugrupe 1

. - - . |
tenia nekih rezultata 5. Bogdanovicsa [6J,

-

Cl.

rezultati su uopS

B, Pondélideka [47], A. C. Cherubinije

i A. Variska [14] .
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DEFINICIJA 4.1, ol , 621, [58]. Pol
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Analogno se definise 1l e v 0 &

polugrupa. Polugrupa S je t-arhime d o v s k a ako
(Y a,be8)(3 neztY(ate b3 N Sb).

v & 7 an a axko

L

Polugrupa S Jje s T e p e n o

(\7’ a,be3)(dn,n €Z+)(am = an

Navodimo sledeéu teoremu S. Bogdanovica, (6] .

TEOREMA 4.2. Svaki pravi desnil ideal polugrupe

S jefdesno arhimedovska podpolugrupa 0d S ako i samo ako




je ispunjen jedan od uslova:

1¢ 3 je desno arhimedovska;

20 S sadrzi taéno.dva desna ideala Rl 1 R2
xoji su desno prosti 1 5 = RlLJ Rss

50 q gadrii maksimalan desni ideal M koji Je

+ ] T"'J"ﬁ

desno arhimedcovskl i MC aM za svakl a8 ~M,
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‘e R -polugzrupdhaid
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TEOREMA L4 Svaka prava poedpelugrupa od S

-’ [

desno arhimedovska ako 1 samo ako je ispunjen Jjedan od us-—.
lova:
(i), S Je R—poiugrupa;

(11) S ima tadno dve desna ideala R,, R, Xoii
su desno proste R-polugrupe, S = RlLJ Bo i za svakl ae Ry,
bejoeE£=<aJﬁq

(1iii) S ima (maksimalan) dvostran ideal M koJdi
je R-polugrupz, S ~M je desno prosta R-polugrupa,l ZzZa svaka

aet, beS M je 8 =<a,b>.

Dokaz. Neka je svaka prava podpolugrupa od ©

S

desno arhimedovska. Tada, na 0snovd Tecreme 4.2. vaze Uus-
1ovi 1°, 2° i1i %° te teoreme. Ako vazi 1°, tada je S de-
sno arhimedovska pa Jje © R-polugrupa., Ukoliko vazi 20, tie.
S.ima'taé?o dva desna ideala Ry 1 Ej koji su desno proste
polﬁgru?e i 8 = RlLJ Ro tada Sﬁ Ry 1 R2 R—polugrupe; Neka

su ae;Rl 1 bG;Rz proizvoljni elementi, Ako pretpostavimo
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b~ # 5, tada je <a,by desno arhimedovs¥ka polugru-
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a odavde ane;321 $to Je nemoguce. Nexs va

L . s ]
S ima maksimalan desni ideal M koji Je desno arnimedovska

pa na osnovu Lene 1.%4., 1mamo

o ~M = Pl K
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X ={agb ial = S}. Dokafimo da je ¥ = @. Zaista

L

3 . 3 - . -r - T",T
I 1 desnc aralm ka lugr 1T Y
Kako Jje M d medovs polugrupa i1 7,Xa &
f. . + . m T“lﬁ .
(Imez”)(xay) a7,
2

a cdavde X = yu za neki UeM. Dalje, 1mamo

a4 = ax = ax~" = ayu = XUE&M,
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O
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ks

1 50, a odavde,

“He

-, N +- . . T —
%to je nemoguée. Dakle, S~M = P je desno prosta R-polugru

u - 1 [ . ] ‘\,
pa i M jedinstven maksimalan dvostrani ideal {(Lema 1.5.)

b ]

ko3ji je R-polugrupa. Neka su aell 1 D

<
L] < & ' rhime-
clementi i neka <a,b> # 8. Tada je <La,b7 desno ar

dovska polugrupa pa

(3ne?™)(F xe La,by )" = ax),

. P P P . e - n b “r * . L
--“-a adavde imamo da je b &€ M, sto Je nemoguce.

3 ~M proigvoijni



Coratno siedi neposredno.ﬁﬂ

TEORIMA &4, Svaka prava podpolugrupa polugru~

pe 3 Je desno srhimedovska sa idempotentom ako 1 s2m0 ako

je ispunjen Jjedan od uslova:

O ~ .
L S je periocdicka R~polugrupa;
O : .
2 S je dvoelementna polugruna idempoctenata.
Dolzaz, Heka Je svakKa prava podpolugrupa od 3

desno arhimedovska sz ildempotenton. Tada Jje lspunjen Jjedan
od uslova (i), (ii) ili (iii) Teoreme n.%. Ako je (i),

tada za proizvoljan element €S Je

s

> = {ajag,aj,...}

1evo arhimedovska polugrupa seé idempotentom p& postojl

N
(1

. . n .
e cB(S) ineZ da Jea = €, & odawde a je. xonadnog reda.
Dakie, © je periodicka R-D Wu”ﬂupa. DSWOV1 (1i) 1 (+11)

su ispunjeni samo ako je 3 dvoelementna polugrupa idempo-

tensta, Zaista, neka 5 sadrii dva desna ideala Ry 1 KEq

J.L.:L
koji su desno proste H-polugrupe i za svakil ae;¢l, be Ry
56 8 = La,by. Ako sue 11 redom idempotenti polugrupa

Rl 1 Rg, tada je S = Le,f>». Sem.toga, eff;Rl i fe eR, Pa
n m
e = (ef)y " A T = (fe)

T+ . . ~ - .
za nexe n,mE€Z , jJer Su x4 1 Rg R-polugrupe. Odavde 1mamo

ef = e n fe = 1T,

Dakle,

Le, £ > = {e,f}




S
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i prema tome, o J& Avoelementna polugrupa i1dempotenata.
Neka vazi (iii) i neka su idempotenti eel 1 fed~I0l. Tada

ef ,fegl

£~
Lo

+
neke n,mg % , & odavde

Cakle,

LEMA 4,5, S je desno prosta t-arnimedovska

polugrupa ake 1 samo ako je grupd.

DEFINICIJA 4.6, 3 je T ~-polugrupa ako

(VaquSD(EnEET)(Qil,...,ik,jl,..‘$jk,ii,...,ii,ji,...,jé&Z“U{O})

. - . . . . F M s I
(2”7 = 2a*1pdr ., .atRpdk,b = b . 9+ o1 L, ,atkpde ),

P

TEORIMA &4.7. Svaka prava podpolugrupa od S Je

+_arhimedovska ako i samo ako je igpbunjen jedan od uslova:
@ .
1 o Je T-polugrupa;

0 . :
2 5 Jje dvoelementna polugrupa idempotenata.
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Dokaz. Meka je svaka prava podpolugrupa od S

+_arhimedovska. Tada svaka pravae podpolugrupa od & Jeste
desno arhimedovska pa je ispunjen jedan od uslova (1),
(ii) 11i (iii) Teoreme 4.%, Ako vazl (i) tada Jje S R-polu-
grupa, a na osnovu dualne teoreme Teoremi 4.5. 8 Je 1
L-polugrupa pa prema tome, 5 Jje T-polugrupa. Uslovi {(ii)

i (iii) su ispunjeni selo ako je S dvoelementna polugrupa
idempotenata. Zaista, neka Jje o = RlLJ Ry, gde su Iy i Ry
desno proste R-polugrupe i za svakl ae;Rl, be Ry, Je

S = <<La,b> . Tada, na osnovu Leme %.5., El 1 R2 Su grune.

Ako su e i.f redom jedinice grupa Gy, G, tada

S = Le,f 7.

1.
na
(V x €Ry)(ef = xe),
a odavde
afe = (xe)e = xe = ef
N
< -
(ef)= = (efe)f = (ef)f = ef.

Kako Je Rl crupa to

S1icno,
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H

pa Je

5 = {e,f}.

Dakle, S Jje dvoelementna polugrupa idempotenata, Ako vazi
(iii), tada je ¥ dvostran ideal od 5 1 5~ HM desno prosta
polugrupa, a kako Je 1 +_arhimadovska to je grupa (Lema 4.5.).

Neka je e jedinica grupe S~M i xel proizvoljan element. Tada

1
LY

1 X
(1) ex,xe,x eeM

]-J-

(2) S5 = Le,exH = Je,xe>.

Odavde 1imamo

za neki y €5 pa Je

1|
@
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D
E"’-’-t
e
1
o
e
{
-

(3)  ex
i prema tome,
(1) (xe)E = (xe)(xe)...(xe) = x(ex)...(ex)e = xFe.
Iz (2), (3) i (&) sleddi
S = {e,xe,xge,xae,...}.
Daije; odavde i iz (i) imamo da se

5

A ={8,X281x e,rfi}

podpolugrupa od S pa ako je t-arhimedovska tada je eq;xkeA(; M,

sto Je nemoguée¢ Dakle,
g - ie,gge,xae,.f.:}= {xge,xaeiti,ﬁ-u {e]

pa je

-t

(5) M = {Xge,x5e,.;.§




: 1
ve = xle = (xe )™

za neki k »>1 1 prema tome, M Je grupa. Jedinica ove grupe

APl 0
je (xe)* ™+ = 25" te pa je
. )
3 = <:x£ 1e,e:> ='{Xk le,e}

Dakle, S je dvoelementna polugrupa idempotenata.

Obratno sledi neposredno.ﬁﬁ

 POSLEDICA 4.8. |14]  Neka je S polugrupa sa
ideﬁpoteﬂtom. Tada svaka pfava podpolugruﬁa 0d 'S Jje t-arhi-
medovska ako 1 samo ako.je ispunjen jedan od uslova:
(i) S je polugrupa idempotenata reda 2
(ii) S e idealné‘eksfenzija periodicke grupe

_pomoéu nil-polugrupe.

POSLEDICA 4.9.'[6] Svaka prava podpolugrupa
od S je stepeno vezana ako 1 samo ako [SI = 2 ili Je &

stepenoc vezana.




5, PARCIJALNC PROSTE FOLUGRUFRE

U ovoj tadki uvodimo pojam parcijalno (desno)
proste polugrupe. Ovaj pojam Jje uopStenje poznatog pojma
proste (desno) proste polugrupe. Dalje, opisujemo ovu klasu
polugrupa, a potom karakterisemo pdlugrupe u kojima je

‘svaka podpolugrupa (ideal) parcijalno {(desno) prosta.

DEFINICIJA 5.1, [18]  Element aeS je un i-
"verzalan levi del it el J polugrupe S

ako Je

Analogno se definide univerzalamn desnil
delitel j. Element a€S je univerzalan

yunutarnii delitel ] polugrupe S ako je

L

DEFINICIJA 5.2, Polugrupa S je » ar ¢ 1 J-

2 1lno desno {(levo) prosta ako sadrzl

neprazan podskup univerzalnih levih (desnih) delitelja.

TEOREMA 5,2, Polugrupa S je parcijalno desno
prosta ako i samo ako Je ispunjen Jedan od uslova:

1° S Je desno prosta;




{
N
(N
|

O o o : ... * _
2 3 sadryi maksimalan desnl ldeal M, 5—~M Je

podpolugrupa 1 M C Ma, za svaki aes~M,

- Dokaz. Neka je S parcijalno desno prosta polu-

grupa. Tada

(1) 1 ={aeS|aS =8}#0
pa razlikujemo dva slucaja:
(1) T = 8, U ovom slucaju 3 je desno prosta;

(ii) TC 8, Tada M = S~T je jedinstven ma-
ksimalan desni ideal od 8 1 T = S~M je pedpolugrupa od
S (Posledica 1.56.). Ako je aegT proizvoljan element, tada
iz (1) imamo

‘a(M U T)

My T,
a odavde
- f-ﬂ‘iU aT_ ‘=' M U T:« _

Pa kako je M T = ¢ 1 aT C T to je MG al.
- Obratno, ako vazi io tvrdjehjé sledl neposredno.

Ukoliko Jje ispunjen uslov 20, onda Je

S~MC as,
za svaki - ae;S~HM. (Teorema I 2.) Odavde 1imamo
(2) | MU as = S.

S.

Kako je MC Ma to je M aS, sto zajedno sa (2) daje aS

Dakle, S je parcijalno desno prosta. &

LEMA 5.5. Neka S nije desno prosta. Tada 5 Je

. parcijalno desno prosta ako i samo axo sadrzi jedinstven

maksimalan desnli ildeal koji'je izolovan}




Dokzaz. Lkxo je 3 parcijalno desno prosta, tada

]....3

- {aeS as =834 P AT #S

pa, na osnovu Posledice 1.6., imamo da Je M = 5~T Jedin-
stven maksimalan desni ideal od 5. Neka Je ae€ S pro-

. . .2 . .

izvoljan element i a“eM. Ako ag¢gM, tada a&T pa je ad = S.

Odavde sledl

pa
2 1 T
aega S MS G M,

Sto Jje nemogucle. Dakle,
(\v} 2 "L,ﬁ = - A
acS)(a”e M =ae M)

i prema tome, M Je 1zolovan ideal, &

TEOREMA 5,4, Neka S nije desno prosta., Tada

su slededi uslovi ekvivalentni:
(1) S je parcijalno desno prosta;
(ii) S sadrzi jedinétven maksimalan desni
ideal koji_je izolovan;
(idii) S sadrsi maksimalan desni ideal M, S—M
je podpolugrupa od 5 1 M& Ma za svaki aeb~HM;

(iv) S sadr?i pravi desni ideal M,

s~M = PU K,

If

ade je P -{ae;S-M | aM = M}-desﬁo prosta podpolugrupa

od 5 1 K

{a eS~M{aM =8].




~ 58 -

Dokaz, Sledl na osnovu Leme D.35., Teoreme 5.2,

i Teme 1.4.%4

TEOREMA 5,5. Za polugrupu S su slededéi uslovi

ekvivalentni:
(i) Svaka podpolugrupa cd S je parcijalno
desno prosta;
(1) Svaka podpolugrupa od S ima desnu jedi-
nicu;
(1iii) 5 Jje dualno dobro uredjen skup periodi-

¢kih desnih grupa.

Dokaz. . (i) =»(ii). Ako je A podpolugrupa od = .
S-koja je pa?oijalno-désno-pfosta, tada |
(3) - (daea)(ad = 4).

Odavde sledi A2 = A, Dakle, A Je globalno idempotentna i

prema tome, svaka podpolugrupa od S je regularna (Teoremall 12), _

Ako je agzﬂ_proiz?oljan element, tada
(3 XEA)(a- = axa),
a odavde i jednakosti (3) imamo
2ah = axald = ax{aA) = axh = A,

Kako Je ax = e idempotent 1z A to Jje e leva Jedinica pod-

polugrupe A od 5.
(ii) =>(1i). Sledi neposredno.

(ii) = (iii). Sledi iz Teoreme I 13,&3

TECREMA 5,6. Za. polugrupu S su sledeéi uslovi

ekvivalentni:

(1) S de rarnlaorre 3 guslri Anmma TAeal ad 9

Rl C I W Sl T - [ e e e e 1 e E e o et e mem e

b T 7 L R R L Ry
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je parcijalno desno prost;
(i1} Svaki desni ideal od S ima levu jedinicu;
(iii) S je regularna i E(S) Jje traka koja Je

dualno dobro uredjen skup polugrupa desnih nula,

s

Dokaz., (i) = (ii). Ako je S regularna polugru-

pa 1 R proizvoljan desni ideal od S koji Jje parcljalno de-

sno prost, tada
(3 acR)(3 xe8)(aR = R A a = axa).

Odavde imamo

(&) R = aR = axaR = axR.
Kako je axgE(R) to iz (&) dobijamo da je ax leva-jedinica
iz R.

(ii) =>(i). Neka je ispunjen uslov (ii) i neka -
je e leva jedinica_desnog idééla,R(a);,Tada je

e = ax = (ax)e = a(xe)

za neki xgS. Odavde 1imamo

a = ea = a(xe)a.

Dakle, S je regularna. iko Jje R proizvoljan desni ideal
od S i e leva Jjedinica iz R, tada

eR = R,

D!

a odavde sledi R je desno prosta podpolugrupa cd S.

(ii) =>(iii). Sledi na osnovu Teoreme I 14 2

TECOREMA 5.7. Svaki pravi desni ideal od S 1ma

“levu jedinicu ako 1 samo ako je ispunjen Jedan-.od uslova:
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L

(i) S je regularna i svaki njen pravi desnl
ideal je parcijalno desno prost,;

(ii) S sadrzi jedinstven maksimalan desni
ideal M koii je regularan i svaki desni ideal od M Je
parcijalno desnc prost;

(1iid) Svaki desni ideal od S sadrzi levu Jedinicu.

Dokaz. Ako je svaki pravi desni 1deal od

ima levu jedinicu, teda je svaki pravi desni ldeal par-
cijalno desno prost. Neka je a€®d prolzvoljan element 1
R(S) = S, Tada R(a) sadrzi levu jedinicu e pa Jje
e = ax Aa = ea,
za neki xeS. Odavde imamo da je
a = aXé.

Dakle, S je regularna i prema tome, sledi (i) ove: teorems...

Ako R(S) # 8, tada je M = R(S) Jjedinstven maksi-
nalan desni ideal od S. Neka je R proizvoljan desni ideal
od M i a& R proizvoljan element. Tada

(5) a = axa €RSR & R°.

Tz (5) sledi R = RE. Prema tome,

RS = Rgs - RRS & RMS C RM & R,

a odavde R je desni ideal od S. Dakle, svakil desni ideal
od M sadrii levu jedinicu.Sem toga, na osnovu Teoreme l.5.,

imamo

o~M = {a}, 8.2€_M

Ci1io




Lko je SN = {a}, age_ﬁ, ondz na osnovu Teoreme 5.0. sledi
(ii) ove teoreme.
Ukoliko je S~M ={a€dl as = s}, teda iz (5)
za. proizvoljan element ae S~M 1mamo
| (&) 23 = axald = axS = 5.
Kako je axe;E(S) to iz (6) sledi da je ax leva Jedinica
iz S. Prema tome, svaki desni ideal oG S sadrzi levu Jje-

dinicu pa dobijamo (iii) ove teoreme.

Obratno sledi neposredno.zz

TEOREMA 5.8, Neka je S levo kancelativna po-
lugrupea.. Tada & Je parcijalno desno proste ako 1 samo ako
je ispunjen jedan od uslova:

4 O o s

1 S je desna grupa;

O ‘ - " ) . wr I .- . ] i F-:* = .

2 S Je polumreza dveau.polugrupanm i & ~H,

cde je M dvostran ideal od S, S~M je desna grupa cije

leve jedinice su leve jedinilce polugrupe S.

Dokaz. Ako je S parcijalno desno prosta, tTada

(3 865)(35 = S>1

a odavde
(7) ax = X,

-5 neki xe9. Kako je S levo kancelativna to iz (7) imamo
(8) ; ax® = ax =X~ = X,

tj. x je idempotent i7 S, Neka je beS proizvoljan element.
Tada iz (8) sledi
";x o .

a odavde

!
o
-

(9) | xb




Tz (8) i (9) dobijamo da je x leva Jjedinica polugrupe 3
pa je x5 = S
Dalje, na csnovu Teoreme 5.2. 1 Leme el

imamo S je desno prosta 1li sadrzi jedinstven maksimalan
desni ideal M koji je izolovan.Ako je S desno prosta, onda
je desna grupa, jer sadrzi idempotent (Teorema I 11.) pa
sledl 1O ove teoreme. U drugem slucaju, na osnovu Leme 1.4, Je

| (10) s~M = PU K,
zde Je E}=-{ae58-M | aM = H} desno presta podpolugrupa od
S i K :_{ae£S~HH IaH = S} dvostran ideal polugrupe S5-— M.
Neké je ae€X proizvoljan element. Tada‘

(11) (FxeM)(ax

il

a).
Kako je S levo kancelativna to iz (11) sledi da je x2 - ﬁ,
tj..x je idempotent pa za proizvoljan elemént bes Je .
b = b i“préméytom95'* I |

(12) xS = S,
Iz Teoreme 5.2. i jednakosti (12, sledi da je x&b~1M,
$to Jje nemoguce. Dakle, K = Q'pa je M dvostran ideal od

S (Lema 1.5.), a kako Jje i izolovan to sledi 2° ove te-

oreme (Lema 1.4.).

%

Obratné sledi neposredno.

TEQOREMA 5.9, Neka je S polugrupa sa kancela-

cijom. Tada S je parcijalno desno prosta ako 1 samo ako
je ispunjen jedan od uslova:
1% 8 je grupa;

-20 S jé polumre%a«dveju polugrupa M 1 5— M,
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bl

cde Jje M dvostran 2
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.
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N
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ca je jedinica polugrupe 3.

Dokaz, Ako je S parcijalno desno prosta, tada,

_ i . . 0

na osnovu Teoreme 5.86,, lspunjen Je jedan od uslova 1

L . O J T * ¥ O i * Y .

i1i 2° %te tecreme. Ukoliko je 1° to je S desna grupa Da
L] - - i- - . 2 . - "

sadrszi levu jedinicu e. Kako Je € = € to za prolzvoljan

element X& 5 1imano

2
xe” = Xe,

52 sobzirom na desnu kancelativnost dobijamo

tj. e je jedinica polugrupe S, Dakle, S je desna grupa
koja sadrii jedinicu i prema tome Je grupé. tko je 2° onda
se analogno dokazuje da je. S~M grupe.

| .y e N N .
Obratnce sledl neposredno.ﬁﬁ

DEFINICIJA 5.10. Polugrupa S je parcilij-

a lno prostTa ako- sadr?i neprazan podskup unlver-

zalnih unutarnjih delitelja.

LEMA 5.11. gvaka parcijalno desno prosta polu-

grupa Jje parcijalno prosta.

Dokaz. Neka je S parcijalno desno prosta. Tada
postoji a &b da Je aS = 5 pa Je 52 = S , a odavde
2

Sas = S5 =5

i-préma tome, S Jje parcijalnc prosta. %




!
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TECREMA 5,172, Polugrupa $ Jje parcljalno pro-

sta ako i samo ako je ispunjen jedan od uslova:
0 o
1 5 Je prosta;
O v . 4 : ,
e S sadrzi jedinstven maksimalan dvostran

jdeal M i faktor polugrupa Reesa S/M je O-prosta.

Dokaz. Ako je S parcijalno prosta, tada 5 Je-

ste prosta 11li sadrzi Jedinstven maksimalan dvostran 1de-
51 M (Teorema 1.2.) i prema tome, S/M je O-prosta (Lema I 1.0,
Cbratno, u sludaju 1° tvrdjenje sledil neposredno.

v.: ~0O = : : : .
Neka vasi 2Y i neka je f prirodni homomorfizam od &S na

37 = S/M. Téda M je nula polugrupe S'i.S'2 £ 1 pa je
8'2 = 37 odavde -lmamo da Je
(1%) S’B1=,S’25’d= 8*2 _ 5.
Dalje imamo da . |
| '(14) | ‘(3 a;éiS”)(S”a;S’ = S;).

Zaista, ako pretpostavimo da
(Va’es’)(sS’a’s” = M),

onda je 5% - M, §to je u kontradikciji sa jednakoscu (13).

Prema tome, iz (14) imamo
£(8)f(a)f(8) = £(8),

a odavde

(15) £(8as) = £(S).
Ako pretpostavimo da SaS # 8, tada Je SaS& M pa
f(SasS) = M # £(8),

Sto je nemoguée,imajuéi u vidu jednakost (15). Dakle,




Sad = 3 i prema tome, 2 Jje parcljalno rosta 4

LEMA 5,15, Svaki dvostran ideal polugrupe o

je parcijalno prost ako 1 samo ako je 3 poluprosta 1 svaki

njen dvostran ideal je glavni ideal.

Dokaz. Neka je svaki dvostran ideal od S pa-

rcijalno prost i neka je J(a)/I(a) glavni faktor od 5,
Tada J(a) je parcijalno prosta podpolugrupa cd S5 1 I(a)

je jedinstven maksimalan ideal od J(a) (Teorema 1.2.). Da-
¥le, J(a)/I(a) jeste O-prosta ili prosta polugrupa (Teo-
rema 5.12.) i.prema tome, S ﬁe poluprocta.

)

Ako je J preizvoljan dvostran ideal od S, tada
(JacI)(Jad = JT),

',a:odévée.

J = JaJC; Sas ¢ J(a)

pa kako je 1 J(a) & J to jJe J = J(a).
Obratno, neka je S poluprosta i1 J proizvoljan

dvostran ideal od S. Tada Jje J glavnl ideal pa

(3 acS3)(J(a) = J)

i J(a)/I(a) je O-prosta ili prosta polugrupa. Fo Teoremi 1.2.

I(a) je jedinstven maksimalan ideal od J(a). Odavde 1 Teo-

reme 5.12. imamo da je J(a) parcijalno prosta polugrupa

i prema tome, svaki dvostran ideal od S je percijalno prost.




LEMA 5.4, Nelka je S polugrupa u kojol Jje sva-

ki pravi dvostran ideal parcijalno prost. Tada
(i) Svaki pravi dvostran ideal od 5 je gla-
vni. ideal i za proizvoljan glavni ideal J(a) Je Jgla) = Sas;
(1i) Svaki dvostran ideal proizvoljnog dvo-

stranog ideala od 5 Jje dvostran ideal ocd S.

Dokaz. (i) Yeka je J pravi dvostran ideal od

S, Tada postodi aed de Je

(15) J = JaJ & SaS C J(a).
Kako je J(a)C J to sobzirom na (15) imamo da je J = J(a).
Ako je M = I(S8) 1 aehM proizvoljéﬁ element, tada je ae& sas.
7zaista, ako pretpostavimo da

(16) | ‘ aﬁSaS

A = aSly Sa { SaS;
onda

aéas A aiSa.

Sem toga, A je pravi dvostran ideal od J(a) i

Jla)~A = {a},

2 odavde A je jedinstven maksimalan desni ideal od J(a)

odavde dobijamo

J(a) = J(a)ad(a) & 8ab
pa je a€S8aS 5to je u kontradikciji sa (16). Dakle,

(V¥ aeM)(acSas)
i prema tome,

J(a) = SabS.




1
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~
§

(ii; Neka je & pravi dvostran ideal od S 1
neka je B dvostran ideal od A. Tada ABA Jje 1ideal od 5 i
ABA C B. Dokazimo da Jje ABA = B. Zaista, ako Je ABAC B,
tadsa

(17) (Jbe B ~ABA).

TJa osnovu (i) imamo da Jje

(18) J{b) = 5bS

7(b) = 3(b) bI(BL)CTI(b)7,

a Qdavdetsledi da Jje

(19) 3(6) = 3(6).
Sen toga; 1mamno da Je

SbS.5bS.ShS - SbhS.b -SbS,
--étO'éajedno Sa {lﬁj.i'(lgj.&aje
J(B)IC T(v)b T(b).
Odavde sledl
J(b)& ABA,

pa je b €ABA, 3to je u kontradikeiji sa (17). Dakle, ABA=B

i prema tome., B je dvostran ideal od S.{&Z
P ’ N

TECREMA  5.15. Svaki pravi dvostran ideal polu-
erupe 5 je parcijalno prost ako i samo ako Jje ispunjen jedan

od uslova:

S je poluprosta i svaki njen pravi dvo-




stran ideal Je glavni ideal;

2° 3 sadrzi jedinstven maksimalan dvostran
ideal M koji je poluprost i svaki dvostran ideal od M je

glavnl ideal.

T
1

Dokaz, Neka je svaki pravi dvostran ideal od

o, tada

S parcijalno prost i neka Je M = T(3). Ako je WM
je J(a) pravi dvostran ideal od 5 za svakil aecS 1 glavni

faktor J(a)/I(a) od 8§ je O-prost ili prost (Teorema 5.12).
Prema tome, S Jje poluprosta pa na osnovu Leme 5.14., sledl

svaki pravi dvostran ideal od 5 Je clavni ideal,

Ako U # S, tada M je jedinstven maksimalan dvo-
stran 1deal od S-éfo-zajedno~éa Teoremom 1.2. daje |

(20) 5~M ={fagS|8a8 = 8}
i1i

(21) s~ M ={a], a“cHh.
Ukoliko vazi (20), tada je S parcijalno prosta i préma tdme,
svalki dvostran ideal Jje parcijalno prost pa vazi uslov 1°
ove teoreme {(Lema 5.1%,). Neka sada vazi (21). Tada, na 0S-
novu Leme 5.14, 1 pretpostavke teoreme imamo svakil dvostran
ideal od M je parcijalmo prost i M Je poluprosta podpolu-

crupa od & &iji dvostrani ideall su glavni ideali od M.

Obratnoe sledi iz Leme 5.14. 1 5.15.%§
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(m,n)-DVOSTRAND ( JEDNOSTRANO)
SISTE POLUGRUPE

BCHORNA APTART2AWEIA YISV UTIT PAAA
JA MATCMAT.Y, MoXARRKY H ADTP3A0MATY .
| b JBAoTEGA
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1. (m, n) — DVOSTRANC ( JEDNOSTRANO)

CISTE POLUGRUPE

U ovoj glavi uvodimo pojam (m, n) - dvostrano
(jednostrano) Ciste polugrupe. Ovaj pojam je uopStenje poj-

ma T &iste (B=&iste) polugrupe N, Kurockija [Edl[ﬁﬂ . Zatim

m+n+1

opisujemo polugrupe U kojima Je B polumreza grupa. Ta-

S

kodje, karakterisenmo nil-patentne polugrupe pomocu podpolu-

grupa koje su (m, n)udvostrano-(jednostramo) ciste.

DEFINICISA 1.1. - Podskup B polugrupe S Je (m,n)-
-dvos tranco & i s t ako jJe
.t----' T ) - .‘tlr Bv * & 2
BN Kq e e XSy e Ty = XqeeeFp B0 o9y

za svakl xl,...xmyl,...,ynélS. Polugrupa S je (m,n)~d v o-
s tprano &istaako jesvaki bi-ideal iz B (m,n)-dvo-

strano &ist podskup od S.

PRIMEDBA 1.2. (1,1)-dvostrano ¢ist bi-ideal je

dvostrano &ist ili T-¢ist (1] .




DEFIL
.LJ,EJ_.

.-l.....|

TCITA 1.3, Podskup P polugrupe S5 Jje {m,n)-

-5 ednostrano ¢1s %t ako je

WL -41“s.fﬂ1 .—‘-11. --.:‘f. i N ."V —_ 1‘r‘1l:l‘1
Bﬂ fl J’.m:) Jrl mBABq Sjl Y 1 Eu_L Jn'!

za Svarl xl,...,xm,yl,...,ype;S. Polugrupa S je (myn)-J e d-

e

nos trano &ista ako je svaki bi-ideal 1z © (m,n)-

Y

~-jednostranc ¢ist podskup od 3.

RIMEDBA 1.4, (1,1)-jednostrano Cist bi-ideal

jeste B-Cist. Ako Je svakl bi-ideal polugrupe S B-<ist tada

S zovemo B=dista polugrupa [}d}.

LEME 1.5. Neka je & {m,n)-dvostrano cista polu-

grupa. lada
}:l- -.}CmDyl-¢-yn — (Xlttixm) S(yl' -':Yn>

3 o
za Svakl }Cljgt.pi}:m, yl1‘--1¥n€u.

Dokaz. Kako Je xl...meyl...yn pi-ideal od o

imanmno

Kl"‘XmSyl"'yn xl...meyl...yn(] xl‘..meyl...yn

i

Xy eweX (xl...meyl...y )Ul...y

e 2 B
(xl...xm) S(yl...yn} . &

!

IEMA 1.6, (m,n)-dvostrano Sista polugrupa S Je

kompletno g —-regularna, tJ. 22 svaki aé&s Je am+n+%£,ﬁegS.




Dokaz. ila osnovy Leme 1.5. 1lmamo

i ; il 2m 1 2n
aﬁ+n+1€_aann R

m+n+1 m+n+ 1
_ am2 SanQ

21 ..
a2(n+mfl,532(n*m+12

a odavde a Jje kxompletno g -regularan (TeoremallS.) i1 prema

: . . m+n+l
tome, S5 Je lromnletno 4 -regularna 1 & = RegS.%ﬁ

LEMA 1.7. Neka je S (m,n)-jednostrano cista polu-

grupa. Tada
- o | 2 - - il )
xl...,xmb = Qxl...xm) 5 A Sjl...yn = Dayl V)

za svakl xl,...,xm,yl..,,ynezs.

" Dokaz. Dokazuje se analogno keo i Lema 1.5.H4

IEMA 1.8,  (m,n)-jednostrano Cista polugrupa =
R RN ot
je kompletno 9 -regularna, tj. & = Je kompletno regularan

. . — - . I '
clement za svaki a€8 i k = min{(m,n).

Dokaz. Neka je a&S proizvoljan element,

i

m, N E:Z+ 1 K min(m,n). Tada, na osnovu Leme 1.7., 1mamo

k+1
a

= 27s sa angr]Sagn

| aaer)Saﬁn

1

i
W
9.
-
U2
o




a

|

Dakle, & je kompletno regularan 1 prema tome, 5 je kom~

pletno 9 -~regularna (Teorema I 15.).EA

LEMA 1.9, 7Za. (m,n)-dvostrano <istu polugrupu

je

i

3

(8)C C(5)

Dokaz. Neka su e cBE(S) 1 a€S proizvoljni ele-

menti. Kako Je e...eBSe..e bi-ideal od 5 to jJe

ei#iegentie ae...ege..-e - . SR

\

i - 3
at...c{e...e38e...€8)€...€,

aese C. eSe

ae

|
)
O
4}
(D
i
o)
D
o

o
N
{D
(s
D

ae = el¢

za neki x €9, S5licno,

ea = eye

za neki y&€S pa Je

ae = exe = e{exe) = eae
= (ea)e = (eye)e = eye '
= ea,

Dakle, ec C(S) i prema tome, EB(S)C c(s) . &4




- J

S
]

LEMA 1.10. 7a (m,n)-jednostranc <¢istu polu-
crupu S Je
E(3)C C(8)
Dokaz. Dokazuje se analogno kao i Lema 1.9.%4
LEMA 1.11. Ileka Je S(mjn)—dvoétrano cista po-

lugrupa. Tada za svaki elemsnt aeEs Je
m+n+l
:S&

Dokaz., Ako je ae$S proizvoljan element, tada,

na osnovu Leme 1.6., postoji xebS da Je

m+n+ 1 m+n+ 1 M-+ L

_ »

=t

1 . 0] + - A
~ Ako Je z ca lS, cnda Jje

I}

m+n+1l
= J

m+T-+ L

za neki yeS. Kako je xa idempotent to, na osnovu

TLeme 1.9, 1mamo

1

£

m+n+ L m+n+1 min+l
a N (a xa )

J

!

;
am+n+_(xam+n+l)y

il

i prema tome,

am+n+18g;83m+n+l




Analogno se dokazuje da Je

- m+n+l m+n+1
SECIR Gt S

pa Je

m+n+ 1 M+T+ 1
Sa’ = g TS, ¥4

LEMA  1.12,

|t}

Je

F{I-l
A
(A

H
\ie

polugrupa. Tada za svaki element ae€ S Je

(m,n)-jednostrano Cista

1 1
T+ 1 K+ 1
a® ~8 = Sa
e de ko= mi (m.n)
gﬁ.e UFB .L{ — ;.'lln mjnjn
. - - Y -
Dokaz, Dokazuje se analogno kao i Lema 1.11.EZ
LEMA 1,13. (m,n)~dvostrano cista polugrupa S

je slﬁbo komutativna.

Dokaz. lfeka su a,bg S preilzvoljni

Tada, na osnovu Leme 1.11l, 1mamo

m+Nn+2
)

- 89(pa) ™ IC shac Sa

slicno,

(ab)m+n+2€ bS

D
(ab)* e safl bs.

Dakle, S je slabo komutativna polugrupa. i

elementi.
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DEMA 1. 14. (m,n)-jednostranc ¢ista plugrupa o

je slabo komutativna.

Dokaz. Neka je S (m,n)-jednostrano cista i

a,b € 5 proizvoljni elementl, Tada, na osnovu Leme 1l.1-2.,

1imnano

\k"f'l

1
K42 ap.ab...abe 8(ba) T s

(ab)

i

- 89(pa ) sbac Sa

cde je k = min(m,n) pa je
{1) (ab)k+2 = X3,

za neki x&3. Slicno,

‘_;-.,\1«:4- ,
(2) (ab)¥C = by,

za neki yeS. Iz (1) 1 (2) sledi

. 1Tl .
3 (ab)"-{f2 = Xa = DY.

Dakle, S Je slabo komutativna.&

LEMA 1.15. Neka Je Sm+n+1 polumreza grupa.

Tada za svakl Xq,...X yFqseresTp c S Je
(i) xl...meyl...yn = yl...yHle..,xm;

2 |
(yl...yn) le...xm,

1

(ii) xl.,.xm8y1+..yn

{1

(1ii) xl...kmSyl...yn Xy oo XY oYy S5

(iv) Xq oo o X BYq 0¥y SHOPRRE S S RRET ST

m+n+lS

U

.(v) xl...meyl.;.yn (xl...xmyl...yn) .




Do¥az. (i). la osnovu Teoreme I 19. imamo da Js

I
i
>
i._..J
£
w
<
}._..l
<
™
}_J

.me)(yl...ynxl...xmgyl...yn)

- - - = gy i 3 P S"’rr .\..-T :{ ...3‘: S\‘
— (Jr'-]u-t:}’p-‘{'i"'xmu}l" ”(Xl".'{{m Jl jn l n d

> K T 'I"II1 -'h iI.LS
nxl...Jm)(SJl e X )

I
et
}._.!
.
.
g
>4
I..,.J
;4
P!
<
}_..i
d

K ey ¥ ﬁf - = S -
jn{quq;.:}" x ‘.:}{ b:}(g{ "..J{iiuyl-..:}r f" ] J{m>

= ¥y n¥1 1 m n*1
g‘_yl".}rnb:{:lili:{m'

Analogno se dokazuje da je

K . S -rL a -h E}TT .. 'v-.l:
jliliy Q}Cﬂlllﬂf g xl ‘ "x:m Jl U‘I’l

i prema tome, vaizi (1).

(13) Na osnovu Teoreme I 19. i na osnovu (i)

5
S7 = = p, s . S-—-- s o @ —
}{l.‘:quu}l# - ’u’rn (ﬁ{l Xm J"l ::;Tn)

—

1...xmbyl...yn)(yl...ynﬁxl...xm)(xl...meyl...yﬁ)

I
P

2
= (xle..me(yl..,yn}g)S((xl...xm) Syl...yn)

1

2 | . ] \2
* ((yl.,.yn) le...xm)S(yl...jnb(hl...hm) )

2 .
Qg(yl...yn) 8Xq 00X

- yl...yHle...xm

= Xla . ‘Kmsyl‘ . -}rnt

Dakle, vazi (ii).




(31ii) Na osnovu Teoreme I 19. 1mamo
Vo ew Y DKy mesX = (7 w0 sy OXqeadX )5
1 n L m 1 n 1 m
C:%m+n+l

——
—

-

e eV DKo e e
fl Kmyl In=*1 m

X X7 v_Sx 3 Sm+n+l
l.i..ﬁm “’.jn l."’bm

- -

Xl...ijl...jnS.

Odavde i na osnovu (i) imamo

“1
Dalje'je

—

Kl...xmyl...ynS

-

e
Dakle, vazi (iii).

(v)

1l

]

||

X

...meyl...yhg; xl...xmyl...yns.

] o - 5
(xl..,xmjl...jnS)

m+n+1
...ynS_

xr

:{ tllin}: j
1 mY 1

...ynle...xmyl

m+n+l . |
- % &8 @ X v " a9 & S a & W S v . & 8
£y “mY 1T ynS 31 “m'1 In

T .
j!

-l'r"i::{ Sv_’l'._.a
10 F Pl

Na slidan se nadin dokazuje da vazi (iv).
Na osnovu (iil) imamo

Kl...xmyl...yns

m+n-+1

(Xl..;xmyl...ynS) (Teorema 1 10.)

xl,..xmyl...yHle...xmyl,..ynSv

(xl...xmyl...ynsS)m+n"l

] \2aZ o ) m4+n -1
(xl...kmyl...yn) S (xl...kmyl...ynS)

m+n+1l.m+n+1l
Cxl...zmyl...yn) S




- 78 -

. | m+n+la
C;(xl...xmjl...yn) S

Q;xl...xmyl.,.yns

= xw...meyl.‘.yn.

——

Prema tome, vazi (v) ove teoreme. 4
Navodimo jednu lemu B. Medisona, T. lMukheojeea

i M. Sena &1 .

ILEMA 1.16. Neka je S polugrupa i e,f€E(S).

oL

. ' I s . .
Ako postoje m,n&Z da (ef) (fe)” leZe u nekoj podgrupi

|_J.

G od 5, tadsa

i
4

1

(éf}ﬁ (fe)m

gde je g Jedinica grupe L.
Glavni rezultat ove glave Jje sledeca

Za polugrupu S su sledeci uslovi

TEOREMA  1.17.

ekvivalentni:

(i) & je (m,n)-dvostrano cista;
. . m+n+l . "
(i) S je polumreza grupa;
. ‘ ] ! P Q. *"T = A -‘11‘ b - F B -
(1ii) Xy oo X 57q N (jl. Jn) X4 .
5 k3 7 * = ® 4 : .« » ow . 2 | S'
za svaki Xy, X 379 Y, € 5
(iv) S Je polumreza Y polugrupa S, (£ & ¥) kod koje

m+n+l ; o

i = 11-'.:,m+n+11 Céi EY'




Dokaz. (1) =»(ii). Neka Jje S (m,n)-dvostranoc
“ . , m+n+1 : :
dista polugrupa 1 a€bl proigvoljan element. Tada, na

osnovu Leme 1.5.Jimamo

- n 2’""* > 2
8 EXq .- oKy (xl...xm) b(jl...}n)

11

Syl...y

Tl

[} & ¢ & I

4 i -+l
(Xl'..xm>¢+n+ S(yl.*#yn>ﬁ+r

+n-+1 m+11+ L

. 4 - p o m+n+l A m+n+ L
lal‘l’ll \Lema 116-)’ L= (Xl.'ﬂiynm) Vo 1‘Je1 (ylnviyn) E'Gfi

zde su e, f€E(8). Sada je

m+n+ ) L4+n-+1

aEE(Xl--.}Cm) S(Jl-i.yn) f,

pa Je
a = eu = vf
za- neke u,v&S. Dalje Je
= 1-. = :.-... . -'t.u.nhc SE¢-leu
a = eu Co eugggr e 0
I n-1

eS(e...eu)2 = eS(eu)2

1l

eSagC_:_ Sagi

§

Analogno, dékazuje se da
2
agca o
pa je na osnocvu Leme 7. ae;Gr(S) i prema tome,
(1) Sm+n+l - Gr(ﬁ):

Kako je S slabo komutativna (Lema 1.13) to je i njen ideal

qmtn+l o ahe komutativan $to zajedno sa (1) daje gm+n+l je

poiumrefa grupa (Teorema . I 19.,).




)
0
-

!

(3i)=>(iii). Sledi na osnovu Leme 1,15. (ii).

. .. i, . m+n+1 : .
(iii)=(ii). Neka je se S proizvoljan
element. Tada Je
S = 8,eee8_"DeCH4s44C
L It 1 4!
G ceel DCo +4sC
€8y 8550 n
g
= - r & G . 4 @
(al am) 1 °n
. o L k g T .
za svaki k z2. Xako Je \al"'am) c G, za neki e 7 i
neki e<&E(S) pa Jje
s = e(a;...2 )kuc cesC,
1 1o 1 11
tj. s=ey za neki y< 5. Odavde imamo da jJe
- - 2 2
'S = €...8y¢eds = s 3e=s 3.

Slicno Je .$€3552 1 prema Tome, SegGr(S). Dakle,

U i
S = GT(S).

: .. : . . . m+n+1L
Kako iz (iii) sledi slaba komutativnost, to Jje S *

polumre?a grupa (Teorema I 19.).

m+n+ 1

(11) =>(di). Neka Jje S polumreza grupa,

neka je A bi-ideal od S5 1 xi,.‘.,xm,yl,ﬁ..ﬁynegs. Uzmimo

a c Al xl...meyl...yn.

Tada, na osnovu Leme 3.6, (v), imamo

' m+n+1
a € Al (Xl...hmyl...yn) S

?

)m+n+l

a = (XyeesX Fqo.-7y s, (agh, se€8).




Element (xl...

o4nosno

(xl...xmy....y

1

<Xl"‘xmy."'yn>

78 nekl ue S.

za neki b€ S,

Dalje Je

v - . >m+n+l
\-m(}rl' * -Jn

)Hl'i'*n'l‘l

n =(xl...xmyl...yn

Mm+T+ 1
u

P—
—

u(xl...xmyl

. : m+n+l
Xako je ae€ s ;.

—
— —t

a aba A ab

3
C.J.

g

>m+n+1

i}

(zl...xmyl...yn

Kgl;,fxmyl...yn)

(xl...xmy...,yn)

1

——

( )m+n+
XqeooX Tyeeed

1l

N 2
Q;Al...xmjl...tha

2N
(Xl..-}(mylh..}’nsa )
2

(Lema 1.15.)

Ca &
Sxy...x @887y, 0¥
g;xl...xmASA VEARREN S

Q;xl...xmﬂ FqyeeeTpe

47—
+71 1u

m+n+ 1L
154

(xl...xma Syl...yn)(xl..,mea

je kompletno regularan,

>m+n+l >m+n+l

u(xl...xmyl..

s+l
T

. ¥

to Je

ba

S

(x eeX_ Yy

l_'
a

o

uba

(Teorema I 19.)

2
YyeeoTy)




Prema tome,

Na osnovu Leme 1.15. (ii3i) 1 (iv) a za prolzvoljan element

——

g& A lmamo da

n 2
. m_ 87 = (SmaSn)
&1...Kmayl...ynf£ Soa

P U o P o P 0} T
= S¥lgeghgitiagt = SUETE TR Ta

2m r 1l
- (8 W+2n32)2 —'&254 +4na2
C ASAC A
i prema tome,
(‘ K T';‘-n-r- C‘ o

Tz (2) i (3) sledi da je

Aﬂ 3{1. . i:’{mSy ,I - .:}rn = '_}{l. " .}‘:m;q_}i'll. . ’:y-n )

2,8 svaki_xl,.,.,xm,yl,...,ynéaS, tj A je (m,n)-dvostrano

3ist podskup od S. Dakle, S je (m,n)~-dvostrano cista

polugrupa.

(ii)~=9(iv). Neka je Sm+n+l polumreza Y grupa

Gy, €Y, Tada S je slabo komutativna i Y -regularna pa na

osnovu Teoreme I 17, dimamo S je polumreza nil-ekstenzija

grupa Sd;j e Y. Neka je se;Sm+n+l. Tada

5 = Kl'f'xm+n+l€;GQ




. i 411+ -
sa neki ol€ Y. Prema tome, 5 ¥;;G¢ (el e 1),

Kako Je 1 Q<C; Sm+n+1 to Je

~m+n+l o
. - GO(. -
Jasno Jje da

- - G
e ."J{I'ﬂ+1'l+l e— uoé.r y* “%“}‘n+1

-
L

7 a XiEE'Sci (i = 1,...,m+n+1).

1

7
m+T1+ 4

(iv) =>(ii). Meka Jje SED proizvoljan

element. Tada

s = X

za nekil 56 Y. Dakle,

Sm+n+L - G (SD‘
r .
Za proizvoljine élemente"e;fegﬂ(s) Smano da

ef = e.. el EFQAQJK Te = fe...ef;qéé

: odakle, na osnovu Leme 1,16. dobijamo

pa Jje ef,fe €ZG&/
i+l so ipverzna (Teorema I 6.) i prema

ef = fe., Dakle, S

tome, polumreza grupa (Teorema [ 19.).Eﬂ

POSLEDICA 1.18. Ako je S (m,n)-dvostrano cista
polugrupa, tada |

sPhtL _ ¢ (8) = RegS.




NAPCIENA 3,10, hxo je 8 T=éista arhimedovska

polugrupa, tada 3 je slabo komutativna (Lema 1.1%.) sa idem~
potentom (Lema 1.6.). Dakle, S je t..arhimedovska polugrupa
sa idempotentom e pa na osnovu Teoreme L.17. Je S5 = Ge.
Obratno, ako polugrupa 5 1ma idempotent e 1 85 = Ge’ onda,
na osnovu Teoreme 1.17 5 Jeste TE8ista arhimedovska polu-
grupa. baxle, Teorema 1.17. jeste uopitenje glavnog rezul-
tata N. Kurockia 1%z [Bi].

LEMA 1.19. Neka Jje Sk+1 polumreza grupa. Tada,

. za svaki xl,,..,xkfiﬂ je

1

. . 3
(l) }ﬂ.liit}‘:}_Q

L'

S:’{l- L -x}{,

il

(ll) xl,..ka S(xl'-ka> :

I

e | | -

41

Dokaz., (i), Ako Jje S polumreza grupa tada

4+l

skup svih bi-ideala od S jeste polumreza u 0dnosu na mno-

yenje podskupova (Teorema I 19.) pa z2 svaki Kl,..ﬁxkegS je
xl...ka = (xl...XRS)(X1,7.KkS)(xl...ka)

pusnd 4 \\
(kl...ka,(xl...kaxl...;k)S

1}

(xl...kaxl...Xk)(xl...xko)S

H

2
(chti:{kg )(-‘*l"'xksxl"'xl{)

2. .
= (Xl...xks xl...xk)(le...xk)

§282k+28x1..,xk

C OX. seoX

et l k.




S1idno se dokazuje da jJe

.l:}.{ln - u.-r{k g .d'f-ll- - -}Cku

pa je

-

Kl- . ‘#‘:ks - let . -Xk;

(idi). Za svaki xi,...,xkegﬁ J& KqeeoX S

- e
k+1

bi-ideal od S pa primenom (i) imamo da Je€

!

Kl"‘xks (xl...ka)(Xl...ka)

It

(le - . ¢R1k> (S}{lt - .Xk)

S(j{la » .X};{S) (Xl_‘ b “Xk)

]

d

S(le . v 'Xk)<xl' - ‘Xk)

-
Sl | 2
-
__S(xl.fka)

__le...xk

= Kl...ka

Dakle, ooy D :(xl...xk)28,

100k
(1iii)  Za svaki Xy,...3%p € S Je SXy...Xp

bi_ideal od g+l pa primenom (i) imamo da Je

S}:lrf-xk - (le"'}ck><8}:latixk>

- (Xlﬂtnka)(Xl-'chS)

(Xl...xk)(le...xk)S

= (xl...xk)(xl.,.ka)S




Prema tome,

. _ N2
8Ky e oXy = (xl...xk) s. A

TECREMA 1.20. 7a polugrupu S su sledell uslovi

ekvivalentni:

(i) S je (m,n)-jednostranc cista;
(ii) S je polumreZa 7 -grupa 1 Reg g=g¥tis
(1idi) gi+l je polumrezZa grupa;
. . o e N2
. -
SXl--.Kk - (:{l'.'}{}_{) S,.

za svaki xl,...,xkelﬂ i k = min (m,n)}(m;n c 727

Dokaz. (1) =(ii). Neka je 5 (m,n)-jedno-
k+1

strano &ista polugrupa 1 aE€s proizvoljan element 1

x=min (m,n). Tada, na osnovu Leme l.7., imamo

_— 2 2
ae;al...amsrﬁ Sby...b, = (al...am) sr15(bl...bn)

it

3 o 5
(al*t,am) s ) S(oyes.b )

i

) » i - . o [ - - ™ - - a

)k-f*‘l ’

| k+1 ~ -
(aye..a ) ST 8(by... 0y

za neke al,...;am,bl,...;bn_E;Sf~Elementi-
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)k+l k+1

Leeed A A

(bl n

(a

su kompletno regularni (Lema 1.8.), tJ.

1

k+ k+1
(al.“am) < GeACbl"'bn)

€ Ge,

cde su e, fek(8) 1 Ge; G e maksimalne podgrupe od S,

Dalje, imamo da Je

k+lf

. | k+1
8.\::.6(6114.,;3{“) Sﬂ S(bloqabn>
pa Jje
a = eu = vf

zs neke u,v ¢ S. Odavde sledl

il

= e" rF ®
°u = g...o0 & 5g;20u
' - R S

(13) =

)2 ='S(eu)2 = Sag.

= S{e...eu
S1idno se dokazuje daa

(1) a2« a’s.

Iz (1%) i (14), a na osnovu Leme I 7., dobijamo aé;GrCS)

pa je ac€Regs 1 prema tome,

s¥H1& g (8) C RegS

GT(S) C RegS & Sk+l
to Jje
(15) 851 = RegS = G.(8).
Nelka Je ak+1g; Sk+l. Tada, na osnovu Leme I D,

postoji e &E(B) da




(16) ak+181 = e0.

Ako postoji f€ E(S) takav da Je

+1. 1 -
ak lo = [,
onda Jje
el = b,
a odavde e = fx za neki x& 3. Dalje,
(17) fe=f(fx) = fx = e.
Analogno,
(18) ef = T,

Xako je ef = fe, to 1z (17) i (18) dobijemo e = I.

Dakle, postoJi Jedinstven e B(S) da Je

1re . ‘
a;LTlSl — eg.

: . . | : k+1 ~ X v s
Dalije, iz (15) imamo da je a c RegS $to znaci da
sar jedan inverzan element. Neka su b,c‘e;V(ak.f)._
Tada

ak+lb8 B a1{+1S _ ak+lc8,
. 1 ~
Sba£+l _ Sak+l _ Scah+l

Kako je idempotent jedinstven imamo

pa Je

. . k+1 k41, e+ 1
a C

0O = Da b = ba c = C =C .

ima

Dakle, svaki regularan element iz S ima Jedinstven inver-

zan, Sto zajedno sa (15) implicira S je GV-inverzna polu-—

crupa pa, na  osnovu Teoreme I 17., imamo S Je polumreza

{"""-.-
Jo —grupd.




~ 89 -

(ii) =>(iii). Neka je S polumreZa ¥ -grupa

el i a,beS proizvoljni elementi,

Sy (€Y ), Reg 8 = S5

Tada postoji pe i da
ab, baes .

Takodje, postoji podgrupa G od 5 1 postojl m,n & 77 da
(ab)®, (va)le G, |

a odavde
(ab)c (va)"G € baG & baG,

pa e

(19) (ab)™=bx
za neki xgS. Slicno,
{(20) - (ab)™® = ya
za neki yeS. Iz (19) i (207 sledd
(ab)™ = bx = ya
5to zpadi da je S slabo komutativna pa Je 1 ideal gL
od 8 takodje slabo komutativan. Na osnovu Teoreme I 17.

k+1-je kompletno regularna

k+1

imamo Gr(S) = Reg S. Dakle, S
slabo komutativna i prema tome, S je polumreza grupa

(Teorema I 19.).

(iii) = (iv) 3ledi na osnovu Leme 1.19.
(iv) = (iii) Neka su a,be&S proizvoljni
elementi. Tada Je

(ba)¥s = 5(ba)Z A s(pa)® = (pa)s

pa je

:
(21) (ab)ﬁ+l ab-ab...abé&S(ba)kS

bt




-5°(ba)°F C Sba C Sa.
Slicno,
(22) (ab)¥r L. vs.
Tz (21) i (22) sledi
(ab)k+l = xa = by

za neke X,y S. Dakle, 8 je slabo komutativna pa je 1 njen

k+]

ideal S slabo komutativan.,.

Ako Je SéESk+l, tada

D 2
S'E—:,Xl...}{ksﬂ Syl-t-yk = S(Xliiﬁxk) n (:}Tl"'yk) S

by n
S(xl,..xk) N gjl...yk) S

= (%, ...x )80 807y
Za neki_re:Z+_i- e, fcE(S) Jje

(xl...xk) e:Ge ﬁ\(yl...yk) - Gf
pa

sege(xl...xk)rSlW S(yl...yk)f,

a odavde Je

za neke u,vesS. Dalje,

S = Ca.esCUEDS

It
N
o

s = vi... 1 &85 = o5 .

Prema tome, Sé;Gr(S) pa Jje
S k+1
S = Gr(5>




Dakle, Sl{“+l je unija grupa 1 slabo komutativna pa je polu-
mreza grupa (Teorema I 19.).
(iii) = (i). DNeka jJe Sk+l polumreza grupa, A

bi-ideal od S, xl,...,xm,yl,...,ynezs i %k = min(m,n). Tada

~In+1 3 Sn+1 k+1

su S ideali od S pa su polumreZe grupa. Ako je

ac il Koo .me,

tada na osnovu Leme 1,19, imamo da

ae Al (xl...xm)k+ls

9

a odavde

achnaa Q(}{l. . .xm)k'*"is
-.pa Je
| (23) a = (Xy 404X )S,
za neki s& 5. Dalje,
| | A o K+1 _ ok+1
(xl...xm) s
i prema vome, ‘
o | _ - Nkl K+
)k+1—(3{1- '-.Xm> y (Kl--.}{m)

‘ (Xy00eXy
za neki y&£5. Kako Je

ac Sk+ 1@_ Sk
to, na osnovu Leme 1.19., 1lmamo

Sa = Saa,

a odavde
(24) ya = 232

k+l

za neke y,z €S. Takodje, S = je normalna (Teorema I 19.)

pa je




k+1

za svaki a€&€S . Iz (2%), (24) i (25) sledi

k+ls

a (xl..ﬁxm)

=+ 1
S

k4l
(xl...xm) y(xl...xm)

(o)) (g e aey ) 8)

I

el
Tiy)a

it

((xl...xm)

t

(xl...xm)k+l(ya)

H

(Xj...xm)k+l(zag)

It

(xl...xm)((xl...xm)kz)ag

k+l

Q;(xlm,.xm)(s 2)a

= (% ,..xm)(a8k+la)

1
C;(Xl...xm)(ASA)
| C;:gl{..xmﬁa
Dakle, imamo da Je
Ar]xl..,meg;xl...xmA;
Neka je xl...xmaele...xmA, gde Je ae&lA, Tada,
na osnovu Leme 1.19. i.Teoreme I 19.,sled1

XqeeeX @ oy ng...xma

m

I

S(x5e 0%, 8)°
C;_.Sk+la

(Sk+la)(5k+la)

Il

Sk+l ( ask‘i'l ) o

(aS




k+1 k4.

-
L

It

a aod

k+1326k+l

i

o

k+la25k+l)(8k+lagsk+l)

I

(S

Sk+l(agsk+l)(8k+la2)8k+l

2Lkl 2
= a o a
G ASA
C. A.
Kako Jje
Kl"'xmAg;xl”"me’
to Je |
(27) xl...xmAg;Arlxl,..me,

Iz (26) i (27) sledi

Al xy .0 S XqeeoX Ao

M

g1idno se dokazuje da je |

A S yyavayy = AYyeeoTpe

Dakle, S Jje (m,n)—jednoStrano clsta polugrupa.zﬂ

POSLEDICA 1.21. 72 (m,n)-jednostrano cistu

polugrppu S vazi uslov

gde je k=min(m,n).

Dokaz. Sadrzan u dokazu Teoreme 1.20.32




Sada opisujemo nil-patentne polugrupe pomocu pod-
polugrupa koje su (m,n)-dvostrano (jedhostrano) ¢isti pod-

skupovi.

DEFINICIJA 1.22, 18] Polugrupu S s nulom O

: : - o n :
nazivamo n i 1 -~ po ten tnom ako je o =0 za neki

n€12+.

TECREMA ~1.23. Svaka podpolugrupa polugrupe S

je (m,n)-dvostrano Cist podskup od 5 ako 1 samo ako je

(1 swErl ol

Dokaz., Ako Je svaka podpoiugrupa od 8 (n,n)~dvo-
 strano dist podskup od 8, tada svaki bi-ideal od & Je (myn)-
~dvostrano 8ist. Odavde i Teoreme 1.17. imamo da gje S
-polumrezéfgfﬁpa;-UZmimb'pfoiﬁﬁéljan idempotent e €E(S),
tada

{ejl) xl...meyl..;yn = xl...xm{é3 JyeeoTp

za svaki xl,...xm,yl,,..,ynggs pa je

{3l Xy e e e XSy ey Z{Kl“"xmeyl"‘yn}’

a odavde
'.'*" a & - e'l
3 En®d ] In
Dakle,
XleottEire'eciae - e,
tj. xq8 = e. Slicno, ex, = ¢ i prema tome,




za svaki xS 1 svakl ec(8), Znaci, S sadrzi samo Jedan
idempotent koji-je nula polugrupe 5. Kako je Sm+n+1 polu~

mre?a grupa i ima samo Jjedan idempotent kodi Jje nula to Je
ispunjen uslov.({).

Obratno, neka je A proizvoljna podpolugrupa od &

i neka je ispunjen uslov (1). Tada
xl...xmAyl...yH = {O}

i kako je nula O u svakoj podpolugrupl od 5 to je
Aﬂ Kl- on:{msylccuyn - {_O}-

Dakle, A je (m,n)-dvostrano &ist podskup od B i prema tone,

svaka podpolugrupa od S je (m,n)-dvostrano cist podskup od 8.

'TEQREMA 1.24 Svaka podpolugrupa polugrupe S

 -36-(m,ﬁ)—jedhostrano cist podskﬁp éd-SLako 1 samo éko je
(2) st = {o},
gde je k¥ = win(m,n) 1 O nula polugrupe S.

Dokaz. Ako je svaka podpolugrupa od (m,n)~-Jjed~

nostrano &ist podskup od S, tada je 1 svaki bi-ideal iz 5

(m,n)~jednostrano ¢ist pa na csnovu Teoreme 1.20. sledi da

je Sk+l polumreza grupa. Neka je e cE(3) proizvoljan ele-

ment. Tada za svaki xl...,xme;S Je

{e}r] XqeeeXpS = XpesoXpy {e}

pa Je

1l

-{e}-rlxl,r.xms {xl...xm-e},




a odavde
(%) KyeeaX € = €.
Kako jednakost (%) vazl za svakl xl,...,xme:S to Je
X18.0al = 8,

odnosno x,e = €. Slicno, ex; = € pa je

za svaki x,€5 1 e € £(8). Dakle, 5 ima nulu koji je 1 Jedini

k+1

idempotent iz S5, a kako je 1 o poelumreza grupa to je 1s-

punjen uslov (2).
Obratno., neka je A proizvoljna podpolugrupa 1z O
¥ = L £ i

i neka je ispunjen uslov (28). Jaspo je da
}Cl...}{mﬁ; :{O}/\l{lyia'-yn - {O}l
“Kéko je nula O u svako] podpolugrupl deS tb je
Am Xl...xms = {O} /\ Aﬂ Sylnilyn = {O}-

Dakle, svaka podpolugrupa A od 5 Je (m,n)-jednostrano cist

podskup od S.

PRIMEDBA 1.25, Svaki podskup polugrupe © Je

(m,n)-dvostrano (jednostrano) Cist ako 1 samo ako je

trivijalna polugrupa.




GLAVA 1V

" KONGRUENCIJE NA NEKIM  Z-REGULARNIM
- POLUGRUPAMA "

.....




1. INVERZNE r-SEMIPRIME KONGRUENCIJE
NA % -CRTODOKSNOJ r-POLUGRUPI

U ovoj glavi karakterisSemo 1inverzue (;Zlunipo—
fentne) r-semiprime kongruencije na % -ortodoksnoj (uwopsteno
strogo ﬁ?~inve$znoj) r~polugru§i. Slidne karakterizacije dao
je M. Petrich.ﬂﬁ2] 78 kdngruenéije na inverzno| polugrupli,
R, Felgenbaun E@]'za erupne ‘kongruencilje na ortodoksno]
polugrupi,lD._Krgovié @9jza invérzne kongruencije na orto-
doksngj polugrupi, B. Alimpié_{l] 7,8 ;fmunipotentne kongru—_
.eﬁéije na uﬁpéteﬁo inveréﬁoj polugrﬁpi,'E{:Bogdanovié'i P.
Protié [55] za r-semiprime kongruencije na strogo % -inver-
znoj r-polugrupi. Sve pomenute karakterizacije su speci-
jalni sludajevi karakterizacija o kojima.ée ovde biti reci.
Dalje, razmotrimo milnimalne polumrezne kongruencije na
(m,n)-dvostrano (jednostrano) ¢istoj polugrupl tj. oplsujemo
pomenutu klasu polugrupa pomoéu podpolugrupa koje su J -grupe.

U ovoj tadki uvodimo pojam inverznog ( Jg-unipoten-
tnog) r-semiprime kongruencijskog para za 4 ~regularnu polu-
crupu, a zatim pomoéu njega karakteriSemo inverzne r-semi-

prime kongruencije na ¢ -ortodoksnoj r-polugrupl.




1

Ve

e
:

DFRINICIJA 1.1. 152]  Neka je p kongruencija

na 3. Tada
ker @ = {:r:. €S| (Jeeck(S))x Pe } ,
T F=/O/E(5).

DEFINICIJA 1.Z2. Neka je S % -regularna polu-

grupa. rodpolugrupa K od S je mormalmna ako Jje puna,
" = > - - = - < =
samokonjugovana i inverzno zatvorena. Kongruencija ( na BE(S)

je morma 1l n a ako
eTf —a‘er(a)( a’ fr{a)
o svaki e,f €E(8), a€s, a‘eVir(a)).

par (K, ) je inverzan T -5¢H i pr i-
me XongruencilyJs ki parv na & ako je K nor-
maln@'Tfsemipﬁim@'Pﬂd?01ugrupa'od S, ¢ normalna kongruencija

na E(S) i vaze slededéa dva uslova:

(1) (r(a)e €K e fé'r(a))=§r(a)€K;
2o svaki a €8, e€E(8), a’evir{a)).

(ii) a’r(a) Tr(a)a’

»a svaki ae&k, a’cVir(a)).
Ako se uslov (ii) zameni uslovom
(i1)” a’er(a) Tea’r(a)
onda par (K, ¢) mnazivamo J-unipotentn i m
r-g emipr ime kong?ruemnc 1J s k i m pa7r oi

728 O




LEMae 1.2 Ako je par (K, ()} inverzan T-Semi-

prime kongruencijski par -5 4 —-ortodoksnu polugrupu 3, tada
. - ~ &\f . | . . \ - - . :
je (¥, ¢) _unipotentan r-semiprime kongruencljski'. par

7.8 O e

Dokaz. Ako je (X, T) inverzan r-semiprime Xon-

gruencijski par, tada
(1) ac K =ya’r(a) ¢ r(a)a’
-a svaki a’eV(r(a)). Kako je Kk puna i efeV(fe) to na osnovu

(1) imamo

(%) fe

= effe ( feef = faf,
a odavde
) _T efe Cefef = (ef)"= ef,
Slicno,
(5)  fefTfefe = (fe)° = fe.
Tz (%), (&) 1 (5) sledl
(6) efe ¢ fef Tef £ fe.

Ako je a ek, tada je r(a) &K pa je a‘ek, jer Je
¥ inverzno zatvorena. Kako je K puna ©o je r(a)ecX sto
zajedno sa (1) 1 (6) daje

a’er(a) = (a’e)(er(a))Efer(a)a’e??er(a)a’?ea’r(a),

jer Je a’e_g_V(er(a)). 77
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LEMA 1.5, Neka Jje £ 1nverzna rﬂsemiprimé-

kongruencija na % -regularnc] polugrupi 5. Tada

(7) (Ya,bes)(apb=(T aeV(x(a))( ToeV(x(p)))(app’).

Dokaz. HNeka su a,b&ES'proizvoljni elementi 1

a'e:V(r‘(a)), beV{r(b)). Tada
(r(a)p)(ae)(x(a)p ) = (r(a)a’r(a))pP = r(a)P ,

a. odavde

(8) a}ne:V(r(a)ﬁ ) e

Analogno,

(9)  b’e= V{x(d)P .
Kako Jje ﬁ_r—semiprim kongruencija to
apbm?r(a) '(or(b),
. a odavde ‘
Cr(a)p = TP
pa kako Je FJinverzna kongruenclJja 1imamo
a}o: bp

i prema tome, a}:b’.@%

LEMA 1.4. Neka Jje @ r-semiprime kongruencija

na g-ortodoksnoj polugrupi 8. Tada su sledeéi uslovi ekvi-

valentni:

(1) je inverzna kongruencija;




*_-_.I-

(i1) (Y a,pe8)(apb=(Ja’eV(r(a)))(@pev(x(p)))(a’pb’);
(i11) (Y e eE(8) (VY e’eV(e)) (e p e);
(iv) (VagS)(Va ,a"eV(r(a))(a g a').

Dokaz. (i) ={(11). Sledil na osnovu Leme 1.3.

(ii) =y (iii). Sledi neposredno.

(iii) =»(iv). Neka je a3 proizvoljan

element i a”, a"gV(r(a)). Tada Je

a‘r(a)evV(a"r(a) A r(a)a’c V(r(a)a")
a":r:(a)f? a'"r(a) A 'r_{a)afjo r{aj)a",

a odavde- | |
a'r(a)a’ pa a)a pal '~(a)a

i prema tome, a’ P al.

(iv) >(1) \'el«:a su de;S ia’, ”e,'\f(rf'a))
proz.zvol;]nl elemeﬂtl i a’ P a', Tada za svalfl a gV(r(a)) je
a’foe: V(xr(a)p ) pa Je a/O -—-a”/o , a Gdavdex

| V(r(a))|
Takodje, P je r~semiprima kongruencija pa je S/’o regularna

- polugrupa. Dakle, © je inverzna kongruenclja.

TEMA 1.5, Neka je (X, ) inverzan r-semiprime

kongruencijski par % -ortodoksne r-polugrupe 3. Tada

(i) (r(a)er(d) eK e ca’r(a)) =r(a)r(b) e X;

(i1) (r(a)b’eKaa’'r(a) Tb r(b) )_g?a’er(a) Thb'er(b);

o

(iii) e’ Ce




¢
bt
)
X’
|

za svaki a,beS, eck(8), a‘eVir(a)), veVir(b)), eeile).

Dokarz, (1) Neka su a,be >, a’ E.V(I‘(a)),

b e V(r(b)). Tada

b'a‘'ec Vixr(a)r(b)).
Ako je r(a)er(b) € K 1 e ¢ 2a'r(a), tada imajuéi u vidu da
je K puna podpolugrupa od & 1mamo
r(ab)(b‘ea’'r(a)er(b)) = (r(a)r{b) v’ea’ )(r(a)er(b)) € K.

Dalje,

¢

(ab)‘r(ab) b'a‘rl(a)r(b) ¢ b’er(b)

b'eeer(b)Efb’ea’r(d}er(b).

Odavde i Definicija 1.2. (1) sledi da

r(ab) €X.
Kako je S r-polugrupa to o
r(a)r{(b) €X.

(1i). Neka je r{(a)b’e K 1 a?(a) Cb’r(b)., Tada,
" na osnovu Definicije 1.2, (ii) i Einjenigé da Jje er(a)b’eK
imamo

a’er(a)=a’r(a)a’er(a)a’r(a)E*b’r(b}a’er(a)b'r(b)

“ =b’  (r(b)a’er(a) b’)r(b)Erb’er(a)b’r(b)a’er(b).

Dalje, kako je r(a)b’€ K to na osnovu Definicije 1.2, (ii)
sledl

b’er(a)b'r(b)a'er(b)ffb’er(L)a’r(a)b'er(b)'
pa je

b er(bla’r(a)b er(b) b’er(b)b’r(b)b’er(bj
| b er(b) b er(d)

I

b er(b)




o
I

i prema tome,
a’er(a) ¢ ber(b).

(1ii) Neka je e e E(S) proizvoljan element i

e’,e € V(e). Tada, pe Definiciji 1.2. (ii), imamo

(1G5 ee’ T e’e,

a odavde
e‘ee’ (e’e’e,

tJ.

(11) e’ L e’e,
Takodje,

| cee’ ( ee’e
pa Je
. (12) - = ee'Efe.

Tz (10), (11} i (12) sledi

e’ Ce. A
Navodimo jednu teoremu S. Bogdanoviéa i P. Petrica
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TEOREMA 1.5. Neka je f (r-semiprime) kongruenci-

Jja Y -ortodoksne polugrupe S. Tada je kerp normalna {(r-semi-

prim) podpolugrupa od S.

TEOREMA 1.6, Ako Je © ¥ -ortodoksna r-polugrupa

“ . ' . - .
i (K, ¢ ) inverzan r-semiprime kongruencijski par za S5, tada

relacija fJ(K;??) na S definisana sa




(13) 8 pLX, T Y bes(Aae V(r(2) ) {(Abev(r(p))(a'r(a)lo r(b)ar(a)be k)
je jedinstvena 1nverzna r-seniprime pkongruencija na S za
koju Je keer(K,'E) = K i trfﬂ(K, T) = C.
Obratno, ako je P inverzna T-semiprime kongruenci-
ja na S, tada je (kerp, tr@ ) inverzan r-semiprime kongruen-

cijski par za S i P (kerp , trP ) = P

Dokaz.  Neka je (¥, T) inverzan r-semiprime kon-

gruencijski par za S 1 neka Je r0=;O(K,ET).-Tada za Proiz-

voljan a €8, a’'eV(r(a)) Je

af(a) ca'r(a) A r(a)a’'e K
pa Jje akpa 1 prema‘tome, @ Je refleksivné relacija.
Akﬁ je afbﬁ, tada |
2 (2) Tb r(d) A r(adb’ ek,
- a odavade
?“E’I(ijfa’r(a) A T(b)a € K.
Dakle, bpa 1 prema tome, f Je simetridéna.
Ako Je afjb 1 bpc, tada
(14) a'r(a)}fb'r(b);mb”r(b)'Ec’r(c),\r(a)b', r(blec € XK.
Kako Je |
r(a)(b'r(b))c’ = (r(a)b’ )(r{b)c )€K
£o odaﬁde, Teme 1.5. (i) 1 c¢inJenice b'r(b)?ﬁa'r(a)
sledl da
(15) r(a)e € K.
Takodje, na;osnovu Teme 1.5. (iii), ilmamo

b’r(b) E‘bfr(b),




t
}._.l
5
“J
|

a s obzirom na tranzitivnost relaclje P sledil

a’r(a) C ¢ ric)

tj. apc. Dakle, P je tranzitivna 1 prema tome Je relacija
ekvivalencije. Dokazimo da je P kongruencija. Zalsta, ako
e

L

su a,b,ces proizvoljni elementi 1 a pb, tada
(16) a’r(a) Tb'r(v) Ar(a)b’eX
za svalki s‘ceVir(a)y), b e V(x(b)). Ako Je c’eVir(ec)), tada

c’a’ e V(r(adr(e)), c’o’e V(x(b)r(c))

h'r(bdir(cle’a’ e Vir(a)r(c)e b r(b)).

- . ~, . . . . -
Kako je ¢ normalna kongruencija na E(S) to i1z (16) imamo

P~

(17) c’a’ri{adri{c) ¢ ¢'b'rlb)

H
et

(c).
Daije, 1mamo | .
(f(a)rKC)cfb’r(b))(é’r(b):KC);’af?(aITCC)Cfb':(%))bf='_
= (r(a)r(c)c'b’r(b)a’)(r(b)T(C)CIE’E(a>T(C)C’bf)(T(a)b')EKn
Na osnovu Leme 1.5. (ii) i &injenice da Je
r(b}r(c)c’a’r(a)r(c)c’b’EQE(E)
dobijamo
af(b}r(c)c’a’r(a)r(@)c’b’r(a)?b’r(b)r(c)c’a’r(a}r(c)c’b’r(b).
Odavde i Teme 1.5, (i) sledi
r(a)r(c)c'b'r(b)b’é.K
i prema tome, . |
(18) r(a)r(c)c’b’ e K.

Kako Jje © % ~ortodoksna r—polugrupa To Je




r(ac)(r(b)rlic))’
r{ac) (r(bc))’
= r(&c)<b9>’a

Faa S
}_.J'
O
L
H
e
¢
S
H
7y
0
S
&
o
b
il

I}

sde je (be) e V(x(be)). 1z (18) i (19) sledl
(20) r{ac)(be) e K
sto zajedno sa (17) daje

(21) (ac) ‘r(ac) T (oc)” r(be),

cde Je (ac)’eV(r(ac)), tbc)’g;V(r(bc)). Iz (20) i (21) sledi
(22) ac P be.
| Dékie, f}je'desna kongruéncija. Iz-Léme 1'5i (ii) imamo
o a’o’r(c}r(a) Tbc’r(e) rib)
pa Jje |
(23) (ca)’ r(ca) T (cb)” rlcb)y .
Kako je K SampkonjugéVagali éiﬁj5ﬂig§ dg_je.r§a>bj€Kﬁs;§§if'
da Je
r(c)r(a) b'QE;K
pa je
(24 ) r(ca)(chb) € K.
Tz (23) i (24) sledi da jJe
ca pcb.
Dakle, P je leva kongruencija $to zajedno sa (22) daje p
je kongruenciﬁa.
Oc¢igledno,
(r(a)) = r(a) A a'r(a)Ta'r(a)ar(a)aek

pa Je éf}r(a), ti. P 3Je r—-semiprime keongruencilja.




Neka Je ae_}a:er/o proizvoljan clement. Tada postoji

ecE(S) da je apPe pa

L
a’r(a) ¢ e’e A r(a)e’ek,

za 2’ €Vir(a)), c’eVie). Takodje,

r(a)(e’e) = (r(a)e’ )e € ¥
“to po definiciji 1.2. (i) povladi r(a) € K. Kako je K r-se-
miprime podpolugrupa od S +to je aeXK. Cbratao, neka je a €k
proizvoljan element. Tads r{a) €KX pa Je

r(a) = r{a)(a'r(a)) €K

a’r(a) = (a'r(a))(a’'r(a))

" ga a’ e V(r(a)) sto povladi

a P a’'r(a)
ti. a eker X Prema tome,
ker @ = K.
Neka su e, € EB(8), e‘eV(e), Fle V() prolz coljni

elementi. Tada, na osnovu Leme l.>5. (iii), imamo
e Ce’e A £CL°F, .
jer e'e € V(e), £°f ¢ V(f)., Odavde sledl
e Pi‘(#b(}e’gV(e))(}f’EV(f))(e'e T frefeXx=eCft.
Dakle, t:r:'53=_?.
Na osnovu Leme l.4. i Leme 1.5. (iii) kao 1 cinje-
nice da Je tTpP = ¢ sledi da Je I 1lnverzna }:ongruencij_a.
Neka je ¥ proizvoljna inverzna T-semiprime kon-
cruencija na S takva da je ker ¢ = R i try =C . DokaZimo
da je ¥ = p. Zaista, pretpostavimo 11 da je a ¥b, tada je
' E@) yEe. |
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Ako je a’ e V(r(a)) i b'eV(r(b)), onda na osunovu Leme 1l.5.
je a’d b’ pa je

a'r(a) € b r(b)

r(a)o ¥ r(b)b’,
o odavde r(a)b’ € ker p= K. Kako je tr¢ = C to Je

a’'r(a) T o’r(b)

i prema tome, ar)b pa je
(25) - ycry
Obratno, neka Jje apPb. Tada Je
a’‘r(a) f'b'r(b),«*r(é)b’é_K
" za pneke a’ e V(r(a)) 3 b’EQV(r(b))létd poviadci
(26) a’r(a) ¥ b'r(d) aAr(a)p’ye
»a neki e € E(8)., Xako 5e'r(b)a'e;V(r(ajb’)_t@,lna osnovu
Lemg l1.%., 1imamo
o 7r(b)é'3'é,\r(bjééf(b)affe
i prema tome,
r(a)b ¢ r(bla ¥ r(bla'r(bla’,
§to zajedno sa (26) daje
(27) r(a) = r(a)a’r(a) ’'r(a)v r(b)
be r(b)a'r(b)b’r(b)}’r(b)a'r(b)a’r(a)

il

Y r(b)a‘r(a) rz(b)b r(b) {b) .
Kako je ¥ r-semiprime kongruencija to iz (27) sledi a b
pa Je
- (28) pe
1z ;(25) i (28) sledi da Je Y = f i prema tome,(}je jedin-—
Stﬁéné-iﬁverzna r-gemiprime kongruencija na S.
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Obratno, neka Jje f r-semiprime inverzna kongruen-
cija na S. Tada, na osnovu Teoreme 1.5., kKerp Je normalna
r-semiprime podpolugrupa od S. Neka su acS 1 eeB(S) pro-
izvoljni elementi. Ako Je r{a)e & kerp i eca’'r(a) za

neki a’e V(x(a)), tada je

£ p r(a)e P r(a)a'r(a) = r(a)
-5 neki f € E(8). Dakle, r(a) € kerp .

Neka je a€S proizvoljan element 1 a’cVir(g)).
Ako Jje & e,kerfJ, tada Je

r(a) f e

za neki e €E(3) pa Je afae (Lema 1.3%.). iévde sledl
r{a)a’ Le A a’r(a)fhe
- pa Je
r{a) a'fJaf(a)
fza'ﬁvaki“ag;kerjﬁ'.1,37E;V(r(aj), Dakle, (képfb, fﬁf’)_je 
inverzan r-semiprime kongruencijski par za S
Tada

kerjn(keTFJ,trf:) = ker P A trjh(kerf ,trp) = tre

po direktnom 1sxazu ove teoreme, a zZDOZ jedinstvenosti je

@ (kerp, tr P ) =}0.'@

; A\
gaAgMA PUT AN = a3 YRR IUTHAr PAR
s;ﬁ M;TEHMH‘{Y &-rKAH’iKY | AETP&I‘IGHHW
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2,:Qf_UNEPOTEHTNE r~SEMIPRIME KONGRULNCILJE

N4 UOPSTENG STROGO § -INVERZNOJ r-PCLUGRUPI

U ovoj tadki karakteriéemoCziunipotentne r-semi-
. - " L .
prime kongruencije na uopsteno strogo < -inverznoj r-polu-
crupi. Kao specijalni sludajevi javlijaju se karakterizaci-
Je é?iunipotentnih kongruencija na uopsterno inverznoj polu-

gru@i*{l] .

DEFINICIJA

L

2.1, %feregularna polugruparS'je

ct

N - r“‘- . - ]
uopsd§teno strogo 4v-1nverzna.ako skup

idempotenata E(2) jestsz normalna traka tj.

(YVe,f,g,h € E(S))(efgh = ngh).

DEFINICIJA 2.2. [27] . Resgularna polugrupa S

je ;Ziu nipotentna ako skup E(S) obrazuje desno
regularnu traku tj.

(Ve,f €E(8))(ef = fef),

Ovde navodimo jedan rezultat M. Yamade (68

" LEMA 2.3. Neka je S uopSteno strogo J-inverzna

polugrupa. Tada

| (1) r(x)ef r(y) = rix)fe r(y),
_"I(J}i) “r_(x) 8;“"';(3) _.

i1

__ r_(?é)a" r(y)




s svaki x,v,a € 5, a’a" ¢ V(r(a)), e ck(S).

LEMA 2.4, Neka Je (K,‘E) éziunipotentan r-se-

miprime kongruéncijski par uopsteno sTTOZO % -inverzne
r-polugrupe. Tada
(1) (r(a)er(a)gKAe Ca’r(a))=>r(a)r(b)e K,
(1i) rj_(a)r(b)EK =>r(a)e v(b) € K;
(iii) (r(a)b’€ Kaa'r(a) Cor(b))=a‘er(a) b er(b);
(iv) ef Cfef ( Cje desno regularna tradna kongru-

encija) za svaki a,bES, a‘evVir(a)), v eaeVir(v)), e, f€E(3).

Dokaz. (i). Na osnovu Lene Z2.5. (1) imamo

It

r(ab)(bler(b)) = r(a)r(b) (b er(b))

r(a)er(b)e K.

]

. L | L L~
Kako je ¢ normalna kongruenclja na. E(3) to.1z e Ca'r(a)

dobijamo
b’er(b)E&bé’r(a)r(b) = (ab)’r(ab),
gde Je (ab) e V(r{(a)b)) pa po Definiciji 1l.Z. (1) imamo
r(ab) € X,
a odavde
r{a)r(v)<X.
(ii) Kako je K normalna r-semiprime podpolu-
grupa od S to 1mamo | I
r(a)r(b)eK=r(a)er(b) = r(a)(er(b)b Hr(b)
= r(ayr(b)(b’er(b)) €K,

(1ii) Pretpostavimo da je r(a)b’ek i a’r(a)zﬁf(b),




i
Loud
1»...1
AW

f

Tada

+

a er(a). a’r(a)a’er(a)a’r(a)z"b’r(b)a’er(a)b’r(b)

¢ prer(b) a’r(a)b’r(b)

H

Tb’er(b).

(iv). Kako je K puna poclugrupa TO DO Definiciji

1.2, (ii)7 imamo

fef ( ef. A

LEMA 2.5. Ako jechziunipotentna T—-semiprimne

Pongruenclga na o, tada

af3b<“v(\¥a V(r(a))) ¥’ cT(r(®)))(a’ “(a)trf>b r(b)A+(a)be{mrfa)

Dokaz. Ako Jje afﬁb, a’'eV(r(a)), b'eV(r(b)), tada
de ”
- r(a) p (o
pa je
a’z(a)p a’z(o)oR(v)
pa’r(a)d’ r(b)
eb’r(b)a’ r(a)b’r(b) (f’ge‘zgunlpotentna)
P@o'r(a)b r(b)
Pb’r(b).
Dakle, a’r(a) trpe b’r(b). Kako Je r(a)b’F'r(b)b’ to
r(a)b” g ker .
Obratno, neka jJe a‘r(a)trfbb'r(b) i r(a)bl;ke:fﬁ
za svaki a” € V(r(a)), b’< V(r{(t). Tada imamo
r(a) P r(a)a'r(a)a’r(a)
P r(a)p r(b)d r(b)
P r(p)b r(a)bi(p)e’r(b) (P Jeo?aumpotentnm




r@) Pr(o)b r(a)n r(b)
Fr(b)b'r(b)b'r(a)b’r(b) |
ﬁr(b)a’r(a)b'r(a)b’r(b) (jer, r(a)békerp)
ﬁr(b)a'r(a)b’r(b}
Pr(b).

Dakle, r(a) F’r{b)¢:>afﬁb.f

N

TEOREMA 2,6. pko je (X, C) Cgfunipotentan

| . . .o , v o~
r-semiprime kongruencijski par uopsteno strogo « -inverzne

£

. - ~ . , - .
r-polugrupe S l}P(K;(.) relacija na S definisana sz

a P(K, ¢ )oex(da’eV(r(a)))(Jpev(z(p)))(a’'rla)b r(blar(a)b’ek),
tada Je fTKg ) jedinstvenaczi]unipotentna rT-semlprime kKon-
sruencija na S za koju je
ker P(K, ) = Katr (L, €) = (.
Obratno, ako jefbczfunipotentna r—-seniprime kongruens— . .

cija na 5, tada Je (kerf3, trfﬁ} éziunipotentna r—-semiprime

kongruencijski par za S i P = Plkerp , trP),

Dokaz. Neka je (K, C) ;?1unipotentan r-semiprime

| N
kongruencijski par za S 1 neka je ©= P(X, L), DNeka je ag€h
proizvoljan element. Kako je K puna to Je

a’r(a)Efa'r(a);mr(a)asz,

a odavdgs apa, tj.LJe refleksivna.
Ako je afP b, tada Je

a’‘r(a) E'b’r(b),q r(a)b’g;K.
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Kako je ¥ inverzno zatvorena to Jje
| » P * ’
b’r(a) La'r(a) A r(b)a’ €K,
a odavde bpa i prema tome, [ je simetricna,

Ao je af?b 1 bfﬂc, tada je
(1) a’r(a}ffb’r(b);\b”r(b)E?c’r(c)/\r(a}b;r(b)ckgK.
Dalje, |
r(a)(b’r(b))c’ = r(a)b’'r(b)c’ e K.
Odavde i na osnovu Leme 2.4. (i) imamo
(2) r(a)c’ € K.
Takodje, na osnovu Leme 2.4, (iv), sledi
a”r(a)a'r(a)'Z“a*r(a)a”r(a)aff(a)a

a odavde

L

(3)  a'r(a) ¢

‘afr(a)t

~'An510gﬂ5,'“:"
(4)  b'r(b) Cbr(v).
Iz Cl), (2), (3) i2(4) sledi apPc 1 prema tome, © je tran-
zitivna. Dakle, @ je relacija ekvivalencl]e.
Neka su a,b,c €S proizvoljni elementi 1 neka Je
aPb 1 ¢ e Vix{(e)). Tada
a'r(a) C b'r(d) A r(a)v’ek
za neke a’ cV(r(a)) i veV(r(b)). Cdavde primenom Leme
2.4, (ii) dimamo
{5) r(a) r(c)c’b’éLK.
Takodje, sobzirom da je 7 normalna kongruencija na E(S)

aobijemo




|
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(&) af(a)ETb’r(b):&c’a'r(a)r(c) Cc'b ribir(e).
Kako je S r-polugrupa to iz (5) imamo

(7) r(ac)(be) & X,
a iz (6) dobijamo

(8) (ac)’r(ac) € (bc) v(be).

Tz (7) i.(S} sledi da Je ac be i prema tome, P je desna
kongruencija.
Nadalje, iz r(a)b’e X 1 a’r(a) ¢ b'r(b) i TLeme
2.4.I (iid) imamo
_(.9) - a’(e'r(e))r(a) ¢ v’ (c’rlec)) r(b).
Kako je E samnockonjugovana 1o je
| (10) | r{c)r{a)b’c’ & K.
Sobziron da Je S r—polugrupé to iz (S) 1 1G). sledi

(ca)’r(caj.Efob)r(cb)/\riga)(bb)fe;K,'

ede st (ca) eVir(ca)) i (cb) €V(r(c2)) pa je cafbcb..Dakle; |

f}je leva kongruencija 1 prema tome, £ je kongruencija na o.
Ako Je a eker proizvquaﬂ element, tada Jje
a’r(a) e A r(a)e €k
za neke a’‘¢gVi(r(a)) i eeE(S) Sto zajedno sa (i) iz Leme Z2.4.
daje r(a)e K. Odavde 1 éinjenice da je K r-semiprime polu-
erupa sledi a €K 1 prema tome,
(11) ker . K.
Obratno, ako jé agK proizvoijan element, tada
r(a)(a’'r(a)) €K A a’'r(a) (a'r(a)a’r(a)
78 s?qki a’ cV(r{a)) pa je

a’ Fa’r(a) '




a odavde ae;kerfﬁ. Dakle,
(12) KC ker L.
Tz (11) 1 (12) sledi da jJe
kersz K.
Sliéno, trpe = C
Jedinstvenost za F sledi 1z Leme Z.5.
Obratno, neka je fﬂf;iuﬂipotentna r-semiprime
kongruencija na 5. Tada |
trp = £/ E(S)
je normalna kongruencija na E(S) i kerf normalna podpolu-
grupa od S. Ako je r(a) E_kérf}, tada je

(13) r(a) P e

za neki e € E{(8), pa kako je‘p r-semiprime kongruencija to je

(14> | afjr{a),
Iz (13) i (1%) imamo’

af e,

a odavde aeker pa je kerp r-semiprime podpolugrupa od S.

Neka je a € ker@ proizvoljan element 1 a’ceVir(a)).

Tada
Z 2
(15) ape a“pee Hapa.
Kako jequ r-semiprime kongruencija to
2
r(a) P r{a).
Dalje,
a’ = a’r(a)aif>(a'r(a})(r(a)a’) c B(8),
a odavde a'e;kerfs; Dakle, kepfb je regularna podpolugrupa

od &, . za r(a)e e_kerjﬂ i a’r(a)fﬁe imamo

T T PRV T we  r o m e W -

e R e T 7 —————T T
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r(a) = r(a)a’r(a)JD r{aj)e € kerfﬁ

pa vaZzi (i) iz Definicije 1.2.

Ako je a c;_l«:erf, a’« V(r(a)), tada je r(a)ekerf:
pa je

r(a)Pf A2’ e g,

za neke f,g&f(3), a odavde

a'er{a)}D geffbegfjﬂea’r(a),
jer j%fa'&fhunipotentna pa vazi (ii) iz Definicije 1.2.

Dakle, (ke;fb, trfl) Je 5qunipotentan r-senlprimne kongru-

3

direktnozs dela teoreme sliedi da de
, s _ J

£=F

enciljskil par za S, I

P

kerp , tr P ).

) T i T . J e - c_h_-" 'J
LEMA 2.7, Meka je S uopsteno strogoe o -inverzna

polugrupa i ( normalna kongruencija na E(S}. Tada relacije

12; fi-z;. defiﬁiéaﬁé ﬁa 7(S) sa
(i) e T f<>(Y aes)(Vaev(r(a))(a’er(d) Ca'fr(a));
(11) e C.f¢=>(Y g €E(8))(ge C gf)

- [] - r.‘-' - * kS St
su normalne kongruencije na E(S). (, Je najmanja polumreZna

. — : v O AT . .
kongruencija na E(S) koja sadrzi ¢, —a (. je najmanja desno

et ) [ - - e | ﬁ"" - 2 £ =
regularna tracna kongruencija keoja sadrzi ( 1 Crgé Co‘

("‘\-.

(_ su ekviva-

Dokaz. Ofigledno relacije(, i (.

lencije. Za svaki g ¢E(S) imamo
e '—L;f = (Y aes)(V a’eV(r(a))(a’gegr(a) ( a'gfgr(a)),
a odavde

a'ger(a)t;a’gfr(a) A a‘egr(a) (,a’ fgr(a)




pa je

ce (, gf peg E;fg.
Dakle, C, -je xongruencija na E(S).
Dalje, imamo
e Z;f ={(¥Y b ¢E(5))(hge Z‘hgfxxhegéfhﬁg)
pa Je
ge (8T A ez (I8,

- . . . 1
i prema tome,(, Jje kongruencija na E(S).

f\‘ - L] —— - L] -
Kako je { normalna kongruencija na E(S) imamo

e

(< (, i Cf;Z}. |
Neka je a €8 proizvoljan element 1 a’eV(r(a)). Tada
e ((fe(V aes)(Vaev(r(a))(a’er(a) La'fr(a)),

a ogavde

!

¢’ er{a)r(c) Z“cfa’fr(a) r{c)

' za Svaki'ceés' i céggv(r(c)), pa jé

a’ey(a) _E; a’fr(a).

o

Dakle, (, je normalna kongruencija na E(S).
Nadalje,

e E;f:ﬁyr(a)a'e Eﬂr(a)a’f

:ﬁa'r(a)a’er(a) Ca‘r(a) a’fr(a)

o N

—a‘er(a) ¢ a’fr(a)

N
,
—a‘er(a) (.

a’fr(a)
1 prema tome, E; je normalna kongruencija na E(3).
-—\‘ -
Za {(, imamo N - -
efZLﬂ@ﬂ(Vaeﬁ)NaEV@%aD(ﬁhﬂﬂa)Caﬁtdan

=¥ aé;S)(V a%;V(r(a)){a'eff(a)Zé’fer(éj)
¢$ef Z; fef o

- . =i e ————



Odavde sledi da Jje (, polumrezna kongruencija na E(S).

’I"‘I-—l-

Slicno, za Cr imamo

P

ef Z}eféﬁ>(v ce€lb(S8))(gef C gef)
&HY ze €E(8)) gef C gfef

c=>ef E;fef

"_‘l—

1 prema tome, (., je desno regularna tradna kongruencija.

Neka Jje 5 proizvoljna polumrezna kongruencija
N |

koja sadrzi ¢ . Tada

e b, =ve /b efep fef 51
‘ﬂ_l?eﬂ I,

L . . ' “ ] . .
Dakle, (_ Je najmanja polumreZna kongruencija na E(S)
i . L H"" ’
- koja sadrzi (C .
Sliéno, ako je ¢~ desno regularna tradna kongru-

‘encija na E(8) koja sadrzi & imamo
e B;“jf—_g,e YefAfe 't

Odavde sledi da je Y.< § i( C §. Dakle,

. je najmanja

e
desno regularna tradna kongruencija na E(3) koja sadrzi C.

Na kraju, kako je svaka polumrezna kongruencilija

uiedno desno regularna tracna kongruenclja 1lmamo da je

(o © (o &




[
-

TEORENA 2,8, A¥O jeiﬁﬂrwsemiprime kongruencija

y | G . e
na uopsteno strogo J-inverznoj r-polugrupi 5, tada

(1)  (xerp, (trP)) Je :Qiunipotentan r-se-

- - rr 1 L - '! . ¥ N
miprime kongruencijski par za 8, a §{(kergf, (trff)r) je
najmanja &iunipotentna r-semiprime kongruencija na S5 koja
sadriidf .

(i1). (kere, (trjﬁ)o) je inverzan r-semiprine
kongruencijski par za S, a hf(kerjj, (ter)O) de najmanja

inverzna r-semiprime kongruencija na S5 koja sadrzi £ .

Dokaz. (i) Neka je ¢ kongruencija na S. Na
. osnovu Teoreme 1.5. imamo da je kergnormalna r-semiprime
podpoclugrupa od S, a po Lemi 2.7. (tr;ﬁ)r je normalna kon-

cruencija na ‘E(S) i ona je najmanja desno regularna traéna
kongruencija koja sadrii tr QL.

- Neka je ?(é\e c ker i a'rfa)(trfh} e. . Tada.
a’r(a)ehfla’r(a)
pa Je
r(a)

r(a)a’r(a) P r(a) a‘r(a)e
= r(a) e € ker f .

Prema tome, r(a) g;kerja dime Je ispunjen uslov (i) Defini-
cije l.Z2.

Ako jJe aeker_)o i a'gV(r(a)), tada Je r(a}e_kerf
pa je

r(a)ffzﬁajog

za neke £,g €E(S), 5to zajedno sa Lemom 2.7. daje

g e
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a’er(a) tre gef(tr £)_ egf trf:ea'r(a).
Dakle, ispunjen Je 1 uslov (ii) Defirnicije 1.2. i prems
tome, (kerjﬂ, (tr P )L.) je:Ziunipotentan r-semiprime kon-

gruencijski par za 3. Xako jJe tquz (trf’)r sledi da je

L C (kerp, (trp)).

Neka Je d‘&iunipotentna r—-seplprime kongruen-

o

clje na S. Tadea
l{erfﬁ; ker cf,
a na osnovu Leme 2.7., imamoc da Je
_Ctrf)rg )
pa |
f(i{erﬁ, (Brf?} )Cf‘(kerd Jtrd ) = Cg‘
Dakle, vf{kerf?, ttrjﬂ; ) Je nagmaqga éziunlnotentna r-se-
‘miprime kongraeP01;a na 5 koja sadr21f9

Analogno se’ dOJaque i hll) @Q

%. POLUMREZNE KONGRUENCIJE NA (m,n)-DVOSTRANO
( JEDNOSTRANO) CISTOJ POLUGRUPI

U ovo]j tacki opisujemo minimalnu polumreznu kon-
gruenciju na {(m,n)-dvostrano (Jjednostrano) &istoj polugrupi

i dokazujemo da Je svaka njena klasa ekvivalencije=g:grupa.




| DEFINICIJA 3,1, [2] Neka je G podgrupa polu-

grupe o, Ako za svaki a €8 postojl mE§Z+ da amezG, tada

. . 0
S nagivamo £ - g r U p O M.

LEMA 3.1. Neka je S (m,n)~dvostrano cista po-

lugrupa ijﬁrelacija na S definilsana Sa
(1) ajjbchbr(a)Sr(a) = r(b)Sr(b),
zde su r(a), r(b)&Regd. Tada je p relacija ekvivalencije

i svaka~f—klasa sadrsi tadno jedan idempotent.

Dokaz. dJasno Jje da Jje ¢ ekvivalencija. Dokazimo

da’ svaka §-klasa sadrii tacno jedan idempotent. Zalsta,
neka je a&®o proizvoljan-element i_ajﬂ’klasa ekvivalenclje

po modulu P koja sadrzi a. Tada r(r(a)) = r(a) pa Jje
'aJDT(QJ'
tj.snje r-seniprime kongruencija. Kako Je r(é)e;Rég Sitd‘je
r(a) = r(a) x r(a)

»o neki x€S. Odavde 1 Posledice IIT 1.18. imamo

r(a)x = xr(a) = e.
Dalje je
(2) r(a)sSr(a) = er(a)Sr(a)e C eSe
1
(%) eSe = r(a)xSxr(a) € r(a)sr(a).

Iz (2) 1 (3) sledi
r(a)Sr(a) = eSe
i prema tome,

RGO - afe,




!
}_..J
M

L

}

ti. e E_af . Dakle, ap sadrzi idempotent., Neka su

e,f €+§P dva razlidita idenmnpotenta. Tada imamo

e ceec ede = 5T

pa postojli x&5 da Je

S1iéno,

za neki y&S. Dalje,

= e{eye) = (ece) yé: eve = f. 4

CLEMA  %,2., Neka je S (m,n)-dvostrano &ista

polugrupa i e €E(S). Tada je

za koji je r(x) =x"g RegS,

Sem togé? 2o je X 5 ?F ine ?
tada Je xkg:Ge za svaki k =n.

Dokaz., Neka dje a @;Ge proizvoljan element.

Tada je r(a) € G, pa postoji a‘cV(ia) da je

r(a)a’

a’r(a) = e A r(a)e = er(a) = r(a)
pa Je
r{g)Sr{a) = eSe,

a odavde

8538.

e YE——, ™ S, . e e e . e ————. - .



G, & ef .
lleka je x€ep. Tada Je :{f)r(}:) pa je r(x) ceQ .
Dalje,
' r(x) = r(x) y v(x)
za neki ve 8. Kako su r(x)y 1 yr(x) idempotenti to, na 0S-
novu Posledice III 1,18, 1mamo .
(3} r(x)y = yr(x) = £ A r(x)f = Ir(x) = r(x)
pa Je |
r(x)Sr{x) = £5%
i_prema_tome!_ijﬁf, ti. feiEjbﬂ Odavdeli Leme 4,1, siedi
da je e=f, 3to zajedno sa (5) daje
r(x)y = yr(x) = e ar(x)e = ex(x) = r(x)

pa Jje T(K)éiGe.’Na osnovu Leme I 10. imamo da xné;Ge'impli_

cira x e G, za k=n. Z

LEMA 3.3, Ako je S (m,n)-dvostrano cista polu-

grupa. Tada

(V a,bes)((ab) p = (ba)P ).

Dokaz. Neka su a,beS proizvoljni elementi. Tada,

na osnovu Posledice III 1.18., 1lmamo
r(ab):(ab)m+n+l A r(ba) =(pa)™tRHi,

Dalje, na osnovu Leme III 1.15. 1 Teoreme I 19. 1mamo

r(ab)Sr(ab) = (ab)BFBtlg(ap)Brotl
2 (ba) ™ Mpsa(va) " Mo

{l

Sa(ba)m+nba(ba)m+nb




f.__-l

o

\J1
!

S(ba)m+nba(ba)m+n+l

(ba)m+h+18(ba\m+n+l

- r(ba)Sr(ba),
a odavde (ab)fb(ba), ti.
(ablﬁ= (ba)p . A

LEMA 3,4, Akxo je S (m,n)~dvostrano c¢ista

polugrupa, - tada Jje i1spunjen uslov
(6) r(ab)Sr(ab) = r(b)r(a)Sr(a)r(b)

za svaki a,be s,

Dokaz., Heka su a,be&S proizvoljini elementi,
_ | - | - - LmHn+l L . "
Tada, na osnovu Teoreme 111 1.1V, 1imamo © je polumreza

grupa pa
' r(a) € G, A v(b)€ b,
25 neke el;f QE(S);.Odie;ﬁrdé sledi .
r(a)e:er(a)zr(a) A rl{a)ata’'r(a)=e
r(b)f=fr(b)=r(b) A r(b)b’=b"r(b)=f
gde su a’ ¢r(a) 1 b'e¥(b) i prema tome,
(7) r(a)Sr(a) = ele,
(8) r(b)Sr(b) = fSf.
Iz (7), (8) i Leme IIT,1.9 sledi
(9) r(oir(a)sr(a)r(b) = r(b)eder(b)
er(b)8r(b)e

il

efSfe

Ik

(ef)3(er)




Dalje, na osnovu Posledice III. 1.1&., imamo 5 je GV -po-
lugrupa pa jJe
(107  Sr(ah)S = SefS
(Lema I 16,). Na osnovu Leme III. 1,15. i Teoreme I 19., a
kxoristeéi jednakost (10) dobijamo
Sr(ab)®s = 8(ef)<s

pa'je

r(ab)S°r(ab) = (ef)S°(ef)
C (ef)8(ef)
= (ef)“5(ef)
C (ef)8%(ef)
o = r(ab)sgr(ab).
"Dakle, |
(11) r(ab)Sgr(aH) = efSef.
.'ﬁnaipgn9;;f:|  \” . | | |
(12) (ef)S(ef)-; r(ab)1S£(ab)

Tz (11) i (12) sledi

Il

(1%) r(ab)Sr{ab) (ef)S(ef).

Koristedi (9) i (13%) imamo

r(b)r(a)sr(a)r(b). Z

r(ab)Sr(ab)

U tadki 1. ove glave su opisane inverzne kon-
eruencije na nekim podklasama 4-regularnih polugrupa. Ovde
speciljalno (eksplicitno) opisujemo najmanju polumreznu
r—-semiprime kongruenciju na (m,n)-dvostrano Sistoj polu-

grupi.




N DLV

TEQORIMA 3.5, Ako je 8 (m,n)-dvostrano cista

polugrupa, tada relaoija‘f na S definisana sa

afJbé@r(a}Sr(a)=r(b)Sr(b)

je najmanja polumregna r-semiprime kongruencija na o5 1

. <=
svaka Mf—klasa je 4~grupa.

Dokaz. Ma osnovu Leme %.1. 1imamo da jejo ey vi-

valencija. Dokazimo da je £ kongruencija. Zaista, ako Je

(14) r(a)sSr(a) = r(b)§ r(b).
feka je x&5 prolzveljan element. Kako su bi-ideall
r(a)Sr(a), r(bx)Sr(bx), r(xb)Sr(xb) (m,n)—dﬁostrano Cisti
podskupovi od & to, na osﬁovuiLeme BeDe jednakdsti {14) i

“Teeme 3.2, imamo

il

Cn(ax)Srlex) = r(ax)sr(ax)®

H

r(ax)r(ax)Sr(ax)r (ax)

r(ax) { i‘(K)(r(a)SrCa))r(x) } r(ax)
r(ax) {r(x)(r(b)Sr(b))rCXD } r(ax)
r(ax) {r(bx)Sr(bx) 3 r(ax)

I

= r(bx)Sr(bx) [l r(ax)sr(ax)
Cr(bx)Sr(bx).
Analogno se dokazuje da Je
r(bx)Sr(bx)r;;r(ax)Sr(ax)
pa je
r(ax)Sr(ax) = r(bx)Sr(bx),
a odavde |

(15) ax poX.




}_J

A

§8)
]

slicno,
(16) xa PXb.
Tz (15) i (16) sledi da je P kongruencija.
Oznalimo sa ap wakongruencijsku klasu koja

cadrsi element a. Na osnovu Leme ITT 1.5. 1lmamo
~(a)8r(a) = r(a)?sr(a)”

a odavde
(17) afaz
1 pl“erzn:_:l.’r:or}:le;_r | |
(af’)2 = (ap)(ap) = &12}9 = af
pa je'S/f; traka. Na danovu Leme %.3%. imamo da Jje
| .abf7ba,
a odavde . p
(ﬁf)ﬁaﬁﬁimﬂf=0mQF=Uw’Maf)-.
‘Dakle, fékf@r"pélﬁgruba'S/P' jerkémﬁtativna i prema tome
je polumreza.,
Neka Je R proizvoljna jj—klasa i a,b € R. Tada
r(a)sSr(a) = r(b)sSr(b),

2 odavde, jednakosti (17) i Leme 4,5, imamo

r(ab)Sr(ab) = r(b)r(a)sSr(a)r(b)

il

r(d)r(v)Sr(b)r(b)
r ()28 (b)°
= r(bz) Sr(bg)

pa je abf>b2 i prema tome, abe&R. Dakle, R je_polugrupa.
Na osnovu Leme 5.1. R sadrii tadno jedan idempotent e 1

G, C R




I
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O
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(Lema 3.2.). Ako je a « R, onda

r(a) = »{r(a))
pa je a ¢ r(a) tj. e Jje r-semiprime kongruencija i r(a)eR,
Kako R sadrzi samo jedan idempotent i to je

r(a)e = er(a) = r(a) A r(a)a’ = a'r(a) = e

pa imamo da r{a) c G,. Dakle, R je % -grupa.
Neka je J polumreZna r-semiprime kongruencija
na 3. Dokazimo da jeupg; dt Zaista, ako gJe afﬁb, tada

r(a)8r(a) = »(b)Sr(b),

a odavde_imamo “ |
r(a)’e r(6)8r(b) A v(b)7e r(a)sr(a)
pa postceje elementi x, y£3 da I
r(a)azr(b)xr(b) /\r(b)§=r(a)y;r(a).
Daije, imamo‘ o | 3};. o .
r(a)d =(r(a)d )"
=(r(a) I )(x(a)
~(2(8) &) (x () (d) d) _
=(x(a) & ) (= () ) (x ) (2(0) &)
=(z(a) ) (=) ) I (2 () )
~(z(a) I ) (x(0) d ) (x(b)xr (0)d)
“(r(a) I (x() ) (x(a)>F )
=(r(a)%f')(r(b)cf)
=(r(a)cr)(r(b)5ﬂ)
Analogno se dokazuje da je |
r(0) & =(x(d)d ) (x(a)d)
Kakg je S/éﬁ komutativna p&l;grupa tb Je
| r(a){ =T(5)Cr




Odavde 1 pretpostavke da Je J-rnsemiprime kongruencija

sledi

adhb.

Dakle, L < dT 7

LEMA 3.6, Ako je S (m,n)-Jjednostrano dista

polugrupa, tada su ispunjeni slededci uslovi:

1° r(a) 8 = Sr(a)s,
2° Sr(ab)s = Sr(a)r(b)s.

Dokagz. 1° Neka je a €S . proilizvoljan element po-

lugrupe o, Tada, na osnovu Leme IIT 1.12. 1 IIT 1.19., ima-
mo | | |
r(a)s = r(a)gs
o cnes?
= Sr(a)s,
a sa druge strane
Sr(a)s = r(a)82
C.r(a)Ss
1 prema tome,
r(a)sS = Sr(a)s.
2° Neka su a,be S proizvoljni elementi polu-
crupe S, Tada je S-(zlregularna 1 GT(S) = Regs. (Posledica'
@.1.21.) pa je S GV-polugrupa i na osnovu Teoreme I 8,

1mamo .

- (Je,2€E(8))(r(a) € G, A T(D)EGe),




cde su G i G, maksimalne podgrupe od S. Odavde 1 Lemellb,

& il

1HMARO
Sr(ab)S = Sr(ef)S.
Kako je E(8) € C(5) to je r(ef) = ef pa Je
(1) Sr(ab)S = SefS.
Dalje, r(a) & G_ pa je
r{ada’= a'r(a) = A r(a)e = er(a) = r(a),
cde je a’g G, 1 a’cVir{a)). Cdavde imamo
(2) Sr(a) = Se.
Analogno, dobiljamo da Je
(3) z(v)S = £8.
Tz (2) 1 (3) sledi
(4) Sr(a)r(b)sS = SefS.

Koristeéi'jednakost (1) i (&) dobijamo

 Sr(sb) & = Sr(a)r(b)s.B

TZOREMA 3.7, Neka je S.{(m,n)-jednostrano cista

polugrupa. Tada relacilja BZ definisana sa

agrb<=>5r(a)s = Sr(b)S

na S je najmanja polumreZna r-semiprim kongruencija na 5 i

svaka ?nklasa je ¥ -grupa.

Dokaz. Jasno je da Jse gfrelacija ekvivalencije.
Dokazimo da jei% kongruencija na S. FPretpostavimo da je
agb. Tada

MSr(a)S Sr(b)S.

I}

Ako je x €S proizvoljan element, tada, na osnovu Leme 2ela,

“imamno




Sr{ax)s = Sr(a)r(x)S

il

I

Sr{a)Sr(x)

i

Sr(b)Sr{x)

1

Sr(b)r(x)S

Il

Sri{bx)s,

a odavde

ax Eb:{.
Analogno dokazujemo da

X3a f,xb.

Dakle, jr je kongruencija na S. Oznadimo sa azy klasu ekvi-

valencije koja sadrzi element a. Na osnovu Lene T 1.109.

imamo
sr(a)s .= 8r(a)®s
= Sr(a)r(a)s
- 8r(a)s,
élbaavdé sledi da jé .
(5) 2 ga®
pa .
(aZ)° = (a3 )(af) = a?Dz - a¥.
Dakle, aﬁ Jje i1dempotent 1 premé tome, . Sé% je idempo-

tentna polugrupa.

Neka su a,b&€ S proizveljni elementi, Tada, na

osnovu Teoreme IIL 1.20. i Leme IIT 1.,19., imamo

(6) Sr(ab)S = s(ab)¥tls

= Sa(ba)kbs
C S(ba)¥s
= S(ba)¥tig

= Sr(ba)S.
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Analogno,

(7) Sr{va)S C Sr(ab)s.

Sr(ab)s = Sr(ba)s,

A

a cdavde ab f ba 1 prema tome,
(ag)(bF ) = (ab)F=(ba)g = (bg)(ag J.
Dakle, S/?_ se komutativna idempotentna polugrupa pa Je
polumreza. I
Neka je dJ proizvoljna %—klasa i a,bed., Tada

Sr(a)s = Sr(b)s,
g odavde, Jjednakostl (5 i'Leméu2.1. imamo

Sr{ab)sS = Sr{a)r(b)Ss
(8r(a))(Br(b)s)
(sr(a))(r(a)s)
= sr(a) r(a)s
- 8r(a®)s,

H

i

pa Je: ab~% a? i prema tome je abe J. Dakle, J Je polu-

grupa.

Neka je a€J proizveljan element. Kako je J po-
lugrupa to Jje r(a)&J pa je
r(a) = r(a)xr(a)

25 neki xS, a odavde r(a)x=e Je idempotent iz S i r(a)=er(a).
Prema tome,

r(a)S = eS.
Odavde sledil

sr(a)s = SeS
: pa jemeéiJ..BokaEimo da J sadrii tacno jedan:idéﬁpotent.
| Zéisﬁa, neka J sadrii jo3 jedan idempotent f iz S. Tada je

S18S, .

{2
(D
o
i
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b
i

4 na osnovu Leme 5.0., J€ eS=f3, a odavde

(8) fe = e A ef = L.

Kako je ef = fe (Lema IIT 1.10) to ocdavde 1 jednakosti (&)

sledi e = f. Dakle, + -klasa J saaryi tadéno jedan idempotent.

Neka je idempotent e &€ J, Ge maksimalna podgrupa

iz 8 i aeG, proizvoljan element. Tada je r(a)&e G, pa je

(9) r(ada’ = a’r(a) =@ 4 er{a) = r(a)e = r(a),

gde je a’ cV(r(a)) 1 a'e:Ge. Tz (9) sledi da Jje

i

r{a)s = eb,

g odavde

Sr(a)s SeS;

va je afe, tj. a &J. Dakle,

Ge S I
AkoO je_éE:J_ proizveljan element tada je r(a)e J pa
r(a) = r(a) xr{a)

-a neki xe€ S. Kako jJe r(a)x = f idempotent to Je

r{a) = fr(a) A f=r(a) X,

o odavde 7r(a)S = £S, Prema tome,

Sr(a)sS = Sfs,

t3. ajZ f vpa je fed. Kako J sndrii tadno jedan idempotent

to je e = f. Analogno, ako je xr(a) = g %to Je f=e=g Pa je

r{a)e = er(a) = r(a) A r(a)a” = a’r(a) = e,

a odavde
r(a)EZGe-
Dakle, J Je Y -grupa. |
" Kako je r(r(a)) = r(a)

to je a.% r{a); ti. %,je r-semiprine kongruencija.




lleka je f‘polumreina r-semiprime kongruencija
na 3. DokaZimo da Js FC §. Zaista, neka Je aﬁ;b.
Tada
sr(a)s = Sr(b)s3,
a odavde sledx
r(a)2c 8r (D)8 Ar(b) e 8r(a)s

pa postdje elementi x, y, u, veS takvi da

r(a)5=xr(b)yiﬁ r(b)5=ur(a)v.

Tada 1mamo

(10) r(a)p

(r(a) P
(x(a) P )(r(a)P )
(r{a) P ((xr(b)y)f° )
(z(2) P ) (x P (x(®) PITP)
(2(a)P ) x @)™ )P )
(2(a) PRI P PI(BIPIFTP),
(r(2)P ) ()P )(Gx(b)y)f )

= (x(a) P)(x(D) PH(x()’P)

= (r{aJ4F Y(r(v)P ) |

= (r(a) P)(x(BIP ) &

Analogno, dokazujemo da je
(11). r(o) =(x(b)§ d(x(alp ).

Kako je S/F xomutativna polugrupa to iz (10) i (11) sledi

I

[

il

I}

r(a) = r{b)S.
Odavde 1 pretpostavke da jej? r-semiprime kongruencija

imamo

an.

- Dakle, ;61 gf) %
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4, GRUPNL KONGRUENCL NA (m,n)-JEDHCSTRANG

q

70 r-POLUGRUPI

]
{2
1

U ovo]j tacki opisujemo grupne r-semiprime kongru-
encije na (m,n)-jednostranoc ¢isto] r-polugrupi. Teorema &4.l.

je uopstenje Teoreme Z,1. N. Kurockija 521 .

DPEFINICIJA 4.1, [49] Kongruencija P na S je

cr upna ako je faktor polugrupa Sﬁg CTUDa .

TEOREMA 4.2.  Neka je S (m,n)-jednostranc cista

- ylpolugrupa 1 neka'je"ff relacija na S definisana sa

apbc=>(dee E(8))(r(a)ePr(ble).
Tada Je f'grupna r-semiprime kongruencija na S5 1 c(=/5/RegS

je minimalna grupna kongruencija na Reg S.

Dokaz. WNa osnovu Leme 1.8. polugrupa o sadrzi

idempotente. Jasno Je da Je rD refleksivna i simetricna.
Dokazimo da Jje F)tranzitivna. Zaista, neka Je
N | apbAafc, (aﬂhcéESL
Tada postoji e,f eE(S) da Jje
r(a)e = r(ble A r(b)f = r(c)f.

Na osnovu Leme 1.10. imamo da je E(S) polugrupa pa je ef

~idempotent i prema Tome,




r(a){ef) (r{a)e)f = (r{(b)e)f

(1

fl

(o) (ef)

i

r{b)(fe)

]

(r(b)f)e = (r{c)f)e
= r{c)(fe) = »{c)(ef).
Dekle, apc pe jerD tranzitivna.
Neka su a,bxeis prolzvolinl elementi polugrupe
S 1 neka Je afjb. Tada
r{a)e = r(b)e,

pa, na osnovu Leme IIT 1.10, 1 pretpostavke da Je 5 r-polu-

STUDa,
r(ax) e = r(aj)r(x)e = r{a)(r(a)e)

= v(a) (ev(x)) = (r(a)e)r(x)
= (r(b)e)r(x) = r(b)(er(x))
- 2(0)(x(x)e) = r(b)r(x)e
= v(bx) e,

a odavde

(1) ax Pbx.

Analogno, doxazujemo da jJe
(2) xa Pxb.
Tz (1) i (2) sledi @ Jje kongruencija na S. Oznadimo sa xXp
¢ -kongruencijsku klasu koja sadrzi element x. Ako su -
e, fe BE(S) proizvoljni elementi, tada, na osnovu Leme
I1T l;lO.,.imamo

(3} e(fe) = (ef)e

I}
I

(fe)e

1l
§

f{ee) fe

i

f(fe).
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Kako je fe idempotent to iz (3) dobijamo
() (Y e, feEB))(epl).
Neka su e € E(S) i a&8 proizvoljnli elementi.Tada
r(ade = r(a)ee = r(ae)e,
a odavde g/ﬁﬁae} pa je
(5) ap=(ae)P = (ap)(ef ).

: - — k+1 .
Dalje, na osnovu Leme II1I 1.8.,, »(a) = a , gde Jje

A =min(nm,n) pa

. ; 1 1
(3:x€LS)(ak+l _ aﬁ+lxa£+l>

Kako je xak+; idempotent to koristeéi‘jednakost {4)limamo
(6)  (xa®)p (ap) = (xa'2)f
| : _ (Kak+l>?:
=*ej3.
.Izr(ﬁﬁiiﬁﬁ)‘sledi'faktor,polﬁg:ﬁpaS/F ~jéléxqpa.i.ppemg .
tome, e je grupna kongruencilja na 9.
Dalje, imamo da Jje r(a)=r(r(a)) pa afﬁr(a),_tj.
_F je r-semiprime kongruencilja.
| Neka jecf=/9/Reg 3, Tada za proizvoljne a,beRegdS
.je
a ob <>(Je cE(S))(ae = be).
Kako je E(8) & RegS to iz (5) i (&) sledi é1je grupa kon-
gruencija. Neka je ¥ prolzvoljna grupna kongruenclja na
Reg3. Dokazimo da je'é*gggi Zaista, ako Jje
adb, (a,b ERegS),

tada

ae be




1

:
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(7)  (a¥)ed ) = (ae)y =(ve) = (b¥ ){ed ).
Kako je e |’ i1dempotent grupe Reg S/r to je njena Jedinica
pa iz (7) sledi
a§ = bl ,

s odavde a ¢ b. Dakle, 5‘§; Jl pa Je ginajmanja srupna kon-

gruencija na EHeg o, Z

POSLEDICA 4.2, Ako je S (m,n)-jednostrano cista

polugrupa 1 f’relacija na S definisana sa

alﬁ’ b<=>( EegE(S})(ae = be),

tada je.(ﬁ minimalna grupna kongruencija na S.

Dokaz. Sledi iz Teoreme n.,l.4

. POSTEDICA 4.%.  (Tcorema 2,1. [31]) FWeka je S

Xe v . .
T-dista polugrupa 1 J relacija na 5 definisana Sa

agb‘(-:‘; (::] e € E(8))(ae = be).

Tada ;e g wminimalna grupna kongruencija na > o
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REGISTAR SIMBOLA

polugrupa generirana skupom A
polugrupa generirana-elementom a
centar polugrupe 5

skup svih idemﬁotenata polugrupe S
maksimalna podgrupa sa jedinidom;é -

SKUD sviﬁ kompletno regularnih.élemenata
polugrupe S

unija svih pravih dvostranih ideala
polugrupe S

~ skup svih elemenata ideala J(a) koJji ne

generiraju J(a).

-

glavni dvostran ideal generiran sa a

skup svih géneratornih elemenata ide-
ala J(a) :

glavni faktor polugrupe S

~kernel kongruencilje £

glavni levi ideal generiran elementonm a

unija svih pravih levih ideala polugrupe S

glavni desni ideal generiran elementom a

~unija svih pravih desnih ideala polugrupe S

skup svih regularnih elemenata polugrupe S
red polugrupe S

polugrupa dobijena dodavanjem jedinice 1
polugrupli S

polugrupa dobijena dodavanjem nule 0 polugrupi S
faktor polugrupa odredjena relacijom ¢ na S
restrikcija rezacije © na skup idempotenata E(S)

Skup svih inverznih elemenata za a

skup svih pozitivnih celih brojeva
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dualno dobro uredjen skup
dvostrani glavni ideal. -

TNDEX POJMOVA

A
abelova gYUpPad . « » + o ¢ =
arhimedovska polugrupa. . .« -
asocijativna operacija. . - -
B
bi—ideali . - . - " . * -
binarna operaclja& . . - - +« =
C
ciklidéna polugrupa. . . - . .
D
desno arhimedovska polugrupa.
AesSna ErUPa « + « o o s o ¢ =
desna jedinica. « « « « « o -
desno kancelativna polugrupa.
‘desni 1deal . . . . e 4 e e e
desni glavni 1deale » o« .o
desna NUIA. '« o ¢ o o e
desna kongruencijé. » « + <« =
desno prosta polugrupa. . . -
desno ¢ -regularna.pelugrupa.
desno regularna polugrupa . -
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