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STATISTICKA SYOJSTVA VREMENSKIH SERIJA SA
EKSPONENCI JALNOM MAROGINALNOM RASPODELOM I
MESAVINAMA EKSPONENCIJALNIH RASPODELA

Rezime

U radu se razmatraju modelli vremenskih serija
autoregresionog tipa 1 tipa pokretnih sredina koljil
pradstavl] jaju uopstenja postojedih procesa. Posmatrani
procesi pripadaju klasi nelinearnih procesa sa slucajnim
koeficijentima medju kojima postoji zavisnost. Odredjiena
su neka svojijstva ovih procesa u okviru Kkorelacione
teorije.

Utvrdiuju sa uslovi pri kojima posmatranli proces
ima 1izabranu marginalnu raspodelu. Kao marginalne
raspodele razmatraju se aksponencijélna raspodela,
konveksne meSavins eksponenci jalnih raspodela, Erlangova
'raspadela, gama raspodela i Laplasova raspodela. Posebno
sea razmatra klasa meSovitih eksponencijalnin raspodela
sa negativnim koeficijentima, koja s3e prirodno Jjavlja
kod posmatranih procesa.

S obzirom da su posmatrani procesi verovatnosne
masSavine sluZajnih promenljivih, pogodni Su za
modeliranije. U radu su dati 1 neki postupcl za

ocenijivanje parametara posmatranih procesa na osnovu

metode” maksimalne varodostojnosti, 1zgladjivanja
funkecije verodostojnosti i uslovinog matemati&kog
olakivanja. Jadan deo rada posveden je problemu
odredjivanja reda procesa. Maetoda je ilustrované

numeridkim primerima.

Kljuéne reci
Autoragresioni proces, proces pokretnih sradina,
marginalna raspodela, mefovita raspodela, ocenjivanje

parametara, odredjivanje reda procesa.




STATISTICAL PROPERTIES OF TIME SERIES WITH
EXPONENTIAL MARGINAL DISTRIBUTION AND WITH
MIXTURE OF EXPONENTIAL DISTRIBUTIONS

Abstract

The models of autoregressive and moving average
time series are explored. Those processes are 3

generalization of some earlier nonlinear processes With

random coefficients. Some of their properties are
investigated.

The conditions under which the marginal
distribution of the process 1s exponential, mixed

exponential, Erlang’s distribution, gammardistribution or
Laplace distribution are envisaged. The case of mixed
exponential distribution with negative weights 1is also
explored because those distributions arrise naturally as
marginal distributions with the processes considered.
The problem of parameter estimation 1is sexplored.
The maximum likelihood function, the smoothing of the
likelihood function and the conditional expectation ars
'fusad. One part 1is davoted to the problem of order
detarmination. Thoss methods are illustrated by

numerical sxamples.

Key-words
Autoregressive process, moving average process,
_marginal distribution, mixed distribution, parameter

estimation, order determination.
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Aradgovor

Malinearni modeli vremenskih seaerija sa negausovskom
marginalnom raspodslom se posledn)ih godina mnogo 1zudavaju.
Razlozi za taj povedanli interes su visestruki, a kao
najvaznije moZemo pomenutl:

a) u mnogim oblastima postoje vremenske serije <ijs 35U
vradnosti pozitivne (hidrologija: protok reke, meteorologija
brzina vetra, u sistemima masovnog opsluZivanja, u raznim

oblastima ekonomskih nauka, u tahici itd.)dovodi do potrebe

rza novim modelima razlic¢itim od postojedih 1 za novim
raspodelama koje odgovaraju posmatranim obeleZjima. toga,
umesto “pormalizacije” podataké, biramo drugu mogudnost,

tj. raspodelu koja po prirodi stvarl odgovara posmatranom
obele2iju. Takodje prirodno imamo procese kod kcjih vreadnost
g trenutku t moZ2e biti formirana na razne nacine, sa
razlid¢itim verovatnodama.

b) gausovski modeli procesa su detaljno prouceni:

osnovna svojstva kao 1 nadgradnja: ocane parametara,
intervali poverenja za ocene paramsatara, odredjivanje reda
procesa ... . Stoga je bilo prirodno da se 1 u teoriji i u

primanama zapodinje rad na novim modelima.

c) Takodje je razvoj raZunara doprineo razvoju novih
maetoda i modela , jer se 1 radunski sloZ2ene procedure 1
alcoritmi potrebnl za reSavanje ocdgovarajucih optimizaclonih
postupaka mogu brzo sprovesti u delo. 0sim toga racunari
pruzajiu moguénost simulacije raznovrsnih procesa, a time 1
"praktiﬁnuA oroveru teorijskih rezultata na dobijenim

modeliranim vrednostima procesa.

U ovom radu se razmatraju neka statisticka svojstvé
vremenskih serija autoregresionog tipa 1 tipa pokretnih
sredina koji pripadaju klasi nelinearnih slu&ajnih procesa

sa marginalnom raspodslom razlilitom od normalne.

P

Cilj rada je da se da &to detalinija slika posmatrane
klase procesa i time omogudi 1 njihova primena.

LU uvodu je dat kratak pregled nelinearnih modela <&1je
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aopdtenie u opliku AREX(N) 1 MAEX(n) mo<ela proulavamo U
daljem toku izlaganJa. Takodjie navodimo uslove DSt ian ia
ik modela 1 neke nijlhove osobine da bismo i mogls
uncrediti sa usleovima postojanja 1 svojstvima modela  kole
razmatramo,

U delu 2 govorli se o AREX(n) wmodelu 1 nlegovim
svoistvima. Najpre su 1zvedeni Uslovi stacianarnosti.
Pokazuje se, kao %to Jje slugaj kod jos nekih nelinaarnih
modela, Andel (1981), da su dobijeni uslovi slabiji nego kod
odgovarajudeg linsarncg modela. Zatim u  delu 2.2) dajemo
neka svojstva korelacione funkcije 1 vezu mom2nata procesa 1
memenata njsgovog 1novacloncg nizZa.

3 pobzirom da razmatramo procese sa marginalnom raspoede-
lom koncentrisanom na pozitivnom delu realne oae,'Laplaaoua
tranﬁformacija predstavlja pogodan analitidki aparat za
prouavanje ovakvih procesa. Na osnovu osobina Laplasove
transformacije u delu (2.3) dajemo neka svojstva k0 Jja traba
da ima marginalna raspodela procesa da bl prdceﬂ bic AREX(1l)
tipa.

Razne marginalne raspodele AREX{ 1) procesa:
eksponencijalna, meScvita eksponencijalna, gama raspodela,
Frlangova raspodela, Laplasova raspodela i uslovi kojs treba
.da'ispuﬁjavaju paramaetri procesa da bismo 1mall proces sa

izabranom marginalnom raspodelom, razmatralju s o delu

0 melovitim raspodelama se govori posepro u delu (2.3%),
jer pokazujemo da se maeSovite raspodele sa negativnim
kcaficijentfﬁa orirodno javljaiju kod raématranih DrOocCesa.
Dokazu jemo da meSovite aksponencijalne raspodzle S
negativnim koeficijentom procesa mogu bitl unimodalre, te da
predstavljaju novu klasu raspodela koje se mogu javitl Kod
pasmatranih nalinearnih procesa.

Neki prcblemi estimacijs za AREX procese se razmatralid
u delu 3. Najpre se, u delu (3.1) navoda neka razultact
u vezi oceniivanja parametara za EAR 1 NEAR models.

OQcenijivanje paramatara za AREX(1l) model dato Jje u  d=2lu
(3.2) i zasniva se na primeni funkcije verodestojnosti 1

uslovnog matematidkog ofekivanjia.

- .  —— e ——




Odrediivanje reda AREA(Nn) procesa dato je pDOMGE  nove
maetode koja predsztavlja varijantu corner metode 1 pokazuje
sa da elementi Seme pomodu koje odredjujemo red procesa
predstavl]ljaju asimptotski nepristrasne ocene odgovarajucih
teorijskih velid¢ina. Q odredjivanju reda se govori u delu
(3.3).

U delu 4. uvedimo novi tip procesa pokretnih sredina -
MAEX(Nn) proces. Dokazujemo svoijstva tog Procesa 1
primenjujemo metodu iz (3.3) za odredjivanje reda procesa.

U dodatku su, uz kratke komentare dati nekl. programil
u MATLAB~U , verzija 3.05, koJi su korisceni za modeliranje
procesa 1 odredjena izradunavanja data u okviru rada.

Dalji rad na uvedenim modelima bilio bi u pravcu
formiranja odgovarajuéeg ARMA modela 1 proucavanje osobina
tako dbbijenog procesa. Takodjé treba razmatrati i mogudnost
primene proudavanih procesa na realnim _ podacima iz
hidrologije. Prakti¢na primena modela dovela bi 1 do
formiranja programskog paketa kojim bl se biraco odgovarajudi
modal procesa, odredjivao red procesa i ocenjivali njegovi

parametri.

Zahvaljujem se mentoru, dr Jovanu Mali3idu, vanrednom profesoru Matematic-

kog fakulteta Univerziteta u Beogradu, na nesebicnoj pomodéi u pripremi i
realizaciji ovog rada. |




L. VS

1.1. 0O nelinearnim modelimsa

Standardnti autoregresion: mode l orvog reda Z &
stacionarni niz sludaininh promenliivih { X , n e D } ,
I
D= {...,-1,0,1,2,...) definige se relacijom:
X = X+ neD (1.1.13
n f3 n—1 fn ’ ’ |

gde je parametar 3 & [-1,1], cdok { & ,ned } predstavlja niz
LB
nezavisnih sludajinih pramenljivih @ sSa istom raspodalom

(inovacioni niz). 1z pretpostavke da ¢ ima RO rmalnu
N

raspodalu sledi da i X 1ima normalnu raspodelu. Ukoliko se
n

pratpostavi neka druga raspocdela za inovacionl niz, odnhosno

druga marginalna raspodela samog procesa X dolazi 1 do
]

izmene o modelu (1.1.1). Izmena marginaine raspedele
uslovl jena je postojanjem negausovskih raspodela u realnim
situacijama (Neke od oblasti u kojima se sredemo 33
obeleZijima koja imaju samo pozitivne vradnosti Sy

hidrologija, meteorologija, sisteml masovnog opsluZivanja.)

S obzirom da se eksponencljalna raspodala Caesto
pojavlijuje, kao 1 da ima osobine pogodne Za primeny
analitidkih metoda, Jjedan deo alternativnih modela

korigﬁi upravo eksponenciJalnu raspodelu KkKao marginalnu
raspodelu posmatranog procesa. Razmotridemo neka primere
sarija sa eksponencijalnom marginalnom raspodalcom. To su
samo neki primeri nelinearnih serija, a navodimo ih stoga
L0 su AREX 1 MAEX model: kojl su predmet naSeg 1i1zu&avanja
uopStenja tih modela.

Jedan od prvih takvih modela je EMA(1l), uveden u &lankuy

Lawrance 1 Lewlis (1977). To je staclionarni niz sludaijnih

promenljivih { X ,nelD } koji se dobija od niza { & ,ne&d }
™ !

nezavisnih sludajnih promenljivih S a eksponanci jalnom

raspodelom, po formull:

ﬁfn , Sa verovatnocom f3

X = | (1.1.2)
+ , Sa& verovatnocom 1-
L., (3




cyrde i paramstar RO, 1] Unoredo 3e, U istom radu razmatra

i proces kod koga Je U fFormuli (1.1.2) vradnost £
n+1

zamenijena vradno3du .
ﬁ.-

U radu Gaver, Lewis (1920) razmatra se AR model prvog
rega, oznadten sa EAR(L), sa eksponencijalnocm  marginalnom

raspodelom 8{(A), x>0

g X L sa verovatnolom p
-
X = (1.1.3)

PX + § , sa verovatnolom 1-p
n-1 n

eelC,1], a { Eh,nem 1 je inovacioni niz nezavisnih slucajnih
oromenljivih sa sksponencijalnom E(XN) raapodelom, A0
Spajanjem ovih modela u autoregresioni proces pokretnlh
sredina dobijen je EARMA{1,1), Jacobs, Lewis (1977).
U radu Lawrance, Lewis (1981) ispituju se svojstva

NEAR(1) modela (New Expcnential AutoRegressive) oblika:

E + BX . sa verovatnodom a
n n—-4
X = (1.1.4)

- € , sa verovatnodom 1-&
"

Raspodela za inovacioni niz § Je mesovita eksponsnciljalna.
!

U radu Lawrance, Lewis (1983) razmatra se NEAR(2 model

koji predstavl ja autoregresioni proces drugpng reda dobl jen

kao uopStenje (1.1.4):

X + sa wvarovatnodom &
g ( ﬁi n-1 En ’ | 1
X = X + , 33 verovatnocom & 1.1.5
g ‘ {32 "n—2 f“ 2 ( )
.- 4 , sa verovatnocom Ll-a-Q&
n i .

U #lankuy J.Mali&ica (1987) razmatra se autoragresioni
model sa eksponencijalnom raspodelom AREX(1) 1 njegova
uop&tenja, koja kao specijalni slucaj obuhvatajd navedens

modele. AREX(1l) Jje autoregresionl proces prvoy roada cblika:

4 , Sa verovatnocom P
n =

X = o X . sa verovatnodom p (1.1.6)
n n-1 1
3X + g , sa verovatnodom q
n-1 n 1

gde j@e O<p ,p .a S1, a>0, p +p +q =1, 0= 4,0 < 1,
| o’ 1 1 o '3 1




Cdok sludajne promanljive inovacionocg niza { {n, n=ll Y ima lu
eksponencljalnu Z(X) raspodelu, Sa sarametbrom A O. Takodie
se pretpostavlja da su Hn 1 &m RazZAVIENS Z4a no<om.

AREX( 1) model obuhvata modela EAR(1l) 1 MEAR{1) kao
specljalns sluydajeve.

Modell (1.1.2)-(1.1.6) predstavl jaju verovatncsne
meSavine linearnih kombinacija nezavisnih slucajnih
promenljivih s+0 omogudava rad sa ovakvim procesima: Brimenu
analitic¢kin metoda i kori&cenje racunara.

Napomenimo da u daljem, u formulama ko3iima se definlsu
nrocesi koje croudavamd izostavl jamo radi  Tsa veravatnodom’

jer su sSVi orocesi formiranl na slian nacin, 1 iz konteksta

je jasno da su ndgovarajudi parametri vaerovaconoce.

1.2. USLOVI POSTOJIANJA MODELA I OSOBINE MODELA

U ovom delu dcemo Za modele 1z razmatrane klase
slu®ajnih procesa dati wuslove, U funkdiji parametara
procesa, Ppri kojima se za zadatu marginalnu raspodelu
procesa doblja odgovarajuca raspodeala inovacionog niza.
Naime, za razliku od standardnih gausovsklh procesa, kod
procasa koje ovde posmatramo nijs uvek moguce odrediti
raspodelu inovacionog Hiza na osnovu sadate marginalne
raspodele procesa. |
’ Numeri¢ke i funkcionalne rarakteristike koje cemo dati
za posmatrane procese omogucavaju poredjenj= posmatranii
procesa sa. standardnim gausovskim 1 uo&avanje slidnosti 1

razlika medJju nijima.

1.2.1. Model EMA(1l)

Osnovna osobina ovog modela je eksponencijalna marginalna

raspodala za X , 3to se dokazuje wprimenom Laplasove
™
transformacije na (1.1.2). Pri tome ne postoje dodatna
"pgranidenja na parametar procesa. Korelacija izmed3u xn i
X je
n+i .




3{LB-1),

i

= Corr (X , X }
pi n n-1

dok sy korelactje viseg reda Jjadnake nuli,pa  je

spaktralna gustina oblika:

1
f{w) = E{ 1+ 23(1-Blcosw F, © < w = 1.
- r
Raspodela sume T = [ X se moZe dobitl pomocu Laplasove
T
j=1
transformacije koja je za T Jjednaka
r
r-1i
5 (s) = A N(A+2f3s)
r A+S (A+Bs)(A+(1+3s)s) R .
Zajedni¢ka raspodela f (x,y) za X 1 X te bitl
n, N+l m n+1

dvodimanzionalna aksponenciljalna raspodela, neprakidna po
obe promenljive, ali ce imati razlicdite analitidke izraze u
oblastima 3% > y 1 fBx < ¥.

Uslovna matematicka ocekivanja E(anxwd=t) 1 E{X X =t)

‘dobijamo iz dvostruke Laplasove transformaci je:

¢ N (31,52)

E(exp(-s X -s X )} =
X LN

, 2 ni+i
N N+

)\2(}&{3514-:352)
(?&+ﬁ51)(?\+52) (?\'*'51*!352) ’

Ova funkcija nije simetridna po S i s, Sto se moze

1 2
oc’ekivati jer proces nije vremenski raverzibilan. Po tom
svojstvu se ova zajednilka raspodela razlikuje od n2kin

ranije razmatranih dvodimenzicnalnih raspoda2la. Eksplicitnl
oblik zajednidke gustine raspedels mozZ2mo dobiti korisdenjem
inverzne Laplasove transformacije il1i direktnim

izradunavanjem.

Uslovna odekivanja se dobijaju 1z §x % (51,52} tako
noon+i

sto npr. za E(%‘I‘_\l/)(.ﬁ 1=t) tyu funkciiju diferenciramo po 3,

onda uzimamo vrednost tog izvoda u tackil sz=0+ i zatim

odredimo inverznu Laplasovu transformaciju po 51, 1 kona&no

dobijeni izraz podelimo marginalnom gustinom za X . Tako
n-—-

dalazimo do rezultata:

1-28 , B exp(*l(l—ﬁ)t/ﬁ)],

) 1
E(anx =t) = ¢ [ﬁ.\t + A 17

n-1




dok Ja

1 .
E(X \X =t) = =~ { 1 + 3 - axp(—k{l~ﬁ}t/ﬁ)}.

" n+ i M
Opbe regresije imaju eksponencijalnu komponentu. Za vellke
vrednosti t zapaZamo razlidito nvonal3an;e ovih dv e Jju

[

funkcija, 3to proizilazi 1z strukbure samog procesa i

injenice da on nijs reverzibilan. U {stom ¢Glanku {121 se

takodie daju: raspodela Nt broja dogadjaja intervalu
(O,t]. pocev od nakog sroizvol Jnog dogadiaja, funkcilla
intenziteta kac 1zvod po t otekivanja E_HL), uslovne
disperzije Var{ X \x =t ) i var ( X \X =t )}, uslovne
n n—1 g "+ i
korelacije zZa X , X oo datom X jzvode usliovi
n—4 n+i n
stacionarnosti.

Za posmatrani model procesa pokretnih sredina viradnost

(D

=
korelacije p&=ﬁ(l—ﬁ) pripada intervalu [(O,1/4], &to se Mmooz

poboljsati ako posmatrama model (8]:

4 . sa verovatnocom P
T ' o
X = 3 & , sa verovatnocom g .
N n-1 i
3¢ + & , sa verovatnocom P
n—-1 ™ 1
U ovom modelu je FHE r0,1/2), wao sto Je sluZaj kKod
gausovskog modela pokretnih sredina. Ako W OvOom modelu
izaperemo neku raspodelu kao raspodelu z3 slucdajne
¥ . s . - - ' - .
promenljive 1z n1lzZa § , nijse teadko dokazati, primenon
n

Laplasove'tranafarmacije, da se raspodela za X yvek moZe
T
odrediti. Ako Jje raspodela za 4 aksponencijalna, onda je,
- N
pri uslovu,ﬁp°+ q1> 3, raspodela za X konveksna meiovina
N

aksponencijalnih raspodela. AKO navedeni uslov nije ispunjen

onda ¢e raspodela za X biti mesavina eksponencijalnih
n -

raspodala, ali sada sa negativnim koeficijentom. Na ta)

na®in se za posmatranu klasu procesa orirodno vazuije klasa

O ovom modeliu se detal ini je govori u delu 4.

1.2.2. - Modeli NEAR

U radu [14] se razmatra autoregresioni model (1.1.4)




prvon reda $a dva paramebrag NEART 1. Posmatrani  model
je  markovekl proces  prvog reda, i predstavslija Jednostavnu
sludajnu  Linearnd kombinacil ju nezavisnih sluZajnih
oromenl 3ivih sa aksponenci jalnom raspodelaomn, pa je  stoga
pogndan za simulaclju. Takodie je to model sa slulajnim

koeficijentima 1 moZe biti oredstavlijen u cbliku:

X = ax +& , n=0,1,2,...,
T n n—-i1 |4
ade je raspodela slulajne velicdine &4 data ca
n
O
A [ 3 .
n - o
i A je nezavisna od X 1 ¢ za svake n 1 m . Ako Je
™ m m
marginalna raspodela za X eksponancijalna sa parametrom A,
1
>0, onda se, primenom Laplascve transformacije decbija da &
[}
predstavl ja verovatnosnu masavinu eksponenciljalnih raspodela
l_
1 E , sa verovatnodcom A
E - T 1-(1-&){3
N aﬁ ’

1-a)RE , sa verovatnodom
. ( )ﬁcn i-(1-a)f3

gde Je En, n=0,1,2,... niz nezavisnih sludajnih promanliivih
sa istom eksponencijalnom &(A) raspodelom.

NEAR( 1) model sa meSovitom aksponencijalnom marginalnom
raspodelom je opisan u [13].

, Kao razyltat modeliranja, varirajudéi parametre, dobijamo
procese kod kojih oreovliadijuju nizovi opadajucih virednosti,
procese kod kcjih'se najctesce javljaju rastuce vradnosti, a
takodjse 1 érocese kod kojinh imamo 1 rastuce 1 opadajuce
nizove vrednosti. Jedna od velidina Kkoje predstavljaju

pokazatelje takvog ponaSanja Je i verovatncda P=P(Xn<x 1),
n-—-

koja Je Jednaka:

(1-e)(1+3)  a(1-f)
2(1+(1-0B) (2-3)(1-o3)’

U slucaju kad je P=i/2 govorimo o© delimid¢no reverzibilnom

o2l [#1.

procesu. Iz te pretpostavke sledi veza parametara R=1/(2~a).

‘Interesantnc je napomenuti da i iz uslova:

2
Corr{X ,xz Y = Corr{X ,X )
n n-1 iy n-1




sledi ista veza parametara a i 3.
k

sutokorelaci je su o 7 (dﬁﬁp,kem, Lra  pradstavlja =11Cnost
ea standardnim gausovskim autoregresicnlm proceson.

Da bi se dobio precas sa  eksponencijalrnom marginalniom
raspodelom kod koga su moguce 1 negativne autnakoraliacl e,

Kao 3to je sludad sa standardnim avtoregresionim proacesomn,

auvtora uvoede NEARnil) madel definisan relacijama:
0 1)
X =& + 3V X’ , Y
n n n n-i n 4 i-a a |
¥ » * » r O '1' A ’
X" = E'+ 3NV X -
™ m n n-1 12t X l-a 2

Ovim ukr&tanjem se dobija specljalni autoregresioni modsl

drugog reda:

, 2,
X = &+ BVE + VY X .
N T

n n-1i n N1 n-2

sa koralacijom
(ﬂﬁ)r . r parno
Corr(X ,X ) =

L y)
& d (aﬁ)rCorr(x ,X'Y) , r neparno.
n N
Ako je & = Cov (& E') , v = Cowv{V VY, uz pretpostaviku
™ i [ Ly’
stacionarnosti, dobijamo
2
, S+(3 v
Corr (X ,X") = B )
non 2 2z
; 1-(a +v)f3
Najveda moguda negabtivna korelacija 3 cdobil ja «3ab!

maksimalnoj negativnoj kerslaciji medju parovima (& 80y 1
N )

(V ,V;). U navedenom &lanku dokaz ovog svojstva nilje dat.
[

U radu se dalje odredjuje zajednidka raspodela X i
N
Xn1 za NEAR(1) i zajednidka raspodela za X 1 X u NEAR (1)
— ™ N -
sludaju. Takodje se daje zajednilka raspodela za X L X
™ n-r

r

kao 1 raspodela suma } X .
n-l-

j=1
U radu [15] utvrdijuje se da zZa eksponencl jalnu

marginalnu raspodelu &(A) niza X iz (1.1.5) nema dodatnih
N
ogranigavajucih uslova za parametre 131, (32, ai, az i daje
raspodela inovacionog niza & kao verovatnosna meSavina tri
Yy

eksponancijalne raspodele. Qdgovarajuce vaerovatnoce i

parametrae tih raspodela izralunavamo pomocy Laplasove




rransformacije izraza (1.1.3).

Kad se neki model primenjujs na realnim podacima trepa
oroveriti njegovu adekvatrost. Uobidajeni nedin Zza tu
croveruy jg ispitivanje reziduala koji predstavljaju razliku
izmedju cobservacija 1 odgovarajud¢ih vrednostl iz modela.

+ Z , gde su [Z
L 4

Tako s8 za standardni AR(1) model: Xt: o Xt
naravisne sludajna promenljive sa istom raspodelom i

3 2 ] _
parametrima Ezt=0, DIL:G , ako je o poznatoc stvarna graska

]

je z;w%-axti, a ake je & ocena parameira & dobijena npr.

metodom najmanjih kvadrata, onda Jje areska: z‘rxt-ax*i.

Za NEAR{2) model formiraju se rericduali oblika:

R = X=aX -a_X L azaff ,a=aff, neD
N n 1 n-4 2 n-2 | 1 4 2 2 Z

i pokazulje se da su nekoralirani. Takodje se dokazuje i da

Je: j
Cov(R R yzCov(R ,R L).
1.2.3. EARMA(p,q) proces
Novi model za autoresgrssioni procas rada D Sa

eksponencijalnom marginalnom raspodalom EAR(p) 1 uopStenje
ﬁMﬁ(q) procesa EMA(1) povezanl su, U radu [161 u EARMA(P,q)
proces kolji opraedstavlija analogon standardnom gausovskom
arRMA(p,q) proceasu.

Proces ‘EAR{p) Je oblika:

o X . + &, , sa verovatnocom a
L

1 v~ i
X = a X, + ¢ , sa verovatnocdom a_,
L 2 iv-2 L | 2
o X + £, sa varovatnodom a
P L-p X P
p k
de je a =1l-a , a = a, a c a{l-a , k=2,...,p-1.
gde Je 2 2 le_ zl j kl,z‘ (1) o
- J:

Korelaciona struktura ovakvog procesa se detalino analizira
za p=2 1 daju se oblasti mogudih vrednosti Za koaficijente
.at.,;takorela_cije ‘c::v1 i P,

AN  fodé1“pckretnih sradina EMA(q) Je:

- e *
it

St




3k ca verovaLnosdtom o

lna L

¢ < i qti
ﬂ o3 . sa verovatnodom b
X = o L - 1 q-1 1 3

. & =

B E+... * 3E + B . sa verovatnodom b
q L 1 v—-q+1 (Bate i

gde su b odredjena Tunkclje koefic] jenata 3.3 ,....,0(,
L

date formulom:

p 3 . 1= gtl
g

= (g ). .. (=3B, . oziz2, q22.
L q L L—4

(1=B ). (1B, i3 L

03
1!

Standardnim postupkom, mnoZenjem sa X i raunanjem
-r

matemati¢kog ocekivanja, koristeci vezre b i 3 dobijamo da
L J

Jje:
q-r+i )
. bb , 15r<qg
+r ,

{(q) j=1 13

o = Corr(X ,X ) = .
r L —-r

- O , atl=sr

Indeks disperziije, definisan izrazom:

©
J =1+ 2 E;D

j=1
predstavlja meru totalne korelacija procesa 1 pokazuje se da
"je za EMA{q) proces granidna vradnost tog indaksa , Kad g+ ©
jednaka 2, Sto znali da povecavanje reda q procesa, pocev od
neke vrednqsti ne doprinosi znadajnom povedavanju 1indeksa
disperzije, &to opravdava , u praksi ucbidajeno, biran)e
procesa niZeg reda za model neke realne pojave.

Polazedi od EMA(q) modela dolazimo do meSovitog FARMA(p,a)

procesa:
3 E . sa varovatnodom b
q+i
ﬁ £ +3 , 3a verovatnocom b
T gq-4 L*i q
X =
L - . = - = N %
13 E_+. A3 E ., sa verovatnodom b
i v-g+1 4
- (p)
{3 E +.. _+(3 E + r-’a.P , sa verovatnocom b
1 L-q+1 i~q 1
gde su verovatnocCe bL definisane kao i u EMA(qg) modealu, dok
- ( } - »
36 ﬂi.pq EAR(p) proces. Ovakvam postupkom Jje saduvano




svojstvo da  se proces farmira od nezaviznih slucainih
promenljivin  Sa sksponenci jalnom raspodelom. Korelaciona
struktura EARMA(P,.q] nrocasa Je =z1idra korelacionn)

strukturi standaranocg aRMAlp,q) procasa.

2. Modell AREX

UopsStenje NEAR modela u obliku AREX mcdela razmatrano
je u radu { 19 1. Ustanovljeni su usliovi pri kg tima Je

marginalna raspodela za X aksponencijalna, a raspodeia
N

invaciongg niza verovatnosna medavina trli eksponenciljalne

raspodele. Ti uslovi se& mogu svasti na: o561 pGﬁ{a~pl.

od interesa je razmotriti koje raspodele i pri  kojim
uslovima mogu biti marginalne raspodele u AREX modelu. U
radu [10] su izvedeni uslovi kada marginalna raspodela AREX
procesa kod koga je a = {3 moZe biti medcvita eksponencijalna

sa gustinom oblika:

_)\ —
a e *+ a e px, a, a, A, u4>0, at a =1.
1 . 1 2 1 2

Utvrdijeno je da <¢e tada raspodela inovacionog niza
predstavljati verovatnosnu mesSavinu ¢etiri eksponencijalne
raspodele, a ukoliko je o # 3 dobijamo mesSavinu Sest
eksponenci jalnih raspodela.

Kao nesimetri¢ne marginalne raspodele aksponancijalnog

7
tipa mogu Se razmatrati 1 gama raspodala 1 Erlangova

raspodela. Ako Je a = 3, a marginalna ~aspodela gama
* - = 2 "'"'2
raspodala sa Laplasovom transformacljom: N (A+s) moze se
ustanoviti da se za £ ne moZ2e dobiti raspodela kpja bi
Ha!

bila verovatnosna ma%avina nekih raspodela. U siucaju
Erlangove raspodele reda n, pri & = B =1 i odredjenih
dodatnim uslovima za parametre raspodele i samog procesa,
mogucds je dobiti raspodelu inovacionog niza kao mesSavinu
eksponencijalnih gama 1 Erlangovih raspodela odgovarajuceg
reda. Primenom Laplasove transformaclje se dokazul=s 1 da

marginalna raspodela ne mo*a biti stabilna raspodela sa

asimetricnom gustinom f(x) > O, x > O.

10




Nsebine AREX modela  koje  su slictne o<sobinama NEAR

modela =Su:

a) Korelacinna funkcija je oblika Hk: (ﬁia - qiﬁ) R x
K.m
'
a =1 autokorelacije = ot y o, = . ko> 0, =1.
P i} je o = (P, afl) . PP, =5
b ) Meka je a = EA , g = EX . MoZe se dokazati da  su
n M
reziduali oblika R = X - - a{X - )nekorelirani.
n N | 3 b
c) 1z reprezentacije X = A K + 8 ¢ sledi da Je
b n n-1 ™ N
granidna vrednost u sradnijem Kvadratpon:
X-1 j-1
L.i.m. X = I | A = 4 + B :
vtk E [ I n+k-1l ] nt+k-j nek=] n+kEn+k
k =+ ]1=1 l=o

O ovim i o joi nekim svojistvima AREX(n) procesa bide vise
govora u narednim poglavljima.
Najpre d<emo razmotriti problem stacionarnosti AREX

pnrocesa.

> 1.Uslovi stacionarnosti AREX(n) procesa

U ovom delu razmatramo wuslove stacionarnosti AREX(n)
procesa. Odredidemo vezu mediju koeficijentima procssa ko3ja
obezbedjuje da proces bude stacionaran U irem smisliu. U
poglavljima koja slede razmotricdemo uslove koje treba da
ispunjavaju parametri procesa da bi on 1imaoc izabranu
marggnalnu raspodelu.

AREX{nN) je model autoregresionog procesa n-tog reda

‘oblika:

Et ’ po
.
oA X + .
1 t-~1 ft pl
X = X .
t ﬁi t-1 qi
L a X+ .
n t-n Et | pn
3 X , 4
n t-n 14
gde su po, pk, qk verovatnocde ¢iji je zbir Jednak i, a

paramatri ﬁk realni brojevi iz intervala (Q,1).

k'.l
MoZemo oval proces posmatrati kao proces A

slutajnim keeficijentima oblika:

11




g
X = ¥ b (t;X4
]

, bod(t ¥ (2.1.1)

, t- t
)=1

ade e raspodela sludajnih promenljivih o (t) 1 dit) data
J

54!
. 0 aj ﬁj N O L
6 (t) | 4 t) _ n n 1
[ ' l-p —9. P q ., ' ” 1- L e L Del
. i j i) U oo b jro
>3 svako t, J = 1,2,...,D. U trenutku © sSu b (t) 1 d(t)
J

gavisng_aludajna promenljive:

¥
w
.83
T
cr
L
T,
O
R
¥
50

P (b(t) = a, dlt)=1 y = p.. P (b(L)
J 3 J J

sludajne promenljive b (t) 1 d{(s) su nezavisne Ia RS,
J
promenljive b (t) su medijusobno nazavisne 1 nezavisne od
J

X , za svako J, t, k. Iz (2.1.1) sledi:

t-k
T
e x = L E (b (0)x )+ C DT
j=1 ’ ) .
pa ako Jje: E(bj(t)) = Bj’ d(t)!;’tz YL, EYL*-' g 1 EXL: m®zO ,
mo2emo {(2.1.1) transformisati u obliku:
[ T
X - m = 5 (£){X = m)}) + m (b(t)-B) + Y- d
t .E 3 t-J .? 3 } t
1=1 ]j=1
Na oOsnovu toga umesto AREX{n) procesa posmatra S @
odggvaraqui proces sa sludajnim koaficijentima 1

matematidkim ofekivanjem O:

4]
X, =j b ()X, j* L (b(t)-B) * Y,

pd ) j=1

i~ 3

u kome su Y{ i b(t) ryavisne sludajne veliZ&ine, MoZemo
j |

razmatrati 1 nesto op&tiji slucaj autoregresioneg procesa Sa

sludajnim koeficijentima: '
N

Y = E bj(t))(L +

t
4 J i

w3

c(b(t)-B) + Y ., (2.1.2)
. ) 3 t

gde su ci,...,cn nake konstante, EXizo, EY;=D, Eb (£)=8B ,
J J
EY2=02.
t
U modelu (2.1.2) su : b(t) i X nezavisne Za svako t 1 5,
] 8 |

‘j(t) su medjuscbno nezavisne, bj(s) i Yt nazavisne za s¥t 1

12




,aviene za s=t. MNeka j=, dalje: E(b (£)-8 )Y = X, za t#&s,

J i 8 J
dok Je za t=s LO oakivanje Jjedmako nuli. U rady Andel [27,
posmatraju se 3lidni procesi Sa siucajrnim koeficijentina,

ali su sve slucajne validins koljs se Jjavlijalu rezZavisna.

7a AREX{n) proces gvadan na oblik (2.1.2) dokazujemo

sledaeda tvrdjenja:

T1. Proces )(t dat u (2.4.2) je stacionaran ako i samo

ako je:
Yar{X ,X ,..,.X )’ = Yar({ X ,..,X ) (2.1.32
Tt 2 ! 2 3 n+ i
Dokaz: Da bismo dokazalli tvrdienie 1 izradunpacemo
(X X ) 1 E(X X ) i pokazati da sy, na osnovU
h h+1 j+1

pretpostav~ ke, te vrednosti iste. Imamo da je:

N N -
E(X, X ) = E [ L b (X, +k§_:jl c, (b (1)-8,) * Yh) X

k=141
n
i za h#j imade vrednost . Bkcov(xh k,xj), dok za h=]
k=1

moramo jo& izralunatil E(bk(h) ~ak)x, 1 E(th_). Zamenjujudl
J J

X u ovim izrazima odgovarajudim 1zrazom iz (2.1.2), 1
J
koristedi uvedsne oznake dobijamo da Jje:

N
s . - . P
| E{b -B, )X = c ' e + K.,
(k(J) k)j 3 mDDV(Dk(J) rﬂt(:r)) y
m=4
" 2
(Y .X.,)= £ c K + O.
J 3 m m
m= 4
Za E(Xhuziuj, pri h=zj dobijamo iste vrednosti kao ove vecd
izradunate, jer iz pretpostavke dobijamo da Je cov(xh k;&)
- J
jednaka cov(X ) S tako da je zaista:

h+i-k~  j+1

E(X X J=E(X , X X = E{(X X .
( } h) ( j+1xh+1) £ ] h) ( j+3 h+s)

te da korelaciona funkecija ravisi samo od razlike argumenata
i da je proces staclonaran u 2irem smislu, 8to Jje 1 trabalo

dckazati.

TZ. Uslovy €2.1.3> vazi ako 1 samo ako matrica

Vaa
13




EB=VaP()(1,...,X ) predstavlja resenje jednad&ine:
™

B = MBM’ + (o°+ Tr ATB + c’Ac + 2c’KDJ. (2.1.4)
Matrice koje se javljaju u izrazu (2.1.4) su:

-0 1 O .. O -K - _C -
fo 0 1 ..0 : :
- K C
M= . o R K = 2 ’ = ‘ > »
O O .. 1 o T
L ] LK. c
By Bt Prz Py " - n -

A¥= covib (t),b  (t),..,b (LI,
n -1 i

A

cov(hi (t),bz (t.),..,b (L),
)

Dokaz. Na osnhovu modela (2.1.2) moile se posmatrani proces

zapisati u matriZnom obliku:

0
x b | !'x 1 - - - D -y
2 1 . ] o
X X
3 = M i 2 + . . + .
.- . ! et .. - n {
X ‘ +1)~ Y
n+t L Xn 4 Lg:ick(bk(r1 ) ﬁk)J L N+t J
gde je M_H blok matrica oblika (s=n+1):
™
0 1 O . . 0 -
. 0 O 1 . O
O . I
M==[ ...... ]z .- . .
b 0 0 0 1 “
/ b (s) b (s) b (s8) .. b (s) 4
n -1 n-
Neka su M. elementi matrice M , X = (X ,%X ,euasX )7, i
Ll N+l 1 2 n

neka Jje

Na osnovu tih relacija moZemo izratunati 1 cov(z,,ZR.
. 1

| 4] N
Kako Jje cov(zi,z_) = ¥ Y, cov(M_hxh, M Xk), radunamo prvo
L

k
h=t1 k=1 J
cov(iM X , M X = H cC X . X + E M, ov({X ,X E M. ,
(M Xnr M5 L COVIX Xy ) OV X XD ik
gde je
. * L -
A , za 1iz=J=n
H = gov (M ,M_) =
. th Jk 0 , inace
| 3 \ = = —— i ako je M
Dalje ako oznadimo Bhk cov(xh,xk), B (Bhk)h,kr-i,n j

14




H

E M ., dobijamo da Je:
n+i

matrica M

M
i

cov(Z ,7 )

s, 4 + cmM ‘B -E M
g LLcov(M .1 OB -+ LLEM, "B,
) h ok ) hok

Tr H B + MBM’
L)

Na osnovu do sada izracunatog imamc da je:
x
var Z = (Tr A B)J+ mMBM’,

gde je J matrica J=(j ) za koju je j.. = 1 za k=t=n , 2
ki nxn kl

inade Je jHFD' Dalje racunamo:

var(0,...,0, ¥ ck(bk(n+l)~8k))’ = (c’Ac)J,
k
, 2
var(0,...,0,Y Y = o J.

n+4

Neka je u daljem delu dokaza ¥ oznaka za: L qk(bk(n+l)-8k).

Kako Jje
0 0
var ( Z+ : + : ) = Var(Z+uU+v)s=
O 0
Y
E n+4i

= VarZ+VarU+Varv+2(covZU+covIV+covUV)

i kako je coviUscovZIVz=0, a covUvV=c’K, da bi taj sabirak u
¥ 4

rezultatu bio na odgovarajucdem mestu treba ga jo5 pomnoZiti

matricom J. Ovim smo izracdunali sve elemente i potvrdili da

ca matrica B biti upravo onog oblika koji je dat u tvrdjenju

tecreme.
DokaZimo sada jo% jedno tvrdjenje koja povezuje osobine
matrice B sa korenima polinoma ¢&iji su koeficijenti
1,8 ,...,8B .

1 n

T3. Neka Je = -B z -B z" % . -B # 0, |z|> 1

i neka je IB reéen je mat.ric‘.ne jednaéine IB = MB M’+J
Ako Je 1-TrA*B *S 0 onda Je:

- +
B = (1-TrA*BTY 1o+ c’Ac + 2c¢’K)d B

15




jedinstveno resen je matri¢ne jednadine <€2.1.4) 1 pri

tome ¢e matrica B biti pozitivno definitna.

Dokaz. Dokazacemo da su koreni polinoma:

z B z -B z - ... —B
1 2 n

sopstvene vrednostil matrice M=EM_H: Ako Je I jedinicna
™

matrica odgovarajudeg reda, 1 ako O oznatava matricu M-AI,
N

razvojem D po prvol vrsti dobijamo rekurentnu formulu:
n

D = -A D
n

-(-1)" 8,
™ y 4]

i

to znpa®i da ¢e nule karakteristicnog poclinoma ove matrice
biti wupravo nule polinoma koji figurise g tvrdjenju
teoreme. Dokaz je dalje isti kao kod Andela, Jjer sSu sve
bitne izmena 1l1zmene, vezane Za zavisnost sludajnih
promenljivih iz modela sadrzane u dokazima tvrdjenja 1 1 2.
Napomenimo da ako ne vazi (2.1.4) nema pozipivno definlitnog
reSenja jednadine (2.1.6), a ako ne vaZi (241.5), tada 1li
nema reSenja jedna&ine (2.1.6) ili reZenje postojl ali nije
pozitivno definitna matrica, pa ne mo2Z2e biti korelaciliona

matrica.

Kao posledicu tvrdjenja 3 navodimo sledecde tvrdjenje, kojim
se utvrdjuju uslovi stacionarnosti AREX(1l) procesa koji cemo

u’ daljem najvisie koristiti.

Posledica. - Ako za realne brojeve ¢, A, P, i q, vaZze uslovi:

2 2
4
ap, (3({1(11&'])1"'{3(]1(1,
onda postoji stacionarno resenje za AREX(1) proces &iji
su koeficijenti «, 3, P, i q..

Primecujemo da smo dobili neslto slabijli uslov nego Sto
je uslov stacionarnosti odgovarajucdeg linearncg gausovskog
AR(1) procesa. Ovo, pomalo naotekivano svojstvo zapaZeno Je
i kod nekih drugih nelinearnih modela (videti u radovima J.

Andela). O2igledno imamo da ce za 4, e (0,1) wva2iti ovi

16




yslovi te da ¢e proces AREX(1) u obliku U koma gQa U Oovon

radu koristimo blti stacionaran.
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2 2 KOrelacliono] funkcei il 1 momentilma

U daljem ¢emo smatrati cGa su wosficijenti a, 3 & (00,11, da
J J

bismo obezbedili da marginalna raspodela moZze da buds

eksponaencijalna 111 neka druga raspodels 53 gus tinom

koncentrisanom u desno poluravni.
Neka su ispunjeni uslovi stacionarnosti AREX(n)} procesa.
Iz (2.1.1) moZemo direktno izraCunati:
£ d(t) E &,
E X = - (2.2.1)
t !
1 - T E b ()
=g )

a takodje dobiti da za korelacionu funkciju K{h) stacionarnog

AREX{Nn) procesa vazi:

™
K(h) = LE b (t) * K(h=3) (2.2.2)
i=1

Tako da imamo sistsm linearnih jednadina oo 8 =E b (t) =

J J
K(1) = BiK(O) + BZK(l) + ... *+ 8 K{n-1)
13!
K(2) = Bix(l) + BzK(D) + ... + B K(n-2) (2.2.3)
N
K{n) = BiK(n~l) + BZK(n-Z) + ... ¥ B K(0O)
N
Resavanjem ovog sistama moZemo dobiti 81’ Bz’ .. , B3 na
™
osnovu poznatih vrednostil korelacions funkcije K{0), K(1i},

... ., K(n) 1ili na osnovu ocena vradneosti korelacione

funkeije u tadkama 0,1,...,n da dobijemo ocene velidina 3,
’ J

§j=1,2,...,0N.

U vezi.sa proudavanjem korelacione funkcije wuodena Je
mogudnost izmene parametara AREX modela tako da korelaciona
funkclja ostans nepremenijena. Naveodimo dva takva tvrdjemj%
za AREX(1) model.

Ti. Neka su xt i X’t procesi AREX(1) tipa sa eksponencijalnom
marginalnom raspodelom definisani na gslededi nadin:

tl » p E? » P,
O L o

+ ’» > B

X, = 1RX, Sy Py S o Py

ig




Ako je ¢ € (O,ql) i pi=p1+ £, q’1=q1— £, 1 p;=po proces X’
ima istu korelacionu funkci ju kao proces Xt, a lnovacioni

niz Z: ée imati odgovarajudu medovitu eksponenci jalnu

raspodelu:
Al‘
M ¥ Ty
1-3
P = de je A’ = :
S P AN ? 8 p *p’-p (3
o 'n , 1 "o
o 1-A1
po pi
Dokaz. Tvrdjenje ove teoreme dokazujemo neposrednim
i zra®unavanjem korelacione funkcije, dok je raspodela

inovacionog niza odredjena po formuli (2.4.27).

Sli®no dokazujemo 1 sledece tvrdjenje.

T2. Neka su Xt i )(*"t procesi AREX(1) tipa sa eksponenci jal-

nom marginalnom raspodelom definisani na slededi nadin:

' > P £’ > P

| t O t o
xt - axt-1+ Et > P, X:' = a*x;_: Ei > Py
ﬁxt_i » 4q, ﬁ’x:_1 » 4qd

ede je o’sa-a, (¥={3+b. Posmatrani procesi imaju iste
korelacione funkcije i proces X; je dobro definisan , u

smislu da postoji raspodela njegovog inovacionog niza,
ako vaZe uslovi:

1) a1 <ac<a, (2 0p3+tbh =1,
&) pa = qib i (4 po(:3+b) < o-a~p -

Dokaz. Neposrednlm izrattunavanjem korelacionih funkcija, 1 -

proverom uslova (2.4.2) dokazujemo da ori navedenim uslovima

vazi dato tvrdienje.

U AREX(1l) modelu moZemo utvrditi vezu momenata
inovacionog niza 1 momenata samog procesa. Na osnovu toga

moZemo racdunati momente inovacionog niza ako su poznatl
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momenti procesa 1 obrnutoc. Posebnos je  to pogodne | Za
racdunanije momenata melovitih raspodela, jer je jednostavni)e

od direktnog itzradunavanja.

T3. Neka je u AREX(1) modelu o= 1 neka je marginalna
raspodela procesa eksponencijalna sa parametrom A=l,

Neka H, ozna&ava moment reda k inovacionog procesa. Tada

vazi:

ook 1
. 2.4)
P };0 B it o T 1 (2.2.4

1
k

Dokaz.

Na osnovu reprezentacije xt.: tht 1+ BL:L datog nrocesa

kao procesa sa slucajnim koeficijentima, dobijamo da Je:

n

n _ n k n-k

EC XN ) = L () EWA X _ )T E T,
k=0

Zbog nezavisnosti sledi

o

n _ n k k n-k n-%
E( X, ) -k};o (k) E(XL_ ) E(’c’tat ) E(Et ). (2.2.5)

Zbog stacionarnostli procesa Xt i pretpostavljene marglnalne

raspodele Jje E(X:)z nt', E(Xti) = k!, Dalje imamo da Jje:
Xk n-k. k
E (A B = .
( 8, ) piﬁ

&to zamenom u (2.2.5) daje (2.2.4).

. ] k_n-k .
U sluéaju o#B3 u formuli (2.2.5) Clan E(ﬁtB: ) postais
k
ap .
1
Rekurentna formula (2 .2 .4) daje momente slucajne
promenljive ¢i ja je raspodela konveksna m=Savina

eksponencijalnih raspodela:

, Sa verovatnocom A

nt 1

7'rh , Sa varovatnocom 1—&1

gde su konstanta ¥ i verovatnoda A dati neposredno uz uslov

1
(2.4.2").

Koristeci formulu (2.2.5) mo2emo odrediti vezu momenata
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inovacionocg niza 1 u sludaiu neke druge marginalne raspodele

procesa.

Ako i1zracdunamo indeks disperzije prema Tformuli datol na
strani g, za AREX(1l) proces dobijamo da Je J = (1+p1L/(1*pi),
gde je pu vrednost autokorelacione funkcile procesa u tadky
1. Kad p£+ 1, J +» @ . Vrednost p£= 1 mogucda Je za one

vrednosti paramestara za koje proces nije stacionaran.
Sto se tide spektralne gustine, imamo da je, za AREX(1l)
oblika:

2p
rlK(O)[ 1+1] LA = O
| =7 l—pi
S(A) = o
l-picosk
xznx(m[z -l],?\?‘D

2
l*2picos)~.+p1

Na slici 1 datil su grafici spektralne gustine za tri
razlic¢ita AREX(1) procesa sa eksponenci jalnom (1)

marginalnom raspodelom.

1 ’ 2 i T - =y g - b e e ---——-——--I

; 0
o kS
0. 2 o .
..--#:J 4 \:‘"‘--
. - -...-.—l'_:_.r"-""'-f “_.,‘::‘:- j—— —_
O . - el i T - L —_ -
—~ " -3 2 -4 G 1 2 3
Slika 1. Ma 3lici su date spektralne gustine tri  razlilita
AREX( 1) procesa sa - eksponencijalnem £71) marginalnom

raspodelom 1 parametrima:
(=) p = 0.2, P = 0.6, a = 0.95, 3 = 0.95 ( o= 0.75)
(==)
(~.2

= 0.3, p1= 0.4, a = 0.80, A = 0.60 ( pi: 0.20)

Lo

P

]

p = 0.2, pt= 0.5, &« = 0.40, 3 = 0.40 ( 91: 0.32)
o
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2.3 Laplasova transformacija

Razmatranje nelinearnih serija sa asimetridénim raspodelama
zapodeto radovima Lorensa i Levisa najcesce podrazumeva da
se za postavljeni model vremenske sarije 1 pretpostavljenu
marginalnu raspodelu posmatranog*prccesa odrede uslovi {u
funkciji koeficijenata koji figuriSu u modelu ) pri kojima
de inovacioni proces imati neku svojstvenu raspodelu, i
ujedno se ta raspodela 1 odredjuje. S obzirom da se Koristi
Laplas-Stiltjesova transformacija Kkao osnovni analitidki
aparat, postavlja se pitanje utvrdijivanja nekih ‘opsStih’
uslova o svojstvima marginalne raspodele.

U ovom delu se, dakle, razmatraju neke opsSte karakteris-
tike raspodele koja moZe bitli izabrana kao marginalna raspo-
dela u AREX modelu. S obzirom da niJe data potpuna
karakterizacija klase asimetri&nih raspodela koje mogu biti
marginalne raspodele u AREX(l) modelu, ; delu 2.4.
razmatracemo uslove koje treba da ispunjavaju patrametri
procesa da bi konkretno 1izabrana raspodela mogla biti
marginalna raspodela nosmatranog Drocesa. Tada cemo
razmotriti eksponencijalnu, meSovitu eksponencijalnu, gama
raspodelu i Erlangovu raspodelu, a takodje 1 dvostruku

eksponenci jalnu (Laplasovu) raspodelu.

Navedimo definiciju 1 neka od najvaznijih svojstava

Laplasove fransformacije.

Definicija 1. Neka ja F funkcija raspodele varovatnodca

slucajne promenljive sa vrednostima na [O,m). Laplasovsa
transformacija funkcije F Je funkcija $(s) odradiena

jednako&cu:

o
R(s)= I e—sx F(dx).
o

. o . . . . -sX
U terminima matematidkog ocekivanja Je $(s) = E(e S ).

Primenljivost Laplasove transformacije se zasniva na teoremi
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o jedinstvenosti (Feler, tom 11, str.485).
O=obine Laplazove rransformacije neophodne Za dalil rad su:
(a) Ako sy X i Y nezavisne slulajne promenljive, onda Je:
& s) = § (s) ¢ (3).
RO ROR He>
(b) Akc je k konstanta onda je:

§kx(5) = @x(ks).

Jedna od asnovnih teorema vezanih za Laplasovu transformaci-
ju Jje Bern3tajnova teorema (1928). Pre no Sto formulisemo

ovu teoremu navodimo Jjednu neophodnu definiciju.

Dafinicija 2. Funkcija g(x) definisana na [O0,®) Je potpuno

. ) () . .
monotona ako ima izvode g (x) svakog reda 1 ako vaZi:

{1
(-1)" g (%) Z 0, x>0.

Teorema Funkcija #(s) definisana na [0,0) Je Laplasova

transformaci ja raspodele verovatnoca F akec i samo ako je
potpuno monotona i 2<0)=1. (Bernstajnova teorema).

U slucaju autoregresionog procesa prvod reda, AREX({1)
(Maligic,1987) odredicdesmo Laplas~Stiltjesovu transformaci ju

$ za inovacioni proces koji figurile u modelu i ustanoviti

<

neke osobine tako dobijene funkcije.

posmatracemo AREX(1) model u obliku:

-

£ , P
_ L o . R
X =4 oX + , ., teb-= {0, -1, =2,...1, 2.3%3.1
. AR P, { } ( )
X '
ﬁ t-1 qi
de je: 0 < &, <1, O =% . , <1, + o+ = 1.
g 3 3 P, P> 9, P, . a

Inovacioni niz Jje niz nezavisnih jednako raspodeljenih

slu&ajnih promenljivih, a takodje pretpostavljamo da su Xt i

§¢ nezavisni za t < s.
-

_“KoristeCi Laplasovu transformaciju:

3 (s) = E(e *%y, &.(s) = E(e

-g¥
£ )
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dobi jamo:

5 ( 13
2 (s) q1§x“ﬂ%)

. X
® = ) 2.3.72
5(5) m—t piéx(a$} ( )

o

Ako pretpostavimo da Xt ima marginalnu raspodelu =¥z
gustinom raspodele f(x), Qx(s) ca biti potpuno monotona
funkcija (p.m.f.) i imamo éx(o):l (Bernstajnova teorema). Iz
ove osobine i (2.3.1) sledi @E(D)=l i Qf(s)ﬂl, s>0, ali nije
unapred jasno da 1i ce @E(ﬁ) biti p.m.f ili nece. Od osobina
raspodele za XL, a samim tim i od osobina Laplasove transfor-
macije Qx(s), zavise osobine ﬁz(s). U sledecdim tvrdienjima,

na osnovu svojlstava potpuno monotonih funkcija 1 svojlstava
Laplasove transformacije, ustanovicemo neke osobine Laplaso-

ve transformacije (2.3.2) za inovacioni niz EL.

Ti. U modelu (2.3.1) niz xt ne moZze imati stabilnu raspodelu

sa gustinom raspodele f{x? za koju vazi f(x)=0, x < 0,
kao marginalnu raspodeluw.

st

Dokaz. Funkcija éx(s)ze_ , O<y<l je Laplasova

transformacija neke stabilne raspodele za £1iJu gustinu vaZi
f(x)=0, %<0, u [4], str.505. Takva funkcija ne moZ2e za svako

s>0 zadovoljavati nejednakost:
& (s) - ® s) > 0,
x( ) a, x(ﬁ )

i stoga f(x) ne moZe biti gustina raspodele zZa niz Xi -

Primer stabilne gustine raspodele definisane za x>0 je:

=
1 2
f(x) = e , x>0
3
2RX
Definicija 3. funkcija L(t) Je sporo promanljiva ako za
svako a>0 vaZ2i:
L(at)
1 0]
L(t)’ y L
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Na osnaovy te definicije, nepnsrednom proverom dokazujemo
sledece tvrdisnje, u kome L(t) oznalava sporo promenljlvu

funkci ju.

1

T2. Ako za neko p>0 vazi % (s) . s-pL(E

¢e vazZiti éf(s)ﬂ), 5 +00.

), s+x i ﬁ}qf tada

Imamo takodje i sladede tvrdlenje:
T3. Neka je a=3 u €(2.3.1) i neka vaZe uslovi:
a) 9 (s> > qg (L),
X 1 X

b> 5; (s> < 3 G(s> é; LD i

c) &" (&) > 4% GesY 3" ()
X h 4

= 1 = + +p &
gde je t=ps 1 G(s) (qipO piﬁx(s))/(po P, x(t)),

(m

tada <-1>“’§E“ (s> 2 0, n= 0,1, 2
Dokaz.Iz (2.3.1) sledi da Jje potreban uslov da funkcija @E(s)
bude pozitivna upravo uslov a). Ako 1izrafunamo @’E(s) 1
@”E(s) dobicdemo da su potrebni uslovi da @é(ﬁ) bude negativna
a da ﬁé(s) bude pozitivna redom uslovi b) 1 c).

Sledede tvrdijenje ukazuje na vezu momenata procesa xt 1

potpune monotoncsti funkeije Qg(a).

T4. Neka je o=3 u (2.3.1) 1 neka je @
funkci ja. Neka je:

(s) potpunc monotona

4

a= ﬁ(l-po) 1- c= (1-a)(1-a+4f3p1)/(2(po+p1)(1-ar3)).

Tada je:
E(Xf) > ¢ (Extﬁ

Dokaz. Ako pi,...,ManDznaCavaju momente Et, vazi nejedna-

kost (u [4], str.271)

Z
k

™M 3

-1 Kk n
(-1)p, T 8O S LG (*)

k=o 3 k
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Neka je dalje uzaﬁLi a=ﬁ(l~po). 1z (2.3.1), za oa=3 dobijamo:
-1
=(1-a) +
H ( a)(po Di_) L
—(e(X3)(1-pa)(p +p )-2u’fp (1-a))(p +p )
“2_' t Do pi H po Fo 1 |

Tako da za n=1 u (*), koristedi dobijene vrednosti za “1 1

i, neposrednim izratunavanjem dobljamo tvrdjenjle g
2

T5. Da bi marginalna raspodela AREX(1)> procesa pripadala

klasi beskona&no deljivih zakona raspodele sa Laplasovom

—-Y/(s)

transformaci jom oblika Qx(s) = e , gde je w(0O=0 i

ede je y(s) potpunc monotona funkcija, neophodno je da

vaZzi uslov:
k in q1
Dokaz. Laplasovu transformaciju @z(s) za inovacionl niz Et

racunamo po formuli (2.3.2). Neophodan uslov da ta funkci ja

bude potpuno monotona je Qf(s) > (0. Odatle dobi jamo

tvrdjenje teoreme.

T6. Ako je raspodela inovacionog niza izabrana tako da
funkci ja éx(s) - qiﬁx(ﬁs} ni je potpuno monotona
funkci ja tada se ne moZe odrediti svojstvena raspodela

inovacionog niza ¢ .

Pokaz. Pretpostavimo da je model (2.3.1) dobro definisan,
odnosno da sy za izabranu marginalnu raspodelu niza X

koeficijenti modela odredjeni tako da se dobija svoijstvena

raspodela inovacionog niza. Tada 8su funkcije: éfis) 'y
Y

p°+ piﬁx(as) potpunc monotone, pa Jje 1 njlihov proizvod

potpuno monotona funkcija. 1z (2.3.2) Je:

QZ(S) (po+piéx(a3)) = @x(s) - q}x(ﬁs),

pa Jje 1 funkcija na desno] strani potpuno monotona.

Kontrapozicijom dobijamo tvrdjenje.

26




T7. U modelu AREX<1)> za Laplasovu transformaciju ¢_(s)

&.
inovacionog niza va%i 22(s> £ 0, s > O.

4

Dokaz. Neka Jje izabrana marginalna raspodela AREX(1l)

Drocesa xt. Tada je Laplasova transformacija §x(sj pctpunoc

monotona funkcija i moZemo pokazati da Je:

p°+p1§x(a8) > @X(S)-chéx(ﬂﬁ).

To znacdi da je za funkciju ¢ _(s) iz (2.3.2) za svako s > O

5
ispunjen uslov @E(s) < 1. Kako je @E(O) = 1, imamo:
& _(0) -% > O,
5( ) E(S)

a odatle neposredno sledi navedeno tvrdjenje.
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5. 4. Marginalne raspodele u AREX modelima

U ovom delu odredjujemo uslove pri kojima ce posmatrani
AREX(1) proces imati izabraru marglinalnu raspodelu.
Posmatracemo eksponencijalnu raspodelu i raspodele vezanae za
eksponencijalnu: mescvitu eksponencijalpnu raspodelu, gama

raspodelu, Erlangovu raspodelu 1 dvostruku eksponencijalnu

(Laplasaovu) raspodelu.

= 4.1. Eksponencijalna raspodela

Fksponencijalna raspodela se Jjavlja u mnogim pojavama,

pa na odredjeni nalin, zbog svo je rasprostranjenosti
predstavlja analogiju normalno) raspodeli. Kako Je ova
raspodela pogodna za rad i sS3 gladista analiticdke

traktabilnosti, mnogi radovi koJji1 razmatraju marginalne

raspodele razlidite od normalne Upravo koriste
eksponancijalnu'raapodalu: [6), {101, (121, (14}, [i51, {(1i9],
[21] 1 [22].

Kod AREX modela takodie polazimo od eksponenciljalne
raspodele. Navodimo, radi potpunosti izlaganja, tvrdjenje 1z

[19], Malisic:
Neka je niz ¢ XL’ t e D } definisan na sledec¢i nalin:

ft , P
X = a X + . 2.4.1
L t-4 gt pi ( )
X ,
"3 t=-41 qi

gde je 0 <p ,p,q €1, p>0,p+rp+ta=1,0<ca B < 1.
o 1 1 1 Q 1 b 4
NizZ Et je niz nezavisnih slucajnih promenljivih sa istom

raspodelom 1 neka su xt i £ nezavisne ako Je t < s.
5

Ako vazZe uslovi:

q 3-q B3(1-q )
a 2 A B < ax= f . l>aias - (%)
o

+
p1 qi P q1 po Do

a niz xt ima marginalnu raspodelu 8(A), tada ce inovacioni

28




nir imati melovitu eksponencijalnu raspodeiu:

, B
( nt o
= (3 , B 2.4.1")
-fftmnt . (
Ly 7 , 1-B -B
L w

gde su B , 81 i (1-B _81) verovatnode date formulom (2.57)
o - o

navedenog rada, dok su slusajne promenljive nt nezavisne sa

1

istom &(A) raspodelom i gde Jje konstanta ) = (p a)/(po+ pij.
o
Napomanimo da se uslovi (%), u navedenom radu oznaleni sa

(2.6), mogu svesti na :

3= a, PO < B - a, (2.4.2)
i taj oblik c¢emo koristiti u ovom radu. Uslovi (2.4.2)
obezbedjuju da raspodela inovacionog niza bude vearovatnosna
medavina eksponencijalnih raspodela, a raspodela Samog
procesa eksponencijalna. Madjutim 1 drugi tip raspodele
inovacionocg niza omogucava eksponencijalnu raspodelu

procesa. Razmotricemo to u sluctaju AREX(1) procesa kod Kkoga

je a = (3.
Neka je & = B3 u (2.4.1). Ako vaZi uslov:
9
3z (2.4.27 )
+
pi qi

onda dZe xt iz (2.4.1) 1imati eksponencijalnu marginalnu

raspodelu, a raspodela za inovacioni niz de biti:

: (n, . A
| ¢, 7 4 (2.4.2")
'y o Qz: 1-91
k | §
gde su A 1 A verovatnoce 1 A z (i-a)/{(p +p -p ). Ovo
3 2 % S 1 O
dobijamo kao posledicu prethodncg tvrdjenja. ZIna%li da ce

gustina raspodele za ft_u posmatranom slu¢aju biti:

-%X/Y

(x) = Aie_x-# A/y: @ w > 0. (2.4.3)

g
4
Funkeci ja gt(x) mo%e biti gustina raspodele i kada Je ﬁi > 1.

Tada ce :t biti meSavina eksponencijalnih raspodela sa
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negativnim koeficijentom A_. 0O takvim racpodelama 1
2

mogucnostima za njihovo dobijanje bida vise govora o delu

(2.5). Ovde c¢emo dokazati tvrdjenje.

T1. Ako je u modelu (2.4.1) a = 3 i ne vaii uslov (2.4.2”2,

proces xt ée imati eksponencijalnu marginalnu raspodelu, dok

ée gustina raspodele (2.4.3> odgovarajudeg inovacionog niza
biti meSavina eksponencijalnih raspodela sa negativnim
koeficijentom Az.

Dokaz.
Neka je ¢ = 1/y. Iz uslova teoremse sledi da Je ﬁi > 1 1
o0
da je c > 1. Kako j& zbog ﬁ1+ nz: 1 integral I gg(x) dx = 1,

Q
ostaje da dokazZemo da ce biti gz(x) pozitivno za x > 0. Na

osnovu pretpostavke dobijamo da vazil ﬁi > —ﬁzc, a odatle da

je zalsta gt(x) > 0 za x > 0O -

Kao primer, navodimo da Jje, u slulaju p =p1=2/5, a=3=1/4 1
Q

A=l gustina raspodels inovacionog niza oblika:

15
X) = — 8 - — 8 & , X > 0
95( ) T2

2.4.2. Melovita eksponencijalna raspodela

Sada odredjujemo uslove pri kojima CcCe marginalna
raspodela AREX(1l) procesa biti meSovita eksponencijalna.

Prvo cemo razmotriti specijalni sludaj AREX(1l) procesa

u koma su koeficijenti uz X jednakil:
L"t , P
A = X + ; 2.4.4
t r3 t -1 Et pi ( )
X
X, ., » 9,
kao i ranije, P» P, i q, su varovatnoce ¢iji  je zbir

po+ p&+ q1=1. O0< # £ 1. Sludajne promenljive Etst nezavisne
jednako raspodeljene slucajne promenljive.

Takodje su {t nezavisne od th'xtz , ++. . Neka je mar-
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ginalna raspodela staclionarnog niza.xi nefovita eksponencijal-

na sa gustinom raspodele:

£ (t) = amexp(-m t) + amexp(-m t), L0 (2.4.5)
X 1 1 1 z2 2 2
gde je a , a_ > 0, a + a_= 1, im . m 20, m»® m. Dakle,
2 1 2 1 2 1 2
razmatramo Samo "konveksnu' medavinu eksponencijalnih
raspodela, Jer sSu 31 1 az nenegativne verovatnocs, a

iskljudujemo sludaj obilne eksponencijalne raspodele 1 time

sto pretpostavljamo nu# mz u (2.4.5).

7a utvrdjivanje uslova oostojanja 1 raspodele inovacionog

niza {EL} iz (2.4.4) koristimo Laplasovu transtTormaciju:
Qx(5)= E(exp(-3X)), @E(s)= E(exp(-s§)) .-

Transformisucdi obe strane (2.4.4), na osnovu pretpostavljene

stacionarnosti niza Xt dobijamo:

ﬁx(S) = poéz(S) f p£§x(ﬁ5)§z(s) + qiﬁx(ﬁS) (2.4.6)
gde 3je ﬁx(s) = aimi/(mi+s) + aszZ(mz+s).
Iz (2.4.5) i (2.4.6) dobi jamo:

@E(s)z R(s)/T(s), T(s):(nu+5)(m2+s)a(s) (2.4.7)

gds su R(s) i Q(s) polinomi treleg, odnosno drugog stepena:

R{s)= aimi(m2+s)(mz+ﬁs)(m1+ﬁ3*q1(m1+s)) +

+a2m2(mi+s)(mi+ﬁs)(m2+ﬁ5‘qi(m2+3))

Q(s)= po(m1+ﬁs)(m2+ﬁs) + piaimi(mz+ﬁs) + piazmzim1+ﬁs).

Neposredno mozZemo ugtvrditi da kvadratna funkecija Qfs) 1ima
realne, razli&ite negativne korene (-ma) 1 (-m‘). Racionalnu
funkciju (2.4.7) moZemo razloziti na elementarna racionalne

funkcije na sledeci nadin:

4

§f(s) = ¥ Atmt/(mt+5) (2.4.8)

=1
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Odgovarajuda gustina raspodels kojJu bismo doblli primenom
inverzne Laplasove transformacijs na (2.4.8) predstavljala bi
verovatnosnu mesavinu eksponencljalnih raspodela ako bi  svi
koaficiljenti AL’ 11,4 bili nenegativni, a nJjihova suma

jednaka 1. Iz (2.4.6) za s=0 dobijamo #_(0)=1, tako da Je

4
ﬁ1+ ﬁz+ 93+ A4= 1. Imamo (Feller,strana 495)
A =R(-m )m T'{(-m. 1)), 1 =1,4 (2.4.9)
| A L L L
Posle odgovarajuceg izradunavanja dobil jamo da of

koeficijenti A, 1iz=1,4 biti pozitivnl ako 1 samo akc vazZi:
L

[ ( nu—ﬁmz > 0 ) & ( R(—m3)>0 ] 1ilz
(2.4.10)

[Cm, >m, ) & ( R(*m3)<0 ) & ( R(-m4)<0) ]

Tako smo dokarali sledede tvrdjenje:

T2. Stacionarni niz {X} definisan u (24.4) ima meZovitu

eksponenci jalnu raspodelu (2.45) ako vaZi uslov
(2.4.10), a inovacioni niz {¢ t} ima konveksnu meSovitu

eksponenci jalnu raspodelu sa gustincom:

4
f{.(t) = ¥ ALmLexp(-mLt.), t>0, (2.4.11)

gde su Ai.’ i=1,4 verovatnode &iji je zbir jednak 1, a

=1

date su formulom (2.4.9). Realnl brojevi: (-ms), (-m4)

su nule polinoma Q(s).

Uslov (2.4.11) mo%2e biti refen u funkeciji od mos M, P, P,
o

i a. Za = 0.9, a = 0.1, =p = 0.1, m = 2.2, m = 2.42,
@ 1 & 1 po pi 1 2 .
dobijamo: m3= 2.465, m = 5.333, dok <de verovatnods biti

4
ﬁi 0.14388, ﬂz= 0.45000, ﬁ3= Q0.31622, ﬁ4= 0.08389.

H

Auvtokorelaciona funkcija ovog procesa data Je sa:

p(h)= (B(1-p )", h > 0, p(-M=p(h),

i pokazuje da proces 1ima karakteristike standardnog

autoregresionog procesa prvog reda.
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Vverovatneodla P(xthbi) je jednostavna karakteristika
trajektorije procesa 1 povezana je sa prosednom duZinom
podnizova opadajuc¢ih 1li podnizova rastudcih vrednosti
procesa U OKv1ru jedne trajektorije. Izractunavanje verovat-
noce sledi iz (2.4.4), (2.4.5) 1 (2.4.11) na osnovu neza-

visnosti Xti'i {t. Za (3#1 imamo rezultat:

» »
P{X >X = 1-a8 -a s + 1-a 8 -a S ),
( t t—f) po( 1 1 2 2) p1( 11 2 2)
gde Je:
4 A m 4 A M m
k »* k k k
S. = E 3 S, = E ¥ q. = PR J = 152-
j m + m j q + m ] 1-3
k=1 j k k=4 ] k

Menjajudi parametre procesa dobijamo razlic¢ite vrednosti
numericdkih karakteristika kao Sto su: Ext, Dxt' el(h},
P(Xt>><t_1) i tako dalje.

Sest parametara mozZe da izgleda previse za
autoregresioni proces prvog reda, ali simulaci je peokazuju da
postoji raznovrsnost u izgledu trajektorija pri razlicitom
jzboru paramstara. Na slicl 2 predstavljene su trajektorije
tri razna AREX(1l) procesa sa meSovitom ekgsponancijalom
marginalnom raspodelom.

U specijalnim sludajevima imamo jednostavnije rezultate
za raspodelu inovacionog niza. Na primer, ako je B #* 1,

miz 0, mz= m > O, inovaciconi niz <¢s bitl konveksna mesavina

“slutajnih promenljivih sa eksponancijalnom raspodelom 1

konstantne:veliéine koja je jednaka nuli:

0 , A
Et = gE(m) , A, .
(k) , 1-A A

ako i samo ako Jje:

((ﬂ>q1) & ((ﬁ-qi) (p°+p£a2) > (poﬁ(po+pi)).
gde je: ﬁi=poai/(po+piaz). ﬁz=az(1-*:3)/(::30(1-13)+p1a2) i

k=m(p°+piaz)/ﬂpo-

33




sz masovitom eksponencijalnom r
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3lika 2. Modailrana realizacija za AREX(1l) proces sa & = i3,

aspodelom i parametrima:
0.5, m = 0.55 i 3 = 0.9.

Yy = .86 1 jasno su uodl jivi

i
ciklusi opadajudih vrednostil.

8.3, p = 0.6, m = 0.4, m = 0.44 1 = 0.9.
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> 4.3. Erlangova raspocela

U ovom delu razmatramo mogu<nost da marginalna raspocdela
AREX(1l) procesa bude Erlangova raspodela. Prvo c¢emo
posmatratil najjednostavniju Erlangovu raspodely, Erliangowvu
raspodelu drugog reda.

Neka Jje XL: ﬁ£+ ﬁz gde su ﬁi i A nezavisne sludajne

2
promenl jive sa eksponencijalnom raspodalom 8(&1) i 8(&2},

gde Jje 0 < Ki < Kz, Siuai kada Je llzkz tj. kada je u pita-

nju gama raspodela za niz &L, bicde takodie razmotren. Takva

raspodela se prirodno javlja u teorljl masovnog opsluzivania
kada posmatramo sistem u Kome je raspodela vremena 1zmedJu
dva uzastopna dolaska u sistem eksponencijalna &{A). Ako
izbacimo svaki drugi dolazak dobijamo novi sistem u kome ce
vreme izmediu uzastopnih dolazaka biti slucajna promenljiva
sa gustinom raspodele g(x) oblika: '

-A
gix) = kz.x e x, x > O,

Da bismo utvrdili postojanje 1 raspodelu slucdajnin
promenljivih inovaclonog niza primenicdemo Laplasovu trans-

formaci ju.

Transformisucdi obe strane u (2.4.1), na osnovu stacionarnosti

niza Xt dobil jamo:

Qx(s) = poéz(s) + piﬁx(as)éz(s) + qiéx(ﬁs). (2.4.12)

5a | : Qx(s) z Kikz/ (A1+s)(k2+s)

iz (2.4.12) sledi:

Rikz R(s) (K1+as)(Rz+ o3 )

éf(s) = (2.4.13)
Q(s) (R1+S)(h2+s)(ki+BS)(lz+ﬁS)

gde Jje R(s) = (h1+ﬂ5)(kz+53) - qi(k1+3)(hz+5)
2
= A+ oeas)(A + + = (A _+ A +s).
Q(s) po( . ) ( ) os ) pikikz P& (A, s)(A, S )
Neposredno moZemo ustanoviti da su koreni kvadratne funkcije

Q(s) negativni.
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Da bismo pokazall da postoji  inovacionti Nniz Et = A

Laplasovom transformacijom (2.4.13), odredicemo uslove pri
kojima ﬁz(s) predstavl ja Laplasovu transformaciju neke
raspodele.

Stoga <emo @E(s) razlo*iti na elementarne racioconalne
funkcije. Neka je: a # 3 u (2.4.1) 1 Ki > kz. Prvo <emo pos-

matrati razlaganje:

AP AP A P A P AP A P
1 1 2 2 3 3 4 4 1 5 2 &
$ (s) = + + + + + (2.4.14)

e A +s A +s A S A +s A+ f3s A+ f3s
i 2 3 4 1 2

1z §x(0)=l i (2.4.12) dobiljamo: ﬁg{O)zl i stoga Je
P+ P +...+ P = 1.
i p o

Akoc su svi koeficijanti P, 3=1,6 nenegativnl 1Z (2.4.14)
J
sledi da Je Et vonveksna verovatnosna mesavina eksponencijal-

no raspodeljenih slulajnih promenljivih. Medijutim, nemoguce
je da za svako J=1,...,6 koeficijenti P, budu pozitivni >0,

J
jer je brojilac Qz(s) polinom &etvrtog , a imenilac polinom

Sestog stepsna.
Druga mogudnost Kkada (2.4.14) predstavlja Laplasovu
transformaciju neke gustine raspodele javlja se kad inverzna

Laplasova transformacija (2.4.14), funkcija gz(x) odredjena

jadnakoScu:
S —?\jx
X = PA e , de Jje A _=A , A=A ,
QE( ), 'E N g 3 . 1/:3 s 2/r3
J=1
zadovol java uslov gz(x)ZO, %20 . Kako sigurno vazi
®
[ g,(x)dx=1, :
4
Qo
gt(x) bi predstavljala gustinu raspodele koja Jje meSavina
eksponencijalnih raspodela sa negativnim koeficijentima. O
takvim raspodelama c¢e biti vise govora u delu (2.5), stoga

cemo sada razmotriti drugu mogucnost razlaganja _,.(s) na

4

elementarne- racionalne funkcije:
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1 2 3
Lf(-s) = + +
ts)(A_+s A +rs)(A +3) N +03s +3s
(ki ;)(kz S ) { . 3 ) ( S ( . ﬁa)(lz 33 )
Direktnim izractunavanjem dobijamo da je Riz kz £to Jje, po

pretpostavci, nemoguce.

Neka Jje sada o = B3 u (2.4.1), pa @E(s) postaie:

@E(s) = kisz(s) / Q(s)(K1+s)(KZ+s) (2.4.137)
i 1mamo:
P =
1 2 |
@E(S) = + (2.4.147)
(N +s)(A _+s) (N _+s)(N +s)
1 2 3 4

1z jednadavanjem dobijamo sistem od tri linearne jednadine sa
dve nepoznate I~'-‘1 i Pz koji ima reSenja ako je 3=1 111 ako Je
pizo. Ova druga mogudnost predstavlija specijalni sludaj

posmatranog procesa, pa d<emo stoga uzeti R=1, i §E(s)

postaje:

ét(s) = (1—q1)lihz/ Q(s) (2.4.13° ")

| > _
Ako 4(p°+p1)K1K2 < (h1+k2) P, (2.4.15)

Tada Q(s) ima realne korene Aa i k4 i inverzna Laplasova

C + D, gde su C 1 D nezavisne

H

transformacija daje: 4
sludajne pqomenljive sa eksponencijalnim raspodelama 3(%3),
8(R4). Rasﬁodala Zza Et je Jjedinstvena, prema teoremil O

jedinstvenosti za Laplas-Stiltjesovu transformaciju. AKO je

KS=R4 tadaft ima gama raspodelu, a ako su koreni Ra i h“

kompleksni, ne dobijamoc raspodelu za niz ﬁt.
Ako je A1=Az korani la i R4 ¢e biti kompleksni, pa nede |

postojati raspodela za niz Et'

Neka je a=3=1 u (2.4.1) i XL=Q1+AZ+Q3, gde su A nezavisne

J
sludajne promenljive sa eksponencijalnim raspodelama 8(kfh
j=1,3 1 O<K1<kz<k3. U ovom sludaju je L.aplasova

transformacija za niz ft oblika:

37




 (s) = (it-g Yh A A _/Q(s) (2.4.13°77)
t 4 2 13

4

sa: Q(s) = po(k1+5)(K2+aj{ka+s) + pilikzhi

Naka Jje
S=h +A +A , RzA A +A N _+X A, Tz N A,
i 2 3 1 2 1 3 2 3 1 2 3

p=(3R-S°)/3, Q=283/27-SR/3+(1+p£/p0)T i D=(P/3)3+(G/2)2.

Pomodu Kardanovih formula dolazimo do slededeg rezultata:

(1) Ako je D<O tada Q(s) ima tri realna razlicita korena 1

iz (2.4.13"77) inverznom Laplasovom trapsformacil jom dobiljamo

t i 2
‘sa odgovarajudcim eksponencijalnim raspodelama.

F =M +M +M3 gde su M, 3j=1,3 nezavisne slutajne promenljive
J

(iid Ako je D = O tada Q(s) ima tri realna korena
-K4<—h5=-hd, i fL=M+N, gde su M 1 N nezavisne sludajine
promenljive i pri tom M ima 8(&4) raspodelu, dek N ima gama

raspodelu.

(ii1d) Ako je D>0 tada Q(s) 1ima samo jedan realni koren 1 ne

mo2e se dobiti raspodela za inovacioni niz ft. Dokazacem® tO
tvrdjenje na sledeci nalin. Laplasova transformacija za ft
moZze da se napiSe u obliku:

a(bz+cz)

2 2
(s+a)((s+b) +c )
Inverzna Lablasova transformacija te funkcije Je:

a(bz+cz)

(b-a)2+ Cz

g(t) = [sﬁn* eqﬁ(cos ct + P sin ct)]

gde je P=(b-a)/c. Ova funkcija mo2e predstavljati gustinu

raspodele akoc Je 0 = P < ¥3/3 . 1zjednadujuci (2.4.L3777)

i (2.4.14) dobijamo sistem pO nepoznatim a,b i c:

a + 2b = 8
b2+ c’+ 2ab = R
a(bZ+c®) = (L+K)T,
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gde je K:p}/po dok S, R i T imaju isto znacCenje kao i ranlje.
Iz Q(s) dobiljamo a}ha . dok iz P Z 0O 1 a+2b=5 sledi: a £ §/3,

Sto je nemogucle.

Silucaj kada Q(s) ima rrostruki koren Nnije  mogud.
primetimo da, Kkada Jje O<Ai<k2=k3 mogu nastupitl svi
slucdajevi (i) - (iii), dok Je pri O{ki=l2<h3 mogQusd samo

slu®aj (iii).

Sada cemo razmotriti opsti slucaj. Neka je:

gde su A nezavisne sludajne promenljive sa eksponenciljalnom
J

raspodalom: A :8(A ), O<A <... <N .
J J i T
Gustina raspodele za niz Xt je u tom sluCaju oblika:

- X
n-1 o ) o
gn(x) = (~1) [ [ ki"}'_': Mo x >0,
i=1 j=1 j ok

*k
&to se mo2e dokazati indukcijom.

Polinom Q{s) u 1lzrazu za éf(s) postale:

i ima slucajeva kada se moZe dobiti svojstvena raspodela za

niz Et mada su, za svako konkretno n, izracdunavanja dosta

obimna. VaZzi tvrdjenlje:

T3. Neka je 01(5) polinom I |()\j+s), i neka je :
@ = min {|01(30)| | Qi(so) = 0, Qs.(sn) <0 }

Ukoliko vaZi uslov

P

1
— | | ) (2.4.16>
P 3 3

»
Q¢(s) c¢e imati n realnih korena ij, j=i,n 1 vaZice

4 " ) A'.', gde su A'; nezavisne siulajne promenl jive
)
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ga eksponencijalnim raspodelama 3()\*.'), j=1,n.
3

Ovim postupkom za n=4, kizk-zh, lzrk—h, K3=l+h, K4=k+2h,

i A>2h>0, posle potrebnih ilzradunavanja dobicdemo da Je:

4 2 2 . e . ] .
g = 2.25 h - 4 A(1-A) , pa ako su koeficlijenti modelia takvi
da (2.4.16) wvazi, 1inovacicni niz <ce imati cdgovarajudcu

Erlangovu raspodelu.

Ako (2.4.16) ne vazi (ako su neki koreni Q(s) kompleksni) ne

mo2e se dobiti raspodela za niz EL, jer u tom slucaju &_.(s)

4

sadr2zi bar jedan faktor oblika

V4 2
a+ b

2 2
a + (s+b)
&8to ne predstavlija Laplasovu transformaciju ni Jedne gustine

raspodele.

Takodje moZemo posmatrati slucajnu sumu sludajnih
promenljivih. Neka Jje )(t zbir xt: ﬁ1+ A2+ ... T Az , U kome
sve sluctajne promenljive 1imaju 1istu raspodelu A 8(A},

J
j=1,Z. Neka je raspodela za Z odredjena zakonom raspodele:

- -1
P{(Z=n)= qpn , n € [N.

Tada Jje Xt - .8(ag\) pa nema problema u odredjivanju uslova

pri kojima postoji raspodela inovacioncg niza.

S druge strane, ako je u modelu (2.4.1), u kome Jje

a = 3= 1, data raspodela ndza.ft imamo da Je Laplasova

transformacija za niz Xi oblika:

p L, (s)
o ¢
ix(s) = 71 - q - p L_(3)°
1 t ¢
Na osSNOVU svojstava potpuno monotonih funkcija 1
Berndtajnove teoreme [4], proizilazi da ¢e  inverzna

Laplasova transformacija funkcije @x(g) uvek bpredstavljati

gustinu raspodele.
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2 4.4. Laplasova raspodela

Razmotrimo sada uslove pri kojima jJe marginalna raspodela

procesa Xt dvostruka ekspenencljalna (Laplasova) raspodela

sa paramstrom X\, $to cemo u daljem oznacavati sa L{(A).

Gustina raspodels slucajne promenljive sa takvom raspodelom
Je:

Fl{x,A\) = 5% axp(—lxl/l), x & K (2.4.17)

Laplasova raspodela spada u beskonadno deljive zakone

. ™
raspodele, u [4]. Momenti Laplasocve raspodele su E(L ) = ni,
ako je n parno, a za neparno n sy Jednaki nuli. Za

AREX(1) . model dokazujemo tvrdjenje:

T4. Neka je )C AREX(1> proces oblika (2.4.1) sa marginalnom
raspodelom &ija je gustina (2.4.17D. Ako vaze uslovi:

pd 2
-— Jl3 >
piﬁz > po(az - 55 (2.4.18)
2 2
+
q *pa <6

inovacioni niz Zt ¢e biti verovatnosna mesavina tri

Laplasove raspodele :

. LAY ., A

fg’ L3y , B (2.4.19)

\ LOwcrcd , 1-A-B
gde Je :
AH(i-az)/(po+p1-poaz), B=q Ca®-p*>/¢p_¢5° -o2+p 3%,

cC = '/i+p1/ P

Dokaz. S obzirom da sludajna promenljiva sa Laplasovom

raspodelom ¢ija Jje gustina data u (2.4.17) moZ2e da se dobije

kao razlika dve nezavisne sludajne promenl jive sa
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eksponancl jalnom HE(A) raspocelom, Laplasova transiormacilja
re raspodale de bltil @xiﬁi = }F/(lz-az). Po formull (2.4.12)
i 7 racunpamo Laplasovu transformaciju za ipovacioni niz. Zatim
odredimo razlaganje dobl jene racionalne funkcl e na

odgovarajude elementarne racionalne funkclje:

A2 A A28 . Z(1-a-8)

+
A% -s” hz-(ﬁS)z (p +p N -p (os)®
o] i o

Uslovi (2.4.18) su uslovi da A, B i 1-A-B budu verovatnocleg

Ako je & = 3, tada ce, pri uslovu:

4

Bz q/(p +ta ) (2.4.187)
1 1 1
inovacioni niz biti verovatnosna mesSavina Laplasovih
raspodeala:
L(N) ., A
Et = , (2.4.197)
L{Ac/a) , 1-A
vrednosti konstanti A i ¢ su iste kao u T4. Ako uslov

(2.4.18°) ne vaZi, ne moZe sse dobiti raspocela za inovacioni

niz, jer bi gustina raspodele bila odredjena 1zrazom:

(%) = gexp(-IXI) ¥ i%g'a'axp(-IXIa/C),

F

a ova funkcija ne zadovoljava uslov gz(x) > 0O za svako x € [R.

Na slici 3 data je jedna realizacija AREX{1) modela sa

I

Laplasovom marginalnom raspodelom i parametrima p = 0.3, ,r.:-1
Q

0.5 i a=f3=0.7.

Wl o Db ot o 4 i
Mg Ty R

!-‘i -

-2 | ) I i

-3

-y 1 i

- s D... . zb . f— 4 i&... EB_.._ Lanan ......._-.........é:Ei..._.,.,...._...... ——te m e 1 d,\")
]
| Slika 3. Jedna realizacija AREX(1l) procesa sa Laplasovom

marginalnom raspodalom sa parametrom 1. Paramatri procesa su

= 0.3, = 0.5 1 = = 0.7.
P, 0.3 p‘ 0.5 1 a A
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2.5. MaeXovita eksponencijalpna raspodela sa negativoim

koeficljentima

Ako je datoc n eksponencijalnih raspodela sa parametrima A,
]

j=1,...,n, F(x) = Aexp(-Ax), x>0, 1 n nenegativnih
- J J
konstanti a , 3j=1,....,n, koje zadovoljavaju uslov:
J
N
Ya =1, (2.5.1)

jasno Je da

™
T a f(x) , x>0 (2.5.2)
S
j=1
predstavlja gustinu raspodele neke slucajne
promenljive 1 da nema problema pri modeliranju takve

sludajne promenljive koja Jje konveksna verovatnosna mesavina
n eksponencijalno raspodeljenih slucajnih promenljivih. Ako
uslov (2.5.1) vazi, ali je za neko J odgovaﬁajudi koeficijent

a negativan, onda (2.5.2) nece uvex predstavljati gustinu
3

raspodale. Korisdenje autoregresionog procesa mozZe nam
omogucditi dobijanje gustine raspodele oblika (2.5.2 sa
nagativnim koeficijentima. Ako 1imamo podetnu vradnost

kori&cenog procesa moZ2emo modelirati niz vrednosti sludajne

promenljive &ija gustina ima raspodelu oblika (2.5.2) sa

naegativnim koeficijentima. U literaturi nema pogodnih
tehnika modeliranja sludajnih promenljivih sa ovakwvim
gustinama raspodele LE}, ([12]. Na ovaj na&in, korisdenjem

autoregresionog procesa (ili procesa pokretnih sredina)
takodje moéemo konstatovati i da je meSovita eksponencijalna
raspodela sa nagativnim koeficijsntima raspodela kojJa sse
kod posmatranih procesa prirodno javlja. .

Posmatrajmo proces, definisan u [19]:

a £ , P
4 o) _
X = + X , 2.5.3
t ﬁ Et t-1 pi ( )
X :
-4 qi

de su 4, , ’ g € (0,1) 1 +p +q =1, pri <cemu su .
. 3 P P, »a, ( ) p_tp +q P P_sP,

i qi verovatnoce. Niz {t je niz nezravisnih jednako
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raspodel jenih sludajnih promenljivih, a takodje
pretpostavljamo 1 nezavisnost Zt i Xs za 3<t.

s obzirom da radimo =a eksponencijalnom raspodelom 1
raspodelama vezanim sa aksponencijalnom, koristicemo Laplaso-
vu transformaciju.

Neka su §x(5) i & (s) Laplascove transformacije za X 1

4 !

Et' Koriscenijem osobina Laplasove transformacije 1 na osnovu

stacionarnosti niza Et' iz (2.5.3) dobijamo:

P, §:(a3)
QX(S) - (i-g }) - p ¢
, 8 i

5(135) (2.5.4)

Ako je fg(x) gustina raspodele za niz Et' onda je njana
Laplasova transformacija Qf(s) potpuno monotona funkecija
(p.m.f.) takva da Jje §:(0)=1. (Barn3tajnova teorema, 1928,
Li! ). Po&to je proizvod i zbir p.m.f. ponovo p.m.f., ako

(2.5.4) napiSemo u obliku:

o
o

Q
— m —
8.(s) = qmo- #(0s) L (k 8,(8s))7, sa 0 <k =

1 m=9 1

sledl da de @x(s) biti p.m.f. sa ix(0)=l, kao 1 da de
inverzna Laplasova transformacija §x(s) biti gustina

raspodele fx(x).

Razmotricemo nekoliko sluZajeva pri kojima se dobijaju

mesovite raspodele sa negativnim koeficijentima.

Slu¢aj 1. Ako pretpostavimo da Jje raspodela 2za ft:
-AX ] A ]
£ (x)=Ae . A>0, x>0, imamo & _(s)= =—, pa <Ce 1nverzna
§ 4 Ats
Laplasova transformacija za ﬁx(s) biti:
-?ix —?zx
f (x)}) = a e + a B , x>0. 2.5.5
(OO0 = Ay 7 ( )

sa a;po(ﬁ—a)/((l“qi)ﬁ*poa). a =l-a ., ¥ =A/a, r,=p M ((1-a))

i moZemo jednostavno pokazati da jJe:

1 po(ﬁ*a)+pﬂs ¢ O skvivalentno sa ai> 1,

aid p<a 1 po(ﬁ—a)+p1(3 > 0 ekvivalentno sa a < 01
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(iiid) u ostalim sludajevima air—_‘ 0 5,1 1.

Na primer, za p =pi=q1=l/3, azQ.6, f3=0.1, A=! dobijamc:
o

F(x) = 5/4(5/3 e % - 1/a(s &), x>0
Na grafiku, slika 4, strana 33 , predstavlijen je grafik te
funkcije (linija cznadena --). ZapaZamo da Je ta gustina
raspodele unimodalna. Pokazademo da se, u zavisnosti od
parametara procesa oblika (2.5.3) Kkao gustina inovacionog
procesa (2.5.5) u slucajevima (i) 1 (11) moZe dobitl funkcija

koja, za x>0 , moZe imati Jjedan lokalni ekstrem.

T1. Neka je l-(=pc}/1:.1 i M=o/ . U sludaju 1) ako je :
O K>1 i M>1+ K ili ako je K < 1 gustina raspodele
€2.6.5) ima jedan lokalni ekstrem, a ako je
(D K>1 i 1+1/K < M <1+ K nema lokalnih ekstrema.
U sludaju (iid> ako je :
A K >1 i K <11 1 <(M<1+ K gustina raspodele
ima jedan lokalni ekstrem,
(2D K<C1i1+K {M<1+ 1/K nema lokainih ekstrema.
Ako je K =1i M# 2, gustina raspodele ima lokalni
ekstrem, dok za M = 2 nema lokalnih ekstrema za x > 0.

Dokaz . Dokaz ovog tvrdjenja dobijamo neposredno ralavanjem

jednatine f’(x) = 0, koja se svodi, u slucaju (1), na:
’ 2
ai yi (yi Yz)x
- - : e
|a2| 2
rz

Da bi gustina raspodele imala lokalni ekstrem za x > s
potrebno je da izraz na levo]j strani bude manii od 1, odakle
dobijamo kvadratnu nejednadinu po M i K. Ako uvrstimo
ne jednakost iz uslova (i) dobijamo dato tvrdjenje.

U slueaju (ii) dokaz je analogan, dok pri K=1, tvrdjenje

dobijamo neposrednom proverom,

Slucaj 2. Naka F;’t ima najjednostavniju gama raspodelu
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2

.. 2 -
sa Laplasovom transformacijom QE(E): A(A+s) T, Tada ﬁx(g)
postale:
2 2
p A (A+3s)
C
¢ (s) = ,
X 2 2 2

((l-qi)(h+ﬁ8) "pik ) (A+as)
i koreni imenioca su o¢igledno realni. AKko Jje ispunien

2 . “ ..
uslov (1“q1)(l~ﬁ/a)-1u# 0 koreni ¢e biti -A/a, -Ri, *kz,

pri &emu Jje 0<kﬁ<kz' pa ¢a razlaganje @x(g) na elementarne

racionalne funkcije biti oblika:

a AN ax/a A (M)
'ﬁ(S): :I.:l+ 22+ 3 + 4
X A +s A +s A A 2
1 2 -+ S (— + s5)
o .

ReSavanjem odgovarajucdeg sistema jednalina odredjujemo A,
j=1,...,4, 1 zakljugujemo da Je ﬁz uvek negativno, pa §x(3;
predstavlja meSavinu ¢tri eksponencijalne 1 Jedne gama
raspodele sa bar jednim negativnim koeficijentom. A ako je

(1-q1)(l“ﬁ/a)2-pi= 0, dobijamo:

AN AN/ o ﬁa(h/a)z ﬁ‘(k/a)a
- -+ + »
R N R

oL (8 1 ot

§x(5) =

53 94{0, atn znadi da ¢ce gustina raspodele koiu dobijemo

primenom 1inverzne Laplasove transformacije na prethodni
izraz biti meSavina dve eksponencijalnse 1 dve gama raspodele

sa bar jedpnim negativnim koeficijentom.

Slu¢aj 3. Neka Jja Laplasova transformacija za Zt oblika: .

a v a v

$ 1 2 2
$ _(s) = + . sa a,a> D, a+ta =1, O <V .
4 v1+s v2+3. 1’ 2 1 2 1 2

Odgovarajuc¢a gustina raspodele j@ tada verovatnosna meSavina

dve eksponencijalne raspodels <£iji su narametri Lu 1 uz. Ako

je o3 u (2.5.3) dobijamo:
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po(viv2+aﬁs)(v1+ﬁ5)(vz+ﬁ3)

@x(s) = (v1+a5)(pz+dﬁ)a(5}

Aza v +a v, Q(s) = (1- v +RB3z3) (v +fis)- v v +3As).
sa a v ta v, (s) ( qi)( , 33 ) ( , f3s) pi( Yy 2As )

Ako su R1<Kz Koreni polinoma Q(s), moZemo pisati:
AY /o Av /a A A AN
1 1 2 2 3 1 4 2

+ + +
p /o+s p /ats A +S N o+s
1 2 1 2

ﬁx(S) =

Neposrednim izralunavanjem utvrdijujemo da vaZi:

B e i} ; . .
(1 a)(vz avi)(h1 vi/d)(Rz vi/a) < 0 2 A< 0,

B B . }
(1 a)(vi avz)(Ri vz/a)(kz vz/a) < 0 = ﬁ2< O ,

(vi/a-hi)(vz/aﬂxi)(viuz—aﬁhi) < 0 .ﬁ3< s
(vifa-Kz)(vz/a-Kz)(vivzﬂaﬁkz) <0 =2 A<O0,

i ima slu&ajeva kad je bar jedan od tih uslova ispunjen. Na

rimer, za a =a _=0.5, v =1, V_=2, a=0.5, =0.25, =p =
P | 2 i 2 {3 popiq

dobil jamo ﬁz< O.m

1

S druge strane, ako pretpostavimo & = fu (2.5.3) moZemc

dokazati sledede tvrdjenje:

T2. Ako je a=f3 i ﬁf(s) oblika:

n av.
} o)
- b = 0(1) <w <., L SN
@E(B) 'L‘ s +s sa a\j 0, ¥ aj 1, AL .
j=1 ] |

tada je 1'(L verovatnosna mesavina n eksponenci jalno

raspodel jenih sludajnih promenl jivih,

Dokaz. Dokazacemo da su, pri navedsenim pretpostavkama SV

koeficidenti u razlaganju §x(s) na eoslementarne racionalne

funkcije nenegativni. Imamo da jJe:
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o Q (3)
O n=-14

Q (s)
n

P (s} =
X

g’ r
Qn_i(s): ;akpkl. [(vj+cts), Qh(s):(luqi)T—T(v;aﬂ)“piQn {s).

k=1 jRk j=t
Po&toc Je (-l)fdﬁwd(-vﬁwo > 0, j=1,...,n sledi da 3u
koreni imenioca realni i razliditi: -lh<~kwd<...<~k1< 0. S
obzirom da je Oh(~kj): 0 sledi (-l)}dawqﬂ—lj) > 0. Iz

razlaganja na elementarne racionalne funkcilje:

n AA
J J
® (s) =
x( ) 'E N Ts
=1 )
n P
. » O
dobi jamo: . AA I l (AN +s) = Q (s).
, b _ k N n-4
j=1 k™ j (l"qt)a
Ako tu stavimo s = -Af dobijamo A>0, j=1,...,n.g
J
Ako 1mamo mesovitu eksponenci jalnu raspodelu Sa

nagativnim koeficijentima u obliku (2.5.5), moZemo koristiti
varovatnosnu mesSavinu (2.5.2) i dobiti meSovitu eksponenci-
jalnu raspodelu sa negativnim koeficijentima koja <¢e sadrla-
ti vise od dve eksponsncijalne raspodele. All takve mesSavine
takodje moZemo dobiti i korisdenjem pogodno odabranog proce-

sa viseg reda kao u slededim primerima.

Slugéaj 4. | Pomodu autoregresionog procesa drugog reda
moZ2emo dobiti gustinu raspodele koja Jje meSavina tri
eksponencijalne raspodele sa bar jednim nagativnim koefici-

jentom. Uz iste pretpostavke o nizy Zt kao 1 ranije,

definifemo proces Xf

_ - azt . b,
aitt+ xt—t © Py

xt = Xt_1 ] q1 (2.5.6)
Olzzt+ Xtmz Py
xt-z » 9
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gde je o,8 ,8 ,p ,p . ,p_.d .4 € (0.1), p +p +p_+q +q =l. Ako
1 2 [ 1 2 1 Z Q i 2 i 2

}

ja data gustina raspodele za Niz EL za X dobil jamo p.m.f.
@x(s) 33 ﬁx(O)zl. Neka je Et ca eksponencijalnom raspodelom

sa parametrom A=l, tada @x(s) postaje:

np (1+a s)(l+a s)
o] 1 pa

2.08) F MFas((i-g —a)(1+a s)(1+a s)-p (L+a s)-p_(1+a s))
i 2 1 2 i A 2 i

Kvadratna funkcija u imeniocu uvek ima dva realna razlicita

korena, pa 1inverzna Laplasova transformaclja @x(s) daje

mesovitu eksponencijalnu raspodelu sa ciji koeficijenti mogu
biti negativni, kao u sludaju

a =0.1, o =0.2, = = = g = = 0.2,
i 2 po pi pz i qz

kada de fx(x) hiti oblika, x>0 :

-2. 11325X -7, BBO75X

_2 -
£ (x)=23.9997 e . 23.21335 e —~ 0.11966 e

Grafik te funkcije predstavljen je na slici 4, strana 53

neprekidnom linijom g

Slucaj 5. Procesi (2.5.3) i (2.5.4) imaju veliki broj
parametara, pa cemo stoga razmotriti primer autoregresionog
procesa n-tog reda sa jednim parametrom koJi takodje

generise meSovitu eksponencijalnu raspodelu sa negativnim

koeficijentima:
ol , &
2 : 2
a & + X , &
t t—-41
X = " (2.5.7)
L ™ ™
af + X , O
t t —n+4
2 n
X , 1l-o~aa —...-GC
t-n

gde je a € (0,1/2), a Et niz nezavisnih jednako raspodeljenih
slutajnih promenljivih. Pretpostavljajudi da sSu Zt 1 X

v S
nezavisne za s<t, 1 da Et ima eksponencijalnu raspodslu sa

otekivanjem 1, dobijamc da je Qx(s) jednako:

et g Syl e 8

4%

e P, gt R




o Lz(as) M .

= a | | (1ras)/((1ras)P  (s)), (2.5.8)
™ ™ _ r—1
Eﬂk -7 akL' (gkgj k=2
k=4 k=2 <

N ™ T N
) _ j iL e K j
sa P (s) * [E&] TI(H&:) sza Eums) . (2.5.9)

j:i j:
j®k

Imamo da Jje @x(s) Laplasova transformacija neke gustins

raspodele na osnovu  tvrdjenja:

Ako su ¢ (s), JjeN Laplasove transformacije nekih gustina
J

i jelN nenegativne realna konstante za koje

raspodele 1 a
vazi Y} a= 1, tada je
J

Q
agp(s)
jmq O

Laplasova transformacija neke raspodele.

. 2 3 .
Neka Je sza +o ., .+an. Tada fTunkcije:

n -k o o
s | k . i
P(s) = 33 () i ¥(s) = ¥ ag'(s) ,
k=2 2 ]J=0 )
gde Je ajz g—- (QZ/Qi)J,jzo,l,._, praedstavljaju Laplasove

1
transformacije nekih gustina raspodele, pa Cce stoga:

§x{s) = @E(as) ¥(s)

takodije biti. Laplasova transformacija neke gustine raspodele.

Naeka je a reSenje Jjednacdine:
o

@ 2n

o
= 1. (2.5.10)

n
n=t 1- &t

Dokazacemo sledecde tvrdjienje.

T3. Za svako a € (0,1/2) proces Xt, ¢t ja je Laplascova trans-
formacija data formulom (2.5.8) ima gustinu raspodele
oblika (2.5.2) sa bar jednim negativnim koeficijentom

Dokaz. Prvo cemo dokazati da su za a € (O.ao) koreni
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imenioca funkcije éx(s) rmalni i razli¢iti. Zatim <emo, UZ

pretpostavku & € (O,ag) dokazati da postoji bar Jedan

negativan koeficijent U (2.5.2). ako fx(x) credstavlija inver-
znu Laplasovu transformaciju funkci je Qx(s).

Iz (2.5.9) dobil jamo:

n g n
' 2k i
P s) = [ ‘ ro + | I + ,
n—i( ) o | (1+'s) Yy, | (1+a's)
j=2 k=2 1=2
i®k
i moZ2emo videti da polinom [P ifs) zadovol java uslove:
~—
P (o) > O, (—lfW4? (—1/&#) > 0 , m=2,3,...,N,
n—1 n-3
i da su stoga njegovi koreni (-a¢), J=1,...,n~1 realni 1
J
razli®itl. Imamo da je:
— 2 B
- :>—-l/an1 s L. > =a > =1l/a > -0 > 0.
n-1 2 1
za o € (0,0 ) moZemo dokazati da Je —aa > =1/a odnosno
Q

P 1(-1/0&) > 0, pa ¢e koreni imenioca funkcije Qx(x) biti
n—

razli®iti. Razlaganje na elementarne racicnalne funkcije Cce

biti oblika:

1
i A PN
| i ol n-
§ (s)= + + ...+ , Sa ATA +A +...+A =1,
X 1 o s ot + s T 2 n-1i
Et+$ 1 n—4

1z jednatavajuci sa (2.5.8) dobijamc sistem linearnih jednaclina

po nepoznatim A, ﬁi, R . Jedna od tih jednadina Jje:
n—
n _ n-4
oY, & =a+ T aan, . -
: , 1)
HES ]=1

Ako su svi ﬁj, j=1i,...,nh~1 pozitivni desna stirana je veda od

1, dok ¢e za a < (~1+f§)/2 asuma na levoj strani biti manja
od 1, pa Jje Jasno da ¢e Dbar jadan od koeficiljenata

ai,..., Ani biti negativan. Tako smoO dokazali da de

odgovarajuca gustina raspodeles fx(x) imati bar jadan negativ-

_ni koeticijent.
"Jednadina (2.5.10) moZe da se re8i samo pribliZno, nekom
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Anumarickom metodom i dobiljamo: (1.5741859 < o < 0.574186.
o

(videti u [11]).

Za n=1 gustina raspodele za niz xt je oblika (2.5.5) <3
. . . . . . .
aiz (a-1)/(a"+a-1) &ije su vrednosil u intervalu (-w,0)U(1,®)

kada je & € (Dul)n

Primetimo da <&, ako ft ima normalnu raspodelu, gustlina
raspodele za niz xi iz (2.5.3) uvek biti verovatnosna mesavi-

na niza normalno raspodeljenih slulajnih velidina. S obziroem
da je normalna raspodela dvostrana, ne koristimo Laplasowvd
transformaciju, ved koristimo karakteristi¢nu funkciju. Bez
teskoda, na osnovu svojstava Karakteristi®ne funkcije dobija-

mo tvrdjenje:

T4. Ako je E u (25.3) niz sludajnih promenljivih sa
istom normalnom raspodelom #€0,1>, tada ce X biti
megavina normalnih raspodela oblika:

k -2
PCX=Y ) = p_p <P +p) 5 k=12,

gde je Y =A +..+A 3 sluda jne promenl jive Az""’Ak

sU nezavisne slm‘.‘.a jne promenljive, takve da je:

Aiu’(o,az), Aj'.ﬁ’(o,{?. Y, j=2,.K .

Imamo, na OsSNOVUY poznatlh svojstava normalne raspodele,
da ¢e raspodela za Yk hiti normalna raspodela (0O, a-+(k~l)ﬁ Y.
Slicnu sitdaciju imamo i kad uzmemo uniformnu raspodalu za Et.
Naime, dobijamo da <e u tom sluéajdiﬂ’biti varovatnosna masa-

vina niza nezavisnih slufajnih promenljivih sa uniformnim ras-

podelama -

Takodje mo2amo dobiti meSovitu eksponencijalnu raspodelu sa

negativnim koeficijentima koristeci AREX(1l) proces:

EL ’ po
Xz { ax + ,
t t—-1 Et pi
X .
ﬂ -1 qi

AkoO je marginalna raspodela za niz xt eksponencijalna 8&(\),
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postoje uslovi pri kojima <e raspodala 1novaclonog N1Za ft
piti meSovita_ekaponencijalna 52 negativnim koeficijsntima,
Postupak Je analogan prethodnom, primenom Laplascve

transformacije 1 1lnverzne Laplasove transformacije dcbicemo

tra®ena uslove (v. u delu 2.4 .

Ako posmatramo proces pokretnih sradina :

ft . Py

X = + .
t azt.-*i 2"t pi
{3{1—1 w9y

gde Jje Et niz nezavisnih Jednako raspodeljeninh slucajnih

promenljivih sa eksponencl jalnom 2{\) raspodelom, moZemo

dokazati da ¢e raspodela za Xttdri meXovita eksponenciljalna

sa negativnim koeficijentima, ako vaZi uslov = B}qg%jn+q1),

videti u delu 4 -

-
-
o o

+J
1
-
-

-

Slika 4. Na slici su predstavljeni grafici mesSovitih

eksponencijalnih raspodela:
(-.) vargovatnosna meSavina 1

(-). (--) meSavine sa negativnim koeficijentima.
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2z PROBLEMI ESTIMACIJE ZA ARMA MODELE

Ocenjivanije parametara i odredjlivanije reda modela su
va?ni elementi u analizi slu*ainih procesa. lZa proces AREX
date su neke mogucdnosti ocenjivanja parametara. Razvilisna Je
metoda za odredjivanje reda procesa. Majpre demo navesti
neke rezultate u vezl ocenjivanja parametara za EAR 1 NEAR

modelsa.

z_ 1. REZULTATI ZA EAR 1 NEAR MODELE

U svojim radovima [21] i [22] a.Raftery analizira naka

svojstva procesa (1.1.4) uz pretpostavku o=3=p. Soecijalno se

. . ; X
rarmatra mogudnost ocene parametira p 1 olfekivanja m = N samog
procesa metodom maksimalne verodostojnosti (MV). Neka Je

nepoznati parametar O=(m,p).

Gustina raspodele jedne realizaclje x:(xi,xz,...,xn) je
n
L (X|8) = = exp(~X /m) TTre o
k=2
gde Je pkre uslovna gustina za xk pri datom xbﬂ . Iz 1zraza

za P, g4 zakljutuje se da Je L (X‘@) prekidna po p, pa nije
’ N
primenljiva Klasilna teorija ocenjivanja metodom MY - uslovi

reagularnosti nisu ispunjeni, a observacije su zavisnse. Ocena

parametra 8 metodom MV je ona vradnost & parametra 8 za koju

Je

L (xle) > L (x]e) . za svako 9 # 6.
™ ™

Neka 6°=(m°,p°) oznadava pravu vrednost parametra &. U

2lanku [21] je dokazano da pod uszlovom mo< M , gde Je M neka

poznata vrednost, moZ2emo metodom MY ocenitl nepoznati
parametar i da ce dobijena ocena biti asimptotski konzisten-

tha.

sy —

U &lanku [22] se posmatra ocena @= (m,p). Ovde Je m

dobijeno metodom MV kao resenje Jednaline

a B}
3;1- log Ln()(|9) = O,
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dok Je p vrednost koja maksimizira funkciju (metoda

maksimalne varovatnodcas)

prr/mn

D (8) = I L (XIG) dp , re{(0,o) Jje fiksiran brol.
N
" p=-r/n

Dokazana su tvrdjen)a:

1. 6 je jake konzistentna ocena 9, tj. sa verovatnocom 1 je
1im & = & , gde je 8 prethodno opisana ocena dobijena
rn=+00 n o n

na osnovu uzorka obima n.

L

2. (1) p Je asimptotski efikasna u smislu da je
r A r
lim P -— % - < ) = 1 .
g ( ~ =P P, n)
N0 O

oy

(2) m ima asimptotski normalnu raspodelu 1 asimptotski

je efikasna 1

(3) m i p su asimptotski nezavisne.

Lawrance 1 Lewls U [15] koriste metodu najmanjih
kvadrata, ali bez izvodjenja eksplicitnih ocena za SV a
cetiri parametra NEARR(2) procesa koji je izabran kao modal
realnog procesa iZ meteorologije (brzina vetra). Smith ([27]
oredlaze eksperimentalnu numeridku metodu zasnovanu na
ideji metode maksimalne verodostojnosti. Konzistentne 1

asimptotski normalne ocene zZa sSva cetiri parametra NEAR(Z2)

modela daté =y u [101, Karlsen, Tjostheim. Drimenjen Je
postupak sliZan onome koji je dat u knjizi [7], Nicholls,

Quinn, a koristi se uslovno matematicko oXakivanje.

Posmatré sa NEAR(2) model u ocbliku autoregresionog

procesa sa sludajnim koaficijentima:

X= 6 X + 86 X +¥.
£ty t-1 2 t-2 Tt

radi jednostavnijeg racunanja marginalna ~raspodsla procesa

je 8(1). Neka je a =E(8 ), o z=var(8 .) i neka su a i

-~ o L AR ' ty 1

or ocane tih velidina na osnovuy uzorka cocbima n. Tada ocane
L

parametara NEAR(2) procesa dobijamo 1z:
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Koriscenjem uslovnog matematickog otekivarja 1li metode

momanata dobiljamo da se ocene a mogu odreditil 1Z:
L

IIM 3

X -1)(Xx -1) =
(X =L)X . )

n

a. L (X _~1)(X 1), 11,2
. -l -
3 ) =

L
1Jt3

T e B,

t

P

Da bl se odredile ocene O neophodno Je orimenitil
L.

uslovno matematidko o&ekivanjs, pa se dolazi do:

N 2 . 19
2 2 2 .
H (X -2) = o X -23(X -2) , 1=1,2.
> Jﬁt4_ ) _I: i L« - ) ( i )
t=3 j=14 =3
gde se HL dobi jaju Koriscenjem ocena a1 1 éz, po formull

(3.10), u [10]. vazi tvrdjenje:

Ako je o ,a¢ > 0, a +a < 1, O < 3,3 < 1, ocene & 1
~ 1 2 1’72 ]

B3 ,3=1,2 su Jjako konzistentne, a njlhova zajedni&ka
J

raspodela je asimptotski nermalna. Asimptotske kovarijanse

ovih ocena su analizirane na modeliranim podacima.

sim [26], metodom momenata ocenjuje nspoznate parametre
u MGARMA(1,1) modelu sa meSovitom gJgama raspodelom kao
marginalnom raspodelom procesa. Takec odredjena parametre
koristi za -simulaciju procesa i dobija wveliku saglasnost
modeliranih i stvarnih vrednosti posmatrancg Pprocesa 1Z
hidrologije (protok reke). Model koji Je tu primenjen Je
cblika:

X = KZ + VY
n non n n-4

Y = UY + Z

n n N1 n

gde je Zn niz nezavisnih sludajnih promenljivih sa istom

aksponencijalnom 8(A) raspodelom, X niz nerxavisnih slulaj-
N

nih promenljivih sa 1istom binomnom raspodelom:

R [g 1?9 ]
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U i V su nezavisne slufajna promenljive na intervalu [0.1),
n N

. X , :
sa lLstom raspodelom Fv(x):x .o >» 0. Takodjie su 2, K
g m

U i VvV medjusobno nezavisne sludajne promenljive.
™ n

3I.2. OCEME PARAMETARA U AREX{1l) MODELU

Model AREX{1) je specijalni slulaj autoregresionog modela
sa slucajnim koeficijentima ( RCA model: random coefficient

autoregressive model), 1 moZ2e biti napisan u obliku:

Ako je o = 3 u modelu AREX(1l), zajedniZka raspodela para
sludajinih promenljivinhn (ﬁt,Bt) odredijena Jje na slededi

nadin:

A B 0 1
t.\ L
3 0 o) (3.2.2)
3 q

Pri tome su sludajne promenljive ﬁti;E% nezavisne od xt 1
od Et'

Posmatrani model Jje potpunc odredjen ako 3su  zadati
pgramatri po, pi i 3, 1 to su parametri koje <Zelimo da
ocenimo na osnovu jedne realizacije posmatranog procesa.
Postupak koji demo primeniti sliZan je onom koji Je copisan u
[10], gde je dat nadin ocenjivanja parametara NEAR(2) 1
NLAR(2) modela.

Iz zajedni&ke raspodele (3.2.2),Koristedil oznake:

a= EA, o= DA,
1 L 1 t

dobijamo :

- - — 2 -
a = B(1-p ), o=B (1-p )o_.

Fa

Ako odatle izrazimo 3 i po, i ako a1 i .01 nredstavl jaju

) M~
ocene velidina a p1 01, dobidemo i ocene 3 1 P, U obliku:

e R R 5?
P b -




. 4‘\2 My

o +a 01
3= , pP_ = . (3.2.3)

a C +a

{ 1 1
i te ccene ¢e biti konzistentne 1 asimptotskil normalne, ako
s8 Za a i 0; mogu dobiti ocene sa takvim svojstvima. Naka
1

2 ) ,
je Extmn , Ext = M. Umesto Jjednaline (3.2.1) posmatracdemo

odgovarajudi centriranl proces:

X - = A (X - + E7, 3.2.4
L " J;L m) Et (3 )

de je = (A~ 1l)m + B , Ef’=2 0, ali A 1 de sad
G J Et t Lfl EI. t Et

biti zavisna sludajne promenljlve.
Neka Je fti o-algebra generisana {X ,s=2t-1}. PosSto su
- 5
{&’,s2t}, {ﬁa,SZt} i {B ,s2t} nezavisne od {X , sXt-1} 1iz
s s s
(3.2.4) sledi da

E{(xt-m)/ft—i} = ai(xt_i-m)__ (3.2_.5)

Pretpostavimo da imamo vreadnostl procesa xx.za t=1,2,...,n 1

L

neka Jje a1 ocena po metodi najmanjih kvadrata dobiljena

minimiziranjem uslovnog o&ekivanja:

n ~
2
tgz[(Xt—m)*E{(Xt-m)/fL_i}]

Na osnovu (3.2.5) ai postaje:

™ o

(Xt_m)(xt -m)

t=2
1 2

Y (Xt_ ~ m)

4
t=2

(3.2.6)

)
1

)

Dobijena occena za a1 ista Jje kao 1 ocena koju dobijamo

me todom momenata, 3 abzirom cda b= a1 vradnost
autokorelacione funkcije u tadki 1 za posmatrani niz xt' Da
bismo dobili ocenu za 01 koristicdemo meatodu naimanjih
kvadrata primenjenu na uslovno matematicko ofekivanjia.

pd .
Pogmatramo proces vt= ut, gde 3]

U = X - E(X /T .
L ( t./ t-—i)

e

‘Ukoliko bi ﬁt i B bile nezavisne sludajns promenl jive,

vatilo bi
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Hl

" ’ | | |
E(v /f DA - X+ DB ‘ (Z.2.7}
( L/- L—1) t L -4 ( tE.L)

= obzirom da iz pretpostavke o neravisnosti sledi 1:

2 2
D(B = 1—-a DX - E{X o,
( LEL) ( 1) L - t) £
iz (3.2.7) dobijamo:
- 2 2 2
E{v /T = O X + 1-a DX - E(X )T,
( L/ t-—i) 1 t-% ( 1) i ( L) i
i stoga sledi:
lg! h
- 2 2 2 2
- E{v /T = H - © (X - EBE(X :
L (v- €(v/f 1= L (- o X = g
t=2 t=2
gde Je
H = v - (l-az)DX = (X -a X -{1-a )EX )z_ ’l-az)DX
t t 1 L L1 t-1 1 1 . 1 L

-

Zamenjujudi a1 odgovarajudom ocenom dobijamo ocenu Ht Za HL.

no A
s e : 2 2
Sada moZemo odrediti minimum izraza: } (H{- cu(xti—M)),

t=2
i dobiti ocenu :
n.ﬁ.
TH (X2 - M)
- iz bt t-1%
o, = - - . (3.2.8)
X - M)
L (X,
t=2
Ilustrovademo ovu matodu ocenjivanja koristecl

modelirane:vredn03ti AREX(1) procesa. Modelirane vrednosti
su kKorisdcene umesto resalnih da bismo 1istakli sam proces
ocenjivanja parametara, dok bismo radec¢i sa realnim podacima
prvo morali razmotriti problem 1izbora modala 1 probleﬁ
odredjivanja reda modela ( u ([15]), &ime cemo sSe baviti u

delu 3.3. Neka Jje marginalna raspodeala za niz XL

eksponencijalna sa srednjom vrednos<dy 1. Modelirali smo
vradnosti AREX(1l) procesa sa parametrima: p°=0.4, p1:0.35 1
3=0.7, koji zadovol javaju uslove (2.4.2°), 1 za koji Je
korelacija izmedju ﬁu 1 Bt jednaka -0.07, pa <e izvedeane

formule mogu primeniti. Imamo da ja za izabrani primer:
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™ N 2
T (x ~1){x -1} LH (X -=2)
t -1 - L L -
=2 t=2
2y 2 9y 2 2
X - 1 (X - 2
L ! t -3 ) L L-1 /
t=2 t=2
Ocene za p 1 3 dobijene su pomocu (3.2.3), (3.2.58) i (3.2.8),
Q
dok amo na osnovu relacilje P(Xt= ﬁxti) = qi occenili ql.

Dobijeni rezultati su oredstavljeni u Tabeli 1. Diskuslija o
brzini konvergencije ka stvarnim vrednostima Je analogna je

onoj koja je data u <lanku Karlsen , Tjostheim (1988), [10].

Ocenjene vrednostl

Obim ; - E -
uzorka 1 po qi
700 417 375 .867 .213
200 . 435 . 350 670 252
1100 427 . 349 .655 . 234
1300 425 .360 .664 .235
1500 .402 .u77 .646 236
Tabela 1
Ovde smo pretpostavili nezavisnost ﬁt 1 Bt’ i dobili
ddgovarajuce formule, koje se wmogu primeniti 1 Kad Je
korelacija medju slugajnim koeficijentima mala. Sada demo

izvesti odgovarajucde formuls u slucaju zavisnosti A 1 Bt'

Uz iste oznake kao i ranije imamo:

N 2. 2
E(u f o X
( L/ t-i) 1 t-1

E(Atat) - E(At)E(Bt).

+ 2 X E c + D(B & ),
t-1 (Et) 12 ( t“‘t)

da je ¢ =
a J 2

imacemo da Je:

Zbog zavisnosti At i Bt

2 2
ACRED DX(1-a ) + & E(X").

. . 2 . -
S druge strane se pri izradunavanju E(xt) dobija, uz oznaku

= B ), d =R
a, E( t) a je
y 4
E{X 1-E(A = 2eX-EZ (0 + a + E(B
(x*) (1-e(A D) 2o, +aa) + E(BL)
tako da odatle moZemo 1izrazit: c&z prako poznatih i

ocenjenih velidina.
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Sada 1mAamo:

™ ™

T (v - E(v /f NET (- on)?
=, t vo -t _tﬂz. t 1 V07

gde je H; = H , dok je

2 4 2.
h = X + E(X ) - 2 X E(X )/E(X).
L t—1 -1

Tako sada umesto formule (3.2.8) imamo (3.2.8°) gde su

Hti.tu zamenieni ocenjenim vrednostima:

N .. o~
Z Ht hL
t=2

En
t=2

(3.2.87)

Q
]|

Za proces AREX(1l) sa eksponencijalnom &(1) marginalnom

.. 2
raspodelom ¢e biti htz (Xti-z) - 2.
Navedeni postupak delimid¢no resSava problem ocenjivanja
parametara AREX{(1l) procesa: konvergencija ka stvarnim

vrednostima parametara Jje spora, a gcsna  za q1 zavisil od

ocene za 3. Takodije Je za neke dopustive viraednosti
parametara standardna greska ocene velika. Stoga <emo sada
razmotriti moguénost ocene me todom maksimalne
verodostojnosti (MMV). Owvu metodu je, za specijalni slulaj
NEAR(1l) procesa proutavao Raftery u radovima iz 1980 1 1981,
gde su dati neki teorijski aspekti ocenjivanja pesmatranog
procesa métodom maksimalne varodostojnosti. Numarilki
pristup MMV za occenjivanje NEAR(2) modela srecemo u radu
Smith (1988). Uz odgovarajude izmene, koje proizilaze 1z
razlike modela NEAR i modela AREX, taj postupak se mole
primeniti i na AREX modele. To <emo ilustrovati na primeru

AREX(1) modela:

Et P

X = + ' '
L t-1¢ tt P,
th_i K
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pri femu Je raspodela 1npovacloneg niza 1zabrana tako da

marginalna raspodela nlza KL ouds eksponencl jalna = a
srednjom vredngoiCu 1| (tvrdjenje iz dela 2.4 ). Kako jJe XL
jednostavna linearna kombinacija nezavisnih slucdainihn

promanljivih proces je pogodan za simulaciju. Za AREX(1)
proces sa stvarnim vrednostima parametara:
a=0.5, 3=0.4, p°=0.3, pi=D*5,

modelirano je 99 vrednosti. |

Koristili smo RAN1 generator pseudoslucajnih brojeva
Eé}. Uobilajeni generatorl pseudosludajnih brojeva zasnovani
na linearnom kongruentnom metodu daju niz pseudosludainih
brojeva kod koga moZe postojati wvelika korelacija medju
susednim Clanovima. Stoga su razmatrani razni generatori
koji imaju manju Kkorelaciju medju susednim <lanovima. Jedan
od tih generatora je 1 RANLl, videti u dodatku, kojim se niz
pseudaosludajinih brojeva dobija pomoduy tri standardna
generatora. Sve funkcije koje su bile : potrebne za
modeliranje nizova vrednosti izabranih AREX procesa 1 za
ratunanje funkcije verodostojnosti napisans su u MATLAB-u
varzija 3.05.

Parametarski prostor je predstavljen na slici 5a,

pri demu su za p 1 pi uzate njihove stvarne vrednosti, dok
Q

na slicl S5a imamo parametarski prostor pri  fiksiranom p
o

Modelirane vrednosti izabranog procesa date su na slici &

Vrednostl autokorelacione funkecije za niz XL, oznacene

sa pk, date su izrazom: ‘Ok = (qiﬁ+p1a)k, tako da pi daje

eksplicitnu ocene za a = q1[3+pia, ali nemamo mogudnosti da

odatle dobijemo ocena sva &etiri parametra: «a, 3, p 1 p1
o

posmatranog AREX(1) procesa. Stoga demo razmotriti drugu
mogud¢nost ocenjivanja, zasnovanu na primeni funkci e
verodostojnosti.

Praetpostavimoc da imamo podatke xi,xz,.._,xN. Tada moZemo

izradunati uslovnu gustinu raspodels za Xz""’XN pri datom
Xi u obliku:

N

]_T p(xh|xn_1) . (3.2.9)

n=2
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C O O 0O O O O O O O O

Tj’b (&)
1- £ !
7 4 /’(?
/ | (
| e
/I
/
4l
/I
/] |
| ﬂ i I
A;(ﬁ:ﬁ L] #-P') /‘ | .
/ A 4/ |
T = - i
0 - N : &
YA 4.0) N {1, Prrga)
P
2
—_
A5 =
0 d
A (4.4.0)
Slika 5. {a) Parametarskl prostor pri fiksiranom pg Drema
uslovima (2.4.2), cdredjen je trostranom piramidom DA Azﬁa.
(b) Parametarski prostor pri fiksiranim p 1 p1 Ia
o
AREX(L) proces &iii su parametri; p = 0.2, pL: 0.7, a = Q.5
jw )
i1 3= 0.4. Tacka S odgovara stvarnoj vrednosti parametara,
6 :
i
g - - :
33 I | i %
‘ . 1 i gy i | a My
- ] | NHE
* I e
Hil N
o r}-i-. H J{!ﬂﬂl* PLiTd i I i El_ ”ILIl |1"I;
40 60 30 100
Slika 5. Modelirane vregnostcl AREX({ 1) procesa sa
parapetrima: p = 0.3, p= 0.5, a = 39.5. 8 = 0.4 i
aksqpnencijalncm mar3inalnem raspodelcm 8(1).
Q QO Q 0 o O O Q 0 b
o] Q 0 O Q o) 0 O 0 o}
g =-56.16 Q D O Q Q Q 0O 2
o 7.54 8.20 0 ») 0 Q Q Q O
0O 24.21 25.33 27.00 © o 0 0 0 0
Q Q 23.11 28-?5) 24.21 Q O O O Q
O 0 11.67 19.83 21.30 11.48 0 0 0 0
Q Q -5.78 2.24 &.865 4.43 ~B_.55 s Q O
0 o ~8.20 -0.04 4.70 2.54 -9,32 -~11.54 0 Q
Q- 0 -12.%5% -4.53 Q.02 ~2.09 -13.71 =-13%.28 -16.1% o
0 0 -X.51 =-14.92 -14.52 -15_.31 -~-17.83

o -6.18 -1.82

vradnoati funkcije verodostojnosti za realizactju AREX(L)
procesa koja je predstavijena na slici 6.
Maksimalna vrednost je 28. 7% pri a=0.3, 3=0. 4.

TABELA 3
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1 , < & A~
Imamo F(x )= P{f3X < x ix = X )y = { ,
g n-4i n° n-i r—1

pa funkcija verodostoinostl ima prekid druge vrste (postaje
beskonadna) kad god je x /x = 3. Stoga <emo umesto izvoda
N

n-1
funkcije F(xn) uzeti:

O 4 > , 2o +&
* > X, F ({3\(“_.1 & n-1 )
g (x ) = , za datc £ > 0.
n
1/, x & * . X +£
/ ™ (;3 rn—4 {3 n—1i )
Dalje imamo:
- 4
X Ix = z + +oX | ( ,
p( nl n-4 Xn-i) pog(:nlxn-i) pig(zn n-ilxn— ) ¥ qig "Hn)
Sa:
a(alx__)=8e % (8 /8 P+ (8 /1) Y | 8 15 -5 .
n—-1 Q 1 2 Z o i

Na slicl 7 data je trodimenzionalna slika lcocgaritma funkcije

verodostojnosti:

1n p(X |x ) (3.2.10)
" Nn—1

I""'
i

]

NHZ

LR}

na mrezi tadaka (a,f3) u parametarskom prostoru, dok su p i
0

p  jednaki svojim stvarnim vrednostima za i1zabrani UZOrakKk.
1

Odgovarajuce vrednosti funkcije verodostojnosti su date U
tabeli 3.

Slika 7. Grafik funkcije verodestojrostl u cdnasuy na A i 3,

pri wvragnostima za p i pl koje su jednake SEvarnin
o

vradnoatima tih parametara za realizacijus gatu na slicl &.
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Logaritam funkclje verodostojnostl ima Vv18e lokalnih
maksimuma ko3ji ne mogu bitl odredjent pomody standardnlh
numerickih metoda optimizacije, t]. 1z jecdnacdavanjem prvog
izvoda sa nulom. Takodje je funkcija (3.2.9) funkcija wvise
promenljivih koje moraju zradovol javati codredjens uslove,
koji su dati u (2.4.27). Maksimum logaritma funkcillje
verodostojnostli za dati uzorak mozZe biti odredjen
Nelder-Mead (NM) algoritmem (videti EEJ zZa dataljnija
objasnjenja 111 MATLAB funkciiju nelder.m). Primanocm MM
algoritma na (-L) dobijame najmanju vrednost te funkcije,
recimo m., pa c¢e traZeni maksimum funkcije L piti  (-m).
Algoritam NM daje niz vrednostl koje konvergiraju lokalnom
maksimumu u parametarskom prostoru, ali ss moza uwoditi
zavisnost od po&etnih vredneosti parametara. Stoga SMO

odredjivali maksimum logaritma funkcije wverodostojnosti u

odnosu na p 1 pi, na diskretnom skupu vrednosti za (&, f3).
o

Sve vrednosti za a i 3 u tabeli 4 su oblika x /X , %2 neko
N n-—
n, za uzorak 1. Maksimum je dobijen za & = 0.52, 3 = 0.40, 1

imamo odgovarajude vrednosti p = 0.22 , piz 0.71. Takoc  smo
Q

dabili ocenu metodom maksimalne verodostojnosti 1 uwocavamo
da je bliska stvarnim vrednostima. |
&
B3| 0.52 0.53 0.55

0.35[26.15 23.92 22.01
0.40128.00 25.37 20.5¢6

0.44|24.35 23.31 21.08

Tabala 4

Druga mogudnost primene MMV zasniva se na izgladijivanju
funkcije verodostojnosti (smoothing ). Neka jea &£ 1izabranli

nivo preciznosti . Ako posmatramo stvarnu vrednost x kao
’ N

da pripada intervalu duZ2ine 2& oko posmatranog X , tada
4]
o W gl o

faktor (1/c)e— u g(a]x 4) zamenijujemo slededim:
n-

65




~{a~-&¥yC -{a+L)/C.
r (@ - e /2 , & » &£

- -{a+L) /7
(i/c)e “z (1 - e “ c)/25: . &£ < A& < &

. O , a4 < =&

i tako dobijamo novu funkciju verodostojnosti koja Jje samo
aproksimacija stvarne funkcilje verodostojnosti. Na taj nadin
smo izgladili funkeiju verodostojnosti , ali Je zadrZan
njen osnovni oblik. Na slici 8 je data izgladjena funkecija
verodostojnosti za razne vrednostl nivoa &, za posmatrane
podatke.

Kada je & = 0.05 funkcija verodostojnosti Je 3JosS mnogo
“o&tra’, ali vad &= 0.1 daje zadovol javajuci efekat izgladje-
nosti. Sada moZemo primeniti Nelder-Mead algoritam za
odredjivanje ekstremuma tako dobijene izgladjene Tfunkcijs
verodostojnosti. Za 8=.1 Jje tako dobijena ocena za o, zZa

uzorak 1, Je o= 0.423.

25})

20

19

‘_‘G -~ " . L " il .
D .1 Q.2 0.3 Q.4 0.5 0.6 o7 1.3 o9 i

Slika 8. Izgladjivanjes funkcija verodostojnosti za posmatranu

realizaciju AREX(1l) procesa, za razli&ite vrednosti &:
(-~} 8=0., funkcija verodostojnosti, basz izgladjivanja 1 sa
izgladjivaniem: (~) pri 20.05 i (-.) pri &=0.1.
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1.3 Odredjivanje reda AREX modela

»

Problem izbora adekvatnog reda modela je Jedna od csnovnih
etapa u procesu identifikacije posmatranog modela. )
literaturi postoji veliki broj kriterljuma 2Zza cdredjivanje
reda procesa AR, MA 1 ARMA tipa, ako je inovacioni proces
sa normalnom raspodelom.

Kod standardnih ARMA modela problem izbora reda modela
je praktiéno resen. U preglecnom Alanku Goojier J.G. 1 drugl
(1985) nabrojane su razne metodce odredjivanja reda procesa,
njihove prednosti i mane, medjusobne veze raznih metoda.
Medju tim kriterijumima su 1 FPE (Akaike, 1969}, AIC (Akaike
1973}, BIC (Schwarc 1978), CAT (Parzen 1977), Shibata
kriterijum (1980), Hannan i Quinn (1979) u kojima se red K
modela odredjuje na razlidite nagine , all uvek na bazi
ocene variljanse inovacionog niza. Poznate su algebarske veze
madiu pojedinim kriterijumima. Kod navedenih metoda su
potrebne ocene parametara procesa pri izmeni pretpostav-
1jenog reda procesa. Za ARMA procese Sa gausovskim 1novacil-
onim nizom poznate su asimptotske karakteristike cvih
kriterijuma. Ako se red procesa ¢iji inovacioni niz nije
gausovski odredjuje ovim metodama, kao u radu Z.Kovad&id [11]
gde sa za raspodelu inovacionog niza uzimaju simetricne
raspodele: Ko&ijeva raspodela 1 logisticka raspodela,

koriste se uobicajene definicija ovih postupaka 1 simulacil-

jom utvrdjuje i uporedjuje robustnost metoda.

Kod odrgdjivanja reda AREX procesa opredelill smo se zZa
LzVv. ugaonu;metodu (corner method), u kojoj se Koriste ocene
vradnosti autokorelacione funkcije. U izabranoj metodi nisu
potrebne ocene parametara procesa na o0snovu realizacilje.
Razmotricemo teorijske aspekte izabrane metode pri oceni
reda AREX procesa 1 za simulirane vrednosti na primery
jednog AREX procesa prvog reda 1 jednog procesa drugog reda
dati ccene reda procesa.

Naka pk arna®ava vrednost k-tog koeficijenta korelacije

posmatranog procesa. AKO su poznate vrednosti X1’ xz, c .,

XN procesa tada pk ocenjujemo izrazom:

&7




R

~ M-k *k
o = L=1 (5.3.1)
. 1 N - 2
— - X
NZ (Xt )
t=1
do je X= (X +X +...+X )/N
g J (1 , N)/
Postupak odredjivanja reda procesa wugaonom metodom

podrazumeva da se prvo izradunaju determinante:

ey Pios Pz " Pl

Pivs B Py CT T T2
a(i,3) = Pivz P B T 'Oi.-j+3

J:}11.+j--5. pi.+j-z pi.+j-3 e Py

za vrednosti i,j=zi,L, a zatim se formira Sema:

A A A ... A
11 12 13 1L
A A A ... A
21 22 23 2L
A A A ... A
314 32 33 31,
A A A ... A
L4 L2 1.3 LL

pomodu koje identifikujemo red p Jednog AREX{(p) procesa ako
su elementi prvih p kolona i prve (p-1) vrste razliliti od
nule, a ostali elementi u %emi Jjednaki null. Dokazacemo oOVO
tvrdjenje za AREX{1) i AREX(Z2) processe, racunajudi teorijske

vrednosti kpeficijanata korelacije pk i vrednostli dstermina-

nanata A .

L)
Za ﬁREX(l) proces imamo da Je poz 1, pk= ck, gde Je c
konstanta c = ap1+ qu. Stoga Je ﬁki = pk= c:k, k= 1,2,...,
dok je ﬁu = 0 za svako 1 1 za Jj*1. Dakle, teorijski, 3Sema

kod AREX(1l) procesa jo oblika:

A #=0O 0 0
11

A =2 Q O 0
2

1
A #*0O 0 o ...
a1

- w =

Navodimo primer: modeliranc je 100 vrednosti AREX{1) procesa
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sa parametrima p =0.3, pizo.S, az0.5 1 [B=G.4. Ma OSNOoVY
o

modeliranih vrednosti po formuli (2 .8 .1} ocenjene su

Y L)

vrednosti pk 1 dobijero je p = 1, 9110.4084, ;E:O.lSTl,
o |

y oy, -,

p,=0.0382, p =-0.0707 i p_=-0.0895.

Kada 1zradunamo vrednosti determinanata A sa ocenjenim

-~ Ll

vrednostima o, dob1l jamo:

0.4084 0.0297 -0.0044

0.1371% 0.0032 -0.0023

0.0382 0.0112 0.0026

Uocavamo da su elementl druge 1 trede kolone bliski

ocekivanoj vrednosti.

Za AREX(2) proces imamo da vaz2i p,. = c o. + ¢ p,
J 1 ;-4 2 -2
jz2, dok je poz 1. Stoga ¢e A  biti jednako O ako e 122
L)
j23. Dakle, teorijska Sema za AREX(2) proces 3je oblika:

A #0 A #0 A #0 A #=0 ...
i1 12 i3 14

A #0 A &0 0 0

21 22

34 32

» & o

Primena ovog metoda na modeliranu seriju AREX(2) sa

parametrima po = 0.3, p1 = 0.48, pzz 0.02, qiz 0.18, qzz

0.02, &« =0.51 3 = 0.4 daje sledac¢e rezultate: ocene

vrednosti koeficijenata korelacije su: p = 1, o, - 0.2549,
Q

pzz -0.088,793: -0.03%5, p4= 0.1215 1 PB:' 0.1525, dok Su

vradnosti determinanata u Semi

0.2459 [10.1530 0.0265

-0.0880 0.0178 0.0Q177

-0.0395 0.0123 0.0056

U opStem sludaju, kad razmatramo AREX model reda p,

mozZzaemo zakljuliti na osnovu relacija medju pk koJje slede iz

(2.2.2) i1 osobina desterminanta da ¢e teorijski %Sema za

ugaonu metodu biti oblika:

&9




T 1 2 -1 p pti - L

1 A A A A A A

A A ... A A A fa

p;l A i A A A

o A A .. Fa 0 o

D+ 1 A fa A A o . O

L A A . A A C ] O
Tabela 2

( A oznalava velitipnu razliditu od nule )

U delu 4 ugaona metoda ce hiti primeniena 1 Za
odredjivanje reda procesa pokretnih sredina.

Sada cemo razmotriti metodu slidnu vec opisanoj, ali u
kojoj se koriste vradnosti korelacione funkcije Za
formiranje Seme pomocu koje odredjujemo ocenu reda procesa.
Naime, koris&dcenje koralacione funkcije nam omogudava da
dokazemo asimptotsko ponasanje seme koju koristimo. Naravno
da ni u ovoj metodi ne zahtevamo ocenu parametara procesa,
Sto je pogodno Za AREX procese.

Ovaj postupak za selekciju modela Jje jedan postupak sa
prepoznavanjem odredjenog oblika, 1 stoga ima sli&nosti sa

Box—-Jankins metodom Za identifikaciju ARMA modela.

Neka yk oznadava vrednost vrorelacione funkcije U tadki

k. Formiracemo determinantu:

YL -1 1-2 e ¥ j*t
?1+1 L ?bd S i-j+2
A . = : . . 3.3.2)
8 ¥ L+2 1+4 2/i. yi.-j+a (
“Vi.-rj-i ri.+j-z ?"L"i'j-'a "o “Vi.

a zatim i A- Semu:

. .
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>
>
[

11 12 13

A
1M
A A A .
21 22 23 2M (Z.Z.3)
A Pa A .. A
31 22 33 AM
A A A ... A ..
L.t L2 L3 LM

Dokazacdemo sledede tvrdienje:
T1. Za AREX{(nY model teorijski izgled A-Seme je

| 2 ..p1 p ptl1 .. M

1 A A . A A A .. A
2 A A A A A A
p-1 A A WA A A A
p A A .. A A 0 LY
p+1 A A .. A A o . 0
L A A .. A A O .. O

sde A oznadava broj razli¢it cd O.

Dokaz: Kako Je: yh = E(Xjﬂ_ )y - E(XL}E(XH_), imamo da je
A +

h h

(videti u delu 2.)

n
= ' 3.3.4)
/4 }_: E(ﬁ”) N ( 4)

gde su Ar sludajni koeficijenti iz reprezentacije AREX(nNn):
J

X = A X + B .
L Ly ot=j LEL

posle jednostavneg izracunavanja, na

S obzirom da: Y ¥

-k’

osnovu oscbina determinanata sledi da je A = 0, za 1 2 p,
L]

3 2 pt+l -

Kada se korelaciona funkcija u tadZki Kk, yk zamenil

uzorackom korelacionom funkcijom, na osnovu uzorka obima N

X 37X 4 vuu 5 X .
i 2 N
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gde je X =

da sa dokaze da 38 ﬁi

kad N =+ .

T2. Ako je AL

Dokaz. Radi jednostavnosti dajemo dokaz za &2

ECA
L

jednostavno prenosi 1 na op3ti slucaj. Imamo:

J

..A.
L

(KX +X + ..
i 2

X /N
<

Imamo tvrdienje:

; determinanta (3.3.2) gde su velic¢ine

Ea”

Zzamen jene sa Yy iz

-

W~ X)(X =X
? ( L ) L+k )

imacemo A umesto A 1 moZe

(3.3.5>, 1 ako

j) -+ O, N »

yh+0,h+a},

3

asimptotski nepristrasna ocena za 4 .

L

g

K

tada

ali se idela

Y, ¥y ¥ Y2 ¥y
E(ﬁzaﬂﬁza = E Ve ¥, Yol T 173 7, -
Y, Vg ?2 Yo 73
Yo ¥4 L Y2 Yy Yo Ya ¥y
= B Ys 72 Yy g 75 y:l. ¥ ?3 ¥
|
74 Y ?z Y . Ya Y, ?4 ¥
Y, Y, ?"o ?’2 ?’1 J’O Y, ¥,
B ?3 Yo ¥4 ¥ ya v, ri ) ?3 s Yy -
?4 ya ?z Ye Y3 Yo ¥s ?3 72
| ?2 Y, ?o' L ?z ?;“ ?1 Yo Y,m ¥, ?1 Y o1
= E f| ¥, ¥, YUt LYy V¥, VT Yy Yy Y Yy
Y, ¥y ¥, 0, Y. Y4~ Vg ¥, YoV, Yy ¥,
Dalje, posto Jje ]yk| <7, i |yk| I SUE koristedi
avojstva matematidkog ocekivanja 1 2injenicu da 1z yk +» 0,
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k » o sledi E( yk~ Y.y -+~ G, M 0w, dobijamo da za prvu
4

determinantuy vazi:

TZ ' y - v - ~ - -
o° y. ¥ Y. v
- ~ - - 3 2 - 2 1
- = E - — -
£ ra 72 ri yi (yo Yo) - ~ (?1 71) B ; ¥
~ ~ o 7y 7, R
Y4 ?3 yz yz
h
+(h )?’2 }’1 0 N -+ @
-— . I -
72 Yz ~ ~ ,
?3 Yz -

s1icno je i za preostale dve determinante, pa je tvrdjenje
dokazano.

Primetimo da je za AREX(1l) odcigledno da yh + 0, kada

h =+ 0.
7a AREX(2) &ija Jje reprezentacija u obliku Sa

slucajnim koeficijentima:

X = A X +A X +BE.
t t1 -1 t2 t-2 t 't

imamo da Je: 7\, :Ef-\u-yh_i + Eﬁtz.?h-z' ReSenje te diferencne

jadna&ine daje eksplicitni oblik za yh:

-c:gh + C h
yh 171 zgz ’
+ - 2 172
de su: = (EA - G)/2 , G = EA + 4EQ 1 C
g 91,2 ( t1 )/ (( ti) tz) 1,2

konstante koje se izraZavaju u funkciji parametara procesa.

Na osnovu toga, ako vaZ2e uslovi:
S 1
£(A ) < 1/16, 2b - a < = i 2b + a < =
t2 : 2 yd
0

-+ F z
da je: a = E(A 1 b = a+ 4E(A onda
g 3 ( ti) ( tz) v,

U praksi c¢emo imati A-Semu sa ocenjenim vrednostima
determinanata A ., tako da c¢a A-8ema bitl samo aproksimacija

)
teorijske Seme. Ilustrovacdemo to na primerima.

(i) Za AREX(i) oroces sa parametrima: p =0.3, pi=0.5, a=0.5
o
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i Rz0.4, modelirana su dva uzorka, orvi sa N = 100 opservaci-

ja, a drugi sa N=300 opservaclja. U prvom slufaju vrednosti

o

uzoracke korelacione funkcije su: v F 1.0041, Y, T 0.4358,

iy Y o™

y =0.0360, y =-0.0012, y =-0.1354 i ysz—o;looz. U  drugom

sludaju ocene vrednosti korelacione funkcije su: y = 0.9768
. F e L o

Y,: 0.4037, v = 0.2142, Y 0.1527, Y, ©.1054 1 Y= ~-0.0082.

P ¥

o

0.43358 0.1538 0.0509%

0.0360 0.0018 =~0.0207

-0.001% 0.0049% 0.0078

A-Sama za MN=100

0.4037 (-0.0462 0.0362

0.2142 1-0.01538 0.0013

O0.1527 0.0008 0.0013

A-Sema za N=z=300

>

(ii) Za AREX(2) proces sa parametrima: p = 0.3, p_ = 0.48,
= 0.02, g= 0.18, g= 0.02, a= 3= 0.5 1 &
1 2 1 1

0

2

imamo na osnovu 100 modeliranibh vrednosti:

1.4367, y = 0.4579, y = 0.1872, ¥, 3 -0.0648, y =-0.0086

i S
H

o

i y =—0.0640. Odgovarajudca A-Sema je:

0.4579 -0.0593 -0.2545
0.1872 0.0647 0.0242
-0.0648 0.0058 ~-0.0045

A-Sema za N=100

oy

Na osnovu uzorka obima 300 dobijene su ocene: y = 1.0166,
Q

C ] Py, P

y = 0.3812, y = 0.0885, y = 0.1079, 7 = 0.0885 i 7, =-0.0040.

i A-Sema:

o 0.3812 0.0353 0.0856

0.0885 ~0.0333 C.0101

| 0.1079 0.0038 0.0027

A-Sema za N=300
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4 PROCES POKRETNIH SREDINA MAEX{N) PROCES

4.1. DEFINICIJA I OSOBINE MAEX PROCLESA

U dosadaSniem izlaganju razmatrall smo svoistva AREX(n)
procesa n-tog reda autoregresionog tipa. Sada cemo
definisati proces pokretnih sredina takodjes kao proces sa

sludajnim koeficijentima 1 razmotriti neka njegova svojstva.

Novouvedeni proces de se takodje formirati od niza
nezavisnih slu&ajnih promenljivih sa istom raspodelomn.
Najpre <¢emo pretpostaviti da je to eksponencijalna

raspodela, a zatim ispitati svojstva posmatranog procesa 1
kada je raspodela slucajnih promenl jivih inovacionog niza

neka druga raspodela vezana za gksponeancil jalnu.

Definicija. Proces pokretnih sredina n-tog reda MAEX(n) dat

je formu1om

Et , sa vearovatnodlom o
,
l QEEL~1+ ft , sa verovatnodom P, a1
Xt = 4 ﬁift-i , sa verovatnodom a, S
L ahf;:;+ EL , Sa ve;é;atnDCOm pn
ﬁnft-n , Sa verovatnocom qn
gde je ft niz nezavisnih Jjednako rasporedjenih slucajnih
promenl jivih, dok su parametri ak 1 ﬁk'a (0,1), k=1,...,n.
Zbir vearovatnoda Jje po+ p1+ q1+...+ pn+ qnz 1.

" Naziv MAEX je skradenica od Moving Average process with
EXponential marginals {proces pokretnih sraedina 59

aksponencijalnom marginalnom raspodelom ).

Niz {Xt} formiran je na nadin slican onom kod AREX(nNn)

modela, ali ima odlike procesa pokretnih asredina. Razlog za
uvodijenje ovog modela Jje detaljnije prouctavanje serija koje

nemaju normalnu marginalnu raspodelu.
- ‘Razmotrimo najpre proces pokraetnih sredina prvog rada
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oblika:

f ft ' po
XL = 4 ﬁft—¢+ ft , P, (4.1.2)
\ ﬁzt-i ’ 9,
gde su slugajne promenljive ft nezavisne sSa jednakom

asksponencijalnom raspodelom E(N)Y, A>0.
Iz (4 .1 .2) zakljucdujemo da su sysedni <¢lanovi niza

Ext} korelirani. MoZemo wuoditi da (4 .1.2) predstavlja

Jop&tanje EMA(1l) procesa, (Lawrance, Lewlis, 1977):

38 , sa verovatnodom 3
L

ﬁ5+-8_1, sa verovatnodom 1-83
[ L+

gde za parametar (3 vazi 053<i. U navedenom radu razmatran je

samo slu&aj eksponencijalne raspodelie oromenljivih & .
L

7a model MAEX(1) dajemo neka svojstva: uslove pri kojima

je raspodela procesa medovita eksponencijalna i mesSovita
eksponencijalna sa negatlivnim koeficijentom, odredjujemo
maksimalnu vrednost koeficijenta korelacije susadnih

lanova niza Xi, odredjujemo zajedni&ku dvodimenzionalnu

raspodelu za X i X ]
t t+4

Takodje jie dat postupak za dobijanje raspodele sume

T = X1+ Xz+...+ ¥ . Razmotrena su neka uslovna matematidka
r r :

olekivania i problem odredjivanja reda ovoga procesa.
Razmatrani model MAEX(1l) pripada Kklasi procesa sa

slutajnim koeficijentima i moZ2e biti napisan u obliku:

X = A + B ’
t tzl—i tft

gde su slud¢ajne promenljive A, 1 Eﬂ- zavisne pri s=t, a
nezavisne u ostalim slucdajevima. Zajednidka raspodela ovih
promenljivih ista Je Kkao zajednicka raspodala -sluéajnih
koeficijenata u A@AREX(1) procesu. Zbog takve strukture
procesa jasno je da mnoge teoreme koje vale za linearne
procese ovde ne mogu biti primenjens.

Koristeci svojstva Laplasove raspodele moZemo utvrditi koje
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uslove treta da zadovol javaju parametri da bi raspodela

procesa pripadala odredienoj klasi raspodela.

Najpre cemo odrediti marginalnu raspodelu MAEX(1)
nrocesa X ako Je poznatia raspodela <sludajnih promenl jivih
Niza Et" Neka je raspodela EL eksponaencijalna sa sarametrom

X i Laplasovom transformacijom AN (A+s).

Koristedi Laplasovu transformaciju 1z (4.1.2) dobilamo:

$ (s)= p B _(s) + p &, (3s)% (s} + g2 _(s).
X o 1 i

4 4 4 4

Na osnovu osobina potpuno monotonih funkcija 1 Bern&tajnove

teoreme zakljudujemo da <ce éx(s) uvek bilti Laplasova

transformaciia neke raspodele. U slucaiju da Jje raspodela za

EL eksponencijalna dobijamo:

g (s) = MOAFS(Bp_+q )/ CIA+S IAHES ),

Ako vazi uslov f3p + ql > 3 inverzna transformacija daje
Q

mesSovitu aksponencijalnu raspodelu

E(N) , Ai

E(N/B3) , 1-AR

1

gde je ﬁi verovatnoca ﬁiz(l-ﬁp -qix/(l—ﬁ). U suprotnom
o

slucaju, ako dati uslov ne vaZ2i, raspodela za Xt ce biti

mesovita eksponencijalna sa negativnlm koeficlijentom.

Takodje MOZamo utvrditi uslove koje treba da
zadovoljavéju parametri procesa MAEX(1) da bi raspodele
inovacionog niza 1 samog procasa bile verovatnosne medSavine
eksponencijalnih raspodela.

Neka je raspodela za ft masovita eksponencijalna oblika:

A, sa verovatnocom a

1 1
ttz , (4.1.3)
Az’ sa verovatnocom az
gde su ﬂi i 92 nezavisne slugajne promenl jive 33
eksponencijalnim raspodelama 8(X), Auﬁkz,e%f a_= 1, a> 0,
J J

j=1,2.
Tada yaZi tvrdjenje:
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Ti. Ako je raspodela inovacionog niza procesa MAEX(1) datog
formulom (4.1.2) oblika (4.1.3) i ako vaZe uslovi:

p +p1)\2(>\1*{3L) | ?\2[3-L
Q
- +
(ad YA > O, (b) qi(I,B) ﬁp& YO > O 1
1 2 1 2
—-— + L ] mlin
(¢ ((3?\1 I..'}p1 qi(?\z ﬂki)(i 3y > 0,
gde je L = a A + a A, tada c¢e raspodela samog procesa biti

1 2 2
verovatnosna medavina <etiri eksponencijalne raspodele:

PCX, = AD = b, j=i,4,

gde su sludajne promenljive Aj nezavisne i ima ju

eksponenci jalnu raspodelu 6()\j), j=1,4 , pri cemu je
?\3=R.1/{3 i .\4=,\z/(3. Yerovatnodce b,i su jednake:
1 Paf-k,)
b = N ' J » J=1,4 ,
*‘ i PTG
4 J

gde su polinomi Pats) i P4(s) redom jednaki:

+ + + + + + +
P (sd= p (A X\ + LXOA + BedQh_+ BsXp (A A+ LY\ A +0Ls>

+ qi(l.ikz+;31.s)(?\i+s)(k2+ s) ,

P (s) = ;320\: SYO\+ SXN /3 + XN /B + 8D .

Tvrdjenje dokazulemo primenom Laplasove transformacije na
(4.1.2).

Uslovi (a), (b} 1 (¢c) proizilaze iz zahteva da b  budu
J

verovatnode i saglasni su, 5to se moZe neposredno utvrditi.
U sluZaju da bar jedan od uslova (a), (b) 1ili (c¢) nije
ispunjen, raspodela procesa c¢e bitili meSovita eksponenciialna

sa bar jednim negativnim koeficijentom.

Za kovarijacionu funkciju R(h) procesa )(t dobi jamo da de

biti jednaka 0O ako je !h’>1, kao i kod standardnog procesa
nokretnih sredina prvog reda.

Za a=f3, uz oznaku M=p + p , N=p + q Je:
o 1 1 1
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2
NT ) DE

(fﬂz + {32 , h o=
R(h) = B - DE , no= 1,
0 , h o> 1
pa imamo: p{lle (0,1/2) kao sto jJe slulaj kod standardnog
gasovskog procesa pokretnih sredina MACL ). Pri q1:O
posmatrani MAEX(1l) proces se svodi na EMA(Ll) Droces,
Lawrance 1 Lewis [12]. Za EMA(1l) proces je p(l) € (0,1/4),
pa je u ovom pogledu MAEX(1l) proces povoljniji od EMA(L)
procesa. Na slici 9 je dat grafik p(l) za MAEX(l) proces.
o5 . e AR P 1T ——
I Y
0. 45 ,Liﬁ W it “ i .
0. 4 t ‘H l l‘ - i g
) [l
0. 35 . L ;
! / :
o.zE 11] |
0. 25} 1 1’ %
| ]
0. 05} ‘l‘ i !
odﬁ_“_J s g b g g e ___;éo
Slika$. Grafik vrednosti autokorelacione funkcije u tadki i, kad
se parametri procesa menjaju u okviru paramstarskog nrostora.
Razmotrimo neSto opsStiji sludaj MAEX(1l) modela datog
formulom:
,
< P
X =4{ « + , 4.1.27)
t EL*i ft pi (
\ ﬁztwi ’ 9,
gde a, 3 € (0,1), a inovacioni niz EL ima ista svojstva kao
1 hanije.
Raspodela sume x1+ x2+ ... + X sa za MAEX(l) model moZe
n
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sdrediti. Ovde dajemo postupak odred]ivanja takve raspodele.

Prvo cemn odrediti raspodelu za X1+ xz_ Na ospova (4.1.27) i

pratpostavl jensg nezavisnosti slulajnih promenl jivih
inovacionog niza {Et} zakljutujemo da <e traZena raspodela

predstavljati neku linearnu kombinaciju vise Erlangovih

raspodela. Neposredno izradunavanje dovodi nas do rezultata:

X

‘11'1 aliji b,i
¥ pr = £ (x)+ E (x) + E (x +
*1+><2( ) po[po 2( ) P, 3( ) a, 2( )]

c,1 a,c, b.,a,l
+p[pE(><)+pE(><)+aE(><)]+
1 o 2 1 3 1 3

d a,d b,b
+ E (x) + E (x)} + E (X ,
ql[po j.( ) P, z( ) a, 2( )]

9 's ’ - » [ ] 's

1 X
gde Ek (x) oznaZava Erlangovu raspodelu K-tog reda
koja se dobija kao zbir k nezavisnih slucdajnih promenljivih

sa eksponencijalnim raspodelama sa parametrima s, Jj=1,k.
J

U prethodnoj formuli je: azl/a, b=i/B, c=1/{1l+a} 1
d=1/(1+f3).

Takodje smo, radi Jjednostavnijeg pisanja amatrali da Jje
parametar A eksponencil jalne raspodels sliudajnin

promenl jivih inovacionog niza Jjednak 1.

Ako uvedemo oznake:

v = ¢,V = ¢ + E 1 Vv, =[x, ,

HES J j2 j-1 J i3 ]-14

imamo da Jje:

I r
X + X +,... + X = V ,3a vaerovatnocom ] | ,
tf ] }-:1 k ces KD

gde je nke { 1,2,3 )}, tako da ¢emo u raspodeli zbira imatl

linearnu kombinaciiju Erlangovih raspodela.

Kako samo susedni elementi niza ¥V, mogu sadr2atl iste
n,
J

komponente, navodimo tabelu, koja u zavisnosti od vradnosti

indeksa.ru daje parametre eksponencijalnih raspodela koje

ulaze u Erlangovu raspodalu odgovarajucde sume.

A}
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red Erlangove

N n. raspodele parametri
) j+
1 1 ne menja se 1, 1
1 2 ne menia se 1/(1+¢) , 1
1 3 smanjuljs za |} 1/(1+3)
2 1 povecdava ra 1 1/¢ , 1, 1L
2 2 povaecava za |1 1/, 1/(a+l),1
2 3 ne menja se 1/, L/(1+/3)
3 ] ne menja sS& 1/3 , 1
3 2 povecdava za 1 \/R . Vo, 1
3 3 ne menja se 1/83 , 1/
Tabela 1.

Na osnovu tabele dobijamo naprimer da je raspodela za

Zbir vV +V +V +V Erlangova raspodela <etvrtog reda
12 21 32 43

sa parametrima 1/a, 1, 1/(i+a) 1 1/(1+f3).

Odrediivaniem zajednidke dvodimenzionalna raspodele

susednih elemanataPXE i Xti dolazimo do Jos Jedne osobine
+

karakteristidne za MAEX(1l) proces. Naime, ta raspodela Jje
jedna vrsta dvodimenzionalne eksponenciljalne raspodele, ali
ne oripada nekim ranije razmatranim klasama

dvodimenzionalnih eksponencil jalnin raspodela Jer 1ma

razli®ite analitidke oblike u oblastima:
oax >y, ox < vy, A >y 1 3x < vy.

Zajedni&ku raspodelu za Xt i xti mo¥emo odrediti pomodu
+

dvostruke Laplasove trahsformacije, koja je na osnovu formu-
le (4.1.2°) jednaka:

-aixt.-szﬂ 1
E[} +] =
— 2 -
= p°§(51)§(52)+ popié(si+asz)§(sz)+ poq1§(°1)§(ﬁsz) +
- 2
+ pipoﬁ(aai)ﬁ(si)ﬁ(sz) + pié(asi)§(51+a$2)§(sz) +

+ piqiﬁ(asi)ﬁ(si+ﬁSzJ tqp ﬁ(ﬁsi)i(sz)+

N O

+ap &(fs )8(as NE(s) + a 2(fs J2(Bs,)

Ako pretpostavimo da jJe rapodela za Et eksponencijalna 8(A)
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dobiljamo da je dvostruka Laplasova trans=formacilia racicnalna

Funkcija po 51 1 52 oblika:

Lt i+t

RZP(S.E)
6 1’ 2

(k+$1)(k+sz)(K+a$i)(R+ﬁsi)(R+asz)(h+ﬁsz)(k+51+asz)(X+si+ﬁsz)

gde je u brojiocu polinom 3Sestog stepena po 51 1 Sz'
Dobijena Tunkcija nije simetridna, Sto Je 31 odekivano s
obzirom da proces nije reaverzibilan. Odredjujudi inverznu
transformaciju mogli bismo dobiti trazZenu dvodimenionalnu
raspodeliu, ali J2 ovde mogucde 1 direktno i1zradunavanje.
Naime, traZena gustina je 1linearna kombinacija gustina

vezanlih za slulajne promenljive inovacionog niza:

o
f » = f ] _
X X (x,¥) '}: r‘j j(x y)
t L+ 4 j=1 ,.-
X 2
gde su verovatnode r. redom jednake: p ., pp., g, PP,
o J 2 o o 1 o 1 1 0
L ] ] i ¥ Sti -
Di D1q1 qipo qipi qi a Jgu ng su
2 —Ax+y)
f (x,y) = f (x,¥y) = X e ., X,y > 0,
1 ft’ftﬂ. |
2 -A ~Aly -
fz(x,y) = ff OF + (x,¥) = A e %, a Aty ax}’ v-ox > 0
t’ 1 t+14
~A
ra ¥ ., X 2 y/3
f (x,¥y) = f (x,¥) =
3 £, ~A
.:t ﬁft | Ae ¥/ 3 , X > ¥/f3
-Ay A -AXx ~Ax/
F (x,y)= f (x,¥)= A e - ——( e - e ),
4 , -
O(Et—1+ft Etﬂ 1-a
ako x,y > 0
f (x,y) = ¢ (x¢,y) =
s >
azt—i-‘{t a:t+rt-1
2 |
2 ~(A/OD Ai-QYy =A, 2
AN e " (e YR ie Ty (1-ara”), ax >y > 0
- 2, =A{1-C0 (A0} =X 2
A (e * . e * )& Y /(l-a+at ), vy > ax > 0O

-—
.

fd(x.:sf) = fal.' +E (e (%,y)

t-2 "t t




_ (Kzf(dﬁ)) a—h{x-y/ﬁ}/a E*ky/ﬁ!

akn je x-y/f3 > 0 , inace O
2 =i .a"'lf ‘”}\‘

f7{x,YJ = fﬁf ¢ (x,¥) = AN e B, e j, X,y > O,

t—1 i+t
f (x,y) = f v (x,y) =

, Ot
8 rB{L-i %t+zt+1
ya “AX/ ~A Ay ./
= (N/(B(1-a))) e g ﬁ'(e Yoo™™"%y  ako x,y > O,

-Ax/f3 e-ﬂy/ﬁ

(x,y) = (Kz/ﬁz) e X,y > O

fF (x,y) = T
g ﬁfbd’ﬁft

Zajednicka gustina je jedna virsta dvodimenzionalne
eksponencijalne raspodele, ali se razlikuje od nekih druglh
tipova dvodimenzionalne eksponencijalne raspodele ( raspodels
MarSala Olkina, raspodela A.Kovada , 1 opStija Jje od
odgovarajucde raspodele za £EMA(1l) model.

Na slici 10 je dat grafik takve gustine za MAEX(1l) proces sa
vaerovatnocama pozp;xﬂfl/z, a=1/8 i [3=7/8.

ZapaZzamo razlidito ponasSanje ove funkcijs u oblastima:

y < X/8, /8 < y < 7x/8 i pri y > 7x/8.

Slika 10. Grafik dvodimenzionalne gqustine raspodela za (X ,X )
™ ah & |

za MAEX(l) proces sa parametrima: p = p1= 1/3, a = 1/8, 3 = 7/8.
(]

Jedna od karakteristika procesa Jje i vaerovatnoda
P(Xt<xu1)' Za MAEX{(1l) proces Jje:
2
pO pi qi pO qi
P(X <X = —_— + + — 4+ ADp + B + —
( t Hi) po[ 2 2(1+a) 143 ] pi[ 2~ Py q;] 2

gde je A=1/((1+a)(2-a)), Bz(o+roB3+B)/((l+a)(a+B)) i Ae(;‘;,g), ae(f:,,.w.
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Na slici 1t su date vradnosti ove verovatnoce Ia MAEX{ 1)

broces oblika (4.1.2°), tj. kad Je a= 3.

o. 6 - pom - : — - _ -
. &55? h
? b i
.
0.8 —= I
gl {i i
0.45 T } A e
; | %H i o \  §$5'{

3lika verovatnota P(X < X *za MAEX(1l) proces. kad se

la} nri
parametri menjaju u okviru parametarskog prosiara.

MAEX(1l) proces je takodje Jednostavan za simulaclju.
Izgled trajektorija wuslovljen Je i  vrednoscu pretﬁodno
irracdunate verovatnode. Na slici 12 je modeliran niz od 100

-

virednosti MAEX(1l) procesa sa parametrima p =0.3, piz 0.4 1
O

a = 3= 0.5, U tom sluaju verovatnoda P( xfclﬂji)z C.44.,

3 :

E i 1 n

i r 3 i
4.5 | : M ;

M 1 i
i = ) & -] - h|-‘,....;.. -

Wil l ” LT,

5 IRl | e
0.5 - 1ﬂﬂJ H ]F 1]

il A At

o) 20 40 60 80 1090
Slika Modmlirana realizacija MAEX{l) procesa sa parametrima

p = 0.3, p3 0.4, a =z 3 = 0.5. Teorijski,varovatnocda P(X X )
Q i ™ n+i

ja ovde jednaka 0.44.
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Jadna od karakteristikas procesa jg8 1 uslovno maraematilko
ocekivanje. Ovde cemo datl vrednostl za uslovno matematidko
otekivanje za MAEX(1l) proces oblika ( 4. 1.27) sa o=1. Na
osnovu oscbina uslovnog matematic¢kog odekivanja u odnosu  na

slucajne dogadjaje dobijamo da Je:

E{X X = Z ¢ +c -z ,
( t‘ -1 ) 1 2

d 18 C = + + + i ¢ = 2 T + .
gde J P P rcxi(p1 ﬁqi) , (pi/ f:>‘o)(1:31 (3:::41)

S druge strane, za E(XL| Xt = z) dobijamo takodje linearnu
+

funkciju od z, ali razliZitu od prethodne &to Je posledica

ireverzibilnosti procesa. Naime, imamo da Je:

E( X l X = z)=¢c +c *z,
t t+1 | 4

da je c = + 2 + + , C = + 0.5 + )
9 3 .= P, qiﬁ (po pi)po . (po 01)( qi/ﬁ)

Zapazamo da se c:4 neogranideno uvedava kad 3 + 0, 5to se

mo2e uvideti iz oblika samog procesa.

U vezi odredjivanja reda MAEX procesa, primena corner
maetode (deo 3.3) je moguca. Navodimo, Kkao primer, slucaj

MAEX(1) procesa. Teoretski &ema za corner metodu ce biti:

A A A ...

o o O ...
O o 0 ...

gde A oznalava broj razlicit od nule. <Za modelirane

vrednosti MAEX(1l) procesa sa parametrima p = 0. 3, p1 =0.5,
Qo

a=3=0.5 doBija se 3Sema (ovde dajemo samo gornji levi ugao,

dimenzije 3 x 3 te §eme):

O0.15 -0.0020 0.0177

0.02 -0.0026 0.0001
0.02 -0.0025 0.0024

85




DODATAK

Programi u MATLAB-u verzija 3.05 koji su koriféeni u radu

Program 1. Program Za generisanje nNlzZa pseudoslugainih brojeva

cmocu bLri standardna generalora voii koriste kongruenci ju O
& J J 1%

modul u.

Program 2a. Program za modeliranje realizacije AREX(Ll) procesa =a

eksponenci jalnom marginalnrom raspodelom.

Program cb. Prcgram zZa modeliranje realizacije AREA(Z) procesa =a
eksponenci jalnem marginalnom raspodel onm.
Pregram 2c. Program zZa modeliranje realizacije AREX(1l ) procesa =a

Laplasovom marginalnom raspodel om.

Program 2d. Program za modeliranje realizacije MAEX(l) procesa

¢iji inovacioni niz ima eksponenci jalnu raspodelu.

Program 3. Program 2za racunanje funkclje verodostojnos za

ti
AREX(1) proces, pri fiksiranim vrednostima verovatnoda p 1 P, dok
-

se a i B menjaju u okviru dopustivog skupa vrednosti.

Program 4. Program za racunanje elemenata %eme u korner metodl zZa

ocenjivanje reda procesa.

Program ©Sa. Program 2za izradunavanje teori jskih vradnestl

verovatnoca ?(Xn< Xnﬂj za MAEX(1) proces, kada se parametri

menjaju u okviru dopustivog skupa vrednosti.

Program 5b. Program za radunanje teorijskih vrednostl
autokorelacione funkcije u tazki 1, za MAEX(l) proces, ol lzmeni

parametara u okviru dopustivog skupa vrednosti.

Program 5Sc. Program =za radunanje vrednosti dvodimenzionalne

funkci je raspodele za Xn i qulza MAEX(1 )} proces.
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SR IR A T R 2R S A T B SR

tomrare P Ay On Sl i o R O BRI I R R I TS TR S P U
v i "0 Lo} it pooensy Lray - hegativan
vy e el D s L g Lo dsrsa ganer e
miz2Hn9200; 1al=7/1 dl:iclrﬁd?TE:rmlmifml:
M2=134456:1a72=8121;122=734 0L rmZ=1/m2;
m5:24360;iﬂﬁzd%bl'JPJ*5134Q:

et

iwlz{{ict-idum)/ml-fix{icl~1dun/ml)jrmi;

ixl:((iai*ixl+1ah);ml T1”f{iatfixi+icl}fml))*mi;

L2z (ixl/m2-Fix{1x1l/m2) y*m2;

1xi=( (1 al*1xi4lcl);ml flv((ial*iﬁl+iclﬁfml))*ml;

L3 {ixl/ m3~Fix{ixl/m3))*m3i;
for J=1:n

'%l‘(”iﬂl*i%l+iu});ml~F1w1(1a1*1<*+1cl};ml}9*ml'
ix2=((1az*xix2+1c2 )/ &-*1al(igh¥1 D12/ mR) w2
{32 (Ix1+ix2¥rme )*rmnl
end
ixiz{{ial*ixl+ici/mi-Ffix{{1 HlfoL+1cl),ﬁlj‘*mi;
ixE:((iaz*ix2+icz}/mf—r1%({iaﬁ+¢x +1Cc2)/m2 ) ) ¥m2;
IxT=((1a3*ixI+1ca)/ mI-Fix({1a3¥ix3+123;/m3;I1¥mI;
3= Fix{1+(97¥1xZ )/ m3)
1f 3<=97 & 1>0,
z(k)=r{3);
r{3)=(ixl+ix2¥rm2)*¥rml;
else
end
end ’

end

Program 1. Program za generisanje niza pseudosluéajnih brojeva

pomocu tri standardna generatora koji koriste kongruenciju po
modulu,
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Foanctinn (<, kol . po, ol anl 7 oare<iin, a,0.n)
%[I,Hﬁl,hﬂ,b},EHJSH{EEEfﬁ5A1b1H}

vimode L1 an e virednost 1 SR W oGt

ey zi L)/ (aunipi-piil)¥ai,

n1=( l-mumip))*x{a-n)/(oFrsumip)-arpll)];

rand( uniform’ )
s 1Y = —log(l-rand);

if zersumip),
(1 )zb*wx(1=-1);
else
sl=rand: ksiz-log!ll-rand);
1t zl4<bo,
«(1)=kes1l;
alseilf zl<bo+bl,

<{1)Yz=h¥K31;
alse
w(idzp{l)*a*ksi/sumip);
=iale
if zop(1), x{ijyzaxx{(i-1)+x(1);end
end
end
122 ;

while 1<=n
k=x(1)/x(1-1);
if k>1i,
kol(1)=0;
glse
kol(i)=k;end
1=1i+1;
end
vezsort{kol);
for iz1l:(n=1)
if y(i+1)>y(1),
anz={sn,y(i+1)1;
else,
end
and

Program 2a. Program za modeliranje realizacije AREX{(1) procesa sa

eksponenci jalnom marginalnom raspodelonm.




AR IR L N el A T R R IS VAL

e S ey f) I INCIURT DU DU AN S T AT B {ER 20 L e e A A
ezl 1)

Slopl 2

IO w AR

Gqizpldi;

aZzp(5);

mblipm*{a+b)+mlkh+ﬁ2*a:

mh2=pot+tpl+pl;

blzmbl/ (po¥ako);

h2zmbD/ (pokxa*i);

Hmr:Eqrt(bl*bi*d*bEF;

azz-(~bl+kor /2
a3z-(-bi-kor)/ 2

r

X

vr2=(l-a*az)*tl—bﬁaz)*mlﬁil-ﬁE)*{l—D*&E,-q2¥{1~d?jtil~a*a2};
vrsz(l“a*aﬁﬁk(i*b*azﬁuql*£L~33)*f1ﬂb*a5h#q?ﬂi1waﬂ)*’Laa*aii;

disp{’vr2’)
digsp(’vri’)
rand( ‘uniform )
if vr2<0 & vr3>o,
prl:(lwa)*ﬂl~b)ftpa*a*b*(aﬁml}*iafﬂl?3:
prE:er/(aE*pO*a*b*il“aﬁ)*{aﬁ“&ﬁﬁ);
prszvrs/(aS#po*a*b*{1*33)*{32*33?);
x(l):-log(l~rand):
x(E):*ng{l—rand):
for tz=zZ:n
zi=rand:
if z1l<gl,
«<{ t)=zaxx{(t=-1);
aeleseif zl<(gl+taZ),
x(£)zb*x(t=2);
alse
z2=rand;
z=rand;
1f z2<pri,
ksiz=—log{l-z);
elseif z2<{prl+prz)
ksiz-(log(l-z)})/a2;
else
ksiz—-{(log(l-z))/a3;
and
and
if z1<{ql+qg2+tpo},
x(t)=ksl;
elseif zl<(gl+gl2+po+pl),
w(t)=zaxx{t-1)+ksi;

else
x(t)zh¥x(t-2)+Ksi;
end
and
alss
disp(’parametri ne sadovol javaju uslova’)
and

Program 2b. Program za modeliranje realizaci je AREX(2) procesa sa
—eksponenci jalnom marginalnom raspodelom

a9y




wfunecLion #oarlalip o)
TR
H(L)K“ngfl‘fﬂﬂd)*!wﬁ!Emrwﬁdﬁ:
for noln
kﬁi:*lmgﬁlnrﬁwwj)+imqiE~rarmﬂ:
ZIrand;
1f z<pl(l),
x{t)Y=ksl;
alaeeif z<sumind,
w{t)zakx(t-1)+ksi;

alse
w{t)za¥x{t-17;
and
and
and

Program 2c¢. Program Za modeliran je realizacije AREX(1> procesa sa

Laplasovom marginalnom raspodelom

function x=maexl{po,pl,a.n)
for J=l:n
zzrand;
zl=rand
if z<po,
x(3)y=—-log(l-z);
alseif z<potpl,
x(j)zﬂlog(1-z)~a*lag{l'zl);

else
x(j)=-a*log(l-z1};
end :

and

and

P!:-?g;:*am 2d._ Prozram za modeliranje realizacl je MAEX (1> procesa
&iji inovacioni niz ima eksponencijalnu raspodelu.




Frunchbinm ogowver i O po sl 0, 8oy
TRV NN LI S S L I A PR S I
(. lkoi ot on] tar LA N S N T TN GO W R N e B 0
bl o=l
om0 :
for alfa=0Q:.03%:1L

1=1i+1:

30y

for betaz0:.09:1L

J=3tl; |
if beta<=alfa & po*alfa<beta-gl,

g{i,j):lll{po,pl,x,ﬁ,alfa,beta,bﬁ,bl,gpr
else
g(i,31=0;
end
end
e
end

i1

Function L lllipo,pl,x,n,alfa,beta,bm,bljep)

L=0;

for m=2:n
azx{m);
u=ug(bo,bl,a,alfa,beta,po,pl);
a=x(m)-alfa*x<x(m-1};
u=u+ug(bo,bl,a,alfa,beta,po,pl};
sz=drugi(ep,x(m),x(m-1) ,beta);
uzu+(l-po-pl)*s;
L=tL+log(u);

end

function s = drugif{e,.x,y,p)
if wx<y*b,
8=0;
alself x<y*b+te,
s=1./e;
alse
s=0Q;
end

function u = ug(bo,bl,a,alfa.beta,po,pl)

1f a<Q,

u=0; -

eles

b=((1-bo-bl)*{po+pl))./{po*alfal;

vz(~ak(pn+n1))./(po*alfa);

U= bo*expiwa}+tb1fbeta}.*eﬁp(—ajbeta}+t.*exm(v};
and

Pr-ogram 3. Program za radunanje funkcije verodostojnosti za
'AREX(¢1) proces, pri fiksiranim vrednostima verovatnodca P, i P, dok

se a i 3 menjaju u okviru dopustivog skupa vrednosti.
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ERT AT 1 A B S S ot N S N SN S
Lwamaa<lini L), n{C ). a,mni:
rezaapesel o al ]y al ) mg
wrarex<2{p,alij,a02),n);

)3 zsum{x )/ n;

“rvz=0;

Q.
%

Sfor t=l:in

% rvzrvt{x(t)=xs)x{x(t;~=x3)/N;
%end

for J=1:6

S=0Q;

faor t=1:(n-3j+1)
argt{x(t)-xs)¥{x({t+j=1)=xs}/(n-3+1);
end

r{jl)=s;

end

d{1,1)=r(2);

di2,1)Y=r(3);

d(3,1)=r(4);
d(1,2)=det([r{(2),r{l);r(3),.7{2)1);
d(2,2)=det([(r{3),r{2);r{4},r(3}1);
d({3,2)=det({r(4),r(3);r(5),r(4)]);

d(1,3)=det{([r(2),r(1),r{(2):r(3),r(2),r(L);r(4),r(3),r(2)]);
d(2,3)zdet({r{3),r(2),r(1);r(4),r{3,r(2);r{3),r(4),713)]);
d(3,3)=det{{r(4),r{(3),r(2):r(9),r(4),r(3);r{&),r{5),r{4)1};

end

Program 4. Program za ra&unan je elemenata Seme u korner metodi za

ocenjivanje reda procesa.




Funmtion pawmamx (2070)
3203
“For azD:.1l:1
a=4;
for po=Q:ep3:i
for pl=0:epas:l
if po+tpla=zl,
% for az0:eps: .
J=3+1;
ql=l-po-pl;
o 3)zpo*x(po/2vpl/ (2% 1+a))+ral/(1+ai);
D(j):ﬁij}+pl*iw@f(2—a)+mlf({L+a}*{2—a
o ji=p(j)rglsal/2;
s end
else
end
end
and
end

Program 5H5a. Program za izradunavanje teorijskih vrednosti

verovatnodca P(}(n( )(nﬂ) za MAEX(1) proces, kada se parametri

menjaju u okviru dopustivog skupa vrednosti.

function x=korl{eps)
1=0.;
for a=z.l:eps:l
for po=0:eps:1
for pl=0:eps:1
vazl-po;
vbhb=po+pl;
if vb<=1,
izi+1;
br=za*va*xvb;
imzvhXvubtaxa¥xva¥va;
x(1i)=br/im;
alse
end
end
end
end

Program 5b. Program za radunanje teorijskih vrednosti
autokorelacione funkcije u tat¢ki 1, za MAEX(1) proces, pri izmeni
parametara u okviru dopustivog skupa vrednosti.
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Fryps b ion Fomoena b w0 B
Fo( 1 Yomer (= 0 b
Frold4)zlmep( =~y ) apl a0 Ay
Fol 7yzimanl - <=y i 2/
Fp{ﬁ;:tﬁyp(~££b~y;mexmf"xfb"yfa?ﬁf{b*{1"&}};
fo(9)z(expl(-~/b-y/b) )/ (b*p )]
1 vy oaki,
Fro(2)=exp( —x-ytak«);
fp(ﬁ)xexpf-y}*iaﬁmi{"1"&)*A}~eﬁr{+3fa}}f(1“a+a*a);

else

Fo{2)=0;

fp(5):(EHDf"fl‘ﬂ“*y*(3#3))*ewm{*y)}kgvg’~w/aﬁj(1—g43ﬁd)
ernd

fo(3)= expl-v/0);
fo(&)z{exp{~{x-y/b)/a~y/0})/ a*b;
else
Fpi3)zexp( -]} ;
fp(6)=0;
endl
f=(sum(fp))/9;
end

Ffunction zzmaexg(a,b)
for x=0:.05:1
for y=0:.1:1
2(20*x+l,lO*y+1):maexf(x,y,a,b);
2nd
and
and

Program 5c¢. Program =za radunanje vrednosti dvodimenzionalne

funkcije raspodele za ){‘ﬁ | )(M1 za MAEX({1)> proces.
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